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Def: Obyčejné diferenciálnı́ rovnice 2. řádu

Přı́klad

1 y′′ = −y 2 y′′ = 6x

Definice

Necht’ M ⊂ R2, f : M → R je funkce dvou proměnných. Pak rovnici

y′′ = f (x, y, y′)

nazýváme obyčejnou diferenciálnı́ rovnicı́ 2. řádu.
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Def: Řešenı́ ODR 2. řádu

Otázka

Určete, které funkce jsou řešenı́m ODR y′′ = 2y′ − 2y. (Pro všechny berte
x ∈ R.)

A sin x
B cos x
C ex sin x

D ex cos x

E ex

C, D

Definice

Řešenı́m diferenciálnı́ rovnice y′′ = f (x, y, y′) rozumı́me dvojici (y, I), kde I
je otevřený interval a y je funkce definovaná alespoň na I, y ∈ C2(I),
splňujı́cı́

y′′(x) = f (x, y(x), y′(x)), ∀x ∈ I.
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Def: Počátečnı́ podmı́nka

Otázka
Najděte řešenı́ ODR

1 y′′ = −y, y(0) = 0, y′(0) = 1
2 y′′ = −y, y(0) = 2, y′(0) = −3

3 y′′ = −y, y(0) = 0, y′(π) = 0

4 y′′ = −y, y(0) = 0, y′(
π

2
) = 0

sin x; −3 sin x + 2 cos x; 0; c sin x; c, x ∈ R

Definice
ODR s počátečnı́mi podmı́nkami rozumı́me

y′′ = f (x, y, y′), y(x0) = y0, y′(x0) = y1

kde x0, y0 ∈ R.
Řešenı́m pak rozumı́me dvojici (y, I), kde I je otevřený interval a y je funkce
definovaná alespoň na I, y ∈ C2(I), x0 ∈ I, splňujı́cı́

y′′(x) = f (x, y(x), y′(x)), ∀x ∈ I,

y(x0) = y0,
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Def: Lineárnı́ ODR 2. řádu

Definice
Rovnici

y′′ + a1(x)y′ + a0(x)y = b(x),

kde a1, a0, b : (c, d)→ R jsou spojité a b 6= 0 v alespoň 1 bodě, nazýváme
nehomogennı́ lineárnı́ ODR 2. řádu.
Rovnici

y′′ + a1(x)y′ + a0(x)y = 0

kde a1, a0 : (c, d)→ R jsou spojité, nazýváme homogennı́ lineárnı́ ODR 2.
řádu.

Otázka
Určete, které rovnice jsou lineárnı́ 2. řádu (resp. na lineárnı́ převoditelné):

A y′′ + exy′ + y = cos x
B x2y′′ + y′

x = 0
C 5y′′ +

√
y = xy

D yy′′ + yy′ = y2

E ln(x2)− y′ = xy2

A, B, D
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Lemma o linearitě

Lemma (O linearitě)

Necht’ y1 a y2 jsou řešenı́ HLDR

y′′ + a1(x)y′ + a0(x)y = 0.

Pak y1 + y2 a ky1, kde k ∈ R, jsou také řešenı́m této rovnice.

Důkaz

Máme: y′′1 + a1(x)y′1 + a0(x)y1 = 0.
Pak

(ky1)
′′ + a1(x)(ky1)

′ + a0(x)(ky1) = k(y′′1 + a1(x)y′1 + a0(x)y1) = k0.

Vı́me: y′′1 + a1(x)y′1 + a0(x)y1 = 0 a y′′2 + a1(x)y′2 + a0(x)y2 = 0.
Pak

(y1 + y2)
′′ + a1(x)(y1 + y2)

′ + a0(x)(y1 + y2) =

(y′′1 + a1(x)y′1 + a0(x)y1) + (y′′2 + a1(x)y′2 + a0(x)y2)

= 0 + 0.
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Lineárně nezávislé funkce

Definice

Řekneme, že funkce y1, y2, . . . , yr : (c, d)→ R jsou lineárně závislé na
(c, d), jestliže existujı́ konstanty c1, . . . , cr, kde alespoň 1 z nich je nenulová,
tak že

c1y1(x) + c2y2(x) + · · ·+ cryr(x) = 0, ∀x ∈ (c, d).

V opačném přı́padě řekneme, že jsou lineárně nezávislé na (c, d).

Otázka (Vizte cvičenı́)

Jsou funkce f , g a h lineárně závislé nebo nezávislé?
h(x) = 4 + 3x, f (x) = (1 + x)2, g(x) = 2− x− 2x2

h(x) = sin(x + 2), f (x) = sin x, g(x) = cos x

h(x) = x2, f (x) = (1− x)2, g(x) = (1 + x)2

LZ, LZ, LN
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Def: wronskián

Definice

Necht’ y1, . . . , yr ∈ Cr−1(c, d). Determinant

W[y1, . . . , yr] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣


y1 y2 · · · yr

y′1 y′2 y′r
...

. . .
y(r−1)

1 · · · y(r−1)
r


∣∣∣∣∣∣∣∣∣

nazveme Wronského determinant - wronskián.

Otázka

Spočtěte wronskián funkcı́ y1 = x a y2 = x2.
x2
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Wronskián a lineárnı́ nezávislost

Lemma

Je-li W[y1, . . . , yr] 6= 0 alespoň pro jedno x ∈ (c, d), pak jsou funkce
y1, y2, . . . , yr : (c, d)→ R lineárně nezávislé na (c, d).

Otázka
Určete, zda jsou funkce y1 = sin x a y2 = cos x lineárně nezávislé.
Ano.
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Protipřı́klad

Přı́klad
Obrácené tvrzenı́ neplatı́.

f1(x) =

{
(x− 1)2 x ∈ (0, 1),
0 x ∈ (1, 3).

f2(x) =

{
0 x ∈ (0, 2),
(x− 2)2 x ∈ (2, 3).

Pak W[f1, f2] = 0 pro všechna x ∈ (0, 3), přesto tyto funkce jsou lineárně
nezávislé.
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Fundamentálnı́ systém řešenı́ FSŘ

Věta
Množina všech řešenı́ HLDR

y′′ + a1(x)y′ + a0(x)y = 0

je lineárnı́m podprostorem prostoru C2(c, d) a je dimenze 2.

Přı́klad

y′′ = −y, y = c1 sin x + c2 cos x

y′′ = y, y = c1ex + c2e−x

x2y′′ − 2xy′ + 2y = 0, y = c1x + c2x2

Definice
Bázi prostoru řešenı́ HLDR budeme nazývat fundamentálnı́ systém řešenı́
FSŘ.
(Př. {x, x2}, {sin x, cos x}.)
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Def: Lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice s konstantnı́mi
koeficienty

Definice
Diferenciálnı́ rovnici

k2y′′ + k1y′ + k0y = b(x), k0, k1, k2 ∈ R,

kde b : (c, d)→ R je spojitá funkce, nazveme lineárnı́ diferenciálnı́ rovnicı́
2. řádu s konstantnı́mi koeficienty. Rovnici

k2y′′ + k1y′ + k0y = 0, k0, k1, k2 ∈ R,

nazveme homogennı́ lineárnı́ diferenciálnı́ rovnicı́ 2. řádu s konstantnı́mi
koeficienty.
Rovnici

k2λ
2 + k1λ+ k0 = 0

nazveme charakteristickou rovnicı́ přı́slušné lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice.
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Def: Lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice s konstantnı́mi
koeficienty II

Přı́klad

y′′ − 3y′ + 2y = x2

y′′ − 3y′ + 2y = 0

λ2 − 3λ+ 2 = 0
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Věta: Řešenı́ HLDR 2. řádu s konstantnı́mi koeficienty

Věta
Pro HLDR 2. řádu s konstantnı́mi koeficienty

k2y′′ + k1y′ + k0y = 0,

k0, k1, k2 ∈ R platı́: Má-li charakteristická rovnice
1 2 různé reálné kořeny λ1, λ2, pak

yH = c1eλ1x + c2eλ2x

2 1 reálný kořen λ1, pak

yH = c1eλ1x + c2xeλ1x

3 2 imaginárnı́ komplexně sdružené kořeny λ1,2 = a± ib, pak

yH = c1eax cos(bx) + c2eax sin(bx),

kde c1, c2 ∈ R.
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Věta: Řešenı́ HLDR 2. řádu s konstantnı́mi koeficienty II

Přı́klad

y′′ − 3y′ + 2y = 0 y = c1ex + c2e2x

y′′ + 2y′ + y = 0 y = c1e−x + c2xe−x

y′′ + 4y′ + 13y = 0, y = c1e−2x cos(3x) + c2e−2x sin(3x)
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Věta: Sčı́tánı́ pravé strany

Věta

Necht’ y1 je řešenı́m rovnice

k2y′′ + k1y′ + k0y = b1,

a y2 je řešenı́m rovnice

k2y′′ + k1y′ + k0y = b2,

kde k0, k1, k2 ∈ R, b1, b2 : (c, d)→ R je spojitá. Pak funkce y1 + y2 je
řešenı́m rovnice

k2y′′ + k1y′ + k0y = b1 + b2.

Důkaz
Dosadı́me

k2(y1 + y2)
′′ + k1(y1 + y2)

′ + k0(y1 + y2)

= k2y′′1 + k1y′1 + k0y1 + k2y′′2 + k1y′2 + k0y2

= b1 + b2.
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Věta: Sčı́tánı́ pravé strany II

Přı́klad

y′′ + y = x + sin x

Funkce yH = c1 cos x + c2 sin x řešı́ HLDR y′′ + y = 0
Funkce yP1 = x řešı́ NLDR y′′ + y = x
Funkce yP2 = − 1

2 x cos x řešı́ NLDR y′′ + y = sin x
Funkce

y = c1 cos x + c2 sin x + x− 1
2

x cos x

řešı́ původnı́ rovnici
y′′ + y = x + sin x
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