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Def: Obycejné diferencialni rovnice 2. fadu

Necht M C R?, f : M — R je funkce dvou proménnych. Pak rovnici

Y =fxy,y)

nazyvame obycejnou diferencidlni rovnici 2. ¥ddu.
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Def: Reseni ODR 2. fadu

Urcete, které funkce jsou feSenim ODR y” = 2y’ — 2y. (Pro vSechny berte
x € R))

Q@ sinx Q@ ¢éfcosx

@ cosx

Q efsinx Q ¢
C,D

| \

Definice

Resenim diferencialni rovnice y” = f(x,y,y’) rozumime dvojici (y, ), kde I
je otevieny interval a y je funkce definovan4 alespoii na I, y € C2(I),
spliujici

Y'(x) =f(xy(x),y'(x), Vel
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Def: Pocatecni podminka

Najdéte feSeni ODR
Q) =-50)=0y0)=1 @) =-yy0)=0y(r)=0
Q' =—350)=2Y0)=-3 g y =y y0) = O,y’(g) =0

sinx; —3sinx + 2cosx; 0; csinx; c,x € R

v
Definice

ODR s pocdtecnimi podminkami rozumime
Y =fGy,y),  y(x0) = o,y (x0) =y

kde xp,yo € R.
Resenim pak rozumime dvojici (y, I), kde I je otevieny interval a y je funkce

definovan4 alespoti na I, y € C*(I), xy € I, spliiujici

y//(x) :f(x7y(x)ay,(x))7 Vx el
y(x0) = yo,

/
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Def: Linearni ODR 2. radu

Rovnici
Y' +a1(x)y" + ao(x)y = b(x),
kde a1, a9,b : (¢,d) — R jsou spojité a b # 0 v alespoti 1 bodé&, nazyvame
nehomogenni linedrni ODR 2. Fddu.
Rovnici
'+ ai(x)y + ao(x)y =0

kde aj, ap : (¢,d) — R jsou spojité, nazyvame homogenni linedrni ODR 2.
rddu.

Otazka

Urcete, které rovnice jsou linearni 2. fadu (resp. na linearni prevoditelné):

| A

Q Y +ey +y=rcosx Q W'+ =y
o x2y//+y;:O

Q@ 5+ y=x Q In() —y =x7
A,B,D
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Lemma o linearité
Lemma (O linearit€)

Necht y; a y, jsou feSeni HLDR
¥ + a1 (x)y’ + aop(x)y = 0.

Pak y; + y, a ky;, kde k € R, jsou také feSenim této rovnice.

Dikaz

Miéme: y{ + a1 (x)y| + ao(x)y; = 0.
Pak

(ky1)" + a1 (x) (kyr)" + ao(x) (ky1) = k(3 + a1 (x)y1 + ao(x)y1) = k0.

Vime: y{ + a1 (x)y] + ao(x)y1 = 0 ayy + a1 (x)y; + ao(x)y2 = 0.
Pak

| A

1 +32)" +ar(x) (1 +y2)" +ao(x) (1 +y2) =
OF 4+ ar(x)y) +ao(x)y1) + (3 + a1 (x)ys + ao(x)y2)
=0+0.
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Linearn€ nezavislé funkce

Definice

|
N
<
N

Rekneme, Ze funkce yi,ys, ...,y : (¢,d) — R jsou linedrné zdvislé na
(¢, d), jestlize existuji konstanty ¢, . . ., ¢,, kde alespoii 1 z nich je nenulové,
tak Ze

Clyl(x) + Cz)’z(x) +eee Cryr(x) =0, Vx € (Cv d)

V opaéném piipadé fekneme, Ze jsou linedrné nezdvislé na (¢, d).

N
<
y
| A\

Otazka (Vizte cviceni)

Jsou funkce f, g a h linearn€ zavislé nebo nezavislé?
@ h(x) =4+3x,f(x) = (1+x)?%gx) =2 —x—24
o h(x) = sin(x 4 2), f(x) = sinx, g(x) = cosx
o h(x) = 2 f(x) = (1 — 0% g(x) = (1 + 2
LZ,LZ, LN

A\

Kristyna Kuncova (8) Obycejné diferencidlni rovnice 2. fadu



Def: wronskian

Necht y;,...,y, € C""(c,d). Determinant

y] y2 ... yr
oo Y
W[}’1a--~7)’r]: g ..
gr;l) L y}(‘rfl)

nazveme Wronského determinant - wronskidn.

Otazka

| \

Spoctéte wronskidn funkef y; = x a y, = x°.

2

\
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Wronskian a linearni nezavislost

Lemma

Je-li W[yy, ..., y,] # 0 alespoti pro jedno x € (c,d), pak jsou funkce
Y1,Y2, -, ¥ ¢ (¢,d) — R linedrné nezévislé na (c, d).

Otazka
Urcete, zda jsou funkce y; = sinx a y, = cos x linedrné nezavislé.
Ano.

| A\

A
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Protipriklad

Obracené tvrzeni neplati.

=12 x € (0,1), _Jo x € (0,2),
fl(x)_{o x€(1,3). fZ(x)_{(x—z)2 x € (2,3).

Pak WIfi, 2] = 0 pro vSechna x € (0, 3), pfesto tyto funkce jsou linedrn&
nezavislé.
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Fundamentalni systém reSeni FSR

Mnozina vSech feseni HLDR

Y+ ai(x)y’ + ap(x)y =0
je linedrnim podprostorem prostoru C?(c,d) a je dimenze 2.

Priklad

y/=—y, y = ¢y sinx + ¢ cosx

/!

y =y, y=cie +cze

—X

2y —2xy' +2y =0, y = c1x 4 ox’

Bazi prostoru feSeni HLDR budeme nazyvat fundamentdlni systém resent
FSR.
(Pf. {x,x*}, {sinx, cosx}.)
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Def: Linearni diferencialni rovnice s konstantnimi

koeficienty

Definice

Diferencialni rovnici
kzyl/ + kly/ + k()y = b(x), ko, ki, ko € R,

kde b : (¢,d) — R je spojitd funkce, nazveme linedrni diferencidlni rovnici
2. 7ddu s konstantnimi koeficienty. Rovnici

koy" + kiy' + koy = 0, ko, ki, k2 € R,

nazveme homogenni linedrni diferencidlni rovnici 2. ¥ddu s konstantnimi
koeficienty.
Rovnici

koX2 + kA + k=0

nazveme charakteristickou rovnict ptislusné linearni diferencidlni rovnice.

v
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Def: Linearni diferencialni rovnice s konstantnimi
koeficienty II
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Véta: ReSeni HLDR 2. #4du s konstantnimi koeficienty

Pro HLDR 2. fadu s konstantnimi koeficienty
kay" + kiy' + koy = 0,
ko, k1, k, € R plati: Ma-li charakteristickd rovnice
@ 2 rtzné redlné koteny A, A, pak

)\1)( + C26>\2x

YH = C1€
@ 1 redlny kofen \;, pak

A]X >\1x

yH = c1e”"" + crxe
@ 2 imagindrni komplexné sdruZené kofeny \; » = a % ib, pak

yu = c1e™ cos(bx) + c e sin(bx),

kde ¢y, co € R.
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Véta: Reseni HLDR 2. f4du s konstantnimi koeficienty II

Y/ =3y +2y=0 y=cie'+cre™

X

Y'+2/+y=0 y=cie" +cxe”
y'+4y' + 13y =0, y = cre” % cos(3x) + cpe” * sin(3x)
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Véta: Scitani pravé strany

Necht y; je feSenim rovnice

kay" + kiy' + koy = b,
a y, je feSenim rovnice
kay" + kiy' + koy = b2,

kde ko, k1, kx € R, by, b; : (¢,d) — R je spojitd. Pak funkce y; + y; je
feSenim rovnice
koy" + kiy + koy = by + b.

| A\

Dikaz
Dosadime

ka(yi +32)" + ki(y1 +y2)" + ko(y1 + y2)
= koy{ + kuy| + koy1 + kayy + kiyh + koyz
= by + b,.
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Véta: Scitani pravé strany II

Priklad

¥/ +y=x+sinx

Funkce yy = ¢y cosx + ¢ sinx fe§i HLDR y” +y =0
Funkce yp; = xfeSi NLDR y” +y = x

Funkce yp, = —jxcosx fesi NLDR y” + y = sinx
Funkce

Y =1 COSX + ¢psinx + x — ixcosx

fesi pavodni rovnici

¥y +y=x+sinx
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