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Résumé

Pour calculer I'intégrale de chemin sur des espaces non simplement connexes il est nécessaire d’effectuer
un changement de topologie, en utilisant le revétement universel, en comparant les deux démarches, et en
abordant I'effet Aharonov-Bohm. Il sera nécessaire d’utiliser des notions d’homotopie.
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1 Introduction

1.1 L’intégrale de chemin
1.1.1 Le propagateur

L’amplitude de transition d’'un état vers un autre est une quantité importante en mécanique quantique,
elle permet de faire des prédictions et de les confirmer par I'expérimentation. Cette amplitude est donnée par
I'opérateur évolution U (ts,t;) pris entre I'état initial |x; > et I’état final |2y >, on la nomme : propagateur,
noté G et on écrit Gz, ts; 2, t;) =< x|U(ts,t;)|z; >. L'idée avec lintégrale de chemin est de discrétiser
le temps et I'espace. En insérant le relation de fermeture sur la position puis I'impulsion on montre que

G(q t5q,t) = limy oo (ViZz)" [Ty da(m)exp (3Sa(M)]) | (1.1)

Il faut bien comprendre qu’ici I'action étant une fonctionnelle de la position, il faut donc intégrer sur toutes
les positions possibles. Le coefficient de normalisation est apparu grace a 'intégration sur les impulsions.

1.1.2 Particule libre

On considére une particule libre, donc il n'y a pas de potentiel. Placons nous dans un espace a une
dimension (la généralisation étant simple). Son propagateur s’écrit sous forme continue, mais en discrétisant
le temps, et I'espace on peut 1’écrire sous la forme ([1.3]).

zyity i ta, (do)?
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ou r; = xp, Tf = Ty41 et € = tj\}ff Quand on développe la somme dans l’exponentielle, on voit que

certains termes apparaissent deux fois. Exemple pour j = 0,1 : (21 — :co)2 + (z2 — x1)2. Par récurrence, nous
calculerons l’action totale. En utilisant ’égalité suivante
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on arrive au résultat final a ’expression du propagateur pour la particule libre :

— sy (T —w)?
Gy trwinti) =\ gmri=me " ! (1.5)




1.2 Quelques notions sur la topologie, en images

Illustrons la connexité :

Illustrons I’homotopie pour des chemins :

Y3

Y2

FIGURE 2 — Les chemins v, et

FIGURE 1 — A gauche le domaine est simplement connexe, alors
~3 sont homotopes a v,

qu’a droite il ne I'est pas puisqu’il y a un trou.
L’homotopie consiste a déformer continument les chemins. Sur la figure 2] on peut déformer ~3 pour le rendre
identique & 71, on peut le faire aussi pour ~s.

2 D’une topologie a ’autre : M — M*

2.1 Propagateur d’une particule sur un cercle
2.1.1 Dans M avec I’équation de Schrodinger

Considérons une particule se déplagant sur une trajectoire circulaire. On peut penser a un électron piégé
sur un réseau 1D avec conditions aux limites périodiques. Dans le cas d’un mouvement réduit & une trajec-
toire circulaire, il nous suffit seulement d’avoir un parameétre, que ’'on nomme .

Déterminons ’amplitude de probabilité pour passer d’un état ¢1 en t; & w2 en ta, on appelle cette quan-
tité : propagateur pour passer de @1 & ¢3. On le note généralement en mécanique quantique, G(p2, to; v1,t1).
Et par définition G(xg,tQ; .Tl,tl) =< :Ug’U(tg,tl)‘xl >

Ecrivons donc I’équation de Schrodinger appliquée au cercle (on a posé i = 1)

C10%(p) v() (2.1)

21 0p? ot

Cherchons les solutions de ([5.10)) sous forme d’états stationnaires, c’est & dire en découplant la partie
spatiale de la partie temporelle, avec pour condition limite périodique ©(0,t) = ¢(27,t) V¢. Au final

P(p,t) = \/%—Wei‘pme‘“;“‘t‘” (2.2)

En temps normal on souhaiterait que 1 soit univaluée, c’est a dire que ¥(p,t) = (¢ + 27, t). Mais

comme nous plongerons le systéme dans un champ magnétique, nous introduisons d’ores et déja un déphasage

pour chaque tour parcouru sur le cercle. Nous donnerons sa signification plus tard, dans le cadre de 'effet

Aharonov-Bohm. En demande donc que e?4(p,t) = (e + 2m,t) § € R. En utilisant on trouve
aprés simplification Im € Z / 2rm + § = 2721 E d’on

B, = ! + 5 )" ez (2.3)
m — i m om m )
On peut donc réécrire 1 en fonction de m et  uniquement, que 1’'on note ¥,
~ Y ()
¢m(@7t) - ﬁ€w<m+2ﬂ>e 21(m+27r) (t=to) (24)




Nous pouvons donc passer a I'expression du propagateur GG, et en introduisant la relation de fermeture
sur les états stationnaires |1, >

G2, ta; p1,t1) i=< 2, 1| U (b2, 11) 1, 01 >= D thm(i02) i (sp1)e” Fmt2710) (2.5)

m

Nous sommes amenés & poser, pour simplifier le calcul de G, ¢ := 2 — @1 et T : =1ty — #;

()] ()l B (o) e

Puisque qu’on remarque une somme sur m et sur m? dans l’exponentielle, on peut encore exprimer ce

1
Glpa, taipr ) = Y

—e
2T *P

m

propagateur & ’aide de la fonction Theta de Jacobi qui est définie ainsi

“+oo
O3(z,8) == > ™ Im(t) >0 (2.7)

n=—0oo

Il suffit pour cela de procéder au changement de variables suivant

zZ .

—— et t:= (2.8)
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Ici la variable t est réelle donc 03 devient une série de Fourier et est donc convergente.
On déduit 'expression finale du propagateur.

. 2
G(pa,to; 1,11) = %expz <g—‘7f — %)03 (2 - %, —;—I) (2.9)

Etonnamment, on peut exprimer le propagateur & ’aide de la fonction Theta de Jacobi, qui est utilisée
par exemple : en théorie des cordes, ou en théorie du soliton. Déterminons ’expression du propagateur en
utilisant cette fois-ci I'intégrale de chemin et 'homotopie, il nous faudra aussi changer de topologie.

2.1.2 Dans M* en utilisant ’homotopie

Le cercle M est assimilable & la variété du groupe SO(2) ~ S'. La métrique naturelle pour ce groupe est
triviale, elle ne dépend que d’un paramétre : 'angle que I'on représente ici par la fonction du temps ¢(t).
Le lagrangien est donc L = %@2. Au changement de notation prés, ce lagrangien est identique & celui d’une
particule libre, avec pour seule différence que ici p(p) € [0, 27].



On note M := S!', et son revétement universel
est M* := R. Le long de l'axe réel (M*) on n
peut juxtaposer des copies du cercle. Pour les

différencier, on introduit un entier relatif n, que +2
I'on appelle "nombre d’enroulement". Pour un

tour du cercle dans le sens trigonométrique, on R +1
compte +1, dans le sens anti-trigonométrique, on

compte -1. ¥1
Pour caractériser un chemin sur le cercle, il faut @2@ 0
connaitre trois données : la position initiale, la P @
position finale, et le nombre d’enroulement pour —1
passer de I'une a 1’autre. K

Soient deux chemins «; et «; qui ont méme
position initiale et finale sur S, mais un nombre
d’enroulement différent (n; # n;), alors il n’existe
pas de transformation continue permettant de
déformer v; pour le rendre identique & «;. On
dit que 7; et v; appartiennent a deux classes
d’homotopie différentes. Une classe d’homotopie

est définie par le nombre d’enroulement n. FIGURE 3 — Revétement universel du
cercle

La somme sur tous les chemins dans S' s’écrit comme une somme sur toutes les classes d’homotopie dans
R d’ou 'expression du propagateur définie sur R

—+oo
K(pa, taspr,tr) = POl = 3= 3= cislelt)] (2.10)
p(p) n=—00 p(t)€gn
dans St dm;; R

avec gn(t) = {Vt € [to,t1] ©(t) est continue, ¢(to) = wo, p(t1) = @1 et n est fixé}. Nous n’avons pas retenu
les chemins différentiables puisqu’ils sont de mesure nulle (cf. Intégrale de Wiener). Résultat > o(t)Egn etSlp(®)]
est égale au propagateur de la particule libre sur R pour n fixé.

“+oo
K(pa,ta;p1,t1) = Z ankn(2,t2;01,t1) avec lan| =1 (2.11)

n=—oo

et k, est le propagateur pour une particule libre sur R.

Nous avons ajouté un facteur phase a,, pour chaque classe d’homotopie puisque le propagateur est définie
a une phase prés, indépendante de ¢(t). Pour déterminer son expression exacte, imaginons que ¢(t2) s’arréte
un tour plus tot, alors le propagateur k, devient k,_;. Comme le propagateur est défini a une phase prés
notons la €, et que les k,, sont linéairement indépendants, on peut écrire Ont1 = ea,, ap = 1 et donc
an = €. Ce facteur de phase dépend donc du nombre d’enroulement.

Donnons 'expression du propagateur libre k,. Pour cela on peut remarquer que n’'importe quel (1)
peut étre choisi dans R (cf. Fig. , 'essentiel étant de conserver le nombre d’enroulement dans S' entre

p(p(t1)) et p(p(ta)). Si p est Iapplication telle que p : R — S!. On peut résumer ceci :

Dans S': yg1 (plea], pleal, nsr) (2.12)
Dans R: (1, @2+ 27mng1) '
Nous avons vu, en introduction que le propagateur pour une particule libre s’écrit
M ()2
G(x,t;y,to) = me it "V e qui devient dans notre cas :
I \?2 il
k to;p1,t1) = [ = —(p — 27n)? 2.13
n(p2,t2; 01,11) <2z’7rT> exp <2T(<’0 ™) > ( )
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En développant le carré, et en regroupant les termes en n? et en n

+00 1 . 2
1 2 il . 2wl L 92wl
K(po,ta;p1,t1) = E <M> exp <2T(’02> exp [m (5 — T¢>] exp (m2 T ) (2.14)
o0

n=—

Procédons au changement de variables suivant pour faire apparaitre 03(z2’,t’)

2= = et ti=—r (2.15)

Le propagateur s’écrit donc comme une fonction 63

K(gﬁg, tg; ©1, tl) = (ﬁ)i exp (%902)93 (g - MT@, %) (216)

2.1.3 Lien entre les deux approches ?

On est en droit de se demander si les expressions et sont égales. On remarque que la variable
jouant le role de ¢t dans les deux fonctions 63(z,t) sont inverses lune de autre et de signe opposé. Nous
sommes donc tenté d’utiliser la relation de modularité. (cf. annexe pour une démonstration possible).

NS R LI 2 |
f(z,1) = (—it) 2ty ) (2.17)
Posons correctement les choses :
1 Sp 62T I \? i1
14 2 o 9 roy
G=— 03(z,t t K=|—= — 03(z',t 2.18
or P! (27r S 2) 3(z1) e (2in> P <2T“0> 3(2, 1) (2.18)
Il nous faut vérifier avant tout que la variable 2 est obtenue par la transformation suivante 2’ <- %, pour
pouvoir utiliser ([2.17])
z o T6 2l 0 mwlp ,
- =l -— |- )=z-—= 2.19
t<247r[)(T o T  ° (2.19)
Nous pouvons donc utiliser la relation de modularité. Puisque t' est obtenue par la transformation suivante
= _Tl En utilisant on trouve £ ﬁ = —i (8T7r‘522] + 5 — gf)

Nous pouvons donc réécrire le propagateur G, en remplacant la fonction #3 via la relation ([2.17)
1 Sp 82T\ [2nl\Y? T§: 12 Sy

G=—expi|=—— = —i S )s(2 2.20
or eXpZ<27r 8I7r2> (ZT> X i\ g For T ar )R D) (220)

(o) e (=1 o

Les deux propagateurs, calculés dans des espaces topologiques différents (M,M*) sont égaux. Et éton-
namment c’est la relation d’invariance modulaire qui permet de mettre en exergue ce point. Encore plus
surprenant, d’'un c6té on somme sur les états de vitesse angulaire proportionnelle & m et de l'autre on
somme sur le nombre de tours n et au final on obtient le méme propagateur.




3 L’effet Aharonov-Bohm

3.1 Présentation, premiére conséquence

Qu’est ce que l'effet Aharonov-Bohm :

On sépare un faisceau d’électrons en deux chemins,

qui contournent un solénoide confiné tel que le champ
magnétique qu’il émet est lui aussi confiné, les électrons
voyagent donc seulement dans une région a champ B
nul, et pourtant si on projette les électrons sur un
écran, on observe la création de figures d’interférence.

Un changement de jauge locale sur (V, A) peut étre com-
pensé par par facteur de phase sur ¥. En effet I’équation
de Schrodinger pour une particule dans un champ s’écrit
(10 — ieV )Y = 5= (p — ieA)%.

L’ action de p, — teA, sur el @ty pour cette
transformation de jauge : A, — A, — 20.f(z,1)

Solenoide

est bien invariante. On peut choisir (cf. eq.(3.1)))
flz,t) = ef;(_ A.dl et donc mettre 1) sous la forme
J

Yi(x) = I=0x) exp (ie fvx A.dl). On retrouve donc  d’Aharonov-Bohm réalisée en 1959

ce facteur de phase dans 'expression du propagateur :
K = 27 eiSA:O[Z’} « eief,yA.dl

La phase relative de ¢ = 1)y + 91 est donc (f'yo A.dl — fw A.dl) = ®p, ou Py représente le flux de

B passant par la surface fermée, délimitée par 79 — 1. (En utilisant la formule de Stokes et le fait que
B=VxA).

On peut remarquer que la circulation de A est invariante de jauge, puisque toute intégrale du gradient d’une
fonction sur un chemin fermé est nul.

Si le flux est un nombre entier de quanta de flux, alors il n’y a pas de changement de phase relatif.

Si l'on fait varier le flux dans le solénoide, on observe la création de figures d’interférence, bien que les
particules ne ressentent pas le champ magnétique. Ceci prouve que la quantité électromagnétique mise en
jeu est le potentiel vecteur, ou plus précisément la circulation du potentiel vecteur.

3.2 Lien avec ’homotopie et la topologie

On souhaite déterminer le propagateur K, en utilisant le fait qu’ici 'espace M n’est pas simplement
connexe, mais son revétement universel oui. En effet, comme on peut le voir sur la figure [d] on peut assimiler
les deux chemins & une boucle fermée, délimitant une surface, a laquelle il faut retirer la surface du solénoide,
que I'on considére comme impénétrable, et par déformation continue, on se raméne au cercle S*, probléme
traité dans la section .11l

Le lagrangien du systéme est le suivant : L = %:I':2 + eA.z. D’ou le propagateur suivant

. . . t1 . . . xq Ad
K = Z ezS _ Zezsoezefto Agdr _ Zelsoezefzo x (3'1>
vy Y Y

Or les électrons traversent une région & champ magnétique nul, que l'on écrit encore V x A = 0. Sur M*,
simplement connexe, on peut utiliser le lemne de Poincaré (qui consiste en un changement de jauge qui fait
disparaitre A) et dire qu’il existe une fonction ¢ sur M* uniquement telle que A = V¢. Et donc A.x = %.

On peut donc écrire le propagateur sur M* : K/ = Z;:ioioo elleM) =) ¢,

FIGURE 4 — Schéma idéalisant 1’expérience



On choisit A = %V@, vecteur potentiel en dehors d’un solénoide infini. On peut remarquer que cela
correspond & une transformation de jauge locale faisant disparaitre le potentiel vecteur. On obtient ainsi
Iexpression du propagateur de I'effet AB

—+00
Kap = Z exp [i0(0f — 0; + 2mn)| K, (3.2)
n=-—oo
Avec le facteur de phase 6 = eg)ﬂB , et le propagateur K, est définie sur R.

(S’il n’y avait pas de solénoide, l'espace M serait simplement connexe, et on ne peut pas accepter que le
propagateur soit multi-évalué, donc on fixerait 6 = 0.)
Remarque : quand on s’intéresse au probléme de décohérence, on laisse parcourir la somme sur toutes les
classes d’homotopie. (ref. [§])

4 Conclusion et ouverture

Nous n’avons hélas pas eu le temps d’aborder cet aspect 14 du probléme, mais I'effet Aharonov-Bohm
peut s’interpréter en faisant appel a la phase de Berry. Pour plus d’informations nous vous renvoyons vers
I'ouvrage de D. J.Griffiths. (ref. [0])

Pour M un espace, et H un hamiltonien quelconque. Si M n’est pas simplement connexe, alors H ne
décrit plus la dynamique du systéme, donc la représentation de ’hamiltonien comme un opérateur différentiel
ou multiplicatif ne serait plus adéquate, en particulier se pose le probléme de 'hermiticité.(ref. [9])
Prenons I'exemple d’une particule libre confinée dans une boite, 'hamiltonien n’est pas spécifié comme un
opérateur tant que les conditions aux limites ne sont pas fixées. Ici les conditions aux limites jouent le réle
de données dynamiques.

Nous avons appliqué la mécanique quantique sur un espace particulier SO(2), mais derriére ceci se
cache un vaste sujet de recherche, intimement lié & la topologie : la Mécanique Quantique des espaces non
simplement connexes.



5 Annexe

5.1 Formule de Poisson et Invariance modulaire

Démontrons la relation d’invariance modulaire, en utilisant la formule de sommation de Poisson.
Démontrons tout d’abord la formule de sommation de Poisson : Soit la fonction périodique

g(x):= Y flz+n) (5.1)
avec f(z) fonction continue de x.
On voit que g(z)=g(x + 1)

Utilisons le principe de Hecke : Une fonction périodique peut toujours étre développée en série de Fourier.
Notons ay, les coefficients de Fourier de g(z) :

1 1 0o
ar : = / g(z)e 2™ g = / [ Z f(x+n)| e 2™ dy (5.2)
0 0 ln=-c0
e n+1 ) +o00 )
= Z / f(x)e 2™k dy = f(z)e 2™ dg (5.3)
On peut donc réécrire g(z) ainsi
00 00 . +oo -
Z f(l‘ + n) — Z 627mkm/ f(x/)e—%rzka: dz’ (54)
n=-—00 k=—o00 -0

et en posant z = 0 on retrouve la formule de Poisson.

Enoncons les quatres conditions nécessaires pour que ([5.4]) soit vraie :

f(x) fonction continue pour tout x
la série > f(x + n) converge uniformément, pour un intervalle fini de =

l'intégrale f+oo

—00

|f(x)| dx converge

- W b=

la série Y 07 |ag|

On peut en utilisant ([5.4)) déduire la formule de transformation pour 63
Prenons la fonction f(z) = ™ Im(t) > 0

oo 00 +oo
) 2 ) 2 on s
§ : eztﬁ(x—i—n) _ § : eQﬂ’zkx/ e(zﬂ'ta: 2z7rzkx)dl,/ (55)
n=—00 k=—00 -
oo +o0 o
: . k —ink
_ § : 62mkz/ ezwt(x’7¥)2 do'e % (56)
k=—o00 —o0
> 2 2 /1 k2 e 2
§ : eztﬂ(x +2nz+n?) _ et § : e?ﬂ'lkl‘*lﬂ'k‘ Jt (57)
—it
n=——oo k:—OO
oo 1 oo
; 2 — 2 e i 12
§ : ezt7r(2n:c+n ) — _e it § : e?mkx imk*/t (58)
—1t
n=-—00 k=—o0
En posant x := £ on trouve
Tt

S (5.9)

22
3(2,1) = (—it)“2eim (7, —



5.2 Reésolution détaillée : Particule sur un cercle

Ecrivons donc ’équation de Schrodinger appliquée au cercle (on a posé h)
1 PP(p) _0v(p)
21 0p? ot

Cherchons les solution de (5.10) sous forme d’états stationnaires, c’est a dire en découplant la partie
spatiale de la partie temporelle :

(5.10)

wm(% t) - um(@)vm(t) (5'11)
Um (@) (resp. vy (t)) est une fonction continue, dérivable, et non nulle pour tout ¢ (resp. t).

On injecte 1y, dans (5.10) , et on divise par ¥,

1 Ogumlp) _ Om(t)

21 2 Um (t)

Ces deux fonctions ne dépendent pas des mémes variables, donc elles sont égales & une constante que 1’on
note F.

—E (5.12)

On trouve aprés intégration que v, (t) = Ce~"E(=t0) > ¢;. on choisit la constante C' égale & I'unité et
on identifie v, a 'opérateur évolution.

On résout 1'équation différentielle du second ordre portant sur w,,(¢)
um(p) = Aexp (iapp) + Bexp (—iapp) avec ag:=V2IE

En utilisant la condition limite périodique uy,(0) = uy,(27) on exprime la constante B en fonction de A :
B = Ae™m0. Comme ¢ € [0, 2] on a up(p) = A(el@0%) 4 e(-1909)) On souhaite que la particule ne tourne
que dans un sens & la fois sur le cercle, donc on ne garde qu’une seule exponentielle.

Déterminons la valeur de la constante A € R par normalisation de la fonction d’onde v

i2a0¢ 2 in (2002
a2 |€ 1 AR > 9pg28n(2a2m)
1209 | 200027

En multipliant par 27 on fait apparaitre un sinus cardinal, on prend la limite & basse énergie et finalement

_ 1
Au final
T/J(SOJ) — ﬁeigp\/QlEe—iE(t—to) (513)
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