
Satz von Beppo Levi über die monotone Konvergenz

Satz (7.1)

Sei (fm)m∈N eine Folge von µ-fast überall monoton wachsenden,
µ-integrierbaren Funktionen fm : Ω→ R̄ mit der Eigenschaft, dass
die Folge der Integral

∫
fm dµ in R beschränkt ist. Dann existiert

eine µ-integrierbare Funktion f : Ω→ R mit der Eigenschaft, dass
(fm)m∈N punktweise µ-fast überall gegen f konvergiert, und es gilt
limm

∫
fm dµ =

∫
f dµ.

Anmerkungen:

Der Satz von Beppo Levi gilt auch für monoton fallende
Folgen µ-integrierbarer Funktionen.

Für Riemann-integrierbare Funktionen ist eine entsprechende
Aussage falsch.











Satz von Lebesgue über die majorisierte Konvergenz

Satz (7.2)

Sei (fm)m∈N eine Folge µ-integierbarer Funktionen fm : Ω→ R, die
fast überall gegen eine Funktion f : Ω→ R konvergiert. Sei ferner
g : Ω→ R+ eine µ-integrierbare Funktion mit der Eigenschaft,
dass µ-fast überall jeweils |fm| ≤ g erfüllt ist, für jedes m ∈ N.
Dann ist auch f µ-integrierbar, und es gilt∫

f dµ = lim
m→∞

∫
fm dµ.













Stetigkeit parameterabhängiger Integrale

Sei (T , d) ein metrischer Raum.

Satz (7.3)

Sei f : Ω×T → R eine Funktion mit den folgenden Eigenschaften.

(i) Für jedes t ∈ T ist Ω→ R, x 7→ f (x , t) eine A-messbare
Funktion.

(ii) Es gibt ein t0 ∈ T , so dass T → R, t 7→ f (x , t) für µ-fast
alle x ∈ Ω in t0 stetig ist.

(iii) Es gibt eine Umgebung U ⊆ T von t0 und eine
µ-integrierbare Funktion g : Ω→ R̄+, so dass für alle t ∈ U
jeweils |f (x , t)| ≤ g(x) für µ-fast alle x ∈ Ω erfüllt ist.

Dann ist F : U → R, t 7→
∫
f (x , t) dµ(x) eine auf ganz U

definierte, reellwertige, in t0 stetige Funktion.



Differenzierbarkeit parameterabhängiger Integrale

Satz (7.4)

Sei I ⊆ R ein offenes Intervall und f : Ω× I → R eine Abbildung,
so dass folgende Bedingungen erfüllt sind.

(i) Für jedes t ∈ I ist Ω→ R, x 7→ f (x , t) eine A-messbare
Funktion.

(ii) Es gibt ein t0 ∈ I , so dass Ω→ R, x 7→ f (x , t0)
µ-integrierbar ist.

(iii) Auf dem gesamten Definitionsbereich Ω× I existiert die
partielle Ableitung ∂f

∂t .

(iv) Es gibt eine µ-integrierbare Funktion g : Ω→ R̄+, so dass
für alle t ∈ I jeweils

∣∣∂f
∂t (x , t)

∣∣ ≤ g(x) für µ-fast alle x ∈ Ω
erfüllt ist.

Dann ist F : I → R, t 7→
∫
f (x , t) dµ(x) eine reellwertige, auf

ganz I definierte und differenzierbare Funktion, und es gilt
F ′(t) =

∫
∂f
∂t (x , t) dµ(x) für alle t ∈ I .



Partielle Ableitung unter dem Integralzeichen

Folgerung (7.5)

Seien m, n ∈ N, A ⊆ Rm eine Lebesgue-messbare und U ⊆ Rn

eine offene Teilmenge, und sei f : A× U → R eine Funktion mit
folgenden Eigenschaften.

(i) Für jedes y ∈ U ist die Funktion A→ R, a 7→ f (a, y)
Lebesgue-integrierbar.

(ii) Für jeden Punkt a ∈ A existieren die partiellen Ableitungen
∂j fa mit 1 ≤ j ≤ n auf ganz U, wobei fa : U → R durch
fa(x) = f (a, x) definiert ist.

(iii) Es gibt eine µ-integrierbare Funktion g : A→ R̄+, so dass
|∂j fa| ≤ g(a) für 1 ≤ j ≤ n gilt.

Dann ist die Funktion F : U → R, x 7→
∫
A f (a, x) dµ(a) partiell

differenzierbar, und es gilt

∂jF (x) =

∫
A
∂j fa(x) dµ(a) für alle x ∈ U.










