Summor och linjarkombinationer,
Centrala gransvardessatsen och
sannolikhetsmodeller



Snabb repetition



Satsen om total sannolikhet och Bayes’ sats (2.39)

P(pos)=P(pos|sjuk)*P(sjuk)+P(pos|sjuk*)*P(sjuk*)=

P(sjuk*)=0.994 P(sjuk)=0.006

0.85*0.006+0.1*0.994=0.0051+0.0994=0.1045

Ppesisiuic)=o:1 P(sjuk|pos)=P(pos|sjuk)/P(pos)*P(sjuk)=

' P(pos|sjuk)=0.85

(0.85/0.1045)*0.006=8.134*0.006=0.0488
P(sjuk*|pos*)=P(pos*|sjuk*)/P(pos*)*P(sjuk*)=

1.005025*0.994=0.998995

N

\ Positiva sjuka
4.9%
Positiva friska _
95.1%

y



V(X)=E(X?)-[E(X)]*;

E(X) = n=

0.143*1+0.095*2+0.048*3+0.048*4+0.095"5+0.
143*6+0.190*7+0.238*8=5.236

E(X?)=0.143*142+0.095*2/2+0.048*32+0.048*
472+0.095*5"2+0.143*672+0.190*7"2+0.238*8"
2=33.788

V(X)=E(X2)-[E(X)]?=33.788-5.236"2=6.372304

D(X)=6.372304/(14)=2.52
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Fordelningsfunktion

px(x)

0.20
0.15

0.10 —

0.05 — 1 1

1.0
0.8
06
04

02 7 ¢o— 5

0.0 P
1



Normalfordelning

o
dnga skruvar

Standardavvikelse
it einer Standardabweichung von
ormalverteilt angesehen werden.

kortare
a) Berechne die Wahrscheinlichkeit daftir, dass eine Schraube kurzer ist als 485 mm.

Eine Maschine produzier&@Q00mm lange Schraubep
10mm. Die Lange der SchraubenRa

Normalverteilung und Tafelwerk der Stochastik

Die Lange der Schrauben ist normalverteilt mit Erwartungswert g = 500 und
Standardabweichung o = 10. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit daftr, dass eine
Schraube kurzer ist als 485 mm, also P(X < 485).

P(X<k)~ (1>(k““

Setz die Werte ein.
o

Vereinfache.

P(X < 485) ~ & (M)

10
= &(—1,5) =1 &(1,5)

Lies den Wert im Tafelwerk der Stochastik
ab.

~1—0,93319 = 0,06681

Die Wahrscheinlichkeit daftir, dass eine Schraube kurzer als 4,85cm ist, betragt also etwa
6.7%.

Dieses Werk steht unter der freien Lizenz cc-by-sa-4.0 nformation

0.2 03 04

34.1%| 34.1%

0.0 01

Représentation graphique d'une loi normale. Chaque bande colorée a &
|a largeur d'un écart type

Normalfordelning

e X € N(y, &) :>Z:Xf:‘u€N(0. 1)
o Fx(x)=¢@ (x—Ty) dir ®(-) ges av tabell

., X, oberoende och N(uy, a7) ,...,N(u,, o7) =

) n

. Xl

https://de.serlo.org/mathe/stochastik/wichtige-modelle-verteilungen/normalverteilung

/aufgaben-normalverteilung



Dagens forsta tema ar flera slumpvariabler

Man ar naturligtvis inte bara intresserad av
matningar utan av samband mellan matningar.

inflation
rate | hypothetical
1 NAIRU or
long-run PC

A unemployment rate

Phillipskurvan i sin kiassiska form. Det &)
rader ett negativt samband mellan inflation
och arbeisloshet.
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World value survey

Egentligen har "World values survey”
manga olika dimensioner, som kokas ihop
till tva med hjalp av lite linjar algebra.

Riktigt sa langt kommer vi inte har.

Traditional vs. Secular-Rational Values
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Intressanta fragor

1)  Hur samvarierar X och Y (och
ZW,UV,...)?

2) HurberorY av X (och Z,W,U\V,...)?

3) Vad hander nar vi kombinerar ihop flera
slumpvariabler exempel BMI = V/L"2, dar
V ar vikten i kilo och L langden i meter.

Detta ar kommer vi att tala om denna
timme.

Detta ar amne for kommande
forelasningar om linjar regression och
faktorforsok.

Fallet da kombinationen ar en summa
behandlas har. Mer komplicerade
samband ar foremalet for nasta
forelasning.



Samvariation och addition av flera
slumpvariabler



Avsnittets mal

- Korrelation ar ett matt pa beroende, men inte allt beroende
- Regler for vantevarde och varians av linjarkombinationer:

E(a+bX+cY)=a+bE(X)+c(E(Y) E(S,)) =nu;EX)=p
V(bX+cY)=b2E(X)+c2(E(Y) V(S,) =nu; V(X) = %

- Standardavvikelser adderar som Pytagoras’ sats D(S,) = vno;D(X) = \7_;
Om de ingéende variablerna ar

oberoende och likafordelade
(iid).



Tuviris (iris setosa) Brokiris (isis versicolor) Iris virginica




Fyra matt: bredd och langd av kron- och foderplad
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Jamfor!

Korrelationskoeficient: -1<p<1.
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FOr att se vad som menas ser vi pa brokiris

(For resonemangets skull latsas jag att detta ar en férdelning och inte ett stickprov.)

X och 'Y har egna, "marginella”, fordelningar.

Kronbladsbredd (Y)

Irisdata o (2)20.02 p,(3)=0.16 p,(1)=0.14
X - -
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Korrelation
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pa en positiv samvariation mellan x och y. Negativa
varden antyder ett negativt samband. Ett matt pa det
hur stort samband det ar totalt ar genomsnittet:

1 (i) (Vi—ty) 1 1
—yn SRR = P (6 — )V — Hy)-

n-1 Ox0y Oxoy n—1

Nar man skattar ur data delar man med n-1, inte med
n, for att kompensera for osakerheten i
uppskattningarna.



Korrelationen ar ett matt pa samvariation

"Simultan sannolikhetsfunktion” p,., (x,y)

CHY) =) pey@C - m) O — ky)
X,y
Kovariansen: C(X,)Y) = E[(X-MX)(Y-My)]

P(1.2)*(1-u)(2-n )+p(1,2.2)*(1-n,)(2.2-
m)+..+p(1.8,3.2)*(1.8-n )(3.2-u )= 0.0412




Den simultana sannolikhetsfunktionen
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Enkel "momentalgebra’

3.72 Berakna vv och varians for olika komb av X1, X2 och X3

En teknisk manick byggs av en del som varierar i langd enligt X~N(4.5,12) och en
som som oberoende av denna varierar som Y~N(15,22). Vad &r vantevarde och
standardavvikelse for den totala langden Z = X+Y?

Lésning: E(Z)=E(X+Y)=E(X)+E(Y)=4.5+15=19.5
V(Z)=V(X+Y)=[oberoende]=1+22=5. D(Z)=5"?%~2.24.

Lagg marke till att dubbel standardavvikelse gor att bidrag Y's helt dominerar.



D(X+Y)2=D(X)?+D(Y)?

Gauss's Pythagorean right triangle proposal is an idea attributed to Carl
Friedrich Gauss for a method to signal extraterrestrial beings by constructing an

Va nteva rd e n a r Va | d Igt Iatta immense right triangle and three squares on the surface of the Earth. The

= e Pythagorean theorem, ’

ARK
o
>

E(aX+bY)=aE(X)+bE(Y) = ing with Gauss, with exact .-
"‘I" :ail, and even whether Gauss a
8 . Many of the earliest
a itor, instead crediting a Visual representation of the &
Q escriptors, and in some Pythagorean theorem. Under the

e Z proposal the shape seen here would
B < 's of the proposal also
f E propo ) . be drawn at vast size on the Sibenan
= "theless, Gauss's writings tundra using pine trees and fields of

ontact extraterrestrial life, wheat
2d light using a heliotrope, his
s of the Moon.

Standardavvikelser ar lite
knepigare, men Pythagoras’
sats ger en minnesregel.

V(X+Y)=V(X)+V(Y) Proposal [edi)
Carl Friedrich Gauss is credited with an 1820 proposall'l for a method to signal extraterrestrial beings in the form of
drawing an immense right triangle and three squares on the surface of the Earth, intended as a symbolical

e R a kn a m e d V a I'I a n S e r t Ol k a representation of the Pythagorean theorem, large enough to be seen from the Moon or Mars. Detalils vary between

’ sources, but typically the "drawing" was to be constructed on the Siberian tundra, and made up of vast strips of pine
S t a n d a r d aVV| k el S e r| 9 forest forming the right triangle's borders, with the interior of the drawing and exterior squares composed of fields of
L] wheat.[? Gauss is said to have been convinced that Mars harbored intelligent life and that this geometric figure, invoking
the Pythagorean theorem through the squares on the outside borders'! (sometimes called a "windmill diagram®, as
originated by Euclid),* would demonstrate to such alien observers the reciprocal existence of intelligent life on Earth
and its grounding in mathematics.”] Wheat was said to be chosen by Gauss for contrast with the pine tree borders
"because of its uniform color" (6]



V(X+Y)=V(X)+V(Y)=D(X)"2+D(Y) 2

V(X)=D(X)"2

VEY)=-D(Y) 2



Regler vid addition och multiplikation med konstant
D(a+X)=D(X). Ingenting hander -

med spridningen nar en ) /\

konstant laggs till.

D(-X)=D(X). Spegling i noll

paverkar inte spridningen

D(aX)=|a|D(X). Nar alla tal

observationer multipliceras med D(-X)=D(X)
a, hanger spridningen med.

V(a+X)=V(X)

V(aX)=a?V(X)

V(a+bX+cY)=b2V(X)+c2V(Y)

D(aX)=[a|D(X)




Exempel

Exempel: Antag att E(X)=3, D(X)=2;E(Y)=-2, D(Y)=4
Berakna vantevarde och standardavvikelse for 2X+1.5Y+5!
E(2X+1.5Y+5)=2E(X)+1.5E(Y)+5=2*3+1.5%(-2)+5=8
V(2X+1.5Y+5)=4*V(X)+2.25*V(Y)=4*4+2.25*16=52

D((2X+1.5Y+5)=44"2= 7 21



Lite justerad version av uppgift 3.74

En nioaring och en tolvaring, bada slumpvis valda, ska bara en tiokilos lada over
en bro som tal en vikt pa 85 kg. Nioaringars vikt kan antas vara normalférdelad
med vantevarde 30 kilo och standardavvikelse 3 kilo. Tolvaringars vikt antas
normalférdelad med vantevarde 40 och standardavvikelse 4. Vad ar sannolikheten

att bron brister?

Losning: Lat X~N(30,3) vara nioaringens vikt och Y~N(40,4) vara tolvaringens.
Bilda Z=10+X+Y.

Vi ar intresserade av P(Z>85).



X+Y ar normalfordelad, om X och Y ar oberoende
och normalfordelade Tabeller

E(Z)=E(10+X+Y) = 10+E(X)+E(Y)=10+30+40=80 Tabell 1. Standardiserad

P(x)=PX <x)dirX €
For negativa virden, utnyt

V(Z)=V(10+X+Y)=V(X)+V(Y)=32+42=25

.00 .01

- 4
D (Z)=25 172 =5 . 0.0 | .5000 .5040
0.1 | 5398 .5438
02| 5793 5832

P(2>85)=1-P(2<85)=1-®((85-80)/5)=1-® o4 | 6554 1
(1)=1-0.8413=0.1587 = 15.9 %. 05 | 15 6950

0.6 | .7257 7291
0.7 | .7580 7611
0.8 | .7881 7910
0.9 | .8159 8186

1.0 | .8413 8438
1.1 8643 8665




Variation pa ett tema fran Hans-Uno Bengtsson
(som i sin tur snodde det fran nagot annat stalle)

- En svarartat berusad man vaknar och vinglar strackan X, langs
en gata. Han somnar igen.
- Sa vaknar han igen och ror sig strackan X, och somnar om.

- Varje forflytttning kan ske hégerut och vansterut sa att E(X)=0.
Alla variabler ar oberoende med standardavvikelse o.

- Hur langt ifran utgangspunkten befinner sig fylleristen efter n
steg?




"Fysiklésning”

Sn=X1+...+Xn;

| genomsnitt befinner han sig pa mitten (0), men genomsnittet av Sn2 ar
intressantare:

S 2=X 2+, +X 242X X +...+2X X .

<S§ #>=<X 2>+, +<X 2> +2<X X >+...+2<X X >=¢°+...+¢°+0+0+...+0=n¢".

<§ 2>"2=n'2¢. Ett mer statistiskt satt att skriva samma sak: Om X_,...,.X_&r
oberoende och normalférdelade, sa galler:

n
D(Z X;) =+Vno
i=1



Brownsk rorelse

Om detta utfors i tva eller tre dimensioner.

Enkelt uttryckt: Nar du oppnar
surstrommingsburken, har dess luktmolekyler
efter n tidsenheter rort sig sa att de ar inom ett
avstand som ar proportionellt mot roten ur n.

Detta har uppenbara tillampningar inom kemi
och biologi. Mindre uppenbart ar att det anvands
for att modellera optionspriser.




Samma berakningar for medelvardet

https://www.voutube.com/watch?v=RwS iA-xbOw



https://www.youtube.com/watch?v=RwS_iA-xb0w

Allmanna regler for summa och medelvarde

Lat S, = X1, X; och X, = % * 1 X; for oberoende
slumpvariabler med E(X;) = u och V(X;) = o2. Da géller

E(S,) =nu; E(_X) —H
V(Sn) =nu; V(D) =+

D(S..) =+no": D(X) = \%



Avsnittets mal

- Korrelation ar ett matt pa beroende, men inte allt beroende
- Regler for vantevarde och varians av linjarkombinationer:

E(a+bX+cY)=a+bE(X)+c(E(Y) E(S,)) =nu;EX)=p
V(bX+cY)=b2E(X)+c2(E(Y) V(S,) =nu; V(X) = %

- Standardavvikelser adderar som Pytagoras’ sats D(S,) = vno;D(X) = \7_;
Om de ingéende variablerna ar

oberoende och likafordelade
(iid).



Centrala gransvardessatsen



Avsnittets mal

- Centrala gransvardessatsen sager nagot som vi egentligen kande till, enligt
formeln plus/minus standardavvikelsen genom roten ur antalet observationer.

- Aven réatt exotiska férdelningar konvergerar, sa ldnge som variansden
existerar.



CGS (CLT) kan ni redan ha anvant

%+ 1.96%2,
n
dar SD ar standardavvikelsen.
- (o3
D(x) ‘/_;'

dér o ar den teoretiska standardavvikelsen (okdnd, men
uppskattas av SD) och n ar antalet varden.

34.1%| 34.1%

En normalfordelad variabel med vantevarde u
kommer med sannolikhet 95 % att ligga inom
plus/minus 1.96 standardavvikelser fran sitt
vantevarde.

Nu vet vi att standardavvikelsen av genomsnittet
ar 6/n"2 och vantevardet ar .

Centrala gransvardessatsen ger den saknade
lanken: Jo, genomsnittet ar ungefar

normalférdelat, varfor vi kan anta att ©« med 95
procents sannolikhet tacks av intervallet ovan.



Formell form

e

Lindeberg-Lévy CLT. Suppose {X;. X5, ...} is a sequence of i.i.d. random variables with E[.X;] = ¢ and Var[.X;] = 0% < o

=
L

Then as n approaches infinity, the random variables \";('Sn — ) converge in distribution to a normal N(O,oz):m

VR (Sn — 1) i N(O,az).

Mindre formellt: Om du lagger ihop ett nagorlunda stort antal nagorlunda valuppfostrade,
oberoende, slumpvariabler, sa kan ar resultatet ungefar normalfordelat.



Medelvarden tenderar att centreras
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Medelvardet av tillrackligt manga ar normalfordelat

- Frekvenstolkningen sager att andelen Raw data
observationer kommer att fordela sig som = : o X
Staplarna i den fbrsta raden. g.:. ® .-. : : :..-. Ll J - :. .“.-. =~ L] .. .. o :“..

L
LN 400 000 050 00060 SEE 0 & 4000 00 &6 00 s S DN S0 00
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- Centrala gransvardessatsen sager att om
vi tar medelvardet av flera variabler, sa
kommer resultatet att bli ungefar

means of 2

</ Il:- .: .': " t » ‘.; q.o“.:...:%:":
}'o ‘?Sofor'loo:° .. ﬂi&. f... .f.’.

normalfordelat. Ju fler, dess mer R
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means of 10




640 medelvarden av 10

Medelvardet av n observationer koncentreras
kring « och liknar en N(u,0/n"?)-fordelning. Ju
storre n, desto mer likt.
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Lagg ihop oberoende och likafordelade variabler

3.125 CGS tillsammans med tidigare kunskaper
om diskreta fordelningar
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Exempel

Viktfordelning ar inte
normalfordelad.

- Kvinnor ar 15 kilo lattare an
man (i genomsnitt)

- Extrema varden uppat
forekommer pa ett helt
annat satt an extrema
varden nedat.

[

Langd, vikt och BMI. Medelvarden samt felmarginal (95-procentigt konfidensintervall)
Redovisning efter alder och kon. 16 ar och aldre
Kalla: SCB, Undersokningarna av levnadsforhallanden (ULF/SILC)

| Medellingd Medelvikt
Definitione: | 1988-89 200809 201011 | 1988-89  2008-09 2010-11
| Andel Fel- Andel Fel- Andel Fel- Andel Fel- Andel Fel- Andel Fel-
marginal marginal marginal marginal marginal marginal
1713 $02 1726 04 1725 *04 703 %02 748 %02 752 %02 |
Min 16+ ar | 1782 +02 1795  +02 1794  +02 775  +03 826 03 829 04

Kvinnor 16+ ar 1647 +0,1 1658 +0,1 1657 +02 633 +0,2 67,1 +0,3 674 +0,3




Hogst atta personer far aka i hissen

S =X X, X XX AXAX X,
E(S,)=8*n=8*77.14=617
D(S_)=8"2*¢= 2.83*22.61=64.0.

Sannolikheten att atta personer vager
mer an 800 kilo: P(S;>800)=
1-P(S4<800)~1-d((800-617)/64)= 1-
®(2.859375)=[anvand pnorm eller
normcdf]=1-0.9978=0.0022.
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Viktfordelning
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Avsnittets mal

- Centrala gransvardessatsen sager nagot som vi egentligen kande till, enligt
formeln plus/minus standardavvikelsen genom roten ur antalet observationer.

- Aven réatt exotiska férdelningar konvergerar, sa ldnge som variansden
existerar.



Kanda diskreta fordelningar



Avsnittets mal

- Geometrisk fordelning ar att vanta pa nagot.

- Binomialfordelning ar att valja med aterlaggning.

- Poissonfordelning ar osannolika experiment utféorda manga ganger.

- Hypergeometrisk fordelning ar att valja utan aterlaggning

- Om man kan kanna igen respektive situation, har man mycket pa fétterna.



Geometrisk (ffg-fordelning)

Det finns forskning som tyder pa att foraldrar i Norge och Sverige hellre har flickor
an pojkar, till den grad att vissa skaffar barn efter barn tills de far en flicka och
sedan slutar. (Det ar tveksamt om effekten ar sa stark, men har ar en lank:
https://www.viforaldrar.se/gravid/onskas-dotter-varfor-ar-det-sa/)

Vi antar att ett barn vid varje graviditet ar en flicka med sannolikhet 0.485,
oberoende av tidigare resultat, en siffra man kan komma fram till genom att titta |
human mortality database, som, nagot forvanande, har antal barn.
(https://www.mortality.org). Antag att foraldrar skaffar barn efter barn tills det blir
en flicka.



https://www.viforaldrar.se/gravid/onskas-dotter-varfor-ar-det-sa/
https://www.mortality.org

Lat N vara antalet barn de far

P(N=1)=0.485

P(N=2)=0.515*0.485

P(N=n)=0.515*...*0.515*0.485=0.515"(n-1)*0.485



N: antal ganger man maste gora ett forsok som
lyckas oberoende av varandra med slh p

o« . - d
p,(n)=9""*p, dar g=1-p E(N) = pan" = p—z " =p———




Fordelningsfunktion

- Explicit uttryck:
F(x)=1-q%, dar g=1-p.

- Notera att kvartilen ar latt att berakna, om
det definieras som det minsta x sa att

1-F(X)<a
q*<a;x*log(q)<log(a);x>log(x)/log(q)
2=0.05 och g=0.515 ger x> 4.51, dvs

Aq05=0- Langre an 5 % sannolikhet att fa fem
barn eller mer.

0.485

0.485

Geometrisk fordelning

x-1)
0.250 = pq
px(x) =Pq
0.129
0.066
| 0-0|34 0A0'18 0.009 0005 0002 0001 0001
. . * * :
0030 0964 0981 0090 0995 0997 0999 0999
0863 @ » - - i -

0.735 l
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4 5 6 7 8 9 10 11

T
2

X
P2, " =p(1-q"/(1-q)=1-q"
;



Geometrisk fordelning

Y: antal ganger tills man slar sexa p=% med en tarning.
Man far E(Y)=1/p=6 betyder att man i genomsnitt
behdver vanta sex ganger. V(Y)=q/p*2=% /(%)*=30

D(Y)=30"2~5 48

E(Antal pojkar)=E(Antal barn)-1=1/0.485-1=1.061.
Paradoxalt nog leder flicksatsningen inte till fler flickor.

Den geometriska fordelningen ar en diskret version av
den kontinuerliga exponentialfordelningen, som
studeras i nasta forelasning.




Preludium om diskret matematik. Dragning utan
aterlaggning

Pa hur manga satt kan man dra k bollar fran n?

Den férsta kan dras pa n sitt, den andra p& n-1 och nummer k p& n-k+1 sitt.

Det finns alltsd n*(n-1)*...(n-k+1) satt att dra bollarna, men da har vi tagit hansyn till ordningsféljden.
Det finns for varje dragning k*(k-1)*...*2*1 = k! olika ordningsfoljder. Darfor finns

(n):n*(n—l)*...(n—-k+1)
k k!

1)draw with replacement

Satt att valja k bollar ur en urna med n boIIar.’

+FB 3)pos. @
FB7? = 2)color?

@



Binomialfordelning ("dragning med aterlaggning”)

Gor N forsok som oberoende av varandra lyckas med sannolikhet p. Lat X vara
antalet lyckade forsok. Minns hur vi tidigare hade sannolikheter att en maskin

fungerar.
P(X=0) =% *% *"2=%a =25 % P(maskin 1 fungerar) = 5;P(maskin 2 fungerar) = % ;
P(X=1 )= % *% *%+%*%*% +%*% P(maskin 3 fungerar) =72 ;
*14=11/24 = 45.8 % P00
Situationen ar liknande, men har fungerar varje maskin med samma sannolikhet p. Antag igen att g=1-p.
Da behdver vi summera ihop alla n termer n
p*q*q*p*...*p=p*q™*, dar k av faktorerna ar p och n-k q. Platserna for p kan véljas pa ( ) satt. Totalt blir
sannolikheten.

v () = (};)p*q" "



Quincunx (https://en.wikipedia.org/wiki/Bean_machine)

Varje liten kula studsar mot tio pinnar och gar
med sannolikhet 72 at vanster och %2 at hoger.
(Oberoendeantagandena kan infragasattas, men
det skippar vi.) Om vi numrera vanster till hOger
med 0,...,10 far vi:

py(k) = (Z) p¥q"* medp =

(Hoppas principen ar klar. Denna quincunx
ar inte helt ortodox.)



https://en.wikipedia.org/wiki/Bean_machine

Fordelningsfunktion

Fallet p = V3 syns i bilden.

Summan kan inte forenklas ytterligare. For p =
0.05,.10,0.15,...,0.5 och n = 2,3,...19 finns
tabeller.

Notera att fallet p>0.5 aterfors pa p<0.5 genom
att byta roll pa p och q.

E(X)=np

V(X)=npq.

Binomialférdelning

0.273

0.234
0.205

n Nt
0.117 0102 pX(X) = (X)pan "

0.026 0.034
| l 0.007 0.001 0.000

0992 0.999 1.000 1.000
0.958 ° ° °

0.855

0.650

X: Antal lyckade forsok



Metaanalys

Binomialfordelning
- Det ar idag populart att forsoka bevisa att

statin ar farligt. 027 0278
- Ett test konstrueras sé& att sannolikheten - s ox(X) = (n)px ™
att det visar att statin ar farligt ar 0.05 om 090 X
det egentligen &r ofarligt. ‘ 11‘%30?19 .................................
- Antag att 40 forskargrupper oberoende av
varandra utfor sadana forsok. | x] AN §.pe
- L&t oss se pa fordelningen for N, antalet Fx(x) =2 (t)p q'
teSt som (felaktlgt) Vlsar att Statln ar farllgt S L AL G0 R B I II—I FTTT 1T
- E(N)=4070.05=8 0 2 46 810 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40
- V(N)=40%0.05*0.95=1.9 x: Antal "bevis"
- D(N)=1.39 Jamfor det inledande exemplet nar man testar fér en ovanlig

sjukdom! Detta ar ett reellt problem bade i sceening for sjukdomar
och i rapportering av forskningsresultat.



Manga forsok med liten sannolikhet: Poissonfordelningen

Lat oss halla vantevardet n*p=A konstant, men lat n ga mot oandligheten!

Tolkning: Nar man gor ett " k

forsdk manga ganger som n! A A
lyckas med lyckas med liten  ( — k)1 k! ( ) (1 N )
sannolikhet, behover vi inte

veta det exakta antalet

forsok, bara det k
vantevardet. Den 1 n—-1  n—k+1\A* AN
resulterande férdelningen 1 A ( " n )7{1( ) AL
kallas Poissonfordelning. T

n—k n
n!

AR A

- _(1__) =

(n—k)! 1_& k! n
n

= | =

n

n

dan — o



Poissonfordelning - bombexemplet

Antal traffar i de olika areorna jamférda med en poissonfordelning

. 0.929¢
3 - p(K)=exp(~0.929)——
. | L & s

Number of bomb hits



140

100

20 40 60 80

0

Antal dodsfall genom hastspark

0.700¢
kI

o p(k)=exp(—0.700)

Ladislaus Bortkiewicz' data om dodsfall av hastsparkar




Fordelningsfunktion

Tabell 5. Poissonfordelningen
P(X < x) dir X € Po(u)

u o 0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

oW N = OlR

0.90484
0.99532
0.99985
1.00000
1.00000

1.00000
1.00000
1.00000

0.81873
0.98248
0.99885
0.99994
1.00000
1.00000

1.00000
1.00000

0.74082
0.96306
0.99640
0.99973
0.99998

1.00000
1.00000
1.00000

0.67032
0.93845
0.99207
0.99922
0.99994
1.00000

1.00000
1.00000

0.60653
0.90980
0.98561
0.99825
0.99983

0.99999
1.00000
1.00000

0.050

0.149

0224 0.224

0.647

Poissonférdelning

0.168

0.101

0.050

091

0.022

0.008 0003 0001
[} . .

g 0966 0988 0996 0999 1.000

0.815

| x] e—k

Fx(x) = Z{; Tkt

X: Antal handelser



Exempel

Utspadningsforsok. Antag att det finns N bakterier i en I0sning. Blanda
ordentligt, spad ut och odla ett antal prover om med samma mangd vatska. Lat X

vara det antal av proverna dar bakterierna vaxer till.

Sannolikheten att ett prov vaxer till &r precis P(X>0)=1-P(X=0)=1-e*, A dar &r det
forvantade antalet bakterier per prov. Alltsa ar antalet prover med bakterietillvaxt
binomialférdelat med p= 1-e*. Detta kan anvandas for att skatta A, som i sin tur

kan ge en uppskattning av bakteriekoncentrationen.



Hypergeometrisk fordelning

- Tant Agda ar valdigt noga med att man
ska halla i te forst och mjolk sedan.

- Tant Edit ifrdgasatter Agda och satter
henne pa ett test. Agda far atta numrerade
koppar med te. Edit, men inte Agda, vet
vilka fyra som hon hallt te i forst i. | resten
har hon hallt mjolk forst.

- Agda kan egentligen inte alls kanna
skillnaden. Vad ar sannolikheten att hon
klarar Edits test?

4 roda och 4 bla kulor.

Det finns bara ett satt att
valja bara bla kulor.

. 8\ _ 8#7%6x5 _
Det finns (4) T

70 satt att valja fyra kulor.
Sannolikheten ar alltsa %

att Agda inte kommer att
avslojas som den okunniga
snobb hon ar.



Case-controlstudier

TrFrmMOO MO~

Exposed
{ate)

Cwuoo>xXm

R Not Exposed
E (did not eat)

Odds Ratio (OR) = (ac) / (Wd)
=(1317)1{3223)
=055

Cases Controls
13 32
a h
17 23

En lakare misstanker att fall (case) av
magsjuka ar kopplat till att ata en viss
sorts glass.

Han fragar darfor alla patienter han har
med magsjuka om de atit det aktuella
sorten.

Sa letar han upp patienter utan magsjuka
(controls) om de atit glassorten. Resultat
som i tabellen.

Fraga: Kan en sa stor skillnad uppsta av
en slump?



Fishers exakta test

Cases Controls

| E
c X 13 32
E P Exposed a b
cC S
R U 17 23
E R Not Exposed c d
A E (did not eat)
M Odds Ratio (OR) = (ake) / (/)

=(1317)7(3223)

=055

Om det inte finns nagon koppling, kan
man likna situationen vid en urna med 45
roda bollar (atit) och 40 som bla (inte atit).
Vid dragning av 55 bollar, fick man 32
roda. Sannolikheten att fa 32 eller fler kan
fas genom den sa kallade
hypergeometriska fordelningen och ar
0.14, dvs. Ungefar en gang pa sju.

Detta ar inte tillrackligt for att vi ska dra
slutsatsen att det finns en koppling.

Detta test kallas Fishers exakta test och ar
mycket vanligt.



Sannolikhetsfunktion, hellre dator an tabell

(%) (Gf)
()

X € Hyp(N,n,m)

P(X=k) =

Den hypergeometriska fordelningen har tre
parametrar:

N:totalt antal kulor
m antal bla kulor

n: antal man drar

> fisher.test(matrix(c(13,32,17,23),2,2),alternative =
Fisher's Exact Test for Count Data

data: matrix(c(13, 32, 17, 23), 2, 2)

p-value = 0.1394

alternative hypothesis: true odds ratio is less than 1
95 percent confidence interval:

0.000000 1.285951

sample estimates:

odds ratio

0.5535703

> 1-phyper(31,45,40,55)
[1] 0.1393503

"less™)



Quiz - vilken fordelning svarar pa vilken fraga?

Geometrisk
fordelning

Binomialfordelning,
Bin(n, p)

Poissonfordelning,

Po(y)

Hypergeometrisk

fordelning
Hyp(N,n,m)

P, (M)=g""p, dar g=1-p

P(k) = (Z)P"(l _P)n—k

k

_ult

P =
P(X = k) =

(3) (5=%)

(%)

1)

2)

3)

4)

Stina ar sa charmig att hon far alla jobb hon soéker
med sannolikhet 75 %. Vad ar sannolikheten att
hon behdver fa pa fler an tre intervjuer?
Sockerbagaren lagger russin i en jattedeg som
racker till tre i varje bulle. Hur stor andel av
bullarna saknar russin?

Till fredagens TP delas korridorens medlemmar
slumpmassigt in i fyra lag. Johanna vill garna ha
med nagon sportnérd, som det finns tre av. Hur
troligt ar det att det blir sa?

Gunnel har tre barn. Hon har en genetisk
sjukdom, som bara beror av en dominant gen,
som inte sitter pa kdnskromosomen. Eftersom
sjukdomen debuterar i vuxen alder undrar hon
hur manga av hennes barn som har genen.



Fran forra aret. Ar binomial det enda svaret?

Exempel: Binomial

Vid massproduktion av en mekanisk detalj ar sannolikheten
att en enhet ar defekt 0.01. Vidare gar enheter sonder
oberoende av varandra. Enheterna forpackas i lador om 100
st. Bestam sannolikheten att garantivillkoret, “Hogst 100 av
ladorna i ett parti om 1000 innehaller fler &n en defekt
enhet” ar uppfyllt.

Johan Lindstrdm - johanl@maths.Idh.sc FMSF70/MASBO2 F4 8/18



Avsnittets mal

- Geometrisk fordelning ar att vanta pa nagot.

- Binomialfordelning ar att valja med aterlaggning.

- Poissonfordelning ar osannolika experiment utféorda manga ganger.

- Hypergeometrisk fordelning ar att valja utan aterlaggning

- Om man kan kanna igen respektive situation, har man mycket pa fétterna.



