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Gördülı korong vizsgálata 

 

 

 

 

Adatok: 

 Nm251 =M , 

 kg20=m , 

 m3,0=R , 

 
2s

m
81,9=g , 

 2,0=µ . 

A korong 1M  nyomaték hatására indul el. Adott idı múlva elvesszük a nyomatékot és ezután 
is megvizsgáljuk a korong mozgását. 

1 A korong indulása 

A korong vízszintes talajon nyugalmi helyzetbıl indul 1M  nyomaték hatására. A talajtól nem 
válik el. 

Megcsúszik-e indulásnál? 

Mekkora súlypont gyorsulása és a korong szöggyorsulása? 
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1.1 Szabadtest-ábra, dinamikai egyenletek: 

                        
A korong és a talaj szabadtest-ábrája 

A korong szabadtest-ábrája alapján a dinamikai egyenletek: 

 
sxmaSx =: , 

 0: =−mgNy , mert a függıleges gyorsulás zérus, ha nem válik el a talajtól, 

 εSSRMz Θ=−1: , a súlypontra felírva. 

 

A dinamikai egyenletek mellett más-más egyenletek érvényesülnek ha a korong gördül vagy 
csúszik. 

1.2 Gördülésnél: 

Az érintkezési pont áll, ebbıl felírható a gördülés kinematikai feltétele: 

 εRasx = . 

Illetve ellenırizni kell, hogy a dinamikai feltétel is teljesül-e:  

 NS µ≤ . 

1.3 Csúszásnál: 

A súrlódási erıt ismerjük, amely a nyomóerıbıl határozható meg: 

 NS µ= . 

És ekkor a gyorsulás nincs kinematikai kapcsolatban a szöggyorsulással: 

 εRasx ≠ . 
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1.4 Feltételezve, hogy gördül 

Feltételezzük, hogy a korong gördül és így számítjuk ki a gyorsulás állapotát, illetve a nyomó 
és a súrlódási erıt. Felhasználjuk a dinamikai egyenleteket és alkalmazzuk a gördülés 
kinematikai feltételét: 

 sxmaSx =: , 

 0: =−mgNy , 

 εSSRMz Θ=−1: , 

 εRasx =:kin . 

A nyomóerı meghatározható a függıleges ( y ) irányú egyenletbıl: 

 mgN = , 

 196,2N=⋅=
2s

m
9,81kg20N . 

Felhasználva a kinematikai egyenletet, a következı egyenletek adódnak: 

 εmRSx =: , 

 εSSRMz Θ=−1: . 

A vízszintes irányú egyenletetbıl a súrlódási erı kifejezhetı és behelyettesíthetı a forgásra 
vonatkozó egyenletbe. Ezzel a szöggyorsulás kiszámítható: 

 εε SmRMz Θ=− 2
1: , 

 ( ) 2
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=
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2s

rad
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=
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A súlypont gyorsulása, feltételezve, hogy a korong gördül: 

 
2s

m
2,778=⋅==

21,1 s

rad
9,2590,3mεRa gsx . 

A szöggyorsulás ismeretében a súrlódási erı nagysága az x  irányú egyenletbıl: 

 55,55N=⋅⋅==
21,1 s

rad
9,2590,3m20kgεmRS g . 

Ellenırizzük, hogy a gördülés dinamikai feltétele ( NS µ≤ ) teljesül-e: 

 39,24N=⋅⋅==
2s

m
9.8120kg0,2mgN µµ . 

A dinamikai feltétel nem teljesül, tehát a korong megcsúszik. 
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1.5 A csúszó korong gyorsulás-állapota 

Az elızıek alapján tehát úgy kell számolnunk, hogy a korong megcsúszik a rá ható 1M  
nyomaték hatására. Felhasználjuk a dinamikai egyenleteket és alkalmazzuk a csúszás esetén 
érvényes dinamikai egyenletet: 

 
sxmaSx =: , 

 0: =−mgNy , 

 εSSRMz Θ=−1: , 

 NScs µ=: . 

Felhasználva a függıleges irányú egyenletet és a csúszás esetén érvényes dinamikai 
egyenletet, a súrlódási erı: 

 mgS µ= . 

Ezzel a következı egyenletek adódnak: 

 
sxmamgx =µ: , 

 εµ SmgRMz Θ=−1: . 

Az x  irányú egyenletbıl a gyorsulás kiszámítható, és kisebb lesz mint a gördülésnél számított 
érték: 

 ga cssx µ=,1 , 

 
2s

m
1,962=⋅=

2,1
s

m
9,810,2cssxa . 

Az x  irányú egyenletbıl a szöggyorsulás számítható ki, ami pedig nagyobb mint a gördülést 
feltételezı számításban kapott érték: 
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csε . 

Tehát a korong megcsúszik az 1M  nyomaték hatására. Ez azt jelenti, hogy a vízszintes irányú 
gyorsulása kisebb, a szöggyorsulása pedig nagyobb lesz ahhoz képest, mintha nem csúszna 
meg. Ahhoz, hogy ne csússzon meg nagyobb súrlódási tényezı kellene. 
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1.6 Sebesség állapot, sebességpólus 

Az 1M  nyomaték hatására a korong állandó cssxa ,1  gyorsulással és cs,1ε  szöggyorsulással fog 

mozogni. 

Határozzuk meg a s31 =t  idıpillanatban a sebességállapotot. 

Határozzuk meg a sebességpólus helyét. 

A gyorsulásállapot ismeretében a súlypont sebessége és a szögsebesség (jelen esetben a 
sebességállapot) kiszámítható bármely idıpillanatban: 

 
s

m
5,886=⋅+=+= 3s

s

m
1,962

s

m
0

21,101 tavv cssxsxsx , 

 
s

rad
44,1=⋅+=+= 3s

s

rad
70,41

s

rad
0

21,101 tcsεωω . 

Síkmozgás esetén a sebességpólus helyének meghatározásához a következı körmozgásra 
érvényes összefüggésbıl indulhatunk ki: 

 ωrv =ker . 

Az elemi forgómozgás a P póluspont körül történik, amelyrıl biztosan tudjuk, hogy az S 
súlypont és a T érintkezési pont által meghatározott egyenesen van, amely a súlypont 
sebességére merıleges. 

 
Sebesség pólus és a ebesség eloszlása 

A súlypont és a póluspont távolsága tehát a ωrv =ker  alapján: 

 0,1335m===

s

rad
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s
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1

1
1 ω
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SP

v
r . 

Illetve a póluspont helye kiszámítható a következıképpen is: 

 m
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Eszerint a korong valóban csúszik, vagyis miközben a súlypont elıre felé halad, a talajjal 
érintkezı anyagi pontok hátrafelé mozognak. 
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A sebességpólus helye a mozgás során nem változik, tehát ebben a feladatban a 
gyorsulásállapot ismeretében is kiszámítható: 
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2 A nyomaték elvétele utáni mozgás – a csúszás megszőnése 

Ha az 1M  nyomatékot megszüntetjük, a korong egy bizonyos ideig még csúszni fog, majd 
amikor a csúszás megszőnik, gördülésbe megy át. 

Mikor kezd gördülni?  

A gördülı korong gyorsulás-állapota. 

A gördülı korong sebesség-állapota. 

2.1 Gyorsulás-állapot 

A csúszás megszőnésének idıponjtát akkor tudjuk kiszámítani, ha ismerjük a csúszó korong 
gyorsulásállapotát az 1M  nyomaték elvétele után. Ehhez a szabadtest ábra: 

 
A korong szabadtest-ábrája a nyomaték elvétele után 

 sxmaSx =: , 

 0: =−mgNy , 

 εSSRz Θ=−: , 

 NScs µ=: . 

Felhasználva a függıleges irányú egyenletet és a csúszás esetén érvényes dinamikai 
egyenletet, a súrlódási erı: 

 mgS µ= . 
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Ezzel a következı egyenletek adódnak: 

 
sxmamgx =µ: , 

 εµ SmgRz Θ=−: . 

Az x  irányú egyenletbıl a gyorsulás ismét: 

 
2s

m
1,962=⋅==

22
s

m
9,810,2gasx µ . 

Az x  irányú egyenletbıl a szöggyorsulás: 
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2.2 A csúszás megszőnésének idıpontja 

Tehát amíg a korong csúszik, a súlypont tovább gyorsul és a szögsebesség csökken. 

Akkor szőnik meg a csúszás, amikor a P póluspont eléri a T érintkezési pontot. A póluspont 
súlyponttól mért távolsága folyamatosan változik: 
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És tudjuk, hogy 2t  idıpillanatban, amikor megszőnik a csúszás, ez éppen a sugárral egyezik 

meg. Ebbıl 2t  - re egy egyenlet adódik: 
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2.3 Sebességállapot 

A 21 tt +  idıpillanat végére kiszámítható a sebességállapot. A súlypont sebességének 

kiszámításához szükségünk van a súlypot gyorsulására és a súlypont sebességére a 1t  
idıpillanatban. Ezeket felhasználva: 

 
s

m
8,34=⋅+=+= 1,25s

s

m
1,962

s

m
5,886

22212 tavv sxsxsx . 

A szögsebesség hasonló számítás alapján: 

 
s

rad
27,75=⋅−=+= 1,25s

s

rad
08,31

s

rad
1,44

22212 tεωω . 

A póluspont távolsága a súlyponttól ellenırzésképpen kiszámítható: 

0,3m

s

rad
27,75

s

m
8,34

2

2

2 ===
ω
sx

SP

v
r . 

3 Mozgás a csúszás megszőnése után 

A dinamikai egyenleteket az 1M  nyomaték elhagyásával írjuk fel. 

 
Szabadtest-ábra 

A dinamikai egyenleteket a gördülés kinematikai feltételével egészítjük ki: 

 
sxmaSx =: , 

 0: =−mgNy , 

 εSSRz Θ=−: , 

 εRasx =:kin . 

A nyomóerı ismét meghatározható a függıleges irányú egyenletbıl: 

 196,2N=⋅==
2s

m
9,81kg20mgN . 
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Felhasználva a kinematikai egyenletet, a következı egyenletek adódnak x  és z  irányban: 

 εmRSx =: , 

 εSSRz Θ=−: . 

A vízszintes irányú egyenletetbıl a súrlódási erı kifejezhetı és behelyettesíthetı a forgásra 
vonatkozó egyenletbe. Ezzel megmutattuk, hogy szöggyorsulás zérus: 

 εε SmRz Θ=− 2: , 

 ( ) 0: 2 =Θ+− εSmRz , 

 
2s

rad
0=3ε . 

A kinematikai egyenletbıl kiszámítható, hogy a súlypont gyorsulása is zérus, tehát a korong 
állandó súlyponti sebességgel és állandó szögsebességgel gurul: 

 
2s

m
0=3sxa . 

A szöggyorsulás ismeretében a súrlódási erı nagysága az x  irányú egyenletbıl: 

 0N== 23 εmRS . 

Ekkor a gördülés dinamikai feltétele ( NS µ≤ ) teljesül. 
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4 Idıföggvények 

A mozgás tehát három részre bontható: 

• nyomatékkal történı gyorsítás, 

• csúszás, 

• gördülés szabadon. 

A három szakaszhoz tartozó idıfüggvények egy diagramban feltüntethetık. A gyorsulás és a 
szöggyorsulás: 

 

A sebesség és a szögsebesség ábrázolásánál látható, hogy a gördülés kinematikai feltétele 
cask a harmadik szakaszon érvényesül. 

 


