2. nodarbiba senioriem 14.12.2019.

Konspekts “Ka — dalas un ka — nedalas?”

Kongruencu atkartojums

Bezii lemma:
Jaa,b € 7Z, tad eksisté tadi x, y € Z, ka ax + by = gcd (a, b).

Funkcijas LKD (angl. gcd) un MKD (angl. Icm):

gcd(a, b) - Iem(a, b) = ab e gcd(a™—1,am —1) = g8dmn 1
gcd(am, bm) = m - gcd(a, b) RO | (REED)
gcd(a, b) = ged(a, b + ka) ° lem(1,2,3,..,n) <e ’
gcd(a,x) =1 = ged(a, b) = ged(a, bx)

KinieSu atlikumu teoréma:
Jakopai {a;, a, ..., a, } visiem 1 < i,j < n izpildas gcd(a;, aj) = 1, tad sistémai
x =1 (mod a,)
x =r,(mod a,)

x = 1r,(mod a,,)
eksiste tiesi viens atrisinagjums x < a, * @, * ...” Ay.
Pakapju dalijumi:
Jap ir nepara pirmskaitlis, unv,,(a — 1) = x, tad naturalam y izpildas: n i p” & (a" — 1) i p™*.
Jav,(a? — 1) = x, tad naturalam y izpildas: n : p¥  (a™ —1) : p**¥~1,

Ferma maza teoréma:
Ja naturals skaitlis a nedalas ar pirmskaitli p, tad a?~! = 1(mod p).

Tue lemma(angl. Thue lemma):
Jebkurs nenulles atlikums a p&c pirmskaitla modula p, ir izsakams veida a = % (mod p), kur 0 < x|, |y| < \/5

Jebkuriem &etriem naturaliem skaitliem a, X, Y, m, kuriemm > 1 un X < m < XY, eksiste tadi veseli x, y,
kuriem izpildas |x| < X, 0 <y <Y, unax = y(mod m).

LeZandra teorémas par tris un ¢etriem kvadratiem:

Jebkuru naturalu skaitli n var izteikt ka 4 veselo nenegativo skaitlu kvadratu summu.

Visu naturalus skaitlus n, iznemot n = 4% - (8m + 7), var izteikt ka 3 veselo nenegativo skaitlu kvadratu summu.
LeZandra teoréma par kada vienadojuma atrisinajuma:

Vienadojumam ar veseliem koeficientiem ax? + by? + cz? = 0 eksist€ atrisinajums naturalos skaitlos tad
un tikai tad, ja

e —ab ir kvadratisks atlikums p&c modula ¢
e —bc ir kvadratisks atlikums péc modula a
e —ca ir kvadratisks atlikums p&c modula b

LeZandra teoréma par faktoriala ieklauto pirmskaitla pakapi:

b (C) == za,,aru(n,,) = [+ 2] + ]+

Kummera teoréma:

i aru(k )+Zc1 aru((n k) ) =i aru(n )
v ( N = 2 L £ 1 £ L £ z:parnesumu((n k)p+kp)-
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Kapinataja pacelsanas lemma (angl. lifting the exponent)

ApzZiméjums:
Vislielako pirmskaitla p pakapi, kas dala naturalu skaitli n, apzimé ar v,,(n) (dazreiz —ar |n||,,).

Klasiskais apgalvojums LTE-1:
Ja naturali skaitli x un y nedalas ar pirmskaitli p = 2, bet x — y dalas ar p, tad jebkuram naturalam n izpildas
Vp(xn - yn) = vp(x - y) + vp(n)'

Ipasgadijumi (p = 2) LTE-2:
Ja naturali skaitli x un y nedalas ar pirmskaitli 2, bet x — y dalas ar 4, tad jebkuram naturalam n izpildas
Vo(x™ = y™) =V, (x —y) + v, (n).

Ja naturali skaitli x un y nedalas ar pirmskaitli 2, bet x — y dalas ar 2, tad jebkuram naturalam n izpildas
Vo (" = yP) =V, (x = y) + v, (x + y) + V().

Ja naturali skaitli x un y nedalas ar pirmskaitli 2, bet x — y dalas ar 2, tad jebkuram naturalam n izpildas
Vo(x™ —y™) =V (x —y) + Vo (x +y) + v, (n) — 1.

Ipasgadijumi (pakapju summa) LTE-3:
Ja naturali skaitli x un y nedalas ar pirmskaitli p # 2, bet x 4+ y dalas ar p, tad jebkuram naturalam n izpildas
V(2 4 y2 ) =y (x + y) +V,(2n + 1).

IpaSgadijumi (p un n ir savstarpéji pirmskaitli) LTE-4:
Ja naturali skaitli x un y nedalas ar pirmskaitli p, bet x — y dalas ar p, tad jebkuram naturalam n, ja gcd(n,p) = 1, izpildas
vp(xn - yn) = vp(x - }’)
Ja naturali skaitli x un y nedalas ar pirmskaitli p, bet x + y dalas ar p, tad jebkuram naturalam n, ja gcd(n, p) = 1, izpildas
V(™ +y™) =V, (x + ).
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