2 Le rivoluzioni
scientifiche
del XX secolo
e oltre

Le rivoluzioni concettnali della «nnova» fisica del XX
secolo — termodinamica, relativita, quantistica, com-
Plessita — e 7 cambi di paradigma che esse comportano
nell epistemologia della scienza moderna di derivazione
bumiano-kantiana, in particolare rispetto alla fonda-
lone «trascendentalista» (logicista) del principio di
causa e alla dicotomia determinismo—aleatorieta nello
studio dei processi fisici

Lista degli acronimi

CD
CMBR
CNBR

CCR
FPUT

GR
MS
NG
PDF

PMF
QED
QFT
QM
QV

(Phase) Coherence Domains (Domini di Coerenza di Fase) nei
Campi Quantistici della QFT

Cosmic Microwave Background Radiation (Radiazione Co-
smica di Fondo a Microonde)

Cosmic Neutrino Background Radiation (Radiazione Cosmica
di Fondo di Neuttini)

Canonical Commutation Relation (in QM e QFT)
Esperimento di Fermi-Ulam-Pasta-Tsingou in SM

Fourier Transform (Trasformata di Fourier)

General Relativity (Teoria della Relativita Generale).

Modello Standard (delle Particelle Elementati)
Nambu-Goldstone Bosons (Bosoni di Nambu-Goldstone)
Probability Density Function (Funzione di Densita di Probabi-
lita)

Probability Mass Function (Funzione di Massa di Probabilita)
Quantum Electro-Dynamics (Elettrodinamica Quantistica)
Quantum Field Theory (Teoria Quantistica dei Campi)
Quantum Mechanics (Meccanica Quantistica)

Quantum Vacuum (Vuoto Quantistico)
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RGL  Raddoppio dei Gradi di Liberta

SM Statistical Mechanics (Meccanica Statistica)

SQ Second Quantization (Seconda Quantizzazione nella QFT)

SR Special Relativity (Teoria della Relativita Speciale).

SSB Spontaneous Symmetry Breaking (Rottura Spontanea di Sim-
metria) in QFT

TC Teortia delle Categotie

TLC  Teorema del Limite Centrale

TCS  Theoretical Computer Science (Informatica Teorica)

TI Teotia degli Insiemi

2.1 Nascita della «nuova fisica»

differenza di quanto abbiamo appena fatto con le rivoluzioni

nella matematica della fine dell’800 e sulle quali non ritorne-

remo pit in questo lavoro, le scoperte della «nuova fisica» co-

stituiranno, approfondite dal punto di vista della filosofia della

natura, l'oggetto della Terza Parte nel Secondo Volume di
questo lavoro. In questa sezione ci limiteremo dunque a ticordatle som-
mariamente per completare il quadro della rivoluzione scientifica com-
plutasi negli ultimi centocinquant’anni, che ha mutato radicalmente con-
cezioni secolari e, nel caso della matematica, millenarie.

2.2 Ridimensionamento della fisica
newtoniana: lo schema di questo
capitolo

11 punto di partenza ¢ la presesa di onnicomprensivita della fisica-matematica
newtoniana rispetto allo studio di ## 1 fenomeni fisici che potessero es-
sere oggetto di studio delle scienze naturali moderne. Una pretesa basata
sulla presunta anto-evidenza e quindi assoluta verita delle tre gy della dina-
mica’ del tutto simile a quella a quel tempo supposta per 1 postulati della

! 1i ricordiamo sommariamente: 1) prinepio di inerzia, un corpo non soggetto ad accelera-
zione e quindi isolato mantiene indefinitamente il suo stato di quiete o di moto (= velocita);
2) principio di proporionalita della forza al prodotto massa X accelerazione (F = m X a, legge fonda-
mentale della dinamica); 3) prinapio di azione e reazione, a ogni azione segue una reazione
uguale e contraria (nel verso della direzione). Il carattere matematico di tali principi deriva
dal fatto che essi sono wndizione necessaria e sufficiente per lapplicabilita del calcolo allo studio
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geometria euclidea2. Ecco, dunque, un passo dell’ottica di Newton dove
questi ingredienti della sua teoria emergono chiaramente:

I fenomeni della natura ci insegnano che siffatti principi (= le tre
leggi della dinamica) esistono realmente, anche se la loro causa non
¢ stata ancora investigata. Le /egg/ di cui parliamo sono dunque evi-
denti e solo le loro cause possono dirsi oscure. Gli aristotelici e gli
scolastici invece hanno considerato come qualita oscure non gia
delle proprieta in qualche modo note, ma piuttosto altre che pen-
savano fossero nascoste nei corpi e costituissero la ragione scono-
sciuta degli aspetti visibili. Ma a questa categoria tanto la gravita-
zione quanto la forza elettrica e magnetica apparterrebbero solo se
noi presupponessimo che esse derivano dalla natura intima delle
cose a noi sconosciuta, cio¢ da un sostrato impensabile ed inson-
dabile. Siffatte «qualita» sono indubbiamente un ostacolo per il
progresso scientifico e sono quindi rifiutate a buon diritto dall’z-
dagine moderna. La credenza in essenze specifiche delle cose dotate di specifiche
forze nascoste e quindi adatte a produrre determinati effetti sensibili,
¢ del tutto vuota ¢ priva di significato. Derivare invece dai feno-
meni due o #re principi generali del movimento e spiegare come poi da
essi, quali presupposti chiari ed evidenti, debbano seguire tutte le
proprieta e le manifestazioni di zutte le cose materiali, sarebbe gia un
importante progresso della conoscenza scientifica, anche se le canse
di tali principi rimanessero a noi completamente sconosciute
(Newton 1704, 320).

E rilevante — sempre per porre in rilievo i punti di contatto che, a livello
dei fondament metafisici, possono essete evidenziati fra scienza moderna
e filosofia della natura aristotelico—tomista — che sull’argomento Tom-
maso d’Aquino era stato ancora piu drastico con certi aristotelici del suo
tempo di quanto, pitr di quattro secoli dopo, fu in questo ed in altri testi
Newton — e prima di lui Galilei— con i pronipoti tinascimentali di que-
gli aristotelici medievali. Tommaso infatti definisce, non «vuota» e «ptiva
di significato», ma addirittura «ridicola» questidea d’intendere la «natura»
o «essenza specifica» dei corpi come una «forza nascosta» che produce

della dinamica. Solo infatti fermandosi, nell’'ordine di detivazione, alle detivate seconde (v.
derivata®), ovvero non supponendo una variazione dell’accelerazione, il calcolo funziona.
Per questo occotre che il sistema sia Zsolato, che valga cioe il principio d’inerzia, o che, co-
munque, operando opportunamente per ridurre la complessita del sistema studiato, la si-
tuazione possa essere realisticamente ridotta a tale paradigma di base.

2 F storicamente accertato che Newton — proprio per combattere il carattere jpotetico che
Galilei, attribuiva alla nuova scienza della natura proptio perché non si basava sul riferi-
mento alle nature o essenze dei corpi (cfr. § 0.7 ¢ (Drake, 1990, p. 183. 214ss.)) — aveva
invece inteso dare un carattere apodittico e non ipotetico (bypotheses non fingo), ai suoi Philo-
sophiae naturalis principia mathematica del 1687, del tutto analogo a quello che al tempo si sup-
poneva potesse essere attribuito alla geometria euclidea (Cft. su questo (Boyer, 1982, p.
450ss.; Koyré, 1983, pp. 31-43).
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effetti meccanici, particolati. Evidentemente, nel 1200 erano ben vive
queste contaminazioni neoplatoniche dell'atistotelismo autentico che poi,
purtroppo — anche perché I'insegnamento di Tommaso fu confinato alla
sola teologia dalla Chiesa stessa — presero piede nel Rinascimento, con-
tribuendo alla crisi di credibilita che ha afflitto la filosofia della natura ari-
stotelico—tomista fino ai nostri giorni. Afferma testualmente Tommaso:

Poiché infatti «nascere» si dice di quelle cose che sono generate
perché congiunti ad un generante come ¢ evidente nelle piante e
negli animali, il principio della generazione e del moto viene deno-
tato come «natura». Sono percio ridicoli (deridendi suni) quegli ari-
stotelici che volendo correggere Aristotele su questo punto, pre-
tendono di definire la natura come qualcosa di assoluto (non rela-
tivo all'azione delle cause agent sulla materia N.4.R.) affermando
che la natura ¢ una forza nascosta nelle cose (vis insita in rebus) o
qualcosa di simile» (Tommaso d'Aq., In Physic, I /. 1 n. 5.)3.

In ogni caso, innanzitutto dopo la scoperta delle geometrie non—euclidee
¢ chiaro che anche la pretesa apoditticita delle leggi newtoniane ha dovuto
essere sostituita con una piu sana ed oggettiva jpoteticitd rafforzata in ma-
niera definitiva dalla dimostrazione, legata, alla questione dei fondamenti
della matematica e al superamento delle antinomie dal carattere necessa-
riamente ipotetico delle scienze matematiche anche teoriche e non solo
applicate (Cfr. § 1.6.3). Un carattere ipotetico di tutta la scienza moderna
che ¢ andato di pati passo con lo sviluppo del necessatio carattete proba-
bilistico delle previsioni e quindi delle Leggi Matematiche della Fisica Moderna
in quanto basate sul metodo matematico-sperimentale della scienza moderna
che ha portato prima alla definizione analitica del calcolo delle probabilita
applicato alla fisica ad opera di Laplace, e quindi allo sviluppo di una
nuova branca della scienza matematica, la Teoria della Probabilita fino alla
sua rigorosa assiomatizzazione nel 900 ad opera di Kolmogorov (cft.

§ A4.3 in Appendice A).

Per questo raccomando al lettore — soprattutto quello non dotato di for-
mazione fisico-matematica — di leggere attentamente l'intera Appendice
A perché fornisce alcune nozioni-base del formalismo matematico e sta-
tistico della fisica moderna senza le quali I'intero capitolo risulterebbe inin-
telligibile. In particolare, invito il lettore ad approfondire la distinzione fra
cinematica e dinamica nello studio dei sistemi fisici (cfr. su questo anche Ap-
pendice B) e alcune nozioni-base di Teoria delle Probabilita applicate in fi-
sica, alcuni element dell’analisi di Fourier inclusi. Se ho messo queste no-
zioni in appendice ¢ solo per non appesantire oltremodo il testo nei suoi

3 Per la spiegazione aristotelico—tomista della natura di una determinata specie di corpi
come principio passive, ovvero come effetto di una determinata causalita fisica all'interno del
cosmo, cft. il Capitolo 5.
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contenuti fondamentali, ma non perché si tratti di nozioni da cui si possa
prescindere, a cominciare dalle nozioni-chiave di spagzo degli stati e di ritratto
di fase nello studio matematico e spetimentale dell’evoluzione dinamica dei
sistemi fisici.

Cosi, nell’attesa di riaffrontare approfonditamente e dal punto di vista appli-
cativo temi fondativi che abbracciano l'intero arco delle scienze naturali mo-
derne basate sul metodo galileiano matematico-spetimentale — in cosmzolo-
Ga, € in fisica della materia condensata (chimica, biologia e neurofisiologia) —
come faremo nella Terza Parte sviluppata nel Secondo 1 olume di questo la-
voro, limitiamoci ad evidenziare qui schematicamente le scoperte pit ecla-
tanti della fisica del XX secolo e oltre che hanno reso possibili questt svi-
luppi. Essi hanno infatti modificato radicalmente la visione della realta fi-
sica, non solo del mondo classico, ma anche della scienza moderna nelle
sue origini galileiano-newtoniane, ampliandone prospettive, metodi e
contenuti in modo assolutamente inimmaginabile nei secoli XVI-XIX.

In altri termini:

¢ Da questo momento in poi, la meccanica newtoniana non sara pitt
«la meccanica», ma si identifichera con un sottoinsieme di essa, «la
Meccanica Classica» che ha un dominio di applicazione ben definito
— 1 cosiddetti fenomeni meccanici acroseopici lineari. Che seguono,
cioe, la linearita della Seconda Legge di Newton: f = ma perché sup-
pongono in base al “principio di relativita galileiano™ sistensi di rifers-
mento inerziali coerenti con linterpretazione newtoniana dello spazio-
tempo (cfr. § 2.5.1).

¢ In campo mesoscopico (aggregati molecolari) valgono 1 principi della
Termodinamica e della Meccanica Statistica (lineare e non-lineare) e della
Fisica della Materia Condensata.

¢ In campo microscopico (dalla molecola, all’atomo, al sub-atomico e al
sub-nucleare) valgono 1 principi della Mewanica Qnantistica (Qnantun
Mechanies, QM) e della Teoria Quantistica dei Campi (Quantum Field
Theory, QFT) (elettrodinamica quantistica e cromodinamica quantistica, in-
nanzitutto).

¢ In campo megaloscopico, a livello dei fenomeni su scala cosmica, val-
gono i principi della Mecanica Relativistica o Teoria della Relativita Gene-
rate (General Relativity, GR) che nasce dall’estensione del Principio di
Relativita spazio-temporale della Teoria della Relativita Speciale (Special
Relativity, SR) dai fenomeni elettromagnetici a quelli gravitazionali.
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Gli aspetti pitt innovativi rispetto alla meccanica classica di queste nuove
teotie, oltre il probabilismo e lipoteticita che le accomuna metodologicamente
tutte, possono essere cosi sintetizzati in ordine stotico-teoretico:

*

¢

La nascita e lo sviluppo della Termodinamica (§2.3) come teotia statistica
degli aggregati molecolari che introduce # srreversibilita temporale in sif-
fatti fenomeni fisici (§ 2.3.2). Un'irreversibilita che, nei sistemi ter-
modinamici Zso/ati, va nella direzione dellaumento dell entropia all'in-
terno del sistema (§ 2.3.3).

Lo sviluppo della Meccanica Statistica (Statistical Mechanics, SM) stretta-
mente legato ai formalismi della termodinamica statistica di Bol-
tzmann perché dipende dalla necessita di una modellizzazione mate-
matica di tipo statistico della meccanica delle particelle a livello zzero-
scopico/ mesoscopico (cfr. § 2.4). Ci soffermeremo in particolare su due
principi teorici fondamentali della SM, # postulato di equiprobabilita
(§ 2.4.1) e Uipotesi ergodica (§ 2.4.2). Infatti, la rottura dellergodicita, stret-
tamente legata al fenomeno delle #ransizioni di fase che ¢ ubiquo in fi-
sica, ¢ il fondamento dello sviluppo della Teoria dei Sistenni Complessi,
basati sul fatto che, a livello mesoscopico, in tali sistemi le coe-
renze/ transizioni di fase coesistono su diverse scale spazio-tenporali pet-
ché in questi sistemi co-esistono #olfeplici (al limite, infiniti) punti di
equilibrio (§§ 2.4.2.1-2.4.2.3). A livello esemplificativo nel’Appen-
dice B ci dedicheremo anche all'illustrazione cinematica dei sistemi cao-
tici come “modelli-esemplificativi di studio” (fy-z0del) mediante si-
mulazioni al computer dei sistemi complessi.B.2.2

La nascita e lo sviluppo della Teoria della Relativita Speciale (Special Relativity,
SR) (§2.5) che porta a un ridimensionamento del carattere assoluto
dello spazio-tempo della fisica newtoniana (§ 2.5.1), fondato sulla
scoperta della finitezza della velocita della luce come velocita-limite di pro-
pagazione di qualsiasi segnale fisico. D1 qui la nascita e lo sviluppo della
SR (§ 2.5.2), con la sua legge fondamentale E = 2 che evidenzia la
reciproca trasformabilita fra massa ed energia per particelle accelerate
a velocita prossime a quella limite della radiazione elettromagnetica
(luce). Un’idea questa fondamentale a Zvello microscopico, dove, coniu-
gata con 1 principi della QM, porta alla QFT, come vedremo in

§2.7.

La nascita e bo sviluppo della Teoria della Relativita Generale (General Relativity,
GR) (§2.5.3) in grado di fornire una giustificazione matematica della
forza di gravita G che la fisica newtoniana di per sé non aveva, pur
avendone Newton desctitto, con la legge di gravitazione universale,
per la prima volta nella storia dell'umanita, la sua forma matematica:
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G=g mld' ;"2

dove g ¢ la costante di gravitazione universale, 71 e 72 le masse dei
corpi, fra i quali si esercita la forza e dla loro distanza. Nella GR que-
sta forza, per la ptima volta nella stotia del’'umanita, trova wna spiega-
ztone matematica, nell’ambito di una geometria non-euclidea di tipo rie-
manniano, come curvatura della struttura dello spazio-tempo legata
alla massa di un corpo. Piu esattamente del cpo gravitazionale che
costituisce la struttura dinamica dello spazio-tempo dell’universo relati-
vistico. La forza gravitazionale in questo schema avrebbe dunque
una natura completamente diversa da quella, per esempio, elettroma-
gnetica. Non sarebbe, cio¢, legata all'interazione fra le masse dei corpi
fra cui si esercita, ma alla capacita della massa di un corpo celeste di
modificare la struttura dello spazio-tempo circostante. Altrimenti,
per esempio, non si spiegherebbe come la forza gravitazionale sia in
grado di modificare la traiettoria della luce emessa dai corpi celesti,
visto che la radiazione elettromagnetica e i suoi quanti (fotoni) non
hanno massa.

La nascita ¢ lo sviluppo della Meccanica Qnantistica (Quantum Mechanics,
QM) (§ 2.6), con i suoi princpi di guantizzazione, indeterminazione, escl-
sione, complementarita, in fisica microscopica, che non hanno corrispet-
tivo nella meccanica classica, e che vengono generalmente studiati
allinterno del formalismo matematico della SM.

La nascita e lo sviluppo della "T'eoria Quantistica dei Campi (Quantum Field
Theory, QFT) (§ 2.7) che nasce dall’estensione alla QM dei principi
della SR e quindi della fondamentale trasformabilita reciproca fra
massa ed energia nei fenomeni microscopici. La QFT si presenta cosi
come la Fisica Fondamentale, sia della fisica microscopica delle particelle
elementati (= Modello Standard (MS): §§ 2.7.2-2.7.3), sia della fisica
mesoscopica della materia condensata e dei sistemi complessi chimici,
biologici e neurali (§ 2.8), sia, in prospettiva — una volta quantizzato
il campo gravitazionale (gravitazione quantistica) — , della fisica mwegalosco-
piea dell’universo e della sua evoluzione. La sua struttura spazio-tem-
porale ¢ costituita dinamicamente, infatt, in GR dal campo gravita-
zionale e quindi la QFT puo costituire in prospettiva la Fisica Fon-
damentale anche della attuale cosmologia quanto-relativista cui manca at-
tualmente, per la mancanza di una soddisfacente teoria quantistica
del campo gravitazionale un quadro di rifetimento teoretico comune,
come vedremo piu approfonditamente nel Secondo 1 olume di questo
libro.
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2.3 Termodinamica

2.3.1 Termodinamica classica

Come ticordavamo nella sottosezione precedente, il primo ridimensiona-
mento del carattere incondizionato e onnicomprensivo della Fisica New-
toniana degli inizi della modernita si ha con la scoperta della zrreversibilita
temporale nella “Fisica del Calore” o Temnodinanica. Infatt, una delle carat-
teristiche fondamentali dell’approccio newtoniano alla meccanica era la
reversibilita temporale delle equazioni del moto. Detto in altri termini, nelle
equazioni del moto della meccanica, dato un processo che ha portato il
sistema nel tempo % — 4 da 4 in B, ¢ sufficiente invertire il verso della
direzione delle velocita per tiportare il sistema da B in A, ovvero esattamente
dov’era a #. Lirreversibilita femporale dei fenomeni — 1l fatto cioe che sia im-
possibile tornare indietro nel tempo —, basilare per la nostra espetienza,
ma anche, come notava Einstein, basilare per poter patlare piti in generale
di sistemi fisici che scamzbiano informazione— essendo 'informazione una mi-
sura statistica della sorpresa o impredicibilita dell’evoluzione del sistema —
¢ qualcosa assolutamente privo di senso per le leggi della meccanica new-
toniana.

Essendo sistemi perfettamente deterministici e dunque reversibili sul mo-
dello dei sistemi geometrici (dalle condizioni iniziali si puo passare dedut-
tivamente a quelle finali e viceversa proprio come in un sistema deduttivo
dai postulati ai teotemi e viceversa), #on esiste alcun aunento o dinrinuzione
dell informazione nelle modificazioni che caratterizzano questi sistemi.

Potremmo affermare che il cuore dell’opposizione ottocentesca hegeliana
tra naturalismo e storicismo si trovi tutto in questo punto: il tempo della 7a-
tura, il tempo parametrizzato nelle equazioni della meccanica newtoniana
dove ¢ possibile andare avanti ¢ indietro nel tempo, non ¢ il tempo della
storia, 1l tempo dell’esperienza e delle vicende umane dove invece il tempo
& irreversibile.

Si comprende allora lo shock che provoco nella mentalita scientifica e
nella cultura filosofica del tempo la scoperta che anche in fisica, piti esat-
tamente in Zemodinamica si danno fenomeni zrreversibili. Piu esattamente
tali fenomeni occorrono tutte le volte che si vetificano zrasformazioni ener-
getiche. Trastormazione di energia in lavoro o trasformazione di una certa forma
di energia (p.es. meccanica) 7 un altra forma di energia (p.es., elettrica: si pensi
al lavoro di una dinamo), poiché queste trasformazioni sono sempre as-
sociate alla produzione di una forma di energia degradata, non piu trasfor-
mabile in lavoro, cio¢ al calore.
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I bene chiarire subito questo punto perché ¢ la chiave per comprendere
la relazione fra calore e disordine, quindi la relazione con la nozione di entro-
pia, fondamentale in Termodinamica sia classica che statistica. Cio puo
essere sintetizzato nella seguente figura (Atkins, 2010, p. 24):

Surroundings Surroundings

Figura 2-1. Distinzione molecolare fra il trasferimento di energia come
lavoro (sinistra) e come calore (destra). Compiere un lavoro consiste in
un moto uniforme di atomi nel loro spazio circostante. Viceversa, il ri-
scaldamento determina il loro moto disordinato.

Tutto questo ci aiutera a comprendete la stretta relazione fra la transizione
di fase ordine-disordine in Teoria della Complessita per sistemi atomici e mole-
colari all'interno del formalismo della Meccanica Statistica per sistemi
complessi energeticamente “chiusi” (cfr. § 2.4) e piu radicalmente all’in-
terno del formalismo della QFT estesa ai sistemi dissipativi (cfr. § 2.8) ed
interpretata come Fisica Fondamentale. Ma occorre procedere per gradi.

A questo punto, infatti, occorre innanzitutto fondare rigorosamente la
nozione di zmperatura T in termodinamica come wzisura universale del calore.
Intuitivamente, essa viene misurata secondo dwerse scale con uno stru-
mento definito zermomsetr.

La possibilita della misurazione di una temperatura di corpi (sistemi) di-
versi mediante un unico strumento universale di misura suppone cosi
quella che viene definita la Legge Zeresina della Termodinamica (Atkins, 2010,
p- 5) o “principio di equivalenza fra le temperature”, che consente di de-
finire la temperatura 1" come un parametro universale in fisica:

Legge Zeresima della Termodinamica. Se il corpo A ¢ in equilibtio termico con
B e B ¢ in equilibrio termico con C, allora C sara in equilibrio termico con

A.
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Tutto questo implica che, se due corpi sono in eguilibrio termico significa
che essi hanno la medesima temperatura quando essi vengono posti in
contatto mediante una parete che conduce calore. Cosi, in base alla sud-
detta legge, se poniamo in contatto termico mediante una parete condu-
cente o diatermica (adiabatica se non-conducente) un sistema B (il termo-
metro) con il corpo A e vediamo che la misura di temperatura non cambia
e quindi poniamo il termometro B con il corpo C e vediamo che di nuovo
la misura di temperatura non cambia, allora possiamo concludere che 1
corpi A e Channo la medesima temperatura.

Per concludere questa trattazione delle nozioni-base di termodinamica ti-
levanti per noi, le tre principali scake di misura della temperatnra T sono (cfr.
Figura 2-2):

¢ L swala Celsins (centigrada), la piu diffusa e intuitiva, che si deve
allastronomo svedese Anders Celsius (1701-1744) che prende come
0°Cla temperatura a cui 'acqua ghiaccia e 100°C la temperatura a cui
I'acqua bolle (a livello del mare).

¢ L scala Fabrenbeit, dovuta al fisico tedesco Daniel Fahrenheit (1686-
17306) che fu il primo ad usare un termometro a mercurio che pose
come temperatura 0°F la temperatura minima che ottenne pet una
miscela di sale, ghiaccio ed acqua (circa — 20°C), mentre scelse per
temperatura 100°F quella media del suo cotpo (circa 37°C). Secondo
questa scala, I'acqua ghiaccia a 32°F e bolle a 212°F. L'utilita di questa
scala era che per gli strumenti di misura molto rozzi dell’epoca limi-
tava al massimo l'uso di temperature negative, ma ovviamente ¢ la
meno scientificamente rilevante per la non-universalita dei sistemi di
riferimento scelti.

¢ [ scala Kelyin, che si deve al fisico inglese Lord William Thomson
Kelvin (1824-1907). Essa assume come temperatura minima 0°K il
cosiddetto minimo assoluto o “0° assoluto” della temperatura in tet-
modinamica (cottispondente a—273°C), sebbene, come vedremo, si
tratti di un minimo teorico, mai effettivamente rageiungibile da alcun
sistema fisico. Tale scala usa “gradi” delle stesse dimensioni di quelli
della scala Celsius rendendole cosi direttamente confrontabili ed ¢
percio definita come la scala termodinamica della temperatura ed ¢ la
scala ufficiale di misura delle temperature usata in fisica. Su questa
scala, 'acqua ghiaccia a 273°K e bolle a 373°K.
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Figura 2-2. Confronto fra le tre principali scale di misura della tempera-
tura da dove si evince la corrispondenza fra gradi Celsius e Kelvin (da
(Atkins, 2010, p. 7)).

2.3.2 Termodinamica statistica

Questa vera e propria rivoluzione culturale — la prima di una lunga serie
che avverranno nella fisica fra la fine del XIX secolo e i ptimi trent’anni
del XX — ¢ opera essenzialmente di un fisico austriaco, Ludwig Bol-
tzmann (1844-19006), uno dei creatori della teoria cinetica dei gas. Grazie a lui
e alla sua famosa equazione, eguazione di Boltzymann, 1a teoria molecolare
della matetia — al cosiddetto livello mzesoscopico di studio della materia —
¢ entrata di diritto nello studio della fisica. La sua equazione, basata
sull’ipotesi del caos molecolare, definisce infatti il comportamento di una col-
lezione di molecole, effettivamente m0o/i di materia?, in condizioni di non—

equilibrio.

La termodinamica statistica afferma in sostanza che, alla variazione di una
funzione che esprime la probabilita di trovare una particella in un partico-
lare volume unitario dello spagio delle fasi contribuiscono diversi fattori,
quali le forze esterne, gli effetti di diffusione e le collisioni fra le particelle.
Eftettivamente dalla zermodinamica statistica di Boltzmann ¢ nata, grazie ai
successivi contributi di James Clerk Maxwell (1831-1879) e di Josiah Wil-
lard Gibbs (1839-1903) la nuova disciplina della Meccanica Statistica. Vi tot-
neremo quando illustreremo le nozioni fondamentali della zeoria della com-

Plessita (ctr. § 2.4).

411 concetto di zole (simbolo 7)) di materia ¢ 'unita di misura universale della guantita di
sostanza che dal 1971 & una delle sette grandezze fisiche fondamentali del Sistema Internazionale delle
Unita di Misnra. Dal Maggio 2019 si definisce come la quantita di sostanza che contiene
esattamente 6,02214076x1023 entita elementari, essendo questo il valore numerico della
costante di Avogadro quando espressa in m0/ 1. Tale costante si deve al fisico e chimico ita-
liano Amedeo Avogadro (1776-1856) che nel 1811 per primo formulo I'ipotesi secondo
la quale volumi uguali di gas a condizioni fissate di temperature e pressione contengono lo
stesso numero di molecole.
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La fondamentale differenza fra la meccanica e la termodinamica statistiche
con la meccanica e la termodinamica dassiche ¢ che questa vera e propria
svolta culturale ¢ legata al fatto che alla fine dell’800 ¢ prevalsa la zeoria
atomrica della matetia in fisica come in chimica. In base a tale visione, il
cuore della meccanica e della termodinamica statistiche ¢ la spiegazione
di variabili macroscopiche come la “pressione”, la “temperatura”, il “volume”
la “energia libera”, nei termini della dinansica microseopica delle entita elemen-
tari (molecole, atomi) che compongono un dato “blocco” (bu/k) di mate-
tia.

Dal punto di vista termodinamico, il risultato fondamentale ¢ quello
dell'unificazione fra la nozione di equilibrio meccanico (legato al 111 Principio
della Meccanica Classica) ed eguilibrio termodinamico basato sullequivalenza
fra la nozione di alore — fino a quel momento sufficientemente vaga in
termodinamica classica — e /energia cinetica delle moli di materia che com-
pongono il sistema (la cosiddetta nozione di agitazgione termica). Equivalenza
che ¢ al cuore della cosiddetta feoria cinetica dei gas che ¢ il modello ideale di
riferimento della termodinamica statistica di Boltzmann.

La seguente Figura 2-3 rappresenta intuitivamente la coincidenza fra
equilibrio termodinamico ed equilibrio meccanico, come spiegato nella
didascalia della figura. Essa acquista un significato fisico ben preciso
quando teniamo presente che nel modello ideale del “gas perfetto” stiamo
considerando nel calcolo del potenziale solo il termine di energia cinetica
come nella Lagrangiana (cfr. Eq. (24) in Appendice A) e non quello di
altre forme di energia potenziale, quali per esempio quelle legate ai legami
chimici. Una nozione che diventera molto pit precisa quando esamine-
remo piu approfonditamente la connessa nozione di energia libera, ovvero
“libera” per compiere un lavoro che ¢ fondamentale in termodinamica
statistica e in Meccanica Statistica, sia classica che quantistica (QM). Una
nozione sistematicamente collegata alla transizione di fase ordine-disordine
in teotia dei sistemi complessi al confine fra fisica classica e quantistica
(QM dei sistemi atomici e molecolati: cfr. § 2.4).

. 0.
9o o U o m

< (x<olo

Figura 2-3. Rappresentazione intuitiva della coincidenza fra equilibrio
termodinamico ed equilibrio meccanico nel modello ideale della teoria
cinetica dei gas in termodinamica statistica. (Sinistra) Distribuzione
normale dell’energia interna in un sistema termodinamico isolato: la
moda delle molecole del gas si muovono con un’energia cinetica media
che corrisponde (Centro e Destra) al minimo dell’energia potenziale e
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quindi delPenergia libera del sistema (= minimo dell’energia “libera”
per compiere un lavoro).

Infine, seguendo (Atkins, 2010, pp. 10-13), un modo matematicamente e
fisicamente molto piu efficace di rappresentare il cuote della termodina-
mica statistica di Boltzmann ¢ la sua interpretazione della temperatura nei
termini della famosa distribuzione di Boltzynann. Essa potrebbe essere rap-
presentata intuitivamente come il risultato che st ha a lanciare un gran nu-
mero di palline su uno scaffale fatto di mensole a vari livelli, dove le men-
sole rappresentano i diversi stati possibili e le loro altezze i livelli di energia.
E chiaro che perché vi sia una probabilita alta che le palline si fermino
sulle mensole pit alte dello scaffale occorre lanciarle con maggiore ener-
gla, viceversa per quelle piu basse.

La distribuzione di Boltzmann ¢ il tisultato, percio, di un numero altis-
simo di questi lanci, al limite infinito sotto I'unica condizione che I'energia
totale si conservi, ovvero che non siamo in presenza di una seconda sor-
gente di energia. Il risultato della distribuzione di probabilita ¢ che la po-
polazione di particelle che occupano i livelli piu alti di energia sara molto
pitr bassa di quella che occupano i livelli pit bassi di energia con un anda-
mento che segue una curva esponenziale che descrive 'andamento di un
unico parametro f3, che diviene cosi & vera misura della temperatnra in tet-
modinamica statistica. D1 fatto tale distribuzione esprime il rapporto della
popolazione di particelle ad un determinato stato di energia E, con la po-
polazione al piti basso stato di energia, quello con E =0. Tale rapporto
equivale alla formula esponenziale:

Popolazione allo stato di energia E>0 __

e PE
Popolazione allo stato di energia E=0

Cio significa che nella misura in cui 8 decresce sta decrescendo la relativa
popolazione di uno stato con energia E > 0. Il che implica che le particelle
si concentreranno sul livello pitt basso dellenergia E = 0 dove f§ avra il
suo massimo. Tutto questo significa che il rapporto che esiste fra questa
misura 5 della temperatura legata alla distribuzione di Boltzmann della
termodinamica statistica delle particelle che compongono il sistema e
delle loro energie, e la misura standard della temperatura T della termodi-
namica classica che riguarda la massa (b#/k) dell'intero corpo ¢ dato dalla
seguente relazione:

g =1/kT
Dove £ ¢ la cosiddetta astante di Boltzzmann che, sebbene venga definita
come una delle costanti fondamentali della natura, di fatto ¢ solo un fattore

di conversione fra la misura «proptia» della temperatura in fisica § e quella
«ntuitiva» al senso comune che ¢ T. Cosi per esptimete § nei termini della
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scala Kelvin, 8 ha il valore 1.38 X 10723 joules per grado Kelvin. In
ogni caso il punto fondamentale da ticordare ¢ che, poiché ¢ propot-
zionale a 1/7T; se la temperatura cresce 8 decresce, e viceversa.

11 punto di fondamentale da tener presente ¢ che la distribuzione di Bol-
tzmann

rivela il significato molecolare della temperatura: /a femperatura ¢ il parametro
che ci dice quale sia la pin probabile distribuzione di popolazioni di molecole su tutti gli
stati disponibili di un sistema all'equilibrio. Quando la temperatura ¢ alta (8
basso) molti stati hanno una popolazione significativa, quando la tempe-
ratura ¢ bassa (f8 alto) solo gli stati vicini agli stati di piu bassa energia che
hanno popolazioni significative (...) La temperatura, allora ¢ solo un para-
metro che sintetizga le dimensioni delle popolazioni relative ai livelli di energia di un
sistema all’equilibrio (Atkins, 2010, p. 11). Corsivi nel testo.

Energy —»

Figura 2-4. La distribuzione di Boltzmann ¢ una funzione che decade
esponenzialmente con Penergia. Quando la temperatura ¢ incremen-
tata, la popolazione migra dai livelli piu bassi di energia a quelli piu alti
di energia. Allo zero assoluto solo gli stati pit bassi sono occupati. A
temperatura infinita tutti gli stati sono ugualmente popolati (da (Atkins,
2010, p. 12)).

Per dare a questa carattetizzazione della temperatura tutta la sua generalita
e allo stesso tempo definirne il suo limite — quello che Boltzmann stesso
genialmente, ma troppo in anticipo sul suo tempo, defini col termine sogla
Stocastica sotto la quale la sua distribuzione non vale —, invece di patlare di
«stato di equilibrio» del sistema sarebbe piti opportuno patlare di stato fon-
damentale del sistema, quello caratterizzato dal wzinino dell energia del sistema.
Infatt, aspetto pit sconvolgente della QM ai suoi primordi ¢ che, per il
principio di quantizzazione, gli elettroni intorno al nucleo di un atomo
allo stato fondamentale possono occupare stabilmente e s la medesina
probabilita anche i livelli piti alti di energia—1 cosiddetti “orbitali elettronici”
nella visione semiclassica dell’atomo di Bohr (cft. §2.6.2), o piu esatta-
mente, come tutte le particelle dotate di span semsinter, non seguono la di-
stribuzione di Boltzmann ma seguono la distribuzione di probabilita di
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Fermi-Dirac, sono cioe fermions, usando 1l linguaggio del Modello Standard
della QFT (cfr. § 2.7). Ma su questo torneremo dopo.

2.3.3 Nozione di entropia

In ogni caso, applicando questi principi allo studio dei fenomeni Zermzods-
namiz, cioe dei fenomeni dinamici dove avvengono scambi irreversibili di
calore, Boltzmann diede inizio ad una nuova branca della scienza fisica la
termodinantica statistica dei sistemsi all equilibrio o tfermodinamica lineare. Cio che,
in particolare, porto al risultato che da il titolo a questa nostra sottosezione
¢ Papplicazione dei principi della statistica sopra ticordati ad un concetto
particolare della termodinamica classica, introdotto a suo tempo dal fisico
tedesco Rudolf Emanuel Clausius (1822-1888): il concetto di ezsrgpia.

Per illustrare adeguatamente il concetto di entropia perod, occorre prima
uno sguardo per quanto sommario alla termodinamica classica — prima
cioe della sua interpretazione statistica boltzmaniana— e allenunciazione
in essa dei primi due principi della termodinamica.

1 Primo Principio o Prima Legge della Termodinamica non ¢ nient’altro che
un’espressione del piu generale principio di conservazione dell energia nell’am-
bito dei sistemi termodinamici:
Prima 1egge della Termodinamica: 1a quantita di calore Q che un si-
stema termodinamico scambia con ’esterno ¢ data dalla somma del
lavoro L che esso esercita sull’esterno (o che dall’esterno si esercita
sul sistema) e dalla variazione dell’energia interna U del sistema
stessos.

11 Secondo Principio o Seconda 1 egge della Termodinamica introduceva gia nella
sua formulazione classica, data per la prima volta da Clausius stesso, un

qualche tipo di irreversibilita. Nella sua formulazione esso infatti asserisce
che

5 In termini piu intuitivi, data una trasformazione termodinamica ciclica in cui il sistema
torna allo stato iniziale (p.es., un ciclo completo di una macchina a vapore) la quantita di
lavoro esercitata dal sistema L (p.es., il giro completo dello stantuffo della nostra vapo-
riera), pagata nei termini della diminuzione dell’energia interna U (p.es., la diminuzione
della pressione del vapore nella caldaia), dev’essere compensata da una quantita () di calore
immessa nel sistema (p.es., attraverso la combustione nella fornace della caldaia), in base
alla relazione L = JQ, dove | ¢ un’unita di calore o aibria espressa in unita energetiche
(joule). Cio naturalmente ¢ legato al fatto che il calore ¢ una forma d’energia, anzi per il
secondo principio, la forma piti universale di energia, cui tutte le altre si riducono visto che
qualsiasi lavoro fisico e/o trasformazione di energia produce necessatiamente calote che
non puo essere titrasformato in lavoro.
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Seconda I egge della Termodinamica (postulato di Clausius): se il calore
fluisce per conduzione da un corpo A ad un corpo piu freddo B,
allora ¢ impossibile realizzare una trasformazione il cui unico risul-

tato sia far passare del calore in senso inverso, cioe da B ad As.

Nell’altra formulazione classica, equivalente, del secondo principio, do-
vuta a Lord William Thomson Kelvin (1824-1907), il calore ¢ considerato
una forma degradata di energia, in quanto ¢ impossibile #za trasformazione
completa del calore in lavoro (cfr. Figura 2-1). Ovvero, nella formulazione
di Lord Kelvin del secondo principio si afferma che:

Seconda 1egge della Termodinamica (postulato di Kelvin): ¢ impossibile
realizzare una trasformazione il cui unico risultato sia la trasforma-
zione in lavoro di calore tratto da un’unica sorgente a temperatura
uniforme’

Se dunque si prende 'entropia § nella definizione di Clausius, come quan-
tita che misura il rapporto fra una variazione infinitesima della quantita di
calore 40 e la temperatura assoluta T:

d
S:ITQ

¢ chiaro che la quantita S non variera in ogni trasformazione reversibile,
in ogni trasformazione, ciog, in cui il sistema ricevera sufficiente calore da
una seconda sorgente pet titornare alle condizioni iniziali. Viceversa, in un si-

¢ Questa proprieta del calore — che in pratica afferma che ¢ impossibile «far rientrare»
tutto il calore emesso da una sorgente nella sorgente stessa — ¢ fondamentale per la rea-
lizzazione di tutti i sistemi di raffreddamento, in quanto ¢ legata all’altra proprieta del calore
rispetto allo spazio: quella di preferire fra tutte le direzioni del moto quelle centrifughe. In
altri termini, il calore rende anisorrgpo lo spazio intorno a sé per tutti i fenomeni dinamici ad
esso associati: rende infatti alcune ditezioni del moto preferenziali rispetto alle altre (per que-
sto, p.es., in tutti i sistemi di dispersione di calore, di raffreddamento ad aria di una mac-
china e/o di tiscaldamento di un ambiente, si moltiplicano gli spigoli della supetficie irra-
diante). Vedremo nel Capitolo 5 quanto questa proprieta intuitiva del calore, ben nota
empiricamente anche agli antichi, fosse importante per Aristotele. Per lui era proprio la
presenza irriducibile del calore in tutta la natura fisica non solo organica, con la sua pro-
prieta di rendere anisotropo lo spazio, il motivo fisiw per ripudiare Puso platonico—pitago-
rico della geometria nello studio degli enti naturali. E, allo stesso tempo, era il motivo per
affermare, su basi puramente fisiche, la presenza di una causalitd finale che introduceva delle
irreversibilita e delle direzioni preferenziali del moto dei corpi fisici terrestri.

7 Ovvero, «non ¢ possibile costruire una macchina il cui unico risultato consista in produrre
lavoro assorbendo calore da un’unica sorgente». P.es., parte del calore e dell’energia pro-
dotta da una macchina a vapore non si trasformeranno in lavoro, ma si disperderanno
sotto forma di irraggiamento termico, oppure si trasformeranno in attriti ed in conse-
guente degrado irreversibile del mezzo meccanico, etc. In altri termini: nessun processo
fisico reale ¢ completamente reversibile. In ogni trasformazione fisica (di energia in lavoro o
in altre forme di energia) c’¢ sempre una qualche produzione di calore, ovvero di energia
degradata non piu trasformabile in lavoro.
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stema termodinamico Zse/ato, lasciato a se stesso, dove non c’e ageiunta di
calore dall’esterno del sistema (dal suo cosiddetto bagno termie), la quantita
S aumentera irreversibilmente.

Tutto questo ha ricevuto una spiegazione pit che convincente attraverso
Linterpretazione statistica della termodinamica e delle sue leggi dovuta a Bol-
tzmann. In tale interpretazione, nell’analisi zesoscopica dei sistemi fisici— a
livello, ciog, del comportamento di aggregati molecolati e/ o atomici o 7/
di materia—, le variabili di stato macroscopiche tipiche dei sistemi termodina-
mici, volume, 17, pressione P e temperatura T, assumono un significato stati-
stico ben preciso in termini di grandezze statistiche associate al o ¢
quindi allenzergia cinetica del grandissimo numero di particelle che compon-
gono il sistema a livello wzcroscgpico.

Cosl, per esempio nel caso di un gas ideale in un recipiente, la pressione P
sara proporzionale al numero medio degli urti delle particelle sulle pareti
del recipiente, come pure la temperatura T'sara proporzionale alla velocita
media con cui le particelle del gas si muovono. Aumentando la tempera-
tura T} si aumentera la velocita media delle molecole e quindi aumentera
anche la pressione P, perché aumentera anche il numero medio degli urti
che le molecole del gas avranno con quelle che formano la superficie in-
terna del recipiente.

Se invece non esiste fonte esterna di calore, attraverso i loro urt, le parti-
celle che compongono il sistema si equi-partiranno progressivamente I'ener-
gla cinetica disponibile fino a far degradare completamente all'interno
dellenergia interna U totale del sistema Lenergia libera (fiee energy) F cioe
quellenergia che ¢ disponibile per compiere un lavoro L

F=U-TS )

Dove T ¢ la temperatura e § ¢ 'entropia. Dal che si evince immediata-
mente che al massimo dell’entropia cortisponde il minimo dell’energia li-
bera e viceversa®. In altri termini, un sistema termodinamico isolato rag-
glungera ineluttabilmente lo stato di erergia potengiale minima o «stato di
equilibtio» che sara costituito dal numero massizo di configurazioni di
moto (posizione + quantita di moto) equiprobabili del sistema, e quindi

8 Questa formula si deve al fisico e psicologo tedesco Von Helmholtz che uso il simbolo
A per denotare I'energia libera che detiva dal tedesco Arbeit (lavoro). Tale energia dipende
appunto dal fatto di non essere equidistribuita fra le particelle del sistema, dalla presenza
cioe di una differenza di potenziale, nel nostro caso, del potenziale termico legato alla presenza di
una chiara distinzione fra particelle «calde» e «fredde», dinamicamente, «veloci» e dentex.
In base alla suddetta formula di I, appare infatti chiaro che, a temperatura assoluta T co-
stante, pitt aumenta S, pitt diminuisce F, cioe la parte di energia non-degradata dell’energia
totale U, ovvero AF = U — TAS.
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statisticamente, al numero massimo dei gradi di /iberta della descrizione sta-
tistica del sistema stesso.

In altri termini, allo stato di equilibtio tutta Penergia /ibera del sistema sara
degradata in forma di energia vincolata incapace di compiere un favory. Per
questo si patla di worte termodinamica del sistema come «destino inelutta-
bile» di qualsiasi sistema termodinamico isolato.

Di qui la definizione della wisura statistica logaritmica di entropia definita da
Boltzmann come lenergia E; associata ad un determinato microstato X;
del sistema:

S = —kgY;m(x;)Inm(x;) @)

Dove il segno “~ davanti alla formula hgaritmica (logatitmo naturale In*
in base e) i ricorda che siamo di fronte a un rapporto; £ ¢ la costante di
Boltzymann e T 1a probabilita di uno stato x; del sisterma, in rapporto al (diviso il)
numero totale dei possibili stati, ovvero delle possibili configurazioni #z-
arosegpiche dello stato di moto definito dalle variabili canoniche (p, q) delle
particelle del wicrostato che danno origine allo stesso stato termodinamico
71ACT0SCOPICD.

Nel caso dell'interpretazione boltzmaniana, cio che si sta affermando ¢
che un sistema termodinamico isolato va nella direzione di un aumento
del disordine globale del sistema 1° e, dato il carattere irreversibile del processo,
lo stato finale disordinato — o stato di massima entropia § o di minima

9 Essa, come ricordato, ¢ una delle costanti fondamentali della natura e vale £ = 1.380662 =~
102 ] K ha dunque le dimensioni di un’enetgia minima rapportata alla quantita di calore.
10 Bisogna intendersi qui sul termine «disordine». Prendiamo il caso del classico esperi-
mento termodinamico di due cilindri perfettamente isolati termicamente dall’esterno, ma
comunicanti fra di loro attraverso un condotto, e contenenti un gas di molecole, 'uno ad
alta temperatura, (molecole veloci) P'altro a bassa temperatura (molecole lente). In tal caso
all’inizio del processo, il numero delle configurazioni possibili del moto delle particelle del
sistema totale era limitato. Erano cosi sufficienti due soli set di equazioni, per rappresentare
le uniche due configurazioni di moto possibili del sistema: particelle «veloci» (calde) e par-
ticelle dente» (fredde). In questo stato, il sistema globale possiedera il massimo di ordine
(due sole configurazioni possibili) ed il massimo di energia libera, data dalla differenza di
potenziale termico fra i due recipienti. Man mano pero che, a causa della comunicazione
fra 1 due recipienti, gli urti fra particelle calde e fredde aumentano, le particelle «veloci» e
ente» tenderanno sempre pit ad equidistribuirsi fra i due recipient che tenderanno a rag-
giungere la medesima temperatura, T, media delle due iniziali. In tal modo, diminuira
Penergia libera .4 del sistema, le configurazioni disponibili aumenteranno, al limite diver-
ranno una per ciascuna della miriade di particelle che compongono il sistema. Da un si-
stema ordinato con pochissimi grad; di liberrd, si ¢ passato ad un sistema a moltissimi gradi
diliberta, quindi disordinato, casuale. Il massimo di entropia sara toccato quando il sistema
avra raggiunto lo stato di equilibrio e le particelle si saranno equidistribuite casualmente
(probabilita /2) fra i due contenitori.
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energia libera I o «morte termica» del sistema — sara definito come lo
stato piu probabile cui ogr sistema termodinamico isolato irveversibilmente tendera.
Nel linguaggio pit generale della meccanica statistica, tale stato finale
— o attrattore della dinamica (cfr. § 2.4.1) — sara quello cui tendera ogni
sistema fisico macroscopico #olats composto da un numero grandissimo
di particelle (molecole o atomi), purché sia dato al sistema un tempo suf-
ficiente per raggiungetlo (= lmite termodinamico). Di qui la formulazione
del secondo principio della termodinamica in texmini di meccanica statistica (for-
mulazione di Boltzmann):

Seconda 1 egge della Termodinamica: ogni sistema fisico isolato tende a
trasformarsi in modo che aumenti la propria entropia, cio¢ il disor-
dine delle sue componenti.

E chiaro che, in questa formulazione piti generale, il secondo principio va
a toccare il significato realistico degli stessi principi della meccanica clas-
sica, non solo introducendo in essi un’irreversibilita, ma indicando come
legge nniversale di tutt 1 sistemi fisici — universo fisico compreso, nella mi-
sura in cui va inteso come sistema fisico isolato — un suo irreversibile
destino verso il disordine e la «morte termicay.

A livello di mentalita culturale, comunque, credo non vi potesse essere
shock pit profondo della formulazione statistica del secondo principio
della termodinamica per distruggere, d’un sol colpo, tutto il mito scientista
dellidea illuminista di progresso, come destino stesso del #ondo fisico,
prima che umano, destino fondato sullottimismo della ragione «llumi-
nata» dalla scienza. Il destino dell’universo invece che quello di un indefi-
nito progresso, predicato dagli illuministi e, nelle scienze biologiche, da
teotici dell’evoluzionismo come Lamarck e Spencer, ¢ quello del disor-
dine e della morte termical

Non ¢ casuale che il profeta pit conosciuto della erisi dell ottinzismo raziona-
lista classico e moderno, Friedrich Nietzsche, sia stato un attento studioso pro-
ptio della termodinamica boltzmaniana. E forse non ¢ un caso che 1 tre
piu lucidi «profeti», Cantor, Boltzmann, e Nietzsche stesso, della «crisi
delle scienze europee» — come piu tardi la definira Husserl (Hussetl
1954), in quanto s di un'epoca stessa, quella Hnminista della strumentaliz-
zazione razionalista e scientista della scienza — siano tutti e tre morti ab-
bandonati nella pit terribile delle solitudini, e con seri disturbi mentali.
Siamo in presenza di un dramma umano oltre che culturale, che questi
grandissimi vissero sulla loro pelle prima di altri, perché compresero
prima di altri cio che stava succedendo. Un dramma del/assenza di certezze
assolnte — né quelle «metafisiche» dell’eta classica, né quelle «scientifiche»
dell’eta moderna illuminista— che oggj, diversamente da allora, investe
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larghi strati della cultura e della mentalita contemporanee e che va sotto il
nome di #ibilismo € relativisimo. Vi torneremo.

Per il momento sia sufficiente questa notazione. 1l “nihilismo” in fondo
¢ un frutto perverso dello stesso “assolutismo” che voleva giustamente
combattere. Si basa infatti sul falso assunto che il carattere necessaria-
mente relativo e non assolto delle verita accessibili alla ragione umana scien-
tifica o filosofica significhi la non-esistensa della 1 erita e dell' Assoluto e con
cio stesso la negazione dell niversalita della conoscenza razionale delle verita
necessariamente parziali e relative cui la razionalita umana puo fondatamente e
universalmente attingere. In fondo, il relativismo e i nibilismo non sono altro
che forme di assolutizzazione del relativo, sono infette del medesimo virus
che volevano combattere! Vi torneremo nei prossimi due capitoli.

Tornando alla nascita della termodinamica moderna per completare il
quadro occorre introdurre anche con il Terzp Principio o Terza 1egge della
Termodinamica. Esso si deve ad una fondamentale intuizione di un chimico,
tedesco, Walther Herman Nernst (1864-1941), che per primo formulo
questo principio (“L'entropia di un sistema tende ad un zalore costante
quando la temperatura tende a zero”) e per questo ricevette il Nobel per
la chimica nel 1920.

II problema cui Nernst diede per ptrimo la risposta formulando la Terza
Legge ¢ che per una data mole di materia (cioe, un insieme costituito da
un numero di Avogadro di atomi o molecole), per temperature vicine allo
zero assolto (0°K), To, la variazione di entropia diventerebbe infinita (divi-
dendo per 0). Esiste, infatti, alla luce del Secondo Principio un evidente
rapporto fra la variazione dellentropia AS e la variazione della tempera-
tura AT, cioé AS /AT . Ora, se la temperatura raggiungesse lo zero asso-
luto la variazione di entropia, venendo divisa per 0, diverrebbe infinita, si
produrrebbe, ciog, la cosiddetta cazastrofe termodinamica.

Nernst dimostro che per evitare questa catastrofe dobbiamo supporre
che la capacita termica molare C di un cotpo non sia affatto costante, ma sva-
nisca, nel limite T'— 0, in modo da rendere AS finits, effettivamente una
costante come deve essere. Cio implica che I'assoluto 0°K ¢ irrageiungi-

bile.

Quindi, in armonia con i due principi suddetti, puo essere definito anche
il zerzo principio della termodinamica. Esso come gia ricordato fu formulato
per la prima volta, nel 1906, dal fisico-chimico tedesco Nernst.

Terza Legge della termodinamica. In prossimita dello zero assoluto la diffe-
renza di entropia AS tra tutti gli stati di un sistema che sono in equilibrio
termico ¢ nulla (§ ¢ una costante). Cio significa affermare irraggiungibilita
dello zero assoluto da parte di un sistema fisico, in un tempo comunque
finito.
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L'ultimo capitolo, pero, nella recente storia della termodinamica moderna
non ¢ quello del Teorema di Nernst, alla base del terzo principio appena
ricordato. L ’ultimo capitolo tiguarda i sistemi termodinamici «non-isolati»
o aperti— che scambiano, cio¢, energia e matetia con esterno, come la
gran parte dei sistemi chimici e la totalita dei sistemi viventi. Ma questo ¢
il campo della cosiddetta zerodinanzica non-lineare per sistemi dissipativi e,
piu in generale, della #oria della complessita, a partire dai sistemi caotici come
loro modello-base.

Per tali sistemi termodinamici dissipativi in grado di generare e non solo
dissipare informazione perché inseriti in un bagno termico il Premio Nobel
1977 per la Chimica Ilya Prigogine (1917-2003) che per primo li ha stu-
diati sistematicamente, cercando di modellizzatli matematicamente, ha
coniato il termine di seutture dissipative e di termodinamica del non-equilibrio
(Prigogine, 1986; Prigogine & Stengers, 1999), arrivando addirittura a pat-
lare di deggi del caos» perché tutti questi sistemi esibiscono un compor-
tamento caotico (Prigogine, 2003). Torneremo su questo in § 2.4.

2.3.4 Entropia fisica ed entropia informazionale

Per capire piu precisamente il rapporto che abbiamo cosi introdotto fra
entropia € informazione in fisica, partiamo dalla nozione di informazione in
teoria matematica delle comunicazioni (Mathematical "Theory of Commmnication
MTC). La MTC che ¢ al fondamento dell’attuale Information Commmnication
Technology ITC) e quindi della nostra Societa delle Comunicazioni ¢ stata
sviluppata da Claude Shannon (1916-2001) in zeoria dei segnali, ovvero per
la trasmissione di simboli in canali rumorosi fra un mittente e un ricevente
la trasmissione (Shannon, 1948).

II'modo per garantire che al mittente arrivi il simbolo desiderato malgrado
il rumote o incertezza provocata dalla presenza di rumore nel canale ¢
aumentare la ridondanza del segnale, per incrementare sediamente 1a probabilita
che atrivi il simbolo desiderato, tecnicamente aumentare al numeratore il
rappotto segiale/ rumore nel canale di comunicazione. Matematicamente,
ci6 porto Shannon a definire una misura logaritmica H di entropia informa-
zionale — fu John Von Neumann a suggetire a Shannon di dare questo
nome a questa misura — perché matematicamente ha la stessa formula di
un’entropia in fisica.

In altre parole, in Teoria dell Informazione Tentropia di una variabile casuale
¢ il livello medio di «sorpresa» o «incertezzay inerente al possibile evento
casuale X, nel nostro caso I'invio di un simbolo x; appartenente a un de-
terminato alfabeto finito X a N simboli e disttibuito secondo una disti-
buzdone binomiale T: X —> [0,1] — la stessa usata da Laplace nella sua for-
mulazione del TLC (cfr. nota 73) — visto che in ICT si usano i simboli
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binari (bi) della Logica Booleana. Di qui la misura di entropia informa-
zionale H che ha evidentemente la stessa forma dell’entropia fisica .§' di
Eq. (2), sebbene misuti uia quantita profondamente diversa nei due casi.
Li, Jenergia E associata a un microstato del sistema, qui /Znformazione I as-
sociata a un simbolo x; :

HX) = -E¥n(x) Inn(x) = I[-Inn(X)] ()

Come Shannon non si stanchera mai di ripetere tutta la vita questa misura
di informazione ¢, logicamente parlando, puramente sitattica non seman-
tica, non ha, ciog, a che fare con il contenuto semantico di un simbolo, con cio
che il simbolo significa in riferimento ad un determinato oggetto. Al mas-
simo in ICT la comunicazione assume un significato rispetto alle aspettative
del ricevente della trasmissione, cosicché propriamente dovremmo patlare,
logicamente, di significato pragmatico in ICT.

Anzi, da questo punto di vista, malgrado la misura statistica (quella dell’en-
tropia) sia la stessa, I'informazione nella ICT dice 'opposto dell'informa-
zione in fisica, biologia e nelle neuroscienze cognitive tanto che uno dei
padri della fisica quantistica, Edwin Schrédinger, in un opuscolo dedicato
alla base quantistica della vita (effettivamente della cellula) conio per essa
il termine certamente evocativo ma fuorviante di neghentropia
(Schrodinger, 1944). Dire infatti che I'informazione ¢ “entropia negativa”
¢ matematicamente una vera e proptia sciocchezza, visto che siamo di
fronte a una misura logaritmica sempte col meno davant poiché si tratta
di un rapporto, come abbiamo appena visto e non ¢ certo questo il senso
che voleva dare Schrédinger al termine. Ientropia in fisica ¢ sempre una
grandezza positiva, insomma.

Per fare chiarezza allora dobbiamo dire che linformazione H nel senso
sintattico della ICT ha a che fare col rapporto segnale/ rumore (S/R) e in questo
senso — e di qui molte confusioni ne nascono — H ¢ concettualmente
molto simile a § visto che in ambedue i casi abbiamo a che fare con gli
stati pil probabili, sia di un processo fisico (termodinamico) in base alla 11
Legge, sia di un processo comunicativo. Dunque, in ICT incremento
della affidabilita trasmissione di un segnale si ottiene aumentando la 7zdor-
danza della trasmissione del segnale (facendo, cioe, crescere il numeratore
del rapporto S/R) in modo da aumentare la sua entropia e quindi la sua
probabilita. F, questo il cuore della teoria di Shannon dellinformazione in
ICT (Shannon, 1948).

In senso contenutistico pragmatico tispetto alle aspettative del ricevente (ti-
cordiamo che logicamente, in teoria delle comunicazioni, il significato
pragmatico di un simbolo ¢ quello legato alla modifica dello stato interno
del sistema ricevente), H ha invece il senso opposto, perché un segnale ha
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tanto piu contenuto informativo (pragmatico) quanto piu ¢ alto il suo contenuto
di sorpresa, di «improbabilita» rispetto alle aspertative del ricevente. Banal-
mente, la seconda volta che leggo la notizia sullo stesso giornale al mattino
essa, causa la sua aumentata ridondanza, ha molto meno contenuto infor-
mativo (“sorpresa”) della prima volta. Non per nulla, generalmente, si usa
il Teorema di Bayes (1763) sviluppato poi da Laplace — per modellizzare ma-
tematicamente questa nozione di informazione basata su una nozione di
probabilita condizionale. Definita cio¢ P(A) come la probabilita a priori atfesa &i
un evento (p.es., 0.5 nel caso del lancio della moneta), il Teorema di Bayes
misura il progressivo aggiornamento di P(A) dato il verificarsi di una serie
di event casuali B, quindi P(B). In questo caso la probabilita condizionale
PB|.A) ¢ una funzione di verosimiglianza (likelihood) che pud definirsi come la
probabilita che P(B) (o “evidenza”) supporti P(A), posto che 4 sia vera.
D1 qui Penunciato del Teorema di Bayes per cui la probabilita condizio-
nale di 4 dato B, P(A|B) o probabilita a posteriori ¢ espressa dalla seguente
formula:

P(B|A)P(A)

P(AIB) = "F @

con P(B) # 0. Per cui, se {Aq,4,, ... Ap} ¢ statisticamente una parti-
ztone dello spazio di campionamento costituito dal progressivo aggiorna-
mento della probabilita attesa in base al tisultato dellespetimento (=affi-
namento della verosimiglianza in base all’evidenza), allora:

P(B) = P(B|A1)P(A;) + P(B|A2)P(Az) + -+
P(B|An)P(Ay) = Xi P(BIADP(A) (5

11 che significa che P(A|B) o P(B|A)P(A) e che soltanto nel lnite in-
fimito di occotrenze, vetisimiglianza e evidenza a posterioti coincideranno,
cioe, lim P(B|A,) = P(A|B) = 1, cosicché si possono dare solo

n—-oo
stime del zassino della funzione di verosimighianza usando metodi di ottimiz-
zazione e/o usando i massimi di metodi vatiazionali applicat alla statistica
di Bayes!1.

11 Ovviamente, ¢ possibile fornire una misura logaritmica dell’znformzazione di Bayes definita
come Bayesian Information Criterion (BIC) (Schwarz, 1978), usato sia in logica che statistica
che in informatica, particolarmente in AL BIC ¢ definito formalmente come: BIC :=
kln(n) —2 ln(Z). Dove L ¢ il valore massimo della funzione di verisimiglianza di un
modello M, cio¢ L=mn (x | 0 , M ), dove 8 sono i valori dei parametri che massimizzano
la funzione di verisimiglianza; x sono i dati osservati; # ¢ la dimensione del campione totale;
e £ ¢ il numero dei parametri considerati nel modello.
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Figura 2-5. Rappresentazione intuitiva di una statistica bayesiana come
approssimazione di due distribuzioni di probabilita a posteriori (rossa)
e a prioti (blu) mediante affinamento ricorsivo della verisimiglianza in
base all’evidenza usando il Teorema di Bayes: 2 postetiori = (verosimi-
glianza X a prioti) / evidenza spetimentale.

A questo punto diviene piu chiaro cosa intendesse Schrédinger nel suo
libro con la sua nozione di neghentropia come misura di ordine, in quanto
opposta all’entropia come misura di disordine. Misura applicata nel suo li-
bro all’informazione biologica in quanto — sono parole di Schrédinger — basata
sulle “Leggi Universali della Natura” e in particolare sulla IT Legge della
Termodinamica. Un sistema vivente con la sua struttura ordinata costitui-
sce infatti un sistema stabile nel tempo, fisicamente alamente ingprobabile
rispetto all’aspettativa dettata dalla I Legge che invece ¢ — con la pit alta
verisimiglianza nel senso bayesiano del termine — uno stato di wassimo di-
sordine. Un ordine locale che non viola il II Principio perché ¢ “pagato” in
termini energetici dal fatto che il “lavoro” di anto-organizzazione del vivente
¢ pagato in termini di energia sottratta all’'ambiente, e quindi ¢ “pagato”
con un aumento dell’entropia del sisterma fotale (sistema + ambiente). 11 vi-
vente infatt ¢ un sistema dissjpative, energeticamente “aperto” e non
“chiuso” che seambia energia con l'ambiente12, e che, attraverso molteplici
transizioni di fase disordine/ordine (cfr. Figura 2-1) a diversi livelli della
sua struttura complessa, € capace di “ordinarsi” (auto-organizzarsi) cosi
da rimanere localmente (nello spazio e nel tempo) stabile per un zepo
finito in condizioni ordinate zolto fuori dall equilibrio. Dovremo introdurre
alcune nozioni di cbernetica o ““Teotia dei Sistemi a Controllo Attivo” per
rendere conto della fisica dei sistemi auto-organizzantl.

1211 suo stato fondamentale di zzininza energia & cioe uno stato bilanciato, molto fuori dall’equi-
librio ovvero con T > 0, “a somma-0" fra energia «in entrata/in uscita» da/verso 'am-
biente: Egpy + Eyyge = 0.
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11 fatto notevole € che Schrddinger applico questi principi ipotizzando nel
suo libro l'esistenza di “cristalli aperiodict” come contenenti /iuformazione
genetica — 1 famosi “geni” della statistica di Mendel — nella loro configura-
zione di legami chimici aperiodici definendoli come le “macromolecole
dellereditarieta genetica”. Egli formulo cosi una precisa gpotesi fisica sulle
basi chimiche dell’ereditarieta genetica ben prima che nel 1953 James D. Wa-
tson e Francis Crick scoptissero effettivamente la struttura elicoidale delle
macromolecole del DNA (Watson & Crick, 1953), basandosi sulle figure
di diffrazione a raggi-X di queste molecole fatte dalla loro collega Rosalind
Franklin. E significativo che tutti e tre — Watson, Crick e Franklin — in
seguito, dissero di essere stati profondamente influenzati dall'ipotest di
Schrédinger nel portare avanti le loro ricerche.

In ogni caso, la misura dell’entropia informazionale H in fisica come mi-
sura di ordine legato a un lavoro e quindi alla disponibilita di energia libera
nel sistema (ecco perché un organismo biologico deve essere un sistema
“aperto”]), rispetto alla misura di disordine dell’'entropia termodinamica da
un senso piu preciso a quanto schematizzato in Figura 2-1. Sebbene oc-
correranno fare molti altri passi in SM sulla Teoria dei Sistemi Complessi
(cfr. § 2.4) ¢ quindi sui fondament della QFT (cfr. § 2.7) in relazione al
concetto di rottura spontanea di simmetria del vuoto quantistico e delle con-
nesse correlazioni a lngo raggio dei campi quantistici — che giocano un ruolo
non piccolo anche nella determinazione della struttura elicoidale del
DNA — per capire la nozione della misura di H in fisica, biologia, logica
ed informatica come distinta da § anche se ad essa strettamente legata.
Torneremo su quest temi, distinguendo fra transizioni di fase de/ primw ¢
del secondo ordine quando affronteremo il problema della modellizzazione
matematica di sistemi complessi in Meccanica Statistica e in QFT' (cfr.
§ 2.4 e § 2.8, rispettivamente).

2.4 Dalla Meccanica Classica alla
Meccanica Statistica e oltre nella
Teoria della Complessita

2.4.1 Alcuni elementi di meccanica statistica

Che la #eoria dei sistemi complessi, come gia anticipavo nella I Edizione di
questo volume, costituisca oggi uno dei settori fondamentali della ricerca
e della pratica scientifica contemporanea ¢ codificato dal fatto che il Prewzio
Nobel per la Fisica 2021 ¢ stato conferito a tre scienziati che si sono distintd
pet 1 loro studi sui fenomeni complessi (The Royal Swedish Academy of
Sciences, 2021a). Infatti, la nozione di sistenza complesso haun carattere frans-
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disciplinare perché consente la costruzione di odelli matematici allinterno
dellintero arco delle swenge naturali (fisiche, biologiche e neurali), delle
scienze umane (economiche sociali e politiche) e delle swenze dell artificiale (reti
neurali, sistemi di IA e modelli di Machine Iearning, ML). Cosi nel docu-
mento divulgativo sulle motivazioni dell’assegnazione del Premio Nobel
2021 per la Fisica a Syukuro Manabe, Klaus Hasselmann e Giorgio Parisi,
si sottolinea che «essi hanno scoperto strutture nascoste (bidden patterns)
nel clima e in altri fenomeni complessi», si afferma testualmente:

Ttre vincitori condividono il premio Nobel per la fisica di quest'anno per i
loro studi sui fenomeni complessi. Syukuro Manabe e Klaus Hasselmann
hanno gettato le basi della nostra conoscenza del clima terrestre e di come
l'umanita lo influenza. Giorgio Parisi ¢ premiato per i suoi contributi rivo-
luzionari alla teoria dei fenomeni disordinati e casuali. (...) I vincitori di
quest'anno hanno tutti contribuito ad acquisire una maggiore conoscenza
di tali sistemi e del loro sviluppo a lungo termine (The Royal Swedish
Academy of Sciences, 2021a, pp. 1-2).

Per comprendere lo statuto scientifico della fisica della complessita innanzi-
tutto nella fisica della materia condensata e quindi nei suoi fondament: in QFT
occotre chiarire alcuni principi della Mewanica Statistica (Statistical Mechanics
SM) nel suo legame diretto, storico e teoretico, con la termmodinanmica stati-
stica, che ¢ il quadro di riferimento teotico in cui la fisica della complessita
generalmente si muove.

In generale come gia sappiamo la SM utilizza la Statistica e la Teoria della
Probabilita per lo studio del comportamento wecanico ¢ termodinanmico di
sistemi composti da un gran numero di particelle. Dal punto di vista clas-
sico, come gia sappiamo, lo studio di un sistema di N particelle 7on intera-
genti richiederebbe la soluzione di IN equazioni differenziali che descti-
vono il moto di ciascuna particella. Il vantaggio enorme della SM ¢ che
quando il numero delle particelle (molecole, atomi) coinvolte ¢ molto
grande dellordine della costante di Avogadro (ctr. nota 4) valendo le leggi
della statistica e della Teotia della Probabilita (cfr. § A4.3 in Appendice
A), cio rende possibile un legame sistematico tra le proprieta zzcroscopiche
del moto delle particelle e proprieta acroscopiche del sistema come zenpera-
tura, energia libera, pressione, volume come per primo Boltzmann si accorse
nella sua termodinamica statistica (cfr. § 2.3.2).

Questo stretto legame fra meccanica e termodinamica statistica fa si che
postulato fondamentale della SM. ¢ che, in an sistema isolato all equilibrio ogni
mrierostato — definito da una particolare coppia di valori delle vatiabili cano-
niche p, ¢ — ha uguali probabilita di manifestarsi, ovvero il sistema non ha
alcuna preferenza per nessuno dei suoi microstati possibili. Di qui il fon-
damentale Postulato di Equiprobabilita della SM:
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Dati () microstati associati ad un particolare valore dell’energia, la proba-

bilita P di trovare il sistema in un particolare microstato ¢ P = e

Esiste dunque anche in SM uno stretto legame fra entropia fisica ed entropia
informazionale nel senso che anche in SM come in Termodinamica lo stato
massimamente probabile coincide con lo stato di equilibtio, ovvero di -
nima eneygia libera, e/ o di massima entropia che ¢ quello che fornisce anche la
minima informazione circa la probabilita di trovare il sistema in uno dei par-
ticolari singoli stati del sistema (cfr. § 2.3.4). Ovvero, aggiungiamo qui, in
una delle particolati partizioni dei microstati del sistema, dato il postulato
di equiprobabilita a prior.

Di per sé in SM queste partizioni sono diverse in basi a #re diversi 1ipi di insieme
statistico definiti in SM: mzicrocanonico, canonico € grancanonico

& Insieme micro-canonico. Si intende un insieme isolato caratterizzato
dall’avere energia E e un numero di microstati {2 costanti poiché il
sistema non scambia energia o materia con 'ambiente. In questi si-
stemi | energia interna U ¢ strettamente uguale alla sua erergia E. Lo stato
macroscopico di massima entropia ¢ quello per il quale tutti i micro-
stati sono equiprobabili, la loro probabilita ¢ 1/02(E) e il calcolo
dellentropia S ¢ dato dalla formula di Boltzmann che ben cono-
sciamo (cfr. Eq.  (2)).

& Insieme canonico. Si tratta di un sistema in equilibtio termico col suo
ambiente caratterizzato dall’avere numero di particelle, volume e
temperatura costanti. In questi sistemi, la probabilita P; che un si-
stema macroscopico in equilibtio col proptio ambiente alla tempera-
tura T sia in un dato microstato con energia E; ¢ data dalla distribu-
zione di Boltzmann:

e~ PE;

Pi = o7 ©

- Zj:max e—BEj

Dove f = 1 / kgT ¢ la misura fisica della temperatura legata alla di-

stribuzione di Boltzmann dei microstati che gia conosciamo (cft.
§2.3.2) e la formula al denominatore altro non ¢ che un fattore di
normalizzazione che va sotto il nome di funzione di pariizione Z per
I'insieme canonico, ovvero:
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7 = Zjlmax e—BE]- (7)

Dove E; ¢ P'enetgia del j-esimo microstato del sistema. La funzione
di partizione ¢ dunque una misura del numero di st/ accessibili al si-
stema a una data temperatura, cosicché in definitiva (6) si puo riscti-
vere in maniera pit compatta come:

Pi=" ®)

Quello che ¢ notevole di una siffatta funzione di partizione per l'in-
sieme canonico ¢ che il valore previsto per I'energia E puo essere
interpretato come la definizione microscopica della vatiabile termo-
dinamica dell’energia interna U del sistema che puo essere ottenuta
come detivata della funzione di partizione tispetto alla temperatura.
Infatt:

(Fy = ZiFe P _ 1 dz

z Z dp

Per cui, interpretando (E) come Penergia interna U cio rende possi-
bile una definizione microscopica dellenergia interna e quindi dell’ener-
gia libera del sistema (cfr. Eq. (1)) legata alla funzione di partizione:

_dan
ap

Ora, siccome 'entropia S puo essere calcolata come:

U::

S e~ BE;
P —2ipilnp; = ZiT([)’Ei +InZ)=InZ+pU

Di qui la stretta relazione fra funzione di partizione Z e 'energia libera
F del sistema, cioe:

—TE=U—TS = FoweroZ = e™FF
La rilevanza di tutto questo apparato teorico della SM per la ricerca
scientifica in fisica della materia condensata si evince immediata-
mente quando teniamo presente che di fatto I'enetgia di una data mo-
lecola ¢ distribuita fra diversi tipi di energie. 11 principale ¢ Lenergia di tra-
slazione E,, che si riferisce a quella porzione di energia associata al
moto del centro di massa della molecola. Vi ¢ inoltre Jenergia di confi-
gurazione . che s rifetisce a quella porzione di energia associata con
le varie forze attrattive e repulsive fra le molecole di un sistema. Le
altre energie in gioco tiguardano i gradi di liberta interni alla molecola,
come l'energia rotazionale E,, vibrazionale E,, elettrica E, e nucleare E, . Se si
suppone che ogni contributo energetico sia indipendente dagli altri,
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l'enetgia totale pud essere espressa come la somma di ciascuna com-
ponente. Di qui, data la stretta relazione fra funzione di partizione ed
energia, diventa possibile definite una partizione Z per ciascuna delle
componenti dellenergia totale, ovvero: Z = Zy, Zo, 2y, 2o, 2y, Zy.
Anche solo da questo, si intuisce la rilevanza dell’apparato teorico
della SM per la modellizzazione teorica e spetimentale di sistemi in
fisica della materia condensata.

Tnsieme gran-canonico. Tale insieme ¢ fondamentale per I'applicazione
della SM in chimica e in fisica della materia condensata, ma anche in
fisica quantistica come vedremo. Un insieme grancanonico in chi-
mica descrive infatti un sisteza aperto, caratterizzato dal non avere fems-
peratura, volume e potenziale chimico fissati, perché puo scanibiare materia ed
energia con il resto dell'universo. In un tale sistema il #umero di particelle
non € conservato, e diventa necessatio pertanto introdutte i potenziali chi-
mici [, con J = 1, ..., n e rimpiazzare la funzione di partizione ca-
nonica Z con la funzione di partizione pet I'insieme grancanonico Z
detta anche funzione di granpartizione.

Z =Y Reo Xy [1; e Pritei=m) ©)

Dove N ¢ il numero totale di particelle nel volume 1] I'indice 7 varia
a ogni microstato del sistema, essendo 7; il numero di particelle allo
stato 7 ed €; Ienergia dello stato i {n;} ¢ linsieme di tutti i possibili
numers di occnpagione per ciascuno dei microstati per cui N = )3; n;.

La funzione di granpartizione ha pero una rilevanza anche in QM
dove, sebbene si patli di sistemi chiusi, pur tuttavia per il princpio di
sovrapposizione il numero di particelle che compongono il sistema puo
variare. Infatti, nel caso che i microstati siano quelli della QM dove
vige il principio di sovrapposizione sia pet bosoni (p.es., fotoni) che per fer-
miioni (p.es., elettroni) otteniamo le funzioni di granpartizione Z per
bosoni e fermioni che, da una parte soddisfano le distribuzioni di
Bose-Einstein e di Fermi-Dirac, rispettivamente e da cui derivano i
loro nomi, particelle che impareremo a conoscere dalla nostra tratta-
zione del MS (cfr. § 2.7), dall’altra forniscono in una sola formula il
link teoretico fra quantistica e chimica di cui abbiamo a lungo parlato in
questo capitolo.

Infatti, come vedremo discutendo i principi fondamentali della QM
(§ 2.6), in un sistema composto da bosoni non interagenti non vi ¢ un
limite al numero di occupazione di uno stato e quindi la funzione di
granpartizione Z per i bosoni ¢ 1a seguente:
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1

Sy —Bni(ei—p) —
Z; = Zni:o € T e Bnile—1) "

(10)
Relazione conla Invece, in un sistema composto da fermioni non interagenti, per il prin-
statistica di Fermi- cipio di esclusione di Panli possiamo avere solo due fermioni sovrappost
Dirac per i fermioni . . . . .

con spin semintero opposto. Quindi il numero di occupazione per

in QM . : . .
clascun microstato puo essere solo 0 o 1, pertanto la funzione di gran-
partizione Z per i fermioni € la seguente:
Z; =YL _ e Prla-1) = (1 + e—ﬁni(fi—#))_ (11)
=
1 numero di occupazione pitt probabile per i bosoni ¢ dunque:
1
(n;) = JREVI o (12)
Mentre per i fermzioni &:
1
) = e 13
Che sono esattamente i tisultati della statistica di Bose-Einstein e
Fermi-Dirac, rispettivamente.
Le differenze fra i Per chiudere questa patte dedicata alle nozioni elementari di SM, ti-

tre diversi insiemi torniamo a quel postulato di equi-probabilita da cui eravamo partiti.
statistici riguardano

LA Infatt, tutte le desctizioni precedenti per le tre diverse classi di insiemi
le fluttuazioni fra i L e . . .
diversi microstati statistici in SM differiscono per il modo con cui permettono al si-
stema di fluttuare fra tutte le sue configuraziont.

Nessuna fluttuazione P.es., nellinsieme wzicrocoanonico 1l sistema non ¢ soggetto a fluttua-
per linsieme zioni di energia poiché il sistema ¢ chiuso, diversamente dallinsieme

microcanonico . N N . . s .
canonico dove il sistema puo scambiare energia con 'ambiente pur es-
sendo all’equilibrio con esso per una data temperatura 1.
Ma nel limite 11 postulato di equiprobabilita ritorna quando consideriamo il sistema
termodinamico

nel Jipite termodinamico — quando, ciog, il numero di particelle tende

imilevanza dell B Do
Iriievanza delle allinfinito, cioe per N = +00. Infatti, in tale limite le fluttuazioni di-

fluttuazioni anche

per insiemi apert ventano trascurabili cosi che tutte le descrizioni convergono in una

(canonico e sola. In una parola, nel limite termodinamico, il comportamento ma-

grancanonico) croscopico del sistema 7on djpende dal particolare insieme scelto per la
descrizione.

Quindi, la scelta fra i tre diversi tipi di insiemi per il calcolo probabi-
listico delle proprieta di un sistema zzicrosegpico dipende unicamente in
SM da quella che ¢ la migliore per ottenere la modellizzazione pit
aderente al risultato sperimentale.
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2.4.2 Ipotesi ergodica, instabilita dinamica e
sistemi caotici

2.4.2.1 Complessita e rottura dell’ergodicita

Introduciamo ora un’ulteriore nozione fondamentale in SM, la cosiddetta
tpotesi ergodica che ci aiuta a considerare il postulato di equiprobabilita dal
punto di vista zmporale. Essa fu formulata da Boltzmann stesso nel 1898
per giustificare I'equipartizione dellenergia fra i microstati di un gas per-
fetto all’'equilibtio termodinamico. Lipotesi ergodica infatti afferma che:

In fisica e in termodinamica per sistemi chiusi, su lunghi periodi di tempo,
il zempo speso da un sistema in una qualche regione con /a medesima energia
dello spazio delle fasi dei microstati del sistema ¢ proporzionale al volume
della regione. Ovvero: tutti i microstati accessibili in quella regione sono equi-
probabili in un lungo periodo di tempo.

Cio significa che la variabile 7zacroscopica per una data energia, di un sistema
che a livello microscopico soddista l'ipotesi ergodica, ¢ compatibile con un
qualsiasi insieme di microstati che occupano quella data regione dello spa-
zio delle fasi. E chiaro che nelloriginaria formulazione di Boltzmann
lipotesi ergodica riguarda zusiensi micro-canonici. Si deve a Josthah Willard
Gibbs (1839-1903) I'estensione in SM dell'ipotesi ergodica anche ad z-
siemi canonici all'equilibtio con Pambiente. Essa prevede che la media tem-
porale di una proprieta del sistema sia equivalente alla wzedza istantanea della
medesima proptieta el insieme canonico quando il numero dei microstati
tende all infinito, quindi nel Jnsite termodinamico.

Si capisce petciO /a necessita dell jpotesi ergodica per 1 calcoli in SM: siccome
sarebbe di fatto impossibile definire la mzdia tensporale dell’evoluzione di un
determinato osservabile entro un dato intervallo temporale perché la di-
namica del microstati € 4 fatts sconosciuta — un’impossibilita pratica in
SM che in QM diviene di principio, per la relazione di indeterminazione
—lipotesi ergodica ci garantisce che /& media sull insieme statistico dei micro-
stati ¢ equivalente alla wsedia femporale sconoscinta.

In pratica, dal punto di vista computazionale, simulare 'evoluzione di un os-
servabile del sistema su un lungo intervallo temporale, o simularlo fa-
cendo la media su un gran numero di realizzazioni indipendenti dello
Stesso sistema sor0 la stessa cosa, anche se questo non é sempre corretto. Talvolta
il sistema rompe Lergodicita come per primi si accorsero Enrico Fermi e al-
cuni suoi collaboratori nel 1953 (cfr., per una sintesi, (Livi, Pettini, Ruffo,
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Sparpaglione, & Vulpiani, 1985))'3, fornendo un esempio di simulazione
al computer di quello che, col senno di poj, si definisce col termine azos
deterministico che descriviamo sistematicamente nel’Appendice B.

1 fisici teorici, tuttavia, si concentrarono su altri esempi di rottura dell'ergods-
¢ta di pit immediato significato fisico, quali le rotture spontanee di simmetria
legate alle #ransizioni di fase di cui quella paramagnetica-ferromagnetica di cui ci
occuperemo a lungo costituisce un esempio paradigmatico. La magnetiz-
zazione spontanea di un magnete naturale sotto la temperatura di Curie
contraddice infatti Iipotesi ergodica. Secondo tale ipotesi, infatti, non do-
vrebbe esistere nessun fenomeno collettivo di magnetizzazione in virta del fatto
che il sistema, esplorando con eguale probabilita tutti gli stati del sistema com-
patibili col medesimo livello di energia, la magnetizzazione mediata sul
tempo dovrebbe risultare nulla, cosa che invece assolutamente non ¢. In
generale, dunque, tutti i fenomeni di rttura spontanea di simmetria in fisica
macroscopica — ma anche microscopica e quantistica alla luce del Teo-
rema di Goldstone (cfr. § 2.7.2) — costituiscono altrettanti esempi di 7o
tura dell ergodicita.

Interpretati nel quadro teorico della SM, tutto cio viene giustificato after-
mando che nei sistemi macroscopici le scale temporali sulle quali un si-
stema puo effettivamente esplorare completamente 1l suo spazio delle fasi
come lipotesi ergodica richiede possono essere sufficientemente grandi
perché un sistema canonico all’equilibrio termodinamico con 'ambiente
possa esibire comportamenti al suo interno, nei suoi sottosistemi, che
rompono Petgodicita localmente su scale tensporali diverse.

BIn presenza di un forte fermine non-lineare nella simulazione al computer di un sistema di
SM, il sistema invece di esibire un comportamento ergodico (casuale) come ci si aspette-
rebbe se il sistema fermalizzasse velocemente — raggiungesse, cioe, I'equilibrio mediante
un’equipartizione dell’energia fra le particelle —, Fermi si accorse che il sistema esibiva un
comportamento guasi-periodics, rompendo wsi legodicita. F questo il risultato della famosa si-
mulazione al computer di un sistema di SM fatta da Enrico Fermi, John Pasta e Stanislaw
Ulam nell’estate del 1953 — con la fondamentale assistenza di Mary Tsingou che pubblico
i risultati della simulazione nel 1954, dopo la morte di Fermi — che, col senno di poi, for-
nisce la prima evidenza sperimentale di un sstema caotico. Fu questo risultato totalmente
inaspettato che innesco, da una parte lo studio sperimentale dei sistemi statistici #or-/neari
in SM e non solo, mediante la sizulazione al computer, dall’altra concentro Iattenzione sui
sistensi non-linear:. 11 loro comportamento non-integrabile sui lunghi periodi di tempo, e dove
dunque tutti i sistemi di calcolo “a carta e penna” dell’analisi statistica fallirebbero, possono
trovare nella simulazione al computer una valida modellizzazione. Possiamo dire che
Pesperimento di Fermi-Pasta-Ulam-Tsingou (FPUT) inauguro la nuova era della fisica com-
putagional.
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11 fatto che le rotture di simmetria e le connesse transizioni di fase in un
sistema macroscopico possano avvenire con differenti scale temporali a diversi
livelli (metriche) su scala subatomica, atomica, molecolare — le macromo-
lecole della materia organica incluse — ¢ il nucleo della nozione di sisterna
complesso in Fisica Fondamentale in quanto connesso al pitl generale feno-
meno della rttura dell ergodicita. . questo il cuore dell’approccio alla zeoria
della complessita innanzitutto all'interno del quadro teorico della SM. Un ap-
proccio al quale Giorgio Parisi ha dato recentemente dei contributi fon-
damentali dal punto di vista matematico che gli hanno invalso il Premio
Nobel per la Fisica nel 2021. Vi torneremo nel Secondo Volume. Un
approccio complementare a quello di Parisi e a quello della SM, perché
estende la violazione dell'ipotesi ergodica alle transizioni di fase della QFT
delle particelle elementari cosi da fare della QFT la Fisica Fondamentale
anche dei sistemi complessi, lo esamineremo invece in § 2.8.

2.4.2.2 Instabilita dinamica, transizioni di fase e rot-
tura dell’ergodicita nei sistemi complessi

Come ricordato nella nota 13, un’anticipazione in fisica computazionale
della rottura dell’ergodicita per sistemi statistici non-lineari e non-integra-
bili che anticipa la nozione di caos deterministico 'abbiamo nel modello
di Fermi-Pasta-Ulam-Tsingou (FPUT) del 1953 (Livi, Pettini, Ruffo,
Sparpaglione, & Vulpiani, 1985).

11 risultato del modello FPUT era fisicamente rilevante perché nella stotia
della fisica moderna era ben noto un altro fondamentale risultato riguardo
1 sistemi dinamici #on-lneari e non-integrabili. Quello ottenuto da un altro
eminente fisico matematico del XIX secolo, Henry Poincaré (1854-1912),
riguardo il famoso «problema dei tre corpi» nella teoria newtoniana della
gravitazione (Poincaré, 1890). Tale sistema non-lineare pero — differente-
mente dal modello FPUT e in generale dai sistemi caotici -- 7on rompeva
lergodicita, malgrado, sia 1 sistemi caotici sia il sistema dinamico a tre corpi
di Poincaré, come sappiamo bene, condividano lo stesso principio del/in-
stabilitd dinamica e della conseguente divergenza esponenziale delle traiettorie ti-
spetto alle medesime condizioni inziali legati alla non-linearita delle equa-
zioni. Vale la pena, percio, esaminare pit da vicino questo fatto per capire
meglio la peculiarita dei sistemi caotici e dei sistemi complessi in generale.

11 risultato ottenuto da Poincaré alla fine del XIX secolo era considerato
infatti una delle piu grandi sfide matematiche al determinismo della mec-
canica classica di Newton e della meccanica statistica di Laplace nella teo-
ria della gravitazione basata sui zzetod; perturbativi. Infatti, era legato al feno-
meno della cosiddetta ustabilita dinamica per un sistema gravitazionale a fre
corpi (in seguito generalizzato a sistemi con # >2 cotpi) causa la non-linearita
dell’equazione gravitazionale di questi sistemi, differentemente dall’equa-
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zione gravitazionale di Newton che considera solo Iinterazione @ due corpi
ed ¢ quindi Jneare ed integrabite.

La scoperta dell'instabilita dinamica di Poincaré nello studio, per esempio,
dell’evoluzione dinamica di un sistema di meccanica celeste a tre corpi
(p-es., sole, terra, luna)'4 che interagivano mediante forze gravitazionali
consisteva essenzialmente in questo. Malgrado il sistema fosse governato
da equazioni differenzial, il carattere non-lineare di queste equazioni, dovuto al
fatto che si stava studiando l'interazione gravitazionale simultanea fra tre
corpi — e non «due a due» (p.es., terra-sole, sole—luna e terra—luna) come
nel classico approccio newtoniano ai problemi gravitazionali «a molti
corpi» — faceva si che la soluzione dellequazione Lagrangiana del si-
stema fosse caratterizzata dalla presenza di molt punti di equilibrio instabil.
11 sistema manifestava cosi il fenomeno della cosiddetta instabiliita dinamica
caratterizzato da una divergenza esponenziale delle traiettorie dei componenti
del sistema nello spazio delle fasi (cfr. Figura 2-54).

Per fornire una sorta di illustrazione intuitiva del principio che ci riporta a
quanto gia ben sappiamo: nei sistensi stabili all equilibrio ¢ come se io lasciassi
cadere 7 palline lungo le pareti di vaso chiuso. Anche variando di molto
le condizioni iniziali della posizione delle palline lungo le pareti del vaso,
con assoluta certezza so che, dopo un transitorio pitt 0 meno lungo, unica
sara la posizione finale stabile delle 7 palline sul fondo del vaso (cfr. § A3.2
in Appendice A, Figura 2-44 nella parte sinistra estesa a un modello a #
palline). In altre parole, nei sistemi lineari stabili le traiettorie anche per
condizioni iniziali non-identiche convergono verso un’unica traiettotia o ax
trattore della dinamica (= punto di equilibrio stabile) cosi da risultare zntegra-
bili e 1 loro comportamento predicibile anche nel lungo periodo come la no-
zione di attrattore di ciclo-limite e/o di toroide esemplificano (cfr. Appen-
dice B).

Viceversa, se ponessi le medesime palline sulla cima di una collina (=
punto di equilibtio zustabile, intuitivamente, come nella parte destra di Fi-
gura 2-44), anche una picolissima differenza nelle condizioni iniziali del
moto delle 7 palline — una piccola variazione nella posizione ¢ o nella
direzione dell'impulso iniziale di p — determinerebbe una grossa varia-
zione nello stato finale. P.es., determinera su quale versante della collina
la pallina cadra. Indefinitamente piccole variazioni delle condizioni iniziali, de-
termineranno esponengialmente grandi variazioni nelle condizioni finali, de-
terminando allo stesso tempo la non-integrabilita dell'equazione del moto e
quindi Uzzpredicibilita del comportamento del sistema dinamico s#/ lungo

14 Effettivamente il sistema gravitazionale «a tre corpi» studiato da Poincaré non era quello
sole-terra-luna come in altri lavori precedenti addirittura di Galilei stesso, ma il sistema
costituito da Giove e i suoi due satelliti.
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periodo. Ne patleremo a lungo nel’Appendice B discutendo la Figura
2-54.

A questo punto ¢ fondamentale un’osservazione ontologica ed epistemo-
logica della massima importanza. Va tenuta presente la profonda diffe-
renza fra:

¢ Llincertezza o aleatorieta dovuta allinstabilita dinamica nei sistemi
non-lineari di Meccanica Classica, quale appunto il modello di Poin-
caré, il modello FPUT o un sistema caotico;

¢ Conlincertezza dovuta al principio di indeterminazione nei sistemi lineari
della QM basati sull’equazione di Schrédinger.

¢ Con l'incertezza dovuta all'inserimento di un zermzine perturbativo nei
sistemi stocastici della SM.

Infatti, nei sistemi instabili, Pincertezza nella determinazione dello stato
non rimane confinata entro un valore determinato AgAp > h/ 5 come in
quantistica, ma viene amplificata dalla dinamica del sistema. I sistemi
quantistici della QM come in generale i sistemi stocastici della SM sono,
cloe, sisteni stabifi. In questo senso ai sistemi caotici in quanto caratterizzati
da instabilita dinamica, pur essendo generati da equagion: differenziali non
sono applicabili i metodi perturbativi della SM. che storicamente furono in-
ventati da Laplace proprio per modellizzare un sistema gravitazionale a
molt corpi. Per questo, ¢ invalso in matematica la convenzione di usare
il termine sistemi caorici per distinguerli dall’aleatorieta dei sistemi szocastiic.
In una parola, il «caos» non ¢ il «caso». Vi torneremo in

In particolare, il fatto di essere generati da un sistema di equazioni diffe-
renziali — dove, ciog, il passo successivo ¢ cansalmente determinato dal
passo precedente — giustifica la denotazione di per sé contraddittoria al
senso comune di «caos deterministicon. 11 determinismo ¢ legato al fatto che,
differentemente dai sisteri stocastici studiati dalla SM, nell’equazione diffe-
renziale che definisce il sistema non ¢ insetito alcun #rine casuale come
nel classico esempio dell equazione di Langevin nello studio dei metodi per-
turbativi tipici della SM.

In altri termini, i sistemi caotici non sono assimilabili ai sisterzi stocastici, al-
meno nella loro forma tradizionalmente studiata in SM, secondo il para-
digma dato dall’eguazione di Langevin (Paul Langevin, 1872-1946), origina-
riamente sviluppata per la caratterizzazione del moto browniano. Quello,
p.es., tipico del moto casuale non equilibrato di particelle in agitazione
termica. Secondo questa equazione, la funzione v (x), che desctive 'evo-
luzione macroscopica di una quantita osservabile x del sistema, non ¢ suf-
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ficiente per descrivere lo stato istantaneo di x. Ad essa bisogna aggiungere
un Zermine perturbativo (casuale) € secondo la seguente equazione:

% =v(x) +o(x)¢ (14
Dove 0 (x) ¢ 'ampiezza della perturbazione (vatianza della gaussiana) e
&= dw / dt ¢ conosciuta come «rumore biancor, un termine perturba-

tivo che puo essere considerato come derivata di un processo di Wiener.
Come si vede, il termine perturbativo nell’equazione di Langevin appare
come un termine estrinseco additivo alla dinamica v(x). Tale termine
vuole esptimete infatti I'effetto applicato costantemente a una dinamica
«dal di fuori», dipendente cioe dalla nostra ignoranza dell’evoluzione dina-
mica del sistema nel tempo, come ¢ standard in SM.

Nel caso dellinstabilita dinamica non esiste invece alcun termine pertur-
bativo aggiunto «dall’esterno» nell’equazione differenziale che li genera,
come vedremo meglio studiando il sisterza di Lorenz; che ha fornito il primo
esempio in meteorologia di simulazione al computer di un atrattore strano
0 caotico (cfr. § B.2, in Appendice B). Siamo confrontati invece con un
termine intrinseco di aleatorieta, legato allevoluzione dinamica stessa del si-
stema e ai suoi punti di equilibrio instabili. In questo caso, infatti, il termine
perturbativo ¢ in grado di «far esplodere» il fenomeno della divergenza
esponenziale delle traiettotie perché legato ad un punto di equilibtio zsta-
bile e non stabile del sistema come 'uso dei termini perturbativi in SM sup-
pone. In altri termini, i sistemi caotici sono caratterizzati da mancanza di
stabilita strutimrale (Viana, 2000). Vi torneremo nel’Appendice B quando
illustreremo 1 sistensi caotici come modelli-esemplificativi dei sistensi complessi.

Ecco come Poincaré stesso spiegava questa sua inquietante scoperta
dell instabilita dinamica, che cancellava d’'un colpo solo I'ideale determini-
stico della meccanica classica newtoniana e statistica laplaciana — ovvero,
il costrutto del «demone di Laplace», che era stato enunciato solo un se-
colo prima e che abbiamo ficordato nel capitolo precedente del nostro
libro come apice dell’approccio determinista della fisica newtoniana intesa
come Fisica Fondamentale degli inizi della modernita.

Una causa piccolissima che sfugga alla nostra attenzione determina un ef-
fetto considerevole che non possiamo mancar di vedere, e allora diciamo
che Peffetto ¢ dovuto al caso. Se conoscessimo esattamente le leggi della
natura e la situazione dello stesso universo all’istante iniziale potremmo
prevedere esattamente la situazione dello stesso universo in un istante suc-
cessivo (il demone di Laplace idealizzato, N.4.R.). Tuttavia, se pure acca-
desse che le leggi naturali non avessero piu alcun segreto per noi, anche in
tal caso potremmo conoscere la situazione iniziale solo approssimativamente. Se questo
ci permettesse di prevedere la situazione con la stessa approssimazione,
non ci occorrerebbe di pitt e dovremmo dire che il fenomeno ¢ stato pre-



Instabilita dinamica
di Poincaré
mantiene tuttavia
I'ergodicita
diversamente dal
modello FPUT e dai
sistemi complessi,
caotici inclusi

Anche il modello di
Sinai di sistema
instabile mantiene
ergodicita

Per questo
instabilita dinamica
solo prima
condizione da
soddisfare nella
definizione
matematica di
sistema caotico

LE RIVOLUZIONI SCIENTIFICHE DEL XX SECOLO E OLTRE 159

visto ed ¢ governato da leggi. Ma non sempre ¢ cosi: puo accadere che
piccole differenze nelle condizioni iniziali ne producano di grandissime nei
fenomeni finali. Un piccolo errore nelle prime produce un etrore enorme
nei secondi. La previsione diviene impossibile e si ha un fenomeno for-
tuito5.

Allo stesso tempo — e questo rendeva la scoperta del modello FPUT nel
1953 come antesignano dei modelli caotici cosi sconvolgente — il feno-
meno dell'instabilita dinamica scoperto da Poincaré non rompeva l'ergodicita
del sistema. Infatti, Poincaré stesso affermava che per un sistema dinamico
«chiuso» caratterizzato da instabilita dinamica, dopo un tempo molto
lungo ma comunque fiito, il sistema avrebbe avuto il tempo sufficiente di
visitare tutte le configurazioni del moto accessibili al suo spazio delle fasi
e compatibili con il principio di conservazione dell’energia come Iipotesi
ergodica suggerisce. Anzi, nello stesso articolo in cui spiegava il suo trat-
tamento del problema dei tre corpi, Poincaré avanzava Iipotesi del suo
teorema dj vicorrenza ergodica (Poincaré, 1890), successivamente dimostrato,
secondo il quale, dopo un tempo sufficientemente lungo ma comunque
finito, il sistema tornera ad uno stato arbitrariamente vicino (pet sistemi a stati
continui), o esattamente identico (per sistemi a stati discreti) al suo stato iniziale.

Draltra parte, il fatto che il fenomeno della divergenza esponenziale delle
traiettorie in sistemi non-lineari non fosse sufficiente a rompere ergodi-
cita ¢ stato poi analiticamente confermato dal classico sistema dinamico
instabile studiato dal matematico ebreo-russo Yasha Sinai. Egli ha dimo-
strato [ergodicita di un Sistera dinanico instabile assai semplice: quello del bi-
liardo con ostacoli curvi convessi. Vi titorneremo nel’ Appendice B, il-
lustrando la Figura 2-55 in § B.2.

Devono dunque darsi altre condizioni, oltre Pestrema sensibilita alle con-
dizioni iniziali perché un sistema deterministico, generato da un sistema
di equazioni differenziali non-lineari possa definirsi propriamente «cao-
ticon. Ed infatti, come vedremo, nella caratterizzazione topologica di un
sistema caotico che illustreremo brevemente in Appendice B, § B.2.2
I'instabilita dinamica e dunque la sensibilita alle condizioni iniziali € solo la
prima delle tre condizioni da soddisfare per definire un sistema caotico.
Le altre due sono legate a particolari proprieta dello spazio topologico, 1o spa-
zio che definisce la struttura interna di relazioni che definisce un sistema
Caotico — e Cloe, transitivita topologica e densita delle sue orbite quasi-periodiche — e
che fisicamente collegheremo alla «trasformazione del fornaio» interpre-
tata come introduzione di un «bagno termico» nella definizione di un si-
stema caotico.

15 Da Science et Methodk, citato in (Ruelle, 1991, p. 19).



Fisicamente la
complessita
dipende dalle
transizioni di fase su
diverse scale
temporali

Nobel 2021:
Modellizzazione del
clima e sistemi
complessi

Manabe: aumento
CO2 nellatmosfera
€ aumento
temperatura

160 Filosofia della Natura e della Scienza

Quando teniamo presente che la «rottura di ergodicita» in un sistema di-
namico ¢ intrinsecamente legata alle #ransizioni di fase su diverse scale spagio-
temporali's che caratterizzano il sistema, tutto questo ci portera a compren-
dere meglio nella prossima sottosezione il contributo matematico fonda-
mentale dato da Giorgio Parisi alla modellizzazione dei sistemi complessi
— quelli caotici inclusi — identificando una nuova classe di universalita nei si-
stemi stocastici, estendendo il formalismo dei metodi perturbativi della
SM ben al di la dei suoi confini tradizionali. Allo stesso tempo tutto questo
cl portera a comprendere meglio un approccio complementare a quello
della SM per rendere conto della proprieta delle correlazioni a lnngo raggio
che caratterizzano su molteplici scale spazio-temporali le cwerenze di fase det
campi che caratterizzano i sistemi complessi. Si tratta delle correlazioni a
lungo raggio fra i campi quantistici allo stato fondamentale di wznima ener-
gia o vuoto quantistico legate al Teorema di Goldstone, un ingrediente fonda-
mentale del formalismo fisico-matematico della QFT (cfr. § 2.7.2). Que-
sta interpretazione costituira Iultimo passo della nostra trattazione della
complessita e di tutto questo capitolo. Quello dell'interpretazione della
complessita nel quadro teotico della QFT estesa a sistemi quantistici dis-
sipativi come Fisica Fondamentale (cfr. § 2.8).

2.4.2.3 La congettura di Kardar-Parisi-Zang e la mo-
dellizzazione stocastica dei sistemi com-
plessi

Nel comunicato stampa della Accademia Reale Svedese delle Scienze che
annunciava il conferimento del Premio Nobel 2021 per la Fisica a Syu-
kuro Manabe, Klaus Hasselmann e Giorgio Parisi «Per i fondamentali
contributi alla nostra comprensione dei sistemi fisici complessi», le moti-
vazioni del Premio ai tre scienziati sono illustrati come segue:

Un sistema complesso di vitale importanza per I'umanita ¢ il clima terre-
stre. Syukuro Manabe ha dimostrato come l'aumento dei livelli di ani-
dride carbonica nell'atmosfera porti a un aumento delle temperature sulla
superficie della Terra. Negli anni '60, ha guidato lo sviluppo di modelli
fisici del clima terrestre ed ¢ stata la prima persona a esplorare l'interazione
tra il bilancio radiativo e il trasporto verticale di masse d'aria. Il suo lavoro
ha gettato le basi per lo sviluppo degli attuali modelli climatici.

16 Bisogna ricordare che le transizioni di fase sono essenzialmente di due tipi, quelle del
primo ordine che sono temporalmente istantanee (p.es., le transizioni di stato liquido-gassoso
in fisica dei materiali), quelle del secwndo ordine che avvengono su scale temporali pii lunghe
(p-es., la transizione di fase ferromagnetica) (cfr. § A4.4 in Appendice A).
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Circa dieci anni dopo, Klaus Hasselmann ha creato un modello che col-
lega il tempo atmosferico (weather) e il clima (climate), rispondendo cosi alla
domanda sul perché i modelli climatici possano essere affidabili nono-
stante il tempo atmosferico sia mutevole e caotico. Ha anche sviluppato
metodi per identificare segnali specifici, le impronte digitali, che sia i feno-
meni naturali che le attivita umane imprimono nel clima. I suoi metodi
sono stati utilizzati per dimostrare che 'aumento della temperatura nell'at-
mosfera ¢ dovuto alle emissioni umane di anidride carbonica.

Intorno al 1980, Giorgio Parisi scopri modelli nascosti in materiali com-
plessi e disordinati. Le sue scoperte sono tra i pitt importanti contributi
alla teoria dei sistemi complessi. Permettono di comprendere e descrivere
molti materiali e fenomeni diversi e apparentemente del tutto casuali, non
solo in fisica ma anche in altri settori molto diversi, come la matematica,
la biologia, le neuroscienze e l'apprendimento automatico.

Nell’annesso documento a cura della medesima Accademia che illustrava
in forma estesa e sintetica le motivazioni scientifiche del confetimento ai
tre scienziati, la sfida scientifica det sistemi complessi veniva introdotta
ricordando che la struttura multi-scala che carattetizza a livello mesoscopico un
sistema complesso richiede soluzioni che «hanno la medesima struttura
multi-scala dei fenomeni a cui si rivolgono» (Accademia Reale Svedese
delle Scienze, 2021, p. 4).

Dal punto di vista dinamico, affrontato nel contesto della Teoria dei Sistersi
Stocastici in SM, 'approccio multi-scala necessatio per affrontare la sfida
dei sistemi complessi dei sistemi complessi in quanto sistemi zon-lineari in
condizioni fiori dall equilibrio, tispetto ai sistemi allequilibrio che sono carat-
tetizzati da un'equipartizione dell'energia veniva cosl sintetizzato citando un
lavoro di Parisi (Parisi, 2005):

La situazione ¢ differente per sistemi che sono solo leggermente (s/ghtly)
fuori dall’equilibrio. Per esempio, immaginiamoci un sistema che non puo
raggiungere ’equilibrio a causa delle barriere di energia libera (...)!17: questa
situazione tipicamente si applica ai sistemi disordinati, come i “vetri di
spin” e i vetri strutturali. Un tale sistema approssimera I’equilibrio lenta-
mente, saltando da uno stato metastabile ad un altro, e potrebbe rimanere
leggermente fuori dall’equilibrio per sempre, se continuamente perturbato
con un campo esterno che cambia lentamente. In tali sistemi ci possiamo
aspettare una separazione, per diversi ordini di grandezza, fra la scala tem-
porale microscopica del sistema (per esempio, quella rappresentata dalle
vibrazioni dei singoli atomi) e la scala temporale macroscopica necessaria
per saltare le batriere (per esempio, cambi nella struttura del sistema
stesso). 11 sistema puo essere quindi considerato come essenzialmente ter-
malizzato all’interno di uno stato metastabile, e cosi le idee di fluttuazione-
dissipazione possono essere ancora applicate: lo stato totale del sistema

1711 riferimento intuitivo puo essere al “paesaggio dell’energia” di sistemi non-lineari quale
quello descritto in Figura 2-44 di Appendice A dove le barriere di energia libera sono
quelle che separano i vari minimi locali (punti metastabili) del potenziale totale del sistema.
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che cambia lentamente ¢ considerato come una piccola perturbazione
(Accademia Reale Svedese delle Scienze, 2021, p. 4).

Come viene suggetito nel documento, idea-guida di Hasselmann che lo
ha portato ad avere successo nell'individuare i segnali specifici delle attivita
umane sulle variazioni climatiche rispetto ai segnali di altri fattori naturali
sullo sfondo della variabilita del tempo atmosferico, usando la classica di-
stinzione segrale-rumore, consiste nel distinguere «l clima — il segrak — come
la varieta lenta del tempo atmosfetico — il rmores (Accademia Reale
Svedese delle Scienze, 2021, p. 4). I tempo atmosferico ¢ cioe un insieme
di microstati dell’atmosfera che variano velocemente in maniera disordinata
rispetto alla variabile lenta della variazione climatica.

In questo senso assume una rilevanza del tutto particolare il fenomeno
ben noto della risonanza stocastica di cui Parisi e alcuni suoi colleghi hanno
mostrato la rilevanza nello studio della dinamica dei sistemi complessi e,
nel caso specifico, nel rapporto segrale — clima — rumore — tempo atmosfe-
rico — (Benzi, Parisi, Sutera, & Vulpiani, 1982). La risonanza stocastica ¢
ben nota e sfruttata da tutti coloro che operano in teoria delle comunica-
zioni e nella teoria delle reti neurali applicata al rwonoscimento di patterns in
ambienti altamente rumorosi. lo stesso, insieme ad altri miei colleghi, ne
abbiamo fatto uso in questo campo con ottimi risultati (cfr., in particolare,
(Castiglione, Basti, Fusi, & Perrone, 1992)).

Vediamo questo fenomeno dal punto di vista della #oria matematica delle
commnicazioni che ¢ piu intuitivo. Per garantire una comunicazione effi-
ciente, dobbiamo essere certi che il canale sia “pulito” che cioe non esi-
stano nel canale segnali (partern) la cui presenza distorcerebbe il segnale
(pattern) che vogliamo inviare attraverso quel canale. Il modo piu efficiente
per garantirci questo ¢ quello di iniettare nel canale del rumore bianco (ctx.
Figura 2-6), ovvero un segnale che ha la medesima intensita a fut ke fre-
quenze cosi da produrre una densitd costante dello spettro di potenza (power spec-
trum). Spettro di potenza da non confondersi con lo spettro di energia di un
segnale, quello, per intenderci, di cui ci occuperemo quando parleremo
degli spettri di energia emessi dall’atomo di idrogeno eccitato, spettti che
sono all’origine della QM. Infatti, con “potenza” di un segnale si intende
la guantité di energia trasferita dal segnale per unita di tempo. E chiaro dunque
che, se nel canale vi fosse del segnale (parern) con un suo specifico spettro
di potenza e specifiche frequenze, esso andrebbe immediatamente 7 7iso-
nanza (interferenza) costruttiva con le medesime frequenze presenti nel ru-
more cosi da venire amplificato e quindi facilmente riconosciuto. Per “pu-
lire” il canale bastera quindi introdurre del segnale 7z controfase con quello
sputio presente nel canale cosi da annullatlo per #sonanza (interferenza) di-
struttiva (ctr. Figura 2-39 in Appendice A).
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Figura 2-6. Rappresentazione grafica della forma d’onda del rumore
bianco gaussiano!8

Lo stesso principio vale al contratio nel caso di un seguat, p.es., quello
prodotto dall’attivita umana in grado di influenzare il clima, all'interno del
rumore che ¢ il resto del tempo atmosferico (atmosfera). Nello specifico il
segnale ¢ 'aumento anomalo di immissione di anidride carbonica (CO»)
nellatmosfera a partire dallinizio dalla cosiddetta “‘era industriale”, per
Paumento dell’'uso dei combustibili fossili. Un “segnale” che, per lo stesso
principio della risonanza stocastica, viene amplificato dal “ramore” del
tempo atmosferico, cosi da produtrre effetti catastrofici sul clima (=au-
mento della temperatura) malgrado di per sé il segnale — senza questo ef-
fetto di amplificazione per risonanza stocastica — non satebbe da solo in
grado di influenzare il clima, come per ignoranza di questo principio af-
fermano tutti i cosiddetti “negazionisti” dell'influenza dell’attivita umana
sull’attuale aumento della temperatura.

Visto da un altro punto di vista, cio¢ quello della modellizzazione del
tempo atmosferico non dal punto di vista della teotia dei sistensi stocastici,
ma dal punto di vista dei sisteri caotici (ctr. Appendice B), leffetto di am-
plificazione del segnale legato all’azione umana sul clima puo essere visto
come il corrispettivo del cosiddetto “effetto-fartalla” dovuto all’znstabilita
dinamica che caratterizza questi sistemi dinamici complessi non-lineari

fuori dall’equilibtio (cfr. § B.2 in Appendice B).

Ma non ¢ quello dell’aver evidenziato la rilevanza della risonanza stoca-
stica nelle mutazioni climatiche il motivo per cui Parisi ¢ stato insignito
del Nobel. II suo contributo per la modellizzazione matematica dei si-
stemi complessi nell’ambito della SM dei processi stocastici ¢ legato —
come egli stesso ci spiega nel testo divulgativo recentemente pubblicato
che sintetizza aspetti fondamentali della sua ricerca (Parisi, 2021, pp. 51-
72) — al fondamentale contributo che egli ha dato al metodo delle repliche

8 Da: By Mom - Own work, CC BY-SA 3.0, htips:// commonswikimedia.org/ w/ in-
dexplpZenrid=24084756.
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(replica method) nello studio del modello-esemplificativo (foy-20de)) per lo
studio dei sistemi complessi: il modello dei vezr di spin (spin glasses) cui Parist
stesso si riferiva nella sua citazione sopra tiportata all'interno del docu-
mento del’Accademia Reale Svedese delle Scienze (Accademia Reale
Svedese delle Scienze, 2021, p. 4).

Come abbiamo detto, cio che in generale carattetizza un sistema com-
plesso ¢ il fatto che in esso coesistono, al zvello mesoscopico dei condensati
atomico-molecolati che li costituiscono, molteplici #ransizioni/ coerenze di

di sistemi complessi /¢ dei suoi componenti su diverse scale spazio-feniporak. Si pensi, per esem-
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plo, al livello znorganico, al vetro o ad una lega metallica, p.es., il bronzo, o, al
livello della mzateria organica, ai diversi tipi di polissaccaridy, agli acidi nucleici del
DNA e alle proteine composte da catene di acidi nucleici legati da legami
polipeptidici e che costituiscono i “mattoni” degli organismi viventi. . .

11 modello-esemplificativo (foy-n0del) pitr semplice di sistema complesso ¢
dunque quello dei e di spin ovvero di un sistema in cui gli spin non sono
tutti (o nella stragrande maggioranza) orientati nella medesima direzione
come nello stato ferromagnetico di un magnete al di sotto della tempera-
tura di Curie (cfr. Figura 2-24) ma un numero significativo di essi sono
otientati in versi gpposti cosi da non essere, né orientati tutti nel medesimo
verso, ma neanche tutti orientati in maniera casuale come nel caso para-
magnetico. Fisicamente cio dipende, nel caso del vetro di una finestra dal
fatto che non ¢ composto di solo silicio ma in esso vi sono diverse impu-
rita, oppure nel caso di una lega dal fatto che ¢ composta di materiali di-
versi. Un vetro di spin rappresenta quindi un modello di sisterza fiustrato,
dipendente dal fatto che forze opposte agiscono sullorientamento degli
spin degli atomi, un po’ come — 'esempio ¢ di Parisi stesso — persone
legate da profonda antipatia sono costrette a stare insieme in un unico
gruppo. Si tratta evidentemente di uno stato collettivo psicologicamente
“frustrante” (cfr. Figura 2-7).

La struttura a “vetro-di-spin” ¢ quella comune a tutti i so/idi amorfi allo stato
fondamentale di minima energia in cui i legami atomici sono irregolari, a
differenza dei eristalli che hanno strutture regolari di legami atomici. In que-
sto senso un solido ferromagnetico con gli spin allineati in un unico verso
ha una struttura analoga a quella della struttura-a-reticolo di un ctistallo
che ¢ all'origine dell’unica struttura geometrica del cristallo stesso (p.es., le
splendide strutture geometriche di un fiocco di neve).

1 legame con la struttura dei sistemi complessi ¢ dato dal fatto che in un
vetro-di-spin sono possibili piti di una struttura geometrica dei legami ato-
mici ugualmente stabili. La spiegazione dinamica ¢ data dal fatto che que-
ste strutture sono etastabili perché corrispondono a diverse configura-
zioni stabili (fra #» minimi locali del potenziale) diverse dall'unica configu-
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razione degli spin dello stato di #nina energia che cottisponderebbe allo
stato ferromagnetico (e/o ctistallino) (cft. Figura 2-45 in Appendice A).

Figura 2-7. «Rappresentazione schematica di un vetro di spin. A bassa
temperatura, gli spin collegati da una linea tratteggiata cercano di alli-
nearsi su versi opposti, mentre gli spin collegati da linee continue si al-
lineano sullo stesso verso» (da (Parisi, 2021, p. 58)).

La modellizzazione in SM di un vetro di spin si basa sul #zetodo delle infinite
repliche (replica method) del sistema attraverso la quale ¢ possibile definire la
funzione di partizione Z (cfr. Eq. (7) in § 2.4.1) fra spin del medesimo reticolo
definiti sul medesimo punto del reticolo ma appartenenti a 7 repliche diverse.
In base a tale metodo, ¢ stato possibile definire una foria di cangpo medio
mediante cui approssimare la dinamica lenta della magnetizzazione di un
vetro di spin e il suo stato di minima energia non-ergodico perché caratteriz-
zato dalla presenza di molti minimi in cui il sistema resta intrappolato. La
prima formulazione di questa teotia si trova nel modello di Edwards-An-
derson (Edwards & Anderson, 1975) sviluppato solo per le correlazioni
fra due spin appartenenti a due repliche diverse, e nel modello di Sher-
rington-Kirkpatrick che estesero il metodo a correlazioni di raggio infinito
perché definite su un numero indefinito di repliche (Sherrington &
Kirkpatrick, 1975). Il modello, tuttavia, era soggetto a inconsistenze ma-
tematiche perché dava luogo a possibili valri negativi dell’entropia, fisica-
mente assurdi come sappiamo. Dopo ulteriori perfezionamenti del mo-
dello la dimostrazione matematicamente rigorosa e consistente delle teo-
rie di campo medio si deve al prof. Francesco Guerra (1942- ) — collega
di Parisi a La Sapienza di Roma — che, come riconosciuto da Patisi stesso,
diede indirettamente consistenza fisico-matematica alla stessa brillante
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idea di Parisi per la quale poi ha ottenuto il Nobel (cfr. (Guerra &
Toninelli, 2002))1.

Quale sia stata questa brillante idea che costituisce apporto dato da Parisi
alla modellizzazione dei sistemi complessi nell’ambito della teoria dei si-
stemi stocastici in SM estendendo il metodo delle repliche la teoria dei
vetti di spin ¢ sintetizzata da Parisi stesso con queste parole:

.11 fatto fisico che non capivo era legato a quello che i fisici chiamano
parametro d’ordine. I passaggi di stato in un sistema, come abbiamo visto,
sono generalmente caratterizzati dalla variazione di un parametro. Ad esem-
pio il parametro d’ordine per studiare la transizione tra un liquido e un gas
¢ la densita. Nel caso della transizione magnetica, il parametro d’ordine da
studiare ¢ la magnetizzazione. Questi parametri d’ordine variano durante
le transizioni di fase assumendo diversi valori numerici il cui significato
fisico, come quello della densita o della magnetizzazione, ¢ molto facile da
capire. Sorprendentemente, nel caso dei miei risultati sui calcoli per i vetri
di spin, il parametro d’ordine non era pitt un semplice numero il cui valore
cambiava durante la transizione: quello che variava durante la transizione
era una funzgione. Non bastava un punto per caratterizzare la transizione, ma
dovevo usare una funzione composta non piu da un solo numero, bensi
da infiniti numeri. Cosa rappresentava fisicamente questa funzione? Avere
una funzione al posto di un numero come parametro d’ordine per una
transizione indicava anche lo spartiacque per poter utilizzare il metodo
delle repliche come veniva usato normalmente. Nel caso in cui il parame-
tro fosse stato un solo numero, il metodo delle repliche portava a risultati
assurdi; se invece il parametro d’ordine era una funzione, cioé un insieme
infinito di numeri (allo stesso modo in cui una linea puo essere vista come
un insieme infinito di punti), allora il metodo delle repliche funzionava e
dava risultati coerenti (Parisi, 2021, pp. 61-62) Corsivi miei.

Questo risultato fu ottenuto da Parisi nel 1980 (Parisi, 1980) e questa in-
tuizione si ¢ tivelata estremamente feconda. Tralasciamo qui la spiega-
zione matematica di questa idea che Parisi stesso tenta di darci intuitiva-
mente nel suo testo divulgativo (Parisi, 2021, pp. 62-65). Infatt, nota Pa-
tisi, il lavoro per attivare ad una piena comprensione e giustificazione ma-
tematica di questa estensione del metodo delle repliche richiede tuttora
ancora molto lavoro. Pit semplice invece € stato comprendere il sigrnificato
fisico di questa estensione sempre nell’ambito teorico della SM:

19 Jo stesso insieme con il mio collaboratore Antonio Luigi Perrone che, a quel tempo
stavamo sviluppando un modello alternativo a quello basato sui metodi stocastici in SM
applicato alla modellizzazione delle reti neurali, siamo stati testimoni di quegli anni ecci-
tanti, perché onorati dell’amicizia e della stima del prof. Guerra. Un modello basato sulla
caratterizzazione caotica delle dinamiche delle reti neurali e che ha trovato la sua modelliz-
zazione approptiata solo molti anni dopo, nella fondazione quantistica in QFT di siffatta
dinamica dei sistemi complessi, come illustrato in § 2.8. In ogni caso, per questi comuni
interessi, pitt volte il prof. Guerra ha accettato l'invito a partecipare a diversi Congressi
organizzati dal'TRAFS su questi temi.
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Utilizzando una serie di indizi, io e i miei amici Marc Mézard, Nicola Sout-
las, Gérard Toulouse e Miguel Virasoro siamo riusciti a capire il significato
fisico del risultato, una caratteristica comune a tutti i sistemi disordinati: i
sistemi disordinati si trovano contemporaneamente in un numero eleva-
tissimo di stati diversi di equilibrio. Era una scoperta del tutto inaspet-
tata?. (...) Normalmente un sistema fisico si trova in un solo stato. Ad
esempio, I’acqua a una certa temperatura e a una certa pressione o ¢ liquida
o ¢ solida o ¢ un gas. Ci sono casi patticolari in cui il sistema puo trovarsi
in due stati, che di solito vengono chiamati fasi. A 100 °C I'acqua puo stare
contemporaneamente nella fase liquida e nella fase gassosa. Esiste anche
un unico valore di pressione e temperatura in cui 'acqua si trova nelle tre
fasi: solida, liquida e gassosa. E il famoso «punto triplo» dell’acqua, e non
a caso ¢ famoso. In genere, infatti, un sistema ¢ in una sola fase. Un sistema
disordinato a bassa temperatura si trova invece in un numero molto ele-
vato di fasi contemporaneamente. Ecco il senso del parametro d’ordine
che diventa una funzione, cio¢ un insieme di infiniti valori. Capire questo
¢ stato un vero passo avanti per la fisica. La costruzione di un modello
sintetico e la sua soluzione ci hanno permesso di scoprire un fenomeno
del quale ignoravamo lesistenza: abbiamo spalancato la porta sul mondo
dei sistemi disordinati (Parisi, 2021, pp. 65-68).

Viceversa, continua ancora Parisi, per giungere ad una spiegazione mate-
matica consistente della teoria ci sono volut oltre vent’anni di lavoro. 11
riferimento stavolta ¢ a una particolare congettura sotto forma di equa-
zione formulata nel 1986 da Parisi, Mehran Kardar e Yi-Cheng Zang
(Kardar, Parisi, & Zhang, 19806) che ha portato, in appunto oltre vent’anni
di lavoro con contributi di molti altri fisici e matematici alla definizione di
una muova classe di universalitd per sistemi stocastici in SM e che va sotto il
nome di Classe di Universalita KPZ.

Per capire di cosa si tratta, bisogna evidenziare una proprieta fondamen-
tale della materia a Jivello mesoscopico quando siamo in presenza dell’emer-
gere di fenomeni collettivi legati alle #ransizioni fra fasi coerenti delle oscillazioni
di un numero eccezionalmente grande di componenti elementari (p.es.,
atomi) del sistema. 11 fatto sorprendente ¢ che per sistemi fra loro com-
pletamente diversi a Avello microscopico 11 comportamento collettivo a /vello
mesoscopico O comportamento eritico del sistemi in prossimita del punto di tran-
sizione di fase é & stesso, cosi da costituite un’unica casse di universalita. Di
qui la formalizzazione di questo fenomeno proposta per la prima volta
dal fisico americano Leo Philip Kadanoff (1937-2015) che evidenzio
come siffatte classi di universalita dipendessero dal fatto che tutti 1 sistemi
della medesima classe fossero caratterizzati dal condividere un mzedesino
valore di un unico parametro statistico, 'esponente f della relativa curva
(legge) esponenziale che regola /aggregazione dei components elementari di un

20 11 riferimento bibliografico implicito in questa affermazione di Patisi ¢ il libro (Mezard,
Parisi, & Virasoro, 1987)



168 Filosofia della Natura e della Scienza

sistema in funzione della variazione della temperatura e che gia cono-
sciamo dalla distribuzione di Boltzmann in termodinamica perché I'in-
versodi 8,1/, & la misura della temperatura in termodinamica statistica
(cfr. Figura 2-4 in § 2.3.2).

Nel caso delle classi di universalita, il coefficiente f§ assume la forma di un
coefficiente critico perché ¢ cio che pone in relazione la zemperatura con il para-
meetro di ordine di una transizione di fase che, in ultima analisi, ¢ una misura
di “addensamento/rarefazione” di microstati in #zod; collettivi coerents. Se vo-
gliamo, nei termini della matematica statistica, una misura di “riduzione
(coerenza di fase)/aumento (decoetenza di fase)”” dei gradi di liberta del si-
stema (cfr. § A4.4 in Appendice A).

Per capire pero la rilevanza della nozione di “classe di universalita” per la
Teoria dei Sistemi Complessi dobbiamo introdurre — sempre seguendo la
ricostruzione divulgativa di Parisi (Parisi, 2021, pp. 47-50) — il concetto
det gruppi di rinormalizzazione come tecnica di calcolo dei coefficienti critici
di Kadanoft per le sue classi di universalita. Si deve in particolare al con-
tributo di Kenneth G. Wilson (1936-2013) lo sviluppo di questo metodo
di calcolo che gli merito il Premio Nobel nel 1982, anche se gli articoli che
egli dedico a questo metodo per il calcolo dei coefficienti critici risalgono
agli anni 1971-72 (cfr. in particolare (Wilson, 1971a; 1971b)).

Come abbiamo detto, un sistema complesso si caratterizza per il fatto che
molteplici coerenze/transizioni di fase e quindi diverse strutture geome-
triche coesistono nel medesimo sistema su diverse scale spazio-temporali. 11
metodo di “rinormalizzazione” di Wilson consiste infatti nella possibilita
di passare matematicamente da una scala all’altra di osservazione del si-
stema, evidenziando cosi Lemegenza di nn'unica struttura invariante (= sinime-
trid) che si ripete sempre simile a se stessa (= auto-similare) alle diverse scale,
manifestando cosi le caratteristiche geometriche di un oggesto frattale. Si trat-
tera quindi dell’'unica struttura geometrica (for772a) di un sistema complesso
in quanto tale, anzi di una dasse di universalita (specie) di sistemi complessi.
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Figura 2-8. Esempio di oggetto frattale (il cosiddetto “Triangolo di Sier-
pinski”)2 che ha una struttura auto-similare su diverse scale. Forniremo
in Appendice B altri esempi della struttura frattale degli pseudo-cicli di
un “attrattore strano” di un sistema caotico simulato al computer (“At-
trattore di Lorenz”) come modello di sistema complesso in meteorolo-

gia.

Infatti, se da una parte tutto questo da un senso ben preciso alla nozione
delle “classi di universalita” di Kadanoff e al loro legame coi rispettivi
coefficienti critici 8, per i nostti scopi, dal punto di vista dell’ontologia
descrittiva di tali sistemi, ovvero dal punto di vista della filosofia della natura,
le “invarianze di scala” (simmetrie) che definiscono un sistema complesso
costituiscono il corrispettivo gperazionale (matematico-spetimentale) dell’ui-
cita della forma sostanziale per corpi fisici (=sistemi complessi) appartenenti
alla medesima specie, tipica dell'ontologia aristotelico-tomista della natura.

In ogni caso, st intuisce cosi immediatamente la rilevanza della “classe di
universalita KPZ” dove il parametro di controllo € una fungione non un
solo numero — per ditla con le stesse parole di Parisi —, per modellizzare
in un’unica struttura matematica transizioni/coerenze di fase molteplici e
diverse fra di loro, ma riportabili a un’unica classe di universalita (Hairer,
2013). Per capire la versatilita di questa classe di universalita ¢ sufficiente
consultare Iatticolo di sintesi, davvero notevole, di oltre venti anni di stu-
dio da parte di molteplici autoti dove si esplicita un lungo elenco di diverse
specie di sistemi complessi cui la classe di universalita KPS ¢ stata appli-
cata con successo (Corwin, 2011).

Per concludere, quella di Parisi come tutte le altre modellizzazioni di si-
stemi complessi in condizioni “leggermente” fuori dall’equilibtio — come
Parisi stesso ci ha ricordato all'inizio di questa illustrazione del suo mo-
dello — sono per questo definibili canonicamente attraverso 'Hamilto-
niana del sistema e mediante 'uso dei metodi perturbativi della SM e
quindi come sistemi dinamicamente ““chiust”. Di qui la proposta di Parisi
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di definire su queste basi una vera e proptia zeoria statistica dei campi (Parisi
& Ramaurti, 1988) che ¢ certamente il contributo scientifico tilevante dato
da Parisi e dai suoi colleghi per Iestensione della SM al di la dei suoi con-
fini tradizionali, rendendola capace di modellizzare sistemi complessi con
un numero potenzgialmente infinito di punti di equilibrio, come egli stesso ha
anche recentemente ricordato in un’intervista di sintesi del suo lavoro
(Parisi, 2023). Vedremo in § 2.8 la possibilita di una rappresentazione ca-
nonica dei sistemi complessi anche nel caso dissipative, per sistemi, ciog,
dinamicamente “aperti”’, mediante 'inserimento nel’Hamiltoniana anche
dei gradi di liberta dell’ambiente con cui il sistema scambia energia, nel
quadro di una QFT intesa come Fisica Fondamentale.

Dedichiamoci invece adesso all'ulteriore capitolo della «nuova fisica» del
900 rispetto alla Meccanica Classica newtoniana. Se la Termodinamica
viola uno dei principi fondamentali della Meccanica Classica, quello della
reversibilita temporale di tutte le equazioni del moto che accade quando ab-
biamo a che fare con trasformazioni termiche, la Teoria della Relativita
viola un altro dei principi della Meccanica Classica, il carattere assoluto, indi-
pendente dalla dinamica dei sistemi fisici che parametrizzano, dello spagzo
e del tempo.

2.5 Teoria della relativita

2.5.1 Concezione newtoniana dello spazio-
tempo

Per avviarci a completare il nostro quadro iniziale sulle rivoluzioni scien-
tifiche del “900 dobbiamo dire ora qualcosa su quella forse pitt conosciuta
dal grande pubblico, proptio perché, nell'immaginario comune, ottenuta
dal prototipo di scienziato moderno, Albert Einstein (1879-1955): 1a Teo-
ria della Relativita.

Una delle concezioni che rende profondamente diversa la visione dello
spazio e del tempo fisico della meccanica newtoniana rispetto a quella della
visione greca, p.es. atistotelica, ¢ che per le leggi della meccanica newto-
niana non esiste alcuna sostanziale differenza fra stato di guzete e stato di
moto. Nella filosofia della natura aristotelica si cercavano cause e non leggi
matematiche per rappresentare e predire fenomeni misurabili. Nella mec-
canica aristotelica si cercavano percio 4 cause del moto di corpi in quiete.
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Questa prospettiva cambia del tutto nella mewanica € nella dinamica mo-
derne a cominciare da Galilei. Esse, interessandosi essenzialmente alle
leggi matematiche che determinano le relazioni fra grandezze misurabili,
quando studiano le forze, non stanno studiando «cause» che determinano
Pesistenza di event (accidenti), p.es., cause che determinano lesistenza
dell’evento del passaggio dallo stato di quiete allo stato di moto di un
corpo (sostanza) o viceversa, ma studiano la relazione fra la variazione di
una determinata grandezza dinamica (variabile indipendente: la forza) e la
variazione di un’altra grandezza meccanica (variabile dipendente: la posi-
zione). Applicando questo metodo, Galilei giunse al non piccolo risultato
definire la degge della caduta dei gravi» che porta il suo nome. Newton,
seguendo e perfezionando formalmente questo metodo, defini la legge
che determina l'intensita della forza di gravita che a sua volta determina la
quantita di moto in questione. Scoprendo, cioe, che Iintensita della forza
¢ direttamente proporzionale alle masse dei corpi coinvolt e inversa-
mente proporzionale al quadrato della loro distanza. In sintesi, dunque,
nella dinamica moderna le forze on cansano spostamenti di corpi in quiete,
ma modjficano velocita. Quiete e moto non sono stati fisici dei corpi assolu-
tamente distinti, come peraltro il principio d’inerzia nella sua successiva
formulazione newtoniana evidenzia. Sono semplicemente stati fisici ca-
ratterizzati da due grandezze numeriche diverse della velocita: = 0, per la

quiete, # 0 per lo stato di moto.

Questa differenza di prospettive implica un profondo cambio riguardo
alle nozioni di #empo e di spazgio nella meccanica moderna rispetto a quella
antica. Mentre in questa esisteva un sistema di riferimento assoluto per giu-
dicare della quiete dei corpi (il cielo delle stelle fisse, nella visione cosmo-
logica, a sfere concentriche della cosmologia aristotelico-tolemaica), cio
manca completamente nella meccanica classica, galileiano-newtoniana. In
essa vige cioe il cosiddetto principio di relativita galileiano che in sostanza af-
ferma che nei sistemi inerziali non esiste un sistema di riferimento privi-
legiato rispetto al quale si possa dire, nel descrivere un moto, quale sia il
corpo in movimento e quale quello in quiete. Intuitivamente cio ha un
cortispettivo immediato nell’esperienza che tutti abbiamo fatto sul treno
fermo in stazione, quando, guardando dal finestrino, non abbiamo nes-
sun modo per decidere chi si sta muovendo: se noi o il treno parcheggiato
a fianco.

1/ principio di relativita galileiano, si enuncia dicendo che, se nella de-
scrizione di un fenomeno fisico la posizione dei corpi ¢ riferita a
un sistema K di coordinate cartesiane ortogonali, per cui sia valido
il principio d’inerzia (sistema di riferimento inerziale), questa legge
¢ ancora valida per un altro sistema K, rispetto al quale il prece-
dente sia in moto uniforme.
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Nell’esempio precedente, K sia fissato al treno, K’ alla strada ferrata (pur
essendo entrambi non perfettamente inerziali), gli assi x; ), g che defini-
scono il sistema K siano paralleli agli assi x) 3, z’che definiscono il sistema
K, e il moto sia parallelo a x; la relazione tra le coordinate x; j, ze x), ¥, 3
secondo la trasformazione di Galileo, ¢ la seguente:

x’ = x - ut,dove u ¢ la velocita e #il tempo

=y
=%
VA
zl
K
K'
X
u x'

y' v

Figura 2-9 Principio di relativita galileiano

Malgrado questa rinuncia ad un sistema di riferimento assoluto per la
quiete, resta in Newton e Galilei 'idea di uno spazio (per I'esattezza di una
misura della distanza spaziale) e di un tempo (per I'esattezza di una misura
della distanza temporale) assolutz, ovvero di un sistema di tiferimento as-
soluto rispetto all'ossetvatore. In tal modo, lo spazio e il tempo vengono
considerati dalla fisica galilelano—newtoniana una sorta di «contenitore»
degli event fisici che si svolgevano al suo interno, per nulla influenzato da
questl stessi eventi2. In particolare, tipico della concezione newtoniana
del #empo € che esso potesse essere misurato con precisione assoluta, qua-
lunque fosse la posizione nello spazgio, purché si fosse dotati di un buon
orologio. Cio supponeva il considerare:

& Spazio e fempo due coordinate fra di loro assolutamente sudipendents e,
conseguentemente,

22 Addirittura, nellinterpretazione metafisica newtoniana, spazio e tempo assoluti erano
definiti sensoria Dez, il modo del «Dio—orologiaio» newtoniano di entrare in relazione col
mondo e per cio stesso di garantire I'assolutezza delle leggi della meccanica. Si incarichera
Kant di «demitizzare» quest’idea per fare dello spazio—tempo assoluti dei sensoria hominis,
ovvero delle «forme a priori» della sensibilita umana nella conoscenza empitica di eventi
fisici.
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¢ Che fosse perfettamente plausibile Iipotesi della simzultaneita assoluta
fra event, il che fisicamente suppone che si potessero inviare segnali
(p-es., fra due orologi per sincronizzatli) a velocita infinita.

Draltra parte, 'infinita della velocita della luce era una concezione comune
anche alla fisica antica tanto da fondare una metafisica delle energe spirituali
basata sulla luce, la cosiddetta Lichtmetaphysik.

Eppure, che la luce avesse una velocita finita era una scoperta gia dispo-
nibile ai moderni, fatta addirittura undici anni prima la pubblicazione dei
Principia di Newton, nel 1675, dall’astronomo danese Olaf Christensen
Rémer. Una scoperta fatta osservando le eclissi dei satelliti di Giove in
diversi periodi dell’anno, quando la distanza Terra—Giove varia, causa
Torbita ellittica che questi due pianeti del sistema solare petcotrono. A
parte la non esattezza della misura di questa velocita che Romer aveva
tentato, bisognera attendere il 1865, perché il fisico inglese James Clerk
Maxwell (1831-1879) fornisca alla fisica moderna una teotia consistente
della radiazione luminosa (elettromagnetica), basata sull'idea della velocita
finita di propagazione della radiazione luminosa medesima ¢ in tuttl i si-
stemi di riferimento facendo di essa una costante universate.

11 problema era che, se si accettano le equazioni di Maxwell ed insieme la
velocita finita della luce, 7on vale pin il principio di relativita galileiana. Se infatt
valesse tale principio, rispetto ad un sistema in quiete (p.es., I'«etere» inteso
come Iipotetico mezzo in quiete che le radiazioni luminose farebbero vi-
brare, una specie di cortispettivo elettromagnetico dell’aria per le onde
sonore), le equazioni di Maxwell risulteranno verificate cosi come sono
state scritte, mentre rispetto ad altri sistemi inerziali in moto tispetto
alletere, esse dovrebbero dare risultati differenti. Un esperimento fa-
moso, condotto da Albert Michelson (Premio Nobel nel 1907) e Edward
Mortley nel 1887 dimostro I'infondatezza dell'ipotesi suddetta. Essi con-
frontarono la velocita della luce nella direzione del moto della terra e pet-
pendicolarmente rispetto ad essa. Se fosse stata vera I'ipotesi dell’etere, la
velocita della luce e quella del moto della tetra avrebbero dovuto som-
marsi e quindi la luce essere pitt veloce misurata nel primo caso tispetto
al secondo. Viceversa, la velocita risulto essere sostanzialmente identica.

2.5.2 Relativita speciale

In questa sezione esamineremo i principi generali della Teoria della Relativita
Speciale (Special Relativity, SR) o ‘“Relativita Ristretta”), che riguarda i feno-
meni meccanici ed elettrodinamici, per estenderla poi, nella sezione se-
guente, anche ai fenomeni gravitazionali nella Teoria della Relativita Generale
(General Relativity, GR).
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11 punto di partenza per comprendere la nascita della Teoria della Relati-
vita ¢ la soluzione geniale proposta da Albert Einstein (1879-1955) della
conciliabilita dei risultati dell’espetimento di Michelson-Motley con Pelet-
trodinamica di Maxwell che implicava I'abbandono del principio di relati-
vita galileiano della Meccanica Classica.

Nel 1905, il giovane A. Einstein, allora impiegato all'Ufficio Brevetti di
Vienna per sbarcare il lunario dopo la laurea in fisica, pubblico una famosa

memoria, dal titolo: Sull elettrodinamica dei corpi in moto. Einstein osservo che
alcune dissimmetrie dell’elettrodinamica di Maxwell, applicata ai corpt in
movimento, e i tentativi falliti di porre in evidenza il moto della Terra ti-
spetto al mezzo ipotetico («etere») di propagazione della luce conducono
a ritenere che:

Principio di relativita speciale. 1e leggi che reggono tutti i fenomeni
fisici sono le stesse per due osservatori animati di moto rettilineo
uniforme uno rispetto all’altro. [In altre parole, nessun espeti-
mento, meccanico o elettromagnetico, pud porre in evidenza que-
sto tipo di moto: il principio classico di relativita galileiano affer-
mava la stessa cosa, ma limitatamente ai fenomeni meccanici].

Principio che si lega immediatamente all’altro della costanza universale della
velocita della lnce:

Principio della costanza della velocita della luce. La luce si propaga nel
vuoto con una velocita costante in tutte le direzioni, indipendente-
mente dalle condizioni di moto della sorgente e dell’osservatore.

Questo secondo principio ¢ in contrasto con la legge di composizione
delle velocita dedotta dalle trasformazioni di Galileo. In fisica classica si
trova, infatti, che la velocita di un punto materiale varia al variare del si-
stema inerziale in cui si effettua la misura. Su questa base era stata formu-
lata Iipotesi dell’etere. Pitt banalmente: se lancio un sasso a 5 Km/h ad
un’automobile che va a 90 Km/h, il sasso colpira 'auto ad una velocita di
95 Km/h. Viceversa, ammettendo la costanza della velocita della luce, se
la illumino con un raggio di luce che viaggia a 1.080.000.000 Km/h
(300.000 Km/sec) esso non colpira la nostra automobile alla velocita di
1.080.000.090 Km/h, ma sempre a 1.080.000.000 Km/h!

Occotre dunque sostituire alle trasformazioni di Galileo fra sistemi di 1i-
ferimento inerziali (p.es., fra un osservatore in movimento ed un corpo in
moto), delle altre trasformazioni che soddisfino il postulato della costanza
della velocita della luce « Einstein scopti che queste trasformazioni sono
proprio quelle gia trovate dal fisico olandese Heinrich A. Lorentz (1885-
1928) per spiegare i risultati di Michelson e Motley, ma che ancora atten-
devano di essere inquadrate in una teortia fisica coerente, quale invece la
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teotia di Finstein era. Ne segue che il valore ¢ ¢ una costante universale,
ha cioe lo stesso valore per tutti i sistemi di riferimento inerziali.

Tutto 'impianto della teotia della relativita portava pero a delle conse-
guenze paradossali, legate ultimamente alla fine dell'idea, tipica della mec-
canica classica, di uno spagio e di un tenspo assoluts. «Spazion e «tempom, ov-
viamente, considerati non in se stessi — che non ¢ compito di una teotia
fisica moderna considerare —, ma in quanto misurati, ovvero come «di-
stanza spaziale misurata» ¢ come «intervallo temporale misurator. Sinteti-
camente, le conseguenze paradossali sono le seguenti:

¢ Dilatazione dei tempi (= relativita del tenspo). Per comprendere la critica
del principio del carattere assoluto del tempo titorniamo al moto del
treno, di lunghezza L. Le due estremita del treno cortispondano a
due punti A, B prossimi al binario lungo il quale, nel punto M tra A
e B, sia fermo un osservatore Ok.

T
A 0.]
A B
- M M ' -
T, O,
_— >

Figura 2-10. Ilustrazione intuitiva del principio di relativita temporale

¢ Se due impulsi luminosi vengono emessi alle estremita del treno a
istanti tali che O, li veda arrivare contemporaneamente mediante un
sistema ottico, egli affermera che le due emissioni sono avvenute
contemporaneamente. Ma un altro osservatore Oy, posto nel punto
medio del treno in moto, non le vedra arrivare contemporaneamente
perché intanto il treno si ¢ spostato in M’ e se il treno si muove nel
senso 4B affermera che I'emissione in .4 ¢ avvenuta dopo 'emis-
sione in B. Dunque, il concetto di contemporaneita ¢ relativo al si-
stema di riferimento. Dalla relativita della contensporaneita si passa alla re-
lativita del tempo considerando un orologio T4 fisso in 4 e un altro
orologio T; sul treno in moto, orologio che per ipotesi dovrebbe es-
sere sincrono al precedente se il treno fosse fermo. Via via che I'oro-
logio T;si sposta da_4 verso B le sue lancette, che immaginiamo pos-
sano essere viste da4, sembreranno ruotare piti lentamente di quelle
di T4 in misura dipendente dalla velocita del treno, in relazione al
fatto che al crescere della distanza aumentera in proporzione il tempo

di propagazione della luce (dilatazione dei tempi).
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Contrazione delle lunghezze (= relativita dello spazio). Linesattezza del ca-
rattere assoluto della distanza deriva direttamente dalle considera-
zioni precedenti. Infatti, una distanza 1 misurata su un corpo fermo ¢
la differenza x; - x; di due coordinate spaziali rispetto a un dato si-
stema K quando questo ¢ in moto tispetto a un altro sistema K, x;
e x2 ¢, quindi, anche la loro differenza, diventano, rispetto a K, fun-
zioni della velocita u e della velocita della luce c. 1l risultato ¢ una
contrazione della lunghezza.

& Sistena di riferimento spagio-tensporale (=cronotopo). La costanza della velo-
cita della luce nei sistemi inerziali, la relativita del tempo e la relativita
della distanza spaziale rendono necessatio utrodurre senpre il tfempo
nella descrizione dei fenomeni fisici, anche nel loro aspetto pura-
mente geometrico, ossia nelle cordinate spaziali. P.es., nella figura che
illustrava il principio di relativita galileiano era sufficiente indicare le
tre coordinate spaziali (Cfr. Figura 2-9). Ma per illustrare quello ein-
steiniano occorre necessatiamente indicare anche 4 coordinata tempo-
rate. Si dice allora che il sistema di riferimento diventa spazio-tempo-
rale. O, come, si sente dire da divulgazioni affrettate della teoria, “Il
tempo diviene una quarta dimensione dello spazio”. In ogni caso, lo
spazio e il tempo cessano di essere indjpendenti dai fenomeni dinamici che
parametrizzano, com’erano nella meccanica classica. Cessano, cioe,
di essere rappresentati matematicamente nelle equazioni della Mec-
canica Relativistica come se fossero dei «contenitor» assoluti det fe-
nomeni dinamici, come era nella Meccanica Newtoniana.

A questo punto, si comprende meglio anche il senso delle trasformazioni
Lorentz fra sistemi di coordinate che vanno a sostituire quelle di Galilei,
tipiche della meccanica classica. Le trasformazioni di Galilei sono sosti-
tuite dalle seguenti, dovute a H. A. Lorentz, dove, come si vede, diventa
essenziale definire la trasformazione anche rispetto a #e non solo tispetto
alle tre dimensioni spaziali x; y,

x'= rou y(x —ut)
Y=y
z'=
- B
1'= £ = 7(1 - ﬂ—j
1-p°

dove ¢ ¢ la velocita della luce nel vuoto e inoltre f = — ¢ y =

c 1_132'
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Le trasformazioni di Iorentz hanno, infine, I'ulteriore proprieta di lasciare in-
variant le equazioni dell’elettromagnetismo di Maxwell.

Come si vede, con una sola idea, la relativita delle misure di tempo e spa-
zio, Einstein, non solo aveva dato coerenza all’elettrodinamica di Maxwell
garantendone l'invarianza fra sistemi inerziali — proprio come la mede-
sima invarianza era garantita ai sistemi dinamici in meccanica classica —,
ma aveva trovato anche che le trasformazioni che garantivano siffatta in-
varianza erano quelle trasformazioni di Lorentz che gia spiegavano il ti-
sultato di Michelson—Motley. In tal maniera, finalmente, sia il tisultato
spetimentale, sia la trasformazione che ne rendeva teoricamente conto,
erano inseriti in un quadro fisico—teotico complessivo e coerente di tutt
i fenomeni elettrodinamici e meccanici.

Inoltre, si tengano ben presenti le seguenti considerazioni. Sia la contra-
zione delle lunghezze sia la dilatazione dei tempi sono tanto pit sensibili
quanto pit grande ¢ la velocita # in questione. Quando tale velocita ¢
molto piu piccola di quella della Iuce nel vuoto, come avviene nell’espe-
rienza comune, questi effetti sono completamente trascurabili. E infatti
tacile vedere che /% trasformazioni di Lorenty si viducono a quelle di Galiteo
quando #/¢tende a 0; percio in questo limite valgono con ottima appros-
simazione le leggi della meccanica classica.

La teoria della relativita introduce, inoltre, una profonda modificazione
del concetto di ordinamento temporale, affermando in sostanza che non
esiste un orologio che batta il tempo a tutto I'universo, ma tanti orologi
quanti sono 1 sistemi di riferimento impiegati. Dati due eventl @ e & che
avvengono in due punti diversi dello spazio, si puo determinare in un dato
sistema inerziale Pordine cronologico di questi due event; tuttavia puo
talvolta succedere che, passando a un altro sistema inerziale, tale ordine
venga invertito. Se, per es., per un dato osservatore, « precede 4, puo av-
venire che un altro osservatore, in moto rispetto al primo, veda invece
che & precede a. E chiaro quindi che Pordine cronologico di due eventi
non ha sempre un significato fisico intrinseco. Mediante le trasformazioni
di Lorentz, si puo determinare quale condizione devono soddisfare i due
eventl affinché un dato ordine cronologico sia lo stesso per tutti i sistemi
inerziali considerati. Si trova che @ precede in ogni sistema inetziale solo
se 'evento b ¢ raggiungibile da un segnale che parte da « e viaggia con una
velocita minore o uguale a quella della luce, cioé solo se 'evento @ puo
influire in qualche modo su 4. Da questo principio discende in particolare
che, non solo nessun corpo matetiale puo viaggiare a velocita supetiore a
quella della luce nel vuoto, ma che non esiste nessun segnale e nessun
mezzo fisico che consenta di trasmettere un'informagione a velocita superiore a .
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Quest’idea ¢ sintetizzabile nel famoso principio dei e di luce. Ogni evento
propaga nel futuro i suoi effetti causali pitt 0 meno come i cerchi concen-
trici di un sasso gettato nell’acqua. Aggiungendo la terza dimensione
dell’altezza per significare lo sviluppo temporale, il dispiegarsi nel tempo
degli effetti causali di un evento assomiglia ad un cono rivoltato che ha
come vertice 'evento stesso. Rientrano in questo cono tutti gli eventi rag-
glungibili causalmente dall’evento in questione, tenendo conto che la ve-
locita con cui questi effetti si propagano non pu6 mai superare ¢, la velo-
cita della luce. Per questo si patla di cono di lnce dellevento causale consi-
derato.

Viceversa e complementariamente, 'evento considerato ¢ effetto di tutta
un’altra setie di eventi causali che rientrano in un secondo cono di luce
che ha sempre come vertice 'evento considerato, e che contiene tutti e
solo gli eventi che potevano entrare causalmente in contatto con 'evento
dato. Che potevano cioe raggiungerlo con velocita minote o paria ¢

11 tutto viene sintetizzato nelle figure seguenti:

b
1 Traiettoria permessa

; ad un corpo Tempo

Tempo ] .

/ /' Traiettoria permessa
alla luce

- Cono di luce
del futuro

- Traiettoria

Evento presente
non permessa

Cono di luce
del passato

Spazio

Figura 2-11. Il principio dei coni di luce che determinano gli eventi cau-
sali ammissibili in base alla teoria della relativita.

Ma la potenza esplicativa della teotia non era finita qui, come non erano
finite le sue conseguenze paradossali. Alla nostra descrizione manca, in-
fatti, la pit paradossale ed insieme la piu affascinante di queste conse-
guenze.

La conseguenza teoretica fondamentale del principio del cono di Iuce ¢ il
recupero del principio di cansalita in Fisica Fondamentale — ricordiamo in-
fatti che i principi della Relativita Speciale valgono sia in fisica quantistica
(QFT) che nella Relativita Generale e dunque in cosmologia — indipen-
dentemente dalle considerazioni logico-epistemologiche di Leibniz e di
Kant. Come ha recentemente sottolineato uno dei pit illustri fisici teorici
del nostro tempo, il Premio Nobel per la Fisica del 1979 Steven Weinberg
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(1933-2021), nel suo ultimo libro pubblicato, dedicato ai Fondamenti
della Fisica Moderna, nel paragrafo sulla causalita nella Fisica Fondamen-
tale, ha affermato:

Abbiamo visto (...) che nessuna trasformazione di Lorentz che agisce su
un corpo a riposo potrebbe dargli una velocita maggiore di c, la velocita
della luce. Possiamo ricavare un risultato piu forte, che nessuna influenza
puo viaggiare piu veloce della luce. Questa non ¢ solo una confessione di
inadeguatezza tecnologica, ma una conseguenza di un'assunzione di causalita, che
“Gli effetti vengono sempre dopo le canse" ( (Weinberg, Foundations of Modern
Physics, 2021, pp. 121-122) (corsivo mio)).

In fondo, i paradossi che abbiamo esaminato fin qui modificano il quadro
rappresentativo e il formalismo matematico della meccanica classica, ma
non danno ancora il senso di quanto il principio di relativita speciale spa-
zio—temporale incida anche sul contenuto fisico di questo quadro e di questo
formalismo. Le altre due conseguenze paradossali della teoria hanno, in-
vece, proptio questo effetto che le rende a loro volta esplicative di quei
fenomeni meravigliosi e terribili — il decadimento radioattivo e la fissione
e la fusione nucleari — che I’altra rivoluzione concettuale del XX secolo,
la meccanica quantistica, cominciava a scoprire e studiare proprio in que-
gli anni. e ultime due, principali conseguenze paradossali della teoria
sono strettamente legate al fatto che /z velocita della luce, in base alle relazioni
precedenti, costituisce un lipite massimo invalicabile per 1 corpi in moto.
Quando dunque un corpo viene accelerato, aumenta la sua quantita di
moto 7. Ma se #, oltre un certo limite, al’approssimarsi a ¢ non puo cre-
scere piu di tanto, a cominciare ad accrescersi sara allora la massa 7 E
questo accrescimento di 7 sara tanto pitt marcato, quanto piu # si appros-
simera al suo limite superiore ¢. Di qui due conseguenze fondamentali
della SR:

¢ [aumento relativisitico della massa di corpi accelerati per velocita
prossime alla velocita della luce, in base alla relazione:

In questo senso occorre distinguere fra la massa a riposo, m , che il
corpo possedeva in quiete e la wassa cinetica, 7, che esso possiede
quando ¢ accelerato per velocita prossime a quelle della Iuce. Il senso
della suddetta relazione ¢ chiaro: quando la velocita del corpo » tende
a uguagliare ¢, il valore al denominatore del termine destro dell’equa-
zione tende a 0 e quindi il valore di 7 tende a infinito.
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Figura 2-12. Andamento dell’aumento della massa cinetica per velocita
prossime a quelle della luce (=massa relativistica). Si noti Paumento
esponenziale della massa per valori di v> 0.5 c.

& leguivalenza e reciproca trasformabilita fra massa ed energia per cotpi che si
muovono a velocita prossime a quella della luce, secondo la famosa
relazione:

E = mc? equindim = E/c?

Queste ultime relazioni hanno consentito di spiegare la produzione ecce-
zionale di energia che si ha in fenomeni quali il decadimento radioattivo e
la fissione e fusione nucleari. Piu in generale queste due relazioni, special-
mente la prima, fotografano quanto avviene ogni istante negli acceleratoti
di particelle dei centri di ricerca di fisica alle alte ed altissime energie, come,
per esempio, al CERN di Ginevra.

In particolare, nel caso di particelle accelerate a velocita prossime alla Iuce,
le particelle possono acquisire nuova massa (#zassa relativistica) tispetto alla
massa che avevano quand’erano in quiete (assa a riposo). Oppure, tutta la
loro massa «a 1iposo» € «cinetica si puo trasformare in un’altra forma di
energia, sia sotto forma di radiazione, sia sotto forma di particelle dotate
di massa che non erano certo «dentro» le particelle originatie, purché la
somma totale della massa—energia prima e dopo I'evento si conservi.

Un fenomeno questo della creazione/ annibilazione di particelle dal/nel co-
siddetto vuoto quantistico nella QFT relativistica (cfr. § 2.7.1), che potremo
capire formalmente solo quando approfondiremo il formalismo degli
spazi di Hilbert in fisica quantistica (cfr. § 2.6.8). Un fenomeno di Fisica
Fondamentale misurabile e matematicamente formalizzabile quindi pie-
namente scientifico nel senso galileiano del termine che, comunque, dal
punto di vista metafisico viola i principi dell’atomismo metafisico o ato-
mismo ingenuo. Per es., un ekrtrone €~ di materia e un positone € (antie-
lettrone o elettrone a carica positiva) di antimateria, che sono dotati di una
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stessa massa sebbene molto piccola, possono interagire tra loro «annichi-
lendosi». 11 prodotto di questo processo non ¢ una particella dotata di
massa, ma una pura radiazione elettromagnetica ad altissima frequenza

(un cosiddetto raggio y).

Viceversa, se acceleriamo queste particelle a velocita prossime a ¢ acgus-
sendo massa relativistica, 1l loro annichilamento produrra anche particelle do-
tate di massa: neuttini e neutroni che velocemente decadranno in protoni,
molto piu stabili. Particelle, queste ultime, molto pesanti e che certamente
non erano «dentro» le particelle originarie come 'atomismo metafisico
potrebbe far supporre®. F grazie all’equazione di Dirac che le equazioni
della relativita speciale hanno potuto essere insetite sistematicamente nel
quadro teorico della meccanica quantistica, dando luogo agli eccezionali
sviluppi della ricerca fisica delle alte ed altissime energie che sono dinanzi
ai nostri occhi. Ma sull’equazione di Dirac, il suo sviluppo nel formalismo
di Feynman e il ruolo della teotia elettrodinanica quantistica— e della cromo-
dinamica quantistica— nello studio, sia della costituzione materiale di tutti i
corpi fisici, sia della struttura e dell’evoluzione dello stesso cosmo, torne-
remo in § 2.7 quando esamineremo il Modello Standard delle particelle ele-
mentari e delle loro interazioni. Il pit alto risultato ottenuto finora dalla
QFT grazie all'inserimento dei principi della SR in fisica quantistica.

2.5.3 Relativita generale

La Relativita Speciale (Special Relativity, SR), come la meccanica classica,
assegna ai sistemi in moto rettilineo uniforme una situazione privilegiata,
poiché solo rispetto a essi le leggi fisiche sono invarianti. I.’arduo compito
che Einstein affronto nell’elaborazione della Reativita Generale (General Re-
lativity, GR) ¢ quello di far si che le leggi della fisica conservino la loro
struttura in qualsiasi riferimento comunque sia accelerato. In altre parole,
le leggi della fisica devono essere tali che la loro forma rimanga inalterata
rispetto a qualsiasi osservatore; dunque le equazioni della fisica devono

2 Come vedremo in seguito, nel Capitolo 5, il concetto di massa—energia relativistica ¢
una sorta di cotrispettivo quantificabile della nozione aristotelica di mzateria prima, «in po-
tenza rispetto alle particelle elementati che costituiscono il sostrato materiale di tutti i corpi
fisici. Attraverso tale nozione Atristotele cotreggeva 'atomismo democriteo, sostenendo,
in base all’evidenza spetimentale allora disponibile, la #rasformabilita degli elementi gli uni
negli altri. P.es., seguendo la teotia di Empedocle che identificava gli elementi con acqua,
aria, tetra e fuoco, esisteva evidenza empirica per Aristotele della «volatilizzazione» dell’ac-
qua in atia (evaporazione), della trasformazione della terra in fuoco (probabilmente in ter-
reni intrisi di idrocarburi), etc. Cosi gli elementi stessi, da Democtito considerati eterni e
immutabili, 0 appunto «atomi», non costituivano per Aristotele il fondamento ultimo del
sostrato matetiale dei corpi, ma tale sostrato ultimo era la materia prima, intesa come cio
che si poteva trasformare in ciascuno degli elementi.
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non solo essere invarianti per trasformazioni di Lorentz, ma znvarianti per
qualsiasi trasformazione.

Diciamo la stessa cosa in termini pitt semplici. La SR con la centralita che
essa da alla velocita finita della luce, lascia fra gli altr, irrisolto un arduo
problema: entra in contrasto con la forza gravitazionale e la sua capacita di
agire istantaneamente a grande distanza. Fra il 1908 e il 1914 Einstein prova
in diverse maniere a rendere coerente la relativita speciale con la gravita.
Di qui I'ipotes rivoluzionaria che la gravita non sia una forza come le altre,
ma la conseguenza del fatto che geometricamente lo spazio—tempo non
¢ piatto, ma aurvaty, distorto dalla distribuzione di masse ed energie dei corpi
che lo abitano. Un principio astratto di matematica (quello dello «spazio
curvo» di Riemann) che acquisisce un significato fisico preciso se teniamo
presente che la struttura dello spazio-tempo dell’'universo ha una natura
dinamica. B, costituito, cioé, dal campo della forza gravitazionale che «tiene in-
sieme i corpi celesti nell'universo. Un’ipotesi ardita formulata da Einstein
nel 1916 che trova la sua conferma sperimentale definitiva solo un secolo
dopo nel 2016 con la dimostrazione sperimentale dell’esistenza delle orde
gravitazionali, ovvero delle fluttnazioni del campo gravitazionale. In tal modo,
Iipotesi matematica dellesistenza del campo gravitazionale come strut-
tura dello spazio-tempo cosmologico entra a pieno titolo nell’ambito della
Scienza galiletana moderna.

Figura 2-13. Rappresentazione intuitiva della curvatura del campo gra-
vitazionale provocata dalla massa della terra da cui dipende Porbita at-
torno alla terra percorsa dal satellite in figura.

In altri termini, i corpi celesti seguono una traiettoria curva non perché si
muovono su orbite incurvate dalla gravita nel vuoto come nella rappre-
sentazione intuitiva usuale, bensi perché seguono la cosa pit vicina che
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assomiglia ad una traiettotia rettilinea in uno spazio curvo: la geodetica che
su una sfera corrisponde ad un arco di cerchio di raggio massimo della
sfera (spazio sfetico a curvatura ellittica lo spazio di Klein, vi torneremo nel
Capitolo 6). In altri termini: nella GR, 7 corpi seguono linee rette nello spagio—
tempo quadridimensionale, ma nel nostro spagio tridimensionale esse appaiono curve.
Un po’ come quando proiettassimo una linea retta nello spazio tridimen-
sionale (p.es., la rotta rettilinea di un aereo nel cielo tridimensionale) su
una supetficie curva bidimensionale (p.es., sulla terra) essa ci apparira
come una linea curva, al limite una geodetica che connette sulla superficie
curva le proiezioni dei punti che la linea retta congiunge, come linea pit
breve fra i due puntt stessi nello spazio tridimensionale.

La relativita generale, quindi, utilizza per le sue rappresentazioni matema-
tiche, non lo spazio piano euclideo come la meccanica classica, ma % spazzo
curvo della geometria viemaniana di cui gia ci siamo occupati nel Capitolo 2,
pit esattamente della geomzetria ellittica di Klein. E, come la geometria piana
euclidea puo essere considerata un caso particolare di quella curva, per
spazi a curvatura zeto, p.es., valida per porzioni infinitesime dello spazio
curvo, cosi la relativita generale ingloba la gravitazione classica newto-
niana, rendendo la gravita relativistica capace di spiegare fenomeni che la
gravitazione classica newtoniana non era in grado di fare.

P.es., una delle prime conferme della teoria della relativita generale fu /z
correzione dell'orbita di Mercurio, il pianeta piti vicino al sole e che quindi 1i-
sente moltissimo dell’azione della gravita esercitata dal Sole su di esso,
correzione sperimentalmente provata, ma che la teotia newtoniana non
riusciva a spiegare. Un altro effetto che la relativita generale ¢ in grado di
spiegare ¢ il cosiddetto efetto Dappler riguardo la luce delle stelle. E noto
che la luce delle stelle appaia ai nostti occhi a prevalenza rossastra, benché
la loro composizione chimica non giustifichi affatto tale apparenza. La
spiegazione ¢ presto data quando si pensi che questa predominanza ¢ ef-
fetto della curvatura imposta ai raggi luminosi dalla supetficie terrestre. La
curvatura esercitata su un’onda ha infatti la conseguenza di «stirarlay, al-
lungando la lunghezza d’onda e diminuendo la frequenza, che nel nostro
caso significa deviare la radiazione luminosa verso la parte bassa dello
spettro in frequenza del visibile, verso il rosso, appunto.

Ma la conferma iniziale piti clamorosa della teoria, perché pubblica e fa-
cilmente comprensibile da tutti, si ebbe nel 1919 quando si poté consta-
tare, durante un’eclissi totale di sole, che effettivamente la luce prove-
niente dalle stelle era distorta dal fatto di transitare vicino al sole. Di notte,
quando il sole non ¢ frapposto fra la stella e noj, la stella appare in una
certa posizione del cielo. Di giorno, se la relativita generale fosse vera, la
posizione della stella nel cielo dovrebbe tisultare spostata di un certo an-
golo, proporzionale alla curvatura imposta dalla massa del Sole al raggio
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luminoso proveniente da essa. Durante le giornate normali osservare que-
sto ¢ pero impossibile, poiché la luce del sole cancella quella delle stelle.
Viceversa, durante eclissi totale di Sole del 1919, in un cielo particolat-
mente terso come quello dell’Africa, una spedizione scientifica, guidata
dall’astrofisico inglese Arthur Stanley Eddington (1882-1944) e finanziata
dalla Royal Society di Londra, poté constatare e misurate questo feno-
meno. In pratica, una stella che la sera prima era osservata in una certa
posizione, al mattino appativa spostata in un’altra, per la curvatura del suo
raggio luminoso imposto dallinterposizione del sole.

L'unificazione dei fenomeni inerziali con quelli gravitazionali, che ¢ una
delle conseguenze teoriche pit importanti della teotia relativistica della
gravitazione, fu ottenuta da Einstein enunciando il famoso:

Principio di equivalenza. In un campo gravitazionale (di piccola esten-
sione spaziale) tutto accade come in uno spazio libero da gravita-
zione, purché vi si introduca, al posto di un sistema inerziale, un
sistema di riferimento accelerato rispetto al sistema inerziale.

E questo il principio del famoso «ascensore di Einstein: all'interno di un
ascensore in caduta libera sulla tetra, i corpi fluttuano come in assenza di
gravitazione perché 'ascensore occupa una parte relativamente infinitesi-
male e quindi a curvatura nulla del campo gravitazionale terrestre. Anche
di questo principio ¢ stata data una conferma clamorosa che ¢ dinanzi agli
occhi di tutti col rientro nell’atmosfera di capsule da viaggi spaziali. All'in-
terno di esse, sebbene siano nel campo gravitazionale della terra e non pit
nello spazio, si ¢ in assenza di gravita. Il fatto che la capsula in moto acce-
lerato di caduta libera verso la terra, costituisca una parte infinitesimale
dello spazio su cui agisce la forza gravitazionale terrestre, fa si che lo spa-
zio all'interno della capsula sia praticamente a curvatura nulla ed ¢ dunque
come se al suo interno la gravitazione terrestre non agisse.

Per concludere, la teotia generale della relativita, oltre che fornire una teo-
ria fisica coerente per corpi che si muovono a distanze cosmiche (il livello
megaloscopico dell osservazione fisica) ha reso possibile di nuovo la cosmologia
scientifica, ovvero lo studio delle origini e dell’evoluzione dell'universo. A
differenza, pero, dell’antica cosmologia filosofica, essa usa il metodo gali-
leiano, matematico e sperimentale. Il principio che ha reso possibile que-
sta estensione dello studio matematico—spetimentale fino allindagine
sullorigine e lo sviluppo dell'universo ¢ legato alla rivoluzione concettuale
che la relativita generale ha introdotto nella concezione fisico-matematica
dello spazio—tempo. Nella meccanica classica, ma anche nella relativita
speciale, lo spazio e il tempo erano intesi come contenitori, non influen-
zati dagli eventi dinamici che avvengono al loro interno. Viceversa, con la
relativita generale, la struttura dello spazio-tempo fisico viene modificata
dagli eventi che avvengono al suo interno. Addirittura, dato il carattere



Studio del livello
microscopico delle
strutture della
materia

La rivoluzionaria
scoperta del
principio di
quantizzazione di
Planck e le sue
prime conferme

La scoperta di
Einstein dell'effetto
fotoelettrico

LE RIVOLUZIONI SCIENTIFICHE DEL XX SECOLO E OLTRE 185

espansivo dell’universo, spazio e tempo interni all’'universo fisico ven-
gono «creati» dall’allontanarsi reciproco dei corpi che compongono l'uni-
verso stesso. Anche da questo punto di vista, il quadro monolitico della
scienza antica e moderna delle origini ¢ stato profondamente modificato.
Ma su queste nozioni che riguardano la cosmologia scientifica quanto-relativista
torneremo nella Parte Terza nel Secondo Volume di questo lavoro.

2.6 Meccanica quantistica

Un ulteriore ridimensionamento della meccanica classica, originariamente
indipendente dalla Teoria della Relativita, si ¢ avuto al livello dello studio
delle strutture wzcroscopiche della materia di cui tutt gli enti fisici sono fatti.
Tali strutture si incontrano quando si va oltre il livello mesoscopico, «den-
tro» la struttura di atomi e molecole, per grandezze che sono dell’'ordine
da 10~ cm (un centomilionesimo di centimetro: il diametro di un atomo)
in git. A questo livello, la divisibilita all infinito e 1a localiti (o “localizzazione
puntiforme” con precisione incrementabile indefinitamente) che caratte-
rizzano I'identificazione ingenua fra spazio geometrico e spazio fisico nella Mec-
canica Classica non valgono pit.

2.6.1 Principio di quantizzazione

Questa rivoluzione concettuale ha una data che coincide con quella
dellinizio del XX secolo — o piu esattamente della fine del secolo XIX:
il 1900. In quell’anno, pit esattamente il 14 dicembre, parlando ad una
riunione della Societa Tedesca di Fisica, Max Planck (1858-1947) affermo
che ci si poteva liberare dai paradossi della teoria classica dell’emis-
sione-assorbimento della luce da parte dei materiali (la cosiddetta “radia-
zione di corpo nero”), se si ammetteva che /energia radiante poteva esistere solo
sotto forma di pacchetti disereti che egli defini guanti di luce. Fillosoficamente, cio
significava abbandonare la «seconda idea chiara e distinta del Discorso sul
Metodo cartesiano, lidentificazione della materia fisica con estensione
geometrica perché ambedue divisibili all infinito.

Lipotesi di Planck fu confermata nel 1905 dalla scopetta del/effetto fotoelet-
trico da parte di Albert Einstein. Tale effetto consisteva nell’emissione di
elettroni da parte di superfici metalliche irraggiate di luce violetta e ultra-
violetta, che poteva essere spiegato solo ammettendo una natura quantiz-
zata della radiazione elettromagnetica, I'esistenza cio¢ di foroni, o quanti
elementari di energia elettromagnetica. D’altra parte, Pesistenza di fotoni
poteva essere dedotta direttamente, nella teoria della SR, dal principio
della velocita finita della propagazione delle onde elettromagnetiche
(luce). Se la Iuce si propaga a velocita finita, non potevano esistere onde
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luminose di freguenza infinita, per cui sotto un certo limite, la radiazione
luminosa poteva propagarsi solo attraverso pacchetti d'onda discreti. In ogni
caso anche Einstein, per questa scoperta che confermava la teotia di
Planck — e non per la teoria della relativital —, ricevette nel 1921 il Pre-
mio Nobel per la fisica.

Un altro successo che determino l'affermarsi definitivo dellipotesi di
Planck fu la scoperta del cosiddetto ¢fferto Compton, dal nome del suo sco-
pritore, il fisico ameticano Artur Holly Compton (1892-1962), Premio
Nobel per la fisica nel 1927. Tale effetto consiste nella diffusione di raggi
X da parte degli elettroni di un determinato materiale (paraffina). La rivo-
luzionaria scoperta di Compton ¢ che tale fenomeno puo spiegarsi solo
se si interpreta I'urto della radiazione elettromagnetica ad alta frequenza
(raggi X) con lelettrone, come urto elastico di due particelle. Come se,
cloe, la luce fosse composta di particelle senza massa, i «quant di luce» di
Planck appunto, cui per la prima volta Compton attribui il nome di fozor.

In ogni caso, la scoperta di Planck, radiazione elettromagnetica inclusa, ha
un valore molto piu generale e universale. Essa significa che ##e /e gran-
dezze fondamentali della materia (massa e/o energia) a livello microscopico
sono dei multipli dell’h di Planck. In altri termini, Planck ha introdotto nella
fisica moderna un critetio di quantizzazione che ha dato luogo alla nascita
di una nuova cstante fondamentale della natnra, la costante piu misurata, fi-
nora, che esista in ogni campo della fisica da quella subatomica all’astrofi-
sica: la costante di Planck

h=6.626176 x 10 ] /sec

Essa puo essere definita come il rapporto tra un’energia e la sua fre-
quenza, o, piu propriamente, come guanto elementare d'agione. Infatti, come
si vede dalla formula, / ha la dimensione di 2 azione, di un'energia (misurata
in Joule) el tempo (misurato in secondi). Possiamo dunque definire il se-
guente
Principio di gunantizzazione. Ogni grandezza fisica, in particolare ogni gran-
dezza dinamica o intensita di un’energia E, ¢ un multiplo intero » di 4,
secondo la relazione: E = Av X n.

dove h («h tagliaton, si legge) ¢ h/ 2T, ovvero ) tinormalizzato sulla cit-
conferenza (trigonometrica), e V ¢ la frequenza del’onda associata all'in-
tensita dell’energia .

2.6.2 Atomo di Bohr

11 quadro delle conferme della scoperta di Planck fu completato quando,
nel 1913, 1l fisico danese Niels Bohr (1885-1962) applico questipotesi di
quantizzazione al modello di atomo dotato di una struttura interna, sco-
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perto dal fisico neozelandese Ernest Rutherford (1871-1937). Un atomo,
cioe che non ¢ pit la sferetta di materia onzogenea, elementare, indvisibile, degli
atomisti antichi e moderni, ma ¢ dotato di strutura, € un ente composto
esso stesso. B costituito, cioé:

¢ Daun cntro di massa, il nucleo, dov’e concentrata quasi tutta la massa
dell’atomo e che ¢ dotato di carica elettrica positiva

¢ Da un insieme di particelle, gli elettroni, ruotanti attorno al nucleo
come pianeti intorno al sole, di massa molto pit piccola del nucleo e
dotati di carica elettrica negativa.

L’apporto fondamentale di Bohr fu di supporte che questi «orbitali» fos-
sero disereti. Ovvero, a differenza del sistema planetario, solo alcune orbite
erano consentite cosi che, da una parte gli elettroni non collassassero tutti
sul nucleo, dallaltra, potessero ricevere energia dall’esterno solo a pac-
chetti discreti, multipli dell’/ si Planck, quindi per valori ben definiti, e non
in forma continua. Essi cosi daranno origine, quando “eccitati” — fatti “vi-
brare” secondo il modello del/ vscillatore armonico quantistico (ctr. § 2.6.6) —
da un impulso energetico intermittente dall’esterno, all’emissione di quegli
Spettri discreti di emissione elettromagnetica che sono “Timpronta digitale univoca
di atomi e molecole” e che costituisce il cuore della cosiddetta spertroscopia
di massa mediante cui otteniamo informazione fondamentale sulla strut-
tura microscopica della materia.

Figura 2-14. Quest’immagine sintetizza bene la storia della nozione mo-
derna della struttura dell’ «atomo», a partire dall’iniziale modello plane-
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tario di Bohr—Rutheford (1). In essa il nucleo era concepito come una
particella elementare. Solo dopo, si scoperse che esso aveva a sua volta
una struttura, era composto di protoni e neutroni (2). Ognuno di questi
era composto a sua volta di tre quark (3), mentre altri abitatori del nu-
cleo, i mesont erano composti da due quark (4). Viceversa, quark (5) ed
elettroni (6) risultano a tutt’oggi essere particelle elementati, non com-
poste a loro volta. Della struttura quantistica della materia atomica e
sub-atomica ne parleremo illustrando il Modello Standard in § 2.7.

In tal maniera, usando il modello di Boht, quando I'atomo ¢ eccitato, cia-
scun elettrone poteva «saltare» all’'orbitale di livello piu alto, per poi ridi-
scendere ognuno al proptio posto o allo «stato fondamentale» di energia
minima quando leccitazione terminava, riemettendo, sempre in forma
quantizzata, Penergia ricevuta (fotoni), definendo cosi il carattetistico spez-
11 elettromagpetico, diverso per ciascun tipo di atomo, di molecola e quindi
di materiale. Attraverso Iidea degli orbitali quantizzati, Bohr ottenne tre
eccezionali risultati:

& Dare coerenza al modello di Rutherford. Infatti, senza la quantizzazione de-
gli orbitali, non si capiva perché gli elettroni, essendo di carica elettrica
opposta al nucleo, perdendo di velocita, non «cadessero su di essow,
attirati dal nucleo medesimo. Proptio come farebbe un satellite in or-
bita intorno alla terra che perdesse velocita: comincerebbe a percot-
rere con continuita orbite a spirale sempre piu stretta intorno alla
terra, finché, catturato completamente dalla sua forza gravitazionale,
ricadrebbe su di essa.

¢ Dare una spiegazione, almeno iniziale, del perché ogni tipo di atomo
¢ caratterizzato da uno specifico spettro discreto di emissione elettromagne-
tica, quando I'atomo stesso viene «bombardato» di energia elettroma-
gnetica «disordinata» (calore) dall’esterno?t. St puo dire che 'atomo

24 Un effetto noto a tutti di questo fenomeno si ha nelle lampade che contengono al pro-
ptio interno vapori, p.es., di neon o di sodio. Il gas di molecole viene bombardato in queste
lampade da scariche di energia elettromagnetica disordinata (calore) — la cotrente alter-
nata della linea, anche se aumentata di frequenza, rispetto ai 50Hz usuali della rete elettrica,
per evitare Ieffetto visivo di sfarfallamento. Durante Ia fase positiva 'atomo ficeve la sca-
rica elettrica sotto forma di pacchetti d’onda discreti, in base al principio di quantizzazione.
Gli elettroni «saltanox cosi ciascuno all'«orbitale» (divello di energia» nel modello ondula-
totio di Schrédinger: § 2.9.6) superiore. Durante la fase negativa in cui 'atomo non riceve
la scarica, esso riemette il pacchetto di energia, ricevuto durante la fase positiva. E Ia rie-
mette in forma ordinata, con una data lunghezza d’onda in base al tipo di atomo, cosi che
Pemissione acquista la tipica colorazione «bluastrar, se ¢ lampada al neon, «gialla», se ¢ lam-
pada al sodio. Gli elettroni, intanto, titornano allo stato fondamentale per essere pronti a
«isaltar su alla successiva immissione di energia, e cosi via per centinaia di volte al se-
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cosl aggiunge «ordine» all’energia ricevuta e che esso tiemette sotto
forma di energia elettromagnetica dotata di frequenze caratteristiche
(luce colorata, nello spettro del visibile), un ordine che fornisce al fi-
sico informazione essenziale della sua struttura ordinata interna. Si
tratta, ripeto, della base dell’iudagine spettrografica come cuore spetimen-
tale della fisica quantistica e non solo. Infatt, ripeto, ogni atomo o
molecola ¢ dotato di un unico spettro elettromagnetico di emissione che lo
identifica univocamente dagli altri atomi o molecole.

¢ Dare spiegazione, almeno iniziale, alla periodicita delle proprieta degli ele-
menti chimici, gia scoperta e desctitta, ma non ancora spiegata dal
chimico russo Dmitrij Mendelejev (1834-1907) con la sua famosa 7z
vola periodica degli element.

Con la scoperta di Bohr, che fu solo la prima di una serie di altre di fisica
atomica, nucleare e sub-nucleare, ben maggiori, durante i primi trent’anni
del XX secolo, scoperta per la quale egli ottenne nel 1922 il Premio Nobel
per la fisica, l'ipotesi di Planck ottenne la sua conferma pitr clamorosa,
dopo quelle delleffetto fotoelettrico di Einstein e delleffetto Compton.
Soprattutto la scoperta di Planck mostro di avere delle conseguenze che
andavano ben al di la di quanto il suo stesso autore sospettasse.

Non sfugga la rivoluzionarieta di questa nuova scoperta. Mediante 'ap-
plicazione sistematica della nozione di quanto d’azione alla fisica che stu-
dia le strutture fondamentali della materia atomica e sub-atomica, un altro
principio della filosofia moderna della natura veniva smantellato, quello
della divisibilita all'infinito della materia fisica?s. Una proprieta, invece, che
aveva fatto potre a Descartes Iidentificazione fra materia fisica ed esten-
sione geometrica, la cosiddetta res exzensa, come la seconda delle sue «idee
chiare e distinte» — essendo la prima l'idea della res cogitans. 1. identifica-
zione di matetia fisica ed estensione geomettica— ovvero Paffermazione
che la materia fisica era divisibile all'infinito come I'estensione geometrica

condo. Questa evidenza ¢ alla base della cosiddetta speztrografia di massa mediante cui “bom-
bardando” gli atomi con radiazione elettromagnetica induciamo un atomo (o la molecola)
a produrte il suo proptio spettro elettromagnetico che ci fornisce informazione fondamentale
sulla sua struttura interna — <“forma sostanziale” della matetia, la definirebbe Atistotele — da
cui dipendono tutte le proprieta fisico-chimiche della sostanza in questione. D’altra parte
tutto questo ci fa comprendere quella rappresentazione intuitiva a scaffale con mensole di
diversa altezza dello szato fondamentale di energia minima di un atomo (stato di equilibrio)
che abbiamo introdotto gia in § 2.7.3.

25 F& chiaro che il principio di quantizzazione, si applica innanzitutto alla materia nelle sue
manifestazioni come ezergia. Ma, dopo I'applicazione alla meccanica quantistica del princi-
pio-base della relativita speciale della convertibilita 7zassa—energia per velocita prossime a quelle
della lnce— quelle, appunto, cui le particelle sub-atomiche generalmente si muovono —, il
principio della quantizzazione ¢ estensibile anche alle manifestazioni della materia fisica
come 7assa.



e

Base scientifica
della teoria dei
minimi naturali e
dunque della
nozione di specie
nella fisica

Fine del mito della
precisione assoluta
nelle misurazioni
elo nelle
osservazioni.

II principio
d'indeterminazione
di Heisenberg

190 Filosofia della Natura e della Scienza

— era, insomma, il secondo dei pilastt, il terzo etra il principio di inerzia, su
cui Descartes intendeva fondate la nuova filosofia moderna della natura,
dopo la nascita della nuova scienza galileiana della natura.

Come nel caso delle irreversibilita, ingrediente fondamentale della spiega-
zione della struttura mesoscopica della materia dei corpi fisici (Cfr. nota
0), anche in questo caso, che riguardava la struttura microscopica della
materia dei corpi fisici, era un altro assioma della filosofia aristotelica della
natura a dover essere rivalutato. Quello, appunto, che affermava che ma-
tetia fisica ed estensione geometrica non erano identificabili, innanzitutto
— ma non solo — perché la prima, a differenza della seconda, non ¢ di-
visibile all'infinito. Vi torneremo nel Capitolo 5.

Per ciascun tipo di matetiale esistono infatti, nella visione aristotelica, delle
grandeze minime naturali (minima natwralia) che caratterizzano le proprieta
dinamiche del materiale stesso, il suo modo cioe di interagire con il resto
delluniverso fisico e quindi anche di manifestarsi alla conoscibilita da
parte dell'uvomo. Di questa nozione metafisica della filosofia della natura
aristotelica, fondamentale per dare una base empirica alla distinzione di
varie specie di elementi e quindi di corpi, contro atomismo geometrico in
cui tutti gli elementi erano senza distinzione qualitativa, 'assioma di quan-
tizzazione di Planck, e il conseguente schema discreto di emissione elet-
tromagnetica degli atomi, offre la base per una sua versione gperagionae,
quantificata e dunque calcolabile e misurabile. Questo dato empirico sara
confermato in sede fondazionale, quando esamineremo la comune strut-
tura causale di fondazione della distinzione fra varie specie di element e
quindi di corpi (non-viventi e viventi), sia nella fisica quantistica che in
quella aristotelica nel Capitolo 5.

2.6.3 Principio d’indeterminazione

11 fatto che nella fisica wroscgpica valesse un criterio di quantizzazione o
di discretizzazione della matetia (massa/energia) ,  Introduceva,
pero, un altro cambio di prospettiva nella filosofia della natura associata
alla scienza moderna. Immediatamente veniva posto in ctisi 'ideale del
«demone di Laplace». L’ideale cioe di una visione determinista della na-
tura, basata sulla meccanica, e legata ultimamente alla supposizione che /&
precisione delle misnrazioni — in particolare la precisione con cui si defini-
scono le condizioni iniziali del moto di una particella, la sua «posizione, g,
e la sua «quantita di motow, p — possa essere sepre e conungue inecrementata
a puacere.

E, infatti, la seconda rivoluzione concettuale, susseguente alla prima
dellintroduzione del criterio di quantizzazione nella fisica microscopica,
fu la definizione nel 1927, ad opera di un giovane fisico tedesco, Werner
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Heisenberg (1901-1976), di un ulteriore nuovo assioma vigente nella
Meccanica Quantistica (Quantun Mechanics, QM) e che la distingue dalla
Meccanica Classica. Si tratta del cosiddetto principio dindeterminazione.

Per illustratlo, partiamo da un classico «espetimento di pensiero» da Hei-
senberg stesso proposto. Immaginiamo di dover seguire la traiettoria che
un elettrone percorre nelle sue orbite intorno al nucleo, secondo il mo-
dello semi—classico dell’atomo di Rutheford—Bohr appena illustrato.
Quando lavoriamo a distanze dell’ordine quantistico (dell’ordine dei 10~
cm, il diametro dellorbita dell’elettrone intorno al nucleo dell’atomo
d’idrogeno), la duce» di cui mi devo setvire per «lluminare» la posizione
di un elettrone in un atomo — p.es., illuminando di lampi di luce sempre
piu ravvicinati diversi punti della sua traiettotia — modifichera necessa-
riamente la quantita di moto (velocita) dellelettrone stesso, che comincera
a procedere a «salti». Infatti, la piu piccola quantita di energia con cui si
potra illuminare la suddetta traiettotia sara uguale a hv, che cortispondera
ad un’energia comunicata alla particella pari a hv/c, dove ¢ ¢ la velocita
della luce e v la frequenza della radiazione elettromagnetica. Quindi I'im-
precisione tisultante nella determinazione della quantita di moto p
dell’elettrone sara del medesimo ordine, e cioé: Ap = hv/«. Viceversa, se si
vuole evitare questa distorsione, dovro accontentarmi di un’indetermina-
zione nella posizione: dovro dare cioe un «lluminazione» a frequenza e
dunque energia pit bassa. Tale imprecisione, nell'uno o nell’altro caso,
non potra mai essere comunque inferiore ad 4.

Principio d'indeterminazione. 11 prodotto delle incertezze con le quali
sono note una grandezza e la sua coniugata (p.es., posizione e

quantita di moto) non sara mai inferiore ad 5: Ap Ax > A .

Dove, seguendo una convenzione ormai invalsa in fisica denotiamo con
x la posizione ¢ e denotiamo con pila quantita di moto relativa alla posi-
zione x e h ¢ la costante di Planck rinormalizzata sulla citconferenza pet-
ché abbiamo a che fare con frequenze (probabilistiche) e quindi con Fou-
rier. Per convincerci di tutto questo, seguiamo il Premio Nobel George
Gamow (Gamow 1980, 112ss.) in una semplice dimostrazione di come il
principio d’indeterminazione produca effetti notevoli a livello di fisica n2-
croscgpica e non a livello di fisica macroseopica. Questo glustifica perché debba
essere inserito, con quello di quantizzazione da cui detiva, fra 1 principi
della meccanica quantistica e non fra quelli della meccanica classica (new-
toniana). Facciamo comparire nella formula matematica precedente, al
posto della quantita di moto 7 X #, direttamente le velocita, in modo da
porre in evidenza la massa 7, e quindi il fatto che il principio vale solo per
masse piccolissime. In tal modo, la suddetta relazione d’indeterminazione
di Heisenberg diviene:
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AvAg = L
m
Cosl, per esempio, se prendiamo una massa di 1 mg, (10-3 g), approssi-
mativamente quella di un pallino di un fucile da caccia — una massa
enorme tispetto a quella di un elettrone che ¢ circa di 10—%'g— otte-
niamo la relazione:

ho 1077
AvAg~—= =107
00

che puo essere soddisfatta, p.es., prendendo:
Av =10™%cm / sec; Ag = 10"%cm

11 che significa che Petrore con cui possiamo misurare la velocita del no-
stro pallino di piombo ¢ inferiore a 0,3 m in un secolo, mentre I'indeter-
minazione della sua posizione ¢ paragonabile alla grandezza di un nucleo
di un atomo (il cui diametro ¢ dell’'ordine di 10 cm). Se prendiamo, pero,
invece del nostro pallino da caccia, un elettrone la cui massa ¢, lo ripe-
tlamo, 10— grammi, allora:

10—27

Ora, poiché dire che un elettrone si muove all'interno dell’atomo significa
che la variazione del suo spostamento puo essere al massimo quella del
raggio dell’atomo stesso, quindi Ag~10-8 cm, allora 'indeterminazione
della velocita diviene del medesimo ordine, ovvero:

Av

= o+ =10%cm/sec

che ¢ un’indeterminazione enorme, dell'ordine dei milioni di metti al se-
condo.

26 Attenzione: nella formula sottostante, I'ordine di grandezza di 4 ¢ di 1077, perché, se-
guendo Gamow, prefetiamo qui esprimere la grandezza di 4 in termini di erg/sec, ¢ non
diJ/sec (1 etg = 107 J) come nella formula precedente, dove Pordine di grandezza di 4,
era, appunto, di 102* Il motivo di tale trasformazione ¢ solo intuitivo. Siccome qui, per
facilitare la comprensione, stiamo patlando in termini di centimetri e milligrammi, ¢ meglio
usare I’ «erg», come unita di misura dell’energia (o lavoro), piuttosto che il «Joule», malgrado
T'uso dellerg sia proibito dalle convenzioni internazionali fin dal 1979. Infine, ¢ non poco
significativo il fatto che, come appare immediatamente prima nel testo, 1027 ¢ I'ordine di
grandezza anche della massa dell’elettrone espressa in grammi.
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2.6.4 Principio di esclusione di Pauli

Ma le sorprese non erano finite. In base alle scoperte di Bohr, la distribu-
zione periodica delle proprieta chimiche nella Tavola degli Elementi ¢ le-
gata a come gli elettroni si distribuiscono nei vari Zvelli di energia (otbitali)
intorno al nucleo. Una delle proprieta pit interessanti ¢ che, mentre le
dimensioni esterne dell’atomo sono pitt 0 meno sempre le stesse, il nu-
mero degli orbitali atomici varia moltissimo: p.es., si puo andare dal solo
elettrone dell’atomo d’Idrogeno, ai ben 92 dell’Uranio 238. Quindi, con
aggiunta di sempre nuovi elettroni, 1 volumi occupati dai vari stati quan-
tistici (i diversi orbitali) si contraggono, ma il numero degli stati occupati
dai diversi elettroni aumenta, cosi che il diametro esterno dell’atomo resta
approssimativamente lo stesso, dell’'ordine di 108 cm.

11 problema allora ¢ quello di trovare un meccanismo per cui gli elettroni
non vadano ad ammassarsi tutti al livello energetico minimo, non vadano
tutti cio¢ ad occupare «'orbitale» piu interno, seguendo cioe la distribu-
zione di Maxwell-Boltzmann della Meccanica Statistica classica o non-
quantistica (cfr. § 2.3.2). Ciascun stato quantistico o «livello enetgetico»,
corrispondente ad un «otbitale» di Bohr, veniva connotato mediante #e
numeri quantics, in quanto comunque multipli di 4. Un’ipotesi otiginaria-
mente petfettamente plausibile con il fatto che il modello di atomo di
Bohr si sviluppava effettivamente su tre dimensioni. In base ad alcuni
espetimenti (il cosiddetto ¢ffetto—Zeeman, ovvero lo scindersi delle righe
spettrali dell’atomo in base a campi magnetici molto forti), suggeri che
fosse necessatio un guarto numero guantico e che tale numero non definisse
una proprieta del livello energetico e/o dellorbitale abitato da un elet-
trone, ma una proprieta dell’elettrone stesso.

In particolare, fu il fisico austriaco Wolfgang Pauli (1900-1958), a sugge-
rire quale dovesse essere questo guarto numero quantico dell’elettrone. Esso,
si pensava dovesse avere le dimensioni di un momento magnetico. Ovvero,
doveva avere le dimensioni di una quantita di forza magnetica, legata ad
una sorta di moto «a trottola» (i) dell’elettrone su se stesso da cui di-
pendeva l'otientamento verso l'alto T (rotazione levogira) o verso il basso
1 (rotazione destrogira) del vettore di magnetizzazione, da cui detiva la
propagazione “a spirale” (“elicoidale” destrogira o levogira) lungo I'asse
di propagazione del campo elettromagnetico (ctr. zfra Figura 2-27). Pauli
dimostro quindi che per ogni «orbitale» dell’atomo di Bohr caratterizzato
da tre numeri quantici potessero esserci solo e elettroni, ma ognuno col
suo verso di momento magnetico dovuto alla rotazione sul proprio asse
dellelettrone. Ipotizzo quindi, Pesistenza di un guarto numero guantico rela-
tivo alla rotazione su se stesso, verso destra o verso sinistra o zersore o spin,
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dellelettrone medesimo (cft. #fra Figura 2-27)27. Di qui la formulazione
del:

Principio di esclusione. In un sistema di particelle dotate di spin frazio-
nario altrimenti indistinguibili (fermioni), due di tali particelle non
possono trovarsi nel medesimo stato quantistico, caratterizzato da
un #—upla di numeri quantistici

Ad esempio, per gli elettroni negli atomi, per i quali originariamente Wol-
fgang Pauli formulo il suo principio, cio significa che € impossibile che in
un atomo con molti elettroni essi abbiano gli stessi valoti dei quattro nu-
meri quantistici che identificano i loro stati quantistici. Vale a dire, se essi
occupano il medesimo orbitale (effettivamente, Zvello discreto di energia), 1
loro primi tre numeri quantici saranno identici. Ovvero, essi avranno:

¢ Lo stesso numero quantico principale n (approssimativamente, la stessa
energia quantizzata).

¢ Lo stesso numeto quantistico azimutale €.

4 Lo stesso numero quantico magnetico M, .

27 In seguito, si scopti che lo spin ¢ una proprieta che caratterizza #utte le particelle quanti-
stiche. In tal senso lo spin ¢ stato definito «momento angolare intrinseco» di una patticella
subatomica, una sorta cioe di zersore, di «preferenza» della specie di particella per un deter-
minato verso nella direzione dell'interazione con altre particelle e che «pesa» statistica-
mente nella determinazione del risultato finale dell’interazione stessa. In tal senso, esistono
molti tipi di questi gz, numericamente carattetizzati, non solo da mumeri frazionari come
nel caso dell’elettrone (il cui spin vale £ 1/2), ma anche da mumeri interi. Nel ptimo caso si
trattera di quelle particelle che costituiscono i mattoni della materia (p.es., elettroni, protoni,
neutroni, etc.), le particelle di cui tutti gli atomi e dunque tutti i corpi sono fatti. Per questa
loro proprieta di spin frazionario esse si distribuiranno, al loro stato fondamentale, su di-
versi livelli energetici dentro e fuori del nucleo e non solo su quello piti basso, come do-
vrebbe essere se valessero anche qui le leggi della meccanica statistica classica. In termini
matematici, si dice che queste particelle seguono una particolare funzione di distribuzione,
studiata nella meccanica statistica da Enrico Fermi (1901-1954) e Paul Adrien Maurice
Dirac (1902-1984). Di qui il nome di fermioni attribuito a questo tipo di particelle quantisti-
che. Nel secondo caso, quello delle particelle a spiz intero, si trattera di particelle che non
sono i mattoni di costruzione degli atomi (protoni, neutroni, elettroni), ma «particelle di
scambio di energiax. Si trattera, cioe, di mediatori delle varie forze che agiscono nell’atomo:
forza elettromagnetica (foron); e, all'interno del nucleo, forza debole (bosoni vettori intermed),
forza forte (gluons). Tali particelle, che mediano gli scambi quantizzati di forze fra i fermioni,
seguono una funzione di distribuzione pit simile a quella di Boltzmann della Meccanica
Statistica classica, quella secondo la quale, allo stato fondamentale, tutte le particelle si tro-
vano allo stesso livello di energia, quello pitr basso. Tale distribuzione ¢ stata studiata in
maniera particolare da Satyendra Nath Bose (1894-1974) e Albert Einstein, cosi che queste
particelle vengono chiamate anche bosoni. La distinzione fra fermioni e bosoni & il cuore del
cosiddetto Modello Standard delle particelle in fisica quantistica (cfr. § 2.10).
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Ma se due elettroni nel medesimo orbitale di un atomo allo stato fonda-
mentale hanno gli stessi numerti quantistici, n, £, my, per distinguersi,
avranno:

o Opposti numeri guantici di spin Mg seminteri + /2, — V2 rispettivamente
relativi all'otientamento T, I del momento magnetico.

Tutto questo completa la fondazione quantistica della struttura
dell’atomo secondo la Tavola di Mendeleev per cui per ogni livello ener-
getico attorno al nucleo possono esistere al massimo due elettroni con
spin opposti.

In altri termini una conseguenza particolarmente importante del principio
di Pauli & /elaborata struttura a guscio (shell) elettronico degli atomi e il modo in
cui gli atomi condividono gli elettroni, spiegando la varieta di elementi
chimici e le loro combinazioni chimiche. Un atomo elettricamente neutro
contiene elettroni legati in numero uguale ai protoni nel nucleo. Gli elet-
troni, essendo fermioni, non possono occupare lo stesso stato quantico
degli altri elettroni. Quindi gli elettroni devono «impilarsi» all'interno di un
atomo, cioe avere spin diversi mentre si trovano nello stesso orbitale elet-
tronico come descritto di seguito.

Un esempio ¢ I'atomo di elio neutro, che ha due elettroni legati, entrambi
1 quali possono occupare gii stati di energia pist bassa (1s) acquisendo spin
opposto; poiché lo spin fa parte dello stato quantico dell'elettrone, i due
elettroni sono in stati quantici diversi e non violano il principio di Pauli.
Tuttavia, lo spin pud assumere solo due valoi diversi (autovaloti). In un
atomo di litio, con tre elettroni legat, il terzo elettrone non puo tisiedere
in uno stato 1s e deve invece occupare uno degli stati 2s ad energia supe-
riore. Allo stesso modo, gli elementi successivamente pitt grandi devono
avere gusci di energia successivamente supetiore (cfr. Figura 2-15). Le
proprieta chimiche di un elemento dipendono in gran parte dal numero
di elettroni nel guscio piu esterno. Gli atomi con un numero diverso di
gusci di elettroni occupati ma con lo stesso numero di elettroni nel guscio
pit esterno hanno proprieta simili, il che da origine alla zzvola periodica degli
elements.

Infine, ¢ stato dimostrato che il principio di esclusione di Pauli ¢ respon-
sabile del fatto che un blocco (b#/k) materia ordinaria ¢ stabile ¢ occupa volume.
Questo suggerimento fu fatto per la ptima volta nel 1931 da Paul Ehren-
fest, che sottolineo che gli elettroni di ogni atomo non possono cadere
tutti nell'orbitale a piti bassa energia e devono percid occupare successi-
vamente gusci sempre pit grandi. Gli atomi, quindi, occupano un volume
€ NON POSSONO essere compressi troppo strettamente insieme.
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Figura 2-15. Struttura a piu livelli di energia del guscio elettronico degli
atomi in base al Principio di Pauli.

2.6.5 Dualita particella-onda

Ma le sorprese che lo studio della struttura «fine» della matetia dovevano
riservarci non erano ancora finite. Un ulteriore «scandalo» fu provocato
da un’elegante ipotesi matematica di un fisico francese, Louis Victor duca
di De Broglie (1892-1975), il quale, nella sua tesi di dottorato in fisica nel
1925, avanzo un’idea del tutto originale che, collegata al principio d’inde-
terminazione di Heisenberg, costitui il vero e proprio punto di svolta della
nascente meccanica quantistica. Sinteticamente, nella meccanica classica,
la possibilita di determinare univocamente, con una precisione incremen-
tabile a piacere all'infinito, posizione e quantita di moto di una particella,
giustifica la rappresentazione matematica del suo moto nei termini di spo-
stamento, proporzionale alla quantita di moto, di un punto materiale (a—
dimensionale) lungo una singola traiettoria (ovvero lungo una linea unidi-
mensionale).
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Una volta che pero cade tale possibilita di determinazione univoca causa
il principio di quantizzazione e quello d’indeterminazione, tale tipo di rap-
presentazione diviene profondamente errato. La natura quantica dei fe-
nomeni considerati fa si che non si possa patlare di determinazione uni-
voca e continua di una posizione lungo una traiettoria unidimensionale
ma di determinazione probabilistica e a tratti della posizione, non pii lnngo una
tratettoria unidimensionale, ma lungo una superficie n-dimensionale con diversi spessor,
una superficie curva, appunto. Questo passaggio concettuale ¢ rappresen-
tato intuitivamente nella Figura 2-16. In altri termini, alla rappresenta-
zione del moto di una particella come susseguirsi continuo di posizioni
lungo una traiettoria unidimensionale, bisogna sostituire nella nostra
mente un altro tipo di rappresentazione. Quello del moto della particella
come propagazione nello spazio di un’onda #-dimensionale (con # > 2) di
posizioni probabili, la cosiddetta onda di De Broglie, un’onda la cui lun-
ghezza A, nel caso-prototipo dellelettrone dell’atomo d’idrogeno studiato da
Bohr, ¢ proporzionale alla quantita di moto 7, secondo una relazione gia
scoperta nel 1922 da Compton, ovvero:

my

Attraverso tale semplicissima e sconvolgente idea, il fenomeno dei «salti
di orbitay dell’atomo di idrogeno, quando viene eccitato da impulsi di
energia quantizzata dall’esterno — il fenomeno per cui Pelettrone passa
dall'orbita pit interna del suo stato fondamentale ad orbite via via piu
complesse intorno al nucleo, secondo il modello di Bohr —, puo essete
spiegato mediante un modello ondulatorio. Puo essere spiegato in ma-
niera pit coerente considerando 'atomo non come un sistema planetatrio,
ma come un oscillatore armonico (come p.es., nel caso delle vibrazioni acu-
stiche di un diapason, caso tipico per comprendere lo sviluppo in serie di
Fourier ctr. § A2.1 in Appendice A) che, quando viene colpito da una
certa quantita d’energia, «vibra». Esso produce un’onda (sonora, nel caso
della corda di chitarra, «<onda elettronica» nel caso dell’atomo interpretato
come un oscillatore armonico quantistico) che si propaga nello spazio. La mo-
dellizzazione dell’atomo come oscillatore armonico quantistico ¢ il cuore
delleguazione di Schridinger che esamineremo nella prossima sottosezione.

Lipotesi di De Broglie, quando fu formulata, era tanto pitt sconvolgente
in quanto fu formulata due anni prima e non dopo la scoperta del princi-
plo d’indeterminazione di Heisenberg. Noi, per ragioni pedagogiche, 'ab-
biamo posta dopo cosi da rendere immediatamente evidente che le onde
di De Broglie sono intrinsecamente legate al carattere probabilistico e
quindi ondulatorio della determinazione dello stato di moto delle particelle
nello spazio delle fasi dei sistemi quantistici.
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Figura 2-16. Le onde di De Broglie adattate alle orbite quantiche
dell’atomo di Bohr (da Gamow 1980, 85). Si puo vedere bene il passaggio
di rappresentazione dalle traiettorie unidimensionali di Bohr alle onde
probabilistiche di De Broglie — bidimensionali come un nastro in que-
sta rappresentazione. Entro quelle linee di spessore, che definiscono il
profilo della nostra onda bidimensionale, la particella puo essere localiz-
zata dovunque. Per questo si dice che con la rappresentazione ondula-
toria di De Broglie-Schrédinger—Dirac si € passati dal modello «plane-
tario» dell’atomo di Bohr (elettroni assimilati a pianeti) al modello
dell’atomo «a nube». Come il volume di una nube ¢ fatta di goccioline
d’acqua che si muovono vorticosamente dentro quel volume senza una
localizzazione precisa, ma solo statistica, cosi nella «nube elettronica»
del modello ondulatorio di atomo.

Per tutto questo tisultarono cosi sconvolgent le zerifiche sperimentali che ne
seguirono. Innanzitutto, se le particelle elementari si propagavano non
come cotpi lungo traiettorie, ma come onde, essi passando attraverso la
materia avrebbero dovuto produtre fenomeni di diffrazione, proptio come i
fasci di luce. P.es., in base alla formula sopra ricordata della lunghezza
d’onda di De Broglie, accelerando opportunamente dei fasci di elettroni,
si sarebbe potuta ottenere una lunghezza d’onda di De Broglie,
A =107 em , paragonabile a quella dei raggi X con le onde elettromagne-
tiche — seppure i quanti del’'onda elettromagnetica sono fotoni, parti-
celle senza massa, mentre gli elettroni sono dotati di massa. Se allora I'ipo-
tesi di De Broglie era giusta, «’onda elettronicay, attraversando un reticolo
di atomi, avrebbe dovuto produrre dei caratteristici fenomeni di diffrazione
come fossero raggi di luce ad alta frequenza, ovvero raggi X. Di solito,
questo espetimento, giustamente posto alla base della QM come mecca-
nica ondulatoria, viene divulgato come Pespetimento della dgppia fessura.

I fenomeni di diffrazione sono tipici di tutti i fenomeni ondulatori. Intui-
tivamente, ammettiamo di avere un fascio di luce e immaginiamo di fatlo
passare attraverso due fessure parallele di uno schermo. E chiaro che i
due fasci cosi ottenuti interferiranno fra di loro, secondo delle tipiche fi-
gure di interferenza costruttiva e distruttiva. Ovvero, dove a picchi corrispon-
dono picchi (Fonde in fase), quando le onde interferiscono, esse si som-
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mano formando un picco di altezza proporzionale alla loro somma. In-
vece, quando ad un picco corrisponde un ventre (=onde in controfase),
s’annullano (cfr. Appendice A, Figura 2-39). Se ai fasci tisultanti dall'in-
terferenza facessimo impressionare una lastra fotografica, otterremmo
una figura caratteristica a s#isce chiare (interferenza costruttiva) e seure (inter-
ferenza distruttiva) del’'onda luminosa. Ora, cio che ¢ sconvolgente ¢ che
otteniamo ugualmente fenomeni diffrattivi usando non onde luminose
ma facendo interfetire opportunamente fasci di particelle — elettroni,
atomi, molecole. .. Particelle dunque che si comportano come onde.

Figura 2-17. Sopra. Rappresentazione intuitiva dell’esperimento della
doppia fessura che rivela il comportamento ondulatorio delle particelle
(elettroni, atomi, molecole...) a livello quantistico. Fasci di particelle si
comportano come fossero onde dando origine ad una figura di diffra-
zione sullo schermo dove le righe scure/chiate corrispondono a onde in
intetferenza distruttiva (in controfase) / costruttiva (in fase), come in Fi-
gura 2-39, evidenziando la centralita della nozione della «coerenza di
fase» in QM e QFT. Sotto. Immagine sperimentale dell’effetto di diffra-
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zione sullo schermo con un numero diverso di elettroni, del’ordine: ~
100,~ 3000,~ 20000, ~ 70000, ... Piu ¢ alto il numero degli elet-
troni, piti ¢ chiaro Peffetto diffrattivo, il che evidenzia la natura la natura
intrinsecamente statistica del fenomeno. Da (Halliday, Resnick, &
Walker, 2021).

L’esperimento della doppia fessura per dimostrare il comportamento on-
dulatorio degli elettroni fu effettuato indipendentemente da Thomson in
Inghilterra e Davisson e Germer negli Stati Uniti. In ambedue i casi, si
ottenevano sulla lastra fotografica i fenomeni diffrattivi previsti dalla teo-
ria di De Broglie, corrispondent, nel caso dei fasci di elettroni, alle lun-
ghezze d’onda previste dalla formula di De Broglie. Addirittura, lo stesso
fenomeno ¢ stato ottenuto dal fisico tedesco Otto Stern, usando aomz —
migliaia di volte pit pesanti di un elettrone! — fino ad ottenere una lun-
ghezza d'onda di De Broglie di A ~ 10~ cm . Pit recentemente — e pro-
vocando grande scalpore — lo stesso fenomeno diffrattivo ¢ stato osset-
vato usando molecole e addirittura acromolecole organiche degli acidi nu-
cleici del DNA — effettivamente un po/peptide formato da ben 15 diversi
aminoacidi, 15 macromolecole organiche (Shayeghi, Rieser, P., Richter, &
et al,, 2020) — dimostrando ulteriormente le radici quantistiche della biochimica
alla base della vita. Tutte queste evidenze di una dualita particella-onda nella
struttura anche macroscopica della matetia hanno di per sé il loro quadro
teorico di tiferimento al livello della Fisica Fondamentale non tanto in
QM, ma piuttosto in una QFT' (Preparata, 2023), estesa alla modellizza-
zione dei sistemi dissipativi quali sono appunto sistemi chimici e organici
(Basti, Capolupo, & Vitiello, 2020).

In ogni caso, dopo il fondamentale lavoro di De Broglie, attraverso il suo
controllo sperimentale, essenziale, al pari della sua formulazione matema-
tica, per appartenere al novero delle ipotesi scientifiche moderne, «gali-
leiane», possiamo dire che era nata una nuova branca della fisica /& meca-
nica ondulatoria. Per questa sua scoperta che cambia il corso della storia
della fisica, De Broglie otterra il Nobel in Fisica nel 19292,

Per concludere conseguenza ontologica tondamentale ¢ che I'entita fondamen-
tale in fisica quantistica, in QM come in QFT ¢ che

L attore fisico fondamentale non ¢ piu la particella ma il campo, cioe le di-
stribuzioni spaziali della particella che variano nel tempo. Le particelle di-

28 Nel modello classico a traiettoria di punti materiali, era impossibile spiegare come parti-
celle dotate di un’energia inferiore potessero saltare «barriere di potenziale» piti alte, deter-
minando, p.es., 1 classici fenomeni di radioattivita, dove particelle alfa vincono l'attrazione
del nucleo nell’atomo di uranio. Ma se i fenomeni hanno natura ondulatoria diviene pos-
sibile, con una certa probabilita, che particelle dotate di un’energia piti bassa della barriera,
ogni tanto, «passino attraverso» la barriera stessa. E il cosiddetto effetto tunnel della QM.



In fisica quantistica
I'oggetto
fondamentale e il
campo non la
particella

Il passaggio
allequazione
ondulatoria di
Schrodinger

Il modello
dellatomo
d'idrogeno a onde
stazionarie
circoscritte

Il modello di
oscillatore armonico
quantistico che
“vibra” come
un'onda stazionaria
circoscritta

LE RIVOLUZIONI SCIENTIFICHE DEL XX SECOLO E OLTRE 201

ventano i “quanti” di questi campi materiali, proprio come i fotoni sono i
quanti del campo elettromagnetico (Del Giudice, Pulselli, & Tiezzi, 2009,
p. 1786).

In fisica quantistica, infatti, sono i campi, non le onde né le particelle, le
entita che soddisfano il principio leibniziano di individuazione dell’zdensita
degli indiscernibili che persiste nel tempo (Preparata, 2023). Ma su questo
punto fondamentale dell’ontologia della fisica quantistica — che fa del
campo e non della particella-onda Vente quantistico fondamentale come
nellinterpretazione di Copenaghen della fisica quantistica — torneremo fra
poco.

2.6.6 La meccanica ondulatoria di Schrodinger

La consacrazione definitiva della nuova meccanica ondulatotia si ebbe
comungue solo un anno dopo la pubblicazione dell’eccezionale idea di
De Broglie, nel 1926, quando il fisico austriaco Erwin Schrodinger (1887-
1961) formulo una nuova elegante teotia matematica dell’atomo di idro-
geno nel termini della meccanica ondulatoria di De Broglie. Per questo,
egli ricevette il Nobel nel 1933. I modello «planetarion di atomo,
semi-classico di Boht, era sostituito definitivamente dal modello «ondula-
toriox originato dall'intuizione di De Broglie. Non piu di «elettroni» ruo-
tant su «otbite» intorno al nucleo si dovra patlare, ma di livelli di energia
di onde «elettroniche» di De Broglie, in un atomo che quando «eccitato»
da opportuni pacchetti quantizzati di energia, «vibra», facendo saltare ai
livelli pivi alti di energia «la nube elettronicay, come fosse w2 oscillatore armo-
1ico quantistico.

Secondo T'equazione di Schrodinger, i diversi livelli dell’energia a cui
«salta» I'unico elettrone dell’atomo d’idrogeno, quando questo ¢ «eccitato»
dallimmissione in forma discreta di energia dall’esterno, sono calcolat
con precisione sconvolgente come «vibrazioni» di un oscillatore armo-
nico quantistico. Essi sono calcolati #ell equazione di Schrodinger, secondo il
modello ad onde stagionarie circoscritte.

1l modello intuitivo di onda stazionaria circoscritta ¢ quello di una corda
di chitarra fissata ai due estremi e fatta vibrare. Dopo una fase transitoria,
nella corda in vibrazione si sovtappongono, punto pet punto, due 7ovi-
mentt. 1L prineo movimento si vetifica spostando la corda verso l'alto o verso il
basso (lungo un asse perpendicolare alla corda), per esempio pizzicandola
come nel caso di una chitarra. Poiché la corda, elasticamente, tende a tot-
nare nella posizione iniziale, questo spostamento perpendicolare si pro-
paga per tutta la lunghezza della corda, finché giunge ad un estremo. 11
secondo movimento, allora, rimbalza e torna indietro. Intanto, pero, la corda
possiede ancora il primo movimento, per inerzia; allora, lo spostamento
che «itorna» si sovrappone a quello che «arrivay. 11 risultato ¢ che due
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onde uguali si propagano lungo la corda in sensi opposti. Sovrapponen-
dosi, esse possono produrre un interferenza distruttiva, fino ad annullarsi, op-
pure costruttiva, fino a raggiungere un'ampiezza di oscillazione massima.

Pizzicando la corda con un’intensita doppia, tripla, quadrupla, etc. di
quella originaria, la corda proporzionalmente — si tratta di equazioni lineari —
vibrera con una frequenza doppia, tripla, quadrupla, . .. e quindi con lun-

ghezza d'onda paria % , 1 , % , ... di quella originaria come in figura.
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Figura 2-18. Rappresentazione intuitiva di un’onda stazionaria circo-
scritta

Le due onde hanno carattetistiche (petiodo, lunghezza d'onda. . .) identiche.
A causa della loro uguaglianza e degli estremi della corda fissi, esse si so-
vrappongono in un modo ben determinato: allora i punti in cui si annul-
lano sono sempre gli stessi (= interferenza distruttiva) e allo stesso modo
tisultano stabiliti anche quelli in cui 'ampiezza pud tisultare massima (=
interferenza costruttiva) come in Figura 2-38 in Appendice A. Intuiti-
vamente, questi punti di interferenza rappresentano gli autovalori dell’equa-

zione di Schrédinger.

In sintesi, nel caso dell’equazione di Schrédinger Y, la corda che vibra ¢
una funzione d’onda di De Broglie, le intensita discrete tutte multiple di 4
con cui viene fatta vibrare, sono i quanti di energia con cui posso eccitare
(far vibrare) un atomo o una molecola tispetto al suo stato fondamentale. 1
puntl risultanti, sempre gli stessi, o sta#i stazionari in cui le due onde si an-
nullano o raggiungono il loro massimo di ampiezza di oscillazione costi-
tuiscono gli antovalori dellequazione di Schrédinger. Ovvero, forniscono
in modo straordinariamente preciso le soluzioni dell’equazione. Cio¢ la
probabilita in cui posso trovare gli elettroni intorno al nucleo secondo
diversi /vell; disereti di energia (i massimi), e, viceversa le probabilita nulle in
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cui non troverd mai elettroni ovvero 1 Jvelli vietati di energia (i punt nulli).
Sono cio¢ gli antostati dell energia di 1, Ep. Formalmente:

h? d? ot mw?x?y

2mdx? 2
Dove 7 ¢ la massa, x ¢ lo spostamento e w ¢ la frequenza angolare. Gli

autovalori discreti dell’energia saranno (come si intuisce dalla Figura
2-18):

Ey =

1
En=<n+§>hw

L caso n = 0 ¢ lo stato fondamentale ovvero lo stato di energia di punto-zero e
la funzione d’onda ¢ una gaussiana.

Senza riportare qui le formule, I'equazione di Schrédinger ¢ in grado di
fornire le soluzioni esatfe per calcolare i tre numeri quantici principali,
n, £, m (enetgia, azimutale, magnetico) che definiscono lo stato quantico
Y ¢ m dellunico elettrone dell’atomo di idrogeno, costituito da un solo
elettrone e un solo protone.

In altri termini pit generali, la funzione donda Y(x; y, g) che compare
nellequazione di Schrodinger ¢ #na funzione delle coordinate spaziali della par-
ticella. Se ¢ possibile trovare la soluzione di quell’equazione per un dato
sistema (p.es.: un elettrone in un atomo), allora la soluzione, che dipende
dalle condizioni al contorno (p.es., I'energia immessa nel sistema), ¢ un
insieme delle funzioni d’onda permesse (autofunzioni) della particella, cia-
scuna delle quali corrispondera ad un livello energetico permesso (autova-
lore). Fisicamente, in ogni punto, il quadrato della funzione d’onda ¢ pro-
porzionale alla probabilita di trovare la particella in un elemento infinite-
simo di volume, dx dy dg; centrato su quel punto. In questo senso un o7
bitale atomico o molecolare non cortispondera pit, come nel modello di
Bohr, ad un’orbita o traiettoria definita. ’elettrone ha solo una certa pro-
babilita di occupare una data posizione dello spazio. Tale probabilita ¢
data dalla soluzione dell’equazione di Schroédinger, per ottenere la fun-
zione d’onda : infatti la probabilita di trovare Pelettrone in una cetta
posizione ¢ proporzionale a |l/)2 |. Un orbitale atomico invece che essere
un’orbita, una traiettoria in senso classico, cortisponde ad una distribu-
zione di probabilita di localizzazione spazio—temporale entro un volume
di dimensione = h/2 attorno al nucleo o, in maniera equivalente, ad una
distribuzione di carica elettrica (negativa: sono elettroni) mediata sul
tempo.
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Figura 2-19. Rappresentazione intuitiva dei due modelli di atomo di
Bohr a funzioni-traiettoria (orbitali) e di Schrédinger a funzioni d’onda
probabilistiche (onde stazionarie circoscritte)

2.6.7 Principio di complementarita e il dibattito
Einstein-Bohr sulla fisica quantistica

La nuova eccezionale situazione — la medesima realta fisica rappresentata
secondo due formalismii o rappresentazioni matematiche, quello semi—classico se-
condo funzioni—traiettoria dell’atomo di Bohrt, e quello ondulatorio
dellatomo di De Broglie-Schrédinger — fu fotografata nell’enuncia-
zione, da parte di Niels Bohr medesimo, di un ultetiore nuovo principio,
che caratterizza, rispetto alla meccanica classica di Newton, la nuova mec-
canica quantistica. Si tratta del cosiddetto:

Principio di complementarita. Tutti i fenomeni microscopici sono ca-
ratterizzati dalla presenza di una doppia rappresentazione, nei ter-
mini di particella e nei termini di onda. I due aspetti sono legati
dalla duplice relazione p = hA e E = hv, dove / ¢ la costante di
Planck, p ed E rappresentano, rispettivamente, la quantita di moto
e 'energia associabili all’ente quantistico sotto forma particellare;
mentre A e V rapptresentano la lunghezza d’onda e la frequenza
associabili all’ente quantistico sotto forma ondulatoria.

Ora, se st guardano attentamente queste due formule del principio di
complementarita una cosa balza immediatamente alla vista, del massimo
interesse per una ontologia dell’ente fisico quantistico.

L’indeterminazione — legata ad / — ¢ tutta dalla parte destra «ondulato-
ria» delle due equazioni che sintetizzano I'enunciato del principio di com-
plementarita, contenendo la parte sinistra solo vatiabili tipiche della rap-
presentazione «particellare» dell’evento quantistico. In altri termini, 'inde-
terminazione si manifesta allorché si cerca di operare la cosiddetta riduzzone
della fimzione d'onda. Allorché, ciog, si vogliono costringere ad una rappre-
sentazione, in forma di traiettorie di particelle, gli eventi quantistici che
hanno, invece, la loro rappresentazione matematica in termini ondulatori
e quindi probabilistici Born). Event, cio¢, che matematicamente parlando,
hanno la loro rappresentazione adeguata in termini di funzioni d'onda pro-
babilistiche e non di trasettorie. In termini di funzioni d’onda, gli eventi quan-
tistici sono perfettamente prevedibili (a meno dell'indeterminazione di Hei-
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senberg e dunque in forma ondulatotia) perché soluzioni di equazioni 4-
near, SONo clo€ carattetizzati da stabilita dinamica. La dinamica, cioe, non
amplifica l'incertegza iniziake ma essa resta constante nei termini della rela-
zione d’indeterminazione di Heisenberg, a differenza di quanto accade
nella fisica dei sistemi a #-corpi della meccanica classica, ma anche in quan-
tistica della QFT, ambedue intrinsecamente non-lineari (Ctx. infra § 2.4.2 ¢
§ 2.8.3), a differenza della /nearita della funzione d’onda di Schrédinger
della QM. Torneremo dopo sull’essenzialita di questa notazione.

Cio significa per6 anche un’altra cosa. Generalmente nell'interpretazione
corrente della teoria quantistica che risale a Heisenberg stesso, si afferma
che I'indeterminazione di cui Heisenberg per primo ci ha patlato dipende
dall'irriducibile interazione dei nostri strumenti di misura con I'evento os-
servato. Una visione fatta propria da Bohr e dalla conseguente zzerpreta-
zione di Copenaghen della QM che discuteremo fra poco. Spesso pero cio €
servito ad elucubrare per un’epistemologia di tipo soggertivista sull'inelimi-
nabile influenza del soggetto umano sulla natura dell’oggetto osservato,
nel cuore stesso della scienza fisica. Ma come vedremo questa lettura sog-
gettivista della funzione d’onda e della sua decoerenza ¢ assolutamente
aliena dalla interpretazione di Copenaghen (o di Bohr-Born-Heisenberg)
della QM.

Per capirci intuitivamente. Cio che carattetizza uno spazio geometrico ¢
la focalita dei suoi punti che, p.es., rende possibile definire con esattezza le
coordinate spazio-temporali di un punto nello spazio cartesiano. Tutta la
Teoria della Relativita sia Generale che Speciale ¢ basata su questo principio di
localita spazio-temporale degli eventi. Cio come sappiamo ¢ impossibile in
uno stato quantico dello spazio degli stati della QM dove, se determi-
niamo l'energia p, la particella non puo essete localizzata spazio-temporal-
mente in un punto x, ma puo essere sizzultaneanente ovunqgue entro un imcon-
primibile volume definito dalla relazione d’indeterminazione. 1 fenomeni
quantistici sono dunque caratterizzati da un’intrinseca non-localita spazio-
temporale. Di qui Iindispensabile rappresentazione ondulatoria dello stato
di moto di una particella quantistica che Bohr sintetizzo nel suo «ptincipio
di complementarita».

La non-localita quantistica era quindi cio che dava particolarmente fasti-
dio a un fisico del valore di Einstein perché sembrava violare I'assunto
fondamentale della SR (e quindi della GR) e cio¢ che nessun segnale fisico
causale puo propagarsi ad una velocita maggiore di ¢ era il conseguente
tenomeno dellentanglement quantistico. Nello specifico, della sua famosa
polemica con Bohr, il fatto che due elettroni nel medesimo stato quantico
in base al “principio di Paul” necessariamente avessero spiz opposti (cfr.
§ 2.6.4) quasi che ciascuno «sentisse» istantaneamente 1o stato dell’altro me-
diante una qualche forma di segnale fisico violando dunque «.
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11 fenomeno dellentanglenent legato alla non-localita ¢ evidenziato nel fa-
moso paradosso, # paradesso EPR, cosi denotato in letteratura dalle iniziali
dei nomi degli Autori che per primo lo hanno espresso, Albert Einstein,
Boris Podolski e Nathan Rosen in un articolo del 1935. Esso era fonda-
mentalmente mirato a mostrare, nell'intenzione dei suoi Autoti, /7ncormple-
tezza della teoria quantistica. In altrd termini, per quest tre Autori /entanglement
quantistico non aveva nulla di fisicamente fondamentale, era legato sem-
plicemente all'impossibilita pratica di effettuare una misura indefinita-
mente precisa causa la relazione d’indeterminazione in fisica microsco-
pica.

In sostanza l'articolo proponeva quello che al tempo in cui fu concepito
dai loro Autori poteva essere solo «un esperimento di pensiero». Se im-
maginiamo che due particelle (p.es., due elettroni) abbiano interagito in
modo entangled sulla brevissima distanza di uno stato quantico, per osser-
vatore ¢ impossibile effettuare misurazioni sullo stato delle due particelle
con un’imprecisione minore di 4, come il principio d’indeterminazione di
Heisenberg insegna. Nulla dovrebbe impedire, pero — e qui ¢ il succo in-
tuitivo dell'idea di EPR —, che quando le due particelle si siano allontanate
a sufficienza senza interagire con nient altro, sia possibile effettuare una misura
con tutta la precisione che si desidera e di qui tisalire indietro nello spazio—
tempo, fino a ridefinire con precisione qual era zdjpendentemente 1o stato di
moto di ciascuna delle particelle al momento dell’interazione, senza dover
suppotte alcun entanglement fra di esse che violasse ¢.

Attraverso successivi lavori, negli anni 60 del secolo scorso, 1 fisico in-
glese J. S. Bell aveva definito in modo quantitativamente tigoroso qual era
il fenomeno da misurare empiricamente (le famose «disuguaglianze di
Bell» che riguardavano non lo spiz degli elettroni ma la polarizzazione di due
fotoni entangled), per vedere se EPR avevano ragione o no.

L’esperimento ebbe vari tentativi di realizzazione fra gli anni *70 e *80, sia
con particelle dotate di massa che no, dove la difficolta dell’espetimento
consisteva essenzialmente nella capacita di creare condizioni di vuoto cosi
spinto da evitare che si creasse una decoerenza della funzione d’onda che
distruggesse Ventanglement. Lesperimento fu finalmente realizzato dal fi-
sico francese Alain Aspect e dai suoi colleghi alla Sorbona di Parigi nel
1982 (Aspect, Grangier, & Roger, 1982) e quindi ripetuto diverse altre
volte con risultati simili, mostrando in maniera spetimentalmente incon-
futabile che EPR avevano torto. I due fotoni enzangled rimanevano tali an-
che a (relativamente) grandi distanze. Per questo risultato Aspect ¢ stato
recentemente insignito nel 2022 del Premio Nobel per la Fisica, insieme
con John Clauser e Anton Zeilinger per «esperimenti con fotoni exzangled,
stabilendo la violazione delle disuguaglianze di Bell e ponendo pionieristi-
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camente le basi della scienza dell'informazione quantistica», il famoso gz-

bit.

L’esperimento in effetti riguardava lo stato di polarizzazione di due fotoni
che si ritrovassero entangled nel medesimo stato quantico, tale cioe che lo
stato di polarizzazione dell’uno determinasse istantaneamente quello
dell’altro secondo le previsioni della QM. L'espetimento di Aspect mo-
stro sinteticamente che una correlazione fra le fungioni donda dei due fotoni,
che una volta erano parte della stessa funzione d’onda di uno stato ezzan-
led, permaneva anche a grande distanza, prima che una delle due venisse
misurata.

I rivelatori dello stato di polarizzazione di ciascun fotone emesso dalla
sorgente erano posti a ben 13 metri 'uno dall’altro e il loro stato veniva
aggiornato ogni 10 nanosecondi, ogni centomilionesimo di secondo.
Questo al fine di escludere che un qualsiasi segnale fisico potesse essere
inviato dall'uno all’altro dei rivelatori, cosi che lo stato dell’uno, al passag-
gio del proprio fotone, influenzasse lo stato dell’altro. Alla velocita della
luce, ovvero alla velocita massima concepibile per qualsiasi propagazione
di evento fisico, infatti, un segnale fisico avrebbe impiegato, a quella di-
stanza, ben 40 nanosecondi per arrivare! Ebbene anche a quella distanza,
«enorme» per qualsiasi evento microfisico che avviene su scale dellordine
del centomilionesimo di centimetro (1078 c¢m), lo stato di polarizza-
zione di ciascun fotone tisulta correlato, entangled, dallo stato dell’altro,
esattamente secondo le previsioni della QM.

Cio appare anche visivamente evidente nella prima foto mai realizzata di
due fotoni enfangled secondo quattro polarita opposte, ottenuta recente-
mente (2019) in un laboratorio di ottica quantistica per la realizzazione di
un computer ottico-quantistico.

Filter 0° Filter 45° Filter 90° Filter 135"

. ”
00 1 00 1 :o-:

Figura 2-20. Riproduzione della prima foto mai realizzata in un labora-
torio ottico-quantistico dell’ entanglement di due fotoni secondo quattro
polarita opposte a 0°, 45°, 90°, 135°. Da (Moreau, et al., 2019).
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Siccome per come ¢ concepito esperimento di Aspect, non esiste alcuna
ragione per pensare ad una violazione di ¢ nellesperimento stesso
(Ghirardi, 1997, pp. 236-361), bisogna rinunciare all'ipotesi di localita spa-
zio—temporale dei fenomeni quantistici. La rappresentabilita dei feno-
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meni quantistici in termini di funzione d’onda appare cosi intrinseca-
mente legata a proprieta di non—localita dello spazio—tempo a livello degli
eventl microscopici e al fatto che il sistema quantistico ossetvato sia pet-
fettamente «solato» da interazioni col resto del mondo fisico (innanzi-
tutto degli strumenti di misura), altrimenti avremmo una decverenza della
funzione d’onda (Tegmark & Wheeler, 2001). In particolare, il sistema
dev’essere isolato da fluttuazioni termiche (cfr. Figura 2-1), il che ci fa
capire perché, quando lavotiamo in espetimenti con coerenze di fase di
funzioni d’onda di Schrédinger in QM per due elettroni sovrapposti nel
medesimo stato quantico, come nei computer quantistici elettronici basati
sulla QM, occorre lavorare a temperature prossime allo zero assoluto per
minimizzare le fluttuazioni termiche.

In ogni caso, per comprendere Iindipendenza dellentanglenent quantistico
da violazioni di ¢, e dunque far dormire sonni tranquilli ad Einstein, basta
far riferimento alle equazioni della stessa SR (quindi in fisica classica
dellelettrodinamica di Maxwell, non quantistica), dove cio¢ ¢ ¢ definita.
Ricordando che la QFT si distingue dalla QM precisamente per il fatto
che introduciamo nei campi della QM la SR. Infatti, se ci domandiamo a
quale velocita [”1a fase P, ovvero 1p, di una funzione d’onda fisia (quella
elettromagnetica) si propaga nel vuoto, rispetto alla velocita » < ¢ di un
qualsiasi segnale fisico causale, dalle equazioni della SR otteniamo che:

E _ymc? _ c?

P = b ymv - v

Dove y ¢ la costante di Lorenz e p e la quantita di moto associata a una
massa 7 ¢ ad una velocita ». Da questo si evidenzia che /entanglement quan-
tistico, p.es., nel caso dell’atomo, alla base dell'informazione quantistica (si
pensi al gubit dei computer quantistici elettronici), non implica alcuna vio-
lazione di ¢ma ¢ semplicemente legato alla cerenza di fase a lungo raggio della
funzione d’onda di un campo quantistico elettromagnetico di cui gli elet-
troni entangled sono quanti! Questo ci fa comprendere un altro ingrediente
fondamentale della QFT (e del Modello Standard) alla base del famoso
Teorema di Goldstone che riguarda proprio le correlaziont a lungo raggio fra canpi
quantistici, come vedremo pit avant (cfr. § 2.7.2).

Lesistenza, cioe, di correlazioni a lungo raggio fra campi quantistici al loro stato
fondamentale, ovvero nel cosiddetto stato di vuoto guantistico (Quantum 1 a-
cim QV: cfr. § 2.7). 11 che di nuovo ci fa comprendere che per evitare
assurdita quali quelle che legherebbero Pentanglenent all'invio di segnali cau-
sali fisici a velocita superluminali fra particelle, basta ricordare 'enunciato
ontologico fondamentale della fisica quantistica. In fisica quantistica 'en-
tita fondamentale non ¢ la particella-onda di Bohr, cui non ¢ applicabile il
principio di individualita della «ddentita degli indiscernibili» di Leibniz, ma il
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cangpo e, piu esattamente, gli stati coerenti (coerenze di fase) dei campi quan-
tistici materiali.

Tutto questo, pero, ci fa capire anche che — contratiamente a quanto si
afferma correntemente — lesperimento di Aspect non ha dato ragione
all ontologia rappresentazionale di Bohr nella cosiddetta interpretazione di Cope-
naghen della QM, contro il realismo cansale di Finstein. Semplicemente,
come ha evidenziato Preparata nel suo volumetto — pubblicato postumo
otiginariamente in inglese nel 2002 —, in cui difende w interpretazione realista
della fisica quantistica basata sulla QFT e non sulla QM, il realismo di
Einstein era “troppo ingenuo”. Non teneva conto, cio¢, delle wrrelazion: a
lungo raggio che caratterizzano i campi quantistici e le loro werenze di fase a
differenza di quelli classici (Preparata, 2023). Fra I'altro, il libro di Prepa-
rata appena citato era stato preceduto da un altro, fondamentale, in cui
applicava il concetto di coerenza di fase ai campi quantistici elettromagnetici
della elettrodinamica quantistica (Quantum Electro-Dynamics, QED) di Dirac
(Preparata, 1995), contro cioe linterpretazione della QED e quindi della
QFT come “seconda quantizzazione” rispetto alla QM, proposta da Di-
rac stesso e che discuteremo fra poco

Soffermiamoci un attimo, allora, sulla cosiddetta zuerpretazione di Copena-
ghen della QM (fu Heisenberg a definitla cosi nel 1930), sostenuta inizial-
mente da Niels Bohr e Werner Heisenberg ma che fu in seguito rafforzata
dallzterpretazione probabilistica della funzione d’onda di Max Born (1882-
1970). In particolare i due studiosi estesero /interpretazione probabilistica
della funzione d'onda quantistica proposta da Max Born, secondo la fa-
mosa regola di Born, uno dei postulati della QM, per cui la densita di pro-
babilita di trovare il sistema in un dato stato, quando misurato, ¢ propor-
zionale al quadrato dell’ampiezza della funzione d’onda a quello stato.
Born e Heisenberg estesero tale principio considerando prive di signifi-
cato domande sui valoti delle grandezze di un sistema quantistico prima
che esso venga misurato, in quanto il processo di misura estrac casual-
mente uno traivaloti permessi dalla funzione d'onda che desctive lo stato

quantico del sistema (= collasso della fiunzione d'onda).

Tale interpretazione epistenzica della QM ha ricevuto una formulazione me-
glio definita a partire dagli anni ‘50 del Novecento, soprattutto grazie
a Wolfgang Pauli. A questo proposito il famoso «esperimento di pen-
sieron del gatto di Schrodinger— finché non viene “aperta la scatola” in cui il
gatto ¢ imprigionato (=effettuata un’operazione di misura) il gatto “e sia
vivo che morto™ nella scatola, e solo I'effettuazione della misura deter-
mina che ¢ “vivo ¢ morto” — contribui non poco alla divulgazione di que-


https://it.wikipedia.org/wiki/Funzione_d%27onda
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https://it.wikipedia.org/wiki/Stato_quantico
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sta interpretazione della QM, anche se spesso con qualche fraintendi-
mento.

In ogni caso, 1 punti generalmente accettati dell'interpretazione di Cope-
naghen sono 1 seguenti (Faye, 2019):

¢ La QM ¢ intrinsecamente zdeterminista.

& 1l principio di corvispondenza (espresso da Bohr nel 1920 riguardo il suo
modello di atomo). La QM riproduce i risultati della fisica classica nel
limite dell’uso di numeti quantici appropriatamente grandi. Cioe, pet
valori sufficientemente grandi delle orbite e delle energie, i calcoli
quantistici cortispondono a quelli classici.

¢ La regola di Bomn. La funzione d’onda di Schrédinger fornisce le pro-
babilita (a prioti) per i tisultati (a postetiori) delle misure tiguardo un
dato sistema.

& Complementarita. Certe proprieta di un sistema quantistico non pos-
sono essere osservate simultaneamente (p.es., p € ¢ di una particella
quantistica) per lo stesso sistema, ma richiedono differenti preparazion:
dell esperimento in laboratorio e quindi molteplici e mutualmente esclu-
sive preparazioni sperimentali sono necessatie per carattetizzare un
sistema quantistico in QM.

In particolare, (Omnes, 1994):

¢ La QM si applica a oggetti individuali perché le probabilita calcolate
usando la regola di Born non riguardano insiemi o collezioni di og-
getti (sistemi quantistici a 7-corpi).

¢ Lo strumento usato per effettuare le misurazioni deve essere de-
scritto usando la fisica classica, mentre ¢ il sistema sotto ossetvazione
che richiede il trattamento in termini quantistici.

¢ Durante un’osservazione, il sistema interagisce con lo strumento di
misura. Il che determina il collasso della fiunzione d'onda che riduce irrever-
stbilmente la funzione d'onda ad #no degli antostati del sistema (banal-
mente determina se “il gatto di Schrédinger ¢ vivo o morto”).

2 Effettivamente, in base all'interpretazione di Copenaghen, poiché la funzione d’onda

esprime la nostra conoscenza del sistema, la funzione d’onda (|morto) + |vivo))/ V2
significa che, all’atto dell’osservazione (misurazione), abbiamo il 50% di possibilita che sia
vivo ¢il 50% di possibilita che sia morto e dgpo la misurazione ¢ al 100% vivo 0 morto, non
ha nessun senso affermare che il gatto priza dellosservazione (misurazione) ¢ simultanea-
mente vivo ¢ morto. Proprio perché, in base a questa interpretazione, non esiste una realta
fisica al di la di quanto misurabile (Peres, 1993, p. 373s.).
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¢ Enunciati su misurazioni che non sono attualmente effettuate sono
privi di significato fisico. Questo in particolare contro l'interpretazione di
David Bohm (1917-1992) della QM che, per recuperare una visione
realista e determinista, faceva tiferimento alla nozione delle variabili nasco-
ste da aggiungere al formalismo matematico delle funzioni d’onda.

¢ Le funzioni d’onda sono gggettive nel senso che non dipendono dalle
convinzioni personali dellosservatore che effettua la misura, contro
un’interpretazione soggettivista della QM. Come spiega bene Heisen-
berg,
Naturalmente l'introduzione dell'osservatore non deve essere fraintesa nel
senso che un qualche tipo di caratteristiche soggettive debbano essere in-
trodotte nella desctizione della natura. L'osservatore ha, piuttosto, solo la
funzione di registrare le decisioni, cioe i processi nello spazio e nel tempo,
e non importa se l'osservatore ¢ un apparato o un essere umano. Ma la
registrazione, cio¢ la transizione dal "possibile" allattuale", ¢ assoluta-
mente necessaria qui e non puo essere omessa dall'interpretazione della
teoria quantistica (Heisenberg, 1958, p. 137).

Sempre nel medesimo libro, Heisenberg sottolinea che la QM, in quanto
basata sull'enzanglenent nega il principro di cansalita della SR in quanto, come
sappiamo, in base al principio del “cono di luce causale” per cui la causa
deve temporalmente precedere l'effetto (cfr. § 2.5.2 e Figura 2-11), biso-
gha necessatiamente supporre un prinepio di localita spazio-temporale degli
eventi.

Per questo molti studiosi pensarono etroneamente che un’interpreta-
zione a variabili nascoste fosse quella che Einstein avrebbe fatto propria
per la sua interpretazione realistica o ontica della QM in opposizione a
quella episternica di Bohr®. 11 primo a sostenete, sebbene indirettamente e
senza far riferimento esplicito a Einstein, questa tesi su un’interpretazione
realistica di Einstein della QM basata su “variabili nascoste”, fu proptio
Heisenberg in uno scritto del 1927 in cui per la prima volta criticava 4/
principio di causalitd nella interpretazione di Copenaghen della QM che egli
aveva fatta sua.

30 Fu Einstein stesso a suggerite indirettamente una connotazione di questo genere della
senza usare il termine «epistemicay» per l'interpretazione di Copenaghen della QM dicendo
che, col suo riferimento necessario all'osservatore ultimamente era una riproposta dell’em-
pirismo rappresentazionale radicale (il mondo esiste so in quanto oggetto di rappresenta-
zione) del filosofo settecentesco e vescovo George Berkeley (1685-1753), uno dei tre rap-
presentanti con Hume e Locke del’empirismo inglese post-cartesiano. Diceva testual-
mente Einstein in una lettera a Besso del 1952: “L'attuale teoria quantistica non ¢ in grado
di fornire la descrizione di uno stato reale di fatti fisici, ma solo di una conoscenza (incom-
pleta) di tali fatti. Inoltre, i concetto stesso di un vero stato fattuale ¢ escluso dai teortici
ortodossi. La situazione a cui si ¢ atrivati cortisponde quasi esattamente a quella del buon
vecchio vescovo Berkeley”. Citato in (Jammer, 1982, pp. 73-74).



Diffusione
dellinterpretazione
di Copenaghen

Suo attuale
ridimensionamento

In cosmologia la
decoerenza della
funzione d'onda
legata alle rotture di
simmetria dei campi
quantistici e non
all'operazione di
misura

Le rotture di
simmetria non
riguardano singole
particelle ma
fenomeni collettivi
non-lineari di
coerenze di fase di
sistemi a n-corpi

Necessita di
ridefinire la dualita
particella-onda in
termini di
coerenzaldecoeren
za di n campi
quantistici

212 Filosofia della Natura e della Scienza

Poiché la natura statistica della teoria quantistica ¢ cosi strettamente legata
all'incertezza in tutte le osservazioni o percezioni, si potrebbe essere tentati
di concludere che dietro il mondo statistico osservato ¢ nascosto un
mondo “reale”, in cui ¢ applicabile la legge di causalita. Vogliamo dichia-
rare esplicitamente che riteniamo che tali speculazioni siano infruttuose e
inutili. L'unico compito della fisica ¢ quello di descrivere la relazione tra le
osservazioni (Heisenberg, 1927).

Abbiamo dedicato tanto spazio all'interpretazione di Copenaghen e alla
(infruttuosa) critica di Einstein di questa interpretazione perché da un re-
cente sondaggio del 2013 l'interpretazione di Copenaghen resta la piu dif-
fusa fra i fisici (Schlosshauer, Kofler, & Zeilinger, 2013).

Nondimeno, per i recenti sviluppi della cosmologia quanto-relativista I'in-
terpretazione di Copenaghen sta subendo un forte ridimensionamento.

In cosmologia, infatti, il meccanismo della decoerenza — effettivamente le
rotture di simmetrie legate alle transizioni di fase fra campi quantistici nella
QFT — acquisisce un ruolo fondazionale e non certo kgato all interferenza
degli' strumenti di misnra, ma alle interazioni causali dei campi materiali e,
semmai, alla condizione al contorno del progtessivo raffreddamento
dell’universo, come vedremo brevemente discutendo del ruolo della QFT
e del principio di rottura di simmetria in cosmologia e quindi nella costi-
tuzione del Modello Standard delle particelle elementari e delle forze di
interazione della fisica quantistica come fisica dei campi.

Inoltre, si tratta, contrariamente all’assunto fondamentale di Bohr, di una
decoerenza non della funzione d’onda di una singola particella (o di # parti-
celle linearmente sovrapposte grazie alla linearita della funzione di
Schrédinger) ma che riguarda fenomeni collettivi di coerenza di fase di 7 par-
ticelle con i rispettivi campi materiali e di interazione (cfr. §§ 2.7.2-2.7.3,
dove ¢ la non-linearita della dinamica a 7-corpi applicata ai campi quantistici
a fornire il quadro di riferimento teorico (cfr. § 2.8).

Tutto questo portera a una ridefinizione della relazione di indeterminazione e
quindi della dualita particella-onda in termini della dualita fra cwerenza di fase @
dei campi quantistici e delle relative particelle (quant]) — dove sono le pro-
prieta collettive del sistema ad emergere come significative — e il numero 7
delle particelle (quanti) dei campi quando siamo in presenza di una decoe-
renza secondo la relazione di indeterminazione ApAn = K /2 che illu-
streremo in § 2.8.3.
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Dal punto di vista ontologico, siccome in questa interpretazione Uensangle-
ment € la non-loealita rignardano — indipendentemente dalla relazione con
strumenti di misura —le correlazioni a lnngo raggio fra campi quantistici al loro
stato fondamentale (Teorema di Goldstone), cio significa che Iinserimento
sistematico della SR nella QFT soddisfa anche al prinapio di cansalita del
cono di luce proprio della SR (§ 2.5.2). Questo con fondamentali conse-
guenze nella cosmologia quanto-relativista e, piti in generale, per la giusti-
ficazione di un’interpretazione realista del’ontologia e della epistemologia
della fisica quantistica che non sarebbe dispiaciuta ad Einstein nella sua
sfortunata polemica con Bohr (Preparata, 2023). Vi torneremo nelle Con-
dlusioni di questo capitolo (ctr. § 2.8) e pit estesamente nei Capitoli 4 ¢ 6
di questo libro.

2.6.8 La meccanica delle matrici di Heisenberg
e gli spazi di Hilbert

Finora, nel nostro resoconto sugli albori della QM e dell'interpretazione
di Copenaghen che la caratterizza ci siamo interessati di un’unica forma-
lizzazione di essa in meccanica ondulatoria legata alla funzione d’onda ¥ di
Schrédinger, in grado di rendere conto di quella che all’epoca era 'unica
evidenza sperimentale. Ciog, la modellizzazione matematico-statistica de-
gli spettri di emissione elettromagnetici dell’atomo di idrogeno H, legati ai
livelli di enetgia quantizzati dell'unico elettrone di H. Tuttavia, alla fine
degli anni 20 del XX secolo esisteva un’altra teoria che spiegava ugual-
mente bene come la mecanica ondulatoria di Schrédinger le linee spettrali
emesse dall’atomo di idrogeno, la cosiddetta meccanica delle matrici di Wer-
ner Heisenberg. Sostanzialmente, essa si legava alla possibilita di rappre-
sentare nel caleolo algebrico delle matrici pex spazi vettoriali (= algebra lineare) le
distribuzioni di probabilita sugli stati quantistici della nascente QM?3!.

Effettivamente, questa possibilita era gia stata anticipata dalla genialita di
Laplace con cui P'analisi matematica legata al Teorema del Limite Centrale
(TLC) nella forma binomsiale di I aplace (ctr. §A4.2 in Appendice
AA42A42A4.2A4.2A42A4.2) A4.2A4.2 passava dalla rappresentazione
geometrica di Newton-Leibniz a quella algebrico-matriciale di Laplace.
Tuttavia, fino alla meccanica delle matrici di Heisenberg in QM e all'unifica-
zione di Von Neumann e Dirac col formalismo della meccanica ondulatoria,
questa lettura matriciale e algebrica del calcolo in Meccanica Statistica e

31 Effettivamente, essa fu sviluppata, dopo l'iniziale lavoro di Heisenberg, in collabora-
zione con Pascual Jordan e Max Born che pubblicarono insieme con lui un fondamentale
articolo nel 1925 (Born, Heisenberg, & Jordan, 1925). Torneremo fra poco sull'interessan-
tissima storia della meccanica delle matrici di Heisenberg e sul ruolo-chiave avuto da Born
e Jordan nel suo sviluppo.



Calcolo delle matrici
e spazi vettoriali
nell'algebra lineare

Il passaggio dalla
geometria euclidea
all'algebra lineare

Gli spazi vettoriali in
algebra lineare

214 Filosofia della Natura e della Scienza

quantistica non era stata molto usata, mentre oggi ¢ diventata quella -

dard,

Intuitivamente, il cakolo delle matrici & associato alla nozione di spazio vettoriake
nell’ambito della cosiddetta algebra lineare che, come sappiamo, costituisce
il modo moderno di rappresentare la geometria, da Descartes in poi, in
particolare dopo la sua introduzione delle cwordinate nella geometria eucli-
dea. Ricordiamo i punti essenziali di questi passaggi.

& Lnnanzitutto, il passaggio dalla geometria euclidea all algebra lineare. Se nella
geometria euclidea due punti, 4, # identificano univocamente una
retta, e vettori di punti possono essere usati per definire le inclinazioni
di linee relativamente a un punto, nella geomsetria cartesiana dove 1 punti
di una linea sono identificati nei termini delle loro coordinate nume-
tiche (e/o di vettoti di coordinate numetiche nel caso di punti su un
piano), linee e piani sono rappresentati in termini di eguagioni lineari e
calcolare le loro intersezioni si riduce a tisolvere sistemi di eguazion:
linears®.

¢ Secondatiamente, & sviluppo della nozione di spazio vettoriale in algebra k-
neare. Uno spagio vettoriale pud essere definito come un insieme 1 cui
element sono wettori che possono essere sommati fra di loro e moltjpli-
cati (“scalati”) per numeti o salar;, cosi da ottenere nuovi vettori in

V.

32 Cosi in uno spazio a due dimensioni, 'equazione per le linee non-verticali ha la forma
generale y = mx + b dove ¢ I'inclinazione della linea, / & dove la linea intercetta lasse

_y e x ¢ la variabile indipendente della funzione y = (). In uno spazio a tre dimensioni, 1

plani possono avere la loro naturale rappresentazione usando punti sul piano e vettor di
punti e dunque di numeri su tre dimensioni per definirne posizione e inclinazione, ovvero
definendo un punto sul piano e un zesfore ortogonale (= vettore normak) al piano per indi-
care la sua inclinazione. Specificamente, sia T il vettore-posizione di un qualche punto
Py = (x4,¥0,2,) esian = (a, b, ¢) un vettore diverso da zero. 1l piano determinato
da questo punto e da questo vettore consiste di quei punti P, con un vettore-posizione I,
tale che il vettore disegnato da Py a P sia perpendicolare a M. Siccome due vettoti sono pet-
pendicolari se e solo se il loro prodotto scalare ¢ nullo, ne segue che il piano desiderato
puo essete descritto come linsieme di tutti i punti I tale che n* (r — ry) = 0. Espan-
dendo, otteniamo: a(x — x) + b(y — o) + ¢(z — z5) = 0 che ¢ la forma normale
dellequazione di un piano. Ma questa altro non ¢ che lequazione lineare: ax + by +
cz+dcond = —(axy + byy + ¢zp). 1l che dimostra la nostra tesi.
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Figura 2-21. Rappresentazione grafica della addizione e della moltipli-
cazione scalare di due vettori (V, W). Sopra: il vettore blu (V) & aggiunto
al vettore rosso (W) cosi da ottenere il vettore somma (V + w). Sotto:
(w) ¢ allungato di un fattore 2 (raddoppiato), cosi da ottenere il vettore
somma (V + 2w).

Questi scalati possono essere definiti su R (= “spazi vettoriali reali”) o su

C (= “spazi vettoriali complessi”), che specificano se geometricamente
b

lavoriamo su spazi con cwordinate reali o con coordinate complesse.

Pit formalmente, uno spazio vettoriale 1 su un campo sealare F di numeri
reali o complessi si definisce come un insieme non-vuoto " con le due
operazioni binarie di sonma e moltiplicazione scalare regolati da una setie di as-
siomi:

1.

Riguardo l'addizione vettoriale: associativita, (U + (v +w) =
(u+v)+w); commutativita, (U + v =v+ u); identita,
30 EeV):(v+ 0 =v) V(v € V)); inversione (V(v €
V3A(—veV):v+ (—v) =0).

Riguardo la moltiplicazione scalate: identita, (1v = v); compatibi-
lita rispetto alla moltiplicazione su campi numerici, (V(a,b €
F):a(bv) = (ab)v); distributivita della moltiplicazione scalare:
() rispetto alladdizione vettoriale, (V(a € F):a(u+v) =
(au + av)); (b) tispetto alla moltiplicazione su campi numerici,
(V(a,b € F):(a+ b)v = av + bv).

In terzo luogo, la possibilita di usare per i calcoli sui campi vettoriali
dell’algebra lineare tutta la potenza computazionale dei cakoli su ma-
ici. Per intuire questo, basta ricordare che una watrice m Xn ¢ una
tabella di m righe e # colonne generalmente di numeri definiti su un
campo numerico I, p. es., di numeti reali o complessi. In tal modo le
matrici senza ulteriori specificazioni rappresentano altrettante #zappe
linears, f, g cosi che il prodotto di due matrici cottisponde alla comgposizione
delle cottispondenti funzioni, mappe lineati g o f. Ed infatt un
qualsiasi vettore v € 1 definito sun un campo numerico (scalare) ¥
puo essere rappresentato su una matrice a una gz 1 X 7, oppure su
una matrice a una colonna n X 1.



Matrici quadrate,
determinanti e
autovalori di matrici
e spazi vettoriali

Risultati equivalenti
della meccanica
delle matrici e della
meccanica
ondulatoriain QM e
il formalismo
unificato degli spazi
di Hilbert

L'equivalenza fra i
due formalismi
esplicitato nel
simbolismo unificato
bar-ket di Dirac per
laQMela QFT

Il rapporto col
formalismo unificato
degli spazi di Hilbert
in fisica quantistica

216 Filosofia della Natura e della Scienza

A questo punto tutta una setie di trasformazioni lineari di uno spazio vet-
toriale [ su se stesso (endomorfismi nel linguaggio della TC) possono essere
rappresentate come opetrazioni su una mzatrice quadrata . X . con un nu-
mero uguale di righe e colonne, innanzitutto gli antovalor della matrice nel
formalismo di Heisenberg della QM come mzeccanica delle matrici. Gli stessi
che si possono ottenere dalla funzione di Schrédinger nel formalismo
della QM come wzeccanica ondulatoria.

Questa unificazione fra meccanica ondulatoria e meccanica delle matrici
¢ diventata tangibile universalmente con il simbolismo unificato fra le due
in QM e QFT introdotto da Dirac. In tale unificazione, il simbolismo del
calcolo matriciale su $pazi vettoriali viene esteso a quello delle fungioni d'onda
probabilistiche della meccanica ondulatoria, una volta che, grazie al lavoro di
Von Neumann mediante la nozione di spazgi vettoriali di Hilbert fu dimo-
strata la sostanziale equivalenza fra meccanica delle matrici e meccanica
ondulatotia in QM.

Infatti, nel calcolo algebrico delle matrici su spazi vettoriali — dove con [
si indica uno spazio vettoriale e con m e n vettori (sequenze) di valori
definiti su 7ighe e colonne di una matrice m X n, intuitivamente cortispon-
denti ai valori numerici (reali o complessi) definiti sulle dimensioni pet-
pendicolari di uno spazio vettoriale — puo essere tisctitto usando parentesi
lineari (bra) | x| € angolari (fe)) {x) alternate per indicate vettori di valori posti
su tighe e colonne di una matrice: (m|n).

L’unificazione col simbolismo delle funzioni d’onda Y, ¢ relativo alle
grandezze coniugate p, ¢, una volta dimostrato il sostanziale isomorfismo
fra le due rappresentazioni matriciale e ondulatoria della QM, consiste
nell’estendere alla meccanica ondulatotia il simbolismo bra-et della mec-
canica delle matrici. Generalmente nel calcolo delle matrici applicato agli
spazi vettoriali il simbolismo {(m|n) sta ad indicare un particolare stato in
questi spazi, indicato univocamente dai valori 7, 7 rispettivamente sulle
righe e sulle colonne della matrice. Nel simbolismo unificato bra-ketintro-
dotto da Dirac, lespressione (1 |¢) sta a significare la commutativita di
due funzioni d’onda di variabili coniugate della QM, inserito nel formali-
smo dei cosiddetti $pazi di Hilbert, ovvero spazi vettoriali complessi che costi-
tuiscono il formalismo-base per la rappresentazione matematico-alge-
brica dei sistemi quantistici e dinamici in generale.
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Vale dunque la pena approfondire la nozione degli spazi di Hilbert— sicu-
ramente una delle piu alte espressioni del genio matematico di ogni tempo
causa le innumerevoli implicazioni di tale nozione tutt’altro che esaurite.
Hssi, infatti, costituiscono non solo il cuore del formalismo della QM e
della QFT come intui colui che li ha per primo rigorosamente definiti, il
grande matematico John Von Neumann (1903-1957) (cfx. il suo testo-
base sul formalismo della QM: (Von Neumann, 1932)), ma possono es-
sere applicati in generale alla Meccanica Statistica anche di sistemi classici
(Landsman, 2017). Von Neumann, cosi, non ci finisce di strabiliare per il
suo genio multiforme che ha spaziato nella prima meta del 900 dai Fon-
damenti della Matematica, alla Teoria degli Insiemi, alla Logica, alla Fisica,
all’Informatica, avendoci lasciato tracce indelebili del suo genio in cia-
scuno di questi campi.

11 punto di partenza ¢, come al solito, il carattere non-commmutativo delle varia-
bili canoniche quantistiche, p e ¢, causa il principio d’indeterminazione in
QM. Questa non-commutativita sembrava precludere in linea di princi-
plo all'uso di una rappresentazione geomettrica (cinematica) della dinamica
di un sistema quantistico mediante il formalismo dello spazio degli stati
della Meccanica Classica che ¢ basato sulla commutativita delle sue di-
mensioni p e ¢ (cfr. § Al. in Appendice A). In effetti, nel suo famoso
lavoro sui fondamenti della geomettia Grundlagen der Geometrie (1899), Da-
vid Hilbert, per la prima volta nella storia del pensiero, aveva fornito una
versione assiomatica completa della geomzetria enclidea. 1n tale contesto,
aveva dimostrato anche che gli spazi geometrici sono essenzialmente za-
rzetd commmtative (Hilbert, 1899). Dove con «vatietar si intende uno spagio
topologico che puo assumere — cambiando gli assiomi che lo definiscono —
diverse proprieta geometriche (p.es., quelle di uno spazio curvo, invece
che quelle di uno spazio piano euclideo).

Tuttavia, Hilbert stesso suggeri in seguito la soluzione del problema per il
nascente formalismo della fisica quantistica con 1 suoi successivi lavori
sull analisi funzionale. Con essa egli introdusse la nozione di spazi enclides in-
[frnito-dimensionali applicati da Hilbert medesimo alla sua ultetiore scoperta
della zeoria spettrale nell'algebra delle matrici per spazi vettoriali infinito-di-
mensionali, gli spazi di Hilbers, appunto (Hilbert, 1902)%.

33 La feoria spettrale in algebra lineare, si basa sul cosiddetto zeorema spettrale formulato da Hilbert
per la prima volta per spazi infinito-dimensionali. Si tratta di un risultato che specifica
quando un operatore lineate o matrice puo essete diagonalizzato (ovvero rapptesentato
come una matrice diagonale su una qualche base), cosi da semplificare notevolmente i
calcoli. Il concetto di diagonalizzazione di una matrice puo essere eccezionalmente sem-
plice quando si tratta di operatorti che agiscono su spazi vettoriali finito-dimensionali, men-
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Poiché gli spettri geometrici astratti di Hilbert si applicano inaspettata-
mente molto bene anche allo studio degli spettti atomici osservati dell'a-
tomo di idrogeno, questo portd Werner Heisenberg alla formulazione
della QM come mseccanica delle matrici nel 1925. Un’idea iniziale che fu nello
stesso anno perfezionata grazie al contributo di altri due eminent fisici
dellepoca, Max Botn e Pasqual Jordan (cfr. (Heisenberg, 1925; Born &
Jordan, 1925; Born, Heisenberg, & Jordan, 1925)).

Sostanzialmente il ragionamento di Heisenberg era il seguente. Quando
prendiamo una particella classica che orbita attorno ad un qualche centro
di massa come un elettrone attorno al nucleo (protone) di un atomo di
idrogeno e la facciamo interagire con una qualche forma di radiazione
clettromagnetica, essa emettera a sua volta radiazione sotto forma di un
pattern ondulatorio che si ripetera regolarmente per ogni petiodo dell’or-
bita. Essendo percio la funzione X (t) che mi da la posizione x della par-
ticella periodica di petiodo T, la sua FT analitica avra frequenze solo della
forma 2nn/T. Quindi:

X(t) — 20_000 e2mint/T X,

Dove 7 ¢ T'unita immaginaria e i coefficienti X;, della FT sono numeri
complessi. Ovvero quelli con frequenze negative devono essere corningati
complessi* di quelli con frequenze positive cosicché X (t) sara sempre reale
dato che le parti immaginarie del coniugato complesso di un numero
complesso si annullano (cfr. nota 34).

tre richiede ulteriore lavoro per applicarli su spazi infinito-dimensionali. Lavoro fatto per
la prima volta da Hilbert che dimostro sotto quali condizioni, anche nel caso infinito-di-
mensionale per sistemi lineari di equazioni, si puo ottenere la rappresentazione di un ope-
ratore come somma di operatori pitt semplici (cfr. per una presentazione storico teoretica
della teoria spettrale in algebra, prima e dopo Hilbert (Steen, 2011) e Appendice C.

3411 coniugato complesso di un numero complesso ¢ un altro numero complesso con
parte reale identica e parte immaginaria uguale in grandezza ma opposta nel segno. Cioe
se a e b sono numeti reali, il coniugato complesso di @ + b; ¢ a — b;. Geometticamente,
il coniugato complesso di un numero complesso z ¢ indicato con Z (dai matematici) op-
pute con z* (dai fisici), essendo geometricamente il tisultato della tiflessione di g lungo
Passe reale.
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Figura 2-22. Rappresentazione geometrica di numero complesso z e del
suo coniugato nel pano complesso. Il coniugato complesso z* corti-
sponde alla riflessione di zlungo P’asse reale3 .

Ora una particella quantistica non emettera radiazione in forma continua
ma guantizzata (fotoni). Supponendo che una particella parta dall’'orbitale
7 ed emetta un fotone, allora finira nell’orbitale 7, Penergia del fotone ¢
E,—E, , con frequenza (E, —E,/h) e quindi E, —E, =
h(n-m)

T

Poiché per definizione Xy, ha solo frequenze (E,, — E;, /h) lasuaevo-
luzione nel tempo ¢ data semplicemente da:

X (8) = 2T En=Emt/X,  (0) = e!En=Em)t/hy, , (0)

11 passaggio alla meccanica delle matrici dipende dal seguente ragiona-
mento di Heisenberg, Dati due insiemi di valoti X, P che descti-
vono sequenze (vettori) di valori di posizioni e quantita di moto delle no-
stre particelle, posti sulle righe e colonne di una matrice, e che quindi oscil-
lano anch’essi con una data frequenza, essi potrebbero essete combinati
insieme seguendo semplicemente Fourier. Infatti, poiché i coefficienti del
prodotto di due quantita ¢ dato dalla convoluzione dei coefficienti di Fou-
rier di ciascuna separatamente, la loro cortispondenza con le setie di Fou-
rier consenti a Heisenberg di dedurre la regola con cui possono essere
moltiplicati: (XP)mn = Xk=0 Xmk Prn-

Fu Born a far notare ad Heisenberg che la regola da lui trovata ¢ sempli-
cemente la legge della moltiplicazione fra matrici. Cio significa che la quantita
di moto, la posizione, 'energia e gli altri osservabili in QM devono essere
interpretati come zatrici. Allo stesso tempo, poiché le frequenze nell’equa-
zione quantistica del moto non sono tutte multiple di una stessa fre-
quenza, cio significa che gli elementi della matrice non possono essete
definiti come coefficienti di Fourier di un’unica traiettotia classica ben de-

35 Da Oleg Alexandrov, Complex conjugate picture - Complex conjugate - Wikipedia.


https://en.wikipedia.org/wiki/Complex_conjugate#/media/File:Complex_conjugate_picture.svg
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finita, ma come una “nube” probabilistica di posizioni entro un volume
definito, quello dato dalla relazione di indeterminazione.

Quindi, la meccanica delle matrici lavora sulla supposizione che tutti gli
osservabili sono dati da matrici i cui elementi sono indicizzati da diversi
livelli discrett di energia. Tuttavia, causa il principio di indeterminazione, i
prodotti delle due matrici non commutano: XP # PX, cioc XP —
PX # 0. Di qui la formulazione del principio di indeterminazione nella mecca-
nica delle matyici:

Zk(XnkPkm - nkam) = ihdpm

Dove 6 ¢ la cosiddetta delta di Kronecker %. 1.’equazione (15) significa che
non vi sono stati che hanno simultaneamente una posizione e una quan-
tita di moto definite. O, analogamente, che ¢ impossibile determinare si-
multaneamente e con indefinita precisione posizione X ed energia E di
un elettrone in un atomo, coerentemente al principio d’indeterminazione.

(15

Draltra parte le matrici di Heisenberg hanno una proptieta che ¢ alla base
della fondamentale definizione di relazione canonica di commmtazione (Canoni-
cal Commmtation Relation, CCR) e di prodotto interno (cfr. nota 79) in uno spa-
zio di Hilbert che giocano un ruolo fondamentale nel formalismo della
QM e della QFT, come vedremo subito.

Tuttavia, la dimostrazione matematica dell’equivalenza delle due forma-
lizzazioni della QM in termini di meccanica delle matrici e della meccanica
ondulatotia — grazie allintroduzione ad opera di Born nella meccanica
delle matrici di Heisenberg dell’operatore unitario, come illustrato in Appen-
dice C — fu ottenuta da John Von Neumann, all'epoca assistente di Hil-
bert a Gottinga. E questo lo porto a scrivere nel 1932 il suo famoso libro
sui fondamenti del formalismo matematico della QM (Von Neumann,
1932) che resta a tutt’oggl il punto di partenza di qualsiasi esposizione
della QM.

36 Si tratta di una funzione a due variabili definita sugli interi non-negativi e che si usa nel
calcolo delle matrici. Essa assume valore 1 se le vatiabili sono uguali, 0 altrimenti:
Osei#j

ij {1 sei= ] . P.CS., 61’2 = 0, 54'4 =1.
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Come abbiamo visto, la chiave teorica di questa equivalenza fra la mecca-
nica delle matrici di Heisenberg e quella ondulatoria di Schrddinger ¢ stata
l'introduzione nel formalismo delle matrici di Heisenberg da parte di Born
del vettore di stato quantistico |) e quindi di una condizione di writarieta
(la matrice unitaria e %) rendendo cosi equazione di Heisenberg indjpen-
dente dal tempo. Essa cioé non € pit un’eguazione di campo il che significa,
matematicamente, far perdere alle sue matrici la caratteristica fondamen-
tale di una matrice hermitiana. Cioe, quella di avere valoti sewpre definiti sui
reali. In altri termini, imponendo la condizione di unitarieta, “condan-
niamo” il calcolo delle matrici di Heisenberg a rappresentare transizioni
di stato di #n unico sistema quantistico, proptio come le funzioni d’onda di

Schrédinger.

Infatti, mediante la rotazione della base unitatia possiamo date 7 rappre-
sentazioni (effettivamente # spagi di Hilber)) unitariamente equivalenti dello
stesso sistema quantistico in QM. 11 che ¢ esattamente Penunciato del fon-
damentale Teorema di Stone-1on Neumann in QM (Stone, 1930; 1932; Von
Neumann, 1930; 1932) che ¢ il cuore del formalismo della QM proposto
da Von Neumann stesso nel suo libro, in quanto basato su una particolare
versione della nozione di spazio vettoriale di Hilberf’?, come, appunto, for-
malismo unificato fra meccanica delle matrici e meccanica ondulatoria.

In questo formalismo, gli stati di un sistema di Meccanica Quantistica
sono definiti come zertori di un determinato spazio euclideo, lo spazio di
Hilbert, appunto, gli osservabili quantistici, p, x, sono gli gperatori hermitiani
del prodotto interno (ctr. nota 79) che carattetizza questo spazio, le simmetrie
del sistema sono gperatori unitari su questo spazio e le misurazioni possono
essere rappresentate come prozegioni orfogonali su una base di vettori. Intui-
tivamente, rappresentate come le proiezioni di un vettore su una base fi-
nita di dimensioni ortogonali fra di loro che, nel caso in cui sia definita
una metrica unitaria, come ¢ il caso del formalismo della QM, ¢ definita
come la base ortonormale di uno spazio di Hilbert finito-dimensionale. Dove
vale la pena ricordare che siccome abbiamo sempre e comunque a che
fare in quantistica con spagi di probabilita, tali dimensioni altro non sono
che i grad di liberta del suddetto spazio (cfr. § A4.3 in Appendice A).

37 Generalmente, uno spazio di Hilbert si definisce come «uno spazio vettotiale reale o
complesso dotato di un prodotto interno che definisce una funzione-distanza, per cui lo
spazio ¢ uno spazio metrico completo.

38 Effettivamente, operatori (mappe) suriettivi (“molti ad uno”) che preservano il prodotto
interno.
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Siccome il concetto di operatore unitario puo essere usato anche per de-
finire isomorfismi fra spazi di Hilbert, un’altra proprieta fondamentale degli
spazi di Hilbert della QM e che ogni spazio di Hilbert ' definito sui coz-
Plessi, 1 cui vettori rappresentano gli stati di un sistema quantistico ¢ dual-
mente isomorfo con lo spazio di Hilbert ™ dei suoi operatoti hermitiani .4*
di posizione e di enetgia, cioe H = H ™. Essi, restituendoci sempre € co-
munque valori reali come quelli che st ottengono dalle misure (probabilisti-
che) effettivamente realizzate sono — ticordiamocelo sempre! — g unici
osservabili in QM.

Per i nostti scopi sistematici, ¢ evidente che, con la meccanica delle matrici
di Heisenberg e gli spazi di Hilbert che ne conseguono, il formalismo
dellalgebra degli operatori ha assunto una rilevanza fondamentale in QM e in
fisica e con essa il metalinguaggio della TC, come abbiamo anticipato fin
dallinizio di questo lavoro (cfr. (Landsman, 2017) per una dimostra-
zione). Una rilevanza ulteriormente accentuata dal fatto che aampi (non le
funzioni d’onda) e operatori sui aazpi sono gli oggetti fondamentali della
QFT come Weinberg gia ci ha ricordato (Weinberg, 2002).

L'altra fondamentale conseguenza che l'introduzione degli spazi di Hil-
bert nel formalismo della fisica quantistica ¢ che essi evidenziano la solu-
zione del problema di rendere commutative le variabili canoniche p, x di un
sistema quantistico — che per il principio d’indeterminazione non com-
mutano — e dunque la possibilita di rappresentare la sua dinamica me-
diante il formalismo tipico della Meccanica Classica, lo spazio degli stati
(cfr. § Al. in Appendice A). Esso, nel caso della QM sara wno spazio ver-
toriale di Hilbert definito sui numeri complessi con cui definire le aspetzative
probabilistiche con le quali trovare gli osservabili di un sistema quantistico in
un determinato stato.

In effetti, la possibilita di utilizzare spazi vettoriali di Hilbert che soddi-
sfino la condizione di commutativita in QM, dipende dal fatto che la fun-
zione d'onda (gaussiana) f/di ogni vatiabile canonica, X 0 p, in QM cor-
mmta con 1a trasformata di Fonrier della funzione d'onda (gaussiana) dell'altra
variabile canonica, Py 0 Xp, rispettivamente. Di qui deriva la nozione
fondamentale in fisica quantistica della relazione di commmtazione canonica (Ca-
nonical Commmitation Relation, CCR), cioe la relazione

[%,5,] = iR 1 (16)

Fra Poperatore di posizione X, I'operatore della quantita di moto p,. nella
direzione di moto di x di una particella puntiforme in una dimensione,
dove [x, py] = xpy — Pyx ¢ il commutatore di X € p,, i ¢ Punita im-
maginaria, it ¢ la costante di Planck nommalizzata sulla circonferenza trigo-
nomettica perché posta in relazione a delle frequenze: h/2T e, infine, 1
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¢ l'operatore unitario di Born. Invece, nella Meccanica Classica il commu-
tatore sarebbe mullo e quindi {x,p} = 1 perché le variabili canoniche
commutano senza residui legat all’A di Planck.

Da quanto illustrato in Appendice C discutendo della meccanica delle
matrici di Heisenberg con 'aggiunta dell’'operatore unitario di Born, ¢ evi-
dente che questa versione della CCR per la QM viene fatta giustamente
risalire allarticolo congiunto di Born, Heisenberg, Jordan (Born,
Heisenberg, & Jordan, 1925) che definirono in quel contesto la «condi-
zione quantistica» (cfr. Eq. (16)). Anche se solo nel formalismo di Von
Neumann basato sugli spazi di Hilbert acquista piena evidenza 'equiva-
lenza con la meccanica ondulatoria di Schrdinger.

Infine, a causa del principio di sovrapposizione in QM, mentre uno stato puro
riguardante la funzione d'onda statistica di una singola particella corti-
sponde a un raggio nello spazio di Hilbert, un zetfore nello spazio di Hilbert
cotrisponde allo stato quantistico come soprapposizione di diverse funzioni
d'onda. Cioe, cottisponde a uno stafo mists, tispetto a molte particelle anche
di tipo diverso sorapposte nello stesso stato quantistico e che sono comun-
que indistinguibili a causa del principio di indeterminazione.

Fin da adesso, comunque, anticipiamo che I'evidenza feorica ¢ sperimentale
di quante e quali siano le particelle sovrapposte ¢ data dal valore de//energia
totale associato a quello stato quantistico, algebricamente corrispondente
al coprodotti delle algebre di Hopfnei calcoli sui reticoli di numeri quantici della
QM o della QFT (cfr. § 2.8.4 ¢ Figura 2-34).

Come sappiamo, la sovrapposizione guantistica € un principio fondamentale
della QM che non ha corrispondenza nella Meccanica Classica e che si
basa sulla /nearita dellequazione di Schrédinger. Afferma che due o piun
statl quantistici, in quanto rappresentati da funzioni d'onda statistiche,
possono essere «sommati» 0 Y—sovrapposti in modo da ottenere un altro
stato quantistico valido. E, al contrario, ogni stato quantistico puo essete
rappresentato come una somma di due o piu stati quantistici distinti. Ov-
viamente, si tratta di un’altra conseguenza delle interferenze «costruttive»
o «distruttive» tra due o pit forme d'onda della QM che tivelano il com-
portamento ondulatorio degli oggetti quantistici e che avevamo introdotto
discutendo I'esperimento-base della “doppia fessura” in QM. Matemati-
camente, ripeto, il principio di sovrapposizione ¢ una conseguenza della
linearita dell'equazione di Schrodinger e della meccanica delle matrici di
Heisenberg, per la quale ogni combinazione lineare (somma) di soluzioni
di equazioni lineari sara anch’essa una soluzione.
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In ogni caso, per introdurte il principio di sovrapposizione nella QM, ab-
biamo bisogno di estendere il formalismo di 1/on Neumann riguardo gli spazi
di Hilbert che in tale formalismo sono concepiti pet rappresentare cia-
scuno lo spazio degli stati di w2’ unica particella quantistica (Von Neumann,
1932).

2.6.9 Il formalismo degli spazi di Fock e il
principio di sovrapposizione

11 principio di sovrapposizione ¢ stato originariamente suggetito da Paul
Dirac per estendere il formalismo QM per modellare il comportamento
quantistico non solo di singole particelle, ma anche di molte particelle che
“occupano” lo stesso stato quantistico, in modo da determinare una sotta
di spostamento ontologico nella fisica quantistica dal considerare le particelle
come oggetti fondamentali, al considetate 7 camgpi oscillanti, f (X, t) ciog,
diverse distribuzioni spaziali # variabili nel tempo #di IN particelle come
oggetto fondamentale di indagine.

In questo quadro, le “particelle” devono essere considerate come guarnf
dei rispettivi campi oscillanti, come i fotoni sono quanti dei campi elettro-
magnetici. Lo stesso Dirac ha suggetito il nome di Seconda Quantizzazione
(SQ) a questo approccio alla QM (Dirac, 1958), perché, nel caso di sistemi
non relativistici in cui il numero di particelle ¢ fisso e finits, ma troppo
grande per usare la funzione d'onda di Schrodinger, fornisce un'alterna-
tiva formale per i calcoli in QM — effettivamente, in questo senso lo SQ ¢
un «algotitmow. Nel caso della QM, infatti, 'approccio ¢ immediatamente
compatibile con # numero finito dei gradi di liberta della distribuzione di pro-
babilita (spazio di Hilbert) dipendente dal Teorema di Stone Von-Neu-
mann per la QM appena richiamato.

Tuttavia, quando inseriamo i campi quantistici nel contesto della SR,
quando passiamo cioe nel regno della #oria quantistica relativistica dei campi
(QFT), esiste il problema che il numero dei gradi di liberta del sistema non
puo essere considerato piu finito, ma #(de)finito, e quindi richiede soluzioni
diverse per questo problema. Infatti, quella di Dirac della SQ ¢ di per sé
insufficiente perché non vale pit la condizione di unitarieta, se non sozo
1potesi molto forti, come vedremo subito.

Per 1 nostri obiettivi, seguendo la ricostruzione dell’approccio della SQ
applicato sia alla QM che alla QFT (Becchi, 2010), ¢ importante conside-
rare due nmovi concetti introdotti di conseguenza da Dirac nel formalismo
generale di QM e QFT e che, come tali, hanno un significato generale
nella fisica quantistica ben oltre approccio della SQ. In effetti, Dirac svi-
luppo la costruzione di SQ originariamente per il trattamento della so-
vrapposizione tra un numero finito di besor identici (fotoni), fin dai suoi
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primi lavoti nel 1927 sull'emissione e 'assorbimento della radiazione elet-
tromagnetica dall’atomo diidrogeno (Dirac, 1958), costruzione poi estesa
ai fermioni (elettroni) da un successivo lavoro di Pascual Jordan e Eugene
Wigner nel 1928. (Jordan & Wigner, 1928).

I due nuovi concetti introdotti, usando l'ulteriore contributo del matema-
tico russo Vladimir Fock (1898-1974) alla loro formalizzazione matema-
tica (Fock, 1932), sono:

¢ 1o spazio di Fock, inteso come un particolare tipo di spazio di Hilbert
generato dal prodotto tensoriale di diversi spazi di Hilbert “a una par-
ticella” per soddisfare il principio di sovrapposizione a 7 particelle.
Tale estensione introduce per la prima volta la nozione di soto guan-
tistico (Quantum V acunm, QV) come stato dello spazio di Fock occu-
pato da O-particelle.

& Gli operatori duali creazione-annichilazione che agiscono sullo spazio di
Fock. Essi sono generalmente indicati come, tispettivamente 4, At
In effetti, questi operatoti non agiscono direttamente sullo stato di
un unico spazio di Hilbert H a N-particelle (bosoni /o fermioni)
ma per usarli correttamente abbiamo bisogno di estendere lo spazio
degli stati (Hilbett) da H a H, S(N)— dove l'indice N ¢ il numero degli
spazi di Hilbert “a una particella” necessati e il pedice .§ indica il tipo
di simmetria (bosonica o fermionica) che l'algebra deve soddisfare
(vedi sotto). Ovvero, dobbiamo passare alla somma diretta di [N spazi
degli stati (di Fock), ognuno dei quali, a sua volta, ¢ il prodotto ten-
soriale di [N spazi di Hilbert a singola particella - in modo da costituite
uno spazio di Fock F(H) per N patticelle. Intuitivamente, pos-
siamo considerare lo spazio di Fock come un “libro”, le cui “pagine”
sono “stati di Fock”, cioe spazi di Hilbert, ognuno dei quali ¢ un pro-
dotto tensoriale® di N spazi di Hilbert a una particella.

31 prodotto sensoriale algebtico VQW  tra due spazi vettoriali I”e I definiti sullo stesso
campo numetrico, & esso stesso uno spazio vettotiale, dotato dell'operazione di composizione
bilineare @. Ovvero, di una mappa da coppie ordinate nel prodotto cartesiano V' X W a
VRW:V XxW = VW, in modo da generalizzare ai tensoti il cosiddetto prodotto
esterno di una matrice. Una «mappa bilineare» ¢ una funzione che combina elementi di due
spazi vettoriali per produtre elementi di un terzo spazio vettoriale, ed ¢ lineare in entrambi
i suoi argomenti (bilineare). Invece, il «prodotto esterno» di due vettori di dimensioni 7 e
m ¢ una matrice 1 X M. Nel caso di due tensori, il prodotto esterno ¢ un altro tensore.
Una proprieta fondamentale dei prodotti tensoriali tra spazi vettoriali a dimensione finita
¢ che lo spazio vettoriale risultante ha dimensioni uguali al prodotto delle dimensioni dei
due fattori: dim(V@W) = dim V x dim W. Questo distingue il prodotto tensoriale dallo
spazio vettotiale @ somma diretfa, la cui dimensione ¢ la somma delle dimensioni delle due
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In effett, l'intuizione otiginale dietro I'approccio di Dirac dell'algotitmo
SQ in QM ¢ la stretta relazione esistente tra un sistema quantistico com-
posto e il prodotto tensoriale (ctr. nota 39) dei relativi spazi di Hilbert (Dirac,
1958). In altre parole, «lo spazio degli statt di un insieme di sistemi (legati
dal principio di sovrapposizione) ¢ identificato con il prodotto tensoriale
degli spazi degli stati di ciascun sistema» (Becchi, 2010).

A questo punto, sempre seguendo (Becchi, 2010), possiamo definire in-
formalmente la nozione di «spazio di Fock» come la «somma» di un in-
sieme di spazi di Hilbert che rappresentano stati quantistici a O-particelle,
stati a 1-particella, stati a 2-particelle e cosi via. Percio — utilizzando il sim-
bolismo bra-ket della matrice di Dirac per denotate la funzione d'onda di
uno stato quantistico |YP)— l'algotitmo SQ per N-particelle sovrapposte
identiche funziona nel modo seguente.

Partiamo dallo stato di 1-particella, applichiamo 'gperatore di annichilazione
¢ otteniamo lo stato di O-particella ovvero lo stato di vt quantistico (QV)
denotato come |0). Poi applichiamo una volta, due, tre volte..., N-volte
Loperatore di creazione, e otteniamo di nuovo lo stato di 1-particella, e quindi
di 2-particelle, 3-particelle, ..., N-particell, denotati rispettiva-
mente,|1), |2),|3), ..., |N), dove N denota il mumero di occupazione delle
particelle di (ovvero quante particelle occupano) ciascuno stato dello spa-
zio di Fock risultante.

Su questa base - date le definizioni di «prodotto tensoriale» @ e di
«somma ditetta» € tra spazi vettotiali date nella nota 39 — possiamo dare
una caratterizzazione piti formale dello spazio di Fock F (') come somma
ditetta dei prodotti tensoriali di IN copie di spazi di Hilbert H a singola
particella. Cioe:

Fy () = HOBHD ©F, HD,

somme: dim(V@®W) = dim V + dim W. Proprio come — per fare un altro esempio
dell'operazione di somma diretta in algebra che conosciamo molto bene anche senza de-
finitla — il prano cartesiano (bidimensionale) ¢ una somma diretta ROR, dove R sono le coor-
dinate del piano cartesiano definite sui numeti reali.
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dove: @5, H{V = (S,(HOH))D(S,(HOHRH)) ..
17

Come vediamo nella formula, il numero degli spazi di Hilbert che com-
pongono lo spazio di Fock per rappresentare stati quantistici sovrapposti
puo andare, in linea di principio, a//infinits, sottraendo con questa suppo-
sizione un valore algotitmico alla costruzione SQ di Dirac, visto che for-
malmente un algoritmo ¢ per definizione un’operazione per sistemi a stz
fonits. Tuttavia, come dimostra il Teorema di Haag (Haag, 1955), questo ¢
vero nella QFT relativistica dove dz per s¢ non vale il Teorema di Stone-Von
Neumann che limita le rappresentazioni (spazi di Hilbert) ad # solo sistena
quantistico (cfr. la condizione di unitatieta imposta da Born alle matrici di
Heisenberg) e quindi a un numero comunque finito di rappresentazioni
(spazi di Hilbert) unitariamente equivalenti. Viceversa, in QM, dove il
Teorema di Stone-Von Neumann vale automaticamente, il carattere al-
goritmico matematico-astratto e senza un significato fisico preciso resta,
e questo porta molti fisici quantistici senza competenze teoriche di alto
livello a considerare anche il QV e il Teorema di Haag costrutti matema-
tici utili per i calcoli, ma senza un preciso significato fisico.

Inoltre, nella formula (17) che definisce la nozione di spazio di Fock,
svolge un ruolo fondamentale I'operatore S,,. La sua funzione ¢ rendere
simmetvico o antisimmetrico 1l tensore, a seconda che lo spazio di Hilbert rap-
presenti N particelle obbedient, o alla statistica bosonica (v = +) oppure
Sermiionica (v = —). Infatti, come sappiamo (Cft. § 2.6.4) il principio di esclu-
sione di Panli nella QM afferma che due o piv fermioni identici non possono
occupate lo stesso stato quantistico contensporaneanmente. E questo ¢ garan-
tito dal carattere gpposto del numero quantistico di spin semintero (con
probabilita 0.5) dei fermioni o «quant dei campi materiali» e che dunque
soddisfano una relazione asimmetrica, (& 1/2) per i fermioni. Questa
asimmetria ¢ alla base del fatto che nello stato di sovrapposizione i fermzioni
allo stato fondamentale del sistema cui appartengono si distribuiscono a cop-
pie con spin opposto su livelli distinti di energia e quindi soddisfano la
statistica di Fermi-Dirag, da cui il termine «fermione». Per intenderci, va ti-
cordata la distribuzione “a scaffali” di diversa altezza dello stato fonda-
mentale di energia di un sistema di Meccanica Statistica “al di 12~ della
soglia stocastica di Boltzmann (quindi in QM) ricordato in § 2.3.2.

Viceversa, 1 bosoni che sono « quanti dei campi di interazione» delle tre
forze fondamentali quantistiche, hanno spin intero, soddisfano dunque
una relazione sizmetrica, e percio allo stato fondamentale un qualsiasi nu-
mero di bosoni st distribuiscono su #z unico stato sovrapposto di energia minima
allo stato fondamentale, soddisfacendo cosi la statistica di Bose-Einstein, da
cui il nome «bosoni».
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Una formulazione piu rigorosa della medesima idea che si applica diretta-
mente alla spiegazione del simbolo S, in Eq. (17) ¢ la seguente. La fun-
zione d’onda totale ¢ antisimmetrica (cioe, cambia di segno) se le particelle
sovrapposte sono fermioni. Invece il segno rimane lo stesso se sono bo-
soni e quindi la funzione d’onda totale ¢ simmetrica. Per questo si dice che
1 fermioni soddisfano zsiewsi di relazioni canoniche anti-conmmtative (Canonical
Awnti-commutation Relations, CARs), mentre 1 bosoni soddistano zsieni di re-
lazioni canoniche commmtative (Canonical Conmumtation Relations CCRs).

2.7 Teoria quantistica dei campi e il
Modello Standard delle particelle
elementari

2.7.1 L’interpretazione di Dirac della Teoria
Quantistica dei Campi

Quando passiamo alla QFT relativistica, quando cio¢ consideriamo
quanti di campi matetiali (particelle, fermioni) e d’interazione (bosoni di
gauge delle tre forze quantistiche fondamentali) che si propagano con ve-
locita che si approssima a ¢o nel caso di bosoni senza massa (p.es., fotoni)
uguale a ¢ la situazione cambia profondamente, perché la supposizione
di unitarieta equivalente delle rappresentazioni (spazi di Hilbert) di un si-
stema quantistico e quindi I'interpretazione della SQ di Dirac in QFT non
puo essere accettata cosi direttamente come nel caso delle sovrapposi-
zioni in QM.

Si deve in particolare al contributo di uno dei massimi fisici teorici del
nostro tempo, il Premio Nobel S. Weinberg che gia conosciamo, in un
suo magistrale testo sulla QFT (Weinberg, 2002) I'evidenziazione che la
piena riconciliazione fra la SR e la fisica quantistica non puo basarsi
sull’equazione di Dirac, sebbene sia in sé relativistica. Infatti, ogni possi-
bile applicazione della SR alla quantistica implica che il #umsero delle particelle
non sia fissato e, sottolinea Weinberg, cid implica che 'oggetto proprio della
QFT, differentemente dalla QM non siano le funzioni donda ma i campi e
gli gperatori relativi che agiscono sugli spazi di Hilbert. E tutto questo ci
riporta agli operatori di creazione/annihilazione sul QV che abbiamo ap-
pena visto.
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Infatt, in QFT, da un lato, lo spazio di Fock con la sua “scomposizione”
(una sorta di fattorizzazione usando prodotti tensortiali) in un insieme di
spazi di Hilbert componenti, acquistano un preciso significato fisico. In-
fatti, lo stato di QV |0) viene a cotrispondete allo stato fondamentale (enet-
gla minima) dei campi quantistici del sistema considerato. In questo
modo, la costruzione SQ di Dirac perde in una QFT pienamente relativi-
stica il suo sapore puramente algoritmico per acquisire un preciso sezso
fisico. D'altra parte, come sottolinea lo stesso Catlo Matia Becchi nella sua
ricostruzione divulgativa del formalismo SQ a cui ci riferiamo qui (Becchi,
2010), in QFT ci troviamo sistematicamente di fronte al problema degli
infiniti gradi di liberta che lo spazio di probabilita assume, perché, per usare
le parole di Becchi in QFT relativistica, “le particelle sono prodotte e as-
sotbite”, cioé continuamente “create” e “annichilate” da/nel QV usando
il formalismo degli operatoti ¢i creazione/annihilazione di particelle
da/nel |0) in uno spazio di Fock prima illustrato.

Per rendercene conto, si pensi al fenomeno illustrato precedentemente in
forma intuitiva nella Figura 2-12 in § 2.5.2, dell’ ammento relativistico della
massa delle particelle elementari per velocita prossime a ¢ quando abbiamo
introdotto I'estensione alla teoria dei campi quantistici (QFT) dei principi
della SR, in particolare dell’ equivalenza relativistica E = mc?.

In termini piti formali, tutto cio significa che non possiamo supporre che
il teorema di Stone-Von Neumann della QM valga anche nella QFT re-
lativistica usando l'ipotest della SQ della QM senza ulteriori jpotesi agginntive.
Questa affermazione ¢ il nucleo del cosiddetto Teorema di Haag (Haag,
1955) che afterma lesistenza di infiniti gradi di liberta, o piu precisamente,
Pesistenza di snfinite rappresentazioni unitarie inequivalenti nella modellizza-
zione dei sistemi quantistici nella QFT relativistica. In sintesi, se usiamo la
condizione di unitarieta e il Teorema di Stone-Von Neumann stiamo
considerando un sistema di QFT 7 #na sola fase e quindi ci stiamo preclu-
dendo la possibilita di rappresentare il sistema sotto molteplici #ansizion:
fase essendo per definizione una transizione di fase legata al camzbio di metrica
e quindi al decadere della condizione di unitarieta. F questo il senso fisico
profondo del Teorema di Haag delle infinite rappresentazioni unitaria-
mente nequivalent; in QFT che richiede, come vedremo, il passaggio da
una QFT basata sulla statistica di Dirac, a quella di una QFT basata sulla
statistica di Bogoliubov (cft. § 2.8.2), come lo stessi Becchi afferma al ter-
mine del suo saggio sulla SQ (Becchi, 2010).
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In ogni caso, la (parziale) soluzione proposta in primo luogo dallo stesso
Dirac (Dirac, 1958) al problema sollevato da Haag, poi sviluppata nei cin-
quant’anni seguenti per mantenere comundque linterpretazione della SQ
anche nella QFT relativistica (Zuber & ltzykson, 1980) e sintetizzata in
(Becchi, 2010), ¢ quella di modellare i sistemi QFT' come Zberamente oscil-
lanti nel vuoto in modo da potetli interpretare come  sistemi 7oz interagenti
(cioe sistemi energeticamente chiusi).

Piu semplicemente, mentre un sistema quantistico in QM puo essere in-
terpretato come un unico oscillatore armonico quantistico che oscilla nel vuoto
secondo P'equazione di Schrédinger, nella QFT relativistica abbiamo a
che fare con sistemi quantistici a 7-crpi che pero la QFT nella modelliz-
zazione della SQ di Dirac interpreta come #-oscillatori quantistici che oscil-
lano nel vuoto cui I'equazione di Schrédinger non si applica causa Iintrin-
seca non-linearita dei sistemi dinamici interagenti a 7-corpi sia in fisica classica
(Poincaré: cfr. § 2.4.2) che in fisica quantistica (cfr. § 2.8.1).

Lipotesi di Dirac della SQ che assimila un sistema di QFT a #-corpi (dove
cio¢ non vale la linearita del principio di sovrapposizione) come #-oscillatori
quantistici non-interagenti perché oscillano nel vuoto, rende possibile interpretare
anche i sistemi QFT a #-conpi nel quadro standard della Meccarnica Statistica
di sistemi che sono in equilibrio nella condizione asintotica (limite infinito)*. Cio
significa, nel complesso, la possibilita di applicare anche in QFT' (come in
QM) i metodi perturbativi della Meccanica Statistica per modellare le intera-
zioni di campo, avendo “tagliato” tutte le interazioni indesiderate, in
modo da garantire che possiamo sempte usate la rappresentazione Hamilto-
niana canonica — che vale solo per 1 sistemi dinamici chinsi — anche per la
dinamica dei sistemi QFT a n-conpi per definire la loro energia totale.

40 Intuitivamente, questa soluzione fu proposta per la prima volta nella Méuanigue Celeste di
Laplace per risolvere il problema dell’applicabilita dell’equazione gravitazionale di Newton
anche nel caso di un’interazione fra pitt di due corpi celesti che renderebbe 'equazione
non integrabile, perché la soluzione all’equilibrio non ¢ piu praticabile. Infatt, la linearita e
quindi Pintegrabilita dell’equazione di Newton ¢ legata al fatto che nell’equazione si calcola
Pinterazione gravitazionale a due corpi, fra quello di massa maggiore e quello di massa
minore. Nel caso del sistema solare, si calcola cosi Iinterazione di ciascun pianeta col sole,
poi, siccome la somma delle soluzioni di un sistema di # equazioni lineari fornisce la solu-
zione di un’ultetriore sistema lineare, nel nostro caso, sommando le soluzioni, otteniamo la
soluzione dell’equazione gravitazionale dell'intero sistema solare. Il problema nasce, lad-
dove realisticamente dobbiamo considerare un’interazione gravitazionale simultanea-
mente per 7 corpi celesti. La soluzione proposta da Laplace ¢ di considerare questo “si-
stema a molti corpi” nella sua condizione asintotica ovvero a distanze spazio-temporali in-
finite. In tal modo il sistema totale puo essere studiato all’equilibrio, cosi che le interazioni
con altri corpi possono venire modellizzate come perturbazioni dello stato di equilibtio to-
tale, visto che, appunto, si annullerebbero nella condizione asintotica (cfr. § 2.11.1) dove
introdurremo alcuni principi fondamentali della Meccanica Statistica.
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I due passi seguiti da Dirac e che lo portarono alla costruzione del/'Ekettro-
dinamica Quantistica (QED), cioé la teoria quantistica delle interazioni elet-
tromagnetiche negli atomi e nelle molecole, consiste nel modellare, in
primo luogo campi bosonici (campi fotonici nella QED), e in secondo
luogo campi fermionici (elettroni) come liberamente oscillanti nel vioto.

Partendo dai carspi bosonici, entrambi 1 problemi emergent in tale model-
lazione della QFT possono essete sistematicamente tisolti, supponendo
il riferimento alla conoscenza dell Hanniltoniana del sistema (Becchi, 2010). I due
problemi sono: 1) il cosiddetto problema del pusnto di energia zero legato al
principio di indeterminazione, e 2) la necessita di modellare campi quan-
tistici oscillanti liberi usando non un solo oscillatore armonico quantistico
come in QM, ma un numero infinito di essi, perché in questo caso ## gl
infiniti modj di oscillazione sono in linea di principio consentiti.

11 “problema dell'energia di punto zero” dipende dal principio di indeter-
minazione per cui l'enetgia di un oscillatore armonico deve essere mag-
glore o uguale al suo valore di punto zero, che nel caso quantistico ¢ la
meta del prodotto della costante di Planck e della frequenza » dell'oscilla-
tore (hv/2) che in QM cortisponde all'energia dello stato di riposo dell'o-
scillatore. Nel caso di molti oscillatori indipendent, l'energia dello stato
fondamentale ¢ la somma delle energie di punto zero di tutti gli oscillatori
e, naturalmente, questa somma diverge. Tuttavia, poiché ci troviamo in
un contesto relativistico slegato da interazioni (unbounded) per lipotesi
delloscillazione nel vuoto, sia i campi elettromagnetici che quelli scalari
sono invarianti di Lorentz (cfr. I'equazione relativistica di Lorentz in
§ 2.5.2). Questa invarianza richiede che l'enetgia e la quantita di moto allo
stato fondamentale svaniscano. In questo modo, il problema dell'energia
di punto zero viene tisolto “sottraendo sistematicamente questo contti-
buto dall'Hamiltoniana del sistema” (Becchi, 2010), ovvero alla sua rappre-
Sentazione canonica in dinamica (cfr. § A3.2 in Appendice A).

Per quanto riguarda il secondo problema del numero infinito di oscilla-
toti, il problema consiste nel fatto che ci troveremmo di fronte a un pro-
dotto tensotiale infinito, cosicché diventa impossibile decidere quale spa-
zio di Hilbert corrisponda al nostro sistema quantizzato. Tuttavia, poiché
possiamo sempte supportre di conoscere 'Hamiltoniana del sistema,
stamo giustificati nel considerare solo l'insieme degli stati di energia finita.
In questo modo, il prodotto tensotiale diventa finito e lo spazio di Hilbert
risultante ha una base numerabile (Becchi, 2010).
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Considerazioni simili possono essere usate per definire lo spazio di Fock
pet 7 campi fermionici, in modo che «nella situazione generale abbiamo uno
spazio di Fock misto, bosonico e fermionico con un unico stato di vuoto»
(Becchi, 2010). Inoltre, nel caso della QFT per i campi fermionici ab-
biamo l'ultetiore vantaggio, come Dirac noto per la ptima volta per la teo-
ria degli elettroni nell’atomo (Dirac, 1958), che i loro modi normali sono
quelli la cui energia non ¢ limitata “dal di sotto”. Infatti, nello stato fonda-
mentale del’atomo di tali modelli, per soddisfare il principio di esclusione
di Pauli, i loro modi normali “sotto un certo livello di energia (il livello di
Fermi a energia zero)” sono occupati, mentre quelli al di sopra di questo
livello sono vuoti. Questo cortisponde allimmagine del “mare di Fermi”.
Fra Daltro, questa condizione ha un immediato riscontro sperimentale
nella QM (QFT) applicata alla fisica dei materiali (atomica e molecolare).

Ripetiamo che, anche alla luce di quanto affermato da Weinberg e tipor-
tato all'inizio di questa sottosezione la piena integrazione della SR nella
QFT richiede di andare oltre I'equazione di Dirac. In particolare, ci sof-
termeremo sulla #rasfomagione di Bogolinbov che integra sistematicamente gli
operatoti di creazione/annihilazione per campi bosonici e fermionici
nella QFT in un modo che l'equazione di Dirac non puo sistematica-
mente garantire, facendo allo stesso tempo della QFT la Fisica Fonda-
mentale della materia condensata (cfr. § 2.8.2)

2.7.2 Il Modello Standard delle particelle
elementari: Gruppi di Simmetria e
Teorema di Goldstone

Per introdurre la nozione di Modello Standard (MS) in fisica delle particelle
fondamentali (cfr. (Mann, 2021) per un’ottima e aggiornata sintesi teotica
e sperimentale sullo MS) dobbiamo introdurre un’ultetiore formalisimo alge-
brico della matematica, quello relativo ai cosiddetti grppi di simmetria con
cui rappresentare le sizmetrie e dunque gli snwarianti fondamentali della Fisica
che ¢ il modo astratto di rappresentare una I egge Fisica nella scienza mo-
derna, come Richard Feynman ha sintetizzato nel suo magistrale libro Iz
Legge Fisica. Un libro che chiunque voglia capire davvero qualcosa di fisica
matematica moderna dovrebbe leggere e che non per nulla ¢ arrivato alla
20° edizione! (Feynman, 1993). In pratica, ad ogni legge fisica cortisponde
una (un gruppo di) simmenria e quindi la conservazione di una grandezza
invariante.

Un gruppo di simmetria in fisica o in matematica ¢ un gruppo di trasforma-
zioni che conservano alcune proprieta fisiche o matematiche di un si-
stema. Ad esempio, un gruppo di simmetria puo descrivere le rtazioni o
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le riflessioni che lasciano invariato un oggetto geometrico o le trasforma-
zioni che conservano l'energia o la quantita di moto in un sistema fisico.

Un punto da chiatire subito ¢ la differenza fra il gruppo di simmetria delle
rotazioni e delle riffessioni che st vede bene in algebra delle matrici. Infatt, il
determinante della matrice trasposta (quando inverto righe e colonne della
matrice) per il gruppo delle rotazioni ¢ 1, mentre per il gruppo delle rifles-
sioni ¢ — 1. Banalmente quando vedo un’immagine riflessa nello specchio
devo invertire la direzione verso destra (destrorsa) con la sinistra (sinistrorsa).

Cosi, 1 gruppi di simmetria sono importanti in fisica perché possono rive-
lare proprieta e leggs fondamentali della natura. Ad esempio, il gruppo di simme-
tria della SR ¢ il gruppo di Poincaré, che descrive come la velocita della luce
sia costante e dunque un zwariante in tutti i sistemi di riferimento. Il gruppo
di simmetria della GR ¢ il cosiddetto gruppo del diffeononfismo*, che descrive
come la forma delle leggi fisiche sia invatiante sotto #rasformazioni di coordi-
nate arbitrarie.

Adesso vedremo come i gruppi di simmetria possono anche essere usati
per classificare le particelle elementari e le loro interazioni nel MS in base
ai loro numeri quantici e ai campi di gange. Ovvero, 1 campi delle tre forze di
interazione quantistiche fra particelle elementari, efettromagnetica che gia
conosciamo e le due forze quantistiche nuckars, la forte € la debole, mediante
cui interagiscono le particelle all'interno dei nuclei degli atomi. I campi di
queste forze sono definiti in quantistica «campi di gazge», dove gange in in-
glese significa «calibro» o «regolo di misura» perché legate ad un invariante
che ¢ il quanto (o i quanti) del relativo campo di forze, quanti che sono
bosoni— seguono cioe la statistica di Bose-Einstein — e poiché sono i vettori
della relativa forza di interazione sono definiti bosoni di gange: 1l fotone, y per
la forza elettromagnetica, i bosoni W, Z° per la forza debole, i ghioni (ben
8, vedremo perché), g per la forza forte.

Nella seguente figura abbiamo lo schema det bosoni di gauge delle tre forze
quantistiche fondamentali con P'aggiunta del bosone di Higgs che non ¢ il
vettore di una forza ultetiore, ma il quanto del aapo di Higgs che, come
vedremo, gioca un ruolo fondamentale nella giustificazione del MS.
Come si puo vedere dalla figura, la massa dei bosoni usa una particolare
unita di misura dell’energia Uelectron-volt (¢1) diviso ¢ 2, questo perché nella
fisica sub-atomica (QFT relativistica) cio che conta ¢ la mwassa relativistica
delle particelle (cfr. Figura 2-12). Per questo la loro massa 7 viene indi-

41 In topologia, un diffeomorfismo € una trasformazione biiettiva fra due variera differenziabili
(se vogliamo un omomorfismo che nei due sensi della mappa mantiene la differenziabi-
lita). In pratica ¢ una funzione invertibile che mappa una varieta differenziabile in un’altra, tale
che sia la funzione f che la sua inversa f =1 siano differenziabili.
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cata con una misura di energia in rapporto al quadrato della velocita della
. . E .
luce ¢, in base alla relazione fondamentale m = = che consegue imme-

diatamente dall’equazione fondamentale della SR: E = mc?. Nel caso
delle particelle elementari la misura dell’energia usata ¢ I'el” che cotti-
sponde all'energia cinetica guadagnata da un singolo elettrone dallo stato di
1iposo, attraverso #ua djfferenza di potenziale elettrico di un volt nel vuoto. 1l
valore numerico di 1eV in jouk | ¢ equivalente al valore della catica di un
elettrone espresso in wulombs C. In base alla ridefinizione del 2019 del SI
di misura delle unita-base, 1eV = 1,602176634 x 10~1°]. Infine il
simbolo G (giga) davanti a eV significa che parliamo di miliardi di eV.

BOSONS %%,

Unified Electroweak spin=1

Strong (calor)

spin=1

Electric Electric

Name

d

gluen

Higgs Boson spin

Mass Electric

Name GeVc? | charge

W bosons
z0 H

Z boson

126 0

Figura 2-23. Tabella riassuntiva dei bosoni di gauge delle tre forze fon-
damentali del MS con Pelettromagnetica e la debole unificate nella forza
elettrodebole.

Tutte le simmetrie di gange relative alle forze di interazione sono tutte definite
simmaetrie locall. Infatti, laddove Ienergia nella Lagrangiana e dunque nell'in-
tera fisica & un'invariante che si conserva sempre e quindi la sua simmetria € gl-
bale, le forme di energia e le quantita invarianti (gazges) telative alle tre forze
quantistiche valgono solo Acalmente non per tutt i sistemi fisici e quindi si
trattera di simmetrie /ocal.

Come abbiamo visto dalla Figura 2-23 i campi di gazge delle due forze
elettromagnetica e debole, ptima della loro separazione costituivano un
unico campo di gauge, quello della forza elettrodebole. Dalla rottura della
simmetria locale elettrodebole sono «emerse» le due simmetrie locali distinte
del campo debole ed elettromagnetico, con i loro tipici bosoni di gange.
Come illustrato in § A4.4 in Appendice A, ogni mttura di simmetria con
Pemergere di nuove simmetrie ¢ legata ad un camsbio della metrica del feno-
meno osservato e quindi al meccanismo dinamico fondamentale di una
transizione di fase nello spazio delle fasi del sistema di solito fisicamente di-
pendente dalla condizione al contorno di un abbassamento della temperatura e
quindi da una temperatura critica T a cui la transizione di fase avviene.
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Cosi, dal punto di vista csmologics, usando il modello del cosiddetto «big-
bang caldissimo» (bot big-bang hypothesis) le rotture di simmetria legate
allemergere di nuovi campi di forze sono legate al progressivo raffredda-
mento] espansione dell’universo. Un’ipotesi che ha ticevuto fondamentali cor-
Jferme sperimentali sia a livello dell vsservagione cosmologica, sia al livello degli acce-
leratori di particelle in cui si raggiungono energie e quindi temperature dispo-
nibili nell’universo in ere molto pit antiche della nostra.

Questo quadro interpretativo significa che nell’universo delle origini es-
steva un ‘unica forma di energia. Mediante successive rotture di simmetria conse-
guenti al raffreddamento/espansione dell’universo, abbiamo avuto ptima
la separazione del campo della forza gravitazionale — 'unico campo di forze
non (ancora) quantizzato —da un wico campo di forze guantistico. Poi un suc-
cessivo raffreddamento ha reso possibile la separazione del campo della
Jforza quantistica forte, dal campo della forza guantistica elettrodebole, e infine un
ulteriore raffreddamento ha reso possibile la rottura di simmetria della se-
parazione del campo della forza elettrodebole nei campi delle forze quan-
tistiche elettromagnetica e debole.

E questo ci porta al quadro generale dei canspi materiali delle particelle fon-
damentali con i loro quant (fermioni: quark, elettroni neutrini) e dei camspi
di gange delle loro forze di interazione con 1loro quant (bosoni di gauge) che va
sotto il nome del MS delle particelle elementari. Torneremo nel 11 Vo-
lume su questo quadro d'insieme dell’attuale cosmologia quanto-relativistica e
del suo schema evolutivo con la sua cronologia. Una sintesi la si puo tro-
vare in (Basti, 2020) che riassume in poche pagine una quantita di lettera-
tura scientifica al riguardo. Qui ci interessa, invece, approfondire i fonda-
menti fisici e matematici del MS.

Per far questo, procederemo in due passi.

¢ Dapprima esaminiamo la relazione fra simmettia globale e locale dal
punto di vista fisico della nozione di transizione di fase come rottura
di simmettia del QV attraverso il Teorema di Goldstone.

¢ Come secondo passo esaminetemo 7 #re gruppi di simmetria di gange re-
lativi alle tre forze quantistiche fondamentali del MS dal punto di vi-
sta matematico. Distingueremo cosi fra il gruppo di simmetria abeliano
della forza elettromagnetica denotato con U (1) e che —a meno del
principio di quantizzazione — rende la trattazione quantistica della
forza elettromagnetica del tutto simile a quella classica di Maxwell, e
quindi fra Z gruppi di simmetria non-abeliani delle forze nucleari debole e
forte. I loro campi manifestano delle proprieta del tutto sconosciute
alla fisica classica cosi che iloro gruppi di simmetria — rispettivamente
SU(2) e SU(3) — sono definiti “speciali”. Finché ai fisici non fu
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chiara la matematica delle agebre non-abeliane che sono alla loro base, il
comportamento delle particelle sub-nucleari o “nucleoni” — protoni,
neutroni, e la vera e propria folla di mesoni — nonché i loro compo-
nenti, i quark, risultavano del tutto incomprensibili se non diretta-
mente assurde.

Partiamo dal Teorema di Goldstone che modellizza tutte le rotture di simme-
tria relative ad altrettante transizioni di fase in fisica det campi (p.es., quelle
elencate in § A4.4 in Appendice A ma sono solo alcune), in quanto seb-
bene si manifestino in fisica dei materiali (macroscopica) hanno #utte il loro
fondamento al livello della teoria guantistica dei campi (QFT) e quindi nel Teorema
di Goldstone. ) ettrey Goldstone stesso (1933-) — ora emerito del MIT Center
of Theoretical Physics— era partito per formulare il teorema dallo studio della
transizione di fase superconduttiva di determinati materiali (Goldstone J. ,
1961) per poi applicarlo insieme a Steven Weinberg (1933-2021) ed ad
Abdus Salam (1926-1996) in QFT alla rottura di simmetria della forza
elettrodebole grazie al cosiddetto “meccanismo di Higgs (Higgs, 1964),
facendone un ingrediente fondamentale della fisica delle particelle ele-
mentari©. Salam e Weinberg per questo ottennero insieme a Sheldon
Glashow (1932-) il Premio Nobel in Fisica nel 1979.

Per i nostri scopi introduttivi al Teorema di Goldstone, invece della tran-
sizione di fase superconduttiva, useremo quella di piu facile compren-
sione della transizione tra la fase ferromagnetica e paramagnetica che ha nella
temperatura di Curie, diversa per 1 diversi materiali, la sua temperatura
ctitica 1. I suo collegamento con la fisica delle particelle dipende dal fatto
che la forza associata al campo magnetico dipende dal cosiddetto momento ma-
netico degli atomi del materiale che ha la sua origine nel momento angolare
legato agli spin degli elettroni di quell’atomo (ctfr. Figura 2-26)+. Sotto la
temperatura di Curie i materiali magnetici passano alla fase magnetica me-
diante l'allineamento spontaneo in unica direzione (cerenza di fase) det vet-
tori di magnetizzazione creando cosi un potengiale magnetico, vettoti che
nella fase paramagnetica erano invece allineati casualmente. Viceversa, alla
temperatura di Cutie, un magnete perde la coerenza di fase dei vettori di ma-
gnetizzazione. Gran parte dei matetiali magnetici possono peto tiacqui-
stare la loro proprieta magnetica sotto 'azione di un campo magnetico
esterno (= induzione magnetica).

42 D’altra parte, alla stessa conclusione era artivato contemporaneamente a Goldstone un
altro Premio Nobel della Fisica (2008), Yoichiro Nambu (1921-2015). Cfr. (Nambu &
Jona-Lasinio, 1961a; 1961b).

4311 momento angolare ¢ 'analogo, relativo alla velocita del moto rotatotio di una particella,
del 7zomento cinetico o «quantita di motox 2w relativo al moto rettilineo di una particella. Ed
infatti ambedue i momenti si conservano per sistemi isolati e quindi sono parte del’Ha-
miltoniana del sistema (cfr. § A3.2 in Appendice A ed Eq. (28)).
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Figura 2-24. Rappresentazione intuitiva del processo di magnetizza-
zione spontanea dei magneti sotto la temperatura di Curie come transi-
zione di fase (rottura spontanea di simmetria) dallo stato paramagnetico
(sinistra) con i vettori di magnetizzazione allineati casualmente (simme-
tria del vuoto come stato disordinato) a quello ferromagnetico (destra)
con relativa creazione di un potenziale magnetico B (stato ordinato)
lungo P'unico asse di magnetizzazione. Nel senso inverso avremo di
nuovo una transizione di fase (rottura di simmetria), quella alla fase pa-
ramagnetica sopra la temperatura di Curie.

Quando confrontiamo la Figura 2-24 relativa alla “creazione” di un po-
tenziale magnetico con la Figura 2-1 relativa alla “creazione” di un po-
tenziale cinetico legato all’allineamento dei vettoti del momento cinetico
degli atomi in Meccanica Statistica (termodinamica) dei sistemi isolati, alla
luce dell’analogia fra monsento angolare intrinseco dello spin delle particelle ele-
mentarti e del momento cinetico del loro moto rettilineo (cfr. nota 43) pos-
siamo intuite il cuore del Teorenza di Goldstone che modellizza la nozione di
rottura di simmetria nella fisica dei campi delle particelle elementari.

Tale Teorema, infatti, introduce in QFT e in cosmologia quanto-relativi-
sta il meccanismo universale delle zfinite rotture spontanee di simmetria (Spon-
taneons Simmaetry Breakdowns, SSBS) del vuoto quantistico |0), legato alle irridu-
cibil fluttnazioni dei campi quantistici al loro stato fondamentale. Ricordando che
lo “0” nel simbolo del QV significa che “O particelle” occupano lo stato
di vuoto, le fluttuazioni del vuoto ¢ un altro modo per dire che continua-
mente dal/nel vuoto vengono create/annichilite particelle, secondo il
meccanismo delle infinite SSBs del Teorema di Goldstone che per questo
costituisce il cuore della QFT e in particolare del MS.

Le transizioni di fase legate alle rotture di simmetria del QV hanno intui-
tivamente la stessa struttura della transizione di fase disordine (QV) / ordine
(coerenza di fase) della transizione di fase paramagnetica / magnetica, ti-
spettivamente, con la proprieta che sono tutte rotture di simmetrie sponza-
nee, senza cioe¢ il bisogno di un campo esterno che induca la transizione,
come, invece, nel caso dellinduzione magnetica dopo la transizione alla
fase paramagnetica sopra la temperatura di Curie.
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Non c’¢ infattl wsmolygicamente nessun “esterno” possibile al QV inteso
come l'insieme dei campi quantistici al loro stato fondamentale, o se vo-
gliamo, come il sostrato dinamico comune del nostro universo —lo stesso
campo gravitazionale o meglio il suo progenitore alle origini era quantiz-
zato (€ la cosiddetta singolarita relativistica della GR (Bast, 2020) —e, nel caso
del multiverso, attraverso molteplici big-bang, di tutti gli universi possibili
(Steinhardt & Turok, 2002).

11 vuoto diventa un ponte che collega tutti gli oggetti tra loro. Non puo
esistere alcun corpo isolato e l'attore fisico fondamentale non ¢ piu la par-
ticella, ma il campo, cio¢ le distribuzioni dello spazio delle particelle varia-
bili nel tempo. Le particelle diventano i "quanti" di questo campo mate-
riale, allo stesso modo in cui i fotoni sono i quanti del campo elettroma-
gnetico (Del Giudice, Pulselli, & Tiezzi, 2009, p. 1786).

Dal punto di vista metafisico la QFT con la nozione di QV e le sue infinite
SSBs come sostrato dinamico “primario” di tutta la materia (massa-ener-
gia) dell’universo fisico segna dunque una profonda discontinuita dal zzec-
canicisimo metafisico di Democtito e di Newton che aveva appunto nel con-
cetto di «vuoto meccanico» che isola i corpi fra diloro, che ha invece nella
nozione di materia prima come prote dynanss di tutt gli enti fisici da cui le
forme «emergono» sono edotte in base a principi puramente fisici (cfr.
Capitolo 5). Per lo stesso motivo ha il suo cortispettivo teologico nella
nozione fohu wabon dell«abisso informe e vuoto» di Gen. 1:2, termine
primo dell’atto ctreativo di Dio «prima del tempow, mentre la scansione
temporale dei «6 giorni della creazione» comincia con le progressive «se-
parazioni nel vuoto informe» di un «cosmo ordinato attraverso I«azione
ordinatrice» (informazione) della Parola Divina (cfr. Capitolo 6).

Tralasciando per ora queste considerazioni ontologiche e teologiche, se i
campi quantistici allo stato fondamentale del QV oscillano in maniera d-
sordinata qualsiasi direzione proptio come, intuitivamente, 1 vettori del #z0-
mento cinetico delle particelle in agitazione termica di Figura 2-1 o i vettori
del 7omento magnetico delle particelle dello stato paramagnetico di Figura
2-24 questo stato disordinato cortisponde a uno stato globale di assina
simmetria (= equivalenza degli in(de)finiti modi di oscillazione dei campi
quantistici nello stato di vuoto o stato fondamentale).

Cio significa che esiste la possibilita che un numero indefinito di campi
del vuoto “spontaneamente” si coetentizzino/decoetentizzino lcalmente
in fase mediante correlazioni a lngo raggio fra n campi quantistici allo stato
fondamentale. Esiste, ciog, la possibilita di un numero indefinito di SSBs
del QV come il Teorema di Goldstone afferma, determinando cosi 4 flut-
tuazione attorno allo 0 dello stato di occupazione del vuoto |0), ovvero la
spontanea ¢reazione/ annibilazione di particelle da/nel vuoto. In questo
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senso si dice che queste fluttuazioni cortispondono ad altrettanti stz dege-
neri del QV.

(a)

Figura 2-25. Rappresentazione intuitiva del teorema di Goldstone. (a)si-
nistra: lo stato fondamentale del sistema (minimo della funzione di ener-
gia potenziale) non ¢ in equilibrio. (a)centro: Questo induce la possibi-
lita che, nonostante la simmetria dell’energia “globalmente” sia conser-
vata, il sistema (pallina blu) possa "oscillare" tra diversi (due, nell'esem-
pio) stati, ognuno dei quali rompe “localmente” la simmetria. (a)destra:
in effetti, il sistema rimane in uno di quelli disponibili allo stato fonda-
mentale, in modo da determinare una SSB. (b): Ora, allo stato fonda-
mentale del QV per le sue infinite fluttuazioni spontanee — coerente-
mente con il teorema di Haag — ci sono infinite SSBs possibili, in modo
da determinare la classica rappresentazione “a sombrero” del potenziale
- inadeguata ma che rende I’idea - del teorema di Goldstone.

Introdotta cosl intuitivamente la relazione fra simmettie glbali e locali in
quantistica attraverso il Teorema di Goldstone, passiamo al secondo
passo ovvero alla fondazione matematica di questa telazione che dovra
aiutarci a capire la definizione di Modello Standard delle particelle elemen-
tari come

una teoria di gauge non-abeliana con gruppo di simmetria U(1) X
SU(2) x SU(3) con un totale di dodici bosoni di gauge: il fotone ¥, tre
bosoni della forza debole, W=, 7% ¢ otto gluoni g.

Cerchiamo di intuire la differenza fra gruppi di simmetria globali e gruppi di
Simmetria di gange o locali dal punto di vista matematico-algebrico. Fu Max-
well stesso nella sua formulazione classica (non-quantistica) della teoria
del campo elettromagnetico nel 1864-65 ad accorgersi per primo che ogni
campo vettotiale che puo essete sctitto come gradiente di una funzione a
valori scalari, nel nostro caso quella relativa al campo elettricot, puo essere
sommato al vettore del potenziale senza influenzare il canpo magnetico. 11
risultato ¢ mostrato nella seguente figura.

44 1] gradiente Vf di una funzione differenziabile a valoti scalati con molte variabili ¢ il
campo vettoriale (o funzione a valoti-vettori) il cui valore al punto p ¢ quello della direzione
con tasso d’incremento piu alto. In parole povere, il gradiente di una funzione denota la
direzione di incremento del valore scalare da quello pitr basso a quello piu alto (nel caso
del campo elettrico, la direzione del gradiente della forza elettrica ¢ quella che va nella di-
rezione dal punto pit lontano a quello piu vicino alla carica elettrica).
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Figura 2-26. (a) Il campo scalare elettrico dell’elettrone con la forza elet-
trica che si propaga in modo rettilineo. (b) Il campo vettoriale magnetico
legato al moto rotatorio (spin) dell’elettrone con il relativo momento an-
golare (forza magnetica: cfr. nota 43); c) il risultato ¢ che Pelettrone si
muovera in modo rotatorio attorno all’asse di magnetizzazione determi-
nando la forma elicoidale della propagazione dell’onda elettromagnetica
come dalla figura seguente. Da (Maldacena, 2016, p. 3).

La conseguenza ¢ che il campo elettromagnetico, come «somma» del
campo elettrico e magnetico si propaga in forma elicoidale rendendo cosi il
campo elettromagnetico capace di distinguere fra la destra e la sinistra del
verso di rotazione del campo, da cui deriva la ben nota proptieta di pola-
rizzazione dell onda lnminosa a livello macroscopico come mostrato dalla se-

guente figura.

Figura 2-27. Propagazione elicoidale dell’onda elettromagnetica verso
destra in ambedue i casi. Si notera come il campo magnetico di propaga
in modo ortogonale a quello elettrico. A destra abbiamo I'onda elettro-
magnetica polarizzata verso destra, a sinistra polarizzata verso sinistra
perché il campo magnetico ruota con momenti angolari uguali in inten-
sita ma con rotazioni opposte.

La propagazione elicoidale dell’onda elettromagnetica ¢ alla base della co-
siddetta szzmetria di elicita per questa forza: essa si conserva qualsiasi sia il
senso di rotazione come si vede dalla figura. Di qui un’altra proprieta di
simmetria della forza elettromagnetica e della sua propagazione elicoidale:
la simmetria di parita legata alla riflessione dellonda elettromagnetica. La
trasformazione di parita P ¢ una trasformazione che inverte il segno delle
coordinate spaziali e quindi trasforma un fenomeno meccanico nella sua
X —X
immagine speculare: P := |y | » | =¥ ]. Nel caso delle nostre due
z -z
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onde elettromagnetiche con polatita opposte ma uguale verso di propa-
gazione verso destra, la trasformazione di parita per riflessione significa
che Pelicita si consetrva sia che 'onda elettromagnetica si propagasse zerso
destra che verso sinistra. In ambedue 1 casi, si invertono per riflessione sia il
verso di propagazione che il verso dello spin, ovvero del moto di rota-
zione intorno al proprio asse della particella.

La scoperta di questa simmettia del campo elettromagnetico in base alle
equazioni di Maxwell fu poi usata da Hermann Weyl (1885-1995), nel suo
tentativo di unificare relativita generale ed elettromagnetismo, per conget-
turare che linvarianza sotto cambio di scala (“gauge”) poteva essere usata
pet definire una simmetria locale della GR, quella appunto relativa alla forza
clettromagnetica. Cosi che dopo lo sviluppo della QM e la quantizzazione
del campo elettromagnetico, lo stesso Weyl insieme a Fock e a London
modificarono la nozione classica di gauge della loro simmetria Acale tim-
piazzando invarianza di scala con una grandezza complessa, cambiando
cosl la trasformazione di scala in una fransizione di fase. Questa € precisa-
mente la sizmetria di gange nnitaria denotata con U (1) che modellizza I'ef-
fetto del campo elettromagnetico sulla funzione d'onda di una particella
quantistica con carica elettromagnetica. Questo gruppo unitario di sim-
metria di gauge soddisfa la fondamentale nozione di conservazione della pa-
rita dellequazione di Maxwell anche nella versione quantizzata del campo
elettromagnetico.

II passaggio teorico successivo di immensa valenza teorica per la sua no-
vita, si deve a Chen Ning Yang (1922- ) e Robert Laurence Mills (1927-
1999) 1 quali nel 1954 proposero una geniale soluzione al problema delle
interazioni fra le particelle subnucleari o nucleoni (protoni, neutroni, me-
soni) che manifestavano un’evidente violazione della parita. Tale soluzione
era basata sullesistenza di gruppi di simmetria di gauge non-abeliani (dove,
ciog, i prodott non-commutano, ovvero (a * b) # (b * a)), diversa-
mente dal gruppo di simmettia di gauge abeliano unitatio U (1) del campo
elettromagnetico quantizzato.

Hssi proposero cosi un nuovo gruppo di simmetria di gauge con “un’uni-
tatieta speciale’ SU(2), che tisultera essere poi quella del campo della forza
nucleare debole. In seguito, un nuovo gruppo di simmetria di gauge non-
abeliano con “unitarieta speciale” SU(3) ¢ stato definito per il campo
della forza nucleare forte. A differenza della forza elettromagnetica, infatti,
che ha una sola carica - e quindi della ektrodinaniica quantistica (QED) che
ha un solo bosone di gauge, vettore della forza elettromagnetica, il fotone
— la forza forte € caratterizzata da #e diverse cariche, definite cariche di colore,
cosicché la teoria quantistica del campo della forza forte si chiama cromzo-
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dinamica quantistica (QCD) e 1 suoi bosoni di gauge, 1 cosiddetti gloni, 1
quanti della forza forte, saranno 23 = 8.

La peculiarita dei gruppi di simmetria non-abeliani ¢ che, nel caso del
gruppo di simmettia SU(2), tale gruppo per il carattere non-commuta-
tivo (non-abeliano) delle sue algebre modellizza la non-conservazione della pa-
ritd nelle interazioni nucleari deboli, che manifestano percio una sizetria
di gange di fipo chirale, come vedremo fra poco.

Viceversa, nel caso della forza forte che di per sé conserva la parita, il carat-
tere non-abeliano del gruppo di simmetria SU(3), si manifesta nel fatto
che la forza forte, a differenza di quella elettromagnetica e gravitazionale,
non diminuisce ma aumenta col quadrato delle distanze. Cio significa che per
separare due particelle subnucleari che interagiscono mediante la forza
forte (i quark e i loro composti, protoni, neutroni, mesoni) occorrera avvi-
cinare e non distanziare le particelle. Un po’ come avviene con una molla, pit
la “stiriamo” (distanziamo i punti sulla molla) pit1 deve aumentare la forza
necessaria a distanziatli, e viceversa.

Questo puo avvenire mediante 1 due processi: 1) di fissione nucleary, cioe,
rompendo il nucleo dell’atomo di elementi fissili ad alto numero atomico
come Uuranio e i suoi #sotgpi, “bombardandolo” con particelle ad alta ener-
gla; oppute 2) di fusione nucleare, cioe¢ “fondendo” 1 nuclei di atomi legger,
generalmente degli atomi di idrogeno e dei suoi isotopi (deuterio 2H e
trizio 3H), in atomi piu pesanti, generalmente atomi di elio (*He), “com-
primendo” e cosi avvicinando i nuclei degli atomi leggeri). In ambedue i
processi di fissione e fusione nucleare — molto piu nel secondo caso ti-
spetto al primo — lo spezzare il legame della forza forte fra quark libera
un’enorme quantita di energia, Uesergia nucleare, appunto. Nel caso della fu-
sione cio ¢ dovuto al fatto che la massa dell’atomo di elio ¢ minore della
somma delle masse dei due atomi di trizio e deuterio e cio implica un forte
rilascio di energia.

W dd

N Y
/ \1’}
9

“He + 3,5 MeV
n+ 14,1 MeV
Protone ()
NeutroneJ

Figura 2-28. Schema della fusione dei nuclei di un atomo di deuterio e
di trizio con formazione di un atomo di elio e rilascio di un neutrone e
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di una forte quantita di energia in eccesso Da (Shultis & Faw, 2002, p.
151).

Questo sia sufficiente per caratterizzare la forza forfe nel MS.

Concentriamoci invece sui caratteri distintivi della forza deboke perché ¢
quella con le caratteristiche pit originali rispetto alle altre tre forze fonda-
mentali della natura e che possono essere riassunte in una proprieta fon-
damentale: la non-conservazione della simmetria di parita da parte della forza
debole. Una proprieta che ha delle conseguenze fondamentali nella fisica
delle particelle elementari e nella stessa cosmologia quanto-relativista.

Gia abbiamo ricordato che la rottura di simmetria della forza elettrodebole
U(1) x SU(2) ha portato alla separazione fra forza elettromagnetica e
forza debole, la prima caratterizzata dall’avere un solo bosone di gauge
senza massa, i fotone, la seconda da ben tre bosoni di gauge,
W+, W~,Z° due con cariche elettriche positiva e negativa, Ialtro neu-
tro, ma tutti e tre dotati di una massa enorme, dell’ordine di quella di atomi
pesanti come il ferro. La domanda allora €: come si lega questo alla rottura
della simmetria di elicita e quindi di parita che caratterizza la forza debole
rispetto a quella elettromagnetica?

Per far questo torniamo alla conservazione dell’elicita e quindi della parita
tipica della forza elettromagnetica sia nella versione classica che quanti-
stica come illustrato e spiegato piu sopra in relazione alla Figura 2-27.

Dalla figura risulta evidente che si avrebbe una violazione della parita, se
a una riflessione del verso di propagazione e quindi della guantita di noto p
della particella non corrispondesse una riflessione o inversione del verso
dell asse di rotazione o spin della particella. In questo caso la violazione di eli-
cita e quindi di parita significa che la particella non conserva la simmettia
riflessiva della parita per il verso di propagazione e di rotazione.

Ora, esiste un esempio intuitivo di violazione della elicita e quindi della
parita in meccanica quando pensiamo ad una palla di baseball lanciata con
un ¢ffetto-a-giro dal lanciatore®. Infatti, rispetto agli altri giocatori fermi sul
campo di gioco la pallina soddisfa I'elicita: verso di propagazione e verso
di rotazione di spin si conservano ambedue, sia se la pallina viene lanciata
in una direzione che in quella opposta (= simmetria riflessiva). Tuttavia,
per un sistema di riferinento che si muovesse a velocita molto maggiore della pallina
essa sembrerebbe mzuoversi in avants, ma ruotare all'indietro. La simmetria di

4 Si pensi che in Giappone esiste una variante del baseball ameticano dal nome gyrv-ball
basata sul fatto che per enfatizzare Ieffetto-giro nel lancio, il lanciatore invece della mano
usa un particolare attrezzo che imprime alla pallina un effetto-giro maggiorato rendendo
molto complessa la risposta del battitore con la mazza.
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elicita sarebbe rotta e con essa quella di parita e la particella esibirebbe una
(apparente) simmetria chirale. Questo fenomeno del cambio di sistema di
riferimento ¢ rilevante quando considetiamo ’elicita nel contesto della SR
e della QFT, e quindi per sistemi di riferimento che si muovono alla ve-
locita di e.

Per particelle non dotate di massa come il fotone, il gluone o (lipotetico)
gravitone, elicita e chiralita non si distinguono, ma quando la particella
fosse dotata di massa, la particella sembrerebbe ruotare allindietro e
quindi Pelicita sarebbe persa a favore della chiralita. In altri termini, Pelicita
¢ una costante del moto, ta non é un‘invariante di Loreng. La chiralita & un'inva-
riante di Lorenz, a non & una costante del moto. Una particella massiva dotata
di spin sinistrorso, quando si propagasse, evolvera in una dotata di spin
destrotso, e viceversa.

In sintesi, /z parita non si conserva se linversione del verso di propagazione
dell’onda (= riflessione) da verso destra a verso sinistra significasse rom-
pere Pelicita. Significasse, cioe, che mentre il verso di propagazione, della
velocita e quindi della guantita di moto p della particella soddisfa I'inversione
per riflessione non cosi per il zerso di spin S. Nella direzione verso destra la
parita si conserva, ma non cosi nella direzione verso sinistra come viene sin-
tetizzato intuitivamente nella figura sottostante.

Right-handed: Left-handed:

.—p’
- S

Figura 2-29. Rappresentazione intuitiva della violazione della simmetria
di riflessione e quindi di parita per particelle «destrorse» e «sinistrorse»
rispetto al verso di propagazione, dove p ¢ la quantita di moto e Slo spin.

A questo punto si intuisce il significato fisico del carattere massivo dei bo-
soni di gauge della forza debole. Abbiamo visto che un modo standard di
violare Pelicita in dinamica ¢ quello di considerare il moto di traslazione e
di rotazione di una particella in moto, tispetto a un sistema di riferimento
che si muova a velocita molto maggiore della particella. Ora, siccome le
particelle non dotate di massa si muovono in QFT con una velocita
dellordine di ¢ 1 bosoni di gauge della forza gravitazionale elettromagne-
tica e forte conservano la parita perché non hanno massa, come richiesto
dal Teorema di Goldstone. Quindi i bosoni gauge della forza debole per
violare la parita devono essere dotati di massa cosi da essere molto pit
lenti di ¢ e quindi poter violare la parita, come I'esempio della pallina lan-
ciata con effetto-a-giro ci ha fatto intuire. Siccome il carattere massivo dei
bosoni di gauge ¢ in aperta violazione del Teorema di Goldstone, 'acqui-
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sto di massa di questi bosoni coinvolge il campo di Higgs che acquisisce cosi
un ruolo fondamentale nella giustificazione del MS.

Sono stati lo stesso Goldstone insieme a Weinberg ¢ a Salam a rendersi
conto per primi (Goldstone, Salam, & Weinberg, 1962) che il problema
della rottura di simmetria della forza elettrodebole poteva avere la sua so-
luzione facendo riferimento al cosiddetto bosone di Higgs e al suo campo
scalare, come lo stesso Peter Higgs — a quel tempo giovane ricercatore —
piu tardi ha affermato, facendo tiferimento al succitato articolo di Gold-
stone e colleghi (Higgs, 1964). Infatti, il mistero della rottura di simmetria
clettrodebole si risolve facendo riferimento al campo di Higgs, che agisce
come una sorta di campo sottostante a tutti gli altri campi quantistici, in
modo che iloro quanti (bosoni e fermioni) possarno acquisire massa propot-
zionalmente al & grado di accoppiamento con il campo di Higgs.

Intuitivamente, come l'attrito di un corpo in Meccanica Classica ¢ pro-
porzionale alla massa, cosi bosoni e fermioni possono acquisite massa
proporzionalmente allo «attrito» che la loro interazione col campo di
Higgs provoca. Percio, mentre alcuni bosoni di gauge della forza elettro-
debole interagiscono col campo di Higgs cosi da diventare i bosoni di
gauge massivi W, Z0 della forza debole che fa si che essa si propaghi
solo a breve distanza e che tale forza violi Ielicita e quindi la parita. 1l fo-
tone, invece, non interagisce con il campo di Higes cosi da diventare il
bosone di gauge della forza elettromagnetica che conserva la patita e si
propaga a grandissime distanze anche di ordine cosmico. In tal modo, il
campo di Higgs e il suo bosone di gange scalare diventano la nozione chiave
nella costruzione del MS.

Ricordiamo che per la loro teotia unificata della forza elettrodebole Ab-
dus Salam insieme a Sheldon Glashow e a Stephen Weinberg ottennero
il Premio Nobel per la Fisica nel 1979. In seguito, Carlo Rubbia insieme
a Simon van der Meer ottennero il Nobel per la Fisica nel 1984 per la
scoperta sperimentale dell’esistenza dei bosoni e Z all’acceleratore LEP
(Large Electron Positron Collider) del CERN di Ginevra. Questi successi con-
vinsero la comunita dei fisici a costruire 'acceleratore LHC (Large Hadron
Collider) sempre al CERN di Ginevra in grado di raggiungere le energie
necessarie a rivelare sperimentalmente l'esistenza del bosone di Higgs. Esso
¢ stato osservato sperimentalmente nel 2012, cosi che nel 2013 il Premio
Nobel per la Fisica fu assegnato a Peter Higgs e a Francois Englert, gli
unici due sopravvissuti del gruppo di cinque fisici che negli anni ’60 pro-
posero di usare il «campo di Higgs» per risolvere I'enigma della rottura di
simmetria elettrodebole (Higgs, 1964).
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2.7.3 Il Modello Standard delle particelle
elementari e la necessita del suo
completamento

Alla luce di quanto detto nella sottosezione precedente possiamo almeno
intuitivamente comprendere la definizione matematica del MS come

Una teoria di gauge non-abeliana con gruppo di simmettia U(1) X
SU(2) X SU(3) con un totale di dodici bosoni di gauge: il fotone y, per
la forza elettromagnetica, tre bosoni della forza debole, W,7° e otto
gluoni g per la forza forte.

Come gia accennato, delle quattro forze fondamentali della natura (grawr-
tazionale, elettromagnetica, forte e debole) le prime tre soddisfano la parita ed infatt
commutano con 'Hamiltoniana del sistema, la quarta, la «forza debole»
viola la parita. E che la forza debole giochi un ruolo fondamentale nel MS
delle particelle elementari, nella fisica sub-nucleare e percio nella cosmo-
logia quanto-relativista, ¢ testimoniato dal fatto — come per primo ipo-
tizzo Entico Fermi nel 1933 — che da essa dipende innanzitutto il cosid-
detto decadimento beta — per intenderci quello del neutrone libero e della
pletora di mesoni 4— ipotizzati dal fisico giapponese Hideki Yukawa (1935)
— e che si rivelarono sperimentalmente ai fisici quando per la prima volta
a cavallo dell’'ultima guerra mondiale ruppero il nucleo dell’atomo di ura-
nio e/o dei suoi isotopi bombardandolo con neutroni ad alta energia.

Infatti, quando viene rotto il nucleo di un atomo, i neutroni /beri deca-
dono velocemente secondo il decadimento-beta per effetto della forza
debole, che trasforma il zeutrone in un protone, un elettrone e in un antinentrino
elettronico.

46 Effettivamente essi si manifestano come altrettanti picchi risonanti dei campi quantistici
della fisica subatomica. Nel successivo modello a quark, essi risultano formati da coppie di
quark-antiquark e quindi hanno un diametro che ¢ circa 0.6 volte quello degli altri nucleoni
(protoni e neutroni) fatti di tre quark, ovvero con un diametro di un femztometro (pari a 1015
m), fortemente instabili poiché quelli a vita piti lunga durano pochi decimi di nanosecondo
(10?5s). I mesoni pitr pesanti decadono cosi immediatamente in mesoni piu leggeti e quindi
in particelle piu stabili come elettroni, neutrini e fotoni.
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Figura 2-30. Rappresentazione del decadimento beta di un neutrone li-
bero proveniente dal nucleo di un atomo ad alto numero atomico, p.es.,
Patomo di uranio.

Per comprendere come questo avvenga, bisogna ricordare che i guark che
compongono i «nucleoni» protoni, neutroni e mesoni nel nucleo di un
atomo sono di seZ #pi diversi, definiti dai fisici — evidentemente a corto di
termini per definitli — «sapoti» (flavours): up, down, strange, charm, fop, bottom.
Ora ¢ la forza debole quella che rende 1 quark ¢ capaci di cambiare «sapore» e
quindi al neutrone di decadere in un protone. Infatti, il neutrone ¢ costi-
tuito da due quark down (con massa di circa 4.7 MeV /c?, carica elettrica
2/3, spin '2) e un quark #p (con massa di circa 2.2 MeV /c?, carica
elettrica — 1/3, spin /%) cosi da essere elettricamente neutro. Il protone
invece ¢ costituito da un quark down e due quark 7p, cosi da essere «pitr
leggero» del neutrone e con carica elettrica + 1. Il decadimento del neu-
trone in un protone richiede dunque che linterazione debole trasformi
uno dei due quark down del neutrone in un quark 7p «pagandor I'eccesso
di massa/energia in termini della produzione di un elettrone e di un anti-
neutrino elettronico oltre che in energia elettromagnetica ad alta fre-
quenza (raggi y).

Ugualmente la forza debole ha un ruolo nel cambio di sapore non solo
dei quark ma anche di particelle molto pitr leggere dei quark e dei loro
composti o barioni*’, 1 cosiddetti kptoni dotati di sola carica debole e che a
differenza degli elettroni non hanno carica elettrica, ovvero 1 neutrini. Una
proprieta che ¢ stata solo recentemente dimostrata sperimentalmente mo-
tivando I'assegnazione del Premio Nobel per la Fisica 2015 ai loro scopti-
tori, dimostrando allo stesso tempo che i neuttini sono dotati di massa, con-
futando cosi l'potesi originaria del MS. Vi torneremo fra poco.

In tal modo, nel MS oggi distinguiamo non solo 6 tipi di quark, ma anche
6 tipi di leptoni, 3 carichi elettricamente (eleztrone, mmone, tan) con carica — 1
e spin Y2, e 3 elettricamente neutti o meutrini (elettronico, mmonico, tauonico),
sempre con spin V2.

471 nucleoni, protont, neutroni e mesoni cono i composti della prima generazione di quark (g9
e down) e quindi non esauriscono la classe dei bationi.
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Infine, una terza forma di non-conservazione della parita in cui la forza
debole deve giocare un ruolo nella cosiddetta zivkazione della CP (charge-
parity violation). Tale violazione deve gpoteticamente giocare un ruolo, dato che
spetimentalmente la sua osservazione richiede delle energie non raggiun-
gibili dai nostri acceleratori. Cosmologicamente, infatti, patliamo di un’eta
molto antica delluniverso la cosiddetta ez dei quark dove le energie/tem-
perature, erano talmente alte che la materia esisteva solo sotto forma di
un plasma di quark non ancora legati a formare altri barioni (protoni, neu-
troni, mesoni). Ora, la simmetria della CP ¢ quella che governa la trasfor-
mazione delle particelle nelle loro antiparticelle, particelle, cioe che hanno le
stesse proprieta delle prime, salvo avere carica elettrica gpposta*s. Per que-
sto per indicarli in fisica si usa lo stesso simbolo 7egato della particella, p.es.,
e, p per lelettrone o il protone e &, p per 'anti-elettrone (o positrone), e
pet Panti-protone. Proprieta fondamentale delle particelle di materia/an-
timateria ¢ quella di annihilirsi reciprocamente quando si incontrano, tra-
sformandosi in fozoni ad altissima enepgia o «raggi gammay e/ o in altre coppie
di particelle di matetia/antimateria di massa minore.

Ora, la trasformazione di particelle di materia in antimateria e viceversa ¢
regolata dalla conservazione della simmetria CP, ovvero dellznversione per
riflessione o parita della carica e della posizione. Siccome si presume che
nell’universo originario materia e antimateria esistessero in #guale propor-
zione Tattuale, evidente, prevalenza nel nostro universo della materia
sull’antimateria suppone (nelle ere originarie dell’universo ad alta tempe-
ratura) /a violazione della simmmetria CP e di nuovo il ruolo della forza debole.

Abbiamo cosi completato I'elenco delle 18 particelle con spin semintero
o fermioni del MS (9 quark e 9 leptoni) — con iloro partner di antimateria
— che si vanno ad aggiungere alle 13 particelle con spin intero o bosori.
Ovvero: 112 bosoni di gange dei campi vettoriali delle tre forze quantistiche
Jorte, elettromagnetica, debole piti il bosone scalare di Higgs con carica elettrica nulla
e spin nullo.

Nella seguente Figura 2-31 presentiamo I'elenco completo delle particelle
tondamentali, fermzioni e bosoni di gauge, secondo il MS sttuale. Ad essa biso-
gnerebbe, infatti, aggiungere un ultimo bosone di gauge, quello del campo
tensoriale della forza gravitazionale, il cosiddetto gravitone con massa e carica
elettromagnetiche nulle e spin intero 2. Esso pero per il momento ¢ solo
ipotetico perché, malgrado esistano diversi modelli matematici di gravita
quantistica, manca evidenza sperimentale dell’esistenza del gravitone. Seb-
bene, ripetiamolo, la quantizzazione anche della quarta forza fondamen-

48 esistenza dell’antimateria, essenzialmente Iantielettrone, fu ipotizzata per primo da Di-
rac nel 1928 nella sua formulazione originaria della QFT come QED, e quindi dimostrata
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tale della natura ¢ un’esigenza non solo di coerenza delle leggi di natura e
della loro otigine cansale nell’evoluzione delluniverso, ma anche una ne-
cessita che nasce dal fatto che alle origini dell'universo, quando esso aveva

le dimensioni della /unghezza di Plank €p = 1,616199256 X

10735 m49 | la forza gravitazionale era quantizzata, oltre che essere repulsiva
invece che attrattiva.

Inoltre, 1 fermioni e 1 leptoni sono divisi in tre generazioni o famiglie a masse
crescenti e dove quindi le due generazioni successive alla prima esistono
0 sono esistite in parti/momenti dell'universo a enetgie/temperature
molto pitt alte di quella parte/momento delluniverso in cui esistiamo noi.
La prima generazione, quella della colonna piti a sinistra ¢ percio costituita
da quark e leptoni della nostra matetia ordinaria. Delle particelle delle altre
due generazioni troviamo tracce o nei raggi cosmici provenient da parti
lontane nello spazio/tempo del nostro universo, o nei nostti acceleratori
di particelle quando raggiungono energie sufficientemente alte compati-
bili con le masse di queste particelle. Infine, nell’elenco non sono citate le
particelle di antimateria, ma solo supposte, vista la loro rarita.

Standard Model of Elementary Particles

three generations of matter interactions [ force carriers
{fermions) (hosans)
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Figura 2-31. Rappresentazione schematica del MS delle particelle (o
quanti dei relativi campi materiali fermionici e d’interazione bosonici)

49 Essa nasce dal rapporto fra tre wstanti nniversali della natura: 4 di Planck, la costante

gravitazionale G e la velocita della luce. Si definisce percio come: €p hG / 3
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fondamentali. Di ogni patticella ¢ indicato il simbolo, la massa, la catica
eletttica e lo spin®.

Inoltre, un’esposizione per quanto elementare dei principi dello SM non
sarebbe completa senza un accenno ai diggrammii di Feynman che costitui-
scono il cuore matematico dei calcoli all'interno del MS (cfr. (Feynman, 2014)
per un’esposizione divulgativa). Generalmente, nelle esposizioni divulga-
tive della QM si dice che le particelle (fermioni) interagiscono scambian-
dosi quanti delle relative forze d’interazione (bosoni di gauge), un po’
come dei pattinatoti su ghiaccio interagiscono avvicinandosi e allontanan-
dost scambiandosi un pallone da basket. Nei diagrammi di Feynman —
che matematicamente costituiscono il miglior esempio di utilizzo dei me-
todi perturbativi della Meccanica Statistica in quantistica —i fermioni sono
rappresentati da /nee continue mentre i bosoni di gauge delle tre forze quan-
tistiche da Jnee ondulate. 1 vertici dei diagrammi rappresentano le interazioni
secondo i loro diversi tipi (forte, debole, elettromagnetica, elettrodebole)
e iloro angoli sono misure dell’ampiezza di probabilita e quindi dell'inten-
sita dell'interazione, come nella figura seguente.

STRONG VERTICES.

q

q
'WEAK VERTICES

f

z

f

ELECTROMAGNETIC VERTEX ~ ELECTROWEAK VERTICES

w w Wz
Zly W Wz

H- L*Mmg

m H.’ “umg

Figura 2-32. Interazioni nel modello standard. Tutti i diagrammi di
Feynman nel modello sono costruiti da combinazioni di questi vertici,
dove le frecce indicano le particelle in entrata e uscita dall’interazione. ¢
¢ un quark qualsiasi, g € un gluone, X¢é una qualsiasi particella carica, y
¢ un fotone, £ ¢ un fermione, m ¢ una qualsiasi particella con massa (con
la possibile eccezione dei neutrini), mp & un bosone con massa, A ¢ un
bosone di Higgs non rappresentato da una linea ondulata ma tratteg-

50 ’immagine ¢ fra quelle di pubblico utilizzo di Wikipedia.
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giata perché il bosone di Higgs non ¢ il vettore di una quarta forza quan-
tistica. Nei diagrammi con piu etichette di particelle separate da / viene
scelta un'etichetta e quindi un tipo di particella. Nei diagrammi con eti-
chette di particelle separate da | le etichette devono essere scelte nello
stesso ordine. Ad esempio, nel caso dell’interazione elettrodebole di
quattro bosoni, i diagrammi validi sono WWWW, WWZZ, WWyy,
WWZy. E consentito anche il coniugato di ciascun vertice elencato (in-
vertendo la direzione delle frecce e quindi dell’interazione)®!.

Infine, esistono chiari Awiti del MS che richiedono un suo completa-
mento.

Come la Commissione del Nobel ha cettificato nella motivazione con cui
assegnava il Premio Nobel per la Fisica 2015 ai fisici: Takaaki Kajita,
del’Universita di Tokyo in Giappone e Arthur B. McDonald della
Queen’s University di Kingston in Canada, il MS nella sua attuale versione
ha bisogno di un completamento. Il motivo dell’assegnazione di quel No-
bel ¢ stato infatti di aver dimostrato spetimentalmente che 4 neutrino cambia
“Sapore” — per esempio durante il viaggio dal sole alla terra dei miliardi e
miliardi di neutrini prodotti ad ogni istante dalle reazioni nucleari che ten-
gono “acceso’” il sole mediante l'interazione debole. Un viaggio durante il
quale essi perdono progressivamente energia, cambiando “sapore”. 1l
neutrino per cambiare sapore deve quindi essere dotato di massa, confu-
tando in tal maniera I'ipotesi originaria del MS. Le parole usate dall’Acca-
demia Reale Svedese nel comunicato stampa ufficiale sono infatti le se-
guenti:
Per la fisica delle particelle si tratta di una scoperta storica. Il suo Modello
Standard dei piu interni comportamenti della materia ¢ stato incredibil-
mente di successo, poiché ha resistito a tutte le prove sperimentali per oltre
vent’anni. Tuttavia, poiché esso richiede che i neutrini siano senza massa,
le nuove osservazioni hanno mostrato chiaramente che il Modello Stan-
dard non puo essere la teoria completa dei costituenti fondamentali dell’nniverso. (...)
Ora gli esperimenti continuano e un’intensa attivita ¢ in corso in tutto il
mondo, al fine di catturare neutrini ed esaminare le loro proprieta. Ci si
attende che nuove scoperte sui loro pitt nascosti segreti cambino la nostra

attuale comprensione della storia, della struttura e del destino futuro del
nostro universo>2,

In particolare, visto che i neutrini ad alta energia pervadono completa-
mente lo spazio tutt’altro che “vuoto” delluniverso, tanto che si parla di
una «radiazione cosmica di fondo reutrinicas (cosmic nentrino backgronnd ra-
diation CNBR) oltre quella ben nota «elettromagnetica a microonde» («-
st mierowave backgrond radiation CMBR) d si aspetta da un’adeguata fisica

51 Citato in Wikipedia da (Lindon, 2020).

52 Cfr. http://www.nobelptize.otg/nobel prizes/physics/laureates/2015/press.html
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det neutrin un contributo anche se parziale per risolvere quello che ¢ il li-
mite piu eclatante dell’attuale MS. E cio¢ il fatto che attualmente esso
“spiega” neanche il 5% della materia di cui ¢ costituito il nostro universo,
ovvero la cosiddetta materia ordinaria (4.9%0). Essendo il resto (95.1%) della
matetia costituito:

¢ Dalla cosiddetta zateria oscura (26.8%s), ovvero da una massa invisibile
ai nostti telescopi necessaria a giustificare Penergia gravitazionale che
tiene insieme le galassie e 1 cluster di galassie del nostro universo —e
che essa sia costituita «in qualche modo» da neutrini € una delle ipo-

tesi pit plausibili.

¢ [ ben per il 68.3% dalla cosiddetta energia oscura necessaria a giustifi-
care Paccelerazione dell’espansione del nostro universo cominciata

circa in un’era relativamente “recente’” del nostro universo, circa 20
milioni di anni fa’ (cfr. Figura 2-33).

Un altro limite del MS attuale ¢ la mancanza dell'integrazione in esso della
Jforza gravitazgionale ovvero di una feoria della gravitazione quantistica non solo
matematicamente consistente — ripeto, esistono diversi modelli matema-
tici al riguardo — ma sperimentalmente confermata dalla dimostrazione dell’esi-
stenza del gravitone. Recentemente ¢ stata dimostrata sperimentalmente
Tesistenza delle onde gravitazionali ovvero delle fluttnazioni del campo gravita-
zionale che costituisce il «tessuto dinamico» dello spazio-tempo in base ai
principi della GR. Una scoperta avvenuta nel 2015 giusto un secolo dopo
la previsione teorica della loro esistenza ad opera di Albert Einstein nel
1916 e che ha fruttato il Premio Nobel per la Fisica 2017 ai loro attuali
scoptitori. Ci siaspetta pero di osservare i gravitoni non dall’'osservazione
cosmologica ma dalle misurazioni eccezionalmente precise oggi possibili
dellinfluenza della forza gravitazionale legata alla massa degli atomi sui

canpi quantistici elettromagnetici delle loro interazioni atomiche e subatomi-
che.
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Figura 2-33. «Pizza cosmica», ovvero grafico a torta della materia che
costituisce il nostro attuale universo.

Un ultimo necessatio completamento dell’attuale MS riguarda il chiati-
mento definitivo della violazione della simmetria CP di cui abbiamo par-
lato, come giustificazione dell’assoluta prevalenza della mzateria sull’ antinia-
teria nel nostro attuale universo. Di questa spiegazione, per le altissime
energie coinvolte esiste un’estrema difficolta a cercare e trovare conferme
spetimentali adeguate.

In conclusione, rimangono fondamentalmente inesplicate nell’attuale ver-
sione del MS:

¢ Lagravita

¢ Lamassa del neuttino

¢ Lamateria oscura

¢ L’energia oscura

¢ [asimmetria materia/antimateria

Esiste infine tutta una setie di altti problemi teotici e spetimentali, difficili
da spiegare nel nostro contesto cui il MS attuale, non offre soluzioni. Per
questo talvolta si parla a livello divulgativo di «una fisica oltre il Modello
Standard», anche se, molto pit fondatamente, bisognerebbe patlare del
necessario completamento dell’attuale versione del MS. Parlare di «andare oltre
il MS» come se la Fisica Fondamentale potesse fare a meno di esso ¢
quanto meno pretenzioso, se non direttamente sciocco, come ha eviden-
ziato pit volte uno dei padti del MS il Premio Nobel per la Fisica Gerard
‘tHooft.

Per concludere, abbandoniamo ora, per un momento la fisica quantistica,
per introdurre I'ultimo e pit definitivo superamento del riduzionismo
newtoniano che carattetizzo la fisica moderna alle sue origini, ovvero la
Teoria dei Sisteni Fisici Complessi o Teoria della Complessita dal punto di vista
macroseopico e mesoscopico della Meccanica Classica e Statistica. Dopo questo



254 Filosofia della Natura e della Scienza

necessatio exwrrsus (§ 2.4.1-2.4.2) torneremo alla fisica quantistica e, pit
specificatamente alla QFT, individuando nel principio della foliagione del
wvnoto quantistico il fondamento fisico mcroscopico della complessita (§ 2.8).

2.8 Linterpretazione della complessita
nella QFT come Fisica Fondamentale

2.8.1 L’interpretazione termica del vuoto
quantistico

La differenza fondamentale appena ricordata fra QFT e QM ¢ che men-
tre i sistemi di QM sono essenzialmente Zneari causala linearita dell equazione
di Schridinger e il conseguente uso sistematico del princpio di sovrapposizione
come “somma’ delle funzioni d’onda associate alle particelle, questa sup-
posizione di linearita e 'equazione di Schrédinger non si applicano ai si-
stemi di QFT che sono zutrinsecamente non-fineari perché di fatto modelliz-
ZaNO Sisteni quantistici «a-molti-corpiv, proprio come in Meccanica Classica il
sistema di Poincaré che abbiamo appena discusso parlando del caos de-
terministico.

Tuttavia, nell'interpretazione di Dirac della QFT come «seconda quantiz-
zazione» (SQ) che abbiamo discusso brevemente in § 2.7.1 il problema
della non-linearita dei sistemi quantistici a #-corp7 veniva tisolto modelliz-
zando il sistema come #-oscillatori quantistici che oscillano nel vuoto come
tossero sisteni isolats, proprio come in QM il sistema ¢ modellizzato come
un solo oscillatore quantistico nel vuoto, cosi da mantenere la validita dei
metodt perturbativi anche in QFT come il formalismo dei diagrammmi di Feyn-
man alla base del Modello Standard evidenzia (cfr. § 2.7.3 e Figura 2-32).

Infatti, citando (Becchi, 2010) che ci aveva aiutato nella ricostruzione del
modello di Dirac della QFT, gia avevamo anticipato che quando pas-
stamo dalla QM alla QFT non vale pit il Teorema di Stone-Von Neu-
mann del numero finito di rappresentazioni unitariamente equivalenti (=
spazi di Hilbert) del sistema perché quando consideriamo lo stato fonda-
mentale dei campi quantistici in QFT — ovvero la cosiddetta condizione
di QV dei campi quantistici — bisogna tener conto delle zuelinzinabil fluttna-
zioni del vuoto. Ovvero che dal vuoto si ereano ¢ si annibilano continunamente pat-
ticelle (fermioni e bosoni) tramite i relativi operatori di creazione-annihi-
lazione che conosciamo. E questa la ragione profonda dell'intrinseca ron-
linearita delle equazioni della QFT tispetto alla QM.

Tutto questo ¢ ormai reso evidente anche al grande pubblico dal fatto che
i computer quantistici basati sulla cerenza della funzione d'onda di Schrodinger
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in QM per due elettroni sovrapposti in uno stato quantico, al fine di man-
tenere almeno per qualche frazione di secondo la coerenza della loro
forma d’onda (entanglement) e su cui si basa il concetto di gubit, occorre far
lavorare il sistema a temperatura molto vicine allo zero assoluto (—273°C)
per cercare di minimizzare Peffetto delle fluttuazioni termiche del vuoto
che ovviamente decoerentizzano la funzione d’onda. E questo con tutte le
implicazioni tecnologiche che questo isolamento termodinansico pressoché as-
soluto del sistema richiede.

Per usare la famosa metafora del gato di Schrodingerlo stato di sovrapposi-
zione di due elettroni 1/0 su cui il qubit si basa — il fatto che «il gatto nella
scatola» dello stato quantico ¢ «simultaneamente vivo e mortor — «quando
apriamo la scatolar, ovvero effettuiamo un’operazione di misura, interfe-
rendo dall'esterno col sistema, decoerentizziamo la funzione d’onda, detet-
minando cosl «se il gatto € vivo o mortow.

11 concetto di ineliminabile fluttuazione del vuoto in QFT, invece, ci fa
comprendere che non esistono in QFT sistemi quantistici realmente isolati
come la metafora del gatto di Schrédinger suppone, cosicché i fenomeni
di decoerenza in quantistica non dipendono esclusivamente dall'interfe-
renza col sistema di osservazione. 1l che ci riporta immediatamente, come
vedremo subito, all’enunciato del III Principio della Termodinamica — delle
ineliminabili fluttuazioni termiche delle moli di materia allo stato fonda-
mentale di energia minima — ma stavolta posto al cuore della QFT nella
sua interpretazione ferica, come vedremo subito.

L’evidenza di queste fluttuazioni del vuoto diviene particolarmente rile-
vante in misurazioni di ottica quantistica basati sull'interferometria ottica.
P.es., ¢ possibile usando dei contatori di fotoni (bosoni) sapere esatta-
mente quanti fotoni entrano — diciamo #— in un interferometro dove av-
vengono 1 processi di sovrapposizione delle relative funzioni d’onda (en-
tanglement degli stati di polarizzazione di due fotoni: cfr. le foto di questi
stati entangled di due fotoni per different direzioni di polarizzazione in Fi-
gura 2-20). Ebbene quando eseguiamo di nuovo il conteggio dei fotoni

‘uscita dell'interferometro troviamo sempre n + k fotoni, dove il nu-
mero £ dei fotoni in eccesso/difetto é stato evidentemente «creato/anni-
hilito» dal vuoto.

Tutto questo si enuncia teoreticamente affermando, come gia sappiamo,
che per il Teorema di Haag (cfr. § 2.6.9), non vale generalmente la co-
struzione di Dirac in QFT senza ulterioti ipotesi aggiuntive perché, sic-
come in QFT un sistema isolato dalle fluttuazioni del vuoto non puo esi-
stere, per il fenomeno della decoerenza, il sistema passa attraverso fasi diffe-
rents. Piti precisamente, il Teorema di Haag ha dimostrato che — nel limite
del volume infinito dell’analisi funzionale — esiste un numero infinito di rap-



256 Filosofia della Natura e della Scienza

presentagioni unitariamente inequivalenti (spazi di Hilbert) delle relazioni di
commutazione (pet i bosoni) e di anti-commutazione (per i fermioni) e
compatibili con lo stato fondamentale di minima energia dei campi quanti-
stici, ovvero del wuoty quantistico | 0). In altre parole, in QFT esiste una non-
corvispondenza tra la dinanmsica dei campi (matrici di Heisenberg) e la sua rappre-
sentazione (spazi di Hilbert) diversamente da quanto il Teorema di Stone-
Von Neumann afferma per un sistema di QM nel formalismo di Von
Neumann (cfr. § 2.6.8). Infatti,

la stessa dinamica (ciog, lo stesso insieme di equazioni di Heisenberg) puo
portare a soluzioni diverse quando rappresentazioni unitariamente inequi-
valenti (spazi di Hilbert degli stati fisici) sono usate nel calcolo degli ele-
menti della matrice. LLa scelta della rappresentazione per descrivere il nostro sistema
¢ quindi di cruciale importanza per risolvere le dinamiche: le stesse dinamiche
possono essere realizzate in modi diversi (cioe, in diverse rappresentazioni
unitariamente inequivalenti). La scelta della rappresentazione puo essere
considerata come una condizione al contorno in base alla quale le equazioni di
Heisenberg devono essere risolte (Blasone, Jizba, & Vitiello, 2011, p. 55).
Corsivi miei.
Questa “condizione al contorno” potrebbe essere gpistenologicamente 1a
supposizione che conosciamo 'Hamiltoniana del sistema, come ci ha in-
segnato Becchi nella sua ricostruzione dell'approccio SQ in QFT (vedi §
2.7.1). Ma potrebbe anche essere fisicanente il “bagno termico” con cui un
sistema quantistico #on-isolato scambia continuamente energia in modo 47
lanciato (a “somma-zero”) e quindi ad uno stato fondamentale di minima
energia con T> 0°K, in un'interpretazione dissipativa della QFT come
“fisica a molti corpt” intrinsecamente e irriducibilmente on-fineare. In que-
sta modellizzazione, infatti, 'Hamiltoniana del sistema viene definita dalla
dinamica stessa introducendo in essa i gradi di liberta del bagno termico, se-
condo il potente principio del raddoppio dei gradi di liberta (donbling of the degrees
of freedorr (DDF)), con fondamentali conseguenze per una interpretazione
realistica dell’ontologia e dell’epistemologia della fisica quantistica (cfr.

§2.8.4).

Questa lettura “termica” delle fluttuazioni del QV ¢ diversa da quella ge-
neralmente usata nella QM e quindi in una QFT secondo il modello della
SQ. Generalmente in questa lettura, si suppone il QV come lo stato fisico
in cui tutti i campi quantistici al loro stato fondamentale hanno un’energia
nulla senza introdurre alcun bilanciamento con 'ambiente come nella
QFT sotto lipotesi dissipativa. In effetti, nellinterpretazione della QM
del vuoto, i campi assumono valori casuali intorno allo zero, a causa del
principio di indeterminazione. Tuttavia, queste fluttuazioni di campo “av-
vengono a brevi distanze”, mentre “nel vuoto, a lunga distanza sono in
media pari a zero, in modo da recuperare il tisultato classico in cui i campi
sono tutti con valore nullo” (Maldacena, 2016). In altri termini, con una
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tale costruzione matematica, non ci sarebbe alcuna distinzione definitiva
tra il QV e il vuoto meccanico della meccanica classica e statistica, in cui
nessun contributo energetico proviene dal vuoto e quindi il sistema puo
essere considerato zolato - cioe, i campi quantistici oscillano liberamente
nel vuoto come richiesto dal modello di Dirac della SQ per la QFT.

Per semplificare anche troppo, in questo approccio stiamo considerando
le inevitabili fluttuazioni del QV alla luce delle medie complessive dell'ipo-
tesi del “caos molecolare” di Boltzmann in SM, e quindi alla luce del II
Principio della "Termodinamica per sistemi “chiusi” o “isolat’” che abbiamo
illustrato in §2.3.2. Tuttavia, ¢ possibile fare un passo avanti, conside-
rando, piu realisticamente, le inevitabili fluttuazioni del QV allo stato fon-
damentale alla luce del III Principio della Termodinanmica. Questo passo avanti
¢ stato fatto dal fisico giapponese Hi-roomi Umezawa durante gli anni '90
del XX sec., portandolo a interpretare la QF T come una dinansica di cangpo
termico (thermo-field dynamiics, TFD) (Umezawa, 1993; 1995). Questa inter-
pretazione ¢ stata originariamente sviluppata per modellizzare 1 sistemi
fisici della materia condensata, ¢ in particolare la neurodinamica del cet-
vello interpretato come un “sistema dissipativo” o un sistema “aperto”
sulla base di una interpretazione della QFT come #oria di campo termico
(Ricciardi & Umezawa, 1967).

Infatti, come sappiamo dalla ricostruzione teorica della motivazione fisica
profonda che porto Walter Nernst allenunciazione della 111 I egge della Ter-
modinamica (cfr. § 2.3.2) per evitare la «catastrofe termodinamica» che dato
il rapporto AS /AT, Pentropia § del sistema acquisti un valote infinito
quando T = 0 occotre suppotte che in prossimita dello 0°K Tentropia
S acquisti un valore costante, il che significa che T"non raggiungera mai il
valore di 0°K, ovvero la materia allo stato fondamentale di minima enet-
gia non «cristallizzera» mai in un’unica configurazione, ma comunque i
campi materiali «fluttueranno» sempre. Nernst dimostro quindi che per
evitare la catastrofe termodinamica dobbiamo suppotte che la capacita ter-
mica C di una qualsiasi mole di matetia #on ¢ affatto costante, a svanisca, nel
limite T— 0, in modo da rendete AS finito, come deve essete. Cio signi-
fica tuttavia che vicino allo zero assoluto 0°K, c'¢ una discrepanza tra la
variazione del contenuto di exergia interna del sistema U e Papporto di ener-
gia libera F dallesterno. Possiamo evitare un tale paradosso — che viole-
rebbe la I Legge della Termodinamica del bilancio energetico in qualsiasi si-
stema fisico — supponendo che questo mistetioso supplemento interno di
energia sia dato dal vuoto per qualsiasi sistema fisico.

Tutto cio significa che alla luce della I11 I gge della Termodinamicail QV con
le sue ineliminabili fluttuazioni in QFT va interpretato come una sorta di
riserva universale di energia con una temperatura 7> 0°K. Cio significa che
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nessun sistema fisico — classico o quantistico — € concepibile come «so-
lato» o «energeticamente chiusow, poiché ¢ necessariamente «aperto» alle
inevitabili fluttuazioni del vuoto nel suo sfondo. Allo stesso tempo cio
significa che, nella QFT interpretata come Fisica Fondamentale, a qual-
siasi livello di organizzazione «complessa» della materia (cfr. la nozione di
«foliazione del vuotor in § 2.8.4) 1 QV con le sue ineliminabili fluttuazioni
corrispondera allo stato fondamentale di minima energia con T> 0°K di
un qualsiasi aggregato di campi materiali. La conseguenza ontologica per la Fi-
sica Fondamentale ¢ che non possiamo pit concepite i sistemi fisici, né a
livello microscopico, 0 mesoscopico, 0 macroscopico, come Zsolati nel vioto
meeccanico, secondo la rappresentazione meccanicistica classica della fisica
galileiano-newtoniana.
11 vuoto diventa un ponte che collega tutti gli oggetti tra loro. Nessun
corpo isolato pud esistere, e l'attore fisico fondamentale non ¢ piu la par-
ticella, ma il campo, cioe le distribuzioni spaziali di patticelle che variano nel
tempo. Le particelle diventano i «quanti» di questi campi materiali, allo

stesso modo in cui i fotoni sono i quanti del campo elettromagnetico (Del
Giudice, Pulselli, & Tiezzi, 2009, p. 1870).

Per completare questa ricostruzione stotica, dobbiamo ricordare che l'in-
terpretazione “termica” di Umezawa della QFT come fisica fondamen-
tale dei sistemi biologici e neurali, non puo giustificare un mecanismo di
memoria adatto ai cervelli come sistemi dissipativi perché in questo approc-
cio ogni nuovo serpt di memoria (coerenza di fase dei campi) sovrasctive
quello precedente. Questo limite ¢ superato dall'ulteriore formalizzazione
da parte di Giuseppe Vitiello e del suo gruppo del principio della foliazione
del voto quantistico basato sull'evidenza teorica — e spetimentale, prima di
tutto nelle neuroscienze — che diverse e stabili coerenze di fase dei campi
quantistici allo stesso stato fondamentale bilanciato col bagno termico
(somma nulla delle energie in entrata e uscita dal sistema) con T"> 0 passorno
coesistere in sistemi quantistici dissipativi, senza interferire tra loro. E anche
possono essere ordinati localmente l'uno sull'altro, (gerarchizzati) essendo univo-
camente dicizzati (labelled) dinamicamente, in modo da diventare uno stru-
mento efficace utilizzato dalla natura per costruire sisteni complessi in fisica
e memorie effettive che non si sovrascrivono come nel modello di Ume-
zawa, nel sistemi biologici e neurali (cfr. § 2.8.4). Torneremo a lungo su
queste nozioni nel Secondo Volume, nei capitoli dedicati ai sistemi bio-
logici e neurali, visto che lesistenza di meccanismi fisici efficienti di me-
motia a lungo termine ¢ alla base sia di una teoria dell’evoluzione biologica
scientifica e non ideologica, sia delle stesse neuroscienze cognitive.
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2.8.2 Il cuore della QFT come Fisica
Fondamentale: la trasformata di
Bogoliubov

Abbiamo visto come ogni sistema di QFT' ¢ sottoposto a continue #ransi-
zioni di fase per le fluttuazioni del vuoto per la continua generazione/anni-
hilazione di particelle, da cui 'enunciato del Teorema di Haag,

La modellizzazione matematica in QFT del processo di creazione/anni-
chilazione dal QV di bosoni e fermioni come quanti dei loro relativi
campi, ¢ stata definita dal fisico e matematico russo Nikolay Bogoliubov
nel 1958, originariamente sviluppata per modellizzare in QFT la #ransizione
di fase superconduttiva di alcuni materiali (Bogoliubov, 1958; Bogoliubov,
Tolmachev, & Shirkov, 1958). Egli dimostro che, data una coppia di re/a-
gtoni canoniche di commmtazione (canonical commmtation relations, CCRs: cfr.
§2.6.9) — matematicamente definite su una base di funzioni jperboliche —
per una coppia di operatoti di creazione/annichilazione dal vuoto di un

bosone nello spazio di Hilbert — cioe, [(’1\, CALT] = 1 — ¢ un’altra coppia di
operatoti per un altro bosone — cioe [1’7\, BT] = 1 — esiste una trasforma-
zione (la trasformazione di Bogolinbov) che mappa la prima coppia di operatori
nella seconda.

Lo stesso vale per una coppia di relazioni canoniche di anti-commmutazione (cano-
nical anti-commmtation relations, CARs: cfr. §2.6.9) per operatori di crea-
zione/annihilazione di fermioni — cioe {C’f, dT} =0, {c’l\, &T} = 1, mate-
maticamente definite su una base di funzioni crwlari. Corollario del Teo-
rema di Bogoliubov ¢ la dimostrazione che esiste un zonzorfisno sia delle
algebre degli operatoti per le CCRs, che delle algebre degli operatori per
le CARs che costituiscono percio due distinte caegorie per esprimerci nel
formalismo della TC. Si possono cosi modellizzare le differenti transizioni
di fase fra campi quantistici bosonici e fermionici che danno luogo a di-
versi stati degeneri del vioto quantistico, ovvero dei campi quantistici allo stato
fondamentale, dando cosi un preciso significato costruttive al Teorema di
Haag in QFT. E in questo preciso senso fisico-matematico che Becchi
patlava di una modellizzazione matematica alternativa della QFT da parte
di Bogoliubov, tispetto a quella di Dirac della SQ che, viceversa, in qual-
che modo “subisce’” ma non usa costruttivamente il Teorema di Haag,

2.8.3 |l Teorema di Goldstone e il ruolo dei
bosoni di Nambu-Goldstone in QFT

E evidente che in questa modellizzazione acquista nuova luce il fonda-
mentale Teorema di Goldstone che gia conosciamo (cfr. §2.7.2) per il
ruolo svolto nella definizione del MS delle particelle fondamentali in
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QFT, dove le infinite SSBs del QV includono anche gli infiniti “stati de-
generi” del vuoto modellizzabili grazie a Bogoliubov.

Per riassumere, la principale novita introdotta dal Teotrema di Goldstone
nella QFT relativistica ¢ che ciascuno degli stati degeneri del QV costitui-
sce una SSB del vuoto al suo stato fondamentale. Ogni SSB, a sua volta,
cottisponde allinstaurazione “spontanea’” — non indotta da un’azione fi-
sica esterna — di correlagiont a lnngo raggio tra campi quantistici al loro stato
fondamentale che determina un dominio di coerenza di fase fra alcuni campi
quantistici, che corrisponde a un particolare sistema quantistico (ad esem-
plo, un atomo o una molecola) nella sua fondazione in base alla QFT e
non alla QM. I domini di coerenza di fase dei campi quantistici mostrano
quindi dei comportamenti collertivi (p.es., le proprieta fisiche di un dato
atomo) che rendono privo di significato il loro trattamento in termini 7-
dividuali, ovvero nel termini della dualita particella-onda secondo l'inter-

pretazione di Copenaghen della QM (cft. sopra, § 2.6.7).

Questo cambio di interpretazione sui fondamenti della fisica quantistica
implica tre conseguenze dal punto di vista del formalismo matematico e
dellontologia della fisica quantistica:

& Lnprimo luogo, tutto cio significa che ogni “particella elementare” mas-
siva 0 non massiva dello SM, sia fermzoni (quark, neutrini ed elettron)
che bosoni di gauge (gluoni, fotoni, bosoni Z-W), cosi come il bosone
di Higgs, devono essere considerati in QFT' come guanti dei rispettivi
campi materiali e dinterazione, rispettivamente. Questa posizione onto-
logica ¢ coerente con il passaggio al formalismo matematico delle co-
siddette #eorie di stringa, dove una particella non ¢ rappresentata da un
“punto” e il suo moto come una “traiettoria unidirezionale” nello
spazio delle fasi, ma ¢ rappresentata come una corda vibrante o stringa €
il suo moto come una brana bidinensionale— dove “brana” ¢ un’abbre-
viazione della nozione intuitiva di “mem-brana” per indicare che si
tratta di un oggetto bidimensionale come un “foglio” che oscilla, “vi-
bra”. Dove l'intensita della vibrazione della cotda ¢ proporzionale all'e-
nergia del campo associato (per un’introduzione alla Teoria delle Stringhe
e alle sue potenzialita cfr. (Greene, 2015)).

& I secondo lnogo, in QFT vale una relazione di incertezza e quindi una
dualita particella-onda, simile a quella di Heisenberg della QM rela-
tiva all'incertezza statistica tra posizione x e quantita di moto px e di
una particella: AxAp, = h/2 (§ 2.6.3) Effettivamente, in QFT, alla
luce del Teorema di Goldstone, l'incertezza e quindi la dualita parti-
cella-onda riguarda il numsero dei quanti di nn campo, M, tispetto alla fase
del campo, @ ovvero (Cfr. (Preparata, 2023, p. 61) con I'elegante dimo-
strazione matematica di questa relazione):
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AnAg = K (18)

Dove K ¢ una costante di quantizzazione correlata al tipo di correla-
zione a lungo raggio coinvolta. Se (An = 0), ¢ ¢ indefinito, quindi
ha senso trascurare l'aspetto della forma d'onda a favore del wmporta-
mento individuale, tipo-particella. Al contratio, (A@ = 0),n ¢ indefi-
nito perché un numero estremanente elevato di quanti oscillano insieme se-
condo una fase ben definita, cioe all'interno di un dato dominio di coe-
renza di fase. In questo caso, quindi, sarebbe assurdo desctivere il
fenomeno in termini di comportamento delle singole particelle, poi-
ché prevalgono 7 modi collettivi del campo.

& I terzo luggo, 1 modi collettivi dei campi” appartenenti ad un unico
dominio di coerenza di fase possono essete caratterizzati univocamente
(indicizzatl) mediante un’ulteriore nozione unificante: un determi-
nato condensato di bosoni di Nambu-Goldstone NG). Essi appaiono in
tutte le equazioni della QFT relative allinstaurazione di correlazioni a
lungo raggio tra campi quantistici. In questo modo, ¢ un'ultetiore con-
seguenza del teorema di Goldstone che ogni coerenza di fase a lungo
raggio tra campi quantistici relativi a una SSB del QV al suo stato
fondamentale ha la sua “impronta digitale” nell'unico valore nume-
tico finito di un dato condensato di bosoni-NG.

Ora, nonostante guesti quanti di correlazione fra campi quantistici siano par-
ticelle reali, osservabili con le stesse tecniche (diffusione, scattering, ecc.)
delle altre particelle, tuttavia, poiché la loro massa ¢ comunque trascura-
bile (o addirittura nulla), la loro condensazione non inmplica un canbianento
dello stato energetico del sistema. Cio significa che, se il nuovo stato simmetrico
della materia conseguente a una data SSB ¢ un possibile stato fondamen-
tale (uno stato di minima energia o un "vuoto" degenere di un sistema
QFT), anche lo stato coerente, dopo la rottura della simmetria, rimane
uno stato di minima energia, quindi stabile nel tempo.

Vediamo brevemente come si ¢ arrivati a definire questo nuovo genere di
“quasi-particelle” che vanno sotto il nome di “bosoni-NG””.

In particolare, rispetto a quanto gia detto in § 2.7.2 per il ruolo del Teo-
rema di Goldstone e del meccanismo di Higgs nella rottura di sinmetria elet-
tro-debole nella costruzione dello SM, bisogna aggiungere I'applicazione
delle SSBs alla modellizzazione da parte del fisico glapponese-ameticano
Yoichiro Nambu (1921-2015) della rtura di simmetria chirale elettro-forte (ctr.
§2.7.2 e Figura 2-29) nella comodinamica quantistica (Nambu & Jona-
Lasinio, 1961a; 1961b). Cioe, nella QFT della forza forte con le sue tre di-
stinte cariche di colore per mezzo delle quali 1 quark interagiscono. Per questo
suo fondamentale lavoro sul ruolo delle rotture di simmetria nella costru-
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zione dello SM, Nambu fu insignito del Premio Nobel per la Fisica nel
2008, condiviso con altri due fisici giapponesi Makoto Kobayashi (1942-)
e Toshihide Maskawa (1940-2021) per la loro “teotia sulla rottura di sim-
metria che predice Pesistenza in natura di almeno tre famiglie di quark”
nello SM (cfr. §§ 2.7.2-2.7.3 e Figura 2-31).

11 riferimento al lavoro teorico di Nambu sulle rotture di simmetria in
questo nostro contesto ¢ fondamentale per il ruolo che egli assegno ad
una nuova classe di bosoni, 7 busoni-ING, nella teotia delle rotture di sim-
metria in QFT e che egli per primo defini delle “quasi-particelle” per le
loro strane proprieta (Nambu, 1960). Essi, infatti, sebbene appaiano in
tutte le equazioni della QFT e obbediscano alla statistica di Bose-Einstein
(sono, cioe, busoni), tuttavia non sono bosoni di gauge ovvero “quanti di una
delle quattro forze fondamentali di interazione” (fofoni, bosoni Z-W, gluon,
gravitoni) dello SM esteso alla gravita quantistica. Inoltre, i bosoni-NG non
solo non sono quanti di energia, ma sono con massa — anche se sempre
molto piccola (se la simmetria non ¢ perfetta in spazi finiti) —, o senza
massa del tutto (se la simmetria ¢ perfetta, nel volume infinito dell'analisi
funzionale). Essi sono infatti guanti delle onde di correlazione a lnngo raggio fra
canpi quantistici propagantesi nel vuoto, che costituiscono il cuore del Teo-
rema di Goldstone e del MS, cosi che 1 condensati di questi bosoni pos-
sono venire sezpre e univocamente associatl ai diferenti nodi collettivi di oscillare
in fase dei campi quantistici come cio che li indicizzano univocamente.

Ovvero, ogni coerenza di fase di campi quantistici ¢ associata univoca-
mente al condensato di un numero finito V" di bosoni-NG, cosi che ogni
transizione di fase - e/ o rottura di simmetria del QV —in QFT non ¢ carat-
tetizzata solo da un paramsetro dordine — una grandezza statistica la cui me-
trica cambia repentinamente nella transizione di fase — ma anche — con
una terminologia presa dalla teoria dell'informazione — da un parametro di
controllo.

In altri termini, il condensato di un numero N di bosoni-NG dinamica-
mente zdieizza clascuna fase di campi quantistici, costituendo, nel caso dei
sistemi biologici e neurali un vero e proptio wdirizzo di memoria analogo a
quello dei nostti calcolatori. In tal modo si pongono le basi per una teoria
della computazione quantistica basata sulla QFT per T >> 0 come in na-
tura, e non sulla QM per T = 0 come nella tecnologia attuale, con tutte
le complicazioni del caso (Basti, Capolupo, & Vitiello, 2017). In altti ter-
mini, & possibile progettare computer quantistici basati sulla QFT — in
particolare in ottica quantistica — che lavorano a zemperatura ambiente esat-
tamente come accade in natura nei sistemi biologici e neurali.


https://en.wikipedia.org/wiki/Makoto_Kobayashi_(physicist)
https://en.wikipedia.org/wiki/Toshihide_Maskawa
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Draltra parte, ¢ stato Nambu stesso ad evidenziare la sostanziale analogia
fra il ruolo det bosoni-NG nella fisica sub-nucleare delle interazioni forti
e nella fisica della matetia condensata (Nambu & Jona-Lasinio, 1961a;
1961b), dove prendono diversi o in base alle different fasi fopologiche
della materia che essi indicizzano.

Ad esempio, nella fisica dello stato solido, 1 bosoni-NG sono chiamati fonon,
perché sono 1 quantt dei #zodi coerenti collettivi i oscillazioni meccaniche (ela-
stiche) delle molecole. In questo caso, infatti, la rottura della simmettia
riguarda la sinmetria sferica galileiana— quella per cui posso orientare in qual-
siasi direzione gli assi cartesiani della funzione 5/7che rappresenta il moto
di un corpo lasciando invariante la funzione in meccanica — nella propa-
gazione del moto vibrazionale meccanico delle molecole. Secondo questa
simmetria quindi le vibrazioni meccaniche delle molecole si propagano
casualmente (cioe, soddisfano una simmetria sferica) in qualsiasi direzione
dello spazio 3D determinando macroscopicamente lo stato gassoso della
materia. La rottura di tale simmettia abbassando la temperatura determina la
loro oscillazione in fase lungo la direzione /ngitudinale, nord-sud, corri-
spondente macroscopicamente alla transizione di fase allo stato liguido del
comportamento collettivo delle moli di una qualche sostanza (ad esem-
plo, lo stato liquido di un flusso d'acqua)s3. Oppute, abbassando niteriormente
la temperatnra, Uoscillazione in fase ¢ anche lungo la direzione trasversale (est-
ovest), cortispondente allo stato solids, cosi da “imprigionare” le molecole
in un volume finito. Nel caso di un reticolo cristalling rigido di atomi/ molecole
oscillanti, i loro modi di oscillazione coerenti determinano 4 distribuzione
regolare secondo una legge periodica delle particelle nel reticolo, in modo da determi-
nare dinamicamente /& struttura geometrica regolare di un cristallo — ad esempio,
le belle geomettie dello stato ghiacciato dell'acqua in un fiocco di neve che
ci hanno incantato fin da bambini! Come si vede ¢ la dinamica che deter-
mina la geometria (cinematica) dei sistemi meccanici, non viceversa, una
bella vittoria di Atistotele su Pitagora e Platone!

Un altro esempio ¢ la pit volte citata transizione alla fase ferromagnetica di
un materiale (cfr. Figura 2-24), anche questa dipendente criticamente
dalla zemperatura (la “temperatura di Curie”), dove i relativi bosoni-NG
sono denotati in letteratura come #agnons — “magnont” si direbbe in ita-
liano, ma ¢ un termine che non viene usato per ovvi motivi. In questo
caso, infatti, la simmetria rotta & /z simmetria rotazionale del dipolo magnetico
degli elettroni. E il fenomeno macroscopico della zagnetizzazione consiste

53 Si pensi all'esperienza quotidiana dell'acqua che bolle, che esemplifica la continua vatia-
zione della lunghezza di correlazione dell’oscillazione in fase delle molecole d'acqua, e
quindi il “confine dinamico” in continua evoluzione della transizione di fase vapore-li-
quido dell'acqua.
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nella correlazione tra tutti (la maggior parte) degli spin degli elettroni, in
modo che essi “scelgano”, tra tutte le direzioni possibili, quella propria del
vettore di magnetizzazione rompendo ergodicita del sistema.

Infine, nella 7zateria organica (compost del carbonio) e nelacqua, in cui sol-
tanto e non casualmente interagiscono le molecole organiche — “Iacqua
matrice della vitd”: questa ¢ la ragione profonda per cui oltre 80% del no-
stro corpo ¢ fatto di acqua, e pitt del 90% delle nostre molecole sono di
acqua —, 1 bosoni-NG sono chiamati polaroni. In effetti, la simmetria rotta
in questo caso ¢ la simmetria rotazionale dei djpol; elettrici che carattetizzano
l'acqua e le molecole organiche. Le modalita coetenti di propagazione
delle correnti di dipolo sono infatti il “segreto dinamico” per cui le bio-
molecole distanti “possono sentirsi I'un I'altra” (entanglement) nell'ambiente
“acquoso” interno-esterno della cellula, tanto da costituire la base fisica dei
meodi collettivi ordinatiin cui consistono in ultima analisi, sia le strutture complesse
della materia biologica, sia le sequenze ordinate di reazioni chimiche di una fun-
zione biologica (p.es., la digestione).

1l meccanismo dinamico secondo il quale le molecole d'acqua, oltre una
data soglia di densita, possono condensare in domini di coerenza (coberence
domain, CD) di fase tra 1loro campi di dipolo elettrico ¢ oggi ben noto (cft.
(Brizhik, Del Giudice, Maric-Oehler, Popp, & Schlebusch, 2009) e (Ho,
2014) per una sintesi piti recente con molti riferimenti bibliografici). Il nu-
cleo di tale meccanismo ¢ che in ogni CD d'acqua le molecole oscillano
coerentemente tra due configurazioni delle loro nubi elettroniche, in
modo da produtre un campo elettromagnetico oscillante con la stessa fre-
quenza. Il CD d'acqua pud, quindi, attratre per risonanza un piccolo nu-
mero di molecole “ospiti” diverse dall'acqua, che condividono cosi I'enet-
gla immagazzinata nel CD. Abbiamo in questa maniera una modalita
molto piu efficiente dei cosiddetti processi di djfusione a base stocastica in-
trodotti dall'ultimo lavoro di A. M. Turing poco prima della sua tragica
fine, come metodo fondamentale per la modellizzazione della zorfogenesi
nella materia biologica (Turing, 1952). Un metodo che anche per queste
sue nobili origini ¢ ampiamente usato negli studi spetimentali in biofisica
e biochimica, anche se i processi diffusivi per la loro casualita sono di
principio molto inefficient per rendere possibili che si verifichino reazioni
chimiche altamente selettive, dato che le forze chimiche si propagano solo
a brevi distanze, e invece qui abbiamo bisogno delle cortelazioni a lungo

raggio della QFT usando i campi di dipolo.

Ad esempio, questo dei CD ¢ il nucleo dinamico della specializzazione cellu-
larein epigenetica, dove solo alcune sequenze del DNA che, ricordiamolo,
¢ lo stesso per tutte le cellule di un dato otganismo, sono attivate/disatti-
vate, a causa della presenza/assenza delle molecole approptiate nell'am-
biente circostante. In breve,
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l'interazione tra chimica e campo elettromagnetico produce un'oscilla-
zione collettiva di tutti i CD che, secondo il teorema generale di coerenza
dell’elettrodinamica quantistica, da origine a una coerenza estesa (Teorema
di Goldstone, N.d.R.), dove i CD di acqua e le molecole “ospiti” diventano
i componenti di “super-domini” molto piu estesi che potrebbero essere
solo i vari organi (Brizhik, Del Giudice, Maric-Ochler, Popp, &
Schlebusch, 2009, p. 37).

Un altro fenomeno ben studiato strettamente legato ai CD di dipolo elet-
trico dell’acqua e delle molecole organiche ¢ la formazione, la propaga-
zione e la sincronizzazione reciproca dei cosiddetti so/itoni, cioe di un'onda
solitatia auto-tinforzante (un pacchetto d'onda o un impulso) che man-
tiene la sua forma mentre viaggia a velocita costante. 1 solitoni sono cau-
sati da una cancellazione degli effetti non-lineari e dispersivi nel mezzo in
cui si propaga — esattamente I'opposto di un processo diffusivo. Per ca-
pirdi, in fluidodinamica, la formazione di una orda di tsunami nel mare € un
terribile esempio di “solitone marino™!5* Nell'elettrodinamica della mate-
ria biologica, la presenza di solitoni ¢ ben consolidata sperimentalmente
sia nel DNA che nella dinamica delle proteine, mostrando un ruolo fon-
damentale per l'efficienza del metabolismo cellulate attraverso 7 zicrotnbuli
cellulari — 1 metaboliti, ciog, si propagano nei microtubuli della cellula per
onde solitoniche, aumentando cosi enormemente lefficienza del pro-
cesso —, la cui rilevanza per un fondamento quantistico della biochimica
e della neuro-dinamica ¢ oggi ben riconosciuta. Vi torneremo nel Se-
condo Volume di questo lavoro.

Per concludere, si noti ancora quest'altra conseguenza ontologica ed epi-
stemologica su cui fitorneremo nel Capitolo 4. F come se la dinamica
della materia attraverso le correlazioni a lungo raggio e le relative coerenze
di fase dei campi quantistici al loro stato fondamentale, stesse definendo
una nuova proprieta e / o funzione e / o predicato di un ente fisico: “‘es-
sere liquido”, “essere solido”, “‘essere magnete”, “essere organico”, ecc.
In un certo senso proprio — che emergera chiaramente quando discute-
remo brevemente nel Capitolo 4, 1a sezzantica coalgebrica su insiemi NWE,
comune sia alla QFT in fisica, sia alla semantica modale dei modelli di
Kiripke in logica —siamo di fronte ad un’applicazione della interpretazione
categoriale della funzione-significato per logiche modali booleane (Kupke,
Kurz, & Venema, 2004). Una semantica, cioe, dove Pestensione di una
funzione/predicato in logica ¢ definita pet omomorfismo sulla struttura di

54 Sempre per fare riferimento all’esperienza ordinaria, chiunque ¢ andato al mare in un
glorno di mare agitato, sa bene che ogni onda particolarmente alta ¢ preceduta e seguita
da una serie di onde piu basse e di forza minore. La presenza di queste onde di intensita
minore fa si che Penergia sia dispersa fra di esse ¢ non concentrata in una sola onda. E
esattamente cio che non accade in un’onda di tsunami in cui tutta 'energia ¢ concentrata
in una sola onda (un solitone) di potenza tetrificante, come sappiamo.
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un’algebra complessa algebre-sottoalgebre, e non insiemi-sottoinsiemi
come nella logica insiemistica.

In altre parole, ¢ come se una coetenza di fase fisica costituisse dinanica-
mente i1 dominio logico/matematico di una data funzione/predicato.
Tutto questo puo essere tigorosamente formalizzato in TC dove la costi-
tuzione del dominio/codominio di oggetti pet un dato motfismo (fun-
zione/predicato) dipende dal ptimitivo delle due mappe dom()/cod(") —
quindi due gperagioni che nel caso quantistico sono i processi fisici di co-
stituzione di domini di coerenza di fase fra campi quantistici — e non sono
presupposti come ultimamente gia dati nella collezione 1 come il primi-
tivo del predicato € dell’appartenenza insiemistica costringe a supporre
nella semantica della TI. Tomeremo su questi aspetti logico-formali
dellontologia e dellepistemologia della Fisica Fondamentale nel Capi-
tolo 3 e nel Capitolo 4, nonché nell” Appendice C al Capitolo 3 com-
pletamente dedicata alla TC in confronto con la TI. Anche se accenne-
remo qualcosa nella Conclusione (§ 2.8) a questo capitolo sulla cosiddetta
interpretazione categoriale della fisica quantistica, oggi particolarmente studiata
(Abramsky & Coecke, A categorical semantics of quantum protocol,
2004; Chiribella, D'Aftiano, & Petinotti, 2010; 2011; Coecke, New
structures for physics. Lecture Notes in Physics, 813, 2011; Heunen &
Kornell, 2022).

2.8.4 La nozione di foliazione del vuoto
quantistico e la complessita

Prima pero di introdurci nella discussione del ruolo delle coalgebre nella
logica della TC, occotre capire almeno intuitivamente il ruolo delle strut-
ture coalgebriche nel formalismo della QFT. Per questo, dobbiamo prima
comprendere il ruolo delle afgebre di Hopfnelle computazioni su un reticolo
di numeri quantici k associati a determinate variabili — per esempio Penet-
gla E o il momento | delle particelle — in QM e in QFT. Matematica-
mente, un'algebra di Hopf H ¢ una bi-algebra, perché carattetizzata da due
tipi di operazioni, cio¢ i coprodotti della coalgebra: H — H X H, e 1 prodotti
dell'aoebra: H X H — H.

Dove va subito ricordato che i aprodotti in algebra sono effettivamente
delle sommme (unioni) fra insiemi disgiunti (che non hanno element in co-
mune) e questa operazione ¢ fondamentale in logica formale per definire
dlassi su insiemi come vedremo meglio nel Capitolo 4. Denotare le somme
disgiunte col termine coprodotto nelle coalgebre tispetto ai prodotti nelle ajgebre
¢ una convenzione in Algebra Universale per denotare strutture o opera-
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zioni che sono duali o gpposte fra di loro dove con dualita st intende una
relazione fra strutture caratterizzata da un’inversione delle frece o morfismi
daf — gag = f)edellordine delle composizioni di morfismi (da f o g a
ge°f

Ora, in una (bi-)algebra di Hopf H i coprodotti della coalgebra H —
H X H eiprodottidell’algebra H X H — H commmtano fra diloro perché
definiti su un ampo K caratterizzato da una mappa lineare S: H = H o an-
tipode che manda dualnente 1 coprodotti sui prodotti e le wunita € sulle unita
1, e viceversa, cosicché 1l seguente diagramma che definisce una bialgebra
di Hopf cwmmmmunta:

Se@id

HoH—2 HoH
/ x
H K i H

Figura 2-34. Diagramma commutativo che definisce una bialgebra di
Hopf, dove la parte sinistra del diagramma definisce la struttura coalge-
brica e quella destra la struttura algebrica e che sono assolutamente sim-
metriche (dualmente isomorfe). Ovvero, una bialgebra di Hopf ¢ una
struttura algebtica auto-duale.

11 ruolo di una bialgebra di Hopf nei calcoli QM su un reticolo di numeri
quantistici emerge immediatamente quando teniamo presente che la
“meta algebrica” H X H — H della bialgebra di Hopf si applica quando
dobbiamo calcolare, ad esempio, l'enetgia E di una singola particella. In-
vece la “meta coalgebtica” si applica quando dobbiamo calcolare Jerergia
totale di due particelle (p.es., due fermioni) sovrapposte nello stesso stato
quantico = E; + E; (1 coprodotti sono effettivamente somme di di-
sgiunti, come sappiamo). Nel caso della QM, la commutativita anche dei
coprodotti ha senso, perché I'energia totale dello stato quantico di sovrap-
posizione fra due particelle non cambia scambiando di posto tra di loro
le due particelle. E, d’altra parte, i coprodotti nei calcoli della QM e della
QFT sono fondamentali, visto che la misura dell’energia totale di uno
stato quantico € I'unico modo per sapere quali e quante particelle sono

55 Infatti, in TT e in TC posso costruire insiemi per #ndugione congiungendo (moltiplicando)
insiemi (p.es., ottenere l'insieme b congiungendo l'insieme @ con b, a Ab), ovvero deco-
struire insiemi per winduzione disgiungendo (dividendo) insiemi (p.es., ottenere gli insiemi
a/ b disgiungendoli dall'insieme ab, ovvero a V ).



Carattere non-
commutativo dei
coprodotti e delle
coalgebre di Hopf
nella QFT di sistemi
dissipativi in bilancio
energetico con
I'ambiente

Nozione di
coalgebre di Hopf q-
deformate e
relazione con la
Trasformata di
Bogoliubov

268 Filosofia della Natura e della Scienza

sovrapposte in uno stato quantico, visto che come tali, per il principio di
indeterminazione, le particelle non sono osservabili.

Tuttavia, quando siamo in QFT sotto Iipotesi dissipativa, o, pitl general-
mente quando ci troviamo di fronte a sistemi quantistici energeticamente
aperti la commutativita dei coprodotti dell’algebra di Hopf per calcolare
Penergia totale non puod piu essere ammessa. Infatti, 1 termini (somzzands)
dei coprodotti rappresentano qui, necessatiamente in modo non-interscans-
biabile e quindi non-commutative, il valore energetico dello stato del sistema e 1l
valore energetico del bagno termico associato in un sistema in bilancio energetico
col suo ambiente fisori dall equilibrio. Essi, percio, non possono essere definiti
sulla stessa base algebrica.

In questo caso, lo strumento algebrico corretto da usare nei calcoli sono
le cosiddette coalgebre di Hopf g-deformate, con coprodotti non-commmtativi, stret-
tamente correlati alla #rasformata di Bogolinbov che gia conosciamo (§ 2.8.2).
Infatti, 2 parametro di deformazione g della coalgebra di Hopf ¢ in questo caso
un parametro termico cottispondente allinverso dell'angolo di miscelazione (mii-
xing angle) @ (intuitivamente, I'angolo della coerenza di fase per # campi
quantistici che appartengono alla medesima fase) della trasformata di Bo-
goliubov. Per questo, il parametro di deformazione ¢ viene definito tal-
volta uno squeezing parameter perché € come se “‘strizzasse’ allungandola la
perfetta simmetria sferica di una bialgebra di Hopf di Figura 2-34 (intui-
tivamente, come quando comprimessimo un palloncino da due punti op-
posti dandogli cosi una forma oblunga) capace di tener conto delle non-
linearita delle correlagioni di fase a lungo raggio fra 1 campi quantistici coinvolt
(cfr. (Umezawa, 1995) e (Blasone, Jizba, & Vitiello, 2011, pp. 185-234)
per ulteriori dettagli fisico-matematici)>e.

Semplificando al massimo, i coprodotti non-commutativi definiti su due
diverse basi algebriche, una per lo stato del sistema a e l'altra per il corri-

56 I] concetto di squezing per connotare una coerenza di fase che si mantiene anche a lunghe
distanze manifestando cosi una straordinaria robustezza al rumore ¢ molto usato in oftia
quantistica. Recentemente ¢ balzato di nuovo agli onoti della cronaca scientifica visto che
lo squeezing della luce coerente prodotta da un laser ¢ la chiave della possibilita di realizzare
le famose antenne gravitazionali che si estendono per svariate centinaia di metti e che sono
basate sull'interferenza — debolissima e che richiede una straordinaria precisione nelle mi-
surazioni — fra un’onda (fluttuazione del campo) gravitazionale e un’onda elettromagne-
tica. Grazie a una sofisticata tecnologia di squeezing, necessaria a mantenere la coerenza di
un’onda laser a grandi distanze, ¢ stato possibile misurare nel 2015 per la prima volta la
fluttuazione del campo gravitazionale, ipotizzata da Einstein giusto un secolo prima nel
1916 (Abbot, LIGO Collaboration, & VIRGO Collaboration, 2016; 2017). Il Premio No-
bel per la Fisica 2017 ¢ stato successivamente assegnato a Rainer Weiss, Kip Thorne e
Barry Barish per il loro ruolo nella rilevazione diretta delle onde gravitazionali.
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spondente stato del bagno termico @ sono: Aag = (a X q+
g xa)=(axq+qtxa.

11 fatto che i termini dei coprodotti per un’algebra di Hopf g-deformata
devono essere rnecessariamente definiti su due basi algebriche distinte implica
il principio del raddgppio delle algebre di Hopf H — (H, H), cosicché la
mappa coalgebrica dell’algebra di Hopf g-deformata non ¢ piu H —
H X H,maH - H x H. Tutto questo significa che dai coprodotti non-
commutativi definiti su algebre di Hopf raddoppiate, una per il sistema e
Paltra per il bagno termico, passiamo al raddoppio degli gperatori relativi a que-
ste algebre: A = A X A, al raddappio degls spazi di fase su cui gli operatori
agiscono: F = F X F e, finalmente al ruddappio deghi spazi di Hilbert relativi
al sistema e al bagno termico: H — H X F con cui rappresentarci un
sistema della QFT sotto lipotesi dissipativa che stiamo illustrando che
soddisfa la rappresentazione canonica Hamiltoniana per sistemi “chiusi”.
Avendo infatti inserito nella rappresentazione i gradi di liberta del bagno
termico, il sistema risulta essere un sistema energeticamente chiuso.

11 modello intuitivo per rappresentarci cosa significa tutto questo ¢ dato
da due oscillatori armonici quantistici che si smorzano reciprocamente, Visto che rap-
presentano il sistema e il suo bagno termico 7 bilancio energetico. Dove, dun-
que, lenergia totale Evop data dalla somma dell'energia in entrata dal bagno
termico +Ey;, e Venergia in uscita dal sistema —E ¢ € mulla Eyy — Egyyp =
0. Ovvero, i campi guantistici del sistema totale si trovano allo stato fondamen-
tale di energia minima per un sistema dissipativo per una temperatura

T > 0 e quindi pet un sistema firori dall equilibrio.

Cio che ¢ fondamentale sottolineare ¢ che con tale raddoppio il sistema
composto recupera la condizione essenziale di writarieta proptia dell’Ha-
miltoniana: infatti, ripeto, ¢ globalmente un sisterza chinso. Di conseguenza,
possiamo usare il raddoppio degli spazi di Hilbert H = H X H per re-
cuperare la rappresentazione canonica o Hamiltoniana di un sistema quantistico
dissipativo.

Ricordiamo, infatti, che la rappresentazione canonica di qualsiasi sistema
dinamico, sia nella fisica classica che quantistica, ¢ in termini della sua fun-
zione hamiltoniana (cfr. § A3.2 in Appendice A). Essa, come sappiamo,
fornisce l'energia totale del sistema dinamico in questione, perché ¢ un'e-
stensione dell'equazione di Lagrange allo studio dell'evoluzione nel tempo
di un sistema dinamico. Poiché 'Hamiltoniana rappresenta canonica-
mente il sistema dinamico come energeticamente chiuso, cio implica che,
se vogliamo scrivere I'Hamiltoniana di un sistema dissipativo, dobbiamo
includere in esso anche 1 gradi di liberta del bagno termico, per garantire
che sia globalmente energeticamente chiuso. E questo ¢ un formalismo standard
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per rappresentare sistemi fisici, quantistici o meno, in condizioni fuori

dall'eguilibrio (cfr. per esempio (Hollands & Longo, 2016)).

Percio, poiché noi siamo qui interessati al fenomeno della complessita nella
fisica della materia condensata che ha nella QFT' per sistemi aperti dei
campi della forza elettromagnetica la sua Fisica Fondamentale, nel vedere
come si applica la Trasformata di Bogoliubov fra fasi diverse dei campi
quantistici nella modellizzazione di questi sistemi, ci possiamo limitare a
illustrare questa trasformazione per le CCRs fra bosoni (fotoni, nel nostro
caso), e non per le CARs fra fermioni, rilevant invece nella QFT della
fisica subnucleare (cfr. § 2.8.2).

Nel caso delle CCRs per bosoni — che operano su base iperbolica e non
circolare, ricordiamolo! —, nella rappresentazione degli spazi di Hilbert
raddoppiati, cio che wmmutano infatti non sono gli stati raddoppiati (si-
stema,/bagno termico), ma gli gperatori associati A(8), A(8) — dove 6 ¢
angolo di fase della trasformata di Bogoliubov —, definiti secondo le se-
guenti relazioni (cfr., per una sintesi semplificata con la necessaria biblio-
grafia (Basti, Capolupo, & Vitiello, 2017)):

A(8) = Acosh® — AT sinh @ (19

A(6) = Acoshh — AT sinh 6 (20)
Conseguentemente le CCRs sono, rispettivamente:

[A(6), A0 =1; [4(0),4)T]=1 1)

Con tutti gli altri commutatori uguali a zero. Ora le equazioni (19) e (20)
altro non sono che le #rasformazion di Bogolinbov per la coppia di operatori
di creazione/annihilazione di particelle dal vuoto {A, A } (cfr. § 2.8.2) ap-
plicata evidentemente in maniera znversa fra il sistema (Eq. (19)) e il suo
bagno termico (Eq. (20)), per significare il biancio energetico per una data
temperatura 7> 0 (= condizione al contorno) fra campi quantistici di un
sistema dissipativo allo stato fondamentale (cioe, con E¢op = 0).

In altri termini, il raddoppio degli stati implica la sdoppiamento (splitting) del
vuoto: |0) = |0) X |0) come denotante il vuoto “annihilito” dagli ope-
ratori di Bogoliubov 4, A: A]0) = 0 = A|0), rispettivamente — e non
dagli operatori A(6), A(0) delle equazioni (19) e (20).

Infatt, sintetizzando quanto spiegato in (Basti, Capolupo, & Vitiello,
2017) con maggiorie dovizia di particolari e con tutti i necessari riferimenti
bibliografici, il vuoto annihilito dagli operatoti di Bogoliubov 4, 4 ¢&:
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1
cos Oy

[0(8)) 5 = etZkPkGk|0) = ], exp(tanh 8, 4L 41)10) (22)

Dove k denota un insieme di numeri quantici {k} e Gy =
_i(AltAi — Ay Ay ) ¢ il generatore delle Trasformazioni di Bogoliubov
per le equazioni (19) e (20), per un’intera famiglia (categoria) di spazi di
Hilbert raddoppiati. Nella suddetta formula, 'indice N denotante univo-
camente uno stato “degenerato” del vuoto |0(60)) si tifetisce a un wrico
valore finito del condensato di bosoni NG che allora lo #ndicizza univoca-
mente come una sorta di “impronta digitale”, mentre 8 denota I'insieme
{6k, VK}e 5 (0(8)|0(0))» = 1.Ovvero costituisce un unico stato
degenerato del vuoto “raddoppiato” (enfangled) fra il sistema e il suo am-
biente, ambedue indicizzati dal medesimo valore di V.

Cio che va enfatizzato in questa modellizzazione ¢ che il concetto di
“stato di vuoto degenerato” o stato fondanentale di energia minina dei campi
quantistici (lo stato di vuoto per un sistema dissipativo bilanciato e dun-
queaduna T >> 0 (p.es., tuttl i sistemi biologici che esistono nel nostro
universo con una temperatura —50°C < T > +50°C) appartengono a
questa categotia), possono cesistere stabilmente al medesimo stato fonda-
mentale come distinti domzzni di coerenza di fase dei campi quantistici cbe non
interferiscono fra di loro. Come sappiamo, infatti, ogni fase in fisica ¢ caratte-
tizzata da un particolare parametro d'ordineil cui cambio di metrica su tempi
pitt 0 meno brevi, caratterizza la fransizione di fase relativa. In base a quanto
detto finora, pero, tutti i domini di coerenza di fase dei campi quantistici
che coesistono al medesimo stato fondamentale dei campi di un sistema
bilanciato |0(8))y di Eq. (22), sono carattetizzati da un unico paramsetro
di controlls, il valore V" di un condensato di bosoni-NG (cft. § 2.8.3).

Ora, siccome questi domini di coerenza di fase sono molto stabili nel
tempo perché appartengono al mzedesinw stato fondamentale di energia minima
possono essere “impilati” uno sull’altro e quindi gerarhizzati dando otigine
cosl al potente principio della foliazione del voto quantistico (QV foliation) che
¢ evidentemente un principio fisico alla base del concetto di complessita di
un sistema fisico, in una QFT interpretata come Fisica Fondamentale della
matetia, a livello wzzcroscopico, mesoscopico € macroscopico (ctr. § 2.2). Infatti, I'in-
staurarsi di correlazioni di fase a lungo raggio fra campi quantistici al livello -
croscgpico implica un naturale cambio della metrica, passando dal livello zicero-
scopico al livello mesoscopico o macroscopico.
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11 che significa, allo stesso tempo, che un determinato fenomeno macro-
scopico (si pensi al pitr volte citato fenomeno della magnetizzazione o a
quello della super-conducibilita o della super-fluidita, etc.) ha la sua spie-
gazione proptia a livello microscopico quantistico. Lo stesso dicasi per i
fenomeni e i sistemi complessi che per definizione significano che un si-
stema ¢ carattetizzato da zolteplici e distinti livelli di organizzagione (anto-orga-
nizzazione nei viventi) della materia. La base fisica della complessita ha, in-
somma, nel concetto microscopico della foliazione del vioto una sua possi-
bile e coerente fondazione al livello della QFT interpretata come Fisica
Fondamentale della materia condensata.

In altri termini, come sintetizzato nel saggio introduttivo sulla complessita
in fisica, chimica e biologia (Mitchell, 2009), un sistema complesso #zacro-
segpico pud essere descritto intuitivamente come un sistema carattetizzato
da una gerarchia di diversi livelli “emergenti” di organizzazione strutturale della ma-
tetia, ciascuno con il proptio “parametro d'ordine” perché quest livelli
cortispondono microscopicamente ad altrettante “fasi coerent’” di campi
quantistici materiali. Come sono ordinati e come emergono utilizzando
un unico quadro di riferimento a livello di Fisica Fondamentale rimane
inspiegabile senza fare riferimento alla nogione di foliazione del vuoto in QFT
e al fatto che percio esiste un unico “parametro di controllo” che indicizza
univocamente i vari livelli di coerenza di fase dei campi di matetia. Tale
parametro cottisponde, lo tipetiamo, a un determinato valote N finito del
condensato di bosoni-NG, ovvero di quanti delle correlazioni a lungo
raggio fra campi quantistici (cfr. § 2.8.3).

Dal punto di vista dinamico, cio che bisogna evidenziare ¢ che, nono-
stante “questi quanti di correlazione” fra campi quantistici siano particelle
reali, osservabili con le stesse tecniche (diffusione, scattering, ecc.) delle
altre particelle, tuttavia, poiché la loro massa ¢ comunque trascurabile (o
addirittura nulla), la loro condensazione 7on inplica un cambiamento dello stato
energetico del sistemsa. Cio significa che, se anche lo stato coerente che un
condensato di bosoni-NG indicizza univocamente € un possibile stato
fondamentale del sistema, timane cioe #no stato di minima energia, in modo
da essere stabile nel tempo.

Infine, la nozione di foliazione del vuoto quantistico fornisce a livello di QFT
un fondamento delle molteplicita delle seale spazio-tensporali delle transizioni di
fase in sistemi complessi con 'emergenza delle caratteristiche znvarianze di
scala gia rilevate a livello della modellizzazione in SM come il cuore fisico-
matematico della nozione di sistema complesso e sul quale ci siamo sof-
fermati a lungo illustrando il lavoro di Giorgio Parisi in § 2.4.2.3. Sempre
in questo ambito di una fondazione quantistica della complessita, ¢ note-
vole il fatto che cio che a livello mesoscopico nello studio dei sistemi com-
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plessi si definiscono come frasettorie cavtiche con la loro caratteristica struttnra

frattale allinterno del formalismo della SM a livello #zesoscgpico, cortispon-
dono matematicamente alle traiettorie fra diverse transizioni di fase nello
spazio delle fasi microscopico in QFT (Vitiello, 2007; 2012).

Allo stesso tempo e per lo stesso motivo, il principio della foliazione del
vuoto e della sua “indicizzazione” in N fornisce alle neuroscienze cognitive
un potente modello di soluzione basato sulla QFT dell’annoso problema
della fondazione fisica e informazionale delle memorie a lungo termine nel
cervello dei mammiferi e degli umani in particolare. Ma su questa appli-
cazione particolare del principio, vi torneremo nella Sezione riservata alle
neuroscienze cognitive nel Secondo 1 olumre di questo libro.

2.8.5 Il raddoppio dei gradi di liberta e la sua
rilevanza fisica, biologica e logica

Da quanto detto finora, possiamo infine facilmente comprendere il po-
tente principio del raddoppio dei gradi di liberia (RGL), nel formalismo della
QFT per sistemi dissipativi e quindi per sistemi quantistici che passano
attraverso diverse fasi coerentemente con il Teorema di Haag degli nfiniti gradi
di liberta per 1 sistemi della QFT. Cio che ¢ rilevante ¢ che nel nostro caso,
pet definire # numero finito dei gradi di liberta che definiscono lo spazio di
probabilita delle aspettative sugli stati del sistema che caratterizzano I'Ha-
miltoniana del sistema, non dobbiamo supporre di conoscere ’Hamiltoniana
stessa come nel modello della SQ di Dirac.

Grazie al principio del RGL, qui ¢ la dinamica medesima che definisce il
nupmero finito dei gradi di liberta del sistema— e quindi 1a base ortonormale finita del
relativo spazio (vettoriale) di Hilbert. Infatti, ]a misura sperimentale del
minimo dell'energia libera (o il massimo dell’entropia) puo essere usata qui
come ctitetio di scelta dinamica degli stati enfangled sistema-ambiente am-
missibili dello spazio di Hilbert raddoppiato di un sistema dissipativo.
Essi, ovviamente, definiranno dinamicamente la base ortonormale finita dello
spazio di Hilbert stesso, senza dover supporre — per avere il medesimo
risultato di selezionare 1 gradi di liberta signsficativi per rappresentare il si-
stema — di conoscere ’'Hamiltoniana del sistema stesso, come nell’approc-

cio classico della SQ alla QFT (cfr. § 2.7.1).

Dal punto di vista logico e informazionale, cio significa che in questa at-
chitettura fisica ¢ possibile implementate una wzsura semantica di entropia in-
formazionale H. Infatti, solo quando lo stato del sistema e del suo ambiente
si corrispondono (= znino dellenergia libera), la misura di entropia in-
formazionale H raggiungera il suo massimo (cfr. (Basti, 2017; Bast,
Capolupo, & Vitiello, 2020)).
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Dal punto di vista della computazione quantistica cio significa che possiamo
implementare in questa architettura di sistema la nozione di gubit senantico.
Cerchiamo di intuire il perché.

Infatti, nella computazione quantistica basata sulla QM, per il principio di
sovrapposizione delle funzioni donda |¢@), [) di due fermioni (general-
mente elettroni), il sistema invece di stare, o sullo stato 0 o sullo stato 1,
come nei computer elettronici basati sulla meccanica classica, puo stare in
uno degli infiniti possibili stati (con coefficienti positivi definiti su R: sono
misure di probabilitdl) compresi fraO e 1, cioé | 0), | 1), secondo la classica
rappresentazione della sfira di Bloch in R3.

7= |0)

Figura 2-35. Rappresentazione del qubit sulla sfera di Bloch. Un qual-
siasi stato 1 di g puo essere sctitto come la “sovrapposizione complessa
di due vettori ket |0), | 1) costituenti una base ortonormale dello spazio
di Hilbert di g. Supponendo che il coefficiente di |0) sia reale e non-
negativo, ogni P utile e di norma 1 pud essere rappresentato come:
[) == cos 0/2]|0) + ei? sin0/2|1),con0 <O <m, 0< ¢ < 2m.

In una computazione quantistica basata sulla QFT e sul principio del
RGL, dobbiamo suppotre uno spazio di Hilbert composto che include an-
che i gradi di liberta del’ambiente A — ciog, delPoggetto rappresentato
nella computazione che sara quindi sewzantical — ovvero: H g = Hy &
H 7 . Questo significa che per calcolare entropia statica e dinamica asso-
ciata all’evoluzione generata dall’energia libera del sistema (logicamente, un
mismatch input-output), cioe | (t)), [ (t)), nello stato “misto” |@), |)
del qubit, dobbiamo raddoppiare gli stati del qubit stesso introducendo
gli stati-tilde del’ambiente con cui il sistema & entangled, ciog, |0), | T). Ap-
plicando il principio RGL al qubit, avremo percio, |0) — |0) ® [0) e
[1) = |1) & |1) che & una definizione intuitiva del gubit semantico.
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Tutto questo, in pratica, significa che questa classe di computer quantistici
implementa naturalmente la porta logica del CNOT (o “NOT control-
lato”) che cambia 0 — 1 il valore del qubit, sotto la condizione sewantica
di un controllo dinansico e quindi automatico di un matching (corrispondenza)
input-ontput che fisicamente corrispondera al mzinino dell energia libera, ovvero
al massino dell'entropia informazionale H dell entanglement sistema-ambiente in
base al principio RGL (cfr. (Bruno, Capolupo, Kak, Raimondo, &
Vitiello, 2011; Blasone, Jizba, & Vitiello, 2011, pp. 91-95) e, per una sintesi
(Basti, Capolupo, & Vitiello, 2017; Basti, Capolupo, & Vitiello, 2020).

Poiché ¢ dimostrato che ¢ possibile calcolare in modo del tutto naturale
in una siffatta architettura computazionale /z serie di Fibonacei o ““setie au-
rea’”’s7, questa architettura ¢ un particolare tipo di implementazione quan-
tistica (topologica) di una Golden Machine, ovvero di un Comgputer Universale,
(cfr. (Basti, Capolupo, & Vitiello, 2017) per ulteriori dettagli con la biblio-
grafia necessaria)3s.

Torneremo nel Capitolo 4 sulle conseguenze ontologiche ed epistemo-
logiche di una interpretazione realistica della fisica quantistica basata sul
principio RGL e sulla sua interpretazione allinterno della TC, il cui for-
malismo sara oggetto di una presentazione approfondita nel Capitolo 3.

57 La successione di Fibonacdi € una successione di numeri naturali, calcolabile ricorsiva-
mente perché ogni numero ¢ la somma dei due precedenti, a partire da 0 e 1. I primi
numeri della serie sono dunque: 0, 1, 1,2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ... Siccome, al
crescere dei numeri di Fibonaci, il rapporto fra due di essi approssima sempre meglio la
cosiddetta “sezione aurea” o “costante di Fidia” che cortisponde al numero irrazionale
@ =1,6180339887... ottenuto geometricamente effettuando il rapporto fra due lunghezze
disuguali delle quali la maggiore 2 ¢ medio proporzionale fra la minore 4 e la somma delle
due (@ + b). Ovvero: ¢ = (a + b):a = a: b. | numeri di Fibonaci e la collegata “se-
zione aurea” hanno fondamentali proprieta matematiche (atitmetiche e geometriche) e
appaiono ovunque non solo nelle arti (musica e arti figurative), ma anche nella natura, in
chimica, in botanica, in biologia, ..., e poi anche in economia, in informatica, etc.

58 1 interessante ricordare che un’implementazione topologica in QM di una Golden Ma-
chine ¢ stata ottenuta usando il cosiddetto “effetto-Hall” per una particolare classe di quasi-
particelle quantistiche i cosiddetti “anioni non-commutativi’, particelle che, sotto determi-
nate condizioni si comportano come fermioni o come bosoni (Cfr. (Nayak, Simon, Stern,
Freedman, & Das Sarma, 2008)). Si veda (Basti, Capolupo, & Vitiello, 2017) per un con-
fronto fra queste due architetture di Golden Machine.
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2.9 Conclusioni: fine del mito riduzionista
e principio di causalita

In questo lungo, ma doveroso excursus sullo sviluppo della fisica mo-
derna a partire dalle sue origini newtoniane il punto di partenza ¢ stata in
§ 2.1 quella citazione presa dall’ O#ica di Newton la cui parte finale vale la
pena qui di riportare per intero:
... Derivare invece dai fenomeni due o #re principi generali del movimento e
spiegare come poi da essi, quali presupposti chiari ed evidenti, debbano
seguire tutte le proprieta e le manifestazioni di zutte le cose materiali, sarebbe

gia un importante progresso della conoscenza scientifica, anche se le canse
di tali principi rimanessero a noi completamente sconosciute.

Dal punto di vista logico-epistemologico, i punti salienti di questa posi-
zione che esemplifica al meglio il #iduzionisno meccanicista di Newton in cui
reinterpretare il metody matematico-sperimentale della fisica moderna di Galilei,
sono:

& 1l fernomenismo: cio che ¢ oggetto di conoscenza scientifica sono non
gli enti ma i fenomeni della conoscenza sperimentale della natura da cui
possono essere detivati quali “presupposti chiari ed evidenti” le #e
leggi della meccanica di Newton.

& 1l viduzgonismo meccanicista: da queste tre “leggi del moto” possono es-
sere derivate “Zutte le proprietd e le manifestazioni di futte ke cose material?”’.

¢ 1l conseguente carattere incondizionato € non-ipotetico (hypotheses non fingo)
delle leggi matematiche del moto in opposizione al realismo metafisico
basato sul principio di cansalita della filosofia della natura aristotelica.

Tutto quanto abbiamo mostrato in questo capitolo ci ha aiutato a capire
quanto ingenua al limite della pretenziosita fosse la posizione riduzionista
del meccanicismo di Newton basata sul carattere zuondizionato e quindi
non-jpotetico o apodittico delle sue Tre Leggi della Meccanica, necessatie e
sufficienti per giustificare “Zutte le proprieta e le manifestazioni di zutte ke
cose materiall’. E certamente lo sviluppo della Teoria della Complessita che
abbiamo posto al termine di questo processo storico-teoretico di sviluppo
della fisica moderna negli ultimi centocinquant’anni ¢ — quasi per defini-
zione — il punto di arrivo della critica al riduzionismo ingenuo che New-
ton esprimeva nel brano citato della sua O#ia.

Non serve riassumere qui i vari passaggi di questo sviluppo che abbiamo
gia anticipato in § 2.2 introducendo i contenuti di questo capitolo. Esso
sintetizza dal punto di vista logico-epistemologico I'applicazione del z-
todo potetico-deduttivo anche alle scienze fisiche e naturali dopo che nel Ca-
pitolo 1 avevamo visto 'applicazione di questo metodo alle matematiche
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con la nascita e lo sviluppo dell’assiomatizzazione delle matematiche con-
seguente alla nascita delle geometrie non-euclidee. Vedremo nel prossimo
Capitolo 3 che il metodo ipotetico-deduttivo riguarda i fondament stessi
del pensiero logico-matematico, in quanto le antinomie logiche della T1
di Cantor e della Teortie delle Classi di Frege nascono precisamente dalla
supposizione del carattere incondizionato di queste Teorie dei Fondamenti.
In una parola, il metodo ipotetico-deduttivo ¢ 4 metodo della conoscenza scien-
tifica contro qualsiasi strumentalizzazione ideologica di essa.

Cio che qui vorrei evidenziare a conclusione di questo capitolo ¢ il fatto
che — come Weinberg stesso suggerisce (Weinberg, 2002) e piu esplicita-
mente Preparata afferma (Preparata, 2023) e Vitiello dimostra derivando
la freccia del temspo dallinterno delle equazioni della QFT nell'ipotesi dissi-
pativa (Blasone, Jizba, & Vitiello, 2011) — nel’ambito della QFT, dove
Lentanglement ¢ legato alle coerenze di fase fra campi quantistici, differente-
mente dall'interpretazione di Copenaghen della QM, ¢ possibile coniu-
gare la fisica quantistica con il principio di cansalita della SR, visto che, fra
Paltro, sia la SR che la QFT sono definite su uno spazio quadridimensio-
nale di Minkowski, quello su cui si definisce il cono di luce del principio
di causalita in fisica, come sappiamo (cfr. Figura 2-11).

Come gia detto, la compatibilita fra principio di causalita della SR e QFT
puo avere formalmente un’elegante dimostrazione nella cosiddetta suter-
pretazione categoriale della fisica quantistica, oggl particolarmente studiata
(Abramsky & Coecke, A categorical semantics of quantum protocol,
2004; Chiribella, D'Aftiano, & Perinotti, 2010; 2011; Coecke, New
structures for physics. Lecture Notes in Physics, 813, 2011; Heunen &
Kornell, 2022). Questa interpretazione ¢ originariamente legata a una 1i-
lettura dei Fondamenti della Fisica Quantistica basata sulle fgpologie e
quindi sull’algebra degli operator: e ultimamente all’uso sistematico della #oria
dei diagrammii di relazioni nelle dimostrazioni della QM e della QFT. Questa
modellizzazione fu inaugurata dal lavoro pionieristico di Giulio Chiribella
e del suo gruppo di giovani fisici e informatici quantistici italiani allora al
Peripeter Institute for Theoretical Instimte di Waterloo (Ontario) in Canada
(Chiribella, D'Atiano, & Petinotti, 2010; 2011) e da Bob Coecke e del suo
gruppo del Dip. di Informatica dell'Universita di Oxford (Coecke, New
structures for physics. Lecture Notes in Physics, 813, 2011) nel quale, poi,
Chitibella si ¢ trasferito, e che va oggi sotto il nome di znterpretazione catego-
riale della fisica quantistica. Cio che ¢ eccezionale nel modello di Chiribella ¢
che egli abbia trasferito un precedente lavoro di Samson Abramsky e dello
stesso Coecke sulla semantica categoriale dellinformazione net sistemi
(computer) quantistici (Abramsky & Coecke, A categorical semantics of
quantum protocol, 2004) dalla TCS alla fisica feorica.
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11 cuore del lavoro di Chiribella ¢ infatti la dimostrazione che tutti i risultati
fondamentali della QM e della QFT usando le formule del calcolo matti-
ciale su spazi di Hilbert, possono tiottenersi in forma gperazionale (mate-
matico-spetimentale) usando i grafici commutativi del calcolo algebrico
delle relazioni proptio della TC. Diagrammi che a loro volta possono es-
sere usati direttamente per modellizzare i circuiti e le porte logiche di un
computer quantistico. In tal modo, fra Ialtro, egli da un’interpretazione
categoriale dell'intuizione di Feynman alla base di tutta la ricerca attuale
sulla computazione quantistica che ogni sistema quantistico puo essere
modellato come un computer guantistico (Feynman, 1982; Deutsch, 1985).

Cio che ¢ fondamentale per i nostti scopi ¢ che I'idea-base del modello di
Chitibella consiste nel principio di purificazione di nno stato quantistico nuisto
(nellinterpretazione standard, un seztore dello spazio di Hilbert) in uno stazo
quantistico puro (un vettore unitario dello spazio di Hilbert) mediante il raddgp-
pio dello stato quantistico medesimo. Un principio che altro non ¢ che I'inter-
pretazione categoriale del principio del RGL nel formalismo basato sugli
spazi di Hilbert della QFT che gia conosciamo bene (cfr. § 2.8.5). Infatti,

il principio di purificazione ¢ equivalente all’esistenza di una realizzazione
reversibile di un processo fisico, cio¢ il fatto che ogni processo fisico puo
essere considerato come originantesi da un'interazione reversibile del sistema con
un ambiente che puo essere eventualmente ignorata (Chiribella, D'Ariano,
& Perinotti, 2010, p. 1)

Pit esattamente, la versione “forte” del principio di purificazione degli
stati quantistici afferma:

Per ogni sistema A esiste un sistema coningato A tale che ogni stato A di A
ha una purificazione in AA. Il coniugato di A & A (simmetria), e il coniugato

di un sistema composto AB ¢ il sistema composto AB (regolarita sotto com-
posizione) (Chiribella, D'Atiano, & Perinotti, 2010, p. 3).

11 che altro non ¢ che una versione categoriale del principio RGL della
QFT — ed infatti Coecke e Kissinger definiscono il “ptincipio di purifica-
zione” di Chiribella come i “principio del raddoppio” (Coecke &
Kissinger, 2016, pp. 29-30) —, da cui emerge che la categotia fondamentale
in fisica quantistica ¢ quella dei 7onoidi (Mon) (Chitibella, D'Ariano, &
Perinotti, 2010; Coecke, 2011). Ovvero strutture algebriche ad #x solo og-
getto (monomorfisna), in particolare la (sottocategoria) dei monoidi strestamente
simmetvici tisultant da una perfetta simmetria dei morfismi fra i due oggetti
che originariamente li costituivano, come vedremo meglio esaminando le
nozioni fondamentali della TC nel Capitolo 4 (Abramsky & Coecke,
2009). E questo sebbene Chiribella nei suoi due lavori citati, a differenza
di Coecke, non usi di per sé il formalismo della TC, pur citandolo, ma
solo grafici di circuiti, per rendere i suoi lavori di immediata fruibilita per
gli informatici.
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In ogni caso, per i nostti scopi, cio che emerge dal formalismo grafico del
modello di Chiribella ¢ che bealita e cansalita propri della fisica relativistica
diventano anche caratteristica propria dei sistemi quantistici — contro l'in-
terpretazione di Copenaghen della QM — perché in questa interpretazione
categoriale della fisica quantistica, come nella QFT, Pentanglement quanti-
stico viene limitato ai dowzini di coerenza di fase legati alle correlazioni di lungo
raggio fra i campi quantistici, correlazioni che non implicano alcun invio
di segnali a velocita superluminale come richiesto dalla SR. In sintesi,

Il messaggio del nostro lavoro ¢ semplice: la maggior parte delle caratteri-
stiche della teoria quantistica possono essere riassunte nell’enunciato fi-
sico: Ja teoria quantistica é una teoria cansale con depuragione e discriminabilita locale
(Chiribella, D'Ariano, & Perinotti, 2010, p. 3)%.

11 fatto che interpretazione categoriale della teoria quantistica possa giu-
stificare il principio di causalita della SR, contrariamente all'interpreta-
zione di Copenaghen della QM, ¢ il cuore anche di un ulteriore lavoro di
Bob Coecke il cui titolo ¢ tutto un programma: Categorical Quantum Mecha-
nies 1: Cansal Quantum Processes (Coecke & Kissinger, 2016) che esplicita-
mente inserisce il linguaggio diagrammatico dell’approccio di Chiribella
entro il formalismo della TC. In questo senso ¢ particolarmente rilevante
che Zunico gggerto I dei monoidi che caratterizzano gli stati quantici in una
QFT compatibile col principio di causalita della SR devono venite cate-
gotialmente interpretati come oggersi ferminali delle relative strutture alge-
briche. Di qui la definizione di zonoide cansale a partire dalla definizione di
oggetto finale frminale di una categoria in TC:

Un oggetto T ¢ detto zerminale se per ogni oggetto A, esiste un morfismo
unico: \p: A = T.

Ritorneremo nel Capitolo 3 quando presenteremo le nozioni fondamen-
tali di TC su questa definizione. Essa, come si vede anche intuitivamente,
¢ una definizione categoriale del cono di luce diretto verso il futuro del
principio di causalita, dove ogni stato fisico .4 allinterno del cono di luce

511 brano prosegue citando tutta una serie di proprieta dei sistemi quan-
tistici che il modello di Chiriblella ¢ in grado di giustificare e che costitui-
scono uno schema riassuntivo del resto dell’articolo. Mi limito a citare
quelli di piu immediato interesse fisico-teorico tralasciando quelli di inte-
resse piu strettamente informatico: «Soprattutto, dal principio di purifica-
zione deriviamo le seguenti proprieta quantistiche: nessun invio di infor-
mazione senza decoerenza, nessuna discriminazione congiunta e nessuna
clonazione di stati puri, esistenza di stati entangled puri con correlazioni
perfette, teletrasporto probabilistico, corrispondenza uno-a-uno fra tra-
sformazioni e stati bipartiti, estensione dei processi fisici a interazioni con
un ambiente, processi di interazione con un ambiente come come condi-
zioni necessatie e sufficienti per la correzione degli errori,...».
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relativistico si relaziona a T come alla sua causa. 11 brano citato percio cosi
continua:

E un esercizio immediato dimostrare che, se esiste un oggetto terminale,
¢ unico (fino all'isomorfismo). Percio una categoria monoidale ¢ detta can-
sale se 'oggetto unico I ¢ un oggetto terminale. Il che equivale a dire che
ogni morfismo nella categoria soddisfa il postulato di causalita (Coecke &
Kissinger, 2016, p. 41).

Come vedremo nel Capitolo 3 in una logica e matematica categoriale, la
categoria caratterizzata da un oggetto finale che ¢ ferminale ¢ quella delle
coalgebre che gia abbiamo incontrato nella formalizzazione matematica
della QFT (cft. § 2.8.4). Essa ¢ duale tispetto a quella delle algebre carat-
terizzata da un oggetto finale che ¢ inizialke. Infatti:

Un oggetto I ¢ detto iniziale se per ogni oggetto A, esiste un morfismo unico:

i1 > A

Come vedremo nel Capitolo 4, ¢ su questa dualita categotiale algebra-
coalgebra (Venema, 2007) applicata alle logiche booleane che si fonda la
modellizzazione categotiale delle algebre di Boole in logica, che ha la sua
semantica negli stati fisici del sistema, modellizzati coalgebricamente, nel
quale il calcolo logico booleano in questione ¢ implementato (Rutten,
2000). E in questa dualita categoriale algebre-coalgebre in logica che si
fonda il cuore del cosiddetto realismo strutturale (Ladyman, 2020) in ontologia
Jormale — e quindi in Filosofia della Natmra — ed in epistenologia formale — e
quindi in Filosofia della Scienza.

Essa tipropone allinterno della filosofia formale basata sulla TC la dualita
aristotelica fra sillogismo cansale (relazioni reali dagli effetti alla causa: cfr. la
nozione categotiale di causa oggetto ferminale) e del sillogismo dimostrative
(relazioni logiche dalla premessa alle conclusioni: cft. la nozione categoriale
di premessa come oggetto iniziak). Un’ontologia ed un’epistemologia che,
come gia accennato nell’Introduzione, forniscono una soluzione logica-
mente consistente alla secolare problematica della fondazione cansale della ve-
rita delle ipotesi nel ragionamento ipotetico-deduttivo delle scienze mate-
matico-spetimentali moderne che da Galilei a Popper affligge 'epistemo-
logia delle scienze naturali moderne (Basti & Ferrari, 2020a; 2020b; Bast,
2022).
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Appendice A: alcuni elementi del
formalismo matematico della fisica
moderna

In questa Appendice sintetizziamo alcune nozioni fondamentali del for-
malismo matematico della fisica moderna supposte nel resto del Capitolo.
Si consiglia quindi la lettura di questa Appendice, se si vogliono compren-
dere adeguatamente i contenuti del resto del capitolo.

A1. Lo spazio degli stati in Meccanica
Classica e il «xpendolo ideale»

Gli inizi galileiani-newtoniani della fisica moderna sono, come sappiamo,
caratterizzati dalla spiegagione geometrica delle legei del moto in Meccanica
Classica che va sotto il nome di Cinematica, per distinguerla dalla spregazione
dinamica delle leggi medesime, in termini di forze che agiscono sul sistema
e che va sotto il nome di Dinarica.

In Meccanica Classica, Pevoluzione nel tempo di un sistema composto di
molte particelle ¢ espressa net termini di quelle che sono definite le variabili
canoniche con cui definire gli stati fisici del sistema, ovvero la posigione spazio-
temporale q ¢ la guantita di moto (0 momento cinetico) p = MV che ¢ una misura
dellenergia cinetica 1/2mwv? dove m & la massa e v la velocita. Lo spa-
zio degli stati con cui definite il 7#ratto di fase, ovvero le differenti fasi di
quiete e di moto di un sistema meccanico sara dunque un grafico bidi-
mensionale (grafico cartesiano) avente come dimensioni la posizione q
(proiettando su una sola dimensione uno spazio fisico tridimensionale) e
la guantita di moto o momento p (velocita) del sistema di particelle. Ogni stato
fisico del sistema sara definito cosi come un purto definito dalle due coot-
dinate (variabili) canoniche (posizione e momento) e levoluzione tempo-
rale del sistema nel ritratto di fase sara definita da una #rasettoria unidimensio-
nale che unisce quel puntl.

Come esempio prendiamo un pendolo ideale (= oscillatore armonico) che
oscilla indefinitamente in maniera periodica perché si muove senza attriti,
il cosiddetto «pendolo di Galilei. In questo caso (Cfr. Figura 2-36), pos-
siamo esptimere la posizione del pendolo in termini de//angolo 0 di oscilla-
zione del pendolo tispetto al proprio asse, e la velocita (= prima derivata del
moto, o variazione della posizione) nei termini della velocita angolare 6
(=derivata prima di un moto oscillatorio). L’equazione del #zoto armonico
del nostro pendolo ideale — in maniera congruente con la degge di Gali-
led» sul moto dei gravi — sara dunque la seguente:
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6 = —%sin@ 60

Dove 6 ¢ P'accelerazione angolare (=detivata seconda), g ¢ la costante
gravitazionale, | ¢ 'ampiezza dell’oscillazione e sin 8 ¢ il seno dell’angolo

6.
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Figura 2-36. (Sinistra) rappresentazione del moto del pendolo in termini
di variazione dell’angolo di oscillazione fra due posizioni «in quiete»
(puntini rosso e giallo) con il massimo della velocita di «andata + » (pun-
tino verde) e «ritorno —» (puntino blu) nell’intorno del proprio asse.
(Centro) serie temporali, tispettivamente delle posizioni 8 (curva supe-
riore) e del gradiente delle velocita 0 (cutva inferiore); (Destra) ritratto
di fase della trajettoria nello spazio degli stati posizione/velocita (quan-
tita di moto) che forma una curva chiusa, che ¢ una circonferenza nel
caso armonico (Cfr. Figura 2-37)¢!.

Matematicamente, infatti, la «setie temporale» descritta in Figura 2-36
non ¢ altro che un’implementazione in meccanica del grafico della funzione
trigonometrica’y = SIn x, ¢ cioe la funzione sinusoidale di Figura 2-37. Per lo
stesso motivo « titratto di fase» nella medesima figura altro non ¢ che la
corrispondente implementazione meccanica della variazione dell’angolo

x spostando la semiretta 0D di un «angolo-giron (360°) lungo tutta la
circonferenza trigonometrica di raggio unitario e che percio soddisfa
Pequazione x = 2mx . Ovvero, facendo fare un giro completo della cit-
conferenza trigonometrica si ritorna al punto di partenza. Nel caso fisico
del pendolo il ciclo completo del suo comportamento oscillatotio in fun-
zione del tempo #con cui ritorna alla posizione iniziale sara definito come
il periodo T dell’oscillazione.

0 La «setie temporale» di Figura 2-45 che descrive il moto del pendolo, cioe, non ¢ altro
che il grafico della fiunzione trigonometrica’y = Sin x (= funzione sinusoidale) e « ritratto di fase»
nella medesima figura altro non ¢ che la corrispondente rappresentazione della vatiazione
dell’angolo x lungo la circonferenza trigonometrica di raggio unitario di Figura 2-46.

61 Da: https://gabticlebaldassarre.com/approfondimenti/spazio-degli-stati
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Figura 2-37. Rappresentazione della funzione trigonomettica y = sin x
sulla circonferenza di raggio unitario sul piano cartesiano che soddisfa
la definizione di «seno di un angolo acuto x»» come il rapporto fra le lun-
ghezze del cateto CcD opposto all’angolo x e dell’ipotenusa 0D del cor-
rispondente triangolo rettangolo, e di «coseno di x» come il rapporto fra

le lunghezze del cateto adiacente all’angolo x0Ce dell’ipotenusa oD.

Oscilatoriammonici L UttO questo _ci aiutaa comprer_ldere queue che sono le ]?mpﬂ'?z‘d mczfemaz‘?'dye

classici e quantistici  Jodamentali di un’onda petiodica formalizzata in termini di una funzione
trigonometrica (ctr. Figura 2-37) e quindi del wmportaments oscillatorio di un
sistema fisico sia classico (oscillatore armonico) che quantistico (oscilla-
tore armonico quantistico).
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Figura 2-38. Rappresentazione di una funzione periodica F (oscillazione
sinusoidale) nel caso specifico del voltaggio di una corrente elettrica
(vedi testo per spiegazione).
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Come si vede dalla rappresentazione in Figura 2-38 queste proptieta, nel
caso di una fungione periodica F (un’onda sinusoidale nella nostra esemplifi-
cazione) sono:

& Ilperiodo T = 1/f, ovvero il tempo t del ciclo completo dell’oscilla-
zione;

¢ Lafrequenza f ovvero il numero di oscillazioni per unita di tempo,
una grandezza che ¢ inversamente proporzionale alla lunghezza
d’onda A, ovvero la distanza fra due picchi del’onda (non mostrata
in figura);

& Lampiezza A, ovvero Paltezza del picco dell'onda.

¢ Lz fase p(t) dellonda che ¢ una misura angolare che puo essere
espressa sia in gradi che in radianti che rappresenta la frazione del
ciclo coperta dall'oscillazione in un dato tempo (cfr. Figura 2-39).

11 fatto che la funzione periodica I mostrata in Figura 2-38 riguardi la
variazione nel tempo di una wisura della tensione della forza elettrica o voltaggio
— ovvero della capacita di un’energia (elettrica) di compiere un /aworo (clet-
trico) e che dipende da una differenza di potenziale (eletttico +/-) del canpo
associato a quella forza — ci fa capire la generalita della rappresentazione
dellevoluzione dinamica di un sistema fisico mediante #aiettorie nell’associato
«spazio degli stati (fasi)». Mentre in meccanica le due vatiabili che defini-
scono lo stato (fase) fisico del sistema sono la variazione della posizione
spazio-temporale g e la variazione della forza associata p («cinetica» o
«quantita di moto Mw») di un corpo in movimento, la rappresentazione
puo essere estesa alla variazione nel tempo di una qualsiasi variabile fisica
X e l'associata vatiazione di una forza p da cui la dinamica del sistema

dipende.

Due altre nozioni che ci atuteranno a comprendere il formalismo mate-
matico soggiacente a quanto spieghiamo nel resto di questo capitolo, sia
in fisica classica e relativistica, sia In fisica quantistica sono le nozioni di (Cfr.

Figura 2-39):

& Distanza di fase o sfasamento A = ¢ — @' come misura angolare della
differenza di fase fra due onde sinusoidali.

¢ Coerenza di fase fra due onde sinusoidali nei due casi estremi:

a. Di due onde i fase con A@ = 0° dove picchi e valli delle due
onde si corrispondono esattamente cosi da dar luogo a un’inser-
Jferenza costruttiva per cui Ponda tisultante alla loro sovrapposizione
avra un’ampiezza che sara la somma delle ampiezze delle due
onde incident;
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b. Didue onde i controfase con Agp = 180° dove ai picchi dell'una
cortispondono le valli dell’altra cosi da dar luogo a un’inserferenza
distruttiva per cui I'onda risultante alla loro sovrapposizione avra
un’ampiezza che sara la differenza delle ampiezze delle due
onde incidenti al limite annullandosi per ampiezze opposte.

3

~— - - 7 v
"\...r/ \..-rf \‘\. A M Jrl‘l

Onde in controfase: sl ha ovungue interferenza distruttiva

Figura 2-39. (Alto). Distanza di fase A¢ rappresentata in termini dell’an-
golo di sfasamento @ di due onde sinusoidali. (Basso). Rappresenta-
zione dell’intetferenza di fase costruttiva (onda rossa) di due onde (blu
e verde) di due onde in fase le cui ampiezze si sommano (sopra) e in
interferenza distruttiva di due onde in controfase le cui ampiezze si sot-
traggono (sotto) e al limite si annullano se le loro ampiezze fossero le
stesse.

Inoltre, il fatto di associare ad ogni punto dello spazio degli stati rappre-
sentativo di una determinata dinamica il valore numerico variabile di una
certa grandezza, ci aiuta a comprendere l'altra nozione fondamentale
quella di campo sia in matematica che in fisica. Abbiamo cosi in matematica
e fisica tre tipi di campi:

& Campi scalari. Ovvero spazi in cui ad ogni punto dello spazio ¢ asso-
ciato un numero o grandezza scalare, in fisica il mwodulo di una forza.
P.es., nel caso del campo elettrico prima esaminato la grandezza con-
siderata ¢ quella della forza associata a una carica elettrica che avra un
suo massimo li dove ¢ posizionata la carica e che scalera nello spazio
in funzione del quadrato della distanza da quel punto.
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& Campivettoriali. Ovvero spazi in cui ad ogni punto € associato un vesfore
o «freccia» 0 «motfismoy in algebra con una direzione e un verso (p.es.,
nello spazio tridimensionale) rispetto ad un altro vettore, vettori la
cui lunghezza (modulo) ¢ proporzionale alla grandezza della variabile
(p-es., di una forza) in quel punto. In fisica, esempi tipici di campi
vettoriali sono quelli che descrivono il moto e Ienergia di una parti-
cella in un fluido (fluidodinamica) oppure i campi della forza elettroma-
gnetica. Ricordando che la forza «magnetica» ¢ generata dal moto di
una carica clettrica e dove dunque la direzione e il verso del moto
assumono un valore fondamentale. In tal senso, le vatiazioni di un
campo vettoriale, generalizzato a spazi #-dimensionali, sono espresse ak-
Gebricamente nei termini di una mzatrice di valori della grandezza conside-
rata e det relativi calcoli matriciali (funzioni lineari) per la somma o il
prodotto di vettori. In vari settori della matematica e della fisica come
Lanalisi funzionale o la Meccanica Quantistica 1l concetto di spazio vetto-
riale ¢ applicato agli spazi di funzions, in cui 1 vettori sono fungioni come
oli spazz di Hilbert e gli spazi di Banach in fisica quantistica (Cfr § 2.7).

& Campi tensoriali. Ovvero spazi in cui ad ogni punto viene associato
non un solo vettore ma 7 vettoti ¢/o 7 campi vettotiali opportuna-
mente ndicizzari (ordinati). Per capire intuitivamente di cosa par-
liamo, pensiamo ai vettori che possiamo associare alla fensione elastica
di una molla e che ovviamente vatiano in modulo, in vetso e in dire-
zione in funzione dei diversi valori della tensione elastica che si gene-
rano estendendo o comprimendo la molla. La teotia dei campi ten-
soriali e 1 relativi calcoli sono stati sviluppati innanzitutto da Albert
Einstein, visto che i tensoti sono ampiamente usati in GR per i calcoli
rigorosi sullo spaziotempo come varieta 4-dimensionale cnrva (Spazio-
tempo) legata al campo gravitazionale (Ctr. § 2.5.3.).

A2. La centralita della Trasformata di Fourier

Infine, per concludere questa parte sulle fungioni trigonometriche occotre ti-
cordare uno dei pit potenti strument di calcolo della matematica, della
fisica e dell'ingegneria con applicazioni teoriche e spetimentali pratica-
mente in tutti i campi della fisica classica, statistica e quantistica nonché in
teotia dellinformazione. Si tratta della #asformata di Fourier (Fourier Tran-
sform FT) di una funzione f (x). Dove con il tetmine “trasformata” si
intende sia I'operazione (trasformazione: F) che il risultato dell’opera-

zione (trasformata: f (x)).
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A2.1 Lo sviluppo in serie di Fourier

Tale trasformazione si deve all'opera del matematico e fisico francese
Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) e originariamente dipende dal
suo famoso sviluppo in setie trigonomettiche, la serie di Fourier, di funzioni
dipendenti dal tempo f'(t). Di fatto esso consiste nella rappresentazione
di una fungione periodica in una combinazione lineare o somma di fiunzioni sinu-
soidali e quindi di frequenze. Questo lavoro fu pubblicato nel 1822 appli-
cando le serie alla soluzione dell’equazione di diffusione del calore nel li-
bro Théorie analytigue de la chalenr.

Piu intuitivamente tale sviluppo ¢ un analogo della scomposizione del
suono di un acordo musicale nei termini delle sue note nusicali (armoniche) con-
ponenti, — quella scomposizione che P'orecchio di un musicista esperto
compie intuitivamente — dato che ad ogni nota musicale ¢ associata una

[requenza fondamentale (p.es., la frequenza della vibrazione meccanica asso-
ciata al LA del diapason ¢ quella dei 440Hz).

\4 A\ v Y

Figura 2-40. Rappresentazione delle prime quattro somme parziali di
una serie di Fourier per un’onda quadra. Man mano che vengono ag-
giunte delle armoniche le somme parziali convergono (diventano sem-
pre piu simili) al’onda quadra di partenza.

Fourier stesso estese il suo metodo delle setie trigonometriche dal domi-
nio finito al dominio znfinito dell’analisi matematica definendo una nuova
branca dell’analisi matematica stessa che va sotto il nome di analisi di Fon-
rier. Essa si basa sulla nozione di #rasformata di Fourier (Fourier Transfoms FT)
F. Essa ¢ una trasformata integrale — ovvero una applicazione generalmente
lineare che mappa uno spazio di funzioni su un altro spazio di funzioni —
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cio¢ un operatore che trasforma una funzione in un'altra funzione me-
diante un’integrazione.

A.2.2 L’analisi di Fouriers2

Sinteticamente, la Trasformata di Fourier (Fourier Transfons, FT) € una trasfor-
mazione che converte una funzione f (x) — generalmente ma non esclu-
sivamente una funzione dipendente dal tempo f (t) — in una forma che
descrive le freguenze presenti (“nascoste”) nella funzione originale, ovvero
in una funzione-frequenza a valoti comsplessi — definita, cioe, sul campo dei
numeti complessi €, come vedremo subito. In questo senso, si dice che

la trasformata di Fourier f(&) di una funzione f(x) ¢ la rappresenta-
F o4
zione nel donzinio delle frequenze & della funzione originale: f (x) «— f(£).

time

Figura 2-41. Rappresentazione intuitiva della trasformata di Fourier nel
dominio delle frequenze f(§) di una funzione f(x).

Per capire almeno intuitivamente la generalita della rappresentazione in
una somma lineare di frequenze f (&) diuna funzione f (x) anche non lineare
in cui consiste la FT' ¢ sufficiente passare dalla rappresentazione cinema-
tica a quella dinamica di un sistema fisico come illustrata in Figura 2-44
e Figura 2-45 dove ¢ evidenziato il comportamento oscillatorio «intrin-

2 Per tutta questa parte, rimando al bellissimo testo sull’analisi di Fourier (Stein &
Shakarchi, 2003).
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secor nel tempo di sistemi dinamici lineati e non-lineari f(t) in fisica.
Questa intrinseca natura «oscillatotia» di un sistema dinamico ha la sua
massima esptessione in QM dove si patlera, additittura, di eccanica ondu-

latoria e di dualita particella-onda (cfr. § 2.6).

Formalmente, la FT' ¢ un'estensione analitica della setie di Foutier, che
nella sua forma piu generale introduce l'uso di fiunzioni esponenziali complesse.
Ad esempio, per una funzione f(x), lampiezza e il petiodo P di una
componente di frequenza n/P conn € Z ¢ data dal numero complesso,
composto cio¢ da una parte reak ed una zumaginaria:

Cp = %fp f(x)e_izngxdx

Dove ¢ ¢ I'esponenziale e / ¢ 'unita immaginaria. Questa estensione for-
nisce un continuo di component in frequenza (€ € R), per cui usando
un dominio infinito di integrazione, otteniamo la formzsia della trasformazione

di Fourier f — f:
fO= | faye i @3

Siccome una funzione puo essere recuperata dalla sua serie di Fourier
sotto determinate condizioni, la setie di Fourier fornisce la sua formzula di
tnversione sul discreto:

(o0}
L. N
FE = e
n=-—oo

Dove ¢, sono i coefficienti (complessi) delle serie di Fourier di /%2, Percio,
sotto determinate condizioni su £, /& formmla dell inversione della trasformazione

di Fourier sul continmo R f = f &

fo= [ &g, vaeR

63 Nel caso che f(x) sia periodica con petiodo Pi coefficienti dello sviluppo in setie di Fourier
della funzione originaria f/possono essere usati per ticostruire esattamente la £ originaria
contenendo essi tutta Pinformazione necessaria per fatlo. E questa la base dellalgoritmo
LZIWV di compressione “senza perdita” in informatica (piti conosciuto come Pkzjp) dove
per ogni sequenza periodica di bit del file originario, vengono salvati nel file compresso
solo i coefficienti della FT, ottenuti usando l'algotitmo della cosiddetta DEFT (Discrete Fast
Fonrier Transform). Applicandolo in maniera inversa ¢ possibile cosi ricostruire dal file com-
presso esattamente il file originario. E un’altra delle innumerevoli applicazioni della FT,
stavolta in feoria dei segnalk.
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Una funzione f(x) e la sua trasformata di Fourier £ (¢) sono cosi uno
dei piu significativi esempi di dualita in matematica, nozione che, ¢ fon-
damentale in Teoria delle Categorie, come abbiamo accennato nel Ca-
pitolo Introduttorio di questo volume e approfondiremo nel Capitolo 3.
Una dualita che ¢ caratterizzata da una fondamentale relazione di indeter-
minazione. pil ¢ concentrata la funzione di partenza, piu ¢ diffusa (meno
concentrata) la sua trasformata di Fourier, e viceversa. La stessa famosa
relazione di indeterminazione di Heisenberg in QM ¢ solo un caso particolare
di questa relazione di indeterminazione dell’analisi di Fourier!

In altri termini, possiamo considerare i due termini della trasformazione

di Foutier, f, f , I statistica come due variabili coningate — ovvero che non
communtano fra di loro — esattamente come la posizione q € la quantita di moto
pin QM per il principio di indeterminazione. Intuitivamente, I'informazione
che posso ottenere su #na delle due variabili canoniche coniugate viene pagata
in termini dellinformazione che posso ottenere dalla seconda e vice-
versa.

Questa relazione di indeterminazione, infatti, ¢ particolarmente significativa
quando applichiamo la trastormazione di Fourier a una funzione ganssiana
in statistica. Ovvero, alla cosiddetta distribuzione normale che, come ve-
dremo (cfr. infra § A4.2), gioca un ruolo fondamentale in Teoria della
Probabilita e quindi, in fisica, nel formalismo della Meccanica Statistica e
della Meccanica Quantistica. Infatti, nel caso che la f(x) & una funzione
gaussiana con varianza 2 /21, la sua trasformata di Fourier f(&e
un’altra funzione gaussiana con varianza «opposta» 0~ 2 / 21.

Cosi, nello spazio delle fasi della QM, la posizione e la quantita di moto
sono date da due funzioni d'onda (di probabilita) che sono coppie di tra-
sformate di Fourier, all'interno del fattore di quantizzazione della costante
di Planck. In questo senso la relazione che caratterizza una gaussiana e la
sua trasformata di Fourier diventa di fatto I'enunciato del principio di in-
determinazgione di Heisenberg in QM nella sua radice matematica profonda

(cft. § 2.6.3 e (Stein & Shakarchi, 2003, p. 198)).

La relazione con l'indeterminazione di Fourier applicata alle funzioni
gaussiane delle distribuzioni di probabilita delle due variabili coniugate
p e gdello spazio delle fasiin QM ¢ cosi la chiave per capire le cosiddette
relazioni di commmtazioni canoniche (Canonical Commutation Relations, CCR)
che sono alla base del formalismo matematico degli spazi di Hilbert della
QM e della QFT. Intuitivamente, proptio perché (le gaussiane del) le
variabili canoniche p e ¢ non commutano fra di loro in quantistica, (la
gaussiana di) ciascuna commuta con la FT (della gaussiana) dell’altra,
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rendendo possibile una rappresentazione geometrica enclidea dello spazio de-
gli stati (fasi) della dinamica di un sistema quantistico. Ogni spazio geo-
metrico euclideo richiede infatti la commutativita delle sue dimensioni,
dev’essere cioé una varieta commmutativa, come Hilbert dimostrod nella sua
assiomatizzazione della geometria euclidea (Hilbert, 1899). Nel caso
della QM e della QFT si tratta Spazi euclidei vettoriali definiti sui numeri
complessi dotati di prodotto interno, con delle proprieta matematiche affasci-
nanti, quelle appunto degli «spazi di Hilbert» caratterizzati, come ve-
dremo, da unintrinseca dualitd, quella, ripetiamo, della FT' (cfr. § 2.6.8).

Per capire ora questa sorta di «psicanalisi in frequenza» che analisi di
Foutier ci ha insegnato a fare di ogni funzione f(t) che rappresent
Pevoluzione nel tempo di un sistema dinamico classico o statistico qual-
siasi esso sia, occorre passate alla caratterizzazione dinamica di un sistema
fisico come complementare a quella cinemzatica di cui ci siamo interessati
finora. L.a Termodinamica Statistica e la Meccanica Statistica ci aiute-
ranno a mettere insieme le due prospettive, nel quadro metodologico
unificante della Teoria della Probabilita e del concetto di Spazio di Probabilita
come lo spazio geometrico in cui rappresentare 'evoluzione dinamica
di un sistema nella sua base matematico-sperimentale (ctr. § A4.3).

A.3 Dalla cinematica alla dinamicas+

A3.1 Rappresentazione dinamica di un sistema
meccanico

Come abbiamo visto, le origini della fisica moderna in Galilei e Newton
coincidono con la rappresentazione/ spiegazione geometrica dei moti di un si-
stema meccanico e delle sue proptieta/leggl o @nematica prescindendo
dalle canse del movimento (forze). Di tutto questo abbiamo appena visto
un esempio smagliante nella descrizione cinematica mediante funzioni tri-
gonometriche del comportamento del pendolo ideale, e soprattutto
nell’estensione analitica dello studio delle funzioni trigonometriche grazie
allanalisi di Foureer.

Esiste pero una altrettanto fondamentale descrizione/ spiegazione dei moti di
un sistema meccanico e delle sue proprieta/leggi nei termini cansali delle
Jforze che agiscono su di esso che va sotto il nome di dinamica. Se ¢ la cine-
matica ad avere la primalita sulla dinamica o viceversa ¢ una classica que-
stione del «viene prima 'uovo o la gallina» che di per sé rimanda a due

4 Le nozioni-base della Dinamica riportate in questo paragrafo, sono tolte dal manuale in
formato e-book che consiglio vivamente di acquistare: (Sbranchella, Zungri, & Carichino,
2019).
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impostazioni fondamentali sull’ontologia dell’ente fisico-matematico, pla-
tontca (cinematica), aristotelica (dinamica). Ovviamente, qui si propende per
la seconda e questa scelta cercheremo di giustificarla in tutto questo libro.

In ogni caso, il concetto di forza nel senso della fisza noderna, ovvero nel
senso di una variabile matematicamente rappresentabile ed empirica-
mente misurabile, ¢ stato introdotto da Newton con la sua Secwnda Legge
della Dinamsica in Meccanica Classica che fa della forza una grandezza vetto-
riale dove cioe non solo il zodulo (grandezza scalare corrispondente alla
lunghezza del vettore) dell'intensita della forza F conta, ma anche il serso
¢ la diregione del vettore, secondo la celeberrima formula:

F=ma

La «forza» come misura dell'interazione (causale) fra corpi ¢ quindi una
grandezza vettoriale che ¢ proporzionale al prodotto della «massa» del corpo
per un’altra grandezza vettotiale, «accelerazione». Questo ¢ tipico di tutti
1 sistemi dinamici Anears, dove cioe il polinomio (binomio) dell’equazione
della forza ¢ di primo grado. Ovviamente, nel caso non-lineare — dove, cioe, il
polinomio dell’equazione della forza ¢ di grado superiore al primo, con-
tiene cioe termini esponenziali — questa proporzionalita aritmetica viene a
cadere e lo stato finale del sistema diventa generalmente zpredicibite. Nel
senso che piccole variazioni dello szafo iniziale della dinamica (causa la pre-
senza di un’esponenziale) possono produrre grandi variazioni nello stazo
finale, come vedremo.

Inoltre, ricordiamo sempre che la forza cosi definita vale solo per sisteni
di riferimento inergiali, ovvero nei sistemi «in moto rettilineo uniforme» gli
uni rispetto agli altri. Per sistemi di riferimento # #oto accelerato la formula
va corretta come si dimostra nella Teoria della Relativita (ctr. § 2.4).

In ogni caso, dal concetto e dalla misurass di una forza costante nel tempo
deriva immediatamente in Dinamica il concetto di 4woro L di una forza
che in Meccanica Classica sara il prodotto scalare fra due grandezze vettorialr: 1a
Jorza I e lo spostamento s (rettilineo):

L=F-%

Cinematicamente, il lavoro puo essere definito in maniera equivalente come:

9 Ricordiamo che 'unita di misura della forza nel Sistera Internazionale (SI) € il newton N
che idealmente misura Iintensita della forza necessaria per spostare linearmente un corpo
di massa di 1kg di moto uniformemente accelerato, con acceletazione costante di 1722/ sei.

Quindi; 1N = H0m0)

1sec?
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L =Fscosa

Dove, con cos « si indica il coseno dell’angolo convesso @ compreso fra

2 >
ivettori F, S:

Figura 2-42. Lavoro di una forza costante espresso come prodotto sca-
lare di due vettori (forza x spostamento)® (da: (Sbranchella, Zungri, &
Carichino, 2019).

> - -
Ovviamente, nel caso in cui su un corpo agiscono 7 forze Fy, F, ..., Fy 1l
lavoro va calcolato per ciascuna forza, per cui il lavoro fotake ¢ dato dalla
somma dei singoli lavori trovati:

LtOt = LFl + LFZ' LF

n

Strettamente legato al concetto di lavoro in dinamica ¢ la nozione di ezergia
E ed il concetto di potengiale U di una forza. 1l concetto di energia si defi-
nisce piuttosto genericamente come la «capacita di un corpo di compiere
un lavoro a prescindere dal fatto che questo lavoro sia eseguito o menoy.

L’aspetto fondamentale dell’energia ¢ che essa sewpre s conserva in ogni tra-
Sformazione fra diverse forme dj energia che troviamo nelle diverse branche della
Fisica (Meccanica, Termodinamica, Elettromagnetismo, Relativita,
Quantistica).

In Meccanica, le forme fondamentali di energia sono percio:

& Lenergia cinetica T=K = 1 / 2 mv? dove mv ¢ la «quantita di moto»
p che definisce una delle due dimensioni dello «spazio degli stati» della
cinematica di un corpo;

& Lenergia potenziale Uy, che misura energia spesa da un cotpo pet ese-
guire un certo lavoro (spostamento). Essa, dunque, si misura come
una differenza di potenziale AU, = Ur — Uy = —L, ovvero come la
differenza fra il valore del potenziale finale U € quello del potenziale ini-
zale U; che cottisponde all'inverso del valore del lavoro —L.

66 ] 'unita di misura del lavoro nello SI ¢ il joule | ¢ data dal prodotto dei newton (forza) e dei
metri spostamento: 1] = 1N - 1m
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& [ energia meccanica che cortisponde alla somma dell’energia cinetica e
potenziale.

A3.2 Sistemi dinamici conservativi e le
equazioni canoniche di Lagrange e
Hamilton

Per i nostti scopi, ¢ fondamentale approfondire il rapporto che esiste in
Meccanica fra 'energia potenziale di una forza e la forza stessa, tenuto
presente che in Meccanica Classica abbiamo generalmente a che fare con
Jorze conservative &7 (tipico esempio di forza non-conservativa ¢, invece, la
Jforza di attrito). Ovvero, forze che sono definite su un percorso chinso nello
spazio degli stati fra stato iniziale e finale di una dinamica, nel senso che
basta snwertire il verso del vettore-forza per ritornare dallo stato (condizione)
finale della dinamica allo stato (condizione) iniziale. 11 che ¢ un altro modo
per dire che tutte le equazioni della Meccanica sono reversibili rispetto al
tempo. Conseguenza del percorso chiuso nello spazio (topologico) degli
statl ¢ che il /avorv fotale di una forza per operare uno spostamento revet-
sibile stato iniziale-stato finale sara sempte sio.

/ T
percorso 2 | \/v B

— TN //} percorso 1

Figura 2-43. Rappresentazione topologica di un percorso chiuso di una
forza consetvativa con lavoro totale nullo: Ly + Lg, = 0. I due pet-

corsi rappresentano un caso classico di omotopia in uno spazio topolo-
gico (da: (Sbranchella, Zungri, & Carichino, 2019)).

67 Tipici esempi di forze conservative in Meccanica sono quella legata all’energia cinetica
(la forza-peso associata alla quantita di moto m¥) e quella legata alla forza elastica F, =
—kX, p.es., quella legata allebngazione (allungamento-compressione) di una molla su una
dimensione x. Dove £ ¢ la astante elastica che definisce la rigidita della molla ed ¢ per defi-
nizione sempre positiva e dove il segno meno associato al prodotto kX significa che il
verso della forza elastica va sempre nella direzione opposta a quella dell’elongamento (al-
lungamento-compressione) della molla. 11 concetto di potenziale di una forza ha cosi un
Senso solo per le forge conservative, nel senso dell’energia potenziale che puo essere accumulata
in un corpo, il quale la puo trasformare in un’altra forma diversa di energia. P. es., nel caso
della molla di un flipper, la compressione della molla creera un accumulo di energia po-
tenziale elastica che, rilasciando la molla, si trasformera nell’energia dinetica (velocita) che la
molla trasferira alla pallina del flipper.
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Considerazioni matematico-topologiche a parte, cio che ¢ fondamentale
¢ la possibilita di definire /7ntegrale della variazione del potenziale AU di una
forza consetvativa F (x) per un corpo che si muove su una dimensione
x da una posizione iniziale x; ad una posizione finale x;:

xf
Uf_Ulz_f F(x)dx

Xi

11 che significa la possibilita di definire in Dinamica la relazione fra il ca-
rattere monotono (crescente o decrescente) di una forza Fe Penergia poten-
ziale mediante la relazione derivata dalla precedente che identifica il valore
di una forza conservativa con la detivata della sua energia potenziale can-
biata di segno:

du
F(x) = _E

Tutto questo significa che la forza ¢ positiva (crescente) quando la derivata
del potenziale ¢ negativa (decrescente), e viceversa. Di qui la possibilita di
collegare il Terzo Principio della Dinanrica di Newton allo stato di equilibrio delle

Jforzediun cotpo cottispondente al valore nullo dell’enetgia potenziale e/o
il wzinimeo dell'energia interna del sistema. Infatti, per il principio di azione-
reazione la forza risultante (sommatotia degli 7 vettori-forza che agiscono
su un punto) sara nulla.

ﬁrisz(); Z;cl=1ﬁk=()

Patleremo in questo caso stato di equilibrio statico (= cotpo in quiete, p.es.,
lo stato finale di un pendolo smorzato). Conformemente al Prinzo Principio
della Dinamica esiste pero anche uno stato di equilibtio dinanico (= corpo
in moto rettilineo uniforme perché sottoposto ad una forza (accelera-
zione) costante, p.es., pendolo di un orologio).

Cio che ¢ fondamentale, ¢ che il grafico dell'integrale del potenziale U, (o
“paesaggio dell’energia™) di tutti 1 sistemi dinamici Aneari ovvero stabili
all'equilibrio statico o dinamico in Meccanica Classica — che seguono, cioe
le Tre Leggi della Dinamica di Newton — hanno tutti la medesima forma.

U(x)

"
ol

Figura 2-44. Grafici dell’integrale del potenziale {)(x) per sistemi lineari.
(Sinistra) per un sistema stabile all’equilibrio statico (pendolo smor-
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zato). (Destra) stabile all’equilibrio dinamico (pendolo oscillante fra due
minimi dell’energia: sistema bi-lineare). La pallina all’intetno dei due
grafici rappresenta il sistema il cui stato finale sara sempre il medesimo
anche per condizioni (potenziali) iniziali diverse (diverse altezze della
pallina). Per esempio, le diverse altezze/posizioni inziali cui posso rila-
sciare un pendolo perché oscilli.

11 che significa che sono tutti sistemi predicibili nel senso che lo stato finale
¢ sempre predicibile (minimo dellenergia potenziale) anche per condi-
zioni iniziali diverse, rappresentate nella figura precedente dalle diverse al-
tezze in cul posso far cadere la pallina che rappresenta la dinamica del
sistema e/ 0 posso tilasciare un pendolo petché poi oscilli.

A questo punto, conviene disegnare anche il grafico del potenziale per
sisteni di_forze non-lineari. P.es., immaginiamo un pendolo metallico di un
orologio che ¢ costretto ad oscillare su un pavimento disseminato di ma-
gnetl. Il caratteristico “paesaggio dell’energia potenziale” sara cosi caratte-
tizzato da molti minimi fra cui il pendolo oscillera in maniera zpredicibile
“saltando” dall’'uno all’altro ciclo di oscillazione. 11 sistema manifestera
cosi un comportamento dinamico c#zplesso, anche se molto elementare.

1

........... 1245-1245...
234-234... 3
e 6543-6543...

Figura 2-45. Rappresentazione intuitiva del paesaggio dell’energia di un
sistema non-lineare. Le linee tratteggiate rappresentano i diversi cicli fra
1 minimi metastabili del potenziale, fra i quali il sistema potra “saltare”
dando luogo a un comportamento oscillatorio (ciclico) comportandosi
quindi come un sistema stabile fuori-dall’equilibrio . Il numero dei cicli
possibili sara dunque uguale a 22. Matematicamente, sara definito
dall’insieme potenza dell’insieme a 22 elementi. Nella figura il minimo
denotato da “3” sara il punto di equilibrio (minimo assoluto).

In sintesi, le due figure precedenti, ci aiutano a comprendere il senso pro-
fondo della FT: f(t) = (&) discussa nella sottosezione precedente per
la teotia det sistemi dinamici, in quanto “svelano”, anche se solo intuitiva-
mente, il senso della rappresentazione in frequenza £ (&) della dinamica
di un sistema f(t).
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Per concludere questa parte dedicata ai sistemi conservativi, ¢ bene discu-
tere subito le due funzioni fondamental;, la Lagrangiana L e Y Hamiltoniana
della dinamica che titorneranno sempre nel nostro testo.

& La funzione di Eulero-Lagrange o Lagrangiana L ¢ il modello dinamico
base in Meccanica Classica, se vogliamo, essa ¢ la “madre di tutte le
equazioni della dinamica”. Fu introdotta da Eulero, ma sviluppata
sistematicamente dal matematico italiano Joseph-Louis Lagrange
(1736-1813) che ne fece la base del suo trattato di Mécanique Anghytique
(1788), oggl, Meccanica Razionale. Quella di cui, per intenderci, Kant
nella sua Ragion Pura fornisce la giustificazione epistemologica, chia-
mandola Physica Pura o Physica Rationalis.

In meccanica Lagrangiana le coordinate del sisterza dinamsico usate per iden-
tificare un punto materiale in movimento sono le sue wordinate spaziali ge-
neralizzate, ovvero definite per tutt gli elementi del sistema, q =
(G4, -, ) €le sue velocita generalizzate = (4, ..., Gn) dove il punto de-
nota la prima derivata fotake della posizione tispetto al tempo. In questo
modo, il sistema dinamico costituito da un punto in movimento viene

descritto da un’unica finzione scalare 68 detta Iagrangiana:

L:=1(q,q,t) 24

anziché dalle forze component e dalle quantita di moto p come nella mec-
canica newtoniana. ID’altra parte, il «Teorema Fondamentale di Lagrange»
garantisce che le equazioni di Lagrange che, come abbiamo visto pon-
gono in relazione posizione e velocita per ogni elemento del sistema, sono
equivalenti al IT Principio della Dinamica di Newton. Infatti, in coordinate
cartesiane, se il moto ¢ senza vincoli, la (24) puo essere riscritta con 'equa-
zione di Newton del 11 Principio:

F = m& 25)

dove i due puntini denotano la detivata seconda totale (accelerazione) 1i-
spetto al tempo.

Stoticamente, la £ cortisponde alla equazione di Eulero per una funzione
scalare f(x, X, t):

%8 Una funzione scalare ¢ una funzione definita sui reali da # argomenti a un solo valore
nel codominio: R™* — R.
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Dove 8 ¢ il simbolo della derivata parziale” e (x, X) sono, tispettivamente,
le coordinate generalizzate (X1, X5, X3, ... ) della L e le loro detivate ti-
spetto al tempo (velocita). Il che ci fa comprendere immediatamente
come nella Lagrangiana ¢ presente solo il termine di exergia cinetica K e non
quella potenziale U che di per sé puo includere anche altre forme di energia
in grado di compiere un lavoro, p.es., 'energia elettromagnetica o 'energia
gravitazionale. Ovvero:

L=K-U

In questa forma, si puo reinterpretare la L nei termini del cakolo variazio-
nale” di Eulero dove il funzionale della £ ha le dimensioni di #x azione S
(energia nel tempo):

S=[f(adt @7)

I punti stazionari di questo funzionale (cfr. nota 70) sono punti di mininzo;
quindi, generalmente si dice che nella dinamica Lagrangiana vige il Princ-
piio di Minima Azgone come principio a partire dal quale si definisce la dina-
mica di un sistema di Meccanica Classica. Tutto questo diverra piu chiaro
nella #formulazione hamiltoniana della Meccanica Classica.

& L funzione di Hamilton o Hamiltoniana . Essa costituisce, pet i motivi
che vedremo, la rappresentazione canonica dei sistemi dinamici e, in
fondo, tutto quanto abbiamo detto in questa sezione gia la suppo-
neva in qualche modo. La meccanica Hamiltoniana fu introdotta nel
1883 dal fisico e matematico irlandese William Rowan Hamilton
(1805-1865) e consiste in una riformulazione della Meccanica Clas-
sica a partire dalla meccanica Lagrangiana. Questa modellizzazione
dei sistemi dinamici ¢ fondamentale perché non solo si applica alla
Meccanica Classica, ma anche a quella Statistica e Quantistica, per cui
a ben ragione viene definita la rappresentazione canonica dei sistemi di-
namici. Cerchiamo di capirne il cuore teoretico.

Come abbiamo appena visto, I'equazione del moto della £ puo essere
riscritta nei termini di un calcolo vatiazionale di Eulero come:

9 Una detivata parzgiale di una funzione di piu variabili ¢ la sua derivata rispetto a una di
queste variabili, con le altre mantenute costanti (al contrario della derivata zozal, in cui tutte
le variabili possono variare).

7011 caleolo delle variazzoni ¢ un campo dell’analisi funzionale che si occupa della ricerca e delle
proprieta dei punti estremali (i massimi e 1 minimi) di un funzionale ovvero di funzioni del
secondo ordine il cui dominio, cioe, ¢ un insieme di funzioni, ovvero patliamo di “funzioni di
funzioni”.
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La proposta di Hamilton fu di ri-esprimere Pequazione variazionale di
Eulero che ¢ del secondo ordine (cfr. nota 70) in due equazioni del prino ordine
definendo le guantita di moto p associate alle coordinate (posizioni) q. Cioe,
la quantita di moto della coordinata q; di un corpo in moto diventa la
derivata pariake della Lagrangiana tispetto alla coordinata della posizione
successiva g j, OVvero:

aL aL
i = =— e quindi generalizzando: p = —<
In tal modo, la Lagrangiana viene rappresentata in forma canonica nello

Spazio delle fasi del sistema (p, q) che definisce ’'Hamiltoniana H:

H(q,p,t) =p-q—£L(q,q,t)

Con q = q(q, p, t). Quello che ¢ particolarmente tilevante ¢ che nel
caso il sistema dinamico non dipenda da vincoli temporali, "Hamiltoniana
coincide con Venergia totale del sistema che comprende, ciog, il termine di
energia cnetica K e di energia potenziake U, laddove nell'energia definita dalla
Lagrangiana era presente solo il termine di energia cinetica. Ovvero:

H=K+UmentreL =K —U.

(28)

In tal modo, diviene possibile analizzare evoluzione temporale del si-
stema dinamico a partire da H wsando le eguazioni di Hamilton:

oH

. _ _0H_ . _0H
p_ aq’

=%

Che ¢ una riscrittura delle equazioni di Eulero-Lagrange. Proprieta fon-
damentale delle equazioni Hamiltoniane del moto ¢ che esse sono sizze-
triche tispetto a p e g, cio¢, scambiare +q con +P le lascia zmariate. Questo
cl fa comprendere perché vengono definite cordinate canoniche tutte le va-
riabili generalizzate le cui trasformazioni, dette per questo #asformazion: ca-
noniche, lasciano inalterata la forma delle equazioni Hamiltoniane. Per que-
sto, tipetiamo, "'Hamiltoniana H ¢ definita la rappresentazione canonica dei
sistemi dinamici che si applica sia in Meccanica Classica, che statistica e
quantistica.

In particolare, in QM — per i motivi che risultano piu chiari illustrando il
tormalismo degli spagi di Hilbert (§ 2.6.8) — la funzione Hamiltoniana ¢
definita gperatore hamiltoniano perché ad essa si fa corrispondere /energia os-
servabile di un sistema quantistico. E gli operatori (hermitiani) su uno spa-
zio di Hilbert (che ¢ definito sul campo dei numeti complessi C) sono gli
unici osservabili in quanto sono dei funzionali che restituiscono valori defi-
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niti sul campo reale R. Infatti, ogni misurazione probabilistica in fisica ¢
definita su R, come vedremo subito.

A4. Lo spazio di misura come spazio di
probabilita

A4.1 |l carattere statistico delle misure
sperimentali nella scienza moderna

Tornando ora alla nostra rappresentazione cinematica (geometrica) dei
sistemi dinamici, finora abbiamo considerato la cinematica come rappre-
sentazione geometrica del moto in condizioni matematiche astratte, come
nel caso del nostro pendolo ideale. Di fatto pero quando siamo in fisica
sperimentale abbiamo a che fare con rappresentazioni di sistemi, cioe,
empiricamente rappresentabili mediante oppottune gperazioni di nisura
sulle grandezze fisiche coinvolte. Tutta la potenza della scienza moderna
galileiana ¢ infatti nel carattere matematico-sperimentale delle sue teotie

Ora ¢ noto a chiunque abbia mai fatto una misura di laboratorio in vita
sua che wzai la ripetizione della misnra anche in condizioni sperimentali prati-
camente identiche fornira esattamente 1o stesso risultato ma lo fornira sem-
pre con una certa approssimazione’’. 1l valore “puntiforme” che si segnera
sul grafico della rappresentazione sperimentale della funzione sara dunque
essenzialmente una media ponderata sul numero effettivo delle rilevazioni
(misurazioni) spetimentali fatte, che dipendera percio dalla freguenza con
cui determinati valori della misura si tipetono. In altri termini quei punti
sperimentali saranno punti di accummlazione di determinati valori statistici di
misura e la curva che li unisce sara una finzione di probabilitd «a postetiori»
— piu esattamente, come vedremo definendo rigorosamente la nozione di
Spazio di probabilita in § A4.3, una funzione di densita di probabilita «a poste-
tioti».

T Effettivamente, fino a pochi anni fa quando appatvero le prime bilance pesapersone
elettroniche digitali, quindi dotate di un’alta precisione (di solito all’ettogrammo) tispetto a
quelle tradizionali analggiche (di solito al chilo), tutti hanno avuto I'evidenza sperimentale
che pesandosi piu volte in successione nell’arco di pochi secondi, quindi per condizioni
sperimentali molto simili, praticamente identiche, i la bilancia dava due volte lo stesso
valore numetico, ma esso “fluttuava” intorno a un determinato valore. Cosicché, se aves-
simo voluto sapere “esattamente’ quanto pesavamo, dovevamo pesarci almeno quattro
cinque volte in successione e poi fare la media dei valoti sperimentali diversi ottenuti. Le
attuali bilance digitali, invece, questa statistica se la fanno automaticamente tripetendo la
misura diverse volte nell’arco di qualche secondo. Infatti, dobbiamo aspettare un po’ di
tempo per leggere il valore digitale “esatto” sul quadrante, ma se ripetiamo piu volte la
pesatura essa dara sempre lo stesso valore in maniera “stabile” senza alcuna fluttuazione.
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In ogni caso, unendo 1 punti sperimentali ottenuti da successive misura-
zioni mediante le cosiddette zzcniche di interpolazione si ricostruira in tal modo
la curva sperimentale (nel nostro caso la traiettoria nello spazio degli stati del
sistema non astratta, ma ricostruita mediante misurazioni).

Figura 2-46. Rappresentazione intuitiva della ricostruzione di una cutva
spetimentale (a destra) che unisce i puntf spetimentali (a sinistra) di
operazioni di misura mediante la tecnica della cosiddetta intespolazione
lineare. Essa & molto rozza ed esistono tecniche molto piu raffinate di
interpolazione che qui non interessano: basta capire il principio.

Essa cortispondera alla curva teorica ovvero alla funzione di densita di probabilita
«a prioti» — quella del mzodello matematico jpotetico di partenza — entro una
qualche barra di errore stabilita a priori dall’'osservatore. Nel senso che, se la
curva sperimentale corrispondera (si sovrapporra) a quella teorica entro
quella barra di errore ritemuta accettabile, espetimento verra considerato
come conferma del modello matematico astratto. In questo senso si dice che la
funzione di (densita di) probabilita #zorica definisce 1 valori aspettati della fun-
zione di (densita di) probabilita sperimentale, entro la tolleranza di un deter-
minato valore di errore ammesso.
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Figura 2-47. Rappresentazione di un grafico con barra di errore (sinistra)
e di un’ottima sovrapposizione (destra) entro la predefinita barra di er-
rore fra curva (traiettoria) teotica (verde) e spetimentale (rossa).

Draltra parte, il fatto che si parli di rappresentazioni puntiformi dei valori
spetimentali, si basa sul presupposto della fisica classica dellzndefinito incre-
mento possibile della precisione statistica della misura mediante la ripetizione della
misura stessa, che ¢ alla base della supposizione laplaciana del determini-
smo “analitico-geometrico” nell'interpretazione mzecanicista della natura ri-
cordata al Capitolo 1 (cfr. § 1.4.2). Infatti, si deve a Laplace una prima
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definizione tigorosa del Teorema del I imite Centrale mediante cui € possibile
estendere il concetto di Zwzte e quindi il calcolo analitico alla Teotia della
Probabilita. In una parola, definite una Teoria Analitica della Probabilita,
come vedremo subito.

Proprio perché si puo definire un Zzite in senso analitico quindi un punto
definito sui zumeri reaki di una misura probabilistica — intesa come limite
della successione di un’infinita di misure — ha un senso matenaticamente
corretto rappresentate con un panto quello che in effetti ¢ un accumulo di
punti (quindi con una data densita) in un certo intorno. Per questo motivo,
ogni «funzione (analitica) di probabilita» o «distribuzione di probabilita» ¢,
matematicamente parlando, una funzione di densita di probabilita (probability
density finction, PDF). Praticamente, tale funzione, nella supposizione che
la variabile casuale X sia continua, descrive la “densita” di probabilita nello
spazio di campionamento. Ovvero, ¢ una funzione il cui valore per ogni
dato campione (o punto) dello spazio di campionamento fornisce una
relativa verosimiglianza (likelibood) che il valore della variabile casuale sia
uguale a quel campione?.

Quest tisultati hanno cambiato la stotia della scienza moderna. Se ¢ vero
che senza il calcolo analitico di Leibniz e Newton la scienza galileiana ma-
tematico-spetimentale mai avrebbe avuto lo sviluppo che ha avuto, ¢ al-
trettanto vero che tale sviluppo non avrebbe mai potuto compiersi se
Ianalisi matematica e il calcolo analitico non fossero stati estesi alla Teotia
della Probabilita. E questo si deve innanzitutto allopera di Laplace. In
particolare, alla sua Théorie Analitigne de Probabilité e alla sua formulazione
in essa del Teorema del Limite Centrale di cui ci occuperemo subito.

72 Piu precisamente una PDF ¢ usata per specificare la probabilita che la variabile casuale
ricada sotto un particolare dominio di valori, invece che assumere qualsiasi valore. Questa
probabilita ¢ data dall’inzegrale della PDF di questa variabile definita su quel dominio. Cioe,
¢ data dall’area sottesa alla funzione di densita che ¢ sopra I'asse orizzontale e compresa fra
ivaloti minimo e massimo del dominio. Quindi la PDF ¢ ovunque non-negativa (per questo
¢ definita sui reali e non sui complessi) ¢ l'area sottesa all’intera curva ¢ uguale ad 1.
Piu formalmente, una vatiabile casuale continua X ha densita fy —dove fx ¢ una funzione
non-negativa integrabile di Lebesgue — se Prla < X < b] = f: fx(x)dx. Intuitiva-
mente, uno puo pensare a fx(x)dx come se fosse la probabilita di X di cadere entro
lintervallo infinitesimo [x, x 4+ dx]. Quindi, se ¢ data una variabile casuale X e la sua
distribuzione ammette una PDF f, allora il valore aspettato di X (se esiste) puo essere

o5}

calcolato come: E[X] = f_w xf (x)dx.
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A4.2 |l cuore della statistica: il teorema del

limite centrale e la distribuzione normale

Cerchiamo dunque di ricostruire per sommi capi 1 passaggi-chiave che
hanno portato allo sviluppo moderno della Teoria della Probabilita che ¢ il
Vero centro metodologico unificante di tutta la scienza moderna, sia delle seienze
naturali (fisiche, chimiche, biologiche, neurali, ...), sia delle swenze nmane
(psicologiche, sociali, storiche, economiche, ...), sia delle scienze dell artifi-
ciale, ovvero le varie forme di zugegnerze applicate alle diverse discipline na-
turali e umane da cui il progresso moderno dipende.

Ebbene tutte queste discipline scientifiche, nella misura in cui si basano
sul controllo empirico di modelli logici e matematici secondo il metodo gali-
leiano devono usare la Szatistica e dunque la Teoria della Probabilita. Ovvero,
lo studio matematico delle I ¢ggi della Casualita. Un’espressione che al senso
comune tisulta paradossale se non contraddittoria, ma che invece ¢ la
realta: caso e necessita sono due facce della medesima medaglia, come gia la
Mitologia Greca aveva intuito con la dottrina del Fazo.

Naturalmente la nozione di «Fato» — che fa del determinismo della casua-
lita una sorta di divinita — dipende dalla confusione ontologica fra degge» e
«causa» che — senza mitologizzazioni ma semplicemente perché la recessita
cansale viene ridotta (per il principio epistemologico di evidenza) alla necessita
logica, ovvero alla necessita della lgge matematica soggiacente — ¢ tipica, pur-
troppo, anche degli inizi dell’epistemologia della scienza moderna da
Leibniz e Kant in poi, come sappiamo. Di qui tutte le false contrapposi-
zioni fra «Dio» e «Caso» come «cause ultimey», ovviamente inconciliabili
in questa luce (ma non ¢ vero: causalita e casnalita possono perfettamente
convivere se non confondiamo necessita logica e causale) della realta na-
turale — quella biologica, innanzitutto. Si penst alle irritant polemiche su
«evoluzionismonr #s. «creazionismoy — su cui la modernita ha speso inutil-
mente perché ideologicamente — e continua a spendere purtroppo, so-
prattutto negli USA — una quantita ingjustificabile di tempo, inchiostro e
carta. .. Ma lasciamo da parte le ideologie inutili ed irritant frutto solo di
ignoranza (colpevole o meno) logico-matematica e sforziamoci di capire
il cuore della moderna Teoria Matematica della Probabilita, una delle piu
alte realizzazioni del genio umanol!

Partiamo dunque dai due modelli piti elementari di sistema probabilistico,
ovvero il lancio della moneta, e il lancio del dado.
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E evidente a tutti che, se lanciamo una moneta o un dado poche volte,
mai le due facce della moneta o i sei numeti sulle facce del dado mi usci-
ranno con la loro probabilita a prioti o probabilita attesa cottispondente alla
loro media aritmetica . Essa nel caso della moneta sara pari a 0.5, mentre
nel caso del dado sara:

14+2+3+4+5+6 _
. =

3.5

Tuttavia, per la I egge dei Grandi Numeri notata la prima volta nella moder-
nita dal matematico svizzero Jacob Bernoulli (1655-1705) e pubblicata la
prima volta nel 1713 nella sua_Ars Conjectand; sotto forma del suo famoso
“Teorema di Bernoulli”’, se aumentiamo il numero dei lanci del dado la
media dei loro valori approssimera il valore aspettato 3.5 con una preci-
sione che si incrementera all’aumentare del numero dei lanci del dado. Pit
esattamente il Teorema di Bernoulli dimostra che per 7 eventi casuali (i
lanci del dado) il valore medio misurato convergera a quello aspettato per
7 che va allinfinito. Ovvero, data una successione di vatiabili casuali
X1,X5, ..., Xy, ... indipendenti e identicamente distribuite con media p
(i nostti lanci del dado), data la media campionaria, ovvero la media sul cam-
pione statistico (gli # lanci effettivamente effettuati del dado): X, =

M la legge (forte) dei grandi numeri afferma che, per # che

tende all'infinito, la probabilita P sperimentale coincidera esattamente con
la probabilita attesa o teotica, ovvero:

P(lim)?n=,u)=1

n—-oo

29)
Scrivendo cosi la Legge dei Grandi Numeri gia abbiamo usato il formali-
smo dell’analisi matematica applicato alla Teotia della Probabilita. Di fatto
pero la rigorosa definizione di limite per una successione casuale di eventi
¢ legata alla dimostrazione di un fondamentale teorema che detiva imme-

diatamente da quella legge. Ovvero, il fondamentale teorema della Teoria
della Probabilita che va sotto il nome del Teorensa del Limite Centrale (TLC).

Questo teorema ha una lunga stotia che viene fatta risalire al matematico
francese Abraham de Moivre (1667-1754) che nel 1733 pubblico in in-
glese un trattato sulla Teoria della Probabilita dal titolo Doctrine of Chances
in cui formulo una prima versione del teorema.

Normalmente pero questo teorema va sotto la paternita del piu volte ci-
tato Laplace che lo inseri come risultato fondamentale del suo monumen-
tale lavoro Théorie Analitique de Probabilité pubblicato nel 1812 cui si deve
Iinserimento del probabilismo (filosoficamente risalente a Hume) nel for-
malismo del calcolo e dell’analisi matematica, e quindi come fondamento
matematico della scienza moderna, come appena ricordato. A Laplace si
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deve infatti la prima dimostrazione analitica del Teorema, anche se limi-
tata alla cosiddetta distribuzione binomsiale per variabili casuali di tipo discreto,
definite cioe sui naturali N73,

Mentre, dopo il fondamentale contributo di Carl Friedrich Gauss (1777-
1835), si arriva nel 1818 alla rigorosa definizione formale della distribuzione
normale per vatiabili casuali continue, definite, ciog, sui reali R. In ogni
caso, la formulazione e dimostrazione definitiva del teorema si deve al
lavoro del grande matematico russo Alexandr Lyapunov (1857-1918) che
nel 1901 spiego formalmente P'esatto significato matematico del teorema.
Di fatto, comunque, il termine «teorema del limite centrale» (TLC) fu
usato per la prima volta da George Polya nel 1920 nel titolo di un suo
articolo sull’argomento, dove affermava che «centrale» deriva dal ruolo
fondamentale del teorema nel calcolo della probabilita, mentre, come af-
ferma la scuola francese e in generale oggi tutti i matematici, «centrale» va
inteso nel senso che «desctive il comportamento del centro di una distri-
buzione normale in opposizione alle sue code» (cfr. Figura 2-49).

Ma cosa afferma in sostanza il TLC?

Esso afferma che per campioni statistici indipendenti, identicamente di-
stribuiti (p.es., i lanci della moneta o del dado) la media campionaria tende
all’aumentare del numero dei campioni verso la cosiddetta distribuzione nor-
male anche se le variabili originali erano non erano distribuite in forma
normale, o, comunque, avevano distribuzioni del tutto zgroze.

Questo ci fa vedere il significato del TLC per la scienza moderna nella sua
base osservativa. Supponiamo che un campione spetimentale qualsiasi
contenga molte osservazioni, essendo ogni osservazione casualmente ge-
nerata in un modo che 7on dipende dai valoti di altre osservazioni (si tratta
cioe di probabilita incondizionate), e che la media aritmetica dei valoti osservati
possa essete calcolata. Il TLC garantisce che, se la procedura ¢ iterata

73 La distribuzione binomiale con parametti 7 e p ¢ la distribuzione di probabilita discreta
del numero di successi di 7 esperimenti indipendenti, ognuno di risposta a una domanda
«si/no» e ognuno con la sua risposta valutata in forma booleana: suuesso (con probabilita
) o fallimento con probabilita ¢ = 1 — p. La distribuzione binomiale viene usata percio
per modellizzare il numero di successi in un campione di dimensione # tratto da una po-
polazione di dimensione N. In generale, se la variabile casuale X segue la distribuzione
binomiale B con paramettin € N e p € [0,1], sctiviamo X~B(n, p). La probabilita di
avere esattamente & successi in # tentativi indipendenti ¢ data dalla cosiddetta finzione di

massa di probabilita (probability mass function, PMF) definita su N — per distinguerla dalla PDF
definita su R (cfr. nota 72): f(k,n,p) = Pr(k,n,p) = Pr(X = k) = (Z) p*( -

nek _ (™) = ™
p)" " *perk=0,1,2,..,ndove (k) = Kn—r

ficienti binomiali di Newton su cui si basa il calcolo analitico da lui inventato!.

¢ esattamente la formula dei coef-
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molte volte, tendenzialmente un’znfinita di volte, la distribuzione di proba-
bilita della media approssimera sempre pist da vieino una distribuzione normale.

L’enorme valore del TLC sta nel fatto che la distribuzione normale nelle
versioni successive a quelle di Laplace e Gauss, fino alla sua rigorosa giu-
stificazione matematica in Lyapunov, sara approssimata, sotto particolari
condizioni, anche nel caso che le vatiabili casuali 707 siano tutte identicanmente
distribuite o che le osservazioni non siano tutte assolutanente indipendents. In
questo senso, il TLC si affranca dalla sua dipendenza iniziale dalla Legge
det Grandi Numeri per cui invece queste due condizioni sono imprescin-
dibili.

Draltra parte, siccome le quantita misurate nel 7zondo reale sono spesso il
risultato (la somma bilanciata) di molti eventi casuali non osservati, il TL.C
fornisce una (parziale) spiegazione per la prevalenza della distribuzione
normale di probabilita. Ma soprattutto giustifica approssimazione alla di-
stribuzione normale solo se si usa una statistica basata su un capione nlto
ampio di osservazioni. Questo porta il fisico ad essere educato ad una sorta
di «sano culto del dato sperimentale» direi quasi una vera e proptia sacro-
santa venerazione del dato spetimentale — un culto di cui Galilei ¢ stato il
primo “gran sacerdote” — basato su una statistica molto alfa (dellordine di
centinaia di migliaia di eventi sperimentali). Una venerazione spesso di-
menticata o semplicemente assente perché impraticabile dagli studiosi di
altre discipline scientifiche, innanzitutto nelle scienze umane, e che ren-
dono altrettanto uaffidabilile loro conclusioni.

In ogni caso, per comprendere cos’e una distribuzione normale in Teotia
della Probabilita occorre prima introdurte tre altre nozioni caratteristiche
di qualsiasi distribuzione di probabilita, e cioe (cfr. Figura 2-48):

¢ L a moda di una distribuzione X, ovvero il valore che compare piu
frequentemente o con la massina frequenza.

& [ mediana di una distribuzione X, ovvero il valore o I'insieme di va-
loti che si trovano el mezzo della distribuzione. La mediana ¢ dunque
an zndice di posizione dei valori della distribuzione.

¢ L media di una distribuzione X, che ¢ un singolo valore numerico
che descrive sinteticamente un insieme di valori di dati statistici. Esi-
stono vari tipi di medie. Le pitt comuni sono quelle cosiddette «pita-
gotiche» (atitmetica, geometrica, armonica). Generalmente, quando
non specificato altrimenti, con media Y si intende la zedia aritmetica
M, che viene calcolata sommando tutti i valori a disposizione x; e
dividendoli per il numero complessivo dei dati 7



Varianza e
deviazione standard
di una distribuzione

La formulazione-
base del TLC

LE RIVOLUZIONI SCIENTIFICHE DEL XX SECOLO E OLTRE 307

n

Yo

i=1

S|r

M, =

La seguente figura mostra sinteticamente le tre nozioni precedenti che
caratterizzano una distribuzione di probabilita o piu esattamente una
PDF.

Figura 2-48. Moda, mediana e media di una distribuzione non-normale
di probabilita.

A queste tre nozioni, per capire 'enunciato del TLC, va aggiunta una
quarta, ovvero:

La varianza di una distribuzione X, ovvero la misura della distanza di
determinati valori della disttibuzione dal valore medio, la cosiddetta de-
viagione Standard 0. Geometricamente, la varianza cortisponde a
un’area sottesa alla curva della distribuzione e percio si indica con o2

(cfr. Figura 2-49).

In altri termini, il TL.C nella sua formulazione-base afferma che per cam-
ploni statistici indipendentt (p.es., i lanci della moneta o del dado) la media
campionaria tende, all’aumentare del numero dei campioni, verso la co-
siddetta distribuzione normale la cui PDF ¢ data da:
1 _1(x=my?

fx) =5=e () (30)
Dove il parametro Y ¢ la media o Paspettativa della distribuzione (che nel
caso della distribuzione normale coincide con la sua mediana e 1a sua moda),
mentre il parametro 0 ¢ la deviazione standard.

11 caso pit semplice di distribuzione normale ¢ dato dalla distribuzione
normale standard o distribuzione normale znitaria. Esso ¢ un caso speciale
cony = 0e o = 1,lacui PDF ¢ datada
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2
ex/2

p(z) = NiT

In questo caso la densita ¢ (z) hail suo piccoin 1/V2maz = 0 eipunti
di inflessioneaz = +1ez = —1.

Comunque, graficamente, la distribuzione normale ¢ una distribuzione di
probabilita in cul edia, moda e mediana coincidono (ctr. Figura 2-48), assu-
mendo cosi la caratteristica forma della cosiddetta «campana di Gauss»
(cfr. la seguente Figura 2-49 dove il grafico della PDF della distribuzione
normale per variabili casuali continue definite su IR, & confrontato con la
PMF della distribuzione normale binomiale (cfr. nota 73) — quella del cal-
colo di Laplace — per variabili discrete definite su N).

0.3 0.4

0.2

34.1% 34.1%

0.0 01

UW=30 u—-20 M—0O ] U+0  p+20 p+30

—— Normal p.d.f.

03
Binomial p.m.f.

0.05

Figura 2-49. (Sopra). Per la distribuzione normale, i valori minori di una
deviazione standard dalla media riguardano circa il 68.27% dell’insieme
dei casi, mentre quelli minori di due deviazioni standard riguardano
circa il 95.45% dei casi e quelli minori di tre deviazioni standard circa il
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99.73% dell’insieme dei casi. (Sotto) confronto fra la PMF (Laplace) e la
PDF (Gauss) di una distribuzione normale.

A4.3 Lanozione di spazio di probabilita

11 grande lavorio teorico sulla Teoria della Probabilita a partire dai contri-
buti essenziali di Laplace, Gauss e Lyapunov appena ricordati ¢ culminato
nellassiomatizzazione della Teoria della Probabilita e alla conseguente defini-
zione formale della nozione di $pazio di probabilita inteso come spagio di
misura. Nozioni che oggi sono parte integrante del formalismo matema-
tico-sperimentale della scienza moderna e, per 1 nostti scopi, sono fonda-
mentali per capite in fisica il passaggio dalla Mecanica Classica alla Meccanica
Statistica e Quantistica.

Si deve allopera del grande matematico russo Andrej Kolmogorov
(1903-1987) la formalizzazione della nozione di spagio di probabilita come
Spazio di misura che ¢ la nozione-chiave della sua opera fondamentale Foun-
dations of Probability Theory (Kolmogorov, 1950) che forni per la prima volta
una assiomatizzazione della Teoria della Probabilita, rendendola definitiva-
mente #a scienza rigorosamente formale nel senso moderno, assiomatico, del
termine. Intuitivamente, uno spazio di probabilita ¢ una costruzione ma-
tematica per definire modelli formali di un processo asuale o «espeti-
mento.

Uno spazio di probabilita consiste infatti di #e elmenti principals

& Uno spazio di campionamento {2 che ¢ P'insieme di tutti 1 possibili risultati
cui un processo casuale pud dar luogo (p.es., 'insieme dei sei numeri

delle facce di un dado risultanti dal suo lancio {1,2,3,4,5,6}).

& Uno spazio degli eventi F che ¢ un sotto-insieme dei risultati nello spazio
di campionamento (p.es., il sotto-insieme dei lanci che danno un nu-

mero pari {2,4,6})

& Una funzione di probabilita P che assegna a ciascun evento nello spazio
degli eventi una misura di probabilita compresa nell'intervallo dei
reali fra O e 1 (p.es., nel caso pitt semplice, il valor medio e quindi nel
nostro caso del lancio dei dadi la probabilita dellevento {5} ¢ di 1/6
mentre quella dellevento {2,4,6} ¢ 3/6 = V%).

Draltra parte, sappiamo gia che, quando facciamo I'esperimento del lancio
dei dadi per un numero finito 7 di lanci, mai le diverse facce del dado
usciranno con una frequenza che corrisponde a quella del modello mate-
matico o probabilita a priori (p.es, lanciando 36 volte un dado non sara mai
che ciascuna delle facce mi apparira 6 volte come la media aritmetica im-
potrebbe) ma mi appatiranno con una freguenza (probabilita a posteriori)
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che non sara mai quella teorica del modello. Di qui la distinzione fonda-
mentale in statistica fra (fungione di) probabilita a priori (quella del modello) e
(fungione di) probabilita a posteriori (quella dellesperimento). Nozioni che gia
abbiamo incontrato, informalmente, discutendo il Teorermsa del 1L imite Cen-
trale e la Distribuzzone Normale.

Adesso invece, una volta introdotto il concetto di «spazio di probabilita»
accenniamo ai #re assioni fondamentali nella formalizzazione di Kolmogorov
della Teoria della Probabilita, che fanno dello spazio di probabilita uno spazio
di misura. Infatti, in base a quanto abbiamo appena detto, formalmente
(Kolmogorov) uno «spazio di probabilita» ¢ una #ema o «elazione tria-
dica» (£, F, P) fra uno spazio di campionamento ), uno spazio degli
eventi F e una funzione di probabilita P che definisce uno spazio di misura
dove P(E) ¢ la probabilita di un qualche evento E, e P(2)=1.

Da questa fondamentale intuizione di Kolmogorov che da un significato
assiomatico rigoroso alla #atura statistica empiricamente incontrovertibile
di qualsiasi operazione sperimentale di misura su cui il moderno concetto
(galileiano) di scienza si fonda, possiamo capire 1 #e fondamentali assioni
della Teoria della Probabilita di Kolmogorov che definiscono rigorosa-
mente la nozione di «misura di probabilita»):

& Drimo assioma (finitarietd):
La probabilita di un evento ¢ un numero reale non-negativo
P(E)ERP(E)>0 VEEF

Da cui segue che P(E) ¢ sempre finito (gli esperimenti, infatti, possono es-
sete ripetuti solo un numero finito di volte, come gia si accorse Hume), in
contrasto con quanto afferma in generale la «teoria della misurax». Teorie
della probabilita che ammettono probabilita regative fanno ovviamente ca-
dere questo assioma.

& Secondo assioma (nnitarietd):

Questa ¢ 'assunzione dell’unita di misura, ovvero 'assunzione che la proba-
bilita che si dara almeno uno degli eventi elementari nell’intero spazio di
campionamento ¢ pari ad 1. Ovvero:

P(Q) =1
& Terzo assioma (additivita):

Questa ¢ I'assunzione dell’additivita (0 -additivita) delle misure di probabilita,
ovvero I'assunzione che ogni sequenza numerabile di eventi mutualmente escln-
sivi Eq, Ey, ... (insiemi disgiunti di eventi) soddisfa 'uguaglianza:
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Le cosiddette distribuzioni di quasi-probabilita tanno cadere questa assun-
zione. Tali distribuzioni sono largamente usate in fisica per modellizzare
transizioni di fase dove, ciog, eventl elementari mutualmente esclusivi prima
della transizione diventano non pit tali dopo la transizione e viceversa e
sono quindi legati a un cambio della metrica dello spazio di campionamento.
La pit famosa di queste distribuzioni ¢ certamente la funzione di Wigner, W
che gioca un ruolo fondamentale in QM e QFT.

A4.4 La centralita della nozione di transizione
di fase e dei gradi di liberta di uno spazio
di probabilita

Intuitivamente si pensi alla transizione di fase che va sotto il nome del
meccanismo di «condensazione-rarefazione» delle molecole (moli) di un
dato materiale in Fisica della Materia Condensata (p.es., la transizione di
tase dallo stato lignido allo stato solide dell’acqua e viceversa) a livello fisico
macroscopico (mesoscopico) e, pit fondamentalmente, in QM e in QFT
a livello microscopico™.

Ora, ogni transizione di fase in fisica ¢ legata al aambio della metrica di un
determinato parametro definito parametro dordine della transizione, p.es.,
una densitd relativa delle moli di materia per unita di spazio nella transizione
di fase stato liquido / stato solido dell’acqua dove lo stato solido ¢ meno
denso di quello liquido, motivo per cui il ghiaccio galleggia sull’acqua.

Come discusso ampiamente in questo capitolo, ogni transizione di fase ¢
legata alla rottura di nna simmetria precedente e allinstaurazione di una nuova
simmetria nel moto oscillatotio di una qualche grandezza fisica. P.es., nel
caso della transizione di stato gas-liquido-solido la rottura di simmetria mec-
canica (detta anche “simmetria di Galilei”) del ot vibrazionale delle mole-
cole di un materiale. Infatti, nello stato gassoso le molecole vibrano in

74 Tipico esempio in QM di una distribuzione di quasi-probabilita ¢ quella della fimzione di
probabilita di Wigner W rispetto alla funzione di probabilita di Schridinger ¥ essendo la prima
a differenza della seconda definita direttamente sullo spazzo delle fasi di un sistema quanti-
stico. Non casualmente la funzione W fornisce una spiegazione molto piu fisicamente
«realista» del fondamentale esperimento in QM della «doppia fessura» che ¢ alla base del
la dimostrazione sperimentale del wmportamento ondulatorio delle particelle quantistiche e
quindi della «dualita particella-onda» in quantistica secondo il modello di Copenaghen (Bohr)
della QM. Esso ¢ opposto all’ interpretazione realista della Fisica Quantistica basata non sulla
dnaita di rappresentazione particella-onda, ma sulle nozioni di campo e di cwerenza di fase dei campi
come oggetti quantistici fondamentali (cfr. § 2.9.5 e (Vitiello, 2007; Preparata, 2023)).



Esempio della
transizione di fase
stato gassoso-
liquido

Esempio della
transizione di fase
stato liquido-solido

Transizioni di fase,
temperatura, punto
critico e rottura di
una simmetria

Transizione di fase
€ parametro
dordine

Transizioni di fase
in Fisica della
Materia
Condensata

312 Filosofia della Natura e della Scienza

modo equivalente in qualsiasi direzione dello spazio tridimensionale de-
terminando cosi una sizmetria sferica o “‘simmetria di Galilei”.

11 passaggio allo stato liquido cottisponde alla rttura della simmetria Sferica
con linstaurarsi di una cerenza di fase nelle vibrazioni meccaniche delle
molecole lungo la direzione longitudinale “nord-sud”, vincolandosi le une
con le altre nella medesima direzione. Si determina cosi la forma caratte-
ristica di un flusso continuo o stream con cui un materiale allo stato liquido si
muove come un tutto nello spazio fisico in un’unica direzione, p.es., verso
il basso sotto I'azione della forza di gravita.

11 passaggio allo stato solide cortisponde a un’ulteriore rottura della simme-
tria sferica con Iinstaurarsi di una coerenza di fase nel moto vibrazionale
delle molecole anche lungo la direzione trasversale “est-ovest”, vincolandosi
cosl le une alle altre anche in quest’altra direzione perpendicolare alla
prima. Si determina cosi la forma caratteristica di s unico volumse tridimensio-
nale compatto con cui un matetiale allo stato solido si muove come un tutto
nello spazio p.es., sotto I'azione della forza di gravita, o di qualsiasi altra
forza meccanica.

L e transizioni di fase, di solito legate macroscopicamente ad una variazione di
temperatira, e ad un punto crifico legato a una temperatura critica 1; dove la
transizione avviene, svolgono un ruolo fondamentale in fisica (Anderson,
1972). Ogni transizione di fase cottisponde, infatti a una cambio della geo-
metria del sistema, ovvero a una roffura di una simmetria precedente, con
Pemergere di una nuova simmetria.

Tale cambio si riduce essenzialmente a un cazbio della metrica di quello che
per questo viene definito il parametro dordine della transizione di fase (ge-
neralmente una densitd). Cosi, esempi notevoli di transizione di fase sono:

¢ Alivello della fisica mesoscopica, cio¢ della Fisica della Matetia Con-
densata sono alcuni esempi notevoli di transizione di fase sono:

o Le transizioni fra le fasi solida, liquida, gassosa di un ma-
teriale a temperature critiche che variano per ciascun
tipo di materiale;

o Le transizioni fra le fasi ferromagnetica ¢ paramagnetica dei
materiali magnetici alla Temperatura di Curie;

o Le transizioni alla fase superconduttiva delle correnti elet-
triche di determinati materiali (per tutti a temperature
T =~ 0°K; e perisuperconduttori “caldi”a T > 0°K).

o 11 rpiegamento delle proteine mediante cui esse acquisi-
scono la loro struttura tridimensionale alla base della
loro capacita di generare-immagazzinare informazione nella
fisica della matetia vivente;
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o Ingenerale, le transizioni ordine-disordine nella Teoria della
Complessita, poste al confine fra le transizioni di fase in
fisica classica e quantistica, al livello cioe mesoscopico della
fisica della materia condensata, intermedio fra quello
macroseopico della fisica classica e microseopico della quanti-
stica. Ci dedicheremo a lungo all'illustrazione di questi
fenomeni e alla loro modellizzazione fisico-matematica
in§24.

o In particolare, nella fisica dei sistemi complessi, acqui-
sta una rilevanza particolare la distinzione generale fra
transizioni di fase del primo ordine, che avvengono, cioe,
istantaneamente (p.es., la transizione fra lo stato liquido-
solido della materia) e le fransizioni di fase del secondo ordine
(p-es., la transizione di fase ferromagnetica) che 7o sono
istantanee. 1 sistemi complessi sono infatti caratterizzati
dal fatto che molteplici coerenze/transizioni di fase
coesistono in essi su diverse scale spazio-temporali, de-
terminando Pemergenza di imariange di scala (=simme-
trie) che costituiscono il cuore dellwita di struttura di un
sistema complesso in quanto tale (cfr. § 2.4.2).

¢ Alivello della Fisica Fondamentale (tendenzialmente la QFT, come ve-
dremo):

o Le transizioni di fase quantistiche allo stato fondamentale
dei sistemi quantistici (#zninwo dell'energiaper T = 0: cfx.
§2.7).

o Le rotture di simmetria delle forze di interazione e quindi
delle leggi fisiche fondamentali che le riguardano in co-
smologia quanto-relativistica, 2l raffreddarsi dell'universo
durante le sue ere primordiali (cfr. § 2.7).

o Le rtture di simmetria del vuoto quantistico che, alla luce del
Teorema di Goldstone, che costituisce il quadro teorico di
riferimento delle transizioni di fase in quantistica e che
illustreremo brevemente in § 2.7.2 allorché patleremo
del Modello Standard delle particelle elementari in fisica
quantistica e specificamente in QFT.

Per lo studio matematico di tutti questi fenomeni, dal punto di vista for-
male della Teoria della Probabilita, assume una rilevanza fondamentale
una nozione strettamente legata a quella di spazio di probabilita. Ovvero,
la nozione dei grad; di liberta che definiscono le dimensioni ortogonali di uno
spazio di probabilita. Definiscono, ciog, le dimensioni dello spazio entro
cui una determinata finzione di probabilita puo variare.
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Si tratta di una nozione fondamentale perché con “grado di liberta” si
definisce un principio di aggregazione delle variabil di un sistema complesso
— il cui comportamento dipende cioé da molte vatiabili a diversi livelli di
organizzazione della materia — che ¢ fondamentale per capire il formali-
smo della Termodinamica Statistica di Boltzmann (cfr. §§ 2.3.2-2.3.3) e, piu
in generale della Meccanica Statistica, della Fisica Quantistica (QM e QFT" cfr.
§S§ 2.6-2.7) e, finalmente, della Teoria della Complessita (cfr. § 2.4). In sintesi,
il meccanismo della rottura di simmetria con Pinstaurarsi di nuove sim-
metrie (coerenze di fase) nello spazio delle fasi di un sistema consiste in
un fondamentale wzeccanismo dinamico di aggregazione delle variabili e quindi di
determinazione dei gradi di liberta di una PDF in fisica statistica.

Appendice B: Cinematica dell’evoluzione
dinamica dei sistemi in meccanica
statistica e sistemi caotici

B1. Lanozione di attrattore in uno spazio di
fase come spazio di probabilita

B1.1 Caratterizzazione cinematica di un sistema
dinamico classico dal caso ideale al caso spe-
rimentale

Per poter capire la nozione di sisternza caotico in SM come modello-base per
lo studio di un sistera complesso, introduciamo alcune nozioni fondamentali
descrittive di cinematica applicata stavolta, non alla caratterizzazione geo-
metrica del moto di un sistema meccanico consetvativo astratto (cfr. il
«pendolo ideale» di § Al. in Appendice A), ma al caso concreto del ri-
tratto di fase definito sperimentalmente su uno spazio di probabilita (cfr.
§ A4.3 in Appendice A), relativo alle operazioni di misura che possiamo
effettuare sul comportamento di un sistema meccanico classico e non-
quantistico, anche se estendibile al comportamento di sistemi quantistici.

B1.2 Cinematica dei sistemi dinamici in uno spazio
di probabilita

Per questo introduciamo brevemente la nozione fondamentale di a#rattore
in uno spazio delle fasi inteso come spazio di probabilita. Questa nozione ¢
fondamentale perché, come vedremo, consente una rappresentazione ¢-
nematica dell’evoluzione nel tempo di un qualsiasi sistema dinamico, si-
stemi complessi inclusi. Come lo stesso nome suggerisce, infatti, esso for-
nisce una rappresentazione grafica delle aspettative, nel senso probabili-
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stico del termine, in cui si andranno a concentrare i punti spetimentali
rappresentativi dell’evoluzione nel tempo di un sistema dinamico nel suo spa-
zio delle fasi (o degli stati). La nozione di attrattore ¢ cosi sinteticamente
ed efficacemente definita nell’ Enciclopedia Treccan:.

In fisica, Jattrattore ¢ il lnogo dei punti dello spazio delle fasi a cui tende nel
tempo la traiettoria di un sistema complesso, quali che siano le condigioni iniziali
(si dice, quindi, che il sistema ¢ «attratto» da questo insieme di punti). Per
es., per i sistemi dissipativi, che tendono a raggiungere uno stato di equilibrio
ben determinato, I'attrattore ¢ in generale costituito da un solo punto [=
attrattore di punto fisso]; per i sistemi che hanno un moto petiodico ¢ invece
costituito in genere da una curva chiusa che il sistema ripercorre all’infinito
con la frequenza propria [= attrattore di ciclo limite|. 1. attrattore strano ¢ Pat-
trattore caratteristico di particolari sistemi, la cui traiettoria si aggroviglia,
si ripiega su sé stessa, mescolandosi in modo estremamente confuso e cao-
tico, senza mai passare due volte per lo stesso punto [= condizione di instabilita). B
stata la scoperta di questi attrattori (attraverso I'uso del calcolatore elettro-
nico nella simulazione numerica della legge di evoluzione dei sistemi con-
siderati) che ha fatto parlare per la prima volta di caos deterministico, mentre
lo studio delle loro proprieta geometriche ha messo in evidenza che essi
sono da considerarsi come ogges#i frattali, con le caratteristiche proprieta di
antosomiglianza (auto-similarita) e di invarianza di scala’”.

Se dunque in cinematica il pendolo ideale costituiva il modello astratto di
riferimento di un sistema dinamico sottoposto a forze esclusivamente di
tipo conservativo, senza attriti, quindi oscillante indefinitamente in forma
sinusoidale fra due punti di minimo (cft. Figura 2-44) e per questo il suo
ritratto di fase poteva essere rappresentato sulla curva chiusa della circon-
ferenza trigonometrica (cfr. Figura 2-37), la rappresentazione cinematica
su uno spazio di probabilita del ritratto di fase della sua dinamica nel
tempo mediante la nozione di attrattore, puo essere estesa dal caso ideale
a quello reale, sperimentale. Quindi a comportamenti pitt complessi, non
conservativi, innanzitutto quelli che tengono conto anche degli attriti.

B1.3 Dal pendolo ideale a quello reale e la nozione
di attrattore in cinematica

Cosi, passando dal caso del pendolo ideale di § Al. in Appendice A
come modello astratto di sistema dinamico, al caso concreto in cinema-
tica, p.es., di un pendolo smorzato perché teniamo conto degli attriti, le aspet-
tative sui diversi stati di moto che il pendolo assumera nel tempo saranno
rappresentati da altrettanti punti sperimentali che nello spazio (titratto) di
fase si disporranno sempre lango una fraiettoria a _forma di spirale, a spire
semptre piu strette, che alla fine tendera ad un punto che rappresentera lo
stato di quiete (= stato di equilibrio o stato di minimo assoluto dell’energia

75 Cft. https:/ /www.treccaniit/vocabolatio/attrattore/. Parentesi quadre mie.
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libera: cft. parte sinistra della Figura 2-44) a cui il pendolo necessatia-
mente giungera. Il punto finale in quiete, € un punto fisso, e poiché esso ¢
come se attraesse a sé orbite che partono da punti (condizioni iniziali)
diverse (p.es., si puo far iniziare l'oscillazione del pendolo da altezze di-
verse, come la pallina in Figura 2-44) esso ¢ definito come artrattore di
punto fisso della dinamica (Cfr. Figura 2-50).

Figura 2-50. Attrattore di punto fisso. Come si vede, anche par-
tendo da condizioni iniziali diverse (i punti di origine delle linee
fuori della spirale, p.es., le diverse altezze/direzioni a cui posso ti-
lasciare il pendolo), il sistema dopo un transitorio si stabilizza nello
spazio (ritratto) di fase su un’unica traiettoria a spirale (oscillazioni
sempre pit piccole) con un unico stato finale di quiete.

Altri sistemi stabili, invece, nel lungo periodo, non tendono alla quiete, ma
pluttosto a tipetere petiodicamente un certo comportamento. Un esem-
plo ¢ costituito dal suddetto pendolo, quando I'energia che viene consu-
mata dagli attriti viene reintegrata dal meccanismo a molla di un orologio
a pendolo (= pendolo accelerato). In tal caso, lo stato finale, il comporta-
mento-limite in cui il sistema si stabilizzera, non ¢ uno stato di quiete, ma
un'oscillazione periodica (come nel caso del pendolo ideale). Geometrica-
mente (cinematicamente) lattrattore non sara rappresentato da un punto
fisso (stato di quiete), ma da una curva chinsa (il cortispettivo su uno spazio
di probabilita astratto della circonferenza trigonometrica di Figura 2-37)
ma il suo stato di equilibrio sara rappresentato da un il linuite (moto pe-
riodico). Molti sistemi stabili esibiscono sul lungo petiodo un comporta-
mento simile. P.es., il battito del cuore dopo uno sforzo. Altriment sa-
remmo di fronte ad una pericolosa disfunzione: «un’aritmia cardiaca». Vi
torneremo.
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Figura 2-51. Attrattore di ciclo limite. Sebbene parta da condizioni
iniziali molto diverse, il sistema nel lungo periodo, al limite, ten-
dera sempre a stabilizzarsi in un comportamento petiodico, un ci-
clo, rappresentato nello spazio (ritratto) di fase da una curva chiusa
(in grassetto).

Altri sistemi di tipo non-lineate si stabilizzano invece su compottament
pitt complessi. Ovvero, si stabilizzano su ciclicita piti complesse che na-
scono dalla combinazione di 27 comportament oscillatori (pseudo-cicli),
fra #» minimi proprio come il sistema non-lineare con il paesaggio
dell’energia rappresentato in Figura 2-45. In questo caso, I'attrattore non
sara costituito da una sola traiettoria chiusa unidimensionale, un ciclo—
limite, ma da un o (una sorta di ciambella) bidimensionale — ma ne pos-
sono esistere di 7-dimensionali nello spazio di fase —, costituita dallinvi-
luppo di questi pseudo—cicli. Malgrado questa complessita di struttura, il
sistema risulta pero prevedibile, ovvero stabife. Esibira un comportamento
simile, per esempio, un pendolo metallico accelerato che oscilli sopra 7
magneti distribuiti regolarmente su una superficie. Esso saltera continua-
mente fra un numero comunque finito di 7 orbite periodiche stbik. 11
paesaggio dell’energia di un sistema siffatto sara dunque, ripetiamo, quello
tipico dei sistemi dinamici non-lineari complessi a 7 minimi con 2™ pos-
sibili orbite descritto e discusso in § A3.2, in Appendice A, Figura 2-45).
Lo stesso grafico che i ¢ servito per intuire la generalita della FT per la
rappresentazione nel dominio delle frequenze di funzioni f (t) e che qui
abbiamo connesso con la nozione di spazio di probabilita.
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|
Figura 2-52. Attrattore toroidale nello spazio (ritratto) di fase di un
sistema complesso non-lineare oscillante fra n minimi.

Anche se P'orbita non si tipete mai esattamente — altrimenti saremmo di
fronte ad un ciclo-limite —, come accade quando le frequenze di un
moto periodico non hanno lo stesso divisore, pur tuttavia orbite che co-
minciano vicine sul toro restano vicine. Siamo, cioe, sempre di fronte ad
un sistema sabile perché la metrica del sistema resta znvariata. 1l sistema, cioe,
1on passa attraverso fransiziont di fase. Algebricamente, tutti i sistemi stabili che
abbiamo esaminato finora sono tali perché esibiscono una stabilita strutin-
rale malgrado la loro complessita. Ovvero sono caratterizzati da un unico
paesaggio dell'energia a n minimi.

Classicamente, lo studio degli attrattori terminava qui.

B.2 L’attrattore strano’ per sistemi caotici e
la meteorologia

Fino alla scoperta dei cosiddetti «attrattori strani» dei sistersi caotici, avve-
nuta nella seconda meta del XX sec. si pensava che la tipologia di attrattori
nello spazio delle fasi dovesse esaurirsi a questi casi: punti fissi, cicli limite,
toti, dunque a sistemi sbili. Sistemi, cioe, il cui stato finale era comungue
preducibile perché le loro traiettorie nello spazio degli stati, anche se parti-
vano da condizioni iniziali alquanto diverse, restavano comunque vicine
e alla fine convergevano in un unico attrattore, in un unico stato finale come
abbiamo appena visto.

B.2.1 L’attrattore di Lorenz in meteorologia

Stoticamente, il primo esempio di comportamento caotico di un sistema
dinamico amplesso normalmente citato in letteratura ¢ quello studiato dal

76 Per un’introduzione divulgativa al concetto di «caos deterministicor, ¢ sempte da consi-
gliare quello che ¢ ormai un classico della divulgazione scientifica al riguardo, il testo di
James Gleick che conta ormai anche svariate edizioni in lingua italiana (Gleick, 2018).
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fisico americano Edward N. Lorenz del MIT di Boston nel 1963 (Lotenz,
1963). Tale sistema era stato da lui ideato come modello statistico di certi
fenomeni di turbolenza dell’atmosfera e dunque di un fluids, in vista del
miglioramento delle previsioni metereologiche sulla formazione dei tor-
nado che distruttivamente si ripresentano soprattutto nella costa otientale
degli Stati Uniti. Anche se oggi, con i drammatici mutamenti climatici di
cui siamo testimoni, la formazione di cicloni e tornado ¢ diventato un
fenomeno universale. Addirittura, si formano non solo negli oceani ma anche
in “mari chiusi” come il nostro Mediterraneo, rendendo la modellizza-
zione dei sistemi atmosfetici come prototipo di sistenzi complessi uno dei
campi di ricerca teotica ed applicata pit rilevanti. Tanto da meritare —
come gia ricordato — il conferimento del Premio Nobel per la Fisica 2021
a due meteorologi veri pionieri della complessita nello studio dei sistemi
meteorologici e dei mutamenti climatici - Syukuro Manabe, Klaus Has-
selmann — e a Giorgio Parisi per lo sviluppo della modellizzazione mate-
matica dei sistemi complessi.

Draltra parte, fin dal 1999, proptio riguardo al sistema caotico studiato da
Lorenz, Warwin Tucker dell'Universita di Upsala ha fornito la dimostra-
zione matematica del comportamento caotico del sistema di equazioni
studiato da Lorenz. In pratica, ha dimostrato /esistenza in senso matema-
tico dellartrattore strano o caotico di Lorenz (cfr. Figura 2-53) con le sue
strane proprieta di oggetto frattale (Tucker, 1999; Viana, 2000). Oggi, di
fatto, la teoria dei sistemi caotici € divenuta una branca a sé della matema-
tica anche perché, come cercheremo di comprendete adesso (cfr. § 2.4.2)
essi costituiscono 1 zodelli-base (toy-models) a livello macroscopico dei sistemi
complessi.

Figura 2-53. Attrattore caotico di Lorenz. Si notera come il sistema
di Lorenz abbia simulato al calcolatore per la prima volta nella sto-
ria della meteorologia la formazione dei nuclei di due tornado
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Questa dimostrazione fuga ogni dubbio — se mai vi fosse timasto — che
il caos deterministico non ¢ una sorta d’invenzione del computer, detivato
dal fatto che esso calcola numericamente Pevoluzione dinamica di un si-
stema, dunque con una precisione finitz e quindi amplificando gli errori
nella definizione delle condizioni iniziali del sistema. Al contratio, i mo-
delli matematici dei sistemi caotici costituiscono una classe di enti mate-
matici con la medesima dignita di altri e, sicuramente, molto piu affasci-
nanti e misteriosi di altri, perché sono oggl universalmente considerati
come modelli-base (#9y-720dels) estremamente ricchi dal punto di vista fe-
nomenologico dei sisteni complessi. Proprio perché 1a feoria dei sistenni complessi
non solo caotici ¢ la chiave di volta per comprendere la struttura fisica dei
sistemi complessi studiati dalla fisica della materia condensata e quindi dei
sistemi chimici e biologici, torneremo anche all’ inizio del Secondo Vo-
lume su una caratterizzazione piu precisa dei sistemi caotici come mo-
delli-base dal punto di vista dinamico dei sistemi complessi. Per il mo-
mento, soffermiamoci qui sulle caratteristiche fondamentali di sistema
caotico, a partire dal modello di Lorenz.

Lorenz, per modellizzare matematicamente il comportamento di un
fluido molto complesso quale I'atmosfera, era partito da equazioni del
moto di un fluido a #e soli gradi di liberta. Ovvero, era partito da un sistema
di #re equazioni differenziali non-lineari in funzione del tempo molto semplici:

ax _

o = 0y —ox,

YW oy — xz — 31
=P —xz=y, 61
dz

5—xy—,82.

Dove x; y, z definiscono lo stato del sistema su uno spazio tri-dimensio-
nale, ¢ il tempo e g, p, § sono i parametti del sistema.

Mediante la simulazione al computer di questo sistema Lorenz ha sco-
perto un comportamento di questo sistema non riportabile ad alcuna
delle tipologie fino ad allora conosciute. 11 sistema, infatti, esibiva chiara-
mente un comportamento aleatorio dovuto al fenomeno della divergenza
esponenziale delle traiettorie. Fenomeno gia studiato in fisica da uno dei pit
grandi matematici della fine del’800, Henry Poincaré (1854-1912), 1i-
guardo il famoso «problema det tre corpi» nella teoria newtoniana della
gravitazione (Poincaré, 1890) e poi analiticamente confermato dal classico
sistema dinamico instabile studiato dal matematico ebreo-russo Yakov
Grigorevich Sinai (1935-) del biliardo con ostacoli convessi che aiuta a
capire anche intuitivamente il fenomeno della divergenza esponenziale delle
traiettorie in sistemi non-lineari di meccanica classica.
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Figura 2-54. Divergenza esponenziale delle traiettorie nello spazio
delle fasiin fenomeni d’instabilita dinamica. L’ € iniziale di impre-
cisione nella determinazione delle condizioni iniziali del sistema, &
amplificato in £ dalla dinamica medesima, cosi da rendere impos-
sibile qualsiasi previsione nel lungo periodo.

Dopo pochi urti di due palline che partivano da condizioni iniziali diffe-
renti di un piccolo € con una superficie curvata positivamente, 'amplifi-
cazione delle differenze iniziali € cresce cosi velocemente da rendere as-
solutamente impredicibile lo stato finale (Ruelle 1984, 15). Piu esatta-
mente — e ancora piu significativamente usando il modello di Sinai — si
dimostra che dopo tre urti delle palline con ostacoli convessi € impossibile
risalite univocamente alle loro condizioni iniziali di moto, € come se il
sistena “si fosse dimenticato” le condizioni iniziali. E per questo che le
pareti dei biliardi tradizionali sono rigorosamente rettilinee! In altri ter-
mini, un biliardo con pareti rigorosamente rettilinee ¢ definito biliardo di
Newton - ¢, cioe, un perfetto modello del deserminismo di un sistema di Mec-
canica Classica -- proprio per I'assoluta predicibilita degli effetti degli urti
clastici delle palle in un biliardo siffatto, come qualsiasi giocatore esperto
sa bene. Viceversa, possiamo dire che un «flippen con 1 suoi ostacoli con-
vessi disseminati sul piano su cui corre la pallina ¢ un modello di senso
comune del biliardo di Sinai (ctr. Figura 2-55).

Analogamente nell’attrattore di Lorenz, traiettorie che cominciavano vi-
cine nel breve periodo non restano tali (sono generate da equazioni differen-
ziali rispetto al tempol), ma si allontanano rapidamente fra di loro cosic-
ché il sistema nel Jungo periodo tisulta assolutamente non-integrabile e quindi
non-predicibite. Nondimeno, simulando il sistema al computer e triportando
su un grafico dello spazio di fase il suo comportamento di lungo periodo,
esso non va a ricoptire tutto lo spazio di fase — formalmente, ciog, viola
Lipotesi ergodica differentemente dai modelli di Poincaré e Sinai di sistemi
instabili (cfr. § 2.4.2) —, ma solo un velume finito di esso. Da luogo, ciog, ad
un affrattore, un attrattore pero, ripetiamo, non tiportabile a nessuno dei
tipi fino allora studiati per i sistemi stabili e che per questo fu chiamato
attrattore strano O caotico.
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Figura 2-55. Rappresentazione intuitiva del «biliardo di Newton»
(sinistra) e del «biliardo di Sinai» (destra), rispettivamente senza e
con amplificazione dinamica delle differenze anche piccole nelle
condizioni iniziali.

Lattrattore «stranox» per sistemi caotici, infatti, ha delle proptieta peculiari
che, come ci ricordava la definizione data all’inizio sono essenzialmente
due e che ora possiamo definire meglio: iustabilita e frattalita.

¢ Instabilita. Differentemente da tutti gli altri sistemi dinamici sia lineari
(punto fisso e ciclo limite) che non-lineari (toro) visti finora il sistema
non passa meai de volfe per o stesso punto. Il sistema, cioe, ¢ instabile, almeno
nel senso classico del termine. Ovvero, i suoi pseudo-cicli, differen-
temente da quelli dellattrattore toroidale di Figura 2-52, non sono
mai chiusi su se stessi (quindi non tipassano mai pet dove sono pas-
satl) ma solo nelle vicinanze — a meno cio¢ di un certo & — di dove
erano passati prima.

¢ Drattalita. Per cio stesso gli pseudo-cicli in questione manifestano una
struttura frattale. Hanno la proprieta peculiare di essere oggetti geome-
trici caratterizzati da una struttura awto-simsilare per invarianza di scala.
Ovvero, a qualsiasi scala lo si osservi, pit1 grandi o pitr piccole, la strut-
tura si tipete e quindi «<non convergera mai» su un’unica traiettotia
ma su un «fascio» di traiettorie incomprimibili ad una sola (Cft. Fi-
gura 2-57 e Figura 2-58).

Ritornando al nostro pendolo — il #gy-model di cui ci siamo serviti finora
per illustrare le nozioni fondamentali di cinematica in tutto questo capi-
tolo —anch’esso puo esibire sperimentalmente un comportamento non-lineare
di #jpo caotico. Basta supporre che il nostro pendolo accelerato aseilli in un
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fluido dotato di una certa densita, tipicamente in un contenitore riempito
di olio di vasellina.

Questa situazione fa si che ci si trovi di fronte alla modellizzazione speti-
mentale di un sistera dissipativo vincolato dove da, una parte il sistema riceve
energia dal motore che lo forza comunque oscillare (p.es., il motore a molla
molto potente di un orologio a pendolo), dall’altra disperde energia per gli
attriti del fluido denso (olio di vasellina) in cui ¢ immerso. 11 fatto che sia
vincolato ad oscillate in presenza di una pompa di energia che fornisce/ sottrae
energia al suo comportamento oscillatorio come fosse un bagrno termico per
un sistema termodinamico, vuol dire che non ci troviamo di fronte ad un
unico paesaggio dell'energia come nel tipico caso non-dissipativo degli altri si-
stemi anche non-lineari ma eneygeticamente chinsi che abbiamo gia incontrato
(cfr. Figura 2-45) ma da un numero indefinito di questi paesaggl ciascuno
con minimi distinti, sia per numero che per posizione reciproche.

In tal modo, il comportamento del pendolo da una patte ¢ instabile e inpre-
diicibile per la mancanza di un unico paesaggio dell’energia — non ¢, cioe,
dotato di stabilita struttmrale (Viana, 2000) non essendo un sistema conser-
vativo ma dissipativo. D’altra parte, petrod 7on é casuale — altrimenti 1 punt
di accumulo rappresentativi dei suoi stati potrebbero essere dovunque
nello spazio delle fasi del sistema — soddisterebbero, cioe, /7potesi ergodica
(cfr. § 2.4.2). Viceversa, 1 suoi comportamenti sono comunqgue definit
entro un wwlume finito dunque un attrartore dello spazio delle fasi anche se
con proprieta del tutto «straney. Innanzitutto, Vinstabilita intesa nel senso
che la traiettoria nello spazio delle fasi di un sistema caotico non tipassi
mai per dove ¢ gia passata, ma comunque nelle sue vicinanze, dando
luogo alla proprieta della frattalita degli pseudo-cicli dell’attrattore caotico.

Cost l'introduzione di un bagno termico e quindi di #na pompa di energia ha
suggerito una forma di modellizzazione per rendere conto delle due pro-
prieta emergenti dei sistemi caotici appena ricordate, Uinstabilita e 1a fratta-
litd. Almeno per 1 sistemi caotici dissipativi, energeticamente «aperti», fra i
piu interessanti a studiarsi in chimica e biologia, dato che ### 1 sistemi
chimici e biologici sono sistemi «aperti». Cinematicamente, la presenza di
una variabile dissipativa sotto forma dell’azione di una “pompa di ener-
gia” che continuamente “aggiunge” e “sottrae” energia al sistema (bagno
termico) si puo rappresentare con la cosiddetta #asformazione del fornaio
(Prigogine, 19806). Affermando, cioe, che le traiettotie che su due dimensioni
divergono e continuano sempre a divergere 'una rispetto all’altra, ¢ come se
si riavvicinassero I'una rispetto all’altra s# u#na terza dinensione. Un po’ come
fa il fornaio quando impasta, p.es., due piccole quantita di cacao nel resto
della pasta. Quando stira la pasta (strezehing), due punti di cacao vicini si
allontanano. Quando il fornaio tipiega su se stessa la pasta (fo/ding), tiavvi-
cina questi punti, ma su una terza dimensione. Sulle prime due dimen-
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sioni, i due punti continuano a divergere, ma sulla terza si riavvicinano a
meno di un certo &, piccolo, ma mai infinitesimo.

A

Figura 2-56. Il principio della «trasformazione del fornaio» legato
alla modellizzazione di un sistema caotico come sistema dissipa-
tivo. Sopra: Quando nel sistema pompiamo energia dal bagno ter-
mico & come se «stirassimo» (stretching) lo spazio delle fasi con
conseguente divergenza delle traiettorie che non si richiuderanno
mai su se stesse per formare un «ciclo» (cft. i punti A’ e A”). Sotto:
Quando togliamo energia dal sistema ¢ come se «ripiegassimo»
(folding) 1o spazio delle fasi su se stesso, riavvicinando su una terza
dimensione le traiettorie divergenti su due, cosi da creare uno
«pseudo-ciclo» che non si richiudera mai perfettamente su se
stesso ma lo fara a meno di un certa distanza & piccola, ma non
nulla (cft. i punti A” e A’ riavvicinati ma mai sovrapposti).

E come, insomma, se lo spazio di fase si tipiegasse su se stesso, dando
luogo ad un comportamento guasi—periodico di pseudo-cicli che non si 1i-
chiudono mai su se stessi. Le traiettorie pur continuando a divergere su
due dimensioni ripasseranno vicine I'una all’altra sulla terza dimensione,
entro un dato € senza rinchiudersi mai perfettamente su se stesse.

Costituiranno cosi degli pseudo—cicli, molto diversi da quelli delle
pseudo—ciclicita di un toro che sono comunque stazionarie, tipassano cioe
sempre per dove sono passate. Infatti, nel caso caotico traiettorie che co-
minciano vicine sull’attrattore non restano affatto vicine. Data la sua insta-
bilita e non-stazionarieta, 1l sistema puo saltare in maniera impredicibile fra
uno pseudo—ciclo e Ialtro, rimanendo su ciascuno per intervalli di tempo
assolutamente irregolari ¢ non predicibili. Di qui i comportamento,
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«strano» dell’attrattore, apparentemente casuale, ma nient’affatto tale es-
sendo dotato di struttura frattale (cfr. nota 77).

Infatti, tornando alla metafora della «trasformazione del fornaio, quando
egli stira la pasta due punt vicini si allontanano, quando la ripiega si riav-
vicinano, ma in un modo sempre diverso da com’erano prima vicini, at-
traverso percorsi ireversibili e dunque assolutamente impredicibili, ma 7zpe-
#ibilz. Ogni volta che implemento sul computer lo stesso sistema di equa-
zioni non-lineari, p.es. di Lotenz con gli stessi valoti delle condizioni ini-
ziali, otterro esattamente 1o stesso attrattore. 1l sistema di equazioni che lo
governa ¢ infatti costituito da equazion: differenziali dove, dunque, lo stato
successivo dipende univocamente dallo stato precedente ed ¢ solo nel
lungo periodo che 1l sistema per il fenomeno della divergenza esponenziale
delle traiettotie «dimentica» le condizioni iniziali diventando zpredicibile e
quindi caotico, ma ripetibile e quindi deterministico. Da qui la denotazione di
questi sistemi col termine apparentemente contraddittorio di aaos deterni-
nistico.

Attraverso il processo di dispiegamento—tipiegamento indefinito, di rime-
scolamento continuo delle traiettorie, di creazione di pseudo—ciclicita
sempre pitt indefinitamente complesse, Pattrattore caotico acquista percio
la tipica struttura di un oggetto geomettico frartak, auto—similare. Una
struttura che ripete indefinitamente se stessa, a qualsiasi tisoluzione uno
la guardi, senza collassare mai in un oggetto semplice, un punto o una

linea uni—dimensionale (Cfr. Figura 2-58).

AAAA  ABAA

Figura 2-57. Classico esempio di oggetto frattale, carattetizzato da
una proprieta di auto—similariti. P.es., se osservassimo con una
lente d’ingrandimento la prima «A» della figura, non vedremmo
tante piccole «A», ma semplicemente delle macchioline d’inchio-
stro che comunque convergono sulle tre linee unidimensionali che
compongono la “A”. A diverse risoluzioni ’'oggetto non mantiene
la stessa struttura, non ¢ auto—similare. I’oggetto possiede una
struttura, solo ad una data risoluzione. Viceversa, a qualsiasi riso-
luzione si guardi un oggetto frattale esso manifesta sempre una
struttura che ripete indefinitamente se stessa. Nella figura, ¢ que-
sto il caso, della seconda, terza, quarta immagine della figura ge-
nerabili dalla prima «A» attraverso un processo ricorsivo di costru-
zione, reiterabile indefinitamente a risoluzioni sempre maggiori.
Cft. anche la Figura Figura 2-58.
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Se queste due caratteristiche — znstabilita e quindi pseudo—ciclicita, o
quasi—periodicita complessa e frattaliti— sono le proptieta emergenti di
un attrattore caotico si comprende come, da un punto di vista sistematico,
il tentativo pit promettente di fornire una descrizione fisico-matema-
tica nel suo insieme di un sistema caotico ¢ quella di caratterizzarlo me-
diante uno sviluppo in setie di pseudo—cicli con petiodicita sempre piu
lunghe™, fino a coprire tutto lattrattore caotico (Auerbach, Cvitanovié,
Eckmann, Gunaratne, & Procaccia, 1987).

WMuving Target 1 for Lorenz GF: Lef

LEmm —
M.

e |-

Figura 2-58. Tipico pseudo-ciclo dell’attrattore di Lorenz simulato
al calcolatore. Come si vede, non siamo di fronte ad una traiettoria
chiusa su se stessa, ma il sistema ripassa sempre solo nelle vici-
nanze di un determinato punto, senza mai ripassarci esattamente

77 P.es., la sequenza simbolica ABCD/ABCD/ABCD... ha petiodicita 4, ogni quattro
occotrenze si ripresentera la medesima sotto—sequenza. Il tutto costituisce cosi un ciclo di
ordine 4. Un caso simile ¢ quello della sequenza ZBNP/ZBNP/ZBNP che sara sempre
un ciclo di ordine 4, ogni quattro lettere la sequenza si ripete. Ia sequenza
XCGDXWQCOXUI/XCGDXWQCOXUI/ XCGDXWQCOXUI ha invece ordine
periodicita 12, cioe ogni 12 lettere la sequenza si ripete. La sequenza:
XCGDXWQCOXUI/YCGDXWQCOXUI/WCGDXWQCOXUI/ZCGDXWQCO
XUI ¢ costituita invece da pseudo—icli di ordine 12. Infatti, all'inizio di ogni sotto—se-
quenza regolare indicata dalla lettera sottolineata, non c¢’¢ la medesima lettera X, ma lettere
ad essa vicine nell’alfabeto internazionale, p.es.: Y, Z, W. 1l ciclo ogni dodici passi non si
richiude su se stesso, ma passa vicino al suo punto di partenza. Geometricamente, nello
spazio delle fasi di questa dinamica simbolica, dovrebbe essere rapptesentato da una curva
aperta con estremita vicine ma non identiche: costituisce cosi uno pseudo-ciclo. Pren-
diamo ora lo pseudo-ciclo X(W)CGDXWQCOXUI e facciamo si che pezzi diversi di
esso si fipetano a intetvalli diversi. XCGWRQTYZDFG/DXWQIKJHYUFPO/CO-
XUINGFD/WCGDXCXD/WQCBVCFERTWPIU/OXUI costituisce cosi un tipico
esempio di comportamento caotico del sistema, in cui il sistema «salta» con intervalli sem-
pre diversi (etratici) fra pezzi di lunghezza diversa dello pseudo—ciclo di partenza (quelli
con sottolineatura doppia). Intervalli che costituiscono a loro volta pezzi di altri pseudo—
cicli. Il che vuol dire che topologicamente un sistema caotico ¢ costituito da un insieme
denso di questi pseudo cicli (Cfr. (Devaney, 2003) e izfra). Cio fa si che, nel suo complesso,
la sequenza appaia come una sequenza casuale, mentre effettivamente non lo ¢: ha una
struttura frattale che si ripete.
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sopra. Per questo si parla di pseudo-ciclo e, corrispondentemente,
di comportamento quasi—periodico. Complessivamente, lo
pseudo-ciclo ha una struttura frattale che si ripete indefinitamente
uguale a se stessa (approssimativamente quella delle ali di una far-
falla) a diverse risoluzioni (scale di grandezza) senza mai collassare
ad un’unica traiettoria unidimensionale.

In questo caso, il comportamento aleatotio del sistema sarebbe interpre-
tabile nello spazio di fase come detivante dallo stazionamento del sistema,
pet un certo intervallo di tempo inprevedibile, su (un pezzo di) uno pseudo—ciclo
(cfr. nota 77), per saltare repentinamente e senza alcuna prevedibilita sul
pezzo di un altro, e cosi via indefinitamente, su tutti gli pseudo—cicli in cui
¢ scomponibile I'attrattore.

11 risultato di questo comportamento #on-stazionario di un sistema caotico
rispetto alla sua prevedibilita ¢ che, malgrado il sistema sia confinato sul
volume finito dell’attrattore e dei suoi pseudo-cicli, se al momento #4 esso
si trova su un punto qualsiasi di una delle indefinite traiettorie quasi—pe-
riodiche (pseudo-ciclo) che compongono Pattrattore, al momento succes-
sivo £ potrebbe trovarsi in un altro punto qualsiasi dell’attrattore stesso,
su un altro pseudo—ciclo, senza alcuna possibilita di predite a ptioti dove
e quando il sistema si trovera su un dato punto dell’attrattore. E il cosid-
detto fenomeno dell’zzineranza caotica.

Lincertezza iniziale, comunque piccola, € come se si fosse amplificata per
tutta "ampiezza dell’attrattore, senza alcuna possibilita di scorciatoie per
prevedere esattamente il futuro. A differenza degli pseudo—cicli che carat-
tetizzano un attrattore a forma di toro (cfr. Figura 2-52), infatti, qui le
traiettotie sono tutt’altro che stazionarie. Cioe, la varianza statistica fra stati
successivi della loro serie temporale non ¢ sempre la stessa ma cambia ol
tergpo in maniera non prevedibile, per cui punt successivi non fimangono
vicini nella serie temporale. In qualsiasi momento essi possono essere
«sparati» dalla dinamica in qualsiasi altra zona dell’attrattore anche se co-
munque sempre su uno degli pseudo-cicli in cui ¢ scomponibile attrat-
tore, per ritornare sullo pseudo-ciclo di partenza e quindi ricapitare “vi-
cini” chissa come e chissa quando (= non-stazionarieta di una dinamica cao-
tica).

B.2.2 Definizione topologica di sistema caotico

Da quanto detto finora deriva I'estremamente efficace connotazione data
Edward Lorenz stesso del caos deterministico:

Caos: dove il presente determina il futuro, ma dove il presente approssi-
mato non approssima il futuro.
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Come si puo evincere dall’articolo di sintesi (Bishop, 2017) e dall’ampia
bibliografia citata, il comportamento caotico esiste in molti sisteri naturali,
tra cui la dinamica dei fluidi, le irregolarita del battito cardiaco, il tempo e
il clima. Si verifica anche spontaneamente in alcuni sisteri con component
artificiali, come il traffico stradale. Questo comportamento puo essere stu-
diato attraverso l'analisi di un modello matematico caotico, o attraverso
tecniche analitiche come grafici di ricorrenza e mappe di Poincaré. La teo-
ria del caos ha applicazioni in una varieta di discipline, tra cui non solo la
meteorologia, ma anche l'antropologia, la sociologia, le scienze ambientali,
l'informatica, lingegneria, I'economia, l'ecologia e, pit recentemente, la ge-
stione delle crisi pandemiche, quella del Covid-19 inclusa (Piotrowski,
2020). Ma soprattutto, la teotia ha costituito la base per campi di studio
come la teoria dei sistemi dinamici complessi che ¢ 'aspetto che qui mag-
glormente ci interessa.

Alla luce di quanto appena detto, ci sara almeno intuitivamente chiaro
perché da un punto di vista matematico-formale — e non della semplice carat-
terizzazione cinematica come fatto finora — la migliore caratterizgazione na-
tematica di sistema caotico, come universalmente riconosciuto, ¢ quella
data in fopologia dal matematico dell'Universita di Boston Robert L. Deva-
ney (Devaney, 2003). Un sistema per definirsi caotico deve soddisfare
queste tre proprieta:

¢ Sensibilita alle condizioni inziali
¢ Transitivita topologica
¢ Densita delle sue orbite quasi-periodiche.

Discutiamole brevemente piu in dettaglio.

& Sensibilita alle condizioni ingiali. Si sta qui facendo riferimento al feno-
meno della divergenza esponenziale delle traiettorie che gia abbiamo
discusso ampiamente. Un fenomeno sintetizzato dalla famosa
espressione dovuta a Edward Lorenz e resa famosa dal film Jurassic
Park del cosiddetto ¢ffétto farfalla: «l battito d’ali di una farfalla in Bra-
sile puo provocare un tornado in Texas». Un fenomeno che mate-
maticamente viene espresso nei termini di «sensibilita alle condizioni
inziali» misurato nei termini della divergenza esponenziale delle trasettorie da
condizioni iniziali perturbate (cfr. Figura 2-54). Piu specificamente,
date due traiettorie che nello spazio delle fasi hanno condizioni ini-
ziali infinitesimamente vicine con una separazione inziale §Zg, esse
divergeranno esponenzialmente nel tempo ad un tasso pari a:

|5Z(t)| ~ eM|6Zy|, dove #& il tempo e A & Pesponente di 1yapunov
positive, tenuto conto che il numero degli esponenti di Lyapunov ¢
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uguale al numero delle dimensioni dello spazio di fase. In pratica c’¢
un esponente di Lyapunov per ogni dimensione, sebbene di solito ci
si rifetisce al maggiore di essi.

In tal senso il massimo esponente di Lyapunov fornisce una misura della
predicibilita del sistema. Ovvero:

*

Un sistema con A pasitivo € caotico (il suo comportamento ¢ impredici-
bile nel lungo periodo).

Un sistema con A negativo & deterministico (le traiettotie convergono e
dunque il sistema ¢ znfegrabile e quindi predicibile);

Un sistema con A nullo & stocastico (le traiettorie non tisentono delle
fluttuazioni nelle condizioni inziali e quindi soddistano il postulato
dell equiprobabilita della meccanica statistica ed ¢ quindi, di nuovo, pre-
dicibile).

Transitivita topologica. Come sappiamo, la condizione precedente im-
plica la non-periodicita delle orbite che caratterizzano l'attrattore strano,
le quali pero, come esemplificato dalla «trasformazione del fornaio»,
manifestano il fenomeno della loro possibile wiscelazione topologica (o-
pological mixing) nel senso che le traiettorie evolvono in modo che ogni
data regione o «nsieme aperto» del suo spazio delle fasi puo sovrap-
porsia meno di un dato € con ogni altra regione dando origine al fe-
nomeno della psexdo-periodicita  (pseudo-cicli) e quindi dalla frastalita
dellattrattore strano medesimo. Formalmente, la miscelazione delle
traiettorie soddisfa in forma debole la condizione della #ransitivita fo-
pologica, ovvero:

Una mappa f: X — X ¢ detta fopologicamente transitiva se per ogni coppia di
insiemi aperti non-vmoti U,V C X esiste un k > 0 tale che f¥(U) NV # @.
Intuitivamente, se una mappa ¢ topologicamente transitiva allora, dato un
punto x e una regione I, esiste un punto y vicino a x la cui orbita passa
attraverso .

Densitd delle orbite periodiiche. Per un sistema caotico avere orbite perio-
diche dense significa che ogni punto nello spazio delle fasi puo essere
approssimato in modo arbitrariamente vicino, ovvero a meno di un dato
& comunque piccolo ma mai nullo, da orbite periodiche (= pseudo-
periodicita). Per rendersene conto, basta guardare a quello che ¢ forse
il pit semplice esempio di sistema caotico unidimensionale la cosid-
detta mappa logistica per determinati valoti di essa: f:x — 4x(1 —
X), pet questo indicata come 'esempio pitt sconvolgente di come un
comportamento complesso caotico — in particolare il comporta-
mento del distanziamento-ripiegamento delle traiettorie — puo deri-



Mappa logistica
come funzione
ricorsiva alle
differenze finite di
unacurva
quadratica
(parabola)

Sensibilita alle
condizioni iniziali
perr = 4

330 Filosofia della Natura e della Scienza

vare da equazioni dinamiche non-lineari molto semplici (cfr. per una
sintesi: (May, 1976)).

Mi si permetta una digressione sulla costruzione matematica della mappa
logistica in quanto fornisce ai non matematici la possibilita di intuire cosa
significa il concetto di sizzulazione al comsputer di un determinato sistema. Piu
precisamente approssimare mediante un cakolo ricorsivo numerico alle diffe-
renze finite (definite sugli interi o sui razionali) una funzione analitica calcolata
supponendo differenze infinitesine (definite sui reali). La mappa logistica ¢ di
per sé una funzione ricorsiva, costruita originariamente per modellizzare
la dinamica di una popolazione in demografia, della forma:

Xn+1 = rxn(l - xn)

Dove:

¢ X, ¢unnumero razionale compreso fra 0 e 1 e rappresenta nel mo-
dello demografico il rapporto fra la popolazione esistente e quella
massima in un anno 7, e quindi X rappresenta il rapporto fra la po-
polazione inziale (all’anno 0) e quella massima.

4 r¢unnumero positivo e rappresenta il tasso combinato di natalita e
mortalita nella popolazione in oggetto.

Ora la mappa logistica manifesta un comportamento caotico per 7 = 4.
Piu precisamente, per 7 compreso fra 3,57 e 4, la mappa manifesta una
grande sensibilita alle condizioni iniziali come si evince facilmente dalla

figura seguente.

Figura 2-59. Sensibilita alle condizioni inziali per la mappa logi-
stica con r= 4. Le due serie (pallini bianchi e neri) differiscono for-
temente dopo poche iterazioni a partire da una piccolissima diffe-
renza nel valore iniziale di x.
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La cosa notevole ¢ che questa sensibilita alle condizioni inziali per 7 = 4
¢ originata dal fatto che la mappa si ripiega e si allunga (cfr. la «trasforma-
zione del fornaiow) ripetutamente nello spazio di definizione cosi da ap-
prossimare in maniera sempte piu precisa al’aumentare delle interazioni,
come appare nella Figura 2-60 il grafico di una aurva guadratica — 'equa-
zione analitica della parabola y = x? — dellequazione alle differenze.
Forzando — ma non di troppo la modellizzazione, definendo cio¢ # come
un tempo discreto #— possiamo dire che la parabola costituisce l'attrattore
nello spazio degli stati del sistema caotico costituito dalla mappa logistica
unidimensionale f: x = 4x(1 — x).

(a) (b)
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Figura 2-60. (a) Grafico della mappa logistica per r= 4 che mostra
chiaramente la curva quadratica del’equazione alle differenze. (b)
Immergendo Pevoluzione della mappa in uno spazio tridimensio-
nale appare evidente la struttura della mappa. Come, cioe, punti
vicini comincino a divergere in particolare in quelle regioni di X,
corrispondenti alle sezioni piu ripide del tracciato.

A parte questo esempio matematico della definizione di un sistema cao-
tico data piu sopra vediamo alcuni significativi esempi di sistema caotico
in biologia, fondamentali per la nostra sopravvivenza.

B.2.3 Rilevanza del comportamento caotico nei si-
stemi biologici

Per capire un esempio di senso comune di compottamento caotico in
biologia e la sua rilevanza fisiologica per la salute di tutti noi, il comporta-
mento di un cuore sano che batte ¢ tipicamente caotico e la salute del cuore
¢ proprio legata alla sua caoticita. Apparentemente il battito di un cuore
sano a 1iposo (non sotto sforzo) € quanto di piu regolare esista nella nostra
fisiologia, di solito per cuoti normali (non particolarmente allenati o for-
tunati per un dono di natura con una frequenza basale ancora piu bassa),
compresa fra i 60 e 70 battiti al minuto.
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Pero, se abbiamo osservato in televisione una operazione a cuore aperto
avremo notato che il battito regolare non ¢ frutto di un comportamento
ciclico che si ripete sempre uguale a se stesso come il comportamento del
pistone di una qualsiasi pompa idraulica. Ma ¢ il risultato di un compor-
tamento estremamente complesso del muscolo cardiaco che fa si che si
«gonfino» e si «sgonfino» sempre parti diverse del muscolo cardiaco in
modi che non si ripetono mai esattamente uguali a se stessi. B questo
comporttamento caotico ¢ fondamentale per la salute del muscolo car-
diaco.

Se infatti fossero sempte le stesse parti del muscolo a pompare, il tessuto
non farebbe in tempo a «rigenerarsp» fra un movimento e l'altro, il battito
del cuore diverrebbe irregolare (aritmia) e persistendo in tale stato il cuore
entrerebbe «n fibrillazione» e ben presto si produrrebbe un «infartoy.
Cioe, una ferita (di fatto una necrost) di quella parte del muscolo cardiaco
stimolata di continuo e che non aveva tempo di rigenerarsi. La scossa
elettrica prodotta dal «defibrillatorex, se chi rischia Iinfarto ¢ fortunato ad
averne uno vicino e qualcuno che sappia usatlo, serve solo a «destabiliz-
zare» il diclo regolare periodico € dunque perverso («battimento» si chiama in
teotia dei segnali) che si ¢ istaurato, sperando che cosi si restauri quel com-
portamento «complesso» in cui consiste ultimamente la salute del cuore e
la sua capacita di pompare sangue per le decine di anni della nostra vita,
in media per pit di 100.800 volte al giorno e per 36.792.000 volte 'annol

Sperimentalmente, infatti, si osservano continue fluttuazioni nell’inter-
vallo R-R da un battito all’altro del tracciato elettrocardiografico (ECG:
cfr. Figura 2-61 (destra)) e molti studiosi hanno ipotizzato che il feno-
meno possa essere trattato come una manifestazione di caos determini-
stico (Wagner & Persson, 1998). Cio che ¢ comunemente accettato ¢ che
la variabilita dell'intervallo R-R sia una prerogativa dei soggertz sani o che,
piuttosto, in presenza di disturbi cardiaci, si osserva una signficativa ridu-
zione di tale variabilita. In generale la variabilita di un segnale puo essere
studiata anche attraverso un’analisi di Fourier, e anche in questo caso si
osserva una diminuzione dello spettro del segnale al crescere dell’eta e
quindi al naturale peggioramento della funzionalita cardiaca (Mironyuk &
Loskutov, 2006). Partendo da una setie temporale che rappresenta I'ac-
quisizione completa di un ECG si puo cosi applicare il teorema di Ta-
kens/Mané e ricostruire 'attrattore caotico del sistema nello spazio delle
fasi.
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Figura 2-61. (Sopra) Fluttuazioni tipiche fra due battiti R-R nel
tracciato di un ECG di un cuore sano (Da: (Mironyuk & Loskutov,
2000)). (Sotto Sinistra) Spettro della variabilita fra due battiti R-R in
maschi sani in funzione dell’eta (7, 29, 76 anni. Da (Pikkujimsi, et
al, 1999)). (Sotto Destra) Ricostruzione dell’attrattore del tracciato
dinamico di un ECG. Da (Paladini, 2013, p. 4).

Strettamente legato al carattere caotico delle dinamiche cardiache ¢ il ca-
rattere caotico dei flussi ematici nelle dinamiche della circolazione sangnigna.
Senza entrare in particolari, ¢ facilmente intuibile che senza la forte dipen-
denza dalle condizioni iniziali del flusso ematico una piccola pompa come
il cuore non sarebbe capace di pompare il sangue cosl tante volte al
giorno, non solo e non tanto nei grandi condotti delle ar#erie, ma nei piccoli
condotti delle zeze e soprattutto degli innumerevoli apillari di cui il nostro
sistema cardio-citcolatotio ¢ costituito (Belardinelli & Ceutti, 1993).

Lo stesso discorso vale per il cervello. Quando effettuiamo comporta-
menti ripetitivi che sono la gran parte dei nostti comportamenti — pen-
siamo per esempio all’azione del camminare — e/o di una qualsiasi delle
nostre funzioni vitali che sono tipicamente cicliche (p.es., respirare) sono
le stesse aree del cervello ad essere stimolate, ma #on gl stessi nenroni. Per
rendercene conto, basta ricordare che I'instaurazione di «battimenti», di
regolarita anomale nel tracciato elettroencefalografico (EEG) ¢ cio che
precede di solito un atface epiletticol Altre ciclicita perverse auto-iniettanti
che si instaurano nelle dinamiche di determinate regioni cerebrali sono
quelle legate al dolore patologico, o alle diverse forme di dipendenza da droga, o
alle forme patologiche di depressione. . . D’altra parte, esiste abbondante evi-
denza scientifica di tipo sperimentale di misurazioni del carattere «caotico»
delle dinamiche cerebrali nel loro complesso per cervelli sani (cfr.
(Freeman & Skarda, 1987; Freeman W. J., 2000; Robson, 2009)).

Torneremo nel Secondo Volume sul ruolo delle dinamiche caotiche in
fisiologia e neurofisiologia.
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Per concludere questa disanima, da un punto di vista informazionale,
com’¢ stato giustamente notato,

Poiché nei sistemi non—caotici i punti vicini rimangono vicini durante
I'evoluzione temporale, una misurazione fornisce una certa quantita d’in-
formazione che rimane costante nel tempo. Questo ¢ proprio il senso in cui
questi sistemi sono prevedibili: le misurazioni contengono certe informa-
zioni che possono essere sfruttate per prevederne il corso futuro. (...)
L’operazione di stiramento ripiegatura elimina invece sistematicamente linfor-
mazione inigiale e la sostitnisce con informagione nuova: lo stiramento amplifica le
indeterminazioni su piccola scala, la piegatura avvicina traiettorie molto
lontane fra loro e cancella I'informazione su grande scala. Quindi gli at-
trattori caotici si comportano come una sorta di pompa: poiché portano a
manifestazione macroscopica le fluttuazioni microscopiche. (...) Dopo un
breve periodo di tempo, 'indeterminazione corrispondente alla misura ini-
ziale copre tutto I'attrattore e tutta la capacita di previsione ¢ perduta: non
vi ¢ pin legame cansale fra passato e futuro (Crutchfield, Farmer, Packard, &
Shaw, 1991, p. 29).

Quale sia la rilevanza di tutto questo per la scienza e la filosofia della na-
tura moderna, risultera chiaro nel Secondo Volume, quando tratteremo
i sistemi complessi in particolare all'interno delle scienze biologiche e co-
gnitive. In questo volume invece, per completare la nostra disanima sui
Fondamenti della Fisica alla luce delle rivoluzioni scientifiche del XX e di
questo inizio del XXI secolo, concludiamo la nostra discussione sulla
Teoria della Complessita esaminando le basi fisiche dei sistemi complessi
dal punto di vista della Meccanica Statistica e della Teotia Quantistica dei
Campi.

Infatti, i sistemi caotici che abbiamo discusso finora costituiscono un mo-
dello-base dei sistemi complessi da un punto di vista diremmo cosi o/stico,
da un punto di vista fenomenico di insieme, come sistemi di Fisica Clas-
sica, che evidenziano la fine di una visione 7iduzionista dei sistemi fisici ti-
pica della Meccanica Newtoniana, ma che non ci dicono molto su cio che
caratterizza “dallinterno” la struttura di relazioni di un sistema complesso
sia in senso fisico che matematico. Per far questo ¢ utile introdurre alcuni
clementi di Meccanica Statistica che finora sono rimasti un po’ sullo
sfondo di quanto abbiamo detto in questo capitolo.
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Appendice C: il formalismo delle matrici
di Heisenberg in fisica quantistica

Le matrici di Heisenberg sono infatti zzatrici hermitiane. Ovvero sono ma-
trici definite sui numeri complessi € (coefficienti di Fourier) che sono
uguali alle loro rispettive coningate trasposte — cioe, elemento « nella #ma
colonna e jma riga della matrice .4 ¢ uguale al coningato complesso (ctr. Fi-
gura 2-22) dell’elemento « nella /ma colonna e 7ma riga della matrice
trasposta AT, ovvero: Al & a;j = @, . Dove A% = AT = A* sono
denotazioni equivalenti di una matrice hermitiana. Tuttavia, in QM ¢ in-
valsa la convenzione di denotare con A* il coniugato complesso e con
AT il coniugato trasposto. E noi, d’ora in poi, useremo questa conven-
zione.

Ricordiamo qui che 'operazione di #asposizione fra matrici consiste nel 7
flettere una matrice lungo la sua diagonale cosi da invertire righe e colonne
della matrice originale nella sua trasposta’s.

Per questo operatore di trasposizione ¢ definito un operatore auto-ag-
ginnty, 1 valoti della trasposta auto-valori e 1 cottispettivi vettoti di valoti auto-
vettori. Nel caso di matrici hermitiane I'operatore in questione sara un gpe-
ratore hermitiano A* 7%, per cui la proprieta fondamentale delle matrici her-
mitiane — notata per la prima volta dal matematico francese Charles Her-
mite nel 1855, da cui il nome — ¢ che 'operazione di trasposizione in esse
titorna sempre auto-valoti reak, appartenenti a R (cfr. nota 34).

1 2
78 P.es., data la matrice A4 [3 4] la sua trasposta AT lungo la diagonale 1-4 sara
5 6

[1 3 5
2 4 6
originale, ovvero (AT)T = A.

79 Nel formalismo dell'a/gebra degli gperatori, una matrice ¢ hermitiana se e solo se ¢ uguale
alla sua agginnta, cioe se soddisfa la relazione (AW, v) = (W, A*V), per ogni coppia di vet-
toti v, w, dove (-,) denota 'operazione del prodotts interno in uno spazio euclideo. La pre-
cedente relazione definisce cosi anche la nozione di operatore hermitiano 4" come gperatore
anto-aggiunto. Infine, ricordiamo che con «prodotto internow, si denota Poperazione del pro-
dotto scalare fra due vettori in uno spazio euclideo, ovvero 'operazione che, date due se-
quenze ordinate di numeri in due vettori, ritorna un solo valore numerico. Un’operazione
largamente usata in geometria per definire il prodotto scalare delle coordinate cartesiane di
due vettori, o in Meccanica Classica per definire il prodotto fra due vettori, quello che
rappresenta il lavoro di una forza, e quello che rappresenta lo spostamento di un corpo.

]. E evidente che applicando due volte la trasposizione riotteniamo la matrice
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La rilevanza di tutto questo per la meccanica delle matrici di Heisenberg
¢ quando lo applichiamo alla formalizzazione dell’atomo come oscillatore
armonico quantistico in QM, ottenendone una descrizione equivalente a
quella che Schrédinger ottenne in meccanica ondulatoria (cfr. § 2.6.6) in
un articolo (Schrédinger, 1926) di per sé pubblicato un anno dopo quello
di Heisenberg (Born, Heisenberg, & Jordan, 1925). Senza entrare in ulte-
riori particolari le matrici di Heisenberg per definire le componenti di
Foutier di posizione X (t) e quantita di moto P(t) nel caso dell’oscilla-
tore armonico quantistico, saranno due matrici hermitiane, 4 e AT rispet-
tivamente, che nel caso non-commutativo della QM soddisferanno la re-
lazione di indeterminazione in meccanica delle matrici ricordata piti sopra
(cfr. Eq. ( (15)), fornendo k ampiezze di probabilita con cui
trovare 1 valori di X e P per i diversi livelli discreti di energia.

Effettivamente, questa affermazione ha la sua piena giustificazione
quando con Max Born introduciamo linterpretazione (probabilistica)
della meccanica delle matrici di Heisenberg entro la Meccanica Statistica e
quindi introduciamo la nozione di vettore di stato quantistico |\) che & il vet-
tore su cui la matrice 4 agisce. Senza questa nozione, infatti, non ¢ chiaro
quale tipo di moto I'equazione di Heisenberg stia descrivendo. Effettiva-
mente il vettote di stato, le cui componenti sono sctitte come Y, sono
interpretate da Born statisticamente. Sono il risultato casuale di una misura
fisica della grandezza fisica corrispondente alla matrice 4. Quindi il vet-
tore di stato avra un valore medio:

> WAt

Cio significa che il vettore di stato P, fornisce per un sistema quantistico
Lampiezza di probabilita (gaussiana) di essere nello stato energetico 7.

Una volta introdotto il vettore di stato quantistico nella forma suggetita
da Born, le equazioni del moto usando le matrici di Heisenberg H assu-
mono la forma-base con cui oggi sono presentate in diverse versioni e
modalita e che si deve sostanzialmente a Dirac (Dirac, 1958):

A(t) = e'HTA(0)e T,

Questa equazione come altre forme equivalenti pet esptimetla vuol dire
che A(t) = A(0) mediante una rotazione della base (del vettore di stato)
attraverso la matrice unitaria € 1. Complementatiamente, ruotando la base
per il vettore di stato ogni volta di €€, la dipendenza dal tempo nelle
matrici puo essete disattivata. In altri termini, le matrici sono ora indipen-
denti dal tempo, ma il vettore di stato ruota. Ovvero:
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dly) _

() = e (), — = = —iHI)

Questa altro non ¢ che I'equazione di Schrédinger per il vettore di stato e
questo cambio indipendente dal tempo della base (rotazione) altro non ¢
che una trasformazione tipica della rappresentazione di Schrédinger della

QM, con (x[1h) = P (x).

Tuttavia, la dimostrazione matematica dell’equivalenza delle due forma-
lizzazioni della QM in termini di meccanica delle matrici e della meccanica
ondulatotia fu ottenuta da John Von Neumann — all'epoca assistente di
Hilbert a Gottinga — e questo lo porto a scrivere nel 1932 il suo famoso
libro sui fondamenti del formalismo matematico della QM (Von
Neumann, 1932).

2.10 Sommario del Secondo Capitolo

Nel § 2.1 ci siamo soffermati su una visione sintetica delle scoperte pit
tivoluzionatie della «nuova fisica» del XX secolo. Tali scoperte hanno ti-
dimensionato la pretesa di onnicomprensivita e apoditticita della fisica
newtoniana, limitandola allo studio dei sistemi meccanici zacroscopics, quelli
legati ai corpi della nostra espetienza ordinaria. In campo mesoscopico (ag-
gregati molecolari) valgono 1 principi della termodinamica statistica, li-
neare e non-lineare. In campo mcroscgpico (livello atomico e sub—atomico)
valgono 1 principi della meccanica quantistica e della teoria della relativita
speciale (elettrodinamica e cromodinamica quantistiche). A livello #zegalo-
segpico (fenomeni su scala cosmica) valgono i principi della teotia della re-
lativita generale. Ma la rivoluzione e il ridimensionamento piu forte di una
cetta filosofia riduzionista, sia in senso diacronico (tiduzione dello stato finale
alle condizioni iniziali), sia in senso sieronico (riduzione del complesso al
semplice), legata ai principi della meccanica newtoniana si ¢ avuta negli
ultimi trent’anni del XX secolo con la nascita della fisica della complessita.

Prima pero di esaminare le rivoluzioni della Fisica Moderna a partire dalla
fine del XIX secolo, abbiamo consigliato di leggere 'Appendice A a que-
sto capitolo che contiene alcuni principi-base del formalismo matematico
della Fisica Moderna, essenziale per una comprensione adeguata di tutto
cio che si dice in questo Capitolo. Innanzitutto, il concetto di spazio degli
stati o delle fasi in Meccanica Classica usando il modello-base del pendolo
tdeale del moto oscillatorio (cfr. § Al.) fondamentale per una rappresenta-
zione frequentistica della dinamica di un sistema classico dove giuoca un
ruolo fondamentale per tutto il formalismo matematico della Fisica Clas-
sica e Statistica, Quantistica inclusa, la Trasformata di Fourzer (cfr. § A2.).
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Strettamente legato a questa evoluzione del formalismo matematico della
Fisica Moderna ¢ il passaggio dalla anematica (= studio delle leggi geome-
triche della meccanica) alla dinamica (= studio della meccanica in base alle
forze che agiscono sul sistema: cfr. § A.3) e, in questo ambito, al concetto
di campo (scalare, vettoriale, tensoriale) che in dinamica consiste nell’asso-
ciare ad ogni punto dello spagio geometrico di rappresentazione (spazio degli
stati) di un sistema dinamico la grandezza fisica di una forza, o In termini
nupmerici secondo una determinata seala di grandezza (campo scalare), o in ter-
mini ettoriali (campo wvettoriale), o in termini Zensoriali (campo tensorial).
Nell’ambito dei sistemi dinamici conservativi (non soggetti, cioe, a una diss-
pazione delle forze), assumono cosi un ruolo fondamentale le Faungioni di
Lagrange e di Hamsilton per la rappresentazione matematica canonica di questi
sistemi in Meccanica Classica (cfr. § A3.2).

Parallelamente a questa evoluzione del formalismo matematico della
Meccanica Classica emerge il ruolo fondamentale della Stazistica e della
Teoria della Probabilita (cfr. § A4.) nel formalismo matematico della Fisica
Moderna (galileiana), a partire dall’evidenza del carattere necessarianmente pro-
babilistico delle misure sperimentali in fisica. Tutto questo implica la neces-
sita di una formmlazione probabilistica delle ipotesi matematiche alla base del
metodo galileiano della scienza moderna e il conseguente ruolo del Teo-
rema del Limite Centrale e della Distribuzione Normale (gaussiana) nella Fisica
Statistica (§ A4.2). Di qui la centralita della nozione matematica di spazo
di probabilitd in statistica (§ A4.3) che, quando applicata alla nozione fisica
di spazio delle fasi, fa si che quando si parla in fisica della nozione di #ansi-
ione di fase nel sistemi fisici, essa sia matematicamente legata innanzitutto
al cambio della metrica di una determinata grandezza fisica (detta per questo
il parametro d'ordine di una transizione di fase) che caratterizza uno spazio

di probabilita (§ A4.4).

La centralita del formalismo statistico nella Fisica Moderna si evince im-
mediatamente quando teniamo presente che il ptimo ridimensionamento
della pretesa onnicomprensivita dei principi della meccanica classica new-
toniana si ebbe in Temmodinamica (§ 2.3) con la nascita della Termodinanica
Statistica ad opera di L. Boltzmann che lega il ca/ore all’energia cinetica del
moto delle moli di matetia che costituiscono il sistema (§ 2.3.2). 11 Seconds
Principio della Termodinamica nella sua interpretazione statistica, reintroduce
cost la freccia del tempo nello studio statistico dei sistemi fisici zzesoscopici (ag-
gregati molecolari), legandolo, nei sistemi iso/ati € a bassa densita (gas), all’au-
mento itreversibile del/entropia. Viene cosi ridimensionato 'ambito di ap-
plicabilita del principio di reversibilita tensporale delle equazioni del moto che ¢
tipico delle equazioni della meccanica newtoniana (§ 2.3.3). Una rivolu-
zione ancora piu profonda lintrodurra lo studio dei sistemi termodina-
mici non—isolati o dissipativi, caratterizzati — a differenza dei sistemi
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“chiusi” della termodinamica di Boltzmann — da una forte non—/inearita e
quindi di zzpredicibilita. Capaci, cioe, come nel caso det sistemi chimzici e sO-
prattutto biolgiei di legare lirreversibilita non solo ad un aumento del di-
sordine (entropia), ma, grazie all'apporto di energia dal’ambiente, anche
allanto—orgamizzagione di strutture ordinate (strutture dissipative) assoluta-
mente impredicibili dalle condizioni iniziali (= sistemsi caotici) (cfr. §§ Et-
rore. L'origine riferimento non ¢ stata trovata.-0 e § 2.8.4 per la fonda-
zione quantistica dei sistemi caotici). Ma questo ¢ 'oggetto principale di
studio della fisia della complessita.

Un’ultetiote tivoluzione tispetto alle concezioni della Meccanica Classica
si ¢ avuta con la Teoria della Relativita (Ctr. § 2.4). Nella concezione newto-
niana dello spazio—tempo (§ 2.5.1), mancava, a differenza della meccanica
antica, greca e medievale, un sistema di riferimento assoluto per 1 corpi in
quiete (il cielo delle stelle fisse della meccanica tolemaica). Tuttavia, in base
al cosiddetto principio di relativita galileiana, esistevano sistemi di riferi-
mento assoluti per sistemi inerziali i moto rettilineo uniforme gli uni tispetto
agli altri. In questo senso, esistevano misure assolute dello spazio e del
tempo anche in Meccanica Classica. Newton li definiva sensoria Dei per
giustificarne il loro valore assoluto, Kant molto piu laicamente, sensoria
hominis o forme “a priot?” e quindi asso/ute della percezione auto-cosciente
umana in base al principio cartesiano dell’evidenza autocosicente.

Tale assolutezza entrd in crisi quando si comincio a considerare setia-
mente la velocita finita della lnce (verita conosciuta fin dai tempi di Newton)
e, soprattutto, il fatto che le equazioni di Maxwell dei sistemi elettroma-
gnetici sembravano non tispettare il principio di relativita galileiano, prin-
cipio la cui validita sembrava ridursi cosi ai soli sistemi meccanici. Il gio-
vane Einstein (Cft. § 2.5.2) propose invece, con la sua Teoria della Relativita
Speciale (Special Relativity, SR) una teoria che, da una parte estendeva anche
ai sistemi elettrodinamici il principio di relativita e quindi I'invarianza delle
leggi della fisica, dall’altra manteneva il carattere assoluto della velocita della
luce. Occorreva dunque sostituire alle trasformazioni di Galileo fra si-
stemi di riferimento inerziali, delle altre trasformazioni che correggessero
le misure relative di spazio (contrazione dello spazio) e di tempo (dilata-
zione del tempo) a partire dal principio del Jnzite invalicabile della velocita finita
della lnce. Tali trasformazioni erano quelle di Lorentz, definite inizialmente
per rendere conto dellesperimento di Michelson—Motley, col quale si
pose ufficialmente fine all'ipotesi dell’esistenza dell’etere meccanico. Teo-
ricamente cio significava I'impossibilita di considerare in fisica spazio e
tempo come grandezze wndipendenti relative alla rappresentazione del si-
stema fisico come lo era per Newton (spazio-tempo assoluti come sezsoria
Dei) e per Kant (spazio-tempo assoluti come formze a priori della conoscenza
empirica del mondo da parte dell’osservatore umano o sezsoria homuinis). In
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particolare, per misure di grandezze spaziali su grandi distanze (in astrofi-
sica relativistica: scala zzegaloscopica) e/ o pet misure di grandezze spaziali su
cotpi che si muovono a velocita prossime a quelle della luce (in QFT su
scala mzicroscopica e dunque in fisica della materia condensata, su scala 7za-
croscgpica) se 1 segnali relativi agli strumenti di misura non possono viag-
glare comunque a velocita superioti a quelle della luce, ¢ inconcepibile
considerare le misure spaziali indipendentemente da quelle temporali, e
viceversa. Di qui il principio di relativita spazio-temporale in SR (ma anche
in QFT) e la nozione di aronotgpo (tempo—spazio) einsteiniano dove il tempo
diviene la quarta, inscindibile dimensione dello spazio in quanto realta mi-
surabili e dunque fisiche nel senso galileiano del termine.

Ma queste modifiche paradossali a livello di rappresentazione della realta
fisica non sono le conseguenze pit sconvolgenti della SR. Ancora piu
sconvolgente sono le ultime due relazioni — /aumsento relativistico della massa
per corpi accelerati a velocita prossime a quelle della luce e la conseguente
reciproca trasformabilita massa—energia in fisica quantistica relativistica (QFT)
—non solo della massa in energia come gia il primo uomo che accese un
fuoco si accorse, ma anche dell’energia in massa — diretta conseguenza
del fatto che la velocita della luce costituisce un limite superiore invalica-
bile per tutti i moti di enti fisici.

In § 2.5.3, infine, abbiamo illustrato I'estensione dei principi della relativita
anche ai sistemi gravitazionali. La relativita speciale aveva infatti reso in-
variant le leggi della fisica non solo per 1 sistemi meccanici — principio
di relativita galileiana —, ma anche per i sistemi elettrodinamici che obbe-
discono alle equazioni di Maxwell. Restavano pero fuori i sisteni gravitazio-
nali. Infatti, il principio di relativita speciale sembrava contrastare con 'evi-
denza che gli effetti della gravitazione si trasmettono istantaneamente an-
che a grandi distanze. La geniale soluzione di Einstein fu di reinterpretare
il ruolo della gravitazione, cosi da ampliare la Teoria della Relativita Spe-
ciale (o Ristretta) nella Teoria della Relativita Generale (General Relativity, GR).
Secondo la reinterpretazione di Einstein, la gravitazione non ¢ una forza
che agisce direttamente sui corpi, ma modificando la struttura dello spa-
zio—tempo fisico in cui essi si muovono perché lo spazio-tempo non ¢
un’entita rappresentazionale (come per Newton, per Kant e per Bohr),
ma & un'entitd dinamica costituita dal campo gravitazionale e quindi costituita
da un tessuto di relazioni cansali (come per il realismo fisico afistotelico).

In breve, i cotpi celesti percorrono traiettotie curve non perché la forza
gravitazionale fra due corpi agisce direttamente su di essi ““a distanza”, ma
perché la massa del cotpo celeste curva la struttura dinamica dello spazio-
tempo (campo gravitazionale) e quindi la distanza piu breve che unisce due
punti su una superficie curva non ¢ una retta, ma una geodetica. In tal
maniera, per la prima volta nella stotia del pensiero, la misteriosa forza di
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gravita trovava una sua spregagione matematica. Una spiegazione pagata al
prezzo di sostituire, nella rappresentazione dei corpi soggetti alla forza
gravitazionale e che quindi si muovono su distanze megaloscopiche, 1o spazio
piano euclideo della meccanica e della teoria della gravitazione classiche
(newtoniane), con lo spazio curvo della geometria di Riemann.

Cosi, come nella geomettia dello spazio curvo, la geomettia piana puo
essere considerata un infinitesimo a curvatura nulla, nella teoria della rela-
tivita generale vige il principio di equivalenza. In un campo gravitazionale di
estensione molto piccola rispetto alla massa del corpo celeste (p.es., al/in-
termo di un ascensore in caduta libera, “I’ascensore di Einstein”, o, concre-
tamente, di una navicella spaziale al ritorno sulla terra) ¢ come se la gravita
terrestre non avesse effetto (gli oggetti “galleggiano” come quando la na-
vicella era fuori dal campo gravitazionale terrestre), purché s'introduca al
posto di un sistema di riferimento inerziale, un sistera di riferimento accelerato
solidale con il corpo in caduta libera.

11 terzo ridimensionamento del dominio delle equazioni della meccanica
newtoniana si ha con la nascita della zeccanica guantistica (§ 2.6) nello studio
dei sistemi fisici #zeroseopiei. In tale studio s'introducono una serie di prin-
cipi incompatibili con quelli della meccanica classica (newtoniana): # prin-
apro di guantizzazione (§2.6.1) e il conseguente modello di atomo a stari
disereti proposto da N. Bohr, mediante cui si da per la prima volta una
spiegazione fisica alla avola periodica degli elementi chimici i Mendelejev
(§2.6.2). In seguito, una serie di altri principi sono stati introdotti nella
QM come il principio dindeterminazione di Heisenberg (§ 2.6.3), quello 4
esclusione di Pauli (§ 2.6.4), il principio di complementarita di Boht, particella—
onda (§ 2.6.7), conseguente alla scoperta della natura intrinsecamente -
dulatoria dei fenomeni quantistici, dapprima ad opera di De Broglie
(§ 2.6.5), quindi mediante 'equazione della fungzone d'onda di Schrédinger,
che permette di prevedere con eccezionale esattezza gli stati energetici di-
screti del’atomo d’idrogeno quando eccitato elettromagneticamente
dallesterno, cosi da modellizzatlo in base a Fourier (cfr. § A2. in Appen-
dice A) come un oscillatore armonico quantistico (§ 2.6.6).

Di qui, in base allinterpretazione soggetivista della QM di Bohr-Heisen-
berg-De Broglie-Schrédinger che ha a lungo dominato in forma incon-
trastata 'ontologia della QM (cfr. per una critica in nome di un’interpre-
tazione realista della fisica quantistica (Preparata, 2023)), la necessita di
leggere la dualita particella—onda del principio di complementarita di
Bohr, come un aspetto fondamentale della natura a livello microscopico,
con tuttl gli interrogativi legati alla cosiddetta ridugzone (decoerenza) della firn-
zione d'onday (passaggio dalla descrizione ondulatoria a quella particellare)
e alla sua dipendenza o meno dalla rappresentazione matematica ondula-
totia (stato coerente) o particellare (decoerenza) dipendente dall atto della
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misurazione ¢ della sua preparagione su un sistema quantistico. In questa luce,
dato 1l carattere fondamentale dellenzanglement quantistico relativo alla fa-
mosa discussione Bohr-Einstein sul paradosso EPR, si basa la negazione del
principio di cansalifa in quantistica, secondo l'interpretazione di Copena-
ghen. Data la centralita della nozione di campo e degli stati coerenti dei campi
quantistici che sono le uniche entita alle quali applicare il principio leibniziano
dell identita degli indiscernibili come principio di individnalita in fisica quantistica,
ente quantistico fondamentale non solo in QFT (come ¢ naturale) ma
anche in QM, la visione convenzionalista della QM basata sulla dualita
della rappresentazione fra particella e onda viene oggi criticata in nome di
un’interpretazione realista della fisica quantistica, princpio di causalita, in-
cluso, come abbiamo accennato nelle Conclusioni di questo capitolo (cft.
§ 2.8) e su cui ritorneremo nel Capitolo 4.

Infatti, Pulteriore passo in fisica quantistica si ha con la Teoria Quantistica
dei Campi (QFT: cfr. § 2.7) che applica alla fisica quantistica i principi della
SR e in particolare la reciproca trasformabilita massa-energia, facendo esplici-
tamente e definitivamente del camgpo guantistico (campi materialiin cuile “pat-
ticelle” della QM diventano i guanti, e campi delle tre forze quantistiche di
interazione ekttromagnetiche, nucleare forte e nucleare deboke con i loro quanti)
Pentita fisica fondamentale. Tappa fondamentale di questo cammino ¢
stata 'equazione di Dirac, che per la prima volta ha permesso d’insetire,
parzialmente, il principio di relativita speciale (o tistretta) nelle equazioni quan-
tistiche del campo elettromagnetico, trasformando la meccanica quanti-
stica della forza elettromagnetica in elettrodinamica quantistica (§ 2.7.1).

Grazie alle ulteriori applicazioni della QFT ai campi della forza deboke e
della forza forte (cromodinamica quantistica) ¢ stato possibile definire il Modello
Standard (SM) delle particelle elementari e delle forze quantistiche (effetti-
vamente, dei campi quantistici materiali e dei campi quantistici delle loro
forze d’interazione: cfr. § 2.7.2)). Esso pero, nella sua forma attuale, non
puo essere la Fisica Fondamentale della materia perché necessita di un
ulteriore completaments, innanzitutto, ma non solo, perché necessita della
quantizzazione della forza gravitazionale («gravita quantistica») e soprattutto
perché non ¢ in grado di giustificare a livello cosmologico la wzateria oscura
e Penergia oscnra che costituiscono oltre il 95% della materia di cui ¢ cost-
tuito il nostro universo (cfr. § 2.7.3).

Lultima e piu definitiva rivoluzione nell’ambito della fisica moderna ri-
spetto alle sue origini newtoniane lo ha introdotto, pero, lo studio dei si-
stemi fisici complessi cui € dedicata la parte finale di questo capitolo (cfr.
§2.4), dal punto di vista deserittivo della fisica classica (sistensi caotici: ct.
§§ 2.4.1-0) ed esplicativo della fisica quantistica, in particolare della QFT
come Fisica Fondamentate. (§ 2.8). Per far questo, abbiamo avuto bisogno
di introdurre alcune ulterioti nozioni di Meccanica Statistica, in particolare
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la nozione di znstabilita dinamica e Vipotesi ergodica, essendo a rottura dell'ergo-
dicitd nella formalizzazione matematica della nozione di sistensa caotico e di
sistema complesso una nozione-chiave, tanto a livello descrittivo di sistema
caotico, quanto a livello esplicativo della QFT. D’altra parte, la rottura
dell’ergodicita ¢ intrinsecamente legata alla nozione di #ransizione di fase su
diverse scale femporali una delle nozioni-chiave di sistema complesso

(§2.4.2).

Le conseguenze teotiche per /ontologia e lepistemologia della Fisica Moderna
le abbiamo sommariamente tratte nelle Conclusioni di questo capitolo
(§ 2.8) dedicato alla fondazione fisica del principio di cansalita anche in Fisica
Quantistica, contro l'interpretazione di Copenaghen della QM, le cui con-
seguenze epistemologiche, storiche e metafisiche per la Filosofia della natura e
della Scienza, saranno oggetto dei Capitoli 4, 5, e 6, rispettivamente, di
questo volume. Il Capitolo 3 sara invece dedicato alla Teoria dei Fondamenti
matematici e logici del metodo jpotetico-deduttivo della scienza moderna gia
introdotto, in matematica, al termine dell’exzursus sulla Storia della Mate-
matica nel Capitolo 1 ¢, in fisica, per tutto quanto abbiamo detto in que-
sto Capitolo.
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