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RESUMO

Em 1981, Fritz Gackstãtter e Chi Cheng Chen construíram duas superfícies

mínimas completas orientadas em .F?3 do tipo Enneper, respectivamente, com curva-

tura total finita --8a e --12n e gênero l e 2. Este trabalho, estuda a existênciades-

ses exemplos, assim como suas generalizações à uma família de superfícies mínimas

completas do tipo Enneper em Z?3, respectivamente com curvatura total --8ka e

--12Aa e gênero k e 2k, onde A C ;Z+, obtidas em 1991 pelos matemáticos Hong
Wang e Jianling l<ang

ABSTRACT

In 1981, Fritz Gackstâtter and Chi Cheng Chen constructed two complete orien-

table minimal surfaces in ,F?3, of Enneper's type, with rinite total curvature --8a and

--12n and menus l and 2, respectively. This work is concerned with the existence

of these examples, as well as their generalizations to a family of complete minimal

surfaces of Enneper's type in l?3, with total curvature 8kn and --12À;a and genus k

and 2k, respectively, where Ê C Z:+, obtained in 1991 by the mathematicians Hong

Wang and Jianling l<ang
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INTRODUÇÃO

Em 1981, os matemáticos C.C.Chen e F. Gackstãtter construíram dois exemplos
de superfícies mínimas completas de Z?3

O primerio exemplo tem género 1, curvatura total --8n e um único fim, e é cons-

truído usando, na representação de Weierstrass, a função p de Weierstrass.

O segundo exemplo tem gênero 2, curvatura total --12a e um único fim, e é cons-

truído usando na representação de Weieistrass uma função algébrica associada a uma
superfície de Riemann hiperelíptica.

Estes exemplos foram os primeiros a serem obtidos explicitamente, especificando-

se propriedades geométricas, no caso as simetrias e o comportamento do fim do tipo
apresentado pela superfície de Enneper.

O objetivo da dissertação é uma exposição da existência dos exemplos de C.C.

Chen e F. Gackstãtter. descritos acima, e suas generalizações obtidas pelos ma-
temáticos, H. Wang e J. l<ang em 1991, em 1261, que consiste na construção de
uma família de exemplos de superfícies mínimas completas do tipo Enneper, com
gênero igual a k e 2Ê, curvatura total, --8ka e --12ka, e um único fim de ordem
2k + 1, respectivamente.

No capítulo 1, apresentaremos resultados sobre superfícies mínimas, superfícies
de Riemann hipeielípticas, funções algébricas, funções elípticas e superfícies mínimas
em Ra

No capítulo 2, estudaremos as funções, p de Weierstrass e ( de Weierstrass no
caso em que o paralelogramo fundamental é o quadrado de vértices lO, l, l + {,il
e daremos a demonstração do primeiro, dos quatro teoremas centrais deste traba-

lho, o qual consiste no primeiro exemplo de Chen Gackstãtter, cuja representação de
Weierstrass é g = 4e! e ?7 = 2pdz.

No capítulo 3, falemos inicialmente uma adaptação à linguagem hiperelíptica da

representação g = -7- e ?7 = 2pdz do capítulo 2, e usando a relação entre a teoria de
superfícies de Riemann e superfícies mínimas em Z?3, apresentaremos a demonstração
da existência do segundo exemplo de Chen-Gackstãtter.
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Os capítulo 4 e 5, estão direcionados para a demonstração da existência dos
exemplos de H. Wang e J. Kané, o primeiro é obtido emergindo em .f?3 a superfície
de Riemann compacta Rk de gênero A, associada a função algébrica

«(;) - [,'(;' .:)]Ü,

menos um ponto conveniente, e o segundo exemplo é obtido emergindo a superfície
de Riemann compacta R2i;, da equação algébricaR2k, da

9

«,(;) = 1;(.' -- «')*(.' -- z,')IÜ',

menos um ponto de ramificação correspondente ao infinito



Capítulo l

Resultados sobre Superfícies de
Riemann, Funções Elípticas e
Superfícies Mínimas

Neste capítulo exporemos alguns resultados sobre superfícies de Riemann, funções

elípticas e superfícies mínimas em .f?3

1.1 Superfícies de Riemann

l.l.l Variedades Diferenciáveis

Definição 1.1.1 Uma oar idade dljferencÍáue/ de dÍmerzsão 2, de c/asse C'', é ?zm

espaço tipológico M de Hausdor$ com base enumeráuel, munido de zma família

/'(M) : {(U., K.,,.),a C /}

de homeomor$smos =. : U. --} V., onde U. é lul\ aberto de M e V. Coberto de

C, la/ q?le;

({) U..,Ua = ]M

3



(j{) S' (Ha,%..,;.),(UD,VO,;P) C /'(M) são t«is q« u. n uo # 0, P«« lo'ío

cl,l3 C 1, então zç3o : * e z..a zBt são difeoinorfismos de classe C'

(ii{) Sda (C/, y. z), onde U é u«. aperto d. M, }' á llm aóerfo de C , z : U --..} }'
«m A"«.«n.."/ism. .«f« U . }'', . (Ua,%.,Z..) C .F(M) é f«/ q«. P n Ua # 0,

,o;;: ' ;. o.-' sã. d@.mo$.mo.C'", .«tão (U,y.,) C /(M).

Observarão'

(1) /'(]M) é a estrüfur'a dl/erencÍáoe/ da variedade M

(2) Os elementos (Ua,ya,;.) C .F(]V/) são cooi'denadas locais de ]k/, às vezes

denotaremos apenas por :a-

Um aLIas soba'e .v é uma família de coordena.das locais, Xo = {(ma, Wa, Za)l a € /}

satisfazendo as propriedades (i) e (ii), que induz uma eslr]ilura d]#rencááoe/ /'(]k/)
contendo no, dada por:

/'(M') := {(t/, K ;); ; o ;;' são difeomorfismos C'', (t/., Ua, Z.) € nO}

Definição 1.1.2 t//na stzpe?:/}'cíe de RÍemarzn M á uma uar idade de dÍrnensão 2
canela., com uma família máxima, 'KÇM) C rtpi) de homeomor$smos, onde as mü-
dünças de coordenadas são junções hotomorlas. 'H,ÇM) é Q está lura holomorla da
supera'ície de Riemann.

Observação: Uma superfície de Riemann é um par (M, 'H(ik/)), usualmente deno-
taremos por iv

Seja Wo um at]as ho]omorfo sobre ]W, isto é, uma família de coordenadas locais
tais que cobrem À/ e a mudança de coordenada é uma função holomorfa. Então, 'Ho

induz uma estrutura /zo/om07Jb sobre iW contendo 'Ho,

%(M) : {(C/, V. ;); o z.;: ' ,. o z-' são holomorfas , V (Ua, ya,Z.) C 'HO}

Assim, (M, %(iV/)) é uma superfície de Riemann
Exemplos:
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(1) O plano complexo C {; i«;u,« C n}

7Zo := {(C, C,{d); ;d : C --} CI é a função identidades

é um alias holomoifo sobre C, que induz uma esfrufu/'a Âo/omoz$a que torna C uma

superfície de Riemann. E o plano complexo.

(2) A esfera de Riemann C U {oo}. Sobre a esfera unitária,

S'(1): «,t)Cn';u'+«'+t' em m:,
Ho: {(S'(1) \ {(0,0,1)},C,-'-),(S'(1) \ {(0,0,-1)},(C\ {0})U {m},V,o«',)},

E um aulas holomorfo, que induz uma estrutura holomorfa que torna S'(1) uma
superfície de Riemann indicada por C U {oo}. E a esfera de Riemann.

o«d', "-(",",1) - !Í-:'Í, ''',(",",t) - !Í:F-Í ' '@(') :-2, ' - «+i"

Donde segue,

«;:.;, -(Hh,Hh,$E) . '*-,,''.;, -(#h,Óh,hH)
Logo, as mudanças de cooidenaclas são;

(@o«':)o-'Í:,«'-o(d,o«',)'' : C\Í0} -+ C\l0}
Z F- + --

l

Z

O terceiro exemplo que fai'emos de superfície de Riemann são os toros T(«,i,«,2)

Para a descrição desses exemplos precisamos de algumas definições:

Definição 1.1.3

(í) O relíczz/ado em C cona geradores tui e w2, é o corÜtznfo;

' - ''«:,«,,:-{« - ««: * "",;«,« . « . '«(=) » .}
5



FigKrct l.l

0i) Dados dois números completos z,z', dizemos que z é L eq iualer\te a. z' se

ezÍsfem {nleiros m,n Za s q e z -- z' = "zwl + nto2 € L(wi,w2). Soam ainda
lzl = .[z/ : z z' C Z} a c/asse de eq t;a/erzcía qKe fem como represenfanfe o z, e

CJL o conjunto de todas as classes de equiuatência.

(íi{) O«d. ;o C L(.«-,«,,), de$«{m« . co"j««''

r' ;o):=lz a-«:+#w,;0$a,P<1},
como na #gu7'a 1.2

Figura 1.2

Atribuindo a C/Z, a tipologia quociente, C/Z, é de Hausdorff, tem base enu-
merável e a projeção canónica:

«: c -+ c/z
; ---} l;l

6



é contínua e aberta. Além disso, se y é um subconjunto aberto de C que não tem

dois pontos equivalentes sobre Z;, então o atlas 'Ho = {(n(y), V, (nl«(V))':)} induz
uma estrutura holomorfa 'H(C/L) contendo Xo, que torna C/Z uma superfície de

Riemann, que denotaremos por T(wi,w2).
Consideremos agora o homeomoifismo,

P : f'(0) C C ---} S' x S'

; ---} (.'";', .'";o)

onde z=auti+Pto2, 0$ a,P< 1 e Si = {z C C; lzl = 1}. Logo, aaplicação@
dada no diagrama abaixo é um homeomorfismo.

Si x Si

Portanto. se C F'(0) temos (lue C/Z) é homeomorfo ao toro S: x S:

Sejam agora Z, = L(tol,to2) e L' = L'(wÍ,w;) reticulados de C e as superfícies de

Riemann conapactas de gênero 1, T(w..w2) = C/L e lr(«.,w2) " C/L' como no exemplo

3 acima. Dizemos que as estruturas complexas de q«.,«,) e Irra.,«,) são equivalentes
se existir um clifeomorfismo holomoifo, isto é um biholomorfismo / : 7' ---} T'. O
teorema enunciado abaixo descreve todas as estruturas complexas de gênero l.

Teorema 1.1.4 Sela f'M C C o colÜanfo ./igura moda/ar, de$nádo por

F'JL/ = {r C C rl ? l, IRelrJI $ 1/2 e /mÍr} > 0}

Então ,

tà Se N'l é umü superfície de Riemann compctcta (le género 1, existe T CFM tat qKe

M é conformemenl,e eq\Liualer\te a, CJLt\,v);

áí) S. r,r' ef'.}/ . C/Z,(l,r) á c.n/o,m.m.«le 'q«í«/e«f' « C/(l,r') temos q#.
T = 'r' ou v, T' e aFNI e 'r' = --f

7



Demonstração: ver l41

Observação: A condição ({í) do teorema acima às vezes aparece na literatura, como

C/-t(1, .-) é co«formeme«te eq«i«lente « C/(l, r') se,

ar' + b
r = ::.:-.--.=-:. onde a.b.c.d são inteiros tais que ad-- bc = ÉI

cr'-t d

1.1.2 Superfícies de Rieinann Conformes

Definição 1.1.5 ü'nza /unção confÍhaa / : /k/ --> .V entre dtzas supe7fz'eles de

Riemann é holomorja se para qualquer coordenada local l.U,z(U),z) (i 'H(.&l) e
(y. ((t'),O C H(/V), «.recta«m'nle de M . JV, f«/ q«e u n /-'(y) # 0, « /ü«çã.

( o / o .': : ,(u n /':(}''))

ê holom,orfã. Alé-ín disso se J é bijetora, então M é conto-rmemente equivalente ( ou
biholomorla ) à N

Teorema 1.1.6 Sejam À/ e Ar stipe7fz'cães de Riemanrz compactas e / : M --.> ]V

uma, Junção holomorfa ttão constante. Então fó sobrejetora.

Demonstração: Como ./'(A/) é um subconjunto aberto e fechado de N e JV conexo,
e«tão /(M) = /V. n

Seja / : ]M --> iV uma função holomorfa não constante entre as superfícies de
Riemann À/ e N. Escolhendo convenientenaente as coordenadas locais (ü, }'', Z) de

M se anu]ando em P C U e (C/,V.O de ]V se anulando em /(P) C U, com U, P

simplesmente conexos , .f é localmente dada poi

( ?"(ao + atã + . . .), n > 0, ao # 0

"g(,i),

8



onde g(ã) é analítica e g(0) # 0. Logo, existe uma função analítica /z(2) ( em um
disco Z) C y) tal que g(2) = IA(Z)I". Então z = ã/z(ã) ainda é coordenada local que
se anula em P. Em termos desta coordenada / é dada por,

(1.1)

Como esse n independe da particular coordenada local, dizemos que / tem mul-
tiplicidade n em P C zV/, ou que / a.ssume o valor ./'(P) n vezes em P. O ponto P
é chamado /)onze de /'ami$cação de ./ se n > 1 e o número n -- l será chamado de
ordem de rctmi$cação de j em P

Proposição 1.1.7 Sdrz ./' : À/ a /unção Ao/om071/a não co zstanfe entre

sxperjícies de Riemann compactas. Existe u-m inteiro positivo m tat qne quatqxet

Q C N é assumido precisamente m vezes em M por j, leuctndo-se em conta üs

multa-plicidades; isto é, pctra todo Q ç: N,

E
p. e/ - ' (Q

m9 o rz de é a multil)ticidade de f em Pi (1.2)

Demonstração: ver l71 pag. 12

Corolário 1.1.8 Se 11/ é tina super:/I'cie de Ríemanrz compacta e ./' : iM ---.} C U {oo}

é Ao/om07:/a, erzlão, /quando-se em conta as mtí/fip/ cidades, lodo Q C C U {oo} é as-
svlilido um número $=o m de Deles.

Definição 1.1.9 0 l?útero m dado em 1.2, é o grau de / , e é delzolado por grau(./)

1.2 Construção de F\lnções Meromorfas sobre Su.
perfícies de Riemann Compactas

O que podemos dizer a respeito das funções meiomorfas sobre uma superfície
compacta &/ de gênero p com polos somente em um ponto?. Se existe essa função

9



qual a ordem do polo?. Podemos responder estas perguntas aplicando o teorema de

Riemann Roch, o qual relaciona a dimensão de determinados espaços vetoriais de
funções meromorfas e diferenciais abelianas, a ordem da função meromorfa sobre .IW

e o gênero p de ]V. Veremos também que existe um número finito de pontos Pi C M

(chamados pontos de 'üVeierstrass) para os quais existe sobre M uma função mero-
morfa /, holomorfa em .A/ \ {P.}, com polo em .f?, de ordem no máximo igual a p.

Agora daremos algumas definições prévias. Primeiro definiremos 0 formas e

1--formas sobre superfícies de Riemann:

Definição 1.2.1 Urra.a 0-/arma em Ilha stzpe7:/}bíe de Ríemarzn M á ama /unção
diferenciáuet sobre h'l. Uma l-forma diferenciáuel w C N\ ÇNI) (espaço uetoriat das

1-!armas) é uma associação ordenada de duas funções contínuas f e g para cada
co.-d.««d« /oc«/ (P-, Vi, ; = ;« + {y) ..Ó« M f«/ q«.

w :-- ja= -\- gdlJ

á ín«««{'"f' p', «;«d««ç« de co.,d.««d«, {.lo é, .e (Ua,V2,: ' ã + Í&) é -f«
coordenada, locctt sobre N/l e U\ n Ua :# q), e se u associa as junções f, 13 à 2 então,

./'(2)

õ(ã)
/(,(2))
g(,(ã))

As l--formas meromorfas são chamadas de diferenciais abelianas. As dife-

renciais abelianas que são holomorfas são as de primeira espécie; enquanto que
as diferenciais abelianas meromorfas com resíduo zero são as de segunda espécie.
Finalmente uma diferencial abeliana geral, a qual pode ter resíduo não nulo será
chamada de terceira espécie.

Proposição 1.2.2 Sopre üma s?lpe7:/}'cje de Riemazzn compacta M de género p, a
espaço uetorial das diferenciais hotomorfas tem dimensão p.

Demonstração: ver 1241
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Definição 1.2.3 t/m d z;isor sopre iM e' izm s/móo/o /arma/ Z) = PiP'P2
com Pi Ç: N't, Hi Ç: 'ZZ,.

O {nfeÍro pt á c/mamado ordem de Pk, e o gr'au de 1), denotado por g7'll)l é a soma
das ordens de D,

Se Z)t = PiP' P2 P."- . D, Q-"'Q;'

Z,)tZ)2::Ptp P2 - -F) p"Q "Q " -'-Q."",(1.3)

onde .f3p'QJ'' :: QjuJ/3p', .f3pi.f3"i :: r)./'-+"' é o produto de .í)i por Z,)2 e

é o inverso de /)2. Logo,

m n

ç«in.n,''l >1: p* - }: «s - p«in.l - p«lo,l
k=i .j=i

Odivisor D= PtP'P2 ...J=;,.Pm éinteirose pk 20 Vk=1,2,...,m. Se

1).Z,);i é inteiro, dizemos que Z)2 divide Dt ou que /)i é múltiplo de Z)2.

Se / # 0 é uma função meiomorfa sobre M, então a ordem de ./' no ponto P.
em termos de uma coordenada local z., tal que ;.(P.) = 0, é dada. por

se / tem um zelo de ordem n em P..

orar.l./'l := «1 0, se / é regular e não nula em .f)
se / tem um polo de ordem m em P..

E se ?7 é uma diferencial abeliana, dada localmente por z7 = /dz., então a ordem de
z7 no ponto P. é igual a ordem de / em a.

Definição 1.2.4 Se ./' é uma /unção merom07:/a r/ # 01 sopre .A/ e ?7 é ma

diferencial nbetianü sobre M, o divisor Çf) de J é da.do por:

(./') - ll p"'']']
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e o divisor (q) de vl por:

(?) -'']"]
P€M

Dizemos que .f, 77 são múltiplos de um divisor 1), se Z) divide, respectivamente (./')
ou (77). Isto significa que se

D- l
Px"'Pa" ...P.'-

a função ./ ou a diferencial 77 = /(z)dz, têm respectivamente polos de ordem no
máximo p{ em P..

Se
ptK' paF'' . . . p.n'"
Q."'Q," ...Q.,., p: ?o, «ç ?o

./' e v7 têm respectivamente polos de ordem no máximo pí em Q{ e têm zeros de ordem

no mínimo p, em PJ
E interessante observar que para qualquer função meromorfa / sobre uma su-

perfície de Riemaiin compacta, o número de zelos é igual ao número dos polos,
levando-se em conta as multiplicidades. Portanto, grl(/)l = 0.

Observe que nem todos os divisores são divisores de funções meromorfas. O divi-

sor é principal se ele é um divisor de uma função meromorfa.
O conjunto (le todos os divisores formam um grupo comutativo em relação ao

produto 1.3. Se Di = (./') e D2 = (g), então Z)Í: = (}) e Z)iD2 = (/g), de moda

que os divisores principais formam um subgrupo do grupo de todos os divisores. P(»
demos formar o grupo quociente de todos os divisores sobre o subgrupo dos divisores

principais. Cada elemento do grupo quociente é uma classe de divisores. DI e Z)2
p"t'nc'm - mesma classe (Z)t «.' D2) se, e somente se D.l);: = (/), onde / é «m;
função meromorfa sobre iW, e então grll)il = grlD21.

Se 77i e l?2 são duas diferenciais abelianas sobre iM, : é uma função meromorfa

sobre M, logo (171 ) -, (z72). Assim os divisores de todas as diferenciais estão na mesma
classe.

Dado o divisor 1) = PtP' P2 . . . f)l,.P-. Sejam:

Z,IZ)l ::: {/l .f é meromorfa, orar. l./'l > pi, V{ = 1, . . . ,m}

12



o espaço vetorial das funções meromorfas sobre ]M que são múltiplas de D, e

nlZ)l := {771 }7 diferencial abeliana, orar. l7ZI ? pi, VÍ 1, .m}.

o espaço vetorial de todas as diferenciais abelianas 77, cujos divisores (77), são
múltiplos de 1). Denot.cremos suas dimensões, respectivamente, por rlZ)l e ilZ)l.

Lema 1.2.5 0s espaços ueforía s Z,IZ)l e OIZ)l só deperzdem da c/asse dos diz;Ísores,
isto é,

o:.o, : .f z]o:] é{«m.®« z]o,]
1. 0JO:l á {.amor/o « njO:l

D'm'";t-,çã.: C.m. H (/), para alguma função meromorfa ./. As aplicações

LJD21 ---> LIDil
h --+ t.f

nlo:l --, nlo:l
w ---+wj

são isomorfismos

Proposição 1.2.6 Se ?7 é Vila/quer dil/erenc a/ abe/lama,

jl.ol lál, p'« q««/q« , «j«,o

77 # 0, erztão

Demonstração: Seja w C OIZ)l, então (w) é múltiplo de D, ou seja (# é inteiro.

c.«., (t) - #8, (;) '«'":--.-' â, ".:. : ' « lâl. «--««.ã.,

nlo] ---* z. lâl
W F-....> =

a

é um isomorfismo. De fato ela é linear. Injetora, pois de f = 0, temos que co = 0 e

é sobrejetora já que / C Z, l o l é imagem de /77 C nlZ)l. Portanto, ilZ)l = r li%l .n

Teorema 1.2.7 (Riemann--Roch) Sda A4 ?zma sape7ykie de Riemann compacta

de género p. Então:

' l;l - .«["] + :1"] (1.4)

13



Demonstração: ver 1241

Definição 1.2.8 Sega Z) üm d uídor inteiro,chamamos de nequação de Rjemann a
d,está'ual,dado

, l-il ? ,«["] - , -- :
Esta desigualdade significa que o número de funções meromorfas linearmente in-

dependentes com polos de ordem no máximo pt nos m pontos Pk, k = 1,. . . ,m,

é no mínimo >:Z:::pk -- p + 1. Se vale a igualdade, ílZ)l = 0; logo não existem

diferenciais abelianas não nulas cujos divisores são múltiplos de l).

Corolário 1.2.9 r'ara qua/q er dil/ererzcáa/ aZ)e/cana 77, sopre uma supera/üáe de RÍe

/naRIz compac/a de género p ua/e a /órm /a grl(77)l = 2p -- 2.

Demonstração: Pondo D = (q) na Mrmula 1.4 temos,

« l,!:l l(,z)l + {l(,z)l - p+ l
l (,7) J

Por outro lado, indicando-se por l a unidade do grupo dos divisores, segue da pro-

posição 1.2.6, que il(77)l - rlll e rlÍhl = jll. Como rjll = 1, temos ál(77)l = 1. Por
último usando a proposição 1.2.2, temos {jll = p, logo rl 1 1 = p. Portanto,

p=grl(?7)l p+2::> grl(?)l=2p-2

Veremos agora outras consequências imediatas do teorema de Riemann-Roch.

Quando p = 1, para toda diferencial abeliana T7, temos grl(77)l = 2.1 -- 2 = 0.
Portanto, para qualquer diferencial abeliana sobre um toro o número de zeros é igual
ao número de polos. Em particular como uma diferencial de primeira espécie não

tem polos ela também não tem zeros, isto é, {lPI = 0. Então, aplicando o teorema
de Riemann Roch, temos

r 1;1 = prlPI + ilPI - p+ 1= 1+0 - 1+ 1=1

14



Como rl 1 1 = 1, então as funções constantes formam uma base para Z'l#l. Em
outras palavras, uma função meromorfa não pode ter um polo simples sobre uma
superfície compacta de gênero l.

Corolário 1.2.10 Se grlZ)l < 0, então rlÊI = 0

Demonstração:

Se não, existiria / C tl 1 1, a qual seria uma função meromorfa com mais polos do que

zeros. pois grlÊI = --grlZ)l > 0. Isto contradiz o resultado que se "/ é uma função
meromorfa sobre uma superfície de Riemann compacta, então a soma das ordens dos

zeros é igual a soma das ordens dos polos". Isto é, dimensão de tlÀI é zero, rlÊI - 0.

Corolário 1.2.11 Se grlDI > 2p 2, erzfâo {lOI = 0

Demonstração:

De fato, pela proposição (1 2.6), ilOI = rlÍ%l, onde r7 é uma diferencial abeliana.
Como grl(77)l = 2p -- 2 pelo corolário 1.2.9, temos

g' lyl - g«[M] - g,[o] - pp - n - g,[o] .« o.

Pelo corolário (1.2.10), segue que rl((n))-'l = rlt%l = 0, e portanto ílZ)l = 0.

Corolário 1.2.12 Uma dil/ererzc a/ Ao/amor/a rde primeira espécies 77 fem 2p --2

zeros sobre llmu super'jície de Riemann compacta NI de género p.

Demonstração:
E imediato, pois 77 não tem polos sobre À/ e do corolário 1.2.9, grl(77)l = 2p --2

Z P', onde Z é o númerodezeros e Pé o númerode polos. Logo Z =2p--2.

Teorema 1.2.13 gelam M tina süpe7:/}'cie de R emana compacta de género p, e a
/unção /zo/OIRO/:/a ./ : À/ --} CU .[oo} com grau n, lendo Pt,P2,..., f)w como
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pontos de I'ctmi$cctção. com respectivas mztti,pticidades ri(isto é, f em Pi tem ordem

de rami$cu ção ri \). Então:

}' -l) +p-l), .«de\' é.údíced'««',@c«çã.de/.(1.5)
/v

lt

Demonstração: Vamos classificar os pontos .rl, em dois tipos:

(a) pontos PJ{ com ordem de ramificação r; -- 1, tais que z(PI') # oo.
(b) pontos indicados por /I' com ordem de ramificação rlÍ -- 1, tais que z(;)1') = oo

Localmente: em Pj, ./' é dada por ; p-'-> z'' e aF = r;z'; idz; e em /)Z', ./: é

dada por : p-'-> ..:L- e aF = .:illl:Fdz. Então, ay em /T e .r)Z tem respectivamente,

um zero de ordem r; l e um polo de ordem rZ + l.
Pelo corolário 1.2.9, grl(dz)l = 2p -- 2 Logo,

z - p' i)- >1:(,1Í+i)
J=i k=i

Mas grau(./) = rz, que por sua vez é igual ao número de polos de ./'. Portanto:

)',z- «
k l

N\-VNa= N

Segue se,

N\ Na
}:('; - 1) }:('ÍI + i)
.j=t k=l

N\. Na Nz
>l:('; - 1) + }:(«ií - i) - 2 1>: 'z
.j=t k =1 k:= l

2p 2, e

então: >:(';-i)+>1:(«Z-1) +2p 2 >:(«{-1)=2(n+p-l)
.j=i k := 1 {= 1

Observarão A fórmula dada em 1.5 é chamada relação de Riemann

Teorema 1.2.14 ("Gap" de Weierstrass) Sda À/ tina supe7fz'cie de R emarzn

compacta de género p Z \. Existem e=atamente p números inteiros ni satisfa-

zer\do 0 < nl < nl < . . . < np < '2p} tais (lue eles nüo podem ser espect$cados corno

ordens de polos de uma função meromorja sobre h'l
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Demonstração: ver 1241

r) h e p rxfn r' n É' c '

jl) Se p = 0, a superfície compacta M é homeomorfa a esfera, e como as funções
meromorfas sobre M são funções racionais, o teorema não se aplica.

(2) Se p = 1, temos 0 < ni < 2 logo ni = 1, e não existe função meromorfa com

um polo simples em P C ]4/

Seja Z) = P', então grlP"l = n, se n > p ::> n --p 2 1. Pelo teorema de

Riemann Roch,

'l' l lp"l+jlp"l-p+i +' ,l-p;-l i+ilp"lzilp"l+2
Se ilP"l ? 0, então rl 1 1 ? 2. Daí podemos encontrar uma função meromorfa
pertencente a Z,l ' 1, cuja única singularidade é um polo de ordem no máximo n em

P. Se n = p, existe ./ #cte, / C LIFPI somente quando ilPPI > 0.

Teorema 1.2.15 E)ísle somerzíe um ntímero ./ináZo de pontos P sopre uma supe7fz'cie

de R emana compacta de género p, em qae ilPpl > 0.

Definição 1.2.16 C7 ama se ponto de l,reiersl7'ass de uma supera/}'cíe de Ríemann
coTTtpacta de género p a ILm ponto P tal qüe eTistü \Lma junção meio'rnorfa não cons-

tante caia úr\ica singularidctde é llm polo em P de ordem mer\or o'ü igual ao gêneTO

p. /sto se ocos're nos poDIas em que il,r)PI > 0.

Obviamente, se p = 0 ou p = 1, não existem pontos de \Veierstrass. Se p 2: 2, sempre

existem pontos de Weierstrass. Mais precisamente, se I'V indica o número de pontos

de Weierstrass, então 2p + 2 $ W $ p3 -- p ver l71.

Definição 1.2.17 U/na super:/}'cie de R emarzn compacta de gêrzero p, A/ é hipe

relíptica se ez sZe um d pisar Z) :: .f)iP /)p' . . ..f)P" ,pf > 0 sopre À/ com

g,lol=2, ,l-nl 2 p 2
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Em outras palavras, a definição significa que uma superfície de Riemann compacta

M é hiperelíptica se, e somente se. existe uma função meromorfa não constante / de
grau 2 sobre i}/

1.3 Funções Algébricas

O objetivo desta seção é estabelecer uma relação entre superfície de Riemann abs

trata como na definição 1.1.2 da seção 1.1, e as superfícies de Riemann de equações
algébricas.

1.3.1 Superfícies de Rieniann de Funções Algébricas

Seja A/ uma superfície de Riemann compacta de gênero p e z : ]V --} C uma

função metomorfa não constante de grau n sobre JM. De fato, esta função existe já

que pala todo ponto P C JW, se consideiaimos o divisor D = pP+l, pelo teorema
cle Riemann Roch 1.2.7, 7'jl/pP+il ? 2. Logo existe uma tal função z para algum
n $ p + 1. Seja to uma outra função meromorfa sobre iU. Removemos de C U {oo}

os pontos: oo, as imagens dos pontos de laniificação de z e os pontos cuja imagem
inversa de : é constituído por polos de w. Seja S' a esfera de Riemann sem esses
pontos; para cada z' C S', z':(;') = {Pt,Pz,.-- , P.} e m(P.) C C, i= 1,...,n
Sejam ainda,

.'.('): 1)" l>: :"(Pn.)...w(Pn.,),
l$nt$...:Én«$,'

a p-ésima função simétrica relativa ao to(P.) e IP(z, z) o polinõmio de duas veriáveis

dado por:
IP(;,,): +«:(,),"'' + ... +,.--(;);«+,«(,),

onde r.(z) são funções racionais. Temos a definição:

(1.6)
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Definição 1.3.1 Uma /unção to = to(z) é uma função algébrica, se safio/az a
.q««Çã. «/géÓ«{« H:'(;, :«(;))

Teorema 1.3.2 Sopre a safe,yü e de Riemann compacta iM soam, z = z(P) uma
!unção meromorla de grau n e 1.0 -- \utP) tema outra junção meromorja sobre M
Então to satisfaz \Lma equação algébrica de g)au n

.«" + a:(,)«,"': + + .'« :(;)« + .'.(;) (1.7)

orzde o,(;), p = 1,2, .n, são junções i'üctonais de

Demonstração: ver 1241, pag. 286 ou j141 pag. 225

Teorema 1.3.3 Se z ó t(ma /unção meromorlfa de grau n, sobre ma stpe7fz'cie de
Riemann compnctcl iVI, então existe u lta segltítdn função meromorfa'u sobre Nt que
safes/a: a eq?zaçrio a/gáórica 1.7 onde ]P(;,#) de 1.6 á írr'edtzfúe/.

Demonstração: ver 1241 ou j141 pag. 225

Segue dos teoremas (1.3.2) e (1.3.3) (lue se il/ é uma superfície de Riemann
compacta, ; uma função meromorfa não constante em ]W , e se to é uma outra

função meromorfa sobre iV, então existe um po]inâmio irredutível ]P(z,to) tal que
]P(z(P), «,(P)l = 0, para todo P pertencente « il/
Reciprocamente, dado qualquer equação algébrica como em 1.7 podemos construir
uma superfície de Riemann compacta R associada a ela.

Definição 1.3.4 Um elemento de função (zo,zu) em uma szzperl/ícÍe de RÍemann

M é üma série de potências

> :(; - ;.)", .«d' ; ' "«.« «.,d.««d« /««/ de M, ;(P)
0n

Q qual converge para \Lma junção analítica \u em ,ol < , (« pod. .., m)
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Na vizinhança de z(P) = zo C S', existem n elementos de função
(z, -«i(z)), (z, «,2(z)), . . . , (z, «««(z)) distintas, que satisfazem uma equação algébrica

IP(z, to#(z)) = 0, k = 1, . . . , n, e qualquer continuação analítica de tais elementos de

função, satisfazem a mesma equação.

Teoren.a 1.3.5 Sd« IP(,,«) «m po/ánómá. {«ed«lú./, ' suão«A"m" qu. n«m« «í-
zinhança v de um palito zo esteja de$nido tlm elemento (!e junção w(.z) tai que
IP(;,.«(;)) fo'ío , p«'.««nle « }'. E«f'';
(1) À .«p.,:/}hí. ; m«-R d.«, écomp«cl«,'

(2) Se tol(;) é um e/enierzlo de/unção de#nido rzlzmíz ti:ínAança Ui de zém certo porzlo

;: p',*'""«f. « S', Z«/ q«e P(;,.«:(,)) = 0, p«« f.do ; pe,I'«««f. « h, .«tão :«:

pode ser obtido de tuta) por prolongar\unto anctlítico.

Denaonstração: ver 1201 pag. 62

Dada uma superfície compacta JM, existem um elemento de função(z, to) e IP(z, #)

ta[ que ]P(:(P), tt;(P)) = 0 para todo P pertencente a JW. Poi outro dado, pe]o teo-
rema (1.3.5) a e(luação IP(z, to) = 0 determina uma superfície de Riemann compacta
RI de acordo com o seguinte esquema:

IL/ ----} (z, zo) z,«,) = 0 ---+ R

Teorema 1.3.6 Qua/qzzer stpe7:/}bie de Rien&arzn compacta iM pode ser ser rea/íza-

da como Q stlpellície de Riemann pompa,cta, R de umü eqüctção algébrica irredutível

[P(.,-«) ]«'s p«c'«"''"'', p",« q««/q«., /u«ção «;e«m.r/a , = ,(P) «ó«

M, podemos coitstruir tina junção meromorla w -- wÇP), de tal modo qve ü al)li-
gação P ---+ Ç;,tu) é uma bijeção conforme de M sobre Q superfície R associada Q
equação irredütíuel satisfeita. por w.

T) n rn ,l n c+ ]' n '' ; n -

Seja R a superfície de Riemann do teorema 1.3.5, e seja a aplicação

P : M ---+ R

P --} ç,(P) : P),«,(P))
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onde(z,w) é um elemento de função de JM na vizinhança de P tal que I'(z(P), w(P)) :

p é um biholomorfismo. De fato, sejam P], P2 C }M, ' '(P]) # z(Pa), então os

elementos de fu«ção são distintos,(z(Pi), «,(P-)) # (;(P2),:«(P2)); no c;se em que
z(PI) = z(P2) os elementos de função também são distintos. Portanto, g é injetiva.
Além disso, uma coordenada local de M se transforma numa coordenada local da

superfície R, logo temos uma aplicação injetiva e conforme. Pelo teorema (1.1.6),
temos que esta aplicação também é sobrejetora. n

0

Então todas as superfícies de Riemann compactas definidas abstratamente podem

ser realizadas por meio de uma equação algébrica.

1.3.2 Alguns Exemplos de Superfícies de F'unções Algébricas

As funções algébricas mais simples são aquelas definidas por uma equação da

forma po(z).« + p-(;) = 0, po(.) # 0, onde po(z) e p:(z) são polinâmios. Então,
u' = --pi(z)/po(:) = 1'i(;) é uma função nacional de z. Neste caso to : CUtoo} --+ C

é uma função regular exceto para um número finito de polos.

Vamos analisar agora as funções algébricas definidas por equações de grau 2 em

w; po(z)w' + pt(z)to + p2(z) = 0. Obteremos, portanto, uma superfície de Riemann
construída cona 2 folhas (regiões onde cada ramo de to(z) está bem definido). Pondo,

( := 2po(;)w(;)+p:(;) e p(,):=p:'(;) -4po(,)p,(;), obtém-se (' -p(,) = 0.
(1) Se p(z) = ;, v/; não esta bem definida em C U {oo}. E fácil ver que w está
bem definida na região como rla figura 1.3. Pala construir a superfície de Riemann

R de w = w(z), colamos /+ com //- e /- com //+, isto é, colamos o bordo dos cor-

tes da Folha / e Folha // em cruz. Portanto, w : R ---.} C está bem definida. Aqui

R é uma superfície de Riemann de duas folhas, e será representada como na figura 1 .3.
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C

//+

Figura 1.3

Para cada ponto base ;, existem dois valores para w - v/;, exceto em z = 0 e z = oo,

que são os porltos de ramificação de zo = v;.

Cada ponto de R é representado por um par (z, tu), neste caso (z, v/;) pertence a
folha/ e(z, -- «a pertence a folha //

Nlostraremos agora que a superfície de Riemann de duas folhas R pode ser aplicada

homeomorficamente sobre a esfera S2(1), superfície compacta de gênero p = 0. Para

estabelecer este homeomorfismo, consideremos a inversa de projeção estereográfica

para as duas folhas de w = v; veja figura 1.4, depois suponha que S2(1) cortado
ao longo do meridiano possa ser deformada em um hemisfério, iotacionando um dos

hemisférios, de modo que seja possível colar os bordos com sinais opostos.

U {m}
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Figura 1.4

Quando, p(z) = aoz + ai, ao # 0, ao, ai C C, nada muda essencialmente, basta fazer

o corte de z = --lit para z ' oo no lugar de z = 0 para oo

(2) Se to: = aoz'+aiz+a2, ao # 0 e a?--4a2ao # 0. Por fatoração, to' = ao(; ri)(z -

Aqui também não tem grandes mudanças, salvo que as duas folhas são obtidas fazen-

do um corte de ri para r2 no plano z, os quais podem ser levados pela transformação
r(z) = "' à r = 0 e r = oo. E segue como a.ntes que a superfície de Riemann cle

w :: V/ao(;; eormorfa a S2

l3) A superfície homeomorfa a superfície de Riemann da função algébrica definida
por to' - ao(z -- ri)(; -- r2)(z r3), onde ri,r2,r3 são distintos, é topologicamente

diferente dos casos anteriores. Neste caso os pontos de ramificação são ri, r2, r3 e oo.

E as duas folhas são obtidas por meio de cortes ligando ri para r2 e de r3 para oo.
Pictoricamente temos:

,,)

Figura 1.5

Seja a a curva fechada dando uma volta em torno do corte feito de I'i para I'2 em

uma folha de R. por exemplo a folha /, esta curva existe porque o cruzamento entre

as folhas é feito somente a través dos cortes. Seja /3 uma curva fechada iniciando de

um ponto sobre um dos lados do corte feito de rl para r2 na folha // e une a um
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ponto sobre um lado do corte de r3 para oo, ainda na folha //. E retorna ao ponto
inicial pela folha /. Estas curvas correspondem a uma base para homologia de R.

Esticando os cortes até formar tubos e rotacionando uma das esferas a fim de que
o bordo + de um tubo é oposto ao bordo -- de outro tubo para obter a superfície
de Riemann de w, a qual é homeomorfa a um toro.

Figura 1.6

A situação é semelhante quando .o: = w' = ao(z -- ri)(z -- r2)(z -- r3)(z -- rl),
onde ri, r2, r3, l 4 são distintos. Neste caso os cortes são feitos entre ri e r2 e entre r3

e r4. Uma representação esquemática da superfície de Riemann acima pode ser dada

pela figura 1.7.

Figura 1.7
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(4) Se «,' = «.(; «-)(; ,,)(,--«,)(,--,,)(.--,;), ,i # ,j p'r'i # .j, i,.j = 1,...,5
Temos:

/o/À«l fot t- «'Z

Figura 1.8

Figura 1.9

(5) Para completar a discussão do caso especial to: -- p(z) = 0, fazemos

definida por:
«(,)

w2 = ao(. ,-)(; ,,) (; ,.) com ,i # ,j, i # .j, i,.j = 1, , 7Z

Neste caso temos uma superfície de Riemann de duas folhas com pontos de rami-

ficação 7'l,. ..,rn, e se n é impar, ; = oo é também um ponto de ramificação.
Para obter as duas folhas da superfície de Riemann, separamos os pontos em pares

(rirá),(r3r4),...,(r.-ir«) efazemos os cortes unindo ri ar2, r3 ar4,.-. er«-i a
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r. se n é par. Se n é impar o último corte é feito unindo r. ao oo.

Observemos que quando n é par, temos } tubos e quando n é impar temos --ã-- tubos.
Então o gênero p da superfície de Riemann R é dado por:

rt--l, senépar :. , Í!!iZ, n=2m+2,meano=< ' isto e. <
' l.--Í- 1, senéimpai ' 1.!!?-, n=2m+l (1.8)

Logo,
-2:W -«

-aBU -«
portanto, p = m e

«,' = «(, -- ,-)(; -- ,,)...(; -- ,2.'--) 0U

«,' = «(; ,-)(, -- ,,)...(, --«,,-..,),

realizam uma superfície de Riemann R de gêneio p, blue é topologicamente equivalente

a uma esfera com p alças, que por sua vez é homeomoifa a um p-toro.

Observação: Quando to: = Q(z), onde Q(z) = (z--el)(z e2) . . . (z--ek), podemos

suporgrau deQ(z) ímpar, É - 2m+l, m C IN, pois seA forpar, k = 2m+2.
basta fazer ek --} oo por umamudança de coordenadas do tipo ( = 1 e trocar
w pot'

lJ

("+'w

lnf:ik -.ol'''
Logo, «,::)(( c,)...((--ck--), i.e. «,:')((-c,)...((-c:«+:)
onde cl, c2, . . . , c2«+i são distintos. Assim podemos considerar

«,. : =(; -- .-)(; -- ',).. .(, -- .,«--:).

Como p= k'i, no casos ímpar,k =2m+l temos

:«:: =(; -- .:)(, -- .:) . . .(, -- .,.+:)

Agora vamos construir uma base canónica para homologia da superfície de Rie-

mann R da função algébrica to definida por
2p+l

«' - ,j)
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Representamos uma das folhas de R, (por exemplo a folha /, como na figura l.lO

abaixo. Sejam as curvas simples fechadas diferenciáveis aA;, k = 1, . . .p dando uma

volta em torno dos cortes feitos ligando r2k.i à r2x; em uma folha de R orientada
como na figura 1.10. Para completar a base pala homologia de R, escolhemos curvas
Pt, X; = 1, . . . p -- 1, iniciando em um ponto sobre um lado inferior do corte feito de

r2k-i a r2k na folha //, unindo a um ponto sobre o corte feito de r2k+i à r2x;+2 da
mesma folha e retornando ao ponto inicial pela folha /. Quando h = p, a idéia é a

mesma feita nos cortes ligando r2p.i à r2p e r2p+i a oo.
Observação: Na figura 1.10, a parte pontilhada das curvas ak pertencem a folha //.

Figura l.IO

O conjunto com 2p curvas dado por

{ai)c12,o'3, - . ) CEp)Pi)/32)P3) ' ' . )/3pJ'

forma uma base para a homologia de R, isto é, qualquer outra curva fechada simples
em R pode sel escrita como combinação linear dessas curvas. Outra maneira de vei
essas curvas é a seguinte:

r .r5
\ a

Figura l.ll

27



1.3.3 Superfícies Hiperelípticas e Equações Algébricas

De acordo com a definição 1.2.17 de superfícies hipeielípticas, existe uma função

meromorfa não constante w, que satisfaz uma equação algébrica irredutível,

«' - (. .-)(. .,) (. .*), ..« ':,',, , ek distintos e É = 2p + l

Os h pontos el, e2, . . . , ek, são os pontos de ramificação da superfície R. Já vimos

que se k é ímpar. ; - oo também é um ponto de ramificação. Uma outra maneira de

verificar 1.8 é usando a relação de Riemann 1.5 dada no teorema 1.2.13.

V =2(n+p-- 1), onde neste caso lz =2.

Se k é par. então V = k + 0, logo, É = 2(2 +p -- 1) e, portanto

Se ké impar, V' 'Ã+l, portanto k+ 1= 2+2p e p= 41iln

Segue que p ? 2 se, e só se, h > 4. Logo uma superfície hiperelíptica pode ser
realizada pela função algébrica

«' - (, .-)(; - .,) (; ..), onde h > 4

Estudaremos agora as diferenciais abelianas. Seja

w' =(. .:)(, -- e,) . . . (. -- .,.+-),

temos o teorema

Proposição 1.3.7 ,4s dllferencÍajs

zp-tdz

/armam rama base para o espaço das dllferencáa s de primeira espécie

z7p

Demonstração: ver 1241

Lenda 1.3.8 Se p > 0, não e is]e um porzZo Pt C ]L/, no qt a/ Zonas as dil/erelzcjais

rzóe/canas de pr me ra espécie se anil/em, isto é, ílPtl < p.
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Demonstração:
Suponhamos que ilPtl = p, para toda diferencial abeliana w # 0, onde orar. l(w)l > 0.
Então, pelo teorema de Riemann Roch,

r l-:-l :: l +P-- P+ 1 = 2

Logo, existe uma função meromorfa não constante ./ C Z, 1 1 , com polo simples em
Pt, isto é, / tem grau 1. Portanto, / : M --} S'(1) é uma aplicação conforme

injetiva. Então .v tem gênero p = 0, o que contradiz a hipótese. n

l

Proposição 1.3.9 Toda super:/}'cie de RÍemann compízcéa \,f de género p = 2 á /zi

Fere/@láca.

Demonstração:
Pela proposição 1.2.2 temos, {jll

u C ç2lPiP21, logo pela proposição

Portanto, pelo teorema de Riemann Roch,

,[à]
Agora, para qualquer divisor inteiro D = Pt . . ./',,, temos que r IÀI ? l
ilZ)1 2 p -- r}. X'las, pelo lema 1.3.8, vimos que {lPtl $ p -- 1, então, {lPll =
2 -- 1 = 1, e portanto

ilP-P21 ' '

Então, rj1l = 0 + 2 -- 2 + 1 Sda

. Logo,
P-l -

, [#] - , [i] - '.
Concluímos então que. existe uma função nieromorfa / sobre iM com polos
em Pi e P2, isto é, grau de / é 2.

simples

1.4 F'unções Elípticas

Todos os resultados desta seção que não forem demonstrado podem ser encontra-

dos por exemplo em jlSI.
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1.4.1 l)efinição da Função p-lVeierstrass

Definição 1.4.1 U«Qa /unção / é chamada e/@tÍca com respeito ao retícu/ado L(tol, zo2)

de C, se;

i) j é meromor.fa em C

4 .r ' '««'""'"'. ,«'«,.. .l {l' -- '"-l - {l'l
1. /(' + '«,)

Agora vamos enunciar alguns fatos básicos sobre a teoria das funções elípticas

Teorema 1.4.2 JVão ezisfe /unção e/z'pfÍca /lo/amai:/a rzo p/ano inteiro

Teorema 1.4.3 4 sorna dos res/duos de ma/unção e/@fÍca co"'} respeito a Z(tol, w2)

nos polos a \ . . . . , clb: pertencentes üo paralelograríto fundamental F é iglül a zero. Isto

ó, Xf.. R«(./'; «j)

Como consequência imediata desse teorema, temos que ./' não pode ter um polo
simples.

Corolário 1.4.4 Á soma das ordens dos po/os de uma /unção e/@fica em F' é no
-mútãmo 2.

Seja ./' uma função elíptica com polos al, . . . , ak de ordem pi , . . . , PA, e zeros zi, . . . , zl

de ordem pl, . . . , z'l no paralelogramo fundamental F', e /(z) :# 0 V z C aF' (bordo
de f'). Segue o teorema,

Teorema 1.4.5 Sd« / «m«/u«çã. ./@lic« .m L(««:,.«,), .«tã. . nome« d. «.

é igual ao número de polos, teuando-se em conta suas respectivas ordens. Isto é,
ç---A r---~ l .EZ:. P. - El:. pi

Corolário 1.4.6 Um /ulzção e/z'ética / asszlme qua/qtmr z;a/or ?lm ntímero ./iro de

Deles digctmos m, em um paralelogra,mo fundamerLtat.

30



Para demonstrar este corolário basta aplicar o teorema (1.4.5) a função

g(z) = /(z) -- a, onde a C C é qualquer constante arbitrária.

Definição 1.4.7 0 grau de ma /unção e/@l ca /, gT'au(/), á água/ ao rztímero de

polos Oll zel'os, !Guardo em conta suas ordens.

Teorema 1.4.8 Sda / uma /unção e/Ülica re/aZ ua a L(toi,w2), F' o para/e/aPrUmo

fUT\damental, al,...,ak e F polos de j de ordem H\,.. .FRIA\,...,zt C F, zeros de

/ com ordens z.'l, . . . , pl. Então )ll:;:. pja' -- >1,{:. L'izi = w, onde

"', + ««,: C Z,(«,-, «,2)

A função meromorfa mais simples com respeito ao reticulado L(tol,w2) é uma
função com polo simples nos pontos tu :: mwi + nto2 e parte principal 1 . Ela é
chamnrla fiinrãn r' (le Wpiprctr=.qc

Proposição 1.4.9 /1 /unção ( re/aíiua ao relícti/ado L(tol,w2) de#nida por

«4:- I'-''"El;L-* i+3}, .«'. « ' "''',:,«,,
w#0 '' '

é rneromol:/a ein C, com po/o de ordem l em L(wl, w2) e parte práncápa/ --L-

Observação: .A função ( de Weierstrass não é elíptica.

A função elíptica mais simples relativa ao reticulado L(tol,to2) é uma função
com polo de ordem 2 em zo C L(wl, to2) e regular nos outros pontos. E a função
$}.--Weierstrass da proposição que segue.

Proposição 1.4.10 4 /unção p re/al z;a â Z(wl,zo2) de$nida por

,m:-3'+EÍc-:+a-i}, -'' «' ''«-,«,,
w#0 ''~ ' '

é u,ma junção elíptica par com polos de ordem o. nos pontos do reticzlado

«, C L(«:,-«,) . Ào/.«..r/a .m C \ Z,(-«-,.«2). ,'l/é«. d's« «/e p(;) = -('(.)
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Da relação, ('(,) = --p(,), segue-se ((z + «,.i) = ((,) + c, o«de . é uma co«sta«te

e .j = 1, 2.
Por conveniência faremos,

2oj := ((; + ««.i) - ((;) , .j 1,2 (1.9)

1.4.2 Relação de Legendre

Veremos agora como as constantes 77i e v72 de 1.9 são relacionadas com wi, w2.

Consideremos o paralelogramo fundamental F de modo (lue z - 0 seja seu centro
como na figura 1.12 abaixo. Aplicando o teorema do resíduo, obtemos:

F
l
l

/

/

/

/

--õ-f'
/

/

/

/

/

L

C = wl+tu2
D

Figura 1.12

((z)dz = 2niRes(((z); 0) = 2a{

Por outro lado, as relações (1.9) implicam que

/ /F
((;)d; ((;)d, + L((;)a; l +CD

((,)d, +

((,)d; + ((;)d; + / ((, + w,)d,
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- L'';,-: L
:(;)dz J (çz-F«:)dz-F

- L<m'i: 'F '"*

(l(z)dz -- 2q2 l dz = --2qzto.

.Á «4a;+ ((;)d;

dz l ((z)dz = 2Rttoz

Portanto

((z)d; :: 277iw2 -- 2?72tot 2(?7i tt'2 -- 7?2wi) = 2a'i,

i7ito2 -- 772wi = nz ( relação de Legendre)

E fácil ver cine ((--;) = --((z), basta usei na definição de ((z) um rearranjo nos

termos da soma. já que esta é absolutamente convergente no disco lz1 2 p e lwl > 2p.

Podemos expressar as constante 77i e 772 em termos de valores de ((z). De fato, se
z = toi/2, então

(l.lO)

( (:F) - ((?) .
((T-) =((::"-+.o-) =((:Í"-)+2q- por 1.9,

: '(T)
Simn,-m«t., ,7,-((")

Reescrevendo a relação de Legendie, temos

T-) --,«: ::, ,,: - ( ('?)

' (T) «, «. - «; ( 1.1 1 )

Proposição 1.4.11

o. '«'«. «,". '. -'u :- -;-'"E {G':Q;} " .««'.''.««./u«'«««*.'

F são os zeros simples
t01 + tD2 W2tul

e ;3Z2zl
29
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Demonstração:
E fácil ver que ç)'(z) é uma função elíptica impar. Sejam

WI + tU2tol t02e z3Z2
22 2

pontos de r' como na figura 1.13

Figura 1.13

Assim

p' (-?) - s,' (T-) ,
p' (T-) - T) - p' (-'t) - -p' (T) . : -' (T) - ..

Então zi = T- é um zero de ordem pt de p'. De modo análogo, z2 e z3 são zeros de
p' de ordem /l2 e p3 respectivamente. O único polo de Ío' em F' é assumido em z = 0

e é de ordem pl:= 3. Pelo teorema 1.4.5, pi +p2 + u3:: ui, logo pi+p2 +p3 = 3, e

portanto, /li = p2 = p3 = 1, já que /.z{ ? 1. E pelo teorema 1.4.8, se existisse mais um

zero, digamos zl = mlwi+ nlto2, então(mi + l)toi+(nt+ l)w2 = mtol + nto2 C F

Logo, m::7z = le miwl+niw2:: 0, 1ogomi:=0 enl =0,eportanto, z4::0,
contradição pois a = 0 é um polo de ordem 3 de p'

Usaremos daqui para a frente a notação

.- :-«n, «:-«("-;"l ' .; :-ío(T)
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1.4.3 A Equação Diferencial da Função p

Da convergência absoluta da série que define ((z) na lzl < rol, onde lwl ?
2R, R > 0 e do fato, ((--z) = --((z), temos,

l
t06

w#0
E .5

.Ó

Sendo Gt :=}.i::l, É=4,6,8,..., temos ((z)=:
«,#o

Pela proposição (1.4.10), temos p(z) = --('(;). Logo

E '7,*;"-:
k:2

P(;) L - >:(2Ê
k-2

l)G'2tz2(t i) (1.12)

$,(;) - -; + }:(2É -- l)G2kz'@-0
k-2

É)(z) = ' +3(;4z2+5G6z4+
Q

p (z) = --':ã + 6G4z + 20G6z3 +

Por um cálculo simples, tem-se

(1.13)

/2

P 60G'.P - 140G'.} (1.14)

O lado esquerdo da equação (1.14) é elíptica, e a única possibilidade de polo no
paralelogramo fundamental r' é em z = 0. À/las o lado direito é regular em z = 0, e

vale zero. Logo pelo teorema (1.4.2),

P'2 = 4P3 -- 60(1;4ÉO 140(1;õ

:«'.xi,
.«#o

Pondo g2 = 60G4 = 60 4 e g3 ;= 140(x6 escrevemos

P' = 4P3 -- g2S)
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Vimos na proposição 1.4.11, que , , ]!11=lw- e lllzn são zeros simples de p'. logo são
raízes do polinõmio 4ç33 -- g2p por sua vez pode ser fatorado

'-' -,,"(',u - «(T-))(,m - -('-;"))(-m - -('?))
Portanto.

p'' - '-)(p- e,)(p- e;). (1.15)

Acabamos cle provar a

Proposição 1.4.12 Seja a /unção p de l,[''ejersfrass re/aZíurz ao ref czz/ado L(wl, to2)

I'emos,

P' ''g';-g:ç'-g; o« p'' )(p-e,)(p-.;)

Corolário 1.4.13 Sejam ei,e2,ea como acama.

(i) .- + ., + .;
(ii) eles + e2e3 + e3ei = g2/4
(ij{) eie2e3 - g3/4
(i«) A 16(.- -.2)'(., -.,)'(..- e-)' =g,'

Ua/enz as sega nfes equações

27g32 # 0

Proposição 1.4.14 Sd«m « /unçõ« ./üli«s p(,) . ço'(;), «/«Íi"s «o «fÍc«/«d.
Z (.«-, «,). Ua/. « ./3,.«: «/",

p>+;d--.,u+«pd - } IÇEl-.~ml , ;.#«' z(«:,«J
cAamrzda fórmula de adição para p.

1.4.4 A Aplicação Conforme pela Função p

No caso em que Relto2/toi} = 0, o paralelogramo fundamental /' é um retângulo

ver figura 1.14. Estamos interessados agora, na aplicação conforme da função p.

Sabemos que p tem grau 2, i.e. assume qualquer valor duas vezes em /', e que 0, , ,
!!!tlU e T- são os pontos de ramificação de ordem 1, já (lue z = 0 é um polo de ordem

2 e os outros pontos são zeros simples de p'
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Figura 1.14

Proposição 1.4.15 Sda a/urzção e/@fica p em C, re/afÍua ao rel cu/ado L(tol,w2)
valem as seguir.tes propriedades:

(j) S' z '«Zã. P(«) C n U {m}
({j) S.; yC n. '«lão P(jy)C aU{.:«}
({ÍI) SO(« + ««,,), $,(íy+ m:«-) C nU {.«}(m,n) C 2Z:

({o) S.;/2,*C ©, .«/ão P(«+-«,/2) CH
(«) S. ; «,-/2, y C m, .«fã. P(Íy + .«-/2) C m.

l)enaonstraçao:

Vamos provar primeiro p(z) = p(?), onde z = # + ig C r'. De fato

Por um rearranjo nos termos da série de D = mwi + na; para w :
temos

«(« -' 'ü - G-:@ +E
1 1

(a iy-®)' ®:

77Ztl;l + nU;2,

P(, + Íy)

Em partic«lar se y = 0, temos S,(z) = p(z) ::> p(z) C m. Como em
tem um polo, então p(z) C m U {«)}.

Suponhamos agora ; = iy, então pela igualdade (1.16) p({y) = p(
é p,r temos p(--íg) = go({y), logo p(iy) = p(iy) e, portanto, p({y) C

(1.16)

-iy), como p

R U {m}. 0
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que prova os ítems (í) e (áí). Como ÉO é elíptica segue imediatamente o item ({íí)
Seja = = + 2/2, z C #?, então

aa-.+*El-Ú-,-il
l

("- 'fy ' :ã 1.(("- T) -a)' ®:J
por um rearranjo na soma dos termos m do reticulado L(wl, w2) a fim de que a soma
fique em tu, segue

ma - G:b * àl { ©:-:á-n - i} - (, -T)

-'« -- T)-«(, -«(,--T
p"'-'', .,(-+T) '«:
D. m.d. 'imil«- t.m.; p (i3/ + -F) C n.

«,) - (« *T)

Corolário 1.4.16 0s porzZos de ra7nll/ícação ei, e2 e e3 de p são rea s e ei > e2 > e3

A função Si aplica o ietângulo de vértices 0, !u, ]Élt:iu, T- conformemente sobre
o lado inferior do plano, região ÍO(/) como na figura 1.16. Assim como p aplica o
retângulo // sobre o lado superior do plano, região indicada na figura por p(//)

Z

2 2

a P(,)
e

.'.:'

:@({): n
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Figura 1.15

P(;)
.: ':ll': ': :

'=.

írí:íTíí:'!!ír''.
'..'.'.

.'.';.

Ê(l/lg:J:

e2e3

Figura 1.16

A região b)(//) está ligada a p(/) ao longo do arco de e3 para oo. Isto nos dá a
primeira folha.

Do mesmo modo a região /' e //' do paralelogramo fundamental F' é aplicada
na segunda folha de uma superfície de Rienlann. Assim /? é aplicado sobre uma
superfície de Riemann cle duas folhas unidas em cruz ao longo de ei para oo. Ambas

folhas são coitadas ao longo de (eie2e3).
Qualquer paralelogramo fundamental r' é aplicado sobre uma superfície de Rie-

mann cle duas folhas cortadas ao longo do arco (eie2e3). Essas superfícies são unidas

uma a outra ao longo dos co:tes (eie2) e (e2e3). Portanto temos,

Proposição 1.4.17 0 p/ano C pode ser ap/ícado sopre zzma supera/üie de R emanrz

de in$nitns !olhas e com in$nitos pontos (le rnmi$cação de primeira ordem sobre os
p0?2fos (x), el , c21 e3.
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1.5 Superfícies Mínimas em ./?3

Nesta seção exporemos alguns resultados clássicos da teoria das superfícies mínimas

Na primeira subseção falemos uma abordagem local de propriedades de imersão con-

forme, e na segtmda t.ratamos de conceitos globais de superfícies mínimas..

1.5.1 Propriedades Locais

Se <, > é a métrica Riemanniana usual do .P?3, X : .v --.> Z?3 é uma imersão de

uma variedade difeienciável de dimensão 2 em .f?3, isto é, a diferencial

dXp : Tpik/ --> 7'x(P)(m:3) z H3 é injetiva para todo P € M, onde TpJM éo
espaço tangente a /v no ponto P, então -V induz uma métrica Riemanniana em M,

ds' = X'<,>P(ü. õ):= <dXp(ã), dXp(õ)>x(p), onde ã,õ C TPIW

Definição 1.5.1 Sda Zo C /' t.«. atlas de M fa/ q«. (Ua,\4.,Z.) C XO, Z. sã.
co.,d.««d« Í.o/ê',«.{«s ]M P-« Z.d. PC A/, ;.*(P) = z X.. «/'

ã la... ... Õ... .~, .\l

- ÇÚ(x ' ;;')(;), á(x ' ';:)(')

i(x.;; n,i(x.;; u>-o,

l l

Z(x ' ';:)n,i(.v . ,;:)(') À > o

e

orz de

.Y«(;):- ;(X';;:)('), .X,(*):- ;(X ';;')(;).
/sfo é, Zo é tzm atlas consláft&z'do por coordezzadas isola-rmÍcas.

A existência de Zo é garantida pelo teorema

Teorema 1.5.2 (Existência de Coordenadas Isotérmicas) Sda M uma t;arÍe-

dade diferenci(íuel de dimeTISãO '2 com ü tnétrica Riemünninna Ç,), e z : U ---+ V
alma coordenada local, onde U é tlm aberto de M, com P C U e V Km aberto de
C. Então ezíZem aóerlos V' e I' de CI, onde ;(P) € [''' C y e p : y' ---.> 1.V üm

difeomor$smo conforme, tal (lue 2 = po z são coordenadas isotérmicas de b{
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Demonstração: ver 1231, pag. 458. No caso particular deste teorema, onde Mé
mínima, podemos encontrar uma demonstração na deferência j191 pag. 31
Obqnrvnr;n.

(1) Se iW é conexo e orientada e Zo é um aLIas de JV constituído por coordenadas

isotérmicas, então Zo é um aLIas holomorfo, e portanto, a estrutura holomorfa que
contém Xo, torna ]M uma superfície de Riemann.
(2) Se ]V/ é uma variedade diferenciável de dimensão 2, conexo, orientada e

X : A/ --.> ,P?a é uma imersão, então X induz uma estrutura holomorfa sobre M,
que torna ..\ uma imersão conforme

/

Definição 1.5.3 Sda/rz L/ t ma safe,Jüie de Rjemann e X : M -+ X(M) C n'
üma incisão conlorm.e, eíttão dizemos qlte S -- X(.M) é üma superfície em IR3

( ) hç:prvn r'nn.

(1) Desta dehnição segue que S = X(JV) é orientada;

l2) A definição acima não faz restrição a resultados locais Oli para superfícies sim-
plesmente concxasl

(3) Como X' : .V/ --+ -X(M) é uma imersão, então S = X(M) tem um plano tangente

bem de6nido em cada ponto.
Se (Ua, Ua, :.) é uma coordenada local de iW, tal (lue z.(P) = z = Uniu C ya C C,

e (ai, a2, z3) são coordenadas em n', então X : J14 é dada localmente na
forma:

X(;) =((«- o ;;':)(,),(#: o 'l;')(,),(«; o z;')(,))

A conformidade da aplicação X dada na definição 1.5.3 é expressa em termos da

coordenada local (Ua, ya, Za) por:

x.,x.>{ <X,,X,>{ =À(u,u)>0 e <X«,X,>=0,

e então ; = u + iu são coordenadas isotérmicas para iM
Observação:
Sendo(Ua, Ua,Z.),g--:=<X«,X«>, g2,:=<X.,,X,> e g:2:= <X«,X,> os coeficientes
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da primeira forma fundamental e btt := <X.., ]V>, b22 := <X,,, N> e b12

os coeficientes da segunda forma fundamental, então:

g22bii + gitb22 2gi2ót2

hH :- ''' ';ü:T;:,':.115
é a curvatura média de S em P C U. e n(z) definido poi

(X- , JV>

(,) (1.17)

H(;) b(.) . ]v(;) é o vetar curvatura média, (1.18)

(1.19)

onde

A''N :- -íl;i-:i;hu,
é o vetou normal de S.

Definição 1.5.4 Sda S = X(M) zzma super/z'cie do m'. Se o t,etor H é {dentáca-

mente nulo (H = ç)), diz se que S é uma slLperfície mínima, ou que X é uma imersão
Tn t'n 2. ma .

Exemplos de superfícies mínimas
(a) Superfície de Enneper:

X(u, «)
33

'lz U2 2
'u'o+ t,) + 22

'0

3 3
o«de (u, u) C C

(b) Catenóide

X(u, « ) (co.A(«)cos(«), co.A(u)..«(«), u) , o«de (u,u) C C \ {0}

Observação: A razão do adjetivo mínima na definição de superfície mínima é que
localmente ela minimiza área dentre uma família de superfícies de classe C'2 do .F?3

que tem como bordo uma curva regulam fechada.

Em coordenadas isotérmicas muitos dos objetos geométricos de S = X(M) têm
expressões analíticas simplificadas. Por exemplo sobre iW, a métrica induzida de
m' por X é dada em termos da coordenada local (Ua, Ua,Z.) tal que z.(P) = z =
ü + ju C Ua por:

a.'(<,>) ,x'(a«'+a«') À'la,.I'
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Também temos,

det(gij) = À' > 0 . A =
Z)ii + b22

Além disso. se

+ z\(-X ' ;l;:) :(#- o ;:''),A(-: ' ';'),z\(«; o ;l;:)) ,

onde .z;j o .-;' Ua ''} m, .j = 1,2,3 são as funções coordenadas de X, temos a

Proposição 1.5.5 Sda X : ]k/ À/) iz«za í«versão c07z/or«ze de tz«za süpe7fz'c;e
de Riem.nnn Nt em, ]Ra . então

z\(X o z;i) = 2À2 H (1.20l

Demonstração: ver j10

Observemos que desta proposição e a definição 1.5.4, concluímos que uma su
perfície é niínirna se, e só se as funções coordenadas de .V são harmónicas em ya.

Corolário 1.5.6 S = X(M) é ll«za supera/nle mújma se, e somente se as /ürzções

coordenndus de XÇz) são harmâl-ricas. Em particular S não é compacta.

No que segue i\./ é uma superfície de Riemann não compacta, 'Ho = {(Ua, Z;.,, Z.*); Q C /}

o Atlas holomorfo que induz a estrutura holomorfa de ]V e X : .'V --.> X(M) uma

imersão confoi'me que define a superfície S = X(JW) em a;. Seja (U., ya,Z.) uma
coordenada local de A/, tal (lue z.*(P) = z = tz + {u, pala todo P C U.. Se

a l /' a . a ''\ a l /' aa\
i)z' '2\.au 'auJ ' ã2' 2\.a\t''au) (1.21)

Então

zX = 4--:--- = 4--.:--
' '070z 'ÕzOz (1.22)

e,
a

Ó;(z) := 2 (=j o ';')(;) l d;.. (1.23)



são l--formas diferenciais para cada coordenada local z. de iM

Agora se S = -X'(J4/) é uma superfície mínima, segue-se de 1.21 , 1.23 e propo-

sição 1.5.5 que

logo Ó.i(z) é holomoi'fa em ya. Além disso, se (Ua,ya,:..) e (UO,UÓ,zp) são duas
coordenadas locais cle ]v, tais que z.(P) = z = z& + {u e zP(P) = 2 = Z + iü para

todo P C (,L í'l (/o vale:

;::*;.., - :i :(i *, . ;;',.;,) ';. - , (á.«. . ,;''';, dz« = 0,

i( (;,.; :rnÊu
Então pela definição 1.2.1 de l-formas diferenciais, temos que 1.23 definem l-formas

diferenciais holomorfas @j(z), J = 1, 2,3, globalmente em À/

No que segue

:- i(x . ;;uu - lí(x« - íxJH
Então podemos escrever,

i-*';'«;. - ;(É'« .,;:, ;é'*- .;;',,4',,. ,;:, -:â'',.,;:,,
::'« . ,;:, - ::i'« . ,;',) ';,';.

e '>':(çóÍ,d';,él;) - 2ál;x(;)a;.(i.24)
Observação: No teorema abaixo, <, >c denota à extensão a C3 do produto interno

usual do Z?3. Sempre que não houver dúvidas, <, >c será ainda indicado por <, >.

Teorema 1.5.7 Sd«.« S = X(M) ««.' ;«p.,:fz'cíe d. m' e (t/., Ua,;.) ««.« C00,-

de««d« /«a/ d. ]L/, .nd. p«« iodo P C U., ;.(P) « +i« c K.. S.
éj'(z), .j = 1,2,3 é dado por 1.23, Calão.

(i) é? cí Ao/amor/a + zjoz;i é /zarmónáca em \':, isto e', Z\(zjOZ.;')(Z) = 0,V Z C Ua.
(jj) <'b', 'p'>' =(éÍ)' +(é;)' +(Óg)' = o.
(ijj) S é «g«/«" P«,.« f.'fo PO«Z. P C Ua '» <@', ©a>C = léÍI' + l@gl' + IÓ;l: # 0.
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Reciprocamente, se \': é um aóerfo de C s mp/esmenfe cone=ro e @3', .j = 1,2,3 são
/u«çõ« Ao/amor/a; .«. ya ;"'ás/a"ndo ({i) . (iáí), .«tã. S = X(ya) d«d« PO,;

x(;)
\.J zo J

é zma süT)erf'ície mínima do Ra

Z

g
W - iÓa2

zo ./iao e zO, Z C ya (1.25)

Demonstração: ver j191 ou j101

Usando o fato, ;. coordenada isotérmica o que implica pelo item ({{) do teorema

1.5.7 que(@íy+(Ó;)' +(égy = 0, e que @Í # {é;, temos o teorema:

Teorema 1.5.8 Set/am Ua tim aóerfo de C, g : yo /unção meromo :fa e

n := jdz. «-««« dize««ci«l hotomo«J«( i.e, J : V« --+ C é «m. j«nção holomo«f.)
tendo a proplieda.de q\te em cada ponto onde g tem um polo de ordem m, n tem um
zero de ordem 2m. As diferenciais,

éf: -g'),z, é;:- iÍ(i+g:),z, Ól;:-p,7 (i.26)

.ão A./.m.r/as .«. \': . .«lÍs/a«m (éfy + (Ó;)' + (@l;)' R«ip«c«m.«f.,
qvaisq'uer t'rês junções holomorlüs em V.; (ba\ ,d4 e (t& satisfazendo

(Ó5')' + (@;)' + (@l;)' = 0 podem ser escrz:fas co«QO em 1.26 se @S' -- i@; #O

A demonstração é imediata se escrevermos

(él' + ié;)(éí - jé;) (1.27)

E âzermos

e q := éf {#; (1.28)

Observação: Quando @f -- ié; = 0, de 1.27, @g = 0, logo a função coordenada z3

é uma constante e portanto se z3 for uma coordenada de uma imersão X que define

S, esta estaria contida num plano do .P?3

Segue de 1.25 e 1.26 que, no caso em que Ua é simplesmente conexo e quando

Edil' + é;l' + IÓgl' :# o, e«tão:
/ ( FZ '\ ( f'Z

*',, - («' {t;': - .:,«} , «. ri': * .:,«} , «. {r ,«}= (1.29)
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é uma imersão conforme mínima. Chamaremos o pai (g,?7), de acordo com 1.26 e
1.29, de representação de l,reiersfr'ass de S = X(Va)

De 1.26 é fácil ver que(é7)'+(@;)' +(@g): = 0. Além disso,

lo',Õa> léfl'+l@;l'+l@;l' a..I' I' (i.30)

Por outro lado, substituindo em 1.30 as expressões de @Í,@; e ég dadas em 1.26
temos,

*'l';.i' - (o + 'm'l'
Portanto a métrica de .V é dada por,

ds'= :(i+lpl')'l,ZI' ou ds' =À'ldz-l', onde

Por um simples cálculo se verifica que em coordenadas z.,

X. x .\'« $Í, @,@', é:$i)}/la,.I'

(1.31)

l
/ (i + Igl'À

2

E como,

x«*x,N'-.x l

JV(,)
X.x.X
X.x.X

t,p

« 11

'2Relg} 2/mlg} SI' -- l
gl' + l ' lpl' + l ' pl: + l

(1.32)

que é o vedor unitário normal a superfície S. Podemos visualizar N dado em 1.32

como uma aplicação que vai de ]W sobre a esfera unitária S'(1) C n3,M -..-.> S2(1).
Esta aplicação é chamada de aplicação normal de Gauss da superfície S = X(JV).
Observemos que pelo exemplo (2) da seção 1.1 temos g = ni o N. Logo g éa
representação analítica da aplicação normal de Gauss da imersão.

Proposição 1.5.9 Á curualura Ga ssiana /\' de uma s pe7:/}'cÍe S, de$nida pe/a
Imersão conforme X : M ---+ XtM) C Ra é dctda localmente por:

Ã. - -êli:Ü, .«.í. À' - g.,á., (i.33)
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Demonstração: Basta usar a fórmula da curvatura Gaussiana em coordenadas or
togonais.

a]

2\@iiBã l. 0u là) * á (áà) }
Proposição 1.5.10 Sda S' uma super:/ü e mz'mima de#nida pe/a imersão col!/orbe

X : il/ --> .X(]v) C .F?3. Então usando a re7)resenZação (1.26), a curvatura de Gauss
em cada ponto é (Inda por

<g 'p' , v>
'»"ll'

T)om nn c+ rnP n-

U««d..«. o' -2i.va,., '.m« '©'-('(x--x-)-;x-)(a;«)'
Como as coordenadas são isotérmicas segue do teorema 1.5.8 que a)' é dado pelas
diferenciais llolomorfas 1.26 o que implica Z\(=j o z;i) = 0. Disto segue,

=(óf* +bf,)ldz..I' e ll(p'll' = 4À'ldz.*l'

A 4

2

Olz eqaít'a/erzfemeníe Jr= 1., 12ll/l(t + lpl')'J

a 0 .v

Temos,
-4 l<Êq'' , w>1'

'p'll'
-4(óf: + z,f,)la;.I'

4À4 dz.l4
-(Z'f- + ó?2) . Ã.

Por outro lado,

*. . :fll+ t gTIT .
16 = - jg'Çdz.'f. logo

2
4lp'

/l(i + lpl'):

Podemos agora dar uma interpretação geométrica da curvatura Gaussiana em
termos de área. sobre a esfera unitária através da aplicação normal de Gauss.

Definição 1.5.11 Soam S uma s pe7:/üie de#nÍda pe/a imersão cora/orbe

K : M --+ XÇM) C Ra . De$nimos a curuütwa total d.e S por:

c'(s')

or\de dbl é o elemento de área de
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Sejam (U., Ua,;.) uma coordenada local de M, D C ya uma região C': por
partes de C, a c«r«t«ra total de So = X(,;:(O)) é C(So) = .f/n /TÀ'dud«.

2

Como iÇV- 2lp'l

(i + lpl')'
e

2lp'l ''\' , ,
r.''' y / '-''"''''"-''"'" /,\(i+lp')'

onde (/Á é o elemento de área de S'(1). Então, C'(So) = --Área(Aro).

Área(JV(So)) = dÁ - Nu x No1 dado =

7ti

g= it t'N

Figura 1.17

1.5.2 Resultados Globais sobre Superfícies Mínimas

Na subseção anterior estudamos algumas pioprieclades locais de imersão confor-

me. Agora resumiremos resultados que nos permitirão estudar superfícies mínimas

globalmente, dando-nos uma ferramenta importante na construção de exemplos.

Definição 1.5.12 1) Um c?crua dl#renc áue/ ' = X o a : 10, 1) é c/za7nada

d z;eryenfe, se przra qüa/quer süóco]Üzznfo compacto Q de ]V, erÍsfe fo € 1O, 1) fa/ que

a(t) g Q P«« 1 > 'o.

2) O comprime/zfo da curda a : lO, l) --+ /b/ e' dada por;

«,«p(a) = limf-+l' la'(f) laf
0
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Definição 1.5.13 Uma supe7fz'cie S = X(M) á como/efa, se foda CHrua d ueryerzle

de M, tem comprimento in$nito.

Á representação de lt'eÍersírass local de acordo com 1.26 e 1.29, também podem
ser definidas em termos globais sobre /k/. Já vimos que em 1.23

*;';, -,(i.«..;;:, ,,)'.., .- :,:,;
definem l formas diferenciais holomorfas globalmente em .v, que chamaremos de

@j(z), j = 1, 2, 3,
No club segue

a'(;):-(«'-, d',, @,) -({(i - g:),z, ;(i+ g')q,g,z)

As demonstrações dos dois teoremas abaixo podem ser encontradas, por exemplo
em 1101.

Teorema 1.5.14 Seja v tz-ma t;ar idade RÍemann ana de d;mansão 2 coneza, orient-

ada, completa, com cttrtlatura Gaussiana I': $ ü e cttruatura total C(S) > --m.
Existe lema variedade compacta b'l de dimensão o-, e vln número anito de pontos
Pt,...,/lv sobre ]v, íris qüe JM ó soméfrica a M\ {Pt,....PW}.

Teorema 1.5.15 Sda S üma s pe7fz'c e mínima regzz/ar como/efa, de#lzida por
X : NI --» Ra. Se Q curuaturü total de S é Brita, então triste uma superfície de

Riemanlt compctcta NÍ, um número anito de pontos P\,. . . .PN de M, tal que M é

cora/ormemenle equipa/e7zfe (i À/\ {Pt , P2, . . - , PW}. ,4/ám disso a /unção g : iM ---+ C

se estende meromorficamente sobre M

A função g : il/ --..} C U {oo} é holomorfa. Pelo teorema 1.1.6 g é sobrejetora,

e cada valor de C U {oo} é assumido um número fixo de vezes, digamos m. Este

número é o grau de g.
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Definição 1.5.16 Sela M uma sztpe7fz'cje de RÍemann como/eta coíz/ormemerzfe eguÍ-
ualente Q uma suT)erfície de Riemcin.n compact.a M de género p, menos um número

./ínÍfo de pontos Pi, P2, . . - , /)w. Z)iremos gue M é de gênero p com .V fins.

Sejam FJ := X(Z)j\lPJ}),.j = 1,..., N os fins da imersãoX : M:\ {Pi,..., PW} ---} n3
que define uma superfície completa S = X(A/), onde Z)j \ {PJ } é um disco topológico
de ]v perfurado em .r3, conforme a um disco perfurado de C. Podemos dar um
significado geométrico para as ordens k. dos fins de S. Nesse sentido, temos:

Teorema 1.5.17 Sqa X : /k/ --.} ,F?3 zzma versão co/np/eta, onde Jv á cora/ormem-

ente aqui atente u umu su'perjície compacta menos \Lm número $rtito de paTitaS,ou

sda, Jv á con/ormemenfe equÍoa/ente â @\ {P., P2, . . , f'X}. Se a ap/{cação rzorma/

de Gauss se entende continuamente à Xií, temos:

({) X é imersão própria.

(á{) P«« « 'uáci.«lem.«Ze g««d., }(x(M) n s'(,)) c s'(1), .«d'
S'(,) ll«ll «.isle de N c«« /e.A«d« {'y{,7;,. . .,7&} {m.«
em S'(1).

(ííi) Quando r -} oo, "y; corzuerye C'i â zzma geodésica com mu/Z p/{cidade em S2(1).

({o) Se X á izrna imersão mz'mima, íz corzoeryérzcía desci la no úem ({!i) á de c/asse C'"

Demonstração: ver l41 pag. 88

Proposição 1.5.18 Sda S = X(&/) uma sape71/}'cie mz'mima como/eta em ©3. Então

" «««f«« lol«/ d. S á d«d. P«. C'(S) g««(g), o« C'(S)

Teorema 1.5.19 ÍJorye-A4eeÉs-Gac#sZãlfer9 Sqa S arda sttpe7:/i'cie mz'mima como/e-

La do Ra com género p, cur«üt-'ra total finita CtS), de$nid., 'pela. imersão

X : JW\ÍPt,..., Pw} ----> m'. Soam .1% os./irás de X, associados a PJ, .j = 1,2,..., iV

e F! = }F, n s'(r) c S'(1), com« no fe«'m« 1.5.17, «««ryind. C'" p«" «
geodésica 'li de S'z(\) com multiplicidade k., quando r tende para o in$nito. Então
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(i) C'(S) = 2a(X -- )ll:=:: k.) ou eqü t,a/ente«benze 2m :

or\de m é o grau de g e X

ii) Fi é merg\tlhctdo se, e somente se k. = \. Isto é, CÇS)
os $ns da imersão são mergltlha,dos.

2p 2 + E=;.(A, + i),

2«(X- N) ; Ó

Demonstração: ver li31 ou l81

Apoia se m., '.' = 1, . . . , ]V são as ordens dos polos de 77(z) = /(z)dz em PJ, temos

a proposição:

Proposição 1.5.20 Sela /Ç am ./ím correspondente â PJ, J = 1,...,Ar, da versão
{ de u na s\Lperfície ínínimu completa S de curvatura total jir\ita. Se (.g,TI) é uma

representação (le \\re.ierstrass de S, tal que rtpi) -- Q, temos qlte Fi é mergulha,da se,

e somente se ll tewt tEmI pato de ordem. o- em Pi. Em geral se TI tem zm polo de ordem

m. ? 2 erra Pj, erzlão k. = m. -- l.

Demonstração: ver l41

O teorema (lue enunciaiemos abaixo contém os passos fundamentais, os quais
seguirei, para a demonstração de existência dos exemplos de superfícies mínimas
contidas neste trabalho

Teorema 1.5.21 rTeorema de Htzóer-OssermanJ Sopre tina s«pe7:/}'cje de Rjemanrz

compacta NI de gêttero p, sejam g uma junção mel'omorfa e 'q ILHA diferencial me-

romorfa. Sejam Pt,Pa,....PN -pontos de M e N,i conlormemente eqxiuülente Q

M \ {P- , P2, . . - , Pw} .

Sejam ÓI.ÓI, Ós diferenciais holomorfas sobre M de$íti.das por:

é--;(i-g'),z, #':+g'),z, d',-g?
e a /unção X = (zl,z2,z3) : /W ---> n', onde

z.f = Re-l/ éjl-, .j= 1,2,3, zo,zC A/, ;o./içado
Z

0

e
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Então, se as condições ci, c2, c3 e c4 aóa{.ro são ue7'1Wcadas, X tí uma imersão
mínima completa em IR3 de umcl superfície de gêl-Lera p e N Pns com CKruatu,ra lota\

$nitü. Sob estas condições o par Çg, n) é cl\a-nado -rel)resentctção de \Vele-rstrass dü
tmeTsao.

.x (;) Re rlo «o« ,.*.l /'' ;o -.-«n«
zo '

,Re c'« (1.34)

t.cà TI é hotontorfa em M. Os zeros de n em NI coincidem com os Fotos de g em
\4. Além di.sso. P C N'í é um polo de ordem nt de g se e somente se P é um zero de

ordem 2m í/c l/

Çc2] Se a é tulha cul'ua fechada em Nt e não t.riuiat r\u hoTnotogia de Nií, então
Re{.L @j} = 0. V.j = 1,2, 3.

\.ca] Os res-td\tos de 4)i e-m, PK são reais, isto é,
Res(Ój,/:k) C a V.j = 1,2,3 e Ê = 1,2, .. . ,/V. Oü eqizãua/CRIem.ente,

R«(gq;Pk) C n . R..(,7,&) + R«(g'?;Pk) 0

t.c4) Toda curva divergente 'X em M possui comprimento in$Ttito. Como a métrica, é

a.'- l;o+i l i«il , ;. --/a; '.«.«

- L-. -\J.z,('y /l(i + Igl')la
7
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(l:apítulo 2

Superfície Mínima de
Chen Gackstãtter de Género l

Neste capítulo será demonstrado que existe uma superfície mínima completa do
Z?3 com género um e curvatura total finita --8a. Na primeira seção exporemos re-
sultados importantes. usados no decorrer na demonstração do teorema principal do

capítulo, enunciado na segunda seção.

2.1 Fórmulas de p e ( no quadrado lO,l,l+{,íl

Lema 2.1.1 No paralelogram.o .fundamerttat periódico F mais simétrico possível o

q««d«d. d. «é«Zic« 10, 1, 1 + i,{l, « /u«çõe' p(,) . ((;) .ão d«d« «p/{cif«m.«le
por

-.;, - S* ..E,, {ü;bw
( m .n)#(O ,O )

{F,La*®h*Mh}

-h}
e

E
lm,n)eZ2

( m ,n)#(O .O )

Vatetn as sega,ii\tes igualdades:

l((;)
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(j) P(1/2) + P(i/2) ei + e3 = 0 ::> ei = --e3 C #?

({á) .:

(ái{) g2 = 4ei2 > 0

({«) P'(;)' ;)(Ío'(,) .:')

(«) P"(;) (;) - !g,

Demonstração:

Para provar o item (í), vamos calcular ÉO(1/2) e S)(i/2). Primeiro

,,O/ -alia,+:llO/:-m
l

jm + «i)'

*:{ .: . :.= * «:,,, - Mh}
Agora,

,,0/n - oip-'"àllo/:- (m+«U: ' 0«"d l

*={.: :.;*«,,,, ®h}
- ;'.: -'«+«»'''c-" «o}

''" :l l o - ,(-'« + «D, '''" Rã-;@}

cuja soma (lue aqui aparece, difere da soma de p(1/2) somente na ordem de seus
termos. Como estas séries são absolutemente convergentes, fazendo um rearranjo dos

termos, to' = --;m + n para w - m + ín, não alterámos o valor da soma

Segue que p(í/2) = --p(1/2), logo p(1/2) + 8)(i/2) = ei + e3 = 0

w#0 (1 - 2(-im + «))' (-im + «)'
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(áí) Pelo item (;) do corolário 1.4.13, ei +e2+e3 = 0, então usando ({) temos e2

Como g3/4 = ei.e2.e3. então g3 = 0.

(ii{) Do item ({i) do corolário 1.4.13, temos el.e2 + e2.e3 + ei.e3 = --g2/4, usando

({), e3= --ei, --e?= g2/4:> g2 =4e?>0.

({«) Vim.s q«e

s,''( ; ) 4(p(;) - e-)(p(;) - .,)(io(,) - .3)

4(p(;) - e-)(p(;) - ..)p(;)
4lp(,) .:)(p(;)+.-)p(,)(;) -.:')p(;)
4S,(;)(P'(;) g,/4) 4P'(;) g,)

(u) De 1.13, temos

S "(z) = 6 +6G. +60G6z2 +

e de 1.12, segue
+ 3(;4Z2 + 5(J 6;4 +

Logo,

6S)2 -- ;g2 = .: + 6G4 + 60G6;2 +

Lema 2.1.2 Para /odo ; C r' como no /ema 2.1.1, 1e7rlos

(i) 8:'(z {) s,(;-{) 2.et -16.ef.:ll$g
(ii) Í(({;)

(jã{) (1(1/2) ((i/2)

(í«) ((if) - uiü

Demonstração:
Para provar (i), usaremos a fórmula da adição para p(;),

-b -- ;a + ~u -- ,>a - : llEl-. , wl ' . (2.1)
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Substituindo zo 1/2 em 2.1, temos

#l'+ P(;)+ P ;)
+ p(,) + e- [Jnl'

P''(.)
4(P(;) - .:)'+ P(.)+.

Pelo item ({u) clo Lema 2.1.1, temos

;,(; {) * ,',,* - --'.,(P'(;) - .-')

Donde segue,
}) * ~ ;,*.- - «',,

P(;) + .-
P(,) - .-

iX p(,).: + .f
2./ P(,) - .-

.{/2 em 2.1,:0

(2.2)

Apoia substituindo

1"(:1 i: ;l(---X)l ' - ~u

«õgfi!;a - -n - .;

' '@(z 'X$0 '-'-@U--.D
P(,)(ÉO(;) .:) (P:(;) -- .::)

P(;) + .

p:(,)-p(,).: p'(;)+.-' ':'-p(,)e-
P(;) + .- P(,) + .

.:: - p(,)e:
P(,)+.

Z

''k' ' ã, (2.3)

Então, de 2.2 e 2.3, temos

- (; - ;) - « (; - i) - :« - ':ã# * 'bl:J - ,«
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.:(p(,)+.:y +.:(p(,) ':y - 2':(p'(,) - .:')
(P(;) - .-)(P(,) + .:)

2elp2(z) + 2et3 -- 2etp2(z)+ 2ei3 4ei3

P'(;) - .:' P'(,) - .:'

p'(.l
4P(;)

({{) De

«', - ; * :l {;-L -- 1 -- 3}
Obtemos,

''.:,, -i *E{ ;L *i *3}w#0 '' «'J

'':;,-;*:l;e@ à*HB}-{.« ' ( i):.wj

.':;, -; *:l; =a -4 * rb}
«:;, - -' l! *={ ;:&« * :L *úll

Por um rearranjo nos termos da soma em zm para w, temos que ((iz)
logo á((j,)

-i((,),

(ii{) Como l?- = ((wt/2) e ,72 = ((w2/2), fazendo z = 1/2 em (ii), i<1(i/2) = ((1/2)
e sabendo que i7tw2 772tot = nl, e como tol :: l e to2 :: {, temos que

l
2

n'z ::+
«; : :. (;:

T

9

Portanto,

. ({) - :. ({)
(i«) Co«-o,

( (,-- '?) - ( (; T') --,( (T-) .
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( (, -- '?) - ( (,
= ]T, respectivamente, na primeira e segunda equação acimaPondo.

Temos

u,'?
2

'(T*T) -'(T)*'(T) * '(V

2.2 Exemplo de Chen--Gackstãtter de gênero l

Do teorema 1.1.4 segue que qualquer superfície de Riemann compacta de gênero

1, pode ser representada, a menos de equivalência conforme, por C/L(1,7') onde
r C r'iv (lue clenotaremos poi R(t,.-). Quando r = i, o paralelogramo fundamental,

r', é simplesmente o quadrado de vértices 10, 1, 1 + i,il, portanto, a superfície de
Riemann mais simétrica de gênero l é R(t,i)'

A idéia da construção que será feita no teorema abaixo, consiste em construir
uma supeifí(ie mínima S, completa, com curvatura total finita, conformemente equi-

valente a uma superfície de Riemann compacta menos um ponto, R(i,i) \ {0}. Para
tal usaremos a teoria das funções elípticas abordada no capítulo l e o teorema 1.5.21.

Quando o valor absoluto da culvatuia total de uma superfície é grande, sua geo-

metria se torna difícil. Logo, é interessante construir exemplos com IC(S)l tão
pequeno quanto possível para gênero p fixo.

A formula
/v

C'(S) - 2T(2 - 2P - v - >, A,)
u=l

do teorema 1.5.19, nos dá algumas informações:
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r) h q í' t'xfn r' n n c .

(1) Osserman em j101. classificou as superfícies, Catenóide e Enneper, como as únicas
superfícies mínimas completas orientadas de curvatura total --4a.

l2) Em jlCI, Francisco J. López classificou totalmente as superfícies mínimas com-
pletas orientadas, com curvatura total --8n. N'tais precisamente se S tem as pro-
priedades acima, então S é uma das seguintes superfícies: Um plano, um Catenóide,

a superfície de Enneper, as superfícies descritas em j161 nos teoremas 3, 4, 5 e 6
(superfícies mínimas de gênero 0 e curvatura. total --8n) ou a Superfície de Chen
Gackstãttcr dada no teorema 2.2.1 abaixo.

(3) Ainda em j161, López provou que a superfície de Chen Gackstãtter dada no teo-
rema 2.2.1 abaixo, é a única superfície mínima completa, orientada, de gênero l e
com curvatura total 8n.

(4) No capítulo 3 deste trabalho, trataremos do segundo exemplo de Clhen Gackstãtter,
que é uma superfície mínima de gênero 2, completa, orientada com curvatura total

--12n, com um fim do tipo Enneper. López, À'lartín e Roclríguez em j171 provaram
que esta superfície é única.

(5) Richard NI. Schoen, provou em 1221 nas proposições l e teorema 3, que se S é
uma superfície mínima completa do .F?3, com curvatura total finita e com 2 fins mer-

gulhados, então S' é o catenóide, ou um par de planos paralelos.
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c(s) P V k, CI n q c;G r n .- ã - Existência

--4a' 0
l bi = 3 superfície de Enneper

somente essas
2 &i = k2 = l Catenóide

--8a' l
l ki = 3 tipo Enneper com uma alça existe

2 &i = h2 = l tipo Catenóide com uma alça não existe

12a' 2

l bi = 3 tipo Enneper com duas alças existe

2 &: = A: = l tipo Catenóide com duas alças não existe

           
-4(P + l)« P

l   tipo Enneper com p alças existe

2 üi = ke = l tipo Catenóide cona p alças nao existe



(6) E possível construir um exemplo do tipo Ennepei com mais de duas alças, emer-
gindo em X?3 uma superfície de Riemann hiperelíptica menos um ponto?.

No caso p = 3 a resposta é afirmativa e a solução do problema se encontra em l61, e

para p > 3 ver j2SI.

(7) Seria interessante construir uma superfície mínima completa mergulhada de gênero l

Celso Costa mostrou em l3j que existe uma constante C' = 2el «2;i tal que a escolha

para o par (g,77), com g = S e 77 = pdz é a representação de Weierstrass de uma
superfícies mínima completa S de gênero l com curvatura total C'(S) = --12a em
Z?3, com três fins mergulhados. Hoffman e N'leeks em j121 deram uma prova analítica

de que tal superfície é mergulhada

Teorema 2.2.1 rChen C7acÃsZdffer /J Ezásle uma supera/}cÍe mÍhÍma como/efa

S' = .X(R(i,i)) com gérzero p = 1, caruatura fofa/ ./inila C'(S) = --8r, llm ./im de

ordem l\, a qual é lma superfície de tipo Enl-tecer com uma alça, onde:

R(i,í) = R(i,i) \ {0}

o(;) - Á€8,

,7(;) ,)d;

nem on s t. ra rã n

Precisamos provar que o par (g, 77) é a representação de lreÍerslrass de uma imersão,

X = (zl,z2, z3) : R(i,i) R(i,f) \ {0} --.> Z?3

com as propriedades exigidas. Para isso mostraremos que o par (g,77) satisfaz as
condições cl,c2,c3 e c4 do Teorema 1.5.21
Demonstração de ci
Pela definição de p(z) já vimos que seus polos de ordem 2 pertencem ao reticulado

Z,(l,i). Porém, em R(i,i) ' R(i,i) \ {0}, go(z) é holomorfa em todos os pontos, pois
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neste caso estão fora as singularidades: 0, 1, 1 + i, i. Logo, 77 = 2p(z)dz é holomorfa

em R(i,{) Vqa figura 2.1

i+l

,:
1/2

Figura 2.1

Agora do lema(2.1.1) item(ií), temos que io(ly) = e2 = 0, e então z. =(1+á)/2
é um zero duplo de ÉO, já que p'(J-ji) = e2 = 0. Como a soma das ordens dos zeros
menos a soma clãs ordens dos polos é igual a zero, e o único polo em R(t,i) \ {0} é o

zero, concluímos que :o = (1 + {)/2 é o único zero duplo de 77 = 2p(z)dz em R(i,i)-

Por outro lado. g = .il;lC# é uma função elíptica em Z(l,i) e tem um polo simples
em R(i,Í), pois em zo = (1 + i)/2, p' assume um zero simples e p um zero duplo.
Portanto ;o é um polo simples de g. Segue que cl é satisfeita.

Antes de mostrar c2, observemos a seguinte tabela

Em z = 0, p tem um polo de ordem 2, então 77 tem um polo de ordem 2 e g
tem um polo simples, pois p' tem um polo de ordem 3. E é fácil ver que g e v7 tem
os valores dados na quarta e quinta coluna da tabela.

Observamos que a função meromorfa g : R(i,i) '''} C, estende-se holomorâca-
mente para g : R(t.i) '"} C«, e o seu grau é dois 2. Para provar isto basta usar
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,z = 2p(;l ; 002 02 2ei --2ei

      0 0

S
fim de ordem

ki=3
ponto

regular
ponto
regular

ponto
iegulai-



o fato de que toda função elíptica de grau 2, assume qualquer valor duas vezes no
paralelogramo fundamental e que o grau de uma função elíptica é a soma das ordens

de seus polos (ou zeros) em R(i,{)-

Obser't'e na tabela acima, que os polos simples de g são z = 0 e z = -.T-. Logo
grau(g) = 2 e C(S)= --4n - grau(g) = --8n.

Da fórmula de Jorre-À/leeks

C'(S) = 2n'

pala ]V 1. p = 1 e \ 2 2p - iV = -1, temos

8« = 2n(--l - hi) e então,

Logo o fim não é mergulhado

l)pnl nla ct rn rân d p r'- '

Precisamos iiiostrar (lue se a : 10, 11 ---> C é uma curva fechada em R(i,Í) e não

trivial na horllologia de 'R(i,i) (i.e. a não é hoínotópica a zero), então Re {/a @j} = 0,
VJ - 1,2, 3
Usando as fórmulas de Weieistrass;

Í ó. -g'),7
'l ó, +g:),7

com z7 = 2Sid: e g :: .4iã , podemos expressar Ói , @i, Ó3 em termos de p, p', p" e g2.

' r

,.le.
P

2

a; - pli

Pelos ítems(iu) e(u) do lema(2.1.1), p'' = 4p(p' -- ei'), p" = 6p'

- (' - «'";'D) ', - - (: - «''t/) ';

(, (':': -D)d', m:; «'-T ''"n«, '

g,

'éi
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'#l

'É2

'é3

,--''(';*ê« ;«»'; -(«-;«'-"*;''«)';

{:, (: * *'$) '; - ,« (: * «'-'Q=@) ';

1,-*'''-(«'-}«»'; -(:-*:«''(e*i«-:"l
1;-*«''í -:â««') '; -(:,* il«'.,«- {«'«) ',

dz

dz dz

2,.4ga; 2ÁP'd

Sejam o..3 : 10.11 ---> C curvas, definidas por: '-(f) = { + t, t C 10,11 e
#(f) = ! +;f. / C 10. 11, cujas imagens pela projeção está.o em R(i.{) São duas curvas

fechadas em R(i. ) e não triviais na homologia de R(i,í) vqa figura 2.2. Já que R(i,i) e
homeomo-fo a .S'' x S't e como o grupo fundam.-.tal «-(S' x S:) = «1(S:) © «l(S:) =
Z; a) Z:, temos =i(R(i.i)) = Z: © Z:, pois nl é um invariante topológico. Além disso,
Hi(R(i,l)) = ai(R(t.i))/l,l , onde 1,1 é o comutador de nl que neste caso é abeliano.

Logo, Hi(R(i,.)) = ni(R(i,i)) = Z © Z:. Portanto, toda curva fechada ' em a(i,i) é
gerado poi {c}. .3}. Então, o período de ' fica completamente determinado calculando

os períodos de a e.d. pois

@j(z)+n/ Ó.f(z), onde .j=1,2,3 e m,nCZ

Figura 2.2
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Vamos calcular agora o primeiro perído de Ói em R(i.í)

@:(
a'

é:(

)- c (-- ;"'-"* ;«'.,)';

)- P(;)d;
(} : JP"(.)ú.-tiAag, lú;

- ;Á' [p'u]]:làl + ;,4'g, [.] l&i
n

Í.'i' lp'(;)li'''' + i.'l'g, l;l {+'
0 2 .) 2

-1-«4 làl

- [((;)]i*:
2

Então

(Í* ) -.({:
Como, É,'(i/2 + 1) = S,'(i/2) = 0, então

9
Z=,4' +1
23 - «' (i)) *{«',, ({ {)

@- (. )(}
Z

(

2

32

Usando a fórrliula

(

>-- «o-.u --:' (T-), «.,; ;

:.:-., .(i) '(á*::
item (íii) do lema 2.1.2, temos

Z

: ã e ""l

-:. (;)
1,

. (i
Agora usando o

. (:) T

Logo,

.l+-U- -F'!Aa,,
primeiro período se anula se, e só se,A parte real do

«. {/ *: }

Logo,

0+ --« +l;('' --Z'')g, =0, onde Á=a+ib, a,bCn

(2.4)

porque, g2 > 0
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gundo pendão de Pi:

{@:H - - 1«41Íllàl ;.4: [p' ]Íll&l + ;.,I' , [,]glãl

- - [«4]i'''' - âÁ' [p'Hjl:-'-' + ;'!'g, [;]?''
c *: - -.({ * :) * .(;) - ;':(-'(; * :) - -'(;l

*.(;) -;''(,'
- -(l; +'l +(

Usando a fórmula ((z + to2) = (1(:) + 2((T-), e fazendo z = { e to2 :

- ' (;) * ,.. ({) : ' (;) - ' (; * ::
Pel. item({i) e(iíi) 'lo lem«2, seg«e-se (({) -- (({+{) = 2{.{ :
Portanto,

Cálculo do se

i, temos

T.Z

@-(;) ;(«' b: +2«bÍ)g,

«'{/* } - -;«.'.., -. - «.'-.

Se a = 0, então da equação (2.4) temos --b2 = 3n/2g2 > 0, absurdo
Logo b = 0, então Á = a e .4 := :LV/3a/2g2.

Similarmente podemos calcular os períodos de é2:

*,-.Í(:«*;;''," ;:«'«)'.

- -{ [«4]Í''': + :í,4' [p']Í''': ,4'., [;]Í''''

. ({)
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'É2 : ; (' ({) -.(á* :
- -,:; :;":., - «:-:'.:.., -

l .\ /l
Ç( k.ã 'F'J

:i)
Z

.27ri

0

'#2
P

+« «j)+«

Portanto

«. {/ *,] «.{/*:} - .

Por tlltimo. calculamos os períodos de é3

'É3 I'ZAp'Ç;)a; - 'ZA
P' ( ;)d; 2.'1PU =Íàl 2.'1 ip(,)lÍ'''

2

,'l« ({*:) - « (i)l - :« (, (á) - -(;)
:-'.,.;"!*' - :'(~(; -- :) - :«(,(;l

Usei aqui o fato de 8) ser elíptica com períodos primitivos zoi = 1 e toi =i
Portanto.

«.{/*;';} - «.{ /*,';} - .
O que prova cz.

Demonstração de c3

Para demonstrar c3, precisamos mostrar que o resíduo de éj em Pt = 0 é real. Em
símbolos Res(@j;0) C m V.j = 1,2,3, ou equivalentemente:

R«(g?; 0) = R..(g./'d;; 0) R«(@,; 0) C n e R«(/d;;0) + R..(g'/d,;0)
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Sendo ,7 = ./dz = 2ÉO(z)dz, temos

R..(g./d;; 0) Re'(2.Ap'(;)d;;0) R«(p'(;)d,; 0).

Mas, io'(z) é uma função elíptica, logo a soma de seus resíduos em R(i,Í) é igual a
zero. Como o único polo de ./'dz, g./'dz e g2.fdz em R(l, i) é o zero, temos

r r

EEE

R«(g./'d;; 0)

Pelo mesmo argumento, segue

Rcs(./d=; 0) = 2Ees(p(z)dz; 01 = 0 ::> Res(./dz; 0) = ü = 0.

Por último, usando o item (it;) do lema 2.1.2

.'.f./; - '.,H4:1l:)a; - :'*:-i;iã-a; - ;-+':gh'm - .:0a,
g'/d: = 8Á'(S)'(:) el')dz. Logo, g'./' é uma função elíptica e, Res(g2/dz;0) = 0,
pelo argumento acima. Portanto, temos c3

Deinonstraçao de c4:

Queremos mostrar (lue toda curva ' : 10, 1) vergente em R(i,í), possui com-
primento infinito. Feito isso a imersão .X' : R(t.i) '''} 'f?3 que defini S é completa.

Seja (/s = {1./'1(l + Igl')ldzl = Àldzl a métrica induzida por X. Vamos mostrar que

comzp("Í) = 1 ds
7

1l.fl(i + Igl')la.l
1 '

Àla;l
l

A fim de que ' seja divergente em R(í,i), então limo-t- '7(1) = 0. Agora como ./' tem

um polo cle ordem 2 em z = 0 e g tem um polo simples em z = 0, então /(l + g2)
tem um polo de ordem 4 em z = 0. Portanto na vizinhança B.(0) de zero, esta

função pode ser escrita como, 3-/z(z), onde /z(z) é holomorfa em .B.(0) e À(0) # 0.
alas, os zeros de uma função holomorfa são isolados, então existe cl < c, de modo

que /z(z) # 0, Vz C B..(0). E possível encontrar uma constante À/ > 0 tal que
IA(z)l ? À/, Vz C Z?.. (0). Consideremos 'llt.,i) C B.:(0). tí > 0, em outras palavras

é a parte de I' que cai dentro de B.. (0)
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Figura 2.3

Obviamente

««-p('v) > "mp('ylt,..D) - ./i., . l;i./'l(t + lpl')la;l / ÍIÍ/(i +p')lla;

«mp('7)2/l.. ., : IA(')lla'l

como('y) ? .V7
'y[ ti , i)

Seja ío € 1ti, 1) o primeiro valor cle t, tal que '(to) C B.., escrevemos 7(to)
tf -} I', '(Zi) = (

«,.., : { }e.[ i'; - '; !u ]-Ú]]

como(7) ? # !im r:L

0

0

Ço e

-:dzllm
(-+0
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Ein j211 K. Sala esboça o gráfico da superfície descrita no teorema acima, e usando

o so@luare matÀematÍca 3.0 ver j101 construímos esse gráfico.
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Capítulo 3

Superfície Mínima de
Chen Gackstãtter de Género 2

Neste capítulo falemos inicialmente uma adaptação à linguagem hiperelíptica da

representação (le \Veierstrass exibida no capítulo 2. E usando a teoria de superfícies

de Riemann de funções algébricas, demonstraremos que existe uma superfície mínima

completa de gêiteio 2 e curvatura total finita --12a do ,F?3

3.1 Adaptação à Linguagem ]liperelíptica do Exem-

plo de gênero l

Para determinar uma superfície mínima com gênero p > 1 é natural iniciar

com uma superfície de Riemann hiperelíptica R, a qual é realizada por uma função
algébrica. Para ter uma idéia melhor do que falemos é interessante adaptar o teorema

2.2.1 à essa linguagem, veja figura 3.1 e as considerações a seguir.
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Plano-- ( plano z
PP

1/2

Figura 3.1

onde a parte pontilhada de /7, significa (lue pertence a folha ll da superfície de Rie
mann compacta R, a qual é realizada pela função algébrica

«,(.) :

Da e(luação diferencial de p dada em 1.15, temos (lue p'(O, satisfaz a equação

algébrica,

lw(P(0)12 = 4ÉO(0(P(0 - .-)(P(0 + '-))

Pondo, z = S)(('), (/: = p'(Oa(, de 3.1, segue

(3.1)

«,'(;) ; - .-)(, + .:). (3.2)

Logo, d( = ;;ihd: = ifÍb, e portanto, temos g(O e v7(O - ./'(Oa( como função de

«(,)

corresponde a ã(z) - Á ' --------;--

q(0 2p(0d( corresponde a ã(z)
z.dz

onde i7(z) é uma diferencial abeliana sobre R; R é homeomorfo ao toro, e {â,/i}
forma uma base para sua homologia, veja figura 3.2 abaixo.
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Figura 3.2

3.2 Exemplo de Chen--Gackstãtter de gênero 2

O exemplo de Chen Gackstãtter de uma superfície mínima completa em Z?3, de

gênero 2, consiste na imersão em Z?3 de uma superfície de Riemann compacta, da

função algébrica: to(z) = vz(z' a')(z' --b'), onde a,b C m, 0 < a < b, menos

um ponto. Xlais precisamente, temos:

Teorema 3.2.1 EzisZe üma supe7fz'cáe mínima como/efa S do .P?3 com género 2, cur-

da,tu.rn total jinit« CtS) = -\2v e um único $m de ordem 3. Esta su'perfÍcie é

do tipo Enneper com altas alças. Ela é Q imersão (la superfície de Riemann R, da
função algébrica,

«,(;) := .,/;(;' -- «')(,' -- b'),

menos ILm ponto de lami$cação corresponder\te ao in$nito.
Weierstrass de S é dada por:

l «H - z'dg%

l «(,) -

4 representação de

«(,J

onde a. b e B são constantes reais convenientes satis.fazendo, Q < a < b e 0 < B
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Antes de começar a demonstração do teorema acima, precisamos de alguns resul.
Lados obtidos nos lemas a seguir.

Seja R a superfície de Riemann da função algébrica:

w(,)= 1;(;'--':)*(,'--ó')l::Ü, o«de «,Z,Cn, 0<.<b, e kCZ.t

Temos o lema

Lema 3.2.2 Sda«z Ói(z) e @2(z) di#renciajs meromor/as sobre uma sztper:/üie de
Riemann compacta R, de$nidas por:

: l [;''' -:l?;l.l,-.ot:' . ,, .,, .n:d«-.nl'h l '
onde a, ó e B são conslanles reais conuenienfes saf s/a:ando, 0 < a < b e 0 < B

Então Datem as seguintes igualdades:

,('' -- z'') l;(,' -- .')'(,' -- ó')IÜ'
dz

Z

2

é:(,)

é, (;)

l.i) l $.(:)
cl

'Ó,(z) = 0, Vz C c: : z =cei', t C l0,2nl, quandoc --l0
cl

Ó,(,) c, : ; = «+c.;', Z C l-«',«'l, q«-d.c --> 0

@,(,) .b+cei', ! C l0,2al, quandoc --} 0

é:(;) -a+cei', f C l--a, al, quando c --} 0

Vz C I'i - a+cef', t C j--7r, 3zl, quando c -+ 0

«'' j,..*,:'- j,,*.":'
(«w .L ó-Q .[ ó,

0, Vz C I', b+cei', f C l0,4nl, quando c --> 0

0, V z C I'3 -a+ceÍ', í C l--a,3nl, quando c --} 0
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(oÍi{)/ é.(z)=/ ó,(z)=0, VzCI'.:z=ce:', tCl0,4al, qaarzdoc-+0

O.«d,e «s cu««; '~.',.'' ' '. p"''''""" somente « «m« d« j folk«;

C\tj--b,--«lul0,«lula,w)},.j = 1,2,. .. ,h+l, de-«(;) = 1;(,' -- «')*(,' -- ó')lm ,
com k inteiro positivo. usadas rta construção de R, e o argltmento de cada ramo de

«,(,) «' p«I' '«p.,{., '« «,te' d- ./b/Ã« .j, é ÍH-. J' " '«. r:,F,, F,
passam por d\tas das k -} \ folhas de \oÇz).

I'4 I'4

l)ernonstraçao:

Provaremos (lue l.rçi,i(:)l --} 0 e l.f @2(z)l --} 0, para todo z nas condições dos oito

itens acima. De um modo geral, para cada ramo de tu(z), valem as desigualdades:

eÍV l*(;: - «')'(*' - ó')l:h
;(;' - Ó')

+ -- / .,. '('' -z'') . la.l $
' 2 J eêgj;(.'-«')*(,'-b')IÜI'

&

a;l (3.3)
z: -- a' l

,l(l,' - ó' l) *l.,l--Ç ; (l;' - ó'l)
( ;' «'1)

l

ó-(;) $ i la,l+

Como 0 < a < b

" ';, .;/ IHgh41* ', *Ç/ IWlqRl*
(i) Seja c $ a/2 e cl = ceÍ', t C 10, 2nl, como na figura 3.3 abaixo,

CC3

0a

Figura 3.3
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Logo,

.'-u ' l:/. Ih.'u;''ül i';l-'-ç/. lqoq -'-'ol i',i

[.*.';, ' {/.[Ú#hl* ', *Ç/.[WnRl* '.
Substituindo acima 1;1 = c e ldzl = cdt, temos

cl

/ -'-u $ ã lit-ç.alü.

[.*-.,, .{]=1*
. [lU] * /'' .'.

* * ,, [E3] * .*} «

Assim.

Portanto, fazendo c --> 0, implica l./' él(z)l --} 0. Também l.r Ó2(z)l --> 0. para todo
z C ci e c --} 0, já que vale novamente a desigualdade 3.3, com Ó2 no lugar de éi.
li{) Sejam c $ 1:?, 1; al = c e c2 : z = a +ce:', f C l--n,nl . Além disso, valem

as desigulades:

a + 2al ? 2a l «1 e lz + al $ 2a + lz -- a

1. - « + (ó+ «)l ? (ó+ «) - l* al e + ól 5; (b + a) + l; - «

1, - ól « - (b «)l ? (ó - .) - l; «1 e lz z,i $ (ó - .) + l; - .l

zl -a+«12«-1;-.1 e l;l$«+1;-«1
Usando-as na inequação 3.3 temos,

/ «..;.l . ! / r
y" "''"'l -: á y., llà - ii; - l; lllZi+.) - 1; - al)((b-.) l l ;i+

. B' r r(1; «1+«)(1;-«1+(ó+«))(l;-«l+(ó-«))
' 2 /., l (2« - 1, «1)1,- '1
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:: l -o...-ÍS-o«'-.)-41 '/.'*-.-
(c + ")(c+(Z'+ "))('+(Z' - '))] m. /" dt

(2« - .).

k

Ó:(;)
c2

Íl-'-n sll(..4«.--l:;-d«' .)

..... .: lk + dk -- llJ- "nk -* @al:''.*'} «
Atola fazendo, c --} 0 na expressão acima resulta, 1/., @l(z)l -+ 0, assim como

.L 'ê2(z) --} 0, com c --> 0, usando os mesmo tipo de cálculo. A demonstração dos
itens(;ÍI) e(iu) é análoga a do item(íi).
(u) Seja I'i = 1'{ UI'i'', onde I'{(linha cheia) e I':j''(linha pontilhada) são as
partes dc I'i que pertencem respectivamente às folhas j e .j -- 1, indicadas na figura
3.4 abaixo.

I'3 I'2I'i4
'- q --...

\ \/

\ /

// \\ //./\.
'-+ + .'P'h= . .-PP

Figura 3.4

Então

' +-Q .L ó* .L\-.ó:w .

{ ;(;' - z'')
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'T /{ .H [;b' --«0'b' - .D]d'' ' ''
! / .''çp' l,p'-«0*P'-+T»f ',
2 Jr!-- ;(;' - b')

y. f :('' - u') .i,
2 J-l-- W l;(,, - «')*(,' - z,')ld':

+

Ó-(;)
l

r
l

* ;/:-

;./: k''-"'' '''l:'

: /: [;P'-'0*P'-.D]Ü. I''l--

[,p' 'o]q l.,i +

<

+

(3.4)

,(z'--Z'') r la,
1;(;' - «')*(;' - ó')lm

Pela inequação 3.3 e item (íi), usadas em 3.4 temos IJr. ÓI(z)l --} 0 , quando c -+ 0.
E com «m cálc«lo semelhante se pro- os íte«s («i), («ã{) e («ii{). n
Observações:
(1) Note que (quando A = 1, então R é uma superfície de Riemann compacta de gênero

2, hiperelíptica e .j = 1, 2, isto é, temos duas folhas, C \ {l--ó, --al U lO,al U ló, oo)},
da função algébrica «,(z) = V'z(z' -- a')(z' -- Z,').

(2) Ainda quando k = 1, as expressões de éi e Ó2 são dadas por:

! IU' - "0 - a',P' -;WI ',
2 l v';(;' - «')(,' - z'') J

{ l P' - «0 + a';>' -+D l ',
2 l «;(;: - «')(;' - z'') J

é:(.)

é,(,)
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Lema 3.2.3 Sela 1 < b < oo, então t;a/em as segtzántes designa/dados;

m ÕÍ-i'lliÍ:'a $ iÕ":-D' ;. o $ - si
M n-'-l:;xó'l"-''z ;. '$,$:
(iiá)(l+z)(Ó+l+z)$2b, se 0 $#$b--l

Od õ-4';li':a?à, .. o$"5;ó-i

Dem o n s t. ra rã o -

(i) Bastaobser~'ar q--e se 0$ ;« 5; 1, então(l+z) $2,(b+a) ?b e(b--z) ? b
({í) Notemosq«e,(2-;«) $2,(b- l+z) ?(Z,- 1) e(b+l-z) ?b
(áíi) Usando o mesmo tipo de argumento dos itens anteriores, segue

jl+z)(ó+ l +z) <(1 +z)(b+ 1+ #) . ó+ l+z < 262+#
(iu) Segue de

l

l?t ? > 1? .
ló-- z)(2b--z) ' (b--r)(2b--z)(2b--z)

Lema 3.2.4 Selarrz 1 < b < oo e c 5; 0,21, enlâo ua/em as seguirzfes desagua/dados

(i) (Í 'l'' ?0,81, vo$a$1 e vo<c5;li?a0,23
(ji) 2'+'c 1,21, V0$z$1, V0<c$0,21

(iü) o +"ll.+'+') 2:i, .. o $ " $'
(i«) ,. . '".' .". . $", '.

(l + c - ,)(2 + 2. - «)

(«) -l-l!;g- ?(i,t)~''F:í;, v os
l -t c -- #

#<1 e V 0<c $ 0,21
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Demonstração:

({) Vale a inequação (i:i:;:i8 ? 0,81 «' (!-i:i:=- $ Õ:Ei-, mas (!=t:td - {iE + ib =
l+Í:h5;l+c, pois(l+a)?l. Logo,(l+c)$ : +c$ 19H0,23 implica

l+c+r) / l

l+u = 0,81

({{) Similarmente ao item anterior, podemos facilmente provar t!::if $ 1, 21 + 0 $
€ $ 0, 21.
({i{) Eóbvio, bastaobservarque 1+= 2 1, 2+c+z?2+c e 2+# $2+c.

(iu) D'f't', Ü+c 2.) 2-F-2€--«) '(1+c--z)(2+2c--,) '(l-}.c-,) 'l

(") Val', VÍlig= ? (i,t)\e:F; e' 1,21(c+z) $ iÍÊE '» (l+c-«)(c+z) $ {?i
como,(l+c-«)(c+z)+(c+z)(c ,)=(c+z)+c'-z'(r-a')+
(l+c =)(c+z)Sc'+c+}, poisomáximode #--#', VzCj0,11 é}.
Logo reduzimos o problema em determinar valores de c que satisfaçam a inequação

c' + c + } 5; :lb-. Esses valores para c estão no intervalo (0, 0,3181. Portanto, (u)

vale Vc c (0, 0,211 e 3 C lO, ll

p21/..
.Q 1 .,/0, 3181,3

Figura 3.5

Abaixo começamos a demonstração do teorema 3.2.1
T)nnl nn aí- pn p n

Consideremos primeiramente as duas folhas usadas para construir a superfície de

Riemann concreta R de to(z), veja figura 3.6
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"y4
jota« l .P

a

folha. ll
a

'y2 'y3

Figura 3.6

Homeomorficamente as figuras, 3.7, que se seguem, exprimem esquematicamente a
q 1 + . . , râ''- n r'i 'n n

Figura 3.7

A superfície de Riemann de w(z), é obtida, colando-se em cruz os bordos dos cortes
indicados na figura 3.6. Homeomorficamente fazemos isso sobre as esferas cortadas
C U oo, rotacionando de modo que o bordo + cole com o -- como na figura 3.8
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/o/A.l

a

0
a

b

'y4

Figura 3.8

Figura 3.9

As curvas indicadas por 'h)'y2,'73 e 'y4 nas figuras 3.6 e 3.9, formam uma base
para a homologia de R, que tem gênero p = 2.

Demonstração de cl
No que segue analisaremos o comportamento de g e 77 nas vizinhanças dos pontos

de ramificação; --b,--a,0,a,b e z = oo de tu(z). Seja Eo um ponto regular da
superfície de Riemann R, z : R C U {oo} um sistema de coordenadas tal que
z(Eo) = zo C C U {oo} e zo # --b, --a,0,a,b e oo graficamente a situaçãoé descrita

na figura 3.10
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Figura 3.10

Então, neste caso podemos escolher como coordenadas locais ( = z -- zo.

Logo:

g(O+ ;o) = B.«((+'o)((+;o,:')((+zo,+a)((+zo -Z')((+;o+b)
(( + ;o - «)(( + ;o + «)

Na vizinhança de ( 0, que corresponde a z zo, ã(O é holomorfa

$(o (( + ;o - «)(( + ;o + «) ,,

'((+zo)((+;o-«)((+;o+«)((+;o-b)((+;o+b) '

também na vizinhança de ( = 0 $(O é holomorfa. Portanto, g e 77 o são em zo.
Se z(Pj) = ej, onde ej é um dos pontos de ramificação, distinto do ponto de ra-

mificação correspondente ao infinito, a coordenada local é ç = «z -- ej. Examinemos

o caso em que ej :: --ó. Temos, z = (2 -- b, dz :: 2(d(

Õm - B. ~''«: - q«' - b - d«a - b -'- 4C - @C .
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.«(? -- &)(P -- zi -- ilrõi -- 8 -} à)((í-'iD
((' - b - «)((' - b + «)

Logo &(O, em ( = 0, tem um zelo simples, isto é, g(O tem um zero simples em
--b, pois 0 < a < b. Na vizinhança do mesmo ponto vejamos o que acontece com 77(z),

ãn - -7F
((' - z, - «)((' - b + «)

b)((' - ó - «)((' - b + «)(('
((: - b «)((' - ó + «)

ó)((' - b - «)((' - b + «)(('
2

que é holomorfa em

Se ej = --a , enl e dz = 2(d(. Temos,

&(( ) B.

!al4(Ç -!1l(Ç - 2a)(('- ' - b)((' - «+ ó) e)
Ç

-w/\\ w v/\\ LO l v/

((' - 2«)
((' -- 2a)(' -, ,,

2((' - 2a) ,,

((' «)(('-2«)(('-«-b)(('-«+Ó) '

Então, na vizinhança de ( = 0 &(O e i(O têm respectivamente um polo simples e

um zero de ordem 2. Logo g(z) tem a um polo simples em z = --a e 77(z) um
zero duplo nesse ponto.

Se ej = 0, então z = (2 e dz = 2(d(, logo na vizinhança de ( = 0,

$(o

g(o v('((' + «)((2 - Ó)((' + b)
'' ((' - «)((' + «)

(,«'K'''llfl-lil(---) , e
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l(T-qlgl":} ".í..
'('((' - «)((:+ a)((' - b)((' + b)

((' - «)((' + «) ,,

((' -«)(('+«)((' - z,)((' +z,) '

Logo, ( = 0 é um zero simples de ã(O e um ponto regular de q, por conseguinte

z = 0 é um zero de g(z) e um ponto regular para z7(z).
No caso ej = a, seja ( = «;'='ã, então dz = 2(d(, analogamente ao caso

ej = --a, temos

)

#(o

2

ã(( BV''((' + «)(('+ 2«)(('+ ' - b)((: + .+ b)
((2 + 2«) '

$m - C«P+ dK' + :dK2 + « - Q«' + « -- z0'''

Como 0 < « < b, temos blue em ; = a, g(z) tem um polo simples e q(z) tem um
zelo de ordem 2.

Se ej = b, os cálculos são semelhantes ao caso em que ej = --b. Então em z = b,
g(z) tem um zero simples e ?(z) é regular nesse ponto.

Por último analisemos qual o comportamento de g(z) e 77(z) na vizinhança de
z = oo. A coordenada local do ponto de ramifização ej = oo é ( = :b. Então:

dz = =i#a( e z = P. E portanto,

B«IÇlê- - i;i'i-ÍÜ( $' - 0($ + 0

($' - «)(à + «)
l Bv(i - ('«)(i + Zl:àllí -lizll(i -+ Zlizil

( (1 - ('«)(1 + ('«) '

(1 - (:«)(1 + ('.)
' (''v(1 - ('«)(1+('«)(1 - ('b)(l+(:b)
1 -2(1 - ('«)(1 + ('') .,,
P

a(o

$(o

e

- 2('3d(
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Logo em ( = 0, Õ(O tem um polo simples e i(O tem um polo de ordem 2. E, por
conseguinte, ; = 0 é um polo simples de g(z) e um polo duplo de 77(z). Portanto,
se exitir a tal superfície S este ponto é um "candidato" a fim. Os resultados acima

estão resumidos na tabela a seguir.

Se existe a superfíce mínima S, isto é, se as condições ci, c2, c3 e c4 do teorema

1.5.21 são satisfeitas, então S será conformemente equivalente à R \ {oo}. Assim
sendo, teremos p = 2, N = 1 e gra?z(g) = 3. Logo C'(S) = --4«- . grau(g) = --12a.

Segue-se da fórmula de Jorre Meeks Gackstãtter, dada em 1.5.19, que:

-12-' (X(R)-k-) (2-2P-.:V'-k-)=2«'(2 2.2-1-&-) -3-A:) + k-

Logo o fim não é mergulhado.

Da tabela acima, é fácil ver que 77(z) é holomorfa em R = R\ {oo}, e nos
pontos em que g tem polo simples, l7(z) tem zero de ordem 2, portanto a condição
c: é satisfeita.

-3

Demonstração de c2
Para calcular os períodos, precisamos analisam doze integrais

, .j = 1,2,3 e p = 1,2, 3,4

onde 't,'y2,'y3 e '4 são as curvas fechadas 7, 10, 1) --> C descritas na figura 3.6

Escrevendo, explicitamente, as expressões de éi, é2 e Ó3 temos
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Ó-(,) {'': - .:,', - ;qg (: B'«,(;y

11fT eTI r, ;'-z'')l a;
2 w(,) \.' (;' - «')

"I«'''o -'al.,
}l .~.::'.:.::F:-,i''l';

dz

Ó-(;)

i''" * .',', - {<P (: * JWá) ',
iq# (: * q#v) ',
'lp'''n-'-"';>'
i l (;' - «') + a';('' - z'') l a;
2 l v;(;' - «')(;' - ó:) l

«''; - [q#.$q] ', - «';

Obviamente. não existe problema pala anulam a parte real do período de Ó3,

Ó, ( ; )

é, ( ; )

Ó,( ; )

Ja que

Bd,
"Yp

- B [;]:] Íàl Z?("r,(1) - 7«(0))

Se z = : + íy, #, g/ C #?, então a terceira coordenada da imersão X : R ----} .P?; se

existir é z3 = B:. Restam "apenas" oito períodos a serem analisadosl o primeiro

é .Ê. ét(z). Vale ressaltar que as curvas da figura 3.6 são homotópicas as da figura
abaixo. Os períodos calculados naquelas curvas são os mesmos sobre as curvas da

figura 3.11 e 3.12 indicadas abaixo.
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b oo

Figura 3.11

I'3 I'4 I't I'2

Figura 3.12

Onde, cl : : := .:eif,f C l0,2al, c2 : z = a + ceft,í C l--a,al, c3 : z := --b + ceia,t C

l0,2nl, cl :::=--a+ceit,tCl--a,al, /2:--a+c5;=$ : e /a:a+c5;a;$ó--c
E I'i, I'2, I'3, I'4 são semelhantes a ci, c2, c3 e cl, só que passam pelas duas folhas de
to(z). Então.

'..*-~:'- j.,*~~;'* J.,*, *.* J..*,-;'*é:(«)
sl

Quando --> 0. pelo lema 3.2.2 item í) e ii) temos que

Re\ l ól(z)} = 1 ól(z)= 1 Óli.='i-+ l $\(.=)
LJ7i .J ./7t ./it ./si

Escolhendo um lama de to(z) = V/z(z2 - a2)(;: - ba) definida sobre
C\ {l--ó, al U lO,al U ja,oo)}, pertencente a uma das .j = 1, 2 folhas da superfície de

Riemann compacta R, de modo que, quando w(z) esteja na parte superior dos cortes
das folhas .j = 1,2, arg(to(z)) = n.j. Por exemplo, na parte superior do corte lO,al,

.«(,) = 'j"'«;(;' -- a')(;' -- b'). P.rtanto,
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é-(,)
''yl

/. é:(')

/. é-(')

/: é:(')
Pondo,

/ ; .Z I'' :'Lnw'l .- * ; ./' 1: 1 ',
{ .Z I'' :'Lnw'l .« * ; .Z I'* iLT'si'l ',
f' , IP- «D: :--d:.: '('' -bz\ ..
/o v.(,'--«')(,' --b') Jo v«(-:--a')(«' b')

..lr. :, :ll, . *, .'« -- -' .[ larH::. @'-

r* - p*Ç«.bÜ :- l
F. - F,(",bh :- l

(«' .') dz.
'*(«' - «')(b' - «') '

3(Z''-a') d,.
',(a' - «')(b' - «') '

(3.5)

(3.6)

temos,

1..í 4'\ Çz) = -- Ft -F B' F.z c ]R.
Observemos que Fi > 0 e F2 > 0 V a C lO,al. Mostraremos, agora, que ambas

integrais impróprias /'l e F2 convergem para um número finito.

'- - '--.,'. - .[ .,..iC:,i]i. . ,..«' ' .]Úb

« ' d?ç"/' ü'. - :«

Fz= Fz(a,b)= l
JO

Agora em '2 temos,

j.**,:.- j,,* .:' * J.,*---~ * !,.*,-:~*

a

#S;::;;', ' ~'m .[',(«' - «')(z,' - ,')
l

.' t '/ l r

Jo va -- ac
d# = 2

@:(.)
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Quando c --> 0, pelo lema 3.2.2 item (uáí) e (uiÍÍ) temos que

l +:(z) l @,(,)-F l Ó.(-)
J-!z J {a Jt;

Ó:(;)
"'y2 ; /l I'' iene'1 ., * ;

;l:l:Êg''« - \
\ /I' t:=:s=-« *\ /l

ü? - "ll t flflifl : z'2..
'«(,: - «')(«: - 6')

. f' . 4FPL -"*
;o V';«(«: - .')(Z,' - a')

r''l(«' 'r} pr?@::!?)I',
('f - «') + -a'"('' - ó') a.

'-«(«' '')(-' - z,')

<'' - iq + B'"('' - z'') a,
'«(,' «')(,' b')

"g : "''L-'.
'«(«: - «')(z,' - ,')

a

(-' - "') - B''('' - z'')j .,
'": ../«(«' - «')(a' b')0

é:(,) = {/'- + iB:P2 C C
'Y2

Agora vamos calcular o período,

/ /é, (;) .",.-. * /..",«:. * /,.',««.

Análogo ao caso .Ê. Ói(z), segue pelo item ({) e (àí) do lema 3.2.2 que

!..*,-:~- j..*,~-'*j,.*, '
Logo,

é,(,)
'7i

i r' l (,' - «:) + B'«(.:
2 J. l V'«(«' - «:)('' - ó') c'ls.:) + B'.(,'

'«(,: «')(.' gl«
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j r' l («:
2 ./.

«') + -B'#(«:
'«(.: - «')(«'

(1«' -«1) a,.+jB:
'*(«' - «')(«' - b')

(«' - "') : d.
'#(.' - «')(b' - «')

' ['.: - «') + B',(,'
'o l ««(«: - «')(,' - b')

«l«' - PL::.',
'«(«' - «:)(-' - b')

«(Z,' - a')
'-(«' - «')(b'

dl

a

0
a

0

:da

@,(,)
71/

0 0

.ÍFi -- {B2F2 C C

Agora vamos calcular, .la, Ó2(z), pela figura 3.12 temos,

@,(;)
12

é,(,)+
'l's

é,(«) + / o,(;)+
Z2 J I'4

Ó,(«)
'z;

e, pelo lema 3.2.2 item (uii) e (uii{), segue-se

+,(z) l @.(*)-+ l ç,:(*)
'xz J l.z Jt;/

.Â',,u
Í /' [(«: - «') + B',(«'- b')]
2 J-. l .J«;í-=iR;í-'i;D' l

i r'' («' - «') + B'«(«' - Z,') ,- -- / -- ======--czz '

2 Jo ./«('i -- ài)ll;i -- Zlil

i f' (=z-.')-B''.("'-b')d*-+;
2Jo \,/--=(a'- ai)(l;i--Zli) ' 2

1 f' (='-a2\-- B'=(=' --bala..FI
2 Jo .v z\u- )\=' --o-) " ' 2

' ;. «' -'TI a, .,. ,:
'o V''«('' - *')(Z,' - «')

1(«' - «n + B'«(.' - óol .,
'":y'«(«' - a')(«: - b')

('' - «') + -B'«("' - b') d.
'«(«' «')(,' b')

«') - .B:«(,' - Ó') ,

'-«(,' - «')(.' - z,')
(«' - «') - .B''('' - Z'') .Í.

«(«: - «')(,' - b')

Z

2 ./.
(.'

'0

0

é,(,)
12/ F\ -k Ba Fa € ]R,

Em resumo
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A fim de encerrar os cálculos dos períodos, sejam 'y4 e 'y3 como nas figuras 3.11 e

3.12. Usando os itens ({ii) e (it;) do lema 3.2.2, temos

. f' «'--a'-+B'=(z'-b')d*.+\ f' "'-.'-tB'«i='--t'nÚ.ZJ.. V'-«(«'-«')(z'-6') ' 2/. «--(«'-«')(«'-b')

\ /I" =&==:;:1'* -. 1: Jl" =1:,-1 =:1;:1:1l
b

/'
222Z a Z2

:d

2 62 - z22 «')«')(b' 'liÍl;i a.Z: ( iZ;

A primeira igualdade é conseqüência do lema 3.2.2; a segunda, da definição do ramo

de to(z) e a (quarta igualdade de uma simples muda.nça de variável (z = --t).
Introduzimos, agora, novos valores reais positivos:

', - ';.«, » :- /l .,..i'c =,::à . ., .-- ::

2(b - a)

9
«) > o
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/ é,(') -- iF\ -- iBa Fa Fi+ B'F2



'.««,'» :- JI ...::T;.:,: - «' .'"
.b

a
:;-::dz 2~/ã.Z,(6 - «

a

F4 ' F4(.,b) ? x/ã(z, - .) > o

Então

Analogamente,

@,(.)
14

@,(z) + é,(«

' «' - «' + B:z(=: b') d +2 .')(«: b2'Z(Z2

«' - «' + B'#(«: - b:) .b 2 : + B'#(z'Z Z Z a
dz

2 2Z2 b') 2a2 2a #a a

{ .Z' ç..,7:;.=Í:: : :l ', -. á .Í' =lL:E>;'«
l /I'=1:,': =11 : il«« -- l: /I'' - «' -' p?*çv:::'-.

. "b'' ú..*:., f' , '0'--T) '.
'« v«(,'-a')(b' -,') }. y'«(«'-«')(b:-,')

ÍF3 + jl? F4 C Cé,(;)
14

Por último falta calcular os períodos / Ó.(z) e / é,(z), o faremos sobre a
a "'3 J "Ya

curva homotópica à '3, como indicada na figura 3.12. Levando-se em consideração

o arg(w(z)) sobre /3 e /;, segue dos itens (u) e (t,i) do lema3.2.2,

é-(;)
13 1- ó*ç«)-v l. +-ç«)
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\ /I' =1:,'1 TIH::l , * \ /l *
. "'''' d,.[ B' f' =(62-'2)

. v«(-: - «')(b' - «')(-1) J. v«('' - '')(z,' - '')(-1)
.. f' , *L«l. :ú. ..'V:-"':}..--'.

/. v«(«' - «')(z,' - ,') J. V«(«' - «')(z,' - «')

--jF3 -- 'B F4 C Cé-(;)
13

Assim.

Ó,(,) ó,(«)-v l @,(«)
{3 J l3

/
«(z,' - «')

., y'«(«' - a')(b' - «')(
«(z,' - «')

'.('' - «')(Ó' - ,')

i fó =z -- az -+ B2=(ac2 -- ba) . i

ã J. v«\..-"')\-' -'.,'* 'F 'ã
" ,T -«' + B*«("'-ó') a.

."'y'«(«' - a')(,' - b')

13

b 22Z a
.d= -- iB'

'«(«' - «')(z,' - «')(-l !
:dz

1)
b Z2 a2

« À/«(«' - «')(b' - «')

Fs -- B'z F4 ç: !R
73

dz -- B' /'
da

Resumindo os últimos resultados numa tabela temos:

Ó,(;)

Finalmente podemos agrupar os oito períodos numa só tabela (abaixo), permitindo-

nos relaciona-los como descreveremos a seguir.

  'y3 'y4

/ é-(.) -- iFs -- i. B2 F4 Fa -- Ba F4

/é,(,) F áFl+iB'Fa

ctzruas 'yi 'y2 "y3 'y4

/ é-(;) --r'. + Z?'F2 {F. + jl?'F2 -- iFa -- iB'z F4 Fa -- BZ F4

J' é,( z ) -- iF\ -- iB'z Fa --r'. + B'F2 Fa -- B'z F4 iFi+iB'F4

 



Analisando a tabela acima, é fácil concluir que:

=Re{/ é2(z)l-0, seP=2,3ek=1,4.
Então para condição c2 do teorema 1.5.21 ser satisfeita, basta provar o seguinte,

R 1/ Ót(z)}-ae{./l.Ó2(z)}-o, se p=1,4 e k=2,3
lstoé, --f'.+B'F2=0 e F3--B'F4=0 # F.=B'F2 e Fa=Z?:F4

Mostraremos. apoia, a existência de B real pala o qual as duas últimas equações

valham simllltaneamente. Em resumo, devemos determinam Z? tal que:

F\.F4 -- Fa.Fs
F\= B2Fz (3.7)

Pois,

Podemos escolher um número real B adequado, a fim de que satisfaça sempre a

equação f't = 1?2F2 para qualquer valor de a b, para isso basta fazer B = vElN-

osso objetivo agora é mostrar que existem números reais a e b, de tal modo
que valha a primeira equação de 3.7, isto é,

r'-(a, b) F3(«,ó)
F2(«, 6) F4(.,b)

Sem perda de generalidade podemos super que a = 1 e 6 > 1 (pois, sendo a
transformação de N'lõbi«s 7'(z) := , -- « + 1, temos r(a) = 1 e T(Z,) > 1). Soam,

«(b' - .')
d3 e

- v'«(,' - 1)(ó' - «')

/

Então, o problema consiste em determinar o valor de b > 1 para o qual l,(b) = H(b).

Isto sela feito com o auxílio do teorema do oa/or il lermediário, mostrando que quando

#(b) : F2(l,b).Fa(l,b)
' z(b'-«') , /' z:-ldz.

'-(1 -,')(b'--') J va(z'-l)(b:-,:)
pl b

d
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b -+ .o, Z,(b) 5; #(b) e q«a«do b --> 1, Z,(b) ? H(b). Com esse objeti« faç;mos ;

seguinte mudança de variável y = z -- l nas integrais:

F4(l,b)-- J .« :cl.b -ac:z) )d= e F3(.l,b)-:j
b z2 -- l

',(«' - 1)(z,' - «')l
d

Temos

ã-
0

b l
l3/+ i)(ó' - (g/ + i)') ,

'(y + l)((y + l)' - l)(b' -(y + l)')
2y+ l

2
y + l)((y + l)' l)(b' - (# + l

Logo,

L(Z,)
l =2

.-(1 - -')(ó'
(1 - =')'

.-(1 - ..')(ó'

li +.«l
ló' .')

a'«./'

a"«./'

1« + i)(ó: - (« + i)') ,d
'(« + i)((« + iy - i)(ó' - (. + i):)

' (, + 1)'(b' - (« + 1)')' ,

lk&pe!:.Q&w'.' «(«+2) "

0

l

0

0

'«'. -lJ.LÜ.
.b ' /(, + 1)(z,+ « + l) /b- l - «

=+2 V r
dz

(3.8)

#(b) com L(b), expressa-l.-emos deJá que estamos interessados em comparar
modo semelhante. Assim,

«:(Ó' - «:)' , r'''
«(1 - ,')(z,: - -:)

/
Fazendo duas mudanças de variáveis, g = r -
nas integrais.

/
b l

H(b) d#.
r

«(z + 2)

)(z,' - (« + 1)')

- l e y = z-- (Z,-- 1) respectivamente

0

(, +l
d

..:" '-k+ D0'', ''"':Ü
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Lu'" .y

., ... :líl; : :l ... :,,, -« - .Á '

ó+ l - « /i- Í-;
(ó-«)(2il-;)'« . 'í"

(3.9)

Agora pelos itens (;) (íii) do lema 3.2.3 e equação 3.8 temos:

dn
E!

Ü\j:F3',. j:' d

b-l

0

L(b) 5; (3.10)

E pelos itens (ii) (íz;) do lema 3.2.3 e equação 3.9 segue,

««* Í:qw?0 v z'[[P9f+-. ]]'' Ü]
Fe\[lF?.-]:']

A. l ....
=----:--= d=

Z

lb- \- = a«
o v z

H(b) ? (3.11)

Então, pelas inequações 3.10 e 3.11 temos

H(b) ?
%':T z;(ó)

4 rT
b l

«.', : (v) ''',
Concluímos (lue pala Z' --} oo, segue /7(b) ? L(b).

Agora para b - 1 + c, c > 0 ,c --} 0, a função H(b) $ L(ó). De fato, para c

suficientemente pequeno podemos aplicar o lema 3.2.4. Primeiro usando os itens (i)

e (iii) em 3.8 obtemos,

L(1+.) 2+z



0,81
1 + c -- z

/

Por último usando os itens (í{) e (iu) do lema 3.2.4 em 3.9 obtemos,

Z,(l + c) ? 0,9 .I't- 'a { .í'!.:.!a=
l+c--zV # ./o V #

L0-*4'Z 1* \l
(3.12)

"o--;. - flJ'tv.;''~
2 + c -- #

(1 + . - «)(2 + 2. - «)

H(l + c) $ / v1,21
0

#(l + c) 5; / (1, 1)x/c + a.

Pala poder comparar 3.12 e 3.13 só precisamos provar

já foi feito no item (u) do lema. 3.2.4. Logo,

l

l

0
(3.13)

T3;= ? (i, i)~/í;'i, . q"

L(l + c) 2
0.9

0,9
/'

rc' . ,p
=---.=dn e

Z

H( 1 + c) 5; 'L=-.
J

Portanto, H(6) $ Z.(b), quando b --} l.

Agora defl«amos a função /(b) = #(b) L(b) , logo /(b) ? 0 quando b --} m,

então existe k > 1 tal que para todo b ? k, /(b) ? 0. E /(b) $ 0 quando

b = 1 + c e c --} 0. Como /lti+.,A] é contínua, pelo teorema do valor intermediário

aplicado a/l]i+.,k], exite um número real cC(l +c,Ê) tal que/(c) - 0, istoé,
X(c) = L(c). Concluímos então que exibe um número c > 1, pala o (dual vale,

Fi(l,c) F3(l, c)
F2(l,c) F4(l, c)

Demonstração de c3

Aqui verificaremos que realmente os resíduos de éj, .j = 1, 2, 3 no fim sao
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reais. E óbvio que Res(@3;oo) = 0, pois é3

( 7a(, em @: e é,, temos:

Bdz. Usando a coordenada local

}l .:.: .,"* ,,'l#«-

Analogamente:

-i r ('(i - ('«') + .a'(i - ('z':) ,,'l
?''L

Logo, éi e óz têm um polo de ordem 4 em ; = oo, então Res(éi; oo) = Res(é2; oo) =
0. Portanto. acabamos de mostrar que existe a superfície mínima S com as hipóteses

do teorema, excito a referente à completeza

Demonstração de cl
Seja ' : 10,1) --> C uma curva divergente em R\ {oo}, com limo-i- l7(t)l = oo.
Então,

í Í (& -«')+ B'$-(& -óD

' l #!Gí-lãü'-üi #''-

l
«mp('y) = / À(;)la;l = ':«, o«de À(') = ;1.fl(i + lpl').

De fato, como '$2(z) tem um polo de ordem 4 em : = oo, na vizinhança y de
( = 0, sendo ( = ' , podemos escrever @2(z) - ' /z(Od(, onde A(z) é uma

função holomorfa e A(0) # 0 em y. Então, existe um número real M > 0 tal

que IA(z)l ? /k/, V z € t/ C y. Logo para {(Z) :- ;h, lim.-»i- ll(Z)l = 0 e

À(0 Ü). sd; t(o) ' {(t)
l

2(' IÓ,(01 i+g')a( l/lll+g:lla(l $ ;1/1(i+lpl')la(l -Ã(Ola(

E«tão, como({) = / .X(Ola(l ? /
"'! J"l

l -;A(0a(
2 Ç

l
À(01

2



"*;«, ««,«',, * {./l $'. ; '; .Á$.'. - ': }ü(b-il
Em j211 o nlateinático 1<. fato. esboça o gráfico da superfície acima demonst.rapa,

veja figura abaixo.
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(capítulo 4

Generalização da Superfície de
Chen Gackstãtter de Género l

No teorema 2.2.1 do capítulo 2 foi demonstrado que existe uma superfície mínima

completa do Z?3 com gênero 1, curvatura total 8a e um único fim. Além disso, na
seção 3.1 do capítulo 3, fizemos uma adaptação à linguagem hiperelíptica para tal

caso, de modo que poderíamos construí-la com:

Í R
1 ./ . ~ 2A vz(z2--'1') 2.4w(z
S gtzJ- : '

l «u - -aigta - É6
onde R é a superfície de Riemann de to(z) = 2«z(z -- el)(z + ei).

Neste capítulo iremos generalizar a superfície descrita no teorema 2.2.1 para
uma família de imersões mínimas completas com curvatura total --8Ar, gênero k e
um fim de ordem 2A + l.

Seja Rt a superfície de Riemann compacta da função algébrica m(z), dada por

w'+'(z)=.*(;'--«') kCZa+, «C m+ (4.1)

Intuitivamente a superfície de Riemann Rx; é obtida cortando a esfera de Riemann
C U oo ao longo de duas curvas ligando oo a --a e 0 a a, e em seguida colando
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convenientemente as Á; + l cópias destas esferas ao longo dos cortes. A superfície

resultante RX: é então uma esfera com Ê alças. Isto é facilmente comprovado pela

equação dada no teorema 1.2.13, já que oo, --a, 0, a são os pontos de ramificação de

ordem A e o número de folhas é n = k + 1. De 1.5, temos:

4k = 2(k+l+P- 1) + 4k =2(k+P):> p=k

A base para homologia de Rk é gerada por 2k curvas fechadas não triviais de Rt
Essas curvas serão denotadas por 'Í, 'yá , .j = 1, 2, . . . , Â + l e o comportamento delas

está esquematizado na figura 4.2. A mudança de índice .j significa que essas curvas

passam por cópias distintas das k + l folhas de Rk.

'\

\

/

0a
folha.j

Figura 4.1

Por exemplo para É - 2 temos uma superfície de Riemann R2 construída com três

folhas .j = 1,2, 3 e {'yi,'y?,'yj,'yg} formam a base de sua homologia. Veja figura 4.3
abaixo.

\/

a

folha l folha 2

Figura 4.2

Topologicamente
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folha 2

folha l folha 3

Figura 4.3

Teorema 4.0.5 (H. Wang--J.Kang 1) EzÍsíe uma super:/üie múíma como/eta S

do Wa com gêitero k, cutuatura total$nita CÇS) = --8,kn e um 'único $m de ordem

2k -t \. Esta siLperJÍcie é do l,ipo Enneper com k alçcts. Eta é Q imersão da superfície

de Ritmar\n RK, da Junção algébrica,

«,(;): 1,'(;'-«')]ü, .«a. Écz--, .cn.-,
menos um ponto de rarni$cação correspondente ao in$nito. A representação de
Weierstrass de S é dada por:

g(,) : (4.2)

,7H :- i;ÍHa;
A
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ande B é um número real a ser determinado. Em particltlar, quando k = 1. temos o
eremp/o do teorema 2.2.1

Para demonstrar este teorema, precisamos do lema

Lema 4.0.6 Sopre uma sape7:/b'cÍe de Ráemazzn compacta Rt, consideremos as dilfe

renciais melomorjas o\ e 'bl de$nidas por:

} [/4 - eÇP] '.
i [/3 * z:F] ',

o«de Rk á « .«pe,:/i:cf. .(,) = lz*(,' -«')l:h , co«. « C a+ e ke Za+

Então valem as seguintes igualdades:

l.t) l +'\ :: l oz=Q, 'VzCcl:z--ce'{. tC \Q,o.xl, quandoe--.}0

'ÉI

'É2

({{) o2 =0, VzC c2:z=a+ce't, ICl--a,al, quandoc--t0
c2

(iii) ó2 '0, VzC I'i :z=ceÍ', ZC l0,4nl, qua.ndoc-+0

(iu) / .#: = / o:=0, VzC I',:z=--a+cei', fCl--n,3al, quandoc-->0

onde e é um real positivo su$cierltemente pequeno, as curvas cl e cz pertencem a
«m« da'.j ./b//;«, C\{( .»,--alUl0,aj}, .j = 1,2,.. .,A+l, de «,(z); . «ry«m.«I'
de «d. «m. d. «,(;) soó« « p«,*' s«pe,í« d« «,le. d« ./b/A« é Í6.; I': . I', ;ã.
curdas que passam por duas das k -F \ .folhas de wÇz).

DemoDst.Farân.

dem. de (i): Como lzl =c, ci : z = cef', iC l0,2nl, vejafigura 4.4
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Figura 4.4

Temos,

./' «-M
l

<
2

eígl,t(z' -- «')IÜ
(;' «')

1,*(;' -- «')1:ü'
íz2 a2)

[Jhl*

';i -''Ç/ .n.l,+:-.nlü'

[Ç/] * ',

la,

/«-u
l

< -

Logo,

.,l--Ç (4.3)

; /. [;L] * ', * Ç /. [KF] * ',
!.Á'«l;-hl* ''*ç.Á'«IÊ/l;
! l ! l*.Z"':*Ç l Fl*.Z"«
1 1 i**,'.*:.'*«'-*l«

é- (;) <
cl

c dt

Portanto, IJl:.'Ét
c -} 0.

-+ 0, quando c --} 0. De modo análogo, 1/.. é21 --} 0, quando

dem. de (ii):
inequação 4.3, temos

Agora em c2; = C) C2 z = a + cei', l C l--n,7rl. Pela

: ;/[;hl* ', *;/[qPl* ';
; / [rJLm] * ', * Ç/ [LHFal*

,-«l , 1,1 Z«-l,-«l, 1,1 $ 1;-«1+« e 1,+«1 $ 1,

a,l

Como, jz+al ? 2a al+ 2a
segue,

;/''ÍÚ; ]* ''*;/'" c dt
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/i* ;, i;i i**.,'i\g'i*l«
Logo, 1/., @ll --} 0, quando c --} 0. Similarmente 1/., é21 --> 0, quando c --> 0

dem. de (iii): Em I'i, lzl = c, I'i : z = cei', í C l0,4al, porque I': é uma curva

que passa por duas folhas, como na figura 4.5.

I'i = 1'! U I'Í-:, i = 1,2
I'{ está na folha J
FÍ-i está na folha j -- l

/
\

\
/

a
/

\ \
./

Figura 4.5

+.-F l ó.
r{ JrÍ-'

1 ; .[: '*'i'*:-;]'"': '; -- ; .X: .w.](;:r:,,,::: ',] --
: .Z '"a'l::p' 'olü''., ... ''' .Z:-- .n.IC:- «nlü' ';}+

Portanto,

/: u$=F '; *Ç/: pSdh ', *
/:.. K$gF ', *;/:-. p5eh ',*
/<

+

Comoem I'., lzl =ba,comz=cei', Z C l0,2nl e eml'J-l, lzl =c, com; ceei',

t C l2n,4nl segue do item (i) que l Jr. @t(z)l -} 0, quando c -+ 0.
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dem de(iv): Com amesmaidéiade(iii); em I'2, lz+al = c, e z = --a+cef',
f C l--a,3nl. De modo que a parte de I'2 pertencente a folha .j é I'{ : lz + al =c

sendo z = --a + ceí', t C in, 3al, como na figura 4.5.

Assim.

l

2

l
2

C: ';'iy::;l'"* ', -- Ç .Á; .n.ll;:::,,:::: ',l --
-;.. '":;'l:: h«'";', * Ç .[;-. .qX:.%w';]+

Portanto

: ;/: [ráL] * ', * Ç/; [bqal* ', *
* ;/:.. [rJLml* ', * ;/:.. [LHFül* ';
. {Íã=1*.*.,'[49]*]:«
l l=1 :' .* -- .w«' I'ç='1 :' 1 ,«

Então, l.Ir, (óil -+ 0, quando c --} 0. Analogamente l.Ir, @21 --} 0, quando c -+ 0

'Pi
I'2

'#l
I'2

Demonstração: Afirmamos que a superfície S, descrita no teorema 4.0.5, é obtida
emergindo Rx; := RÀ; \ {oo} em Z?3, tendo:

g(;)
,7(;)

(4.4)

como representação de I'reierstrass, onde B uma constante real a ser determinada.
Analisaremos primeiramente o comportamento de g e ?7, nos pontos de ramificação

de w(z): oo, --a,0 e a. Seja z : RA; ---.} C U {oo} um sistema de coordenadas, tal que

z(P,) = ei, onde ef é um dos pontos de ramificação distinto do infinito. A coordenada
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local neste caso é E fácil ver que das equações 4.1 e 4.4 temos

g(,)

q(.)

B(,' - «')
l;'(;' - «')lü

[.'(,'
(;' (4.5)

Se .; = --«, e«tão ( = (, + «)Ü', e dz = (k + l)(kd(. Logo,

'm ' [..*-.. ,I'.W'''c :'0 --:]Ü - ' [«*-''' - d*..*:.'' ,d]Ü

Õm - $.[«*-''' )*«"' -2«)]'Ü@+U ( - [«*-'"' -«)*«': -2')]Ü@+0a(
Em ( = 0, temos que ã(O tem um zero de ordem Ã e Õ(O é regular. O mesmo vale

para eí - a.

Se ei = 0, então ( (É + l)(td(. Logo,

'''' ' '.*.«ll=:r:=:.:«":'
l ((*'' ' a)((''F' + «)

(* 1((*+' -- «)((*+' + «)1ü'

õm - rí(%l.:.rlÍC=.:-r!) a-''"or'( - p. [«"' :.rlÊ=-:-r!) @--u'(
Portanto, g tem um polo se ordem k e 77 tem um zero de ordem 2k em z = 0.

Agora, se 3(P,) - oo, acoordenada localé ( = ' , z = ?11n- e dz= =l$:1:Pa(.

Logo,

.) (# -- .)
l#« (# - «) (# -- «)l *
l (l -- ('t'a)(l + ('+'a)
(* l(i - (*''a)(1 + ('+'.)IÜ '

ã(o (-'@+D(l - (*'F'«)(l + (*'F'a)
(-ü+nl(i - (*+'«)(1 + (*+'.)lih

(4.6)

Õ(o
l(i - ('''"'«)(i+ ('''':«)l::h

(1 -- (*+'.)(1 + (*+'«)
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uma das curvas descritas na figura 4.2,

«. {z *:}
Re = 0, i = 1,2 e.j = 1,2,...,k+l

Já que .l,# Ó3 = 0.
Explicitamente os períodos de Ói e é2, são:

2 Jd "(,)
(4.8)

Sda w(z) o ramo de to(z) = lz'(z'--a')IÜ' definido sobre C\{(.o,--ajUl0,aj}
(como na figura 2) com valores na .j-folha de Rk, escolhido da seguinte maneira,
quando «;(z) estiver na parte superior do corte da .j-ésima folha, temos arg(u(z)) =

:lf}. Em particular, sobre a paire superior de 10, al figura 4.2,

«,(.) = eÍP l«'(*' -- a')IÜ

As curvas '{, '4 descritas na figura 4.2, são homotópicas as da figura 4.6 abaixo.

E as integrais calculadas sobre aquelas curvas são então iguais as integrais calculadas

sobre estas curvas da figura 4.6.

folha.j

folha.j

Figura 4.6
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Vamos agora calcular os períodos de e

é:(;)
J CI

/
é-(;) é: («) + é-(,) l é-(,)

a'Í C2

Pelos ítems (Í) e ({i) do lema 4.0.6, temos

Á é:(,) / é-(;«) + é-(*)
l

1.*(«' «')]Ü
/

0Z2 a2 2 l

1,*(«' - «')1ü
0 .H[«*(,' «')]Ü a 2

H2
e iT lak(z2 «')]Ü

l

/' 1;« '(« ' .:)]Ü
2 t'' -- Ck+i d

r 2

:w) /
a

2 lz~(z* «')]Ü
dz

l

/' l#*(«: z') e":l :;ii
2 ('' ,..2 \

d# --



Temos:

J Ó-(z) - B''QC)
Similarmente, levando-se em consideração a equação 4.8 e os ítems (i) e (ii) do

lema 4.0.6, temos.

ózl.z) = b (CJF -} B'CJG) = liÇiC.F - B'(i(L)G)

Agora, calculemos .h Ói(z). Temos (ver figura 4.6):

ó*(,)-+ l d.(z)-} l +.(*)
l2 ' J I'2 J Z2

Segue então imediatamente dos ítems (iii) e ({o) do lema 4.0.6 que:

j,..*~:.- !,,",-:'- ».

Logo,

1; ./ /2

« ./-' .n]'>'::/D]Ü., B2 .Z'' ,'@:-.D]H'' "

... : /' '''Ü'']::k: ; «0]Ü'., . .Í /. .'4Ü''.'*k' - .D]Ü '

Fazendo a mudança de variável # = --y e invertendo os limites de integração,
obtemos:

ã'" n .Z' [(-O*"daa . ,D]Ü(-a«) -

T. ./ ...:l:.Í:w.,? ,n](-'")-
:l.«e,lü ./' [(-O*"da2 .) 0]'Ü (-d.) +
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+ Ç'::n" ./' .(.:l:-Ír,i.;'-! ,n] (-'')

\.* [©qã9B-« * - fgqÊgn-*
B':zu.f' d --=t . B'z-,i.-««if' al--=1 .

+ :Í'''7o PG':--=q-'"

€ (''*'' - ''-') .Z' UÇ:;PK'" --
-- Ç.Ü (':':*''

('* '*)}/' [;h]*'«
* Ç.*{.*(';-';)}/' [(/]''«

] ... l?2 .

ieiUCjr' + TeinC'jG

-!{«Hc'Df' - B'(:la=)a}
Além disso, pela e(Junção 4.8 e os ítems (ii{) e (iu) do lema 4.0.6 e com cálculos iguais

aos acima, tem se:

k

é-(,)
q/

.ãc'Dr - B:(Saia)a}
O que encerra os cálculos dos períodos.

O próximo passo é provar que a parte real cle cada período acima é igual a zero

para uma escolha conveniente da constante B.

;{(q+G')(r'-B'C')}=0 '+ Cj+G'=0 o« F'-B:G=0

Re
'vi

iJ(ojr' - B'G'a)+(c'jr' - B'G'c')
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Agora se Cj + CJ = 0, então (,y é puramente imaginário, logo .l,W Ói também o é.

Por outro lado f' -- Z?2G - 0 .» B = + .V/.fi/G. A constante B = --.J.li'/G nos dá

apenas uma superfície refletida da obtida considerando Z? = vf'/G. Resta verificam

que este valor para B é o mesmo pala todos os períodos e que esse valor lealmente
existe. De fato

l u"'v{ J - l. {w,.a )r - B'(E:l:#')a + (E:lR)r - B'K',.ã)c}

i- { IK,.a) -- (a;a')l F - ''a}
Logo,

«. l /; .- l
0, se B «r'/G' o« (Q.m) + (C).M)

Se (C.jei8 ) + (Cljei#) = 0, então o complexo a = Cjei# é puramente ima-

ginado, e

;(«r' - B'aG) - -li('-f' - a'«c') - -;«(r' + B'a) € c

Portanto, Re{.ll' Ó'} 0.

Analogamente

R l /,ó,l - illo +(G)l p'-B'q}

1.6«,1 - -111': *,*.a;a,"'-«'',}
Portanto, Re{.fiÍ#'2} - Re{.[a4é2} = 0, se B = v'F/G. Observe que não

podemos ter: G+a; = 0, (iC'.f) + (;a) = 0, (GeiB)+ (CjeiB) = 0 e

(iOjei8) + (;Grei::H) = 0, válidos simultaneamente. Por exemplo, se CJ + Oj = 0,
temos que RelOj} = 0; e se ({OJ)+(iCJ) = 0, temos que ReÍiCJ} = -'rmtOj} = 0.

Portanto, se as duas condições são satisfeitas (il = 0, V .j, o que é uma contradição.
Logo, devemos ter F -- B2(7 = 0.
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Por último provaremos que, F' > 0 e G > 0 e são finitos. Seja 0 5; # $ a

0 < a < oo, então é fácil ver que:

ã? - .:
Logo, integrando temos:

e

a2 z2 2a2
a--# < <e

0<
Gíll:tll--.«ü' $ f' $ (k + l)«ü" '

0 < (ill.li:Jija31# $ G' 5; (k + 1)2ih":l!#-
O que prova c2.

Demonstração de c3
Usando coordenadas locais ( = -:i:, temos

equações 4.6 e 4.7 podemos escrever,
k+l ?h- . '' g#'' ' »;

é-(o * (à) ã:!;,"m
é,(o (4.9)

onde /z e A são funções analíticas numa vizinhança de ( = 0 e h(0) # 0 e Ã(01 # 0.
Portanto em (' = 0, éi é2 tem um polo de ordem 2h + 2, assim ÓI e Ó2 têm um polo
de ordem 2Â + 2 em z = oo que é o fim da superfície. Disto concluímos que,

R«(@.; m) = R«(@,; m) R«(@,; m)

Demonstração de c4
Já vimos rla demonstração c4 do teorema 3.2.1, que lé2(O $ À(Ola(l, logo da
equação 4.9, segue que a superfície também é completa.
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Qual(lo t = 2 no teorema '1.0.5, conforme as neuras 4.2 c 4.3, o gráfico da
superfície mínima. em .P?3 cle gênero 2, curvatura total 16n- e iiln único fim do til)o

Enneper é dada em j211 como na figura abaixo.

S

M
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Capítulo 5

Generalização da Superfície de
Chefe-Gackstãtter de Gênero 2

Neste capítulo o teorema principal generaliza a superfície de gênero 2 e curvatura

total 12n- descrita no teorema 3.2.1 do capítulo 3 para uma família de imersões
mínimas completas com curvatura total -- 12Én, gênero 2k e um fim de ordem 2Ã; + l.

Seja R2J; a superfície de Riemann compacta da função algébrica to(z), dada por

tu(z)*+' = ;(z' a')*(z' -- Z,'), Ã C Z+, (5.1)

onde a e ó são constantes reais satisfazendo, 0 < a < b e k é um inteiro positivo
maior ou igual a 1. Um modo topológico de construir a superfície R2i;, é colar de

modo conveniente as k + l cópias de C U {oo} ao longo dos cortes feitos ligando --b
à --a 0 à a e b à oo, como foi feito ila figura 1.9. .A superfície resultante, R2k,
é homeomorfa a esfera com 2A alças, isto é, tem gênero 2k. De fato, pela equação
de Riemann, do teorema 1.2.13, y = 2(n + p -- 1). Como os pontos de ramificação

--b, --a, 0, a, b e oo são todos de ordem É e o número de folhas usadas na construção

de R2J: é 7z :: k + l então,

6k = 2(k + 1 + P -- 1) = 2(k + P) + P = 2A

A base para a homologia de R2k é formada por 4k curvas fechadas não triviais sobre
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Essas curvas serão denotadas por 'y{,-yi,"y:l e 'r:Í, J = 1,2, . . . ,Â+l, indicadas

na figura 5.1 abaixo. .X mudança de índice .j, nos diz que as curvas acima estão em

cópias diferentes dentre as k + l folhas de w(z). Observemos que quando k = 1 essas
curvas são as mesmas da figura 3.6 do teorema 3.2.1 do capítulo 3.

folha .j

Figura 5.1

Poi exemplo para A' = 2, temos três folhas do tipo C \ {l--ó, --al U 10, al U ló, oo)}, e

oito curvas formando a base para homologia cle R2x;, indicadas nas figuras abaixo.

folha l

folha 2

folha 3

Figura 5.2
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folha 2

folha l folha 3

Figura 5.3

Teorema 5.0.7 (H. Wang J.Kang 2) Ezisfe z(ma supe7Pcíe múima como/ela S

do R3 cair. gê«eto o-k, czruatura total finita C(S) = \'Zkn e um único Sm de
ordem '2k -+ \. Esta superfície é do tipo Enneper com 'Zk alças. Ela é a imersão da

superfície de Riemann R2K, da função algébrica,

-«(,): l;(;'-a')*(;'-ó')l;h , .«de kCZZ+, 0<«<b, «, bCn,
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menos um ponto de rama.Rcação correspoíidente ao in$nito. A representação de
Weierstrass de S é dada por:

Í ,u :- Õg%

l «m :- e;ilr',
onde B é um nlímero real a ser determinado. Em partãcutar, quando k = 1- temos o

ezemp/o do teorema 3.2.1.

(5.2)

Denaonstração:
O pai (g, 77), dado em 5.2, candidato a representação de Weieistrass da superfície S,
é dado explicitamente por:

B,(;: - b')

lz(;: - «')*(,' - Ó')IÜ'
, . l;(;'-"')*(': -z'')in ,

';\Ó

Logo, substituindo 5.3 nas expressões de Ói,Ó2 e Ó3 segue-se,

! J l,(;' -- "')'(;' -- z'')l ü'
2 l ,('' -z'')

J ififi riria iiiif
2 l ,('' -z'')
Bãz

g(;)

(5.3)

.,.,, $:é,-««':l''

[,(,,.',lãf-.nj'ül '

Ó- (,)

@: (,)

é;(,) (5.4)

Agora, examinaremos o comportamento do par (g, 77), em seus zeros e polos. Seja

z : R2k ''+ C U oo tal que z(P.) = ei, onde e{ é um ponto de ramificação de m(z)
distinto do oo, isto é, --b, --a, 0, a e b. Pala estes pontos consideremos a coordenada

local ( = lz -- e.líh . Então, ; = (*+: + ei e dz = (k + l)('d(
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Se ef temos

Õ(o
B((*+: -- b)((*'''' - 2b)(*'p'

1((1*+: - ó)(((*+' -- Óy - '')*(('-''' - 2Ó)(*+'lü
B(('''": - Ó)((*''': - 2b)

' 1((*+: - ó)((('-''' - z,y - «:)*((*''': - 2ó)lü
Assim,

l l((*'t' -- Z,)(((*''"' -- Óy -- «')*((*+' -- 2Ó)IÜ .l. . . ~,'',..
ãi \n 't i,J\, uç

d(,

logo, em ( = 0, g e 77 têm, respectivamente, um zero de ordem h e um ponto
regular, o mesmo valendo para g e 77 em z = --b. O mesmo ocorre quando z = b.

Se e;= a, entãoz=(k+' --aedz=(k+l)(*(/(. Assim:

B((*'''' -- «)(((*'''' -- «): -- b')

1((*+' - «)((*+: -- 2«)'(*@''"n(((*'''' -- «)' - ó')lü
l B((*'''' -- «)(((*'''' «)' -- b')

(* 1((*+' «)(('+' 2«)'((('+' -- «)' --z,')l:h'

Õ(o

ã(o

e

1((*''"' -- «)((''F: -- 2«)*(*@''"n(((''t' -- «)' -- é'')l:h' .l. . . ~,..'.,,..
\n T i,l\ UÇ

r'2tdd'Ç''' aç

Portanto, g e v7 têm em ( = 0, respectivamente, um polo de ordem k e um zero
de ordem 2k. Logo em z - --a, g tem um polo de ordem A e 77 tem um zero de
ordem 2k. A mesma conclusão se pode tirar quando z = a

Õ(o

Por último se e{ :: U temos,

Õ(o
B(*+'(('@'t0 - Ó')

l(t+-((' +0 -- a2)*(('@+n -- Z,')la
B(('(k+:) -- b')

' l(('@+n -- a2)'(('@+O -- b2)IÜ'
e

120



Õ(o a«''*''"*...: ..''K" " ' 'D] ü'' @ + nr'(

@ -- nt«''*'l::- aDqP"''' - 'D]Ü .(

Então em ; = 0, g e 77 têm, respectivamente, um zero de ordem k e um ponto
regular.

Finalmente no último ponto de ramificação que falta. :(P.) = oo, a coordenada
localasercoitsideradaé (=--1 , então ;= ' e (/z==:W. Assim,

B(-(k+i)((-'(k+') -- b:)

1(-U:+')(( '(k+') -- a')*((-'Ü+i) -- ó2ll j;h
B(-(k+i)(-2(k+')(l -- ('K+')b')

1(-K+D(-:kK+n(l -- ('@+D«')*(-'K+')(l ('@+Db2)IÚ
B( 3(k+i)(l -- ('(k+i)Ó2)

(-Pk+nl(l -- ('(k+i)a2)k(l -- ('(k+Ob2)l l+

l B(l -- ('@+Db')

(* l(i -- ('@+o«')*(i -- ('@+nó')llÜ'

Segue, imediatamente que:

Õ(o

Õ(o [0 - C''"'a0*0 .Ú p"''':''0]d'' (-@ -- D(-'*''''ba(

" -@ -'- D[0 - p''.'"'F'ó *'''''óD]ü''a(

Em ; = oo, g e z7 têm, respectivamente, um polo de ordem A e um polo de
ordem 2. Alem disso, é óbvio que g e z7 são regulares em todo z # ei e oo. A tabela
abaixo contém restmlidamente os cálculos feitos acima.
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Concluímos que r7 é holomorfa em R2x; \ {oo} := R2k} e nos pontos em que

g tem polos de ordem k, 77 tem zeros de ordem 2k, e a condição ci do teorema
1.5.21 é satisfeita. Observe também que da tabela acima o número de zeros menos o

número de polos de ?7, contando com a multiplicidade, é Z -- P = 4k -- 2. Por outro

lado, pelo coiolá.rio 1.2.9, grl(7Z)l = 2p -- 2 = 4k -- 2, e temos uma boa escolha para
q

Se de fato a superfície S existir, então ela será conformemente equivalente a
R2k \ {oo}, terá gênero 2A, um fim em z(PI) = oo e grata(g) = 3A, pois pela tabela
acima existem três valores distintos que são levados num mesmo ponto # vezes. Assim
a curvatura t,ota,l sela

C'(S) g««(g) 12Âa',

e pela fórmula dada em 1.5 temos

12k7r 2«'(2-2P- ]V h-) 2n'(2--4k l h-) 4Ê kt) ::> ki = 2k+l,

que será a ordem clo único fim da superfície, caso exista, o qual, obviamente, não será

mergulhado.

Daqui para a frente o objetivo é provar que ét,#'2 e é3 não têm períodos reais
sobre R2t \ {oo}. Tais períodos devem ser calculados sobre as curvas fechadas em

R2k \ {oo} e não triviais na homologia de R2É, indicadas na figura 5.1, já que todas
as outras curvas fechadas serão combinação linear destas. E imediato verificar que

Re{./,#é3} =0, pala todo.j= 1,2,...,k+ le { :: 1,2,3,4.

Demonstra.'ão de c-
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Para demonstrar c2 precisamos somente provar que:

Re-l/ .#:l. -Re.l/ .ê,l=0, V .j=1,2,...,k+1, {=1,2,3,4.
IJd J IJd J

De 5.4 segue,

/l «u . ;/ t;b'''o;l:.-'al*'.,. '''Z [©' '( '
[*:'', - i/ ;';' '=:1:1, *',-- '?.Â úa.]:J\®'.
Consideremos «,(z) o -amo de z«(z) = lz(z' «')*(z' -- Z,')l j;:h definido sobre
C\lj--ó, ajUl0,alUlé),oo)} quem por exemploumadas.j = 1,2,...,k+l folhas

usadas na construção de R2k. Suponha que quando co(z) esteja na parte superior

da linha do corte de cada ramo de tu(z), temos «rg(co) = {!fi- Por exemplo, na
parte superior de l--ó, --al, u(z) := eÍRlz(z' -- a')(z' -- ó')IÜ . Os períodos de éi

e é2 sobre as curvas 'y{,'yi,7g e 7:l, indicadas na figura 5.1, são os mesmos sobre
as curvas indicadas na figura 5.4 abaixo.

(5.5

I'3 I'4 I'i I'2
\

/

.i'
Figura 5.4

Passemos agora aos cálculos dos períodos. O primeiro será, ./,H éi que pela figura
5.4 acima é igual a,

l ó.(z) l ó,(z) 1 +.(:)-} 1 ó.(.)-t
1{ Jal J.. J'- /"ó:w .I'+-',
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Pelos itens (i) e (ii) do lema 3.2.2, temos que .L. ét = 0, e então

Ó-(,)
'd

é:(;)
'.{

ó.(«)-F l +- («)

Assim de temos

.W l«(*' - "')*('' - z':)j 'ü .,
«(«' - Ó')

'/ ."H' [«(«'-")'(«'

« /' .n [«(*' - «:y(«' - 'D] ü..

Ó-( ;)J
l

L''\'' " / \'' " /J

.(«' - Ó')
-:(«2 - Z,')

.{B [«(*' .')*(«:

+

z,')lm

[«(«' «')*(ó' - =')(-t)'''''lü' ,J.- .
-«(Ó' - «') "Ó- ( ; )

-- e k+ l

! J.

/
a

Ç.-
a

[«(«' «')*(ó' - «')(-t)*''':lü ,J.
-,(b' - «') "

.(b' - -:)
1«(«' - ,')*(z,' - «')(

:JIW - '') a.
la(«: -- -')*(b' -- ,')(--i)*+'l m'

á4]*'«

--------r dz +
l)'-'''lm

+
Ba ?J!!
r' "' 0

@- ( ; )
d

--e k+ l

--e k+l
2 o.Á'l' [q#l* dz

Pondo
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k

/' [á3] ' '-
/' [4U] * '«

.n(.H

r'- ( . , b)

G- (a, b) e

q (5.6)

E, substituindo acima obtemos,

r'- - B'G'c'.) (5.7)

Agora para calcular

Q.(:) Ó,(z) l +,(z)-} l @,(«)-t l Ó,(z)-}
1{ ../a{ J ci J/i J c2 '/si

de novo usamos os itens (í) (íi) clo lema 3.2.2, nos (luais ./:. é2
equação 5.7, a menos de sinal e favor de multiplicação. Então:

.,b) - ; (qr'- + B'Ga-) - ; l({Q)r'- B'(;C;)c'-

é,(«)

/.,Ó, 0, e a

Cálculo dos períodos cle éi e Ó2 sobre ';:

é:(,) +
l 3

Ü,t l Ó,(z) .b,(:)-t
'g Ja{ JF3 JI,

Pelo lema 3.2.2 itens(uÍ{)(uÍi{),

.l-$,© .I' +-(*)-

/
e. f' .. .. -(*'-m . 'i' .+
2 /-. .W l«(«, -- «')*(-' -- ó')IÜ

' .W 1«(,: - ':)*(«: - ó')IÜ
-l«2 - b:)

l
9

é-(;) -
r

/;@-(;)
! ó-(«)-F .L+*u .l

,( ) .Ló,u .l ,w,

'd
e

é-(; )
',:

dz --
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... ! .Z-' Pn [«(,' -«'r(zl - '0] d'' ., .
:f' .* ~..;Y;::'-«.~*'"

Fazendo a mudança de variável # = g/, invertendo os limites de integração, colo-

cando sinais em evidência nos favores (z' -- a') e (a: -- b:), com intuito de controlar

o sinal da integral, e escrevendo (--1)k+' = e(k+')"i, (--1)W -

. ;.'::v''.ü .Z' '«'«' «n] :'' .. ...
+ ã'" n.a- ./' p<ú--' n' ;l'ol;'.....
* Ç.-.;/'..T=L.*'«2' ' ' ' Jo l*(«'--«')*(ó'--;«:)IÜ

B' :2-i ;ü /' «(b' - #') ,
e'ÉHeÍ= 1 ::b: :: ' d=

2 Jo lz(«' -- z')'(b' =:)1:ü

-:." * [.* ('; - :)] /' [áb;] ' ',
* ç.; [.* ('*-")] /' [qbgl'~,

k

k

Ó- ( ; )
',4

Portanto,

/;*-'.,- ;[(''*)«-"'©n'-]
Do mesmo modo:

(;*,.,, - {[(''*),*"'F©':]
{; *,';, - ; [(,''*) '- - ''G;q':]

Os períodos de Ói e Ó2 sobre 'r:l, usando os itens (u) (ui) do lema 3.2.2 são:

ó.(z) l ó.(.)-F l ó.(*)
l{ ../ l, ../ l;

é,(,)

é,(;)

ó,(:) - l $,(«e
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Então,

; /' .':;' t*':;:l'q,' - .'" *
2

1*(«' - «')'(*' - z,')lm ,
,(,'-b') J d"-

r ."H' [,(,' '-.D]Ü"

, /' .n [«(«' -- .o'(zl - 'a] ü:'' ..
B' r' «(«' b:) ,

2 / .{B l«(«'-«')*(«' ó')IÜ

é-(;)

+

Por um cálculo análogo ao feito em .[lJ éi, temos

1 .1
--e k+ l
2

2n'

,)]

*)]

C' [ãL$] * '. *
c' [q>P] * '«.W (.H-

Logo

; [(..*) ' - ':@©',]
-; [(;..*) ' - ''ÇaH',]

e

Ó,(,)
'~!

onde,

c'Íá
/'FT

k

$l''«F2 («, b) e

G,(«, 6) (5.8)

são constantes reais positivas. Finalmente,

.L«-H- .I..'-M-* /,.'-(.) . I..',.H- /...',(«)-- J,.'-M
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Logo,

U 'U

-- l) -'i

@-(.)
«

[,(«: «:)*(«:
l

;z; ( z ' b')
,(«' b')

ó' )l ú;i'í

d
-b e

-1

«')*( r2

ó')in
+ 2 #(z' b')

#(z b:)

[*(*' «')'( r' ó')lü
Donde x.em

@:( : )
l
-e k+l9 /'e l

:«(b' «')
d

--2ln'i
k+l

2 n'i
+1

«(b' l
J

l
k+l

k

2 .z:

da

Portanto

! (C'jF2 - B qC'') (

; jOGara ' B' {WC',l

Retminclo nas tabelas abaixo todos os períodos obtemos,
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  lí(Q/'- - B'G'a-) -âl(G'&)r'- - B'(q'&)c-l
./'é, !((jc'j)F - B'(iG)a-) -àl(ÍG'a')r'- - B'(ioj':B)G-l

curdas   'vá

  -ll(CjeiB )F2 - B'(qe:B )G',l !(CJF2 -- B qG2)

  -#l(iOJ'ih )F2 - B'(iCjejÜ)G,l !(ÍCJF2 - B (;C,)C;2)



Precisamos determinar uma única condição, a fim de que todas as partes reais dos
períodos das tabelas acima se anulem. Neste sentido,

Ó-l -;(q+a) (p B'c'-)Re e então,

Re ó- } - o (L + 0j = 0 ou Fl--B'Gt=0

Caso CÍ +
Das tabelas aci

Oj = 0, V.j, então RelCj} = 0, logo (:j

ma é fácil concluir que:

é puramente imaginário

para todo j=1,2, . . . , A + l € somente á = 1,4

'' l/. .«,l - l- (o'a -'- m) p-
B'G:)

Logo:

(jcj) + (iq) Fi B'G:=0

Se (ÍCLl+(i(il) = 0, V.j, ReliOj} = /mÍCj} = 0. Suponhamos que

.I' (Irl ?é 0 , então .f?e {.L; ét } = Re {.L; é2} = 0, somente se, respectivamente,
RelOjl= /mlCj} = 0, istoé, C'j =0, paratodo .j = 1,2,...,k+l. O queéuma

contradição, isto é, não existe uma única condição para Cj, de modo que

Re 1/ Ó. 1.:: Re l/ .#2l=0 V.j=1,2,...,Ê+l e i:: 1,2,3,4.
l J-.{ J l.J~{

Calculando as outras partes reais dos períodos restantes chegamos a

«. { Á *: }

«. l/; *,l
-} (P Ü)+r,.Ü)) (r'-

-} (0c,.Ü-) + Õa;ãB) (r'-
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'.l.Á.'-l - :«b-'-qP2'"''a

".l.Á-',l - }(«'H-''G©)P2

"'l/ *-l - -l(r''ã')+aRÕ)p2-'''D

"'l./ *,l - -}(Oo''ã')--&al3q) P2
Assim, para que os períodos reais sejam nulos, temos que satisfazer às condições:

F't--B2G'. - 0 e F2--B2G2 = 0, ou equivalentemente, B2 :: ifll - il;? (5.9)

Para concluir (lue vale c2 , o problema se reduz em provar que existem constantes

reais a,b e B, com 0 < a < b, 0 < B tal que valha 5.9.
As integrais f'. e G., m = 1,2 definidas em 5.6 e 5.8 são constantes reais

positivas. Poi exemplo, mostremos que: 0 < Ft < oo.
De fato,

<
b(b + «)

2a2

b(z, - «)*
Assim,

o ': ã= IKÍlal " «W $ F $ @ + 0 IK:-al '
l

Lema 5.0.8 Sejam .rC,: e G. m = 1,2 conslanZes regas po.sÍZ t;as degnidas em
5.6 $.8. Para quaiqaer k C 'Z.t, existem constantes }'edis a,b e B satisfazendo,

0 < a < 6, 0 < B, tais gue B2 = gf :: ig

Dem on s t. ra pã n

Fixados a e b, escolhemos B = va-. Além disso, através de uma transformação
de h/lõbius podemos supor a = 1. Logo, ,fi},. e G« passam a depender somente de
b > 1. Daí, o lema ficará provado se existir b tal que

F'- (l, b)G,(l , Z,) F2 (l, b)G: (l, b)
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Agora de 5.6 e 5.8 temos,

' [ÜÊ;] * «« /' [4V] *
' [H>h] * -« /: [qV] *

Fazendo a mudança de variável y = # l em F2 e G2 obtemos,

1''' 1.. ... :,711 : ãl ... :,,,l * '«
C''' ['" * ''=LS; * "'''] * '«

dr

dz (5.10)

&

G,

Assim, de 5.10, segue

/' [@Ú#=] * [Ç] * '«

Á''' ['" * ::=« * ''] * [tP] * '«
I'': l., * *B=': * ,,,,1 * '« .Á: lqLPI * '«

Agora fazendo, mais duas mudanças de variáveis y = z -- l e g/ = # -- (b -- l),

respectivamente, nas integrais

/I' lybrl*'« . .Á'': l.,*:l=':...:,,,1*'.
E, substituindo na segunda equação de 5.11 obtemos,

.': - .Z' ln':''';l'-'-:-')lú' ltí:l ',
/'': [©qhh] * ['P] * '.

Pelos itens(í)({ií) do lema 3.2.3, substituídos na primeiraequação de 5.11, segue-se,

'', .(ú)*{/'lvl*',/'''l'Pl*'.} .'.::,

(5.11)

F26'i

(5.12)
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Ainda pelo lema 3.2.3 itens (ií) e ({t;) substituídos na equação 5.12 temos

/' [g] * '« /''' ['P] * ',} (5.14)

Portanto, de 5.13 e 5.14 epara b temos,

FtG2 $: FaGx (5.15)

Por outro lado, se 6 ---> 1, e pondo b = 1 + c, c > 0. Segue se do lema 3.2.4 itens

(i) e (iiá) e da prinleiraequação de 5.11,

(5.16)

Em em 5.12 se usarmos os itens({i)(iu) do lema3.2.4 insulta

[P,2Dk+.0]Ü l-r:-1l '«
l

0

O item (c') (lo lema :3.2.4 junto com as inequações 5.16 e 5.17 implica que

F\G,'$ (5.17)

Figa ? F2Gi (5.18)

Portanto, de .5.15, 5.18 e o leorezna (/o ua/or ánZermedí(frio, existe pelo menos um

b C ([,oo) ta] que va]e a equação Figa = .f%Gi é vá]ida. []

Voltando a demonstração do teorema, concluímos que a partir do lema acima não

só resolvemos o problema dos períodos como também determinamos o valor de B,

Demonstração de c3

Como a superfície S só tem um fim, no ponto :(PI) = oo, então o problema local dos

períodos equivale a calcular o resíduo de Ói, ó2 e Óa em torno de Pi. Mas, da tabela

dos períodos é fácil concluir que nesse ponto «'l e é2 têm polos de ordem 2k + 2.
Logo, Bes(@i; oo) = Res(@2; oo) = Res(@3; oo) = 0. Isto prova a condição ca.

B

132



Demonstração de c4
De fato. pondo (, :: l/z, para verificar cine a superfície é completa em termos cla
métrica (7.sz = À21(/(, 1i, é suhciente finalizar o comportamento da curva ' divergente

para (l = 0. Sabemos que (g, z7) têm, respectivamente, polo de ordem É e 2 em z = oo.

Logo, é fácil provei que:

ds = À(Ola(l ? Í::Íiinla(l e portanto, como(1')

O que conclue a demonstração do teorema.

/
(7s > JV l lim

(--to {)c.f2k+2

Quando k = 2 no teorema 5.0.7, conforme figuras 3.2 e 5.3, o gráfico da superfície

mínima em Z?3 de gênero 4, curvatural total --24a e llm único fim do tipo Enneper

é dado como cm j211 por:
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