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INTRODUÇÃO

Para motivarmos o problema que seta abordado neste

trabalho, faremos a seguir um breve resumo dos resultados
obti.dos em [1]

Seja X:(S;) o espaço de Banach dos campos de veto-
res de classe Cr (r.à4) em Ss tangentes a uma folheação de

Reeb a. Indicamos por Tz a folha compacta de a.

Seja GI o conjunto dos campos XeX:(S') que satis-
fazem as seguintes. condições:

Ci) as singulari.dades de X são todas hiperbóli.cas,exce-

to um número finito delas, que são quase-genéri.cas
e aparecem no máximo uma em cada :Folha

(ii) XITz é. un campo de Morde-Smale

Em [1] está provado que GI é aberto e denso em Xr(S3)

Sejam [al] e [a2] os geradores do grupo fundamen

tal do toro Tz. As holonomias H(al) e H(a2) de [al] e [a2],
respectivamente, são representadas por funções fl e f2 tais
que

Cx) : x,l

fl(x) < x

para 'f2(x) :x g 0
e

x > 0
.f2(x) >

x, para x 2 0

para x, para x < 0
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1 NTRODUÇAO 

Para motivarmos o problema que sera abordado neste 

trabalho, faremos a seguir um breve resumo ·dos resultados 

obtidos em [l]. 

Seja xr(S 3
) o espaço de Banach dos campos de veto­a 

res de classe Cr (r .~4) em S 3 _tangentes a uma folheação de 

Reeb a. Indicamos por T2 a folha compacta de a. 

Seja G1 o conjunto dos campos XEx~(S 3
) que satis­

fazem as seguintes condições: 

(i) as singularidades de X sao todas hiperbÓlicas,exce­

to um nGmero finito delas, que sao quase-genéricas 

e aparecem no máximo urna em cada folha 

(ii) Xlr2 é _um campo de Morse-Srnale. 

Em [1] está provado que G1 é aberto e d~nso em x~(S 3
). 

Sejam [a1 J e [a
2 J os geradores do grupo fundamen­

tal do toro T2. As holonomias H(a1) e H(a 2) de [a1 J e [a 2J, 

respectivamente, sao representadas por funções f 1 e f 2 tais 

que 

{

f 1 (x) = x, para x ~ O e 

f 1 (x) <x, para x > O 

=X, 

>X, 

para x ~ O 

para x < O 



Seja agora XGGI e suponha que X tem üma Órbita pe-

riódica y contida em Tz e homotópica a al' Seja pGy e esco-
lha coordenadas u = (x,y,z) tais que u(p) = 0, x =constantere

presentam as folhas de a, z =0 determina umasecção transver

sal E ao campo e X= ' . Seja P(Y,x,y) a transformação de

Poincaré definida em E para cam.pos Y pertencentes a uma vi-

zi.nhança U de X ..em GI' Neste .caso, tem-se P(Y,x,y) =

: (HY fl HY'(x),g(Y,x,y)), onde.HY é um di.feomorfismo que
preserva o zero e a orientação, e portanto,

C

DP(X,p)
lgu,',n (x , o , o)ay

Como XIT2 e um campo de }lorse:-Shale, segue que y é

hiperbÕli.ca, o que signo.fica que DP(X,p) tem um autovalor

À ,l, isto é, {.5(x,o,o) : À 'l

Suponhamos que À > 1 e que t/ foi escolhida de modo

que {$(Y,x,y) >a >1, para to.dõ YeU. Pelo Teorema da Função
ImplÍci.ta, existe unia função y= y(Y,x) definida numa vizi-
nhança de (X,0) tal que g(Y,x,y) =y se,e somentese, y:y(Y,x)

Como f..(x) :x para x ÉO, os pontos fixos de P(Y,x,y) são os

- 2 

··y 

Seja agora XEG 1 e suponha que X tem uma Órbita pe­

riódica y contida em T 2 e homotópica a a 1 . Seja pEy e esco­

lha coordenadas u = (x, y, z) tais que u (p) = O, x = constante r~ 

presentam as folhas de a, z = O determina uma secção transve.E_ 

sal i: ao campo e X=~. Seja P(Y,x,y) a transformação de • oZ 

Poincar~ definida em E para campos Y· pertencentes a uma· vi-

zinhança V de x - _.ern G
1

• Neste _caso, tem-se p·(Y,x,y) = 

- 1 . -
= (Hy f 1 Hy (x),g(Y,x,y)), onde _~y e um difeomorfismo que 

preserva o zero e a orientação, i portanto, 

DP(X,p) = a 
[ 

l 

·. . · * ( X , O , O) 

o . ] 
*(X,0,0) 

-
Como XIT 2 e um campo de Morse; Sciale, segue ·que y ~ 

' 
hiperbólica, o que significa que DP(X,p) tem um autovalor 

À ~1, isto e, ~~(X,O,O) = À ~1. 

Suponhamos que À > 1 e que · V foi escolhida de modo 

que *(Y ,x ,y) >a> 1, para to.dó YEV. Pelo Teorema da Função 

. · Implícita, existe uma função y = y(Y ,x) definida numa vizi­

nhança de (X,O) tal que g(Y,x,y) =y se,e so_mente se, y=y(Y,x): · 

Corno f
1

.(x) =x para x~O, os pontos fixos de P(Y,x,y) sao os 



pv''uuD ua ç-uiva y 'y i,XJ CQm x su. portanto, existe uma vi

zinhança aberta V da i;rbita y tal que a) as órbitas periódi.
cas de YÉ;l/ (t/ reduzida, se necessário) contidas em V formam

uma subvariedade difeomorfa a Six(-1,0.], cuja intersecção

com E e a curva y=y(Y,x) com x ÉO e a Órbita yV corres-
pondente a x = 0 esta conta.da em Tz e é o bordo dessa subva-

riedade; b) Wuoc(yY) :VnT'

Note ainda que wiloc(vY) é uma variedade bidimensio

nal com bordo yY' cuja interesecção com E é uma curva dada
por uma equação y=5;(Y,x) com x >0, fato que em [1] é obti-
do mediante' aplicação do teorema da variedade centra] ([9]
[10])

!

x É 0

Dizemos, neste caso, que y é do tipo sela.

Com os resultados obtidos neste trabalho, mostrare

mos, em particular, que X é estruturalmente estável em vol-

ta de y, isto é, exi.ste uma vizinhança U de X em GI tal que

para todo YGU , existent vizinhanças UY de yY e VY de yX tais

-,.,_ 
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pontos da curva y=y(Y,x) com x :;:;O. Portanto, existe urna vi 

zinhança aberta V da Órbita y tal que a) as Órbitas periódi 

cas de YEV (V reduzida, se necessário) contidas em V formam 

urna subvariedade difeornorfa a S 1 x (-1, O], cuja intersecção 

com E ê a curva y = y (Y, x) com x s O e a Órbita Yy corres­

pondente a x = O está contida em T2 e ê o bordo dessa subva­

riedade; b) W~oc (yy) = VnT 2
• 

Note ainda que w
1s (yy) ê urna variedade bidirnens io oc -

nal com bordo Yy, cuja interesecção com E ê urna curva dada 

por urna equação y = y (Y ,x) com· x ~O, fato que em [1 J ê obti­

do mediante aplicação do teorema da variedade central ([9], 

[10]). 

X$ Ü x~O 

Dizemos, neste caso, que y ê do tipo sela. 

Com os resultados obtidos neste trabalho, mostrar~ 

mos, em particular, ·que X ê estruturalmente estável em vol­

ta de y, isto ê, existe urna vizinhança U de X em G1 tal que 

para todo YaI, existem vizinhanças Uy de Yy e Vy de Yx tais 
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que YIUY é topologicamente equivalente a XIVV (isto quer d.i
zer que exi.ste um homeomorfismo H: VY --"> UY que aplica tra-
jetórias de X em trajetÓrias de Y), pois a transformaçãode
Poincaré ci.toda acima enquadra-se nos difeomórfi.smo aqui es
mudados. Provámos ainda a existênci.a e unicidade da varieda

de central Wloc(yX)
O trabalho se dedica ao estudo de uma classe pecam

pos e difeomorfismos e esta divã.dado da seguinte maneira

Part e. A - Di feomorfi smo s

AI - Variedades Invari.antes - ê dedicada ã prova daexis

tência e uiíicidade da variedade central do ponto fi.xo (0,0).

A2 .- Conjugação - estabel-ece algumas propriedades essen

ci.ais tais como vibrações e À-lema, das quais deduzimos a e
xistência da conjugação.

Parte B - Campos de Vetores

Nesta parte aplicamos os resultados obti-dos na pa].
te A para campos de.vetores e damos um exemplo de um difeo

morfismo que não provém de campo.

Convém observar aqui que a equi.valência topológica

para campos do tipo considerados na parte B pode ser obtida

diretamente com técnicas semelhantes às que se usam em [7] e
[8]. Essa foi a ]inha que seguimosemnossos primeiros estu-

dos relativos ao problema aqui abordado. A seguir,obtivemos
conjugação topológi.ca e naturalmente se colocou a Questão de

- 4 -

que Ylu ê topologicamente equivalente a Xlv (isto quer di y y 
zer que existe um homeomorfismo H: Vy-+- Uy que aplica tra-

jetórias de X em trajetórias de Y), pois a transformação de 

Poincaré citada acima enquadra-se nos difeombrfismo aqui e~ 

tudados. Provamos ainda a existência e unicidade da varieda 

de central wf
0
c(yx)· 

O trabalho se dedica ao estudo de uma classe de cam 

pose difeomorfismos e está dividido da seguinte maneira: 

Parte A - Difeomorfismos 

Al - Variedades Invariantes - ê dedicada à prova da exi~ 

tência e unicidade da variedade central do ponto fixo (0,0). 

-A2 - Conjugação - estabelece algumas propriedades essen 

ciais tais corno fibraç6es e À-lema, das quais deduzimos a e 

xistência da conjugação. 

Parte B - Campos de Vetores 

Nesta parte aplicamos os resultados obtidos na par 

-te A para campos de _vetores e damos um exemplo de um difeo­

morfismo que nao provêm de -campo. 

Convêm observar aqui que a equivalência topológica 

para campos do tipo considerados na parte B pode ser obtida 

diretamente com técnicas semelhantes às que se usam em [7] e 

[8]. Essa foi a linha que seguimos em nossos primeiros estu­

dos relativos ao problema aqui abordado. A seguir,obtivemos 

conjugação topológica e naturalmente se colocou a questão de 



se saber se aqueles difeomorfismos prova.nham de campo.A res
posta é negativa, razão pe]a qua]. abordamos di.retamente o
problema dos difeomorfismos.

- 5 -

se saber se aqueles difeomorfismos provinham de campo.Are~ 

posta~ negativa, razio pela qual abordamos diretamente o 

problema dos difeomorfismos. 

- o -



PARTE A - DIFEOMORFISMOS

AI - VARIEDADES INVARIANTES

PARTE A - DIFEOMORFISMOS 

Al - VARIEDADES INVARIANTES 
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Em todo esse trabalho, P designara.um difeomorfis-

mo de uma vizinhança U do plano R2 contendo a origem, de

classe C'(r 2 2), dado por

(1) P(x,y) = (f(x) , Ày + g(x,y) )

onde f é um difeomorfi-smo de uma vizinhança de OeR que

tisfaz f(x) =x para x ÉO e f(x) <x para x >0, X >1 e

g(o,u :'g'íw, © :e}(o,u : o

SI - PONTOS FIXOS

sa

Os pontos fixos de P correspondem às soluções da E.
quação Ày+g(x,y) =y com x $O. Seja F(x,y) =(X-l) +g(x,y)

Então, F é de classe Cr, F(0,0):0 e Ê1(0,0) :X-l#0. Por-
tanto, pelo teorema da função implÍci.ta, existem intervalos

abertos l e J = (-a,a) contendo O e uma função $; 1 --.- J de

classe C' sati.sfazendo 0(0) =4)' (0) =0 tal que F(.x,y) =0 em

lxJ se, e somente se, y=$(x). Assim, os pontos fixos de P
nesta vizinhança são os do gráfico da ;função y =+(x) comx KO.

Tais pontos fixos são a-].imite dos pontos (x,y)€1xJ com pr.}

mei.ra coordenada x g0; em particular, o segmento do eixo -y
contido. em lxJ é a va/tZecíade ,éntó,cave,C ZocaZ do ponto fixo não-

hiperbÕlico (0,0)

IVIÍoc(0) : {(x,y)€1xJ;x:0}

- 6 -

Em todo esse trabalho, P designará . um difeomorfis­

mo de uma vizinhança U do p 1 ano R 2 contendo a origem, de 

classe Cr(r ~ 2), dado por 

(1) P(x,y) = (_f(x},Ày+g(x,y)) 

onde f ê um difeomorfismo de uma vizinhança de 061R que sa­

t"isfaz f (x) = x para x $ O e f Cx) < x para x > O, À > 1 e 

g(0,0) =*(0,0) =#(0,0) =O. 

§1 - PONTOS FIXOS 

Os pontos fixos de P correspondem às soluções da e 

quaçao Ày+g(x,y) =y com 

Então, F ê de classe Cr, 

x $ O. Seja F(x,y) = (À-1) + g(x,y). 

cl F · -
F(0,0) =O e cly(0,0) =À-1 ~o. Por-

tanto, pelo teorema da função implicita, existem intervalos 

abertos I e J = (-a, a) contendo O e uma função cp; I -+ J de 

r 
classe C satisfazendo cp(0) = <t>' (O) = O tal que F(_x,y) = O em 

IxJ se, e somente se, y = <t>(x). Assim, os pontos fixos de P 

nesta vizinhança são os do gráfico da .função y = <t>(x) comx $ O. 

Tais pontos fixos são a-limite dos pontos (x,y)EixJ com pri 

mei ra coordenada x $O; em particular, o segmento do eixo - y 

contido _em IxJ é a va.JÚe.da.de.iM.tâ..ve.í..1!.oc.o.1. do ponto fixo nao­

hiperbÔlico (0,0): 

W~
0

c(0) = {(x,y)EixJ;x=0} 
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S2 EXISTÊNCIA E UNICIDADE DA VARIEDADE CENTRAL

Para evitar dificuldades técnicas que se tornarão

claras mais adiante, é conveniente substituir f e g em (1)

por outras 'funções de mesma c]asse definidas em ]Re ]Rz, res

pectivamente, que coincidem com f e g numa vizinhança da o-

rigem. Este é o conteúdo do seguinte lema, cuja demollstração
pode ser encontrada em [2], página 232

LEMA 1 = Seja F: UcIRn---.-.-Rp uma função de classe CI defina

da numa vizi.nhança U contendo a ori.gem satisfazendo F(0) a 0
e F'(0) =0. Seja 0 >0 arbitrário. Então, exi.atem um número

real s:s(0) >0 (que tende a o quando 0 -- 0) e uma função

F: ]Rn ----.-p ]RP de c]asse CI defina.da em todo ]Rn tais que

F(€1):F(e) para llCll s.}, f(ei) : 0 para lçl 2 s e lli;'(e)11 sO,
para todo €1€1R''

Seja 0 <oo <minÍI, Xã.i, a(À-l)

g(0,0) = êg(0,0) :ay(0,0) :0, pelo lema anterior, existem

+

}
Como

- 7 -

IXJ y 

W~ (O) oc 

~ 
y=</>(x) 

-- X 
ir'/ 

:,.-

§2. EXISTÊNCIA E UNICIDADE DA VARIEDADE CENTRAL 

Para evitar dificuldades técnicas que se tornarão 

claras mais adiante, é conveniente substituir f e g em (1) 

por outras "funções de mesma classe definidas em lR e· lR. 2
, res 

pectivamente, que coincidem com f e g numa vizinhança da o ­

rigem. Este é o conteúdo do seguinte lema, cuja demonstração 

pode ser encontrada em [ 2 J, página 2 3 2. 

- n p 1 LEMA 1 - Seja F: UclR --r lR uma função de classe C defini 

da numa vizinhança U contendo a origem satisfazendo F(O) ª O 

e F ' ( O ) = O . Se j a e > O ar b i t r á ri o . Então , ex is tem um -numero 

real s=s(e) >O (que tende a o quando e+ O) e uma função 
- n p 1 n F: 1R ---,. 1R de classe C definida em todo lR tais que 

F ( ç;) = F ( ç;) p ar a 11 C: li s I , F ( ç;) = O par a ~ C: ~ ~ s e li F ' ( O li s e , 
n para todo C:€1R • 

Ã-1 -3+ ✓5+4Ã} Seja O< e 0 < min{l, - 3-, a(Ã-1), 2 • Como 

g(O,O) =*(0,0) = ~~(0,0) = O, pelo lema anterior, existem 



uma função g: ]R2------> R de classe CI satisfazendo

Ê(x,y) =g(x,y) para l(x,y) l s--+, g(x,y) =0 para l(x,y)l zs.
S

(x,y) l g
2

e (x,y)ay g 0., para todo (x,y)€1R'

Também, F(x) =f(x) -x satisfaz as hi.póteses do le-

ma 1, de modo que existem s? > 0 e uma função F: ]R------.- R de

classe CI tais que ii(x) :F(x) para lxl s-7, ii(x) : 0 para

lxl Zs2 e l F'(x)IK00' para todo x€1R

Escolhendo sO Éminlsl's2} de modo que a bola B de

centro (0,0) e raio -7- esteja contida em lxJ e modifi-
cando f e g' como acima, se necessário, podemos supor que f
e g estão definidas em ]R e IRz ,respectivamente, e satisfa-

zem as seguintes condições:

(i) f(x) =x .para lxl suficientemente grande

(ii) g(x,y) =0 para l(x,y)l suficientemente grande

(iii) 1-00Kf'(x) $1+0Ó, para todo x€1R

(iv) }g(x,y) ç00 e ay(x,y)l s00' para todo (x,y)G]R:

Para referência futura necessitaremos também dos

seguintes maj orantes

{ n.*,»,l, IA *,*,l, g.*,,, } :.
(x , y) l s-;.

M

e f'' (x) 1 > o

- 8' -

s
1 

> O e uma função g: IR. 2 ---+ R de classe c1 satisfazendo 

sl 
g(x,y) = g(x,y) para 1 (x,y) 1 $ 2 , g(x,y) = O para 1 (x,y) 1 ~s

1 

e l?x-cx,y) 1 $ 00, l*cx,y) 1 ·$ 00, para todo .. (x,y)6IR 2
• 

Também, F (x) = f (x) - x satisfaz as hipóteses do le­

ma 1, de modo que existem s 2 >O e uma função .F: lR---+R de 
1 - 5 2 classe C tais que F(x) = F(x) para I xi $ 2 , F(x) = O para 

1 xi ~ s 2 e n:• (x) 1 $ 00 , para todo x6IR. 

Escolhendo s 0 $ min{s 1 , s
2

} de modo que a bola B de 
s 

centro (O, O) e raio 4 est.ej a contida em IxJ e modifi-

cando f e i como acima, se necessãrio, podemos supor que f 

e g .estão definidas em IR e IR. 2 ,respectivamente, e satisfa­

zem as seguintes condições: 

- (i) f(x) =x .para lxl suficientemente grande 

( ii) g (x, y) = O para 1 (x, y) 1 suficientemente grande 

(iii) 1 - 0
0 

$ f' (x) $ 1 + 00, para todo xEIR 

(iv) l*cx,y)I $00 e l*cx,y)I $00, para todo (x,y)EIR. 2 

Para referência futura necessitaremos também dos 

seguintes majorantes: 

M= sup so {l~:~(x,y)j, 
1 (:x 'y) 1 $2 

e k = su2 I f" (x) 1 > O. 
so 

lxl$2 



Vamos mostrar que existe uma Única curva de classe

C", invariante por P, que passa pela origem com tangente hg
rizontal , chamada va/IZedade cera;(xaZ .Cacau do ponto fixo (0,0)

Tal vara.edade é consta.tolda pelos pontos fixos de P e pelos

pontos que têm (0,0) como -.u-limite que pertencem a

[--7, ;gxJ. Para isso, mostraremos que certa equação fun-
cional admite uma Única solução de classe Cx definida em

[--2--, :!] , o que será feito pelo método de aproximações s.E
cessivas [ 2 ]

PROPOSICAO 1 - Existe uma Única função ©: [.:!, iyq --..>R de
classe C' com @(0) :Q'(0) ; 0 cujo gráfico é invariante por
P

PROVA - Definamos a sequência de funções Qn: ]IR ---> ]R do se
guinte modo

(') 'P0(x) :0 e 'Pn..l(x) :]r©n(f(x)) -g(x,q'n(x))]

É fácil verificar (por i.adução) que 0. ê de classe

C' e $n(0) :4'n(0) :0, para todo nC]N.

Vamos provar que (@.) converge uniformemente .para

uma função de classe cl em [. -.Í, .qZ]. Seguira então que Q
sati-afaz a equação funci.onal

s01

de onde se conclui que o gráfico de @ é invariante por P,i.ã

2@(f(x)) = XÜ(x) + g(x,©(x) ) ,

- 9 -

Vamos mostrar que existe uma Única curva de classe 

Cl · · p 1 . h , invariante por , que passa pe a origem com tangente o 

rizontal, chamada vaJÚe.dade, c.e.nbz.a..t .f.oc.a.1. do ponto · fixo (O, O). 

Tal variedade é constituída pelos pontoi fixós de P e pelos 

pontos 

[ -~ 2 ' 

cional 

[. -~ 2 , 

que têm . (O, O) como ·.CJ.Y--limi te que pertencem a 

sº] 2 xJ. Para isso, mostraremos que certa equação fun-

admi te uma Única solução de classe c1 definida em 

~º], o que serâ feito pelo método de aproximações su 

cessivas [2]. 

e sº sºl PROPOSIÇÃO 1 - Existe uma Única função ljJ: [ 2 , 2 -+- lR de 

classe c1 com \/J ( O) = 1/J' (O) = O cujo gráfico é invariante por 

P. 

PROVA - Definamos a sequência de funções - l/J : lR -+ lR do se .. n 

guinte modo: 

~ fácil verificar (por indução) que l/Jn é de classe 

Cr e (j)n(O) = (j)~(O) = O, para todo ne-JN. 

Vamos provar que (1/J) converge uniformemente . para n 
1 [ so sº] . - -uma . função de classe C em _ - 2 , 2 . Seguira entao que ljJ 

satisfaz a equação funcional 

ljJ(f(x)) = À\jJ(x) + g(x,ljJ(:x)), 

de onde se con·clui .que o gráfico de ljJ é invariante por P,i~ 



10

to õ, P(x,P(x)) pertence ao gráfico de w, paratodo xc]]!,;].

A demonstração da convergência seta fei.ta em 3 eta
pas:

(a) a óequênc,ü ü,ó de/üvad (@=) ê. ctpúáa €1nclüc ,C,h,é,üda. De

fato, seja a =j;:-ill:ql0n' Como 00 < À'l, segue que a < 1. Prova-
remos que

(2) IPnCx)l ga para todo xC]Re para todo nG]N.

Claro, (2) vale para n:0. Suponha que (2) vale para todo

leIO,],...,n}. Seja xG]R; temos

l©;.:(x) 1 : '} q';(f(x))f' (x) - 'g{(x,q'.(x)) -'Ê}(x,!'.(x))q';(x) l g
. +llW;am) llÍ ' (x) I'lg$1(x,@.(xD I' I'ÊPx,Ú.(xD ll@:l(x) il :
. .+fa''P''0'..a] : +Fa(«2'p''0]

Portanto, (2) vale para n+l, de modo que (©:) ê uniformemep:
te l imit ada

Cb) a óequêlnc,ü tiP.) eanuage UJ'Z.Záoa.}ltmelÜe M quaZqua. Z}Üava o
Z,h.&Cado

1+0.0 ,. . . . . . . ,, a
Sejam p =--''F-- (portanto, 0 < p <1) e K :-{

Vamos mostrar que

(3) lq'n(x) -q'n-l(x) l g Klxl

Para n = 1, tem.os:

para todos x€1R e nCW

- 10 -

[ so so] 
to é, P (x, 1/J (x)) pertence ao gráfico de 1/J, para todo xE[z•z]· 

A demonstração da convergência será feita em 3 eta 

pas: 

(a) a. Je.quê:nua cúu, dvúvadM (\/J') e. u.nióomne·me.n,te. UmUa.da.. De e . n 
O À-1 fato, seja cr = À-l-Ze . Como e0 < - 3-, segue que cr < 1. Prova-

O 
remos que 

(2) l 1/J' (x) 1 ~ a para todo x€ lR e para todo nE lN. n 

Claro, ( 2) vale para n = O. Suponha que ( 2) vale para todo 

i € { O , 1 , •.. , n} . Seja xE lR; temos : 

liJJ'+1 Cx) 1 = ~,1/J.' Cf(x))f' Cx) -~Cx,1/J Cx)) -~Cx,1/J Cx))I/J' Cx) 1

1 

~ · n A Il oX n oy n n 

$ ~,-, 1/J' (f (x)) 1 1 f ' (x) 1 +I ~(x, 1/J (x)) 1 + 1 ~ g (x, 1/J (x)) li 1/J' (x) 1] ~ 
A_ n oX n oy n Il 

Portanto, (2) vale para n+l, de modo que (1/J') ê uniformemen n 
te limitada. 

(b) a .6e.qu.ê.nc1.a. .(1/J ) c.on.vell.ge. u.rúno1tme.me.n,te. e.m qu.alqu.eJt -<..MeJtvalo 
11 

Um-Uado. 
_ 1+0 O 

Sejam p - -À- (portanto, O < p < 1) e a K =-. 
p 

Vamos mostrar que 

( 3) para todos xElR e nEJN. 

Para n = 1, tem.os: 
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l©:(x)-V'0(x) l : +jg(x,0) l g'>0lxl

ortanto, (3) vale para n : l

Suponha que (3) vale para todo iGÍO,l,...,n}.Sendo
xG ]R , t emos :

lq'n't(x)-q'n(x) l 'XDV'n(fCx))-q'n-l(f(x)) l ' Ig(x,On(x)) -g(x,q'n-l(x)) 1] g

gll KI f(x) lpn+ OolPn(x) -Qn-l(x) il g llKlxl pn+ooKlxlpnl

=Klxlpnjljj?q = Klxlpn+l

Portanto, (3) vale para n+l, e assim, vale para todo n.

(c). " óeqaê:«.,ü (@;) ê ««,cá."«.',«e«;Ee .ç«{««d«.... '" l: :g, .:q
eja L = ak'p4M . Vamos provar que

X-1--300 -00

l©;(x)l sl, .para todos xC f-:P, ;q .e nGN:

Obviamente, (4) vale para n: 0. Suponha que (4) vê.
le para leIO,l,...,n}. Suponha que lxl Ka0.Como if(x)IKlxl
para todo xC]R, temos jf(x)l s-Í para lxl g -.[ de modo que

l@l;...:(x) l sido';(í(x)) ll f'(x) I'+ l0;(f(x)) llí''(x) I'l;>(x,q'n(x)) l '

' 21 axay(x,q'n(x)) ll@n(x) I'lg;Ç(x,'Pn(x)) llq'n(x) l ''l ay(x,q'n(x)) ll'Pn(x) 1] g

!;:t1(1+00) '+ak+M+2Ma+Ma'+00L] g gjÍi1 (1+30 o+o ã) +ak+4M]

Portanto, (4) vale para n+l e assim tem-se (4)

)

P

S

)

todo neJNpara

g X alxl = Kjxlp

(4)

- 11 -

portanto, ( 3) vale para n = 1. 

Suponha que (3) vale para todo iS{O,l, •.. ,n}.Sendo 

xSlR, temos: 

l 1/Jn+ 1 (x)-iµn (x) 1 $ f[l 1/Jn (f (x) )-1/Jn-l (f(x)) 1 + 1 g(x, 1/Jn (x)) -g (x, l/Jn-l (x)) 1] $ 

$f[Klf(x)lpn+e0 11/Jn(x)-iµn-l(x)1] $f{Klxlpn+e0Kixlpn] = 

n(l+eº) n+l =Klxlp -À- = Klxlp _ . 

Portanto, (3) vale para n+ 1, e assim, vale para todo n. 
: - s s 

( ) - . e')- . . ... 1 o o] e a -6e.qu.e.nC-Ut l/Jn e. un,<..óo11.meme.nte. e.qUÁ-c.on,t,i,n.ua. e.m_. [T• 2] . 
ok+4M Seja L = ----- Vamos provar que 

À-1-30 -0 2 

(4) 

. o o 

l l/J" (x) 1 $ L, para todos xE n 

-Obviamente, ( 4) vale para n = O. Suponha que ( 4) va 
so 

le para iE{0,l, ... ,n}. Suponha que lxl $ 2 .Como lf(x) 1 $ lxl, 
50 . . 50 

para todo xElR, temos I f(x) 1 $ 2 para lxl $ 2 de modo que 

,..,. 11/J~+l(x)I $~/Jlj)~(f(x))llf'(x)l 2 + ll/J~(f(x))llf''(x)l+Í~~~(x,lj)n(x))I + 

+ 21 aªx
2
a~Cx, l/Jn (x)) 11 \/J~ (x) 1 + 1 ~;~ex, 1/Jn (x)) l l_w~(x) l 2+ l*(x, \/Jn (x)) 11 \/J~ (x) 1] $ 

Portanto, (4) vale para n+l e assim tem-se (4) para todon6JN. 
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Logo, dados xi'xZCE 'T' ;q ,temos IQ;(xl)-@n(x2) lsLlxt-x21 ,
para todo nCm, o que estabelece a equicontinuidade uniforme

de (+n) no intervalo f-.Í-, .]]
O final da demonstração da proposição l é agora õlZ

vio: pela parte (b) , (+.) converge uniformemente para uma

função contínua +: [--]!, q]] ----...- m; de (a) e (c) e do teor.g
ma de Arzelã-Ascoli, existe uma subsequência (©nl,.) de (Ün)

q.ue converge para uma função contínua @:[.]!, ;g K ]R. S!.
gue, então, que (On..) converge uniformemente para uma fun-
ção de classe CI cuja derivada é .V'. Como (@.) converge para
Q, tem-se que Q é de classe cl em [.-.T-,:]i]L z z J

A uni.cidade da variedade central decorre agora do
seguinte

y
tal que

LEMA 2 -Existe nomãximo uma função contínua Oil- '0 '0 :} ]R

(5) Q(f(x) ) = XÚ(x) + g(x,@(x)) ,
S

Vx€ 2 '

PROVA - Sejam 01 e .Q2 duas funções cont:lnuas em [)!,-]lt e

suponha que elas satisfaçam(5). Para --#$x g 0 temos

@i(x): À@j.(x) +g(x,Qi(x)), (i:1,2)

de modo que @l(x) :©2(x) :+(x) para - u sxs0 (ver SI)

Seja x0€(0,-T] e suponha que ©l(xO) # @2(xO). Co-

mo pn(x0'Qi(xO)) : (fn(xO) ,@i(fn(xO))) , VnGN, temos P].(fnCx0)) #

# @2(fn(xO)), Vn€1N, pois pn é injetora. Como f(x) < x para

S

S

- 12 -

r so sol 
Logo, dados x 1 ,x-28[Z' TJ ,temos II/J~(x1)-ljJ~(x 2) lsLlx1 -x 2 1, 

para todo nElN, o que estabelece a equicontinuidade uniforme 

. [ s 0 s 0] de (\/>~) · no intervalo - 2 , 2 . 

O final da demonstração da proposição 1 ê agora ÔQ 

vio: pela parte (b), (ljJ) converge uniformemente 

[ 
s O n sº] . 

função continua ljJ: - 2 , 2 - JR; de (a) e (c) 

para uma 

e do teore 

ma de Arzelá-Ascoli, existe 

que converge para uma função 

uma subsequência (ijJ 1\ ) de (ljJ') 
s s k n ... - r º 01 continua ljJ: [T•TJ __. JR. S~ 

gue, entio, que CI/Jn) converge uniformemente para uma 
k 

- d 1 l . d d çao e casse C cuJa eriva a 

ljJ, tem-se que 1jJ é de classe c1 

ê iJ;. Como (ljJ ) converge 
.. [ sO sº] n . 

em [T•T • : 

A unicidade da variedade central decorre agora 

seguinte 

fun-

para 

do 

... . .. [ s 0 s_0J LEMA 2 - Existe no máximo uma função continua l/>: [ z :• T -+ IR 

tal que 

.. (5) ljJ(f(x)) = 

PROVA - Sejam 1/Jl e iJ! 2 duas funções contínuas em 
so 

suponha que elas satisfaçam (5). Para - 2 :5- X :5 O temos 

e 

(i=l,2), 

. so 
de modo que 1/Ji (x) = w2 (x) = <t> (x) para - 2 · :5 x :5 O (ver § 1). 

. so 
SeJa x 08(0 ,2 J e suponha q.ue 1/Jl (x0) ;é I/J 2 (x0). Co-

n ( )) ( n ) n ) ( n mo P (x0 ,I/Ji x0 = f (x0 ,1/Ji(f (x 0 )) , Vn8W, .temos iµ1 f (x0)) ;é 

;é iµ 2 (fn(x0)), Vn8lN, pois Pn é injetora. Como f(x) < x para 
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x>G, ã sequência (fn(xO))HEIN é decrescente e limitada in-
feriorrllente (por 0) e portanto é convergente. Seja

l = lim f':(x.)
B-»eo

Coma f é contínua, temos f(1) = lim fn+l(x.) : l e como f
não tcm pontos fixos na senti.-Teta x >0, segue que 2 =0

Por outro lado, é fácil verificar que

l@l(fn(xO))-V'2(fn(xO)) lz(À-00)nl©l(xO)-q'2(xO) 1 , VnG]N

e coIRo X-80 zX. - À'1 : 2À+l > 1, o.segundo membro da desigual.
dado Hein\ã tende para +" quando n -»+m o que contradiz o fa-

to de ser ].zm IPI(fn(xO))-'P2(fn(xO))l : 0' Portanto,©l(xO) :

:: P2(xO) para 0 s xO K--T' []

Observcinos que a prova do lema 2 mostra que o grá-

fico de Ü ê; constituído pelos pontos fixos (x,W(x)) çom

--g.sx ÉO e pelos pontos Cx,Q(x)) , com 0 sx sa0 que tem a g
regem como u-l.imite, i.sto é, para cada xz0, pn(x,@(x))---(0,a)
Q 'U an do I') ----)- eo

O gráfico da função @ seta i.ndicado

por Wloc(0) , chamado va''tZecüde ceJt;C/ta,C Zo

ca,& do ponto fixo (0,0). Dos resulta-

dos anteriores, concluímos que as órbi
Elas de P numa vizinhança de (0,0) tem
o aspecto indicado na figura ao lado

x > O, a sequência _( fn (x 0))nEIN é decrescente e limitada in­

feri ormente (por O) e portanto~ convergente. Seja 

t:: lim fn(x 0). 
n➔oo 

e f ; .., . f· ( n ) -- l 1' m fn + l ( X ) n ,orno · e co1 t1nua, temos Ã, 0 = "' e c omo f 
n+oo 

nao tem pontos fixos na semi-reta x >O, segue que t =o. 

Por out r o lado, ~ ficil verificar que 

\InE]N 

À-1 2À+l e como À- 80 ?. À - 3 - = 3 - > 1, o . segundo membro da desigual:_ 

dade acim~ tende para + 00 quando n ➔ + 00 o que contradiz o fa­

to de ser fim 11jJ 1 (fn(x0))-1jJ 2 (fn(x0)) 1 = O. Portanto, $1(x0) = 
n+oo so 

= ip 2 (x
0

) para o~x
0

~2 O 

Observemos que a prova do lema 2 mostra que o gri-
-

fico de 1jJ ~ c ons titu!do pelos pontos fi xos · (x, ijJ(x))· .com 
so . so 

- 2 .$x :;O e pelo s pontos (x.ijJ(x)) , com O ~x :!5:z qu~ tem a o 

r i gem corno U)-limite, isto ê, para cada x?.q, _Pn(x,ijJ(x)) _._(0,0) 

quando n-+ oo. 

O grifice da funçio 1jJ seri indicado 

Por Wc (O) eh ama do vcvúe.da.de. c..e.ntt-i..a,e. l o loc ' 

c.al. do ponto fixo (O , O) • Dos r.esul ta-

dos anteriores, conclu!mos que as 6rbi 

tas de P numa vizirihança de (O,O) tem 

o aspecto indicado na figura ao lado. 
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$3 . À-LEMA

Seja 'D: B ----+ q'(B) dada por ®(x,y):(x,y-@(x)) , on-

de Q e B são como anteriormente. Então, © é um di:feomorfis-

mo de B sobre q'(B), que define uma mudança decoordenadas em

B em relação à qual o difeomorfismo P se expressa na forma

©P©''(x,y) (x) ,Ày+g(x,y))

onde g(x,y) = ÀP(x)+g(x,y+Q(x))-P(f(x))

Portanto, efetuando esta mudança de coordenadas,pg

demos supor que P e um difeomorfismo de classe Cz definido
numa vizinhança V de (0 , 0) por

P(x ,y) = (f(x) ,Ày+g (x ,y) )

onde f(x) =x para x ÉO, f(x) <x para x >0, À >1, g(x,0)

e ;$1(0,0) : 0

Isto significa que a variedadecentral locallVloc(0)
do ponto fixo (0,0) ê um intervalo aberto contendo (0,0) no

eixo Ec = {(x,0):xC]R} e a variedade instável local IVu c(0)
ê um i.nterva]o aberto contendo (0,0) no ]oca] Eu={(0,y) :yG]R}.

A próxima proposição é uma adaptação do resultado
classicamente conhecido como À-.Cala de pontos fixos hiperbÓ

bicos para o nosso caso como observado em [3]

PBPJÇNIÇAQI - Sejam IV. e IVo duas subvariedades de uma varie

dade M. Dizemos que W. esta E:-Ci-p.aõx,éma de IV9 se existe umdi

- 14 -

Seja 4>: B--+- 4>(B) dada por 4>(x,y)=(x,y-ljJ(x)), on­

de 1/J e B são como anteriormente. Então, 4> ê um difeomorfis­

mo de B sobre 4>(B), que define uma mudança de coordenadas em 

Bem relação à qual o difeomorfismo P se expressa na forma 

-1 . -
4>P<!> (x,y) = (f(x) ,Ày+g(x,y)) 

onde g(x,y) = ÀI/J(x)+g(x,y+ljJ(x))-ljJ(f(x)). 

Portanto, efetuando esta mudança de coordenadas,p~ 

demos supor que P ê um difeomorfismo de classe c1 definido 

numa vizinhança V de (O,O) por 

P()S,Y) = (f(x) ,Ãy+g(x,y)) 

onde f(x) = x para x ~ O, f(x) < x .para x > O, À> 1, g(x,0) = O 

e ~( O O) = O. 
ély ' 

Isto significa que a variedade central local wc
1 

(O) oc 

do ponto fixo (O,O) ê um intervalo aberto contendo (0,0) no 

eixo Ec = { (x, O) : xE JR} e a variedade ins tâvel local w
1
u ( O) oc 

ê um intervalo aberto contendo (O, O) no local Eu={ (O, y): yEJR}. 

A próxima proposição é uma adaptação _do resultado 

classicamente conhecido como >--.tema de pontos fixos hiperbó­

licos para o nosso caso como observado em [3]. 

DEFINIÇÃO 1 - Sejam w1 e w2 duas subvariedades de uma varie 

dade M. Dizemos que w1 está e-c1-p11.Õxhna de w2 se existe um di 
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feomorfi.smo y: WI -----''" W2 tal que lil-i2'vlCi <e, onde il e
e i2 inda.cam as aplicações de inclusões de WI e W2 em M,
r e sp ect ivam ent e

PROPOSICA0 2 - Sejam P(x.y) = (f(x),Ày+g(x,y)) um difeomor-

fismo de classe C' com f(x) =x para XÉ0, f(x) >xpara x>0,

0 <X<1, g(x,0) = g}(o,o) :o e a uma seção transversal a
IV;oc(0) no pollto q #O. Então, para todo E: >0 e qualquer in-

tervalo compacto B'clV\joc(0) de centro 0, existem V,vizinhas

ça compacta de Bc e nOG]N tais que para n >n0 têm-se pn(a)nV
e-Ci-próximo de Bc

PROVA - Seja 0<Ê<1 tal que À+2:a<le tomemos uma Vlzl-

nhança compacta IV = llxJI de (0,0) contida em B tal que

;"Plaxl :l, ;j;P #l : 1 . suplf' 00-11 '1

Suponhamos que Bc esta contido em IV. Sejam

vO : (a0'B0) um vetou unitãri.o tangente a a no ponto q e

ÀO : -l mação de ú0' Consideremos qn : p''(q), Ín

DP(qn.l)'vn-l e Xn a inclinação de vn' Temos

[*:., *.;..,
0

'. J
DPf ci )

- 15 -

feomorfismo y: w1 --- w2 tal que I i 1 -i 2°yl cl < e:, onde i 1 e 

e i 2 indicam as aplicações de inclusões de w1 e w2 em M, 

respectivamente. 

PROPOSIÇÃO 2 - Sejam P (x, y) = (f (x), Ày+g (x, y)) um dif eornor-

1 fisrno de classe C com f(x) =x para x $Ü, f(x) > x para x>0, 

O <À <l, g(x,0) =*(O,O) =O e cr urna seçao transversal a 

wf oc (O) no ponto q ~O. Então, para todo e: > O e qualquer in­

tervalo compacto BccW~
0
c(0) de centro O, existem V,vizinhaE 

c ~ n ça compacta de B e n 0EJN tais que para n ~ n
0 

tem-se P (cr)nV 

1 - . d c e:-C -proxirno e B • 

À+ 9., . 
PROVA - Seja O < 9., < 1 tal que l-.!1. = a < 1 e tomemos uma vizi-

nhança compacta W=I 1 xJ
1 

de (0,O) contida em B tal que 

s~pl*I $.11,, supl"ª-&I $ i e suplf'(x)-11 $ SI, w ély 
Il 

Suponhamos c estâ contido w. Sejam que B em 
➔ 

(o:O .' So) um vetor unitário VQ = tangente a CY no ponto q e 

1 s0 1 ➔ 
ÀO = -- a inclinaçio de v 0 . Consideremos 

1 o: 0 1 

n ➔ 
q = p (q)' V= n n 

Temos 

o 



ÀI : z ' Ào(x'z)

ogamente,

À2 g Ê + ÀI(À+2) É 1. + tCX+Z) + ÀO (À+

e de modo geral ,

x. : x.(x'''t)" ' . >1.z(x'l) i

CoIRo À+Ê < 1 , temos ai.nda

H-*m 0(À+l')n=0, exi.ste nlGN tal que para n znl

À .....z!
n l- (X.-Ê)

Seja o <kl <minÍc:,t}. Como Bc é compacto e âx

e 6 <e tal que em Vl:BCxE-6,6] tem-se

de modo que

Anal

2Ê)

Como t emo s

Bc
exist

l
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de modo que 

-- 1 ªo*Cq) + f3o [:\ + *(q) J 1 À l ________ ...,_ ____ ~ Q, + À O (À+ Q,) 

1 ªo .1 

Analogamente, 

e de modo geral, 

Como :\+Q,<l, temos ainda 

n Como lim :\ 0 (:\+t) =O, existe n
1

6JN tal que_ para n ~ n
1 

temos 
n➔oo 

Seja O < k1 < min{ E, t}. Como Bc é compacto e ~ c =O, 
B 

c existe o<E.: tal que emV
1 

=B x[-o,o] tem-se 
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Tomemos nl obtido anteriormente de modo que

P '(q)Gint(VI). Por continuidade, em uJn intervalo D mergu-
lhado em P l(a) com centro P l(q) , a inclinação de qualquer

vetar unitári.o ÇGT.(D), peD satisfaz X. g 41'
i' "I l-(À+l)

Seja pCD e i: (a,B)GT.(D) um vetou .unitário. Vamos

calcular as inclinações À. .. dos iterados de ? por P.Temos

n

l f' (x) 0 ll a
DP(p).:; : l

l g',, * .B'-, JI '
e portanto,

lal l.â$(p) l+lBIEX+li}(p)ll kl+Àn.(À+l')
g < ------------.E

l al l f' (x) 1 1 - t"nl'l '

Consequentemente,

*":.. . *«: lnl" *à :111nl:
e portanto,

Xn:'n ' À«I'' ''

kl

- 17 -

Tomemos n1 obtido anteriormente de modo que 
nl 

P (q)Eint(V1). Por continuidade, em um intervalo D mergu-
n n1 lhado em P l(a) com centro P (q), a inclinaçio de qualquer 

vetor uni târio ~GT (D) , p8D s at is faz À ~ 
p nl 

4.Q, 

Seja p8D e ~ = (a, B) 8T (D) um vetor uni t ârio. Vamos p 

calcular as inclinações À dos iterados de; por P.Temos n1 +m 

e portanto, 

+ 
DP(p)•v = 

f' (x) 

~(p) ax 

o Cl 

"+~(p) B 
. y L 

. 1 od IM(p) 1 + 1 BI [À+ 1 :~(p) 1 J k 1 +Ànl (À+t) 

~-------------~------
1 Cl 1 1 f 1 

( X) 1 1 - .Q, 

· Consequentemente, 

(
À+t]~ kl · m-l(À+t]i 

À ·< À -- + -- --n +m - n 1- t 1-t . 2 1-t 1 1 1=0 

e portanto, 
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Assim, exi.ste ã tal que para m zã tem-se

(*)
*":.«: P.'"hd

Como os iterados de qualquer Teta vertical são ain

da Tetas verticais, para n suficientemente grande, os iter&

dos P''(a) defi.nem funções (fn)nG]N de classe CJ., defi.nadas
en B' satisfazendo fn(0) ---', 0 quando n ---- m e a desigualda-

de (*) acima mostra que a sequência ( n) das derivadas de (fn) co2
verge uniformemente para a função nula de Bc. Logo,a sequêp:

cia (fn) cç)nverge para 0 na topo]ogi.a CI. []

Seja Bs um intervalo fechado de centro 0 contido em

l SOC(0) e W:BCxBS. Como a parte linear de PIBs é uma con-
tração, para W suficientemente pequena, temos P(BS)cBS e,
portanto P(aBS)cBs

EElJIN.jlgA0 2 - O anel Gs = Bs\P(Bs) é chamado um domZpz,{a áuittda-

merüaC da variedade estável de 0. Qualquer vizinhança Ns(0)

de Gs(0) em ]R:, disjunta de lvioc(o) é denominada vZzílüatzça

áüldmeJtZaz associada a wiioc(o)

É claro que U.pn(Gs(0))DWsOC(0) -- {0}n€Z

Segue da proposi-ção anterior o seguiíite

COROLÁRIO Seja Ns(0) uma vizinhança fundamental associada

- 18 -

Assim, existe n tal que para rn;;:: n tem-se 

(*) 

Corno os iterados de qualquer reta vertical sao ain 

da retas verticais, para n suficientemente grande, os itera 

dos Pn(a) definem funções (fn)nelN de classe c1 definidas 

en Bc satisfazendo f (O)-+ O quando n-+ 00 e a desigualda-n 

de ( *) acima mostra que a sequência (f') das derivadas de ( f ) con 
n n -

verge uniformemente para a função nula de Bc. Logo,a sequên 

eia (f) cpnverge para O na topologia c1 . O n 

Seja Bs um intervalo fechado de centro O contido em 

W~oc ( O) e W = BcxBs. Corno a part_~ linear de P j Bs é urna con-
. s s tração, para W suficientemente pequena, ternos P(B )cB e, 

portanto P(aBs)cBs. 

DEFINIÇÃO 2 - · O anel Gs = Bs\P(Bs) é chamado um domZnJ.o f,u.nda.­

me.m:al. da variedade estável de O. Qualqu_er vizinhança Ns ( O) 

de Gs(O) em JR 2
, disjunta de wc

1 
(O) é denominada vizinhança. oc 

f,uncf.ame.n;tal_ as soei ada a ws
1 

(O) . oc 

Segue da proposição anterior o seguinte 

COROLÁRIO - Seja Ns(O) uma vizinhança fundamental associada 
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' wil..(o) Então,

nGZPn(Ns(0)) oV -- W:loc(0) ,

onde V ê uma vizinhança de 0 em ]R2

PROVA - Escrevamos Gs(0)=(P(a),aluE-a,P(-a)). Seja u a fun

ção cujo gráfico é o iterado do gráfico da função uO cons-
tantemente igual a a por P. Escolhamos

Bç de modo que u(x) <a, para todo xGBc e
a

P(a)

vo { (x , y) xGBC e u(x) <ygaJcNS(0)

Seja V =BcxE-a,a] e P : (x0'y0)

com yO >0. Pela proposição anterior, os

iterados pn(uO) determinam funções (fn)
definidas em B' que convergem para 0. Po.[

signifi.ca que pGP''0(VO) . Se yO <0, procedemos de modo anãlg
go. U

0

P(-a)

a

$4 - ;F:!.QKAÇors

O objetivo deste parágrafo é construir fibrações

que serão de grande importância na construção da conjugação

PROPOSIÇÃO 3 : Existe uma vizinhança V:B\" xBb de 0 e uma

a ws1 (O). Então, oc 

- 19 -

LJ Pn(Ns(O))::JV 
n8Z 

c w
1 

(O) , oc 

onde V ê uma vizinhança de O em JR 2 
• 

PROVA - Escrevamos Gs(O) = (P(a) ,i]u[ - a,P(-a)). Seja u a fun 

ção cujo gráfico ê o iterado do gráfico da função u
0 

cons­

a 

P(a) 

o 

p(-a) 

-a 

tantemente igual a a por P. Escolhamos 

c c B de modo que u(x) <a, para todo xGB e 

com y 0 > O. Pela proposição anterior, 

iterados Pn(u
0

) determinam funções 

os 

(f) 
n 

definidas em Bc que convergem para O. Por 

tando, existe n
0

8JN tal que un
0 

(x0) < Yo ~ un
0

_1 (x0), o que 

significa que pGPnü(v
0
). Se Yo <O, procedemos de modo anâlo 

go. O 

§4 - FIBRAÇOES 

O objetivo deste parigrafo ê construir fibraç6es 

que serão de grande importância na construção da conjugação. 

PROPOSIÇÃO 3 -_ Existe uma vizinhança V = BcxBs de O e uma 
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aplicação contínua
des:

Bs com as seguintes proprieda-

(i) v.]'(0)

(ii) para cada peBs, lísl(p) é uma subvariedade de classe
CI transversal a Bs em p

(iii) a fibração definida por Ttç e invariante por P no sg
guinte sentido: se n 2 0, então

pn(xsl(q))nV = nsl(pn(q)) , VqCBs

PROVA - Com as notações do corolário anterior, vamos cons-

truir a folhação de VO cujas folhas são os gráficos das fu2:
çoes

)

nt(x): tu(x) +.(]--t)a, 0Kt<1, xeB'

e a projeção que a cada ponto de VO .associa o único ponto do
eixo-y que esta na mesma folha

lterando tal projeção por P e definindo

obtemos ITç com as propriedades desejadas. []

: o ,

Usando agora a projeção no primeiro fatos lrc(x,y):
(x,0) obtemos outra vibração satisfazendo as mesmas conde

ções que vs' Observemos que as fibras lrcl(q), qGBc, são seg.

mentor de Tetas verticais, de modo que lícl(ql) e lísl(q2),

qlCB' e q2GB', interceptam-se transversalmente em apenas um
ponto de V

- 20 -

aplicação contínua TT : V--+ B5 com as seguintes proprieda­
s 

des: 

(ii) s -1 
para cada pEB , TTs (p) -e uma subvariedade de classe 

c1 transversal a Bs em p 

(iii) a fibração definida por TT ~ invariante por P no se 
s 

guinte sentido: se n ~O, então, 

n -1 -1 n 
P ( TT S ( q)) n V = TT S ( P ( q)) , Vq6Bs 

PROVA - Com as notações do corolário anterior, vamos cons­

truir a folhação de v0 cujas folhas sao os gráficos das fun 

çoes 

e a projeção que a cada ponto de v O .associa o Único ponto do 

eixo-y que está na mesma folha. 

Iterando tal projeção por P e definindo TT 1 
s BC = o' 

obtemos TTs com as propriedades desejadas. D 

Usando agora a projeção no primeiro fator TT~(x,y)= 

= (x,O) obtemos outra fibração satisfazendo as mesmas condi­

çõ.es que TT . Observemos que as fibras TT- 1 (q), q6Bc, são sez. 
s c 

· -1 -1 
mentas de retas verticais, de modo que TTc (q 1) e TTs (q 2), 

c s q1€B e q26B , interceptam-se transversalmente em apenas um 

ponto de V. 
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$5 - CONJUGAÇÃO

Sejam PI(x,y) : (fl(x) ,Àly+gl(x,y)) e P2(x,y)

Cf2(x) ,À2y+92(x,y)) difeomorfismos definidos numa vizinhan

ça V de (0,0), onde ÀI'À2 >le as funções fi e gi(i:1,2) SZ
ti s fa z em

fi(x) x para x g 0 e f.i(x) < x para x > 0

ag;
i-f(o,o) : o

Indicamos por WI' WI' IVu e Wc as variedades instã

vens e centrais do ponto fixo (0,0) de PI e P2' respecti.va
maná"o

g: (x,0)

Como plil.=pllwl e Pu :PZltvu são di.feomorfismos tep.

do a origem como fonte hiperbólica, pelo teorema deHartman

Grobman(ver, por exemp]o,[3] ou[4]),Pu e Pu são ]oca]-

mente conjugados, isto ê, existe um homeomorfismo

Hl: IVu -----.... tvT tal que HIPI(0,y) :P2HI(0,y) , para todo

(o , y) cw\l

Para construir uma conjugação entre PI e P2' vamos

mostrar inicialmente o seguinte

LEMA fl e f2 são localmente conjugados

- 21 -

-§5 - CONJUGAÇAO -

Sejam P1 (x,y) = (f1 (x) ,À1y+g1 (x,y)) e P2(x,y) = 

= (f 2(x) ,À 2y+g 2 (x,y)) difeomorfismos definidos numa vizinhan 

ça V de (O, O), onde Àl, Àz > 1 e as funções fi e gi (i=l ,2) sa 

tisfazem 

f. (x) = x para x ~ O e f. (x) < x para x > O 
l l 

é)g . . 
a;co ,o) = o 

u c u c ~ Indicamos por w1 , w1 , w2 e w2 as vari edades insta-

veis e centrais do ponto fixo (0,0) de P1 e P2 , respectiva-

mente. 

e P~ = P2 jw~ são - difeomorfismos ten 

do a origem como fonte hiperbólica, pelo teorema de Hartman -

b ( ) u u -Gro man ver, · por exemplo, [3] ou [4] ,P1 ·e P2 sao local-

mente conjugados, isto~. existe um homeomorfismo 

H1 : W~--+- W~ tal que H1P1 (0,y) =P 2H1(0,y), para todo 

u· (0,y)GW1 . 

Para construir uma conjugação entre P1 e P2 , vamos 

mostrar inicialmente o seguinte 

LEMA l - f 1 e f 2 sao localmente conjugados. 
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PROVA - Seja a > 0 suficientemente pequeno e consideremos um

homeomorfismo hl : (f. (a),a] ------* (f?(a),a]. Definamos h(x);x

para xs0 e h(x) :fn.hl'fn(x), para 0 <xgfl(a), onde n é o

Único nilmero natura] ta] que fln(x)É;(fl(a) ,a]. É fãci]. ver que h
ê um homeomorfismo que conjuga fl e f2' []

Estamos agora em condições de provar o seguinte

TEOREbü A PI e P2 são localmente conjugadas

PROVA - Pelo lema anterior, existe um homeomorfismo

H2: WI ----' IV; tal que H2PI(x,0) :P2H2(x,0) , V(x,0)€1VI

Sej- «:: V --..- wÍ, «:l: V -"» w\l, «:: V --"'" w2 '
líZ: V --....» IVy funçoes contínuas como na proposição 3, associa.

das aos difeomorfismos PI e P2' respecti.vamente. Se pGV, dg

finimos H(p) :q, onde q é tal que Tc(q) :H2líc(p) e Tu(q) ;

: Hlvu(p) . Corno as fibras interceptam-se transversalmenteem
um Único ponto, H esta bem definida e é fácil ver que é um

homeomorfismo que conjuga PI com P2' []

Coco uma aplicação dos resultados obtidos aqui, t.g

mos o seguinte

TEOREMA B - Seja XCGI com uma Órbita pari.Ódica yX do tipo
sela (V. Introdução). Então, X é localmente estável em yX

PROVA Seja pXGVX e E uma secção transversal a X eln pX ePX

- 22 -

PROVA - Seja a >0 suficientemente pequeno e consideremos um 

homeomorfismo hi: (f1 (a) ,a]-+ (f 2(a) ,a]. Definamos h(x)=x 

n n -para x:;;O e h(x) =f2oh1 of1 (x), para O <xsf1 (a), onde n e o 

Único número natural tal que f~n(x)E (f1 (a) ,a]. 13 fácil ver que h 

-e um homeomorfismo que conjuga f 1 e f 2. D 

Estamos agora em condições de provar o seguinte 

TEOREMA A - P1 e P2 são localmente conjugadas. 

PROVA - Pelo lema anterior, existe um homeomorfismo 

H wC 
2: nl 

1 c 1 u 2 c 
Se j am 1T c V - W 1 , 1T u V ---+ W 1 , 1T c V ---+ W 2 e 

1r~: V-+ W~ funçoes contínuas como ria proposição 3, associa 

das aos difeomorfismos P1 e P2 , · respectivamente. Se pEV, d~ 

finimos H(p) =q, onde q ê tal que 1r
2(q) =H21r

1 (p) e TT
2(q) = c c u 

1 
= H11T u ( p) . Como as fibras interceptam-se transversalmente em 

um Único ponto, H esti bem definida e ê ficil ver que ê um 

homeomorfismo que conjuga P1 com P2. D 

Como uma aplicação dos resultados obtidos aqui, te 

mos o seguinte 

TEOREMA B - Sejéi. XEG1 com uma Órbita periódica Yx do tipo "7 

sela (V. Introdução). Então, X ê localmente estivel em Yx· 

PROVA - Seja ·pxGYx e r uma secçao transversal a X em Px e PX 
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a correspondente transformação de Poincaré, a qual depende

continuamente do campo. Assim, para Y próximo de X, temos

YGGI e PY próxi.ma de PX' Como os difeolnorfismos PX e PY são
do tipo estudados anteriormente, pelo teorema A, existem vj:

zinhanças EX'E e EY't de .pX e pY' respectivamente e um ho-

meomorfi.smo ])Y: }lX '"--» =Y tal que hYPX : PYhY

Seja Xt o fluxo correspondente ao campo X no ins-

tante t. Suporemos, sem perda de generalidade, que PX :XI e
P., : Y'v 'l

Sejam

UY (Ü*'''T]'
e VY

ÍÜ*''''J'
Então, UY e VY são vizinhanças tubulares de =yX e .yY' respeÊ.

tivamente; com a seguinte propriedade: para cada ponto reUY'

existem um Único te[0,1) e qCE:X tai.s que r =Xt(q). Defini-

mos H: UY ----''> VY por H(r) : YthYXt(r)

Pelo teorema da dependênci.a contínua das condições

i.niciais, H é contínua nos pontos qgXX' Para verificar acop:

tinuidade de H em um ponto qeEX' tomemos uma sequênci.a qnGUY

tal que qn ----'-,- q. Podemos supor que qngllX' Vn e que . existe

uma sequência tn ----'' ] ta] que X.t (qn)GEX' Como ]IY e cona.ln

- 23 -

a correspondente transformação de Poincaré, a qual depende 

continuamente do campo. Assim, para Y próximo de X, ternos 

YEG1 e Py próxima de PX. Corno os _difeomorfismos PX e Py são 

do tipo estudados anteriormente, pelo teorema A, existem vi 

zinhanças ExcE e Eycí:" de Px e Py, respectivamente e um ho­

meomorfismo hy: Ex---+ ty tal que hYPX = Pyhy. 

·seja Xt o fluxo correspondente ao campo X no ins­

tante t. Suporemos, sem perda de gene.ralidade, que PX = x1 e 

Py = yl . . 

Sejam 

e 

Então, Uy e Vy sao vizinhanças tubulares de ~X e Yy, respe~ 

tivarnente; com a seguinte propriedade: para cada ponto rEUy, 

existem um único tE[ O, 1) e qEtx tais que r = Xt (q). Defini­

mos H: Uy--+ Vy por H(r) = YthYXt(r). 

Pelo teorema da dependência contínua das condições 

iniciais, ·H é contínua nos pontos q~EX. Para verificar a con 
~ . 

tinuidade de H em um ponto qEtx, tornemos urna sequencia qnEUY 

tal que q --+- q. Podemos supor que q ~EX, Vn e que existe 
n n 

urna sequência tn--+ 1 tal que X_t (qn)GI:X. Corno hy ê conti 
n 
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nua em EX temos .hYX-t.(qn) converge. para hYX-l(q) e,. portão.
to, H(qn) :Yt hYX-t (qn) converge para YlhYX-l(q)

]] n

YlhYPX"(q) : hY(q) ; H(q) . Ü

- 24 -

nua em Ex temos .hYX-t (qn) converge para hyX_1 (q) e, portan 
n 

to, H(qn) =Yt hYX - t (qn) converge p~ra ·Y1hyi_1 (~) = 
n n 

-1 
= Y1hYPX (q) = hy(q) = H(q). O 
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$6 - CAMPOS DE VETORES

Em correspondência com os difeomorfismos estudados ante

dormente, encontram-se os campos de vetores X definidos nu

ma vizinhança de ]R2 contando (0,0) dados por

( 5) X(x ,y) = (f(x) , Ày+g(x , y) )

onde f(x) 0 para x g 0, f(x) < 0 para x > 0, À > 0 e

g(o ,o) (o ,o ) ; o ,

cujo difeoúorfismo no tempo l é do tipo estudado anterior-

mente, de modo que podemos aplicar todos os resulta.dos da

parte A. Em particular, a existência e a unicidade da varie

dade central local do ponto crítico (não-bi-perbÓlico) (0,0)

decorrem da proposição 1. Esta variedade é dada pelo gráfi-
co de uma função Q: [-a,a] ------.- ]R de c]asse CJ- com @(0)

= @'(0) =0, que é constituída pelos pontos críticos de X e

por uma ot'bata tendo C0,0) como u-limite

O.análogo da proposição 2 é a seguinte

EBQ.e99]:Ç49..1 - Seja a uma secção transversal a Wuoc(0) na
ponto q #O. Então, para todo e: >0 e qual-quer intervalo com-

pacto BccWcoc(0) contendo 0, existem uma vizinhança V de Bc

e tO >0 tal que para t >t0' X.t(a)nV esta c:-Cl-próximo deBc.

- z·s -

§6 - CAMPOS DE VETORES 

Em correspond~ncia com os difeomorfismos estudados ante 

riormente, encontram-se os campos de vetores X definidos nu 

ma vizinhança de JR. 2 contando (0,0) dados por 

( 5) · xcx,y) = (f(x) ,Ày+g(x,y)) 

onde f (x) = O para x s O, f (x) < O para x > O, À > O e 

. . ' 

g(_0,0) = -ª-Rco o) = -ª-.&co o) = o ax ' ay ' ' 

cujo difeo~orfismo no tempo 1 ~ do tipo estudado anterior­

mente, de modo que podemos aplicar todos os resultados da 

parte A. Em particular, a exist~n~ia e a unicidade da varie 

dade central local do ponto críiico (não~hiperb6lico) (0,0) 

decorrem da proposição 1. Esta variedade~ dada pelo grifi-

co de uma função l/): [-a ,a] ---+- IR de classe c1 com l/1(0) = 

•= l/J' (O) =O, que ê constituída pelos pontos críticos de X e 

por uma 6rbita tendo (0,0) como w-limite. 

O. análogo da proposição 2 ê a seguinte 

PROPOSIÇÃO 4 - Seja cr wna secçao transversal a W~
0

c(0) no 

ponto q 70. Então, para todo E >0 e qualquer intervalo com­

pacto BccW~
0
c(0) contendo O, existem urna vizinhança V de Bc 

1 - . c e t 0 > O tal que para t > t 0 , X_t (o) nV esta E-C -prox1mo de B . 
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Defi.nindo fibrações como na proposição 3 e usando

o mesmo argumento uti]izado em [5], pagina 96, obtemos umrg
saltado sobre conjugação topológica entre doi,s campos X e Y

do tipo (5)

Para finali.zar, damos abaixo um exemplo que mostra

que difeomorfislnos do tipo (1) não provêm de campo do tipo

(5), exenlp]o esse adaptado de [6] à nossa si.tuação.

EXEbÍPLO Seja 0 <X < ]e g a função definida emE-À,X] por

g( y) ;.«(:« y#] ,
se y #O e g(0) =0

É fácil ver que g ê um difeomorfismo de classes CI.

Seja P: IRxE-À,À] ---.---> IRz o difeomorfismo de classe Ci sati.s

fazendo f(x) =x, para x gO e f(x) >x, para x>o.

Vamos mostrar que P não é fluxo tempo l de qualquer

campo Lipschitziano. De fato, se P =XI para algum campo X
então X deve bati.sfazer X(P(p)) =DP(p).X(p) , para todo pon-

to p. Consi.detemos um ponto p : (0,À v) , onde nO é suficien

temente grande. Para n >n0' devemos ter X(pn(p)) =Dpn(p).X(p),
isto ê,

)

[=x(o,gl:(À o)) (0 , Dgn( À::0) X ,(P) )
Dgn(Àn0). .x 2Cp)
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Definindo fibrações como na proposição 3 e usando 

o mesmo argumento utilizado em [SJ, página 96, o·btemosumre 

sultado sobre conjugação topol6gica entre dois campos X e Y 

do tipo ( S) • 

Para finalizar, damos abaixo um exemplo que mostra 

que difeomorfismos do tipo (1) não provêm de campo do tipo 

(S), exemplo esse adaptado de [6] i nossa situação. 

EXEMPLO - Seja O< À< 1 e g a função definida em[->..,>..] por 

g (y) = >..y +_x:..._.,_ sen(2TT .Q,nlyl J 
.Q.njyl .Q.n>.. ' 

se y ~o e g(O) =O. 

~ f~cil ver que g ê um difeomorfismo de classes c1. 

Seja P: Rx[-.À,À]--+ JR 2 o difeomorfismo de classe c1 satis · 

fazendo f(x) =x, para xs;O e f(x) >x , para x > o. 

Vamos mostrar que P nao ê fluxo tempo 1 de qualquer 

campo Lipschitziano . De fato, se P=X1 para algum campo X, 

então X deve satisfazer X(P(p)) =DP(p)•X(p), para todo pon-

··•· no -
to p. Consideremos um ponto p = (O ,À ) , onde n 0 e suficien-

temente grande. Para n >n
0

, devemos ter X(Pn(p)) =DPn(p)•X(p), 

isto ê, 
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l \J l L a.JI L\J )

IX(pn(p))l = IDgn(Àn.0)llX2(p)l : lnRlIDg.gi(Xno)lllx2(p)

*. «it(i ... 2" :Jh.)lx.(p)l
À(ÊnÀ)0 0

TF3r : H; :!:': *ih +' *:',,

auto illfinito

e-se que X não pode se

Como o pro

diverge Lipschi-tziano, segu r

Portanto, 

Logo, 

IX"CPn(p))l Àn n-1 2,r 1 = I1 (1 + n +i)lx2 (p)I = 
1 Pn(p) 1 

Àno+n i=O À ( tnÀ) 2 o 

IX(p)I 
n-1 2,r 1 

= II (1 + n + f) À no i=O À (Q,nÀ) 2 _o 

Como o produto infinito 

00 2,r 1 
(1 +--- ) 

II n +i 
i=O À(inÀ) 2 O · 

· diverge, segue-se que X nao pode ser Lipschitziano. 
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