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INTRODUGAOQ

Para motivarmos o problema que sera abordado neste
trabalho, faremos a seguir um breve resumo ‘dos resultados

obtidos em [11].

Seja Xz(S3) o espaco de Banach dos campos de veto-
res de classe CT (r=4) em S® tangentes a uma folheacao de

Reeb o. Indicamos por T? a folha compacta de o.

Seja G, o conjunto dos campos Xexz(S3) .que satis-
fazem as seguintes condicGes:

- (i) as singularidades de X sdo todas hiperb6licas,exce-
to um numero finito delas, que sao quase-genericas
e aparecem no maximo uma em cada folha

(ii) X[z € um campo de Morse-Smale.
Em [1] esta provado que Gy e aberto e denso em xg(Sa).

Sejam [alj e [azj 0s geradores do grupo >fundamen-
tal do toro T?. As holonomias H(ay) e H(azj de [a;] e [a,l,
respectivamente, sao representadas por fungoes £, e f, tais
que |

fl(x) =x, para x<0 fz(x) =x, para x >0
e -, ow
fl(x) <x, para x>0 fz(x) >Xx, para x < 0



Seja agora XGG1 e suponha que X tem uma Orbita pe-
riodica y contida em T? e.homotapica a a;. Seja p€y e esco-
lha coordenadas u = (x,y,z) tais que u(p) =0, X =constante re
presentam as folhas dé o, z=0 determinalﬂmisecgéo transver
sal I ao caﬁpo e X==§%. Seja- P(Y,x,y) a transformacdo de
Poincaré definida em I para campos Y pertencentes a uma vi-
zinhanca V Ade X _.em Gl' Ngste caso, tem-se P(Y,x,y) =
= (HY fl H;l(x),g(Y;x,y)), onde_HY € um difeomorfismo qué
preserva O zero e a orientagéo,Ae'poftéﬁto, | .
| 1 0

DP(X,p) =
| dg dg
L 5x (X:0,0)  35(X,0,0)

Como XITZ € um campo de Morse-Smale, segue que y &
hiperbolica, o que significa que DP(X,p) tem um autovalor

A =#1, isto e, g%(X,0,0) =A=z1.

Suponhamos que A >1 e que V foi escolhida de modo
l.que %%(Y,x,y) >a>1, para todo YEV. Pelo Teorema da Funcgao
Implicita, existe uma fungdo y =y(Y,x) definida numa vizi-
nhanca de (X,0) tal que g(Y,x,y) =y se,e so_mentese,y;y(Y,x)t

Como fl(x) =x para x <0, os pontos fixos de P(Y,x,y) sao os



pontos da curva y=y(Y,x) com X <0. Portanto, existe uma vi
zinhanca aberta V da orbita y tal que a) as orbitas periodi
cas de YE/ (V reduzida, se necessario) contidas em V formam

uma subvariedade difeomorfa a Slx(-l,O], cuja 1interseccao

-

com £ € @ curva y=y(Y,x) com x <0 e a orbita Yy corres-
pondente a x =0 esta contida em T2 e & o bordo dessa subva-

riedade; b) w?oc(YY) =VnT?2.

S
lo

nal com bordo Yy> cuja interesecgao com I € uma curva dada

Note ainda que W C(YY) € uma variedade bidimensio
por uma equacgdo y =y(Y,x) com x >0, fato que em [1] e obti-
do mediante aplicacdo do teorema da variedade central (r9i,

[101).

Dizemos, neste caso, que y & do t¢ipo sela.

Com os resultados obtidos neste trabalho, mostrare
mos, em particular, que X € estruturalmente estavel em vol-
ta de vy, iSto e, existe uma vizinhanca U de X em G1 tal que

para todo YeU, existem vizinhangas UY de Yy © VY de Yx tais



que Y|UY € topologicamente equivalente a XIVY (isto quer di
zer que existe um homeomorfismo H: VY —+'UY que aplica tra-
jetorias de X em trajetorias de Y), pois a transformacio de
Poincaré citada acima enquadra-se nos difeomorfismo aqui es
tudados. Provamos ainda a existencia e unicidade da varieda
de central wioc(YX)'

O trabalho se dedica ao estudo de uma classekkacam

pos e difeomorfismos e esta dividido da seguinte maneira:

Parte. A - Difeomorfismos

Al - Variedades Invariantes - & dedicada a prova da exis
tencia e unicidade da variedade central do ponto fixo (0,0).

A2 - Conjugacao - estabelece algumas propriedades essen
ciais tais como fibracdes e A-lema, das quais deduzimos a e
xistencia da conjugacao. ~

Parte B - Caﬁpos de Vetores

Nesta parte aplicamos os resultados obtidos na par

te A para campos de.vetores e damos um exemplo de um difeo-

morfismo que ndo provem de campo.

Convem observar aqui que a equivaléncia topologica
para campos do tipo considerados na parte B pode ser obtida
diretamente com tecnicas semelhantes as que se usam em [7]e
[8]. Essa foi a linha que seguimosemnossos primeiros estu-
dos relativos ao problema aqui abordado. A seguir,obtivemos

conjugacao topoldgica e naturalmente se colocou a questdo de



se saber se aqueles difeomorfismos provinham de campo.A res
posta € negativa, razdo pela qual abordamos diretamente o

problema dos difeomorfismos.



PARTE A - DIFEOMORFISMOS

A1 - VARIEDADES INVARIANTES



Em todo esse trabalho, P designara um difeomorfis-
mo de uma vizinhanga U do plano R? contendo a origem, de

classe Cr(r > 2), dado por

(1) P(x,y) = (£(x),xy +g(x,y))

onde f e um difeomorfismo de uma \rizinhanga de OER que sa-
tisfaz f(x) =x para x<0 e f(x) <x para x>0, A>1 e

-2g =28 -
£(0,0) =3£(0,0) =3£(0,0) =0.

§1 - PONTOS FIXOS

Os pontos fixos de P correspondem as solugdes da e
quacao Ay + g(x,y) =y com x <0. Seja F(x,y) = (A-1) +g(x,y)..
Entdo, F & de classe C', F(0,0) =0 e 2—5(0,0) =x-1#0. Por-
tanto, pelo teorema da funcao imiﬁl'icita, existem intervalos
abertos I e J =(-a,0) contendo O e uma funcgao ¢: I — J de
classe C' satisfazendo $(0) =¢'(0) =0 tal que F(x,y) =0 em
IxJ se, e someﬁte se, y=¢(x). Assim, os pontos-fixos de P
nesta vizinhanca sdo os dografico da funcao y =¢(x) comx < 0.
Tais pontos fixos sao a-limite dos pontos (x,y)€EIxJ com pri
meira coordenada x <0; em particular, o segmento do eixo -y
contido.e'm IxJ €& a varledade instavel Local do ponto fixo nao-

hiperbolico (0,0):

W?OC(O) = {(x,y)EIxJ;x=0}



IxJ 1y

4 * 4 A * Awu (0)

loc o b {5)

§2. EXISTENCIA E UNICIDADE DA VARIEDADE CENTRAL

Para evitar dificuldades técnicas que se tornarao
claras mais adiante, € conveniente substituir f e g em (1)
por outras ‘funcoes de mesma classe definidas em Re R?, res
pectivamente, que coincidem com f e g numa vizinhanga da o-
rigem. Este € o contelido do seguinte lema, cuja demonstracao

pode ser encontrada em [2], pagina 232.

LEMA 1 - Seja F: UcR" — RP uma fungdo de classe ¢t defini
da numa vizinhanga U contendo a origem satisfazendo F(0) =0
e F'(0) =0. Seja 8 >0 arbitrério. Entdo, existem um numero
real s=s(6) >0 (que tende a o quando 8+ 0) e wuma funcgao
F: R — RP de classe Cl definida em todo R" tais que
F(£) = F(£) para || <>, F(£) =0 para |g] 2s e |F'(&)] <o,

para todo EGIRn :

A-1

= Como

, a(r-1), Z3+V5+AN ’g““‘}_

Seja 0 < 60 <min{1,

g(0,0) =%%(0,0) =%-)g;(0,0) =0, pelo lema anterior, existem



Sy >0 e uma fungao g: IRR?—— R de classe C1 satisfazendo

S
= 1 =
g(x,y) =g(x,y) para |(x,y)| =, E(x,y) =0 para [(x,y)]| 25,

lié
3

Tambeém, F(x) = f(x) -x satisfaz as hipoteses do le-

<0y, para todo (x,y)ER?.

ma 1, de modo que existem S, >0 e uma funcao F: R— R de
classe Cl tais que F(x) =F(x) para |x| sizg, F(x) = 0 para
[ x| 2s, e |'F' (x) | <8,, para todo x€R.

Escolhendo Sg sglin{sl,sz} de modo que a bola B de
centro (0,0) . e raio —729 esteja contida em IxJ e modifi-
cando f e g como acima, se necessario, podemos supor que f
e g estao definidas em IR e IR? ,respectivamente, e satisfa-

zem as seguintes condigoes:

(i) £(x) =x para |x| suficientemente grande
(ii) g(x,y) =0 para |(x,y)| suficientemente grande
(iii) 1 —6 <f'(x) <1 +60, para todo xEIR

(iv) ](xﬂiw e |2&0x,y)

84> para todo (x,y)EIR?

Para referencia futura necessitaremos tambem dos

seguintes majorantes:

e &mso{%§“Yﬂ S| [FEem|} e
| (x.¥) [ =
e k = sup |£f"(x)]| >0.

S
|x|s70



Vamos mostrar que existe uma unica curva de classe
Cl, invariante por P, que passa pela origem com tangente ho
rizontal, chamada variedade central Local do ponfo'fixo (0,0).
Tal variedade e constituida pelos pontos fixos de P e pelos
pontos que tem (0,0) como .:w;limite que pertencem a
F-fg, fQQ]XJ. Para isso, mostraremos que certa equagao fun-
cional admite uma Gnica solucao de classe C1 definida em

s s :
_79"%q’ o que sera feito pelo metodo de aproximacdes su

cessivas [2].

S S
--29-, TO] — R de

classe C com $(0) =¢'(0) =0 cujo grafico & invariante por

PROPOSICAO 1 - Existe uma unica funcgdo y¥: [—

P.

PROVA - Definamos a sequencia de fungbes ¥ : R — R do se

guinte modo:
_ _1
() w20 e wy () = H e, (F00) -~ 0w, 00)]

E facil verificar (por inducdo) que v e de classe

ct e ¢n(0) =¢£{0) =0, para todo nEN.

Vamos provar que (wn) converge uniformemente . para
s s
uma. funcao de classe C1 em [:-79, —71. Seguira entao que

satisfaz a equagao funcional

s S
VEGD) = W) Fgxu(x).  x6 [ ]

de onde se conclui que o grafico de y e invariante por P,is
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S, §
to e, P(x,¥(x)) pertence ao grafico de ¥, parato&)xGEjgggq.

A demonstragao da convergéncia sera feita em 3 eta

pas:
(a) a sequéencia das derivadas W) e uniformemente Limitada. De
)
fato, seja o =T-—l—%©;' Como eo <2‘g—1, segue que o < 1. Prova-
remos que
(2) Iq)l'l(x)l <o para todo xER e para todo nEN.

Claro, (2) vale para n=0. Suponha que (2) vale para todo

i€{0,1,...,n}. Seja xER; temos:

95101 = 3 ¥5,(ECOIE 00 - B, 60) - 2By, G )|
< 31001 1£° 00 14 286x,4,60) ] + 122,00 0] =
s,%f;(1+60)+60+600] =-%{Q(1+290)+90] =g

Portanto, (2) vale para n+l, de modo que (wﬁ) e uniformemen

te limitada.

(b) a sequencia twn) converge uniﬁonmementé em qualquer ALntervalo

Limitado. ‘
1+6 o
Sejam p = N (portanto, 0<p<1) e K==7;.
Vamos mostrar que
(3) |wn(x)"¢n_1(x)| <K|x|p", para todos xEIR e nENN.

Para n=1, temos:
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’ 0
|9, G-, | = Hglx, 0| s30,/x] sr_—l-é’z-églxl = olx| = K|x|p;

portanto, (3) vale para n=1.

Suponha que (3) vale para todo i€{0,1,...,n}.Sendo

XEIR, temos:

IA

19, (E00) 4,1 (£60) | + [y 0)) g (ot 3 6 ]

9,100 G| <5

Kx|o"opK|x| 6"

;Kl £(x) | o+ % l RUn(X) V1 (x) I] 5%

1+
=Kx 0" = Kixlo™.

1
X

Portanto, (3) vale para n+l, e assim, vale para todo n.

-S, S
(c) a sequéncia (wl'l)éuniﬁoﬂmemen/te equicontinua em . }—-—2—, —2-(—5' :
Seja L = St dM . Vamos provar 'que ‘ 7
A-1-30_-62
0 "0
' - Sy Sp :
(4) Iw;(x)l <L, para todos x€ L—-—Z—, —2—] e nEN.

Obviamente, (4) vale para n=0. Suponha que (4) va

s
le para i€{0,1,...,n}. Suponha que |x| s——zg.C'omo | £(x)| =< |x],

: . s »
para todo xER, temos |f(x)]| 5—29— para |x| < —29- de modo que

W40 GO L <3 1CEGA £ 60 |2 + [ (£ | 1 £°G) [+ 3B Cx,0_ () | +
+ 20200, 00 13, 00 1+ 8k, 000 [, G0 " g0, 0 | 14,00 IE

s%{L(1+80)2+ck+M+2Mc+sz+eoL] s%{L(1+360+6Ep+ok+4M] = L.

Portanto, (4) vale péra n+l e assim tem-se (4) para todon€NN.
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S, S . :
el-20 Zo] : u 3
Logo, dados xl,xze[ 70 7] ,temos Iq;n(xl) Ipn(xz)|sL|x1 le ,

para todo nEIN, o que estabelece a equicontinuidade uniforme
s s
- . %0 >0

de (ll)n) no intervalo [————2 , -—2].

O final da demonstracao da proposigao 1 & agora Ob

vio: pela parte (b), gwn) Sconverge uniformemente para uma
funcdo continua V¥: [—-—ZQ, —ZQJ — R; de (a) e (c) e do teore
ma de Arzela-Ascoli, existe uma subsequéncia (wl'lk) de (wr'l)
que converge paré uma fungao continua -‘F[__SZ_O’%(_)_:\ —+ R, 8e
gue, entao, que (l])nk) converge uniformemente para uma fun-

gao de classe C1 cuja derivada e E— Como (U}n) converge para

. 1 °0 5¢
Y, tem-se que Yy e de classe C~ em A KE

A unicidade da variedade central decorre agora do

seguinte
5 °0 %0
LEMA 2 - Existe nomaximo uma fungao continua ¢’ lj— —2—.,-_—2—] — IR

tal que

) BEE) = ) rev). 6| -2 P

. ' ’ S, S
PROVA - Sejam y; e ¥, duas fungGes continuas em [——2(—),—70} e
s
suponha que elas satisfacam (5). Para ——zgs-xs 0 temos

vy (x) = s (x) +g(x,9;(x)), (i=1,2),

. s
de modo que wl(x) =w2(x) =¢(x) para ——-zo—‘sx <0 (ver §1).
s .
Seja Xoe(O’“QQ] e suponha que wl(xo) = wz(xo). Co-
mo P (xg,¥; (xg)) = (£7(x0) 03 (£7(x())), VneN, temos , (£"(x,)) =

z wz(fn(xo)) , VnEN, pois P" & injetora. Como f(x) < x ~ para



o IR -

-

x>0, a sequéncia_(fn(xo))neIN e decrescente e limitada in-

feriormente (por 0) e portanto & convergente. Seja

2 = lim £'(x,).
n--
Como f e continua, temos f(&) = lim fn+1(x0) = % e como f

N>
nao tem pontos fixos na semi-reta x >0, segue que £ =0,

Por outro lado, & facil verificar que

[y (R0, (P (x gD | = (A=0) My (x) =0, (xp) |, VneW

e como A=, =X -3%l~=2¥;1 > 1, o segundo membro da desigual

dade acima tende para +< quando n -++o 0 que contradiz o fa-

to de ser lim lwl(fn(xg))—wszn(xo))l = 0. Portanto,wlﬁﬁﬂ =
n-e s -

0

5

= wz(xo) para 0 $xq €

0

Observemos que a prova.do lema 2 mbstfa que o gra-
fico de y @ constituido pelos pontos fixo§ ~(x,w(x))'.c6m
-Eg—sx 50 e pelos pontos (x,¥v(x)), com 0 <x sfg-que tem a o
rigem como w-limite, isto e, para cada x20, Pnbgw(x))~+(0,0)
'quando n - @, |
d 0 grSfico da funcao ¢ sera indicado
por WCI:OC(O) » chamado wvariedade central Lo
g AAAR 17/L¢ cal do ponto fixo (0,0). Dos resulta-

= ; %z dos anteriores, concluimos que as orbi

“1 ~ tas de P numa vizihhanga de (0,0) tem

0 aspecto indicado na figura ao lado.



PARTE A - DIFEOMORFISMOS

A2 - CONJUGACAO
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§3. A-LEMA

Seja ¢: B — ¢(B) dada por o(x,y)=(x,y-v(x)), on-
de ¥ e B sdao como anteriormente. Entdao, ¢ e um difeomorfis-
mo de B sobre ®(B), que define uma mudanca de coordenadas em

B em relacdo a qual o difeomorfismo P se expressa na forma

¢P¢'1(x,y) = (f(x);ky+§(X,Y))

onde g(x,y) =Ap(x)+g(x,y+¥(x)) -y (£(x)) .
Portanto, efetuando esta mudanca de coordenadas,po
demos supor que P & um difeomorfismo de classe C1 definido

numa vizinhanga V de (0,0) por

P(x,y) = (£(x),Ay+g(x,y))

x para x <0, f(x) <x para x>0, A>1, g(x,0) =0

onde f(x)
e §%(0,0) = 0.

Isto significa que a variedade central 10calwioc(0)
do ponto fixo (0,0) @ um intervalo aberto contendo (0,0) no
eixo E€ = {(x,0):xER} e a variedade instavel local Wfbc(o)
e um intervalo aberto contendo (0,0) noIkmaliEu={(0,y):yGH2L

A proxima proposigdo & uma adaptagao do resultado
classicamente conhecido como A-Zema de pontos fixos hiperbo-

licos para o nosso caso como observado em [3].

DEFINICAO 1 - Sejam W; e W, duas subvariedades de uma varie

dade M. Dizemos que W; esta e—Clﬂw@xOmlde W, se existe umdi



=] -

feomorfismo y: W, — W, tal que |11—12oy|C1 <e, onde i,

e W em M,

e i2 indicam as aplicégGes de inclusoes de W 2

1
respectivamente.

PROPOSICAO 2 - Sejam P(x,y) = (f(x),Ay+g(x,y)) um difeomor-

fismo de classe C1 com f(x) =x para x <0, f(x) > x para x>0,

0<A<1l, g(x,0) =%§(0,0) =0 e 0 uma secgao transversal a

S

W1oc

(0) no ponto q =0. Entdo, para todo € >0 e qualquer in-
tervalo compacto BCCWEOC(O) de centro 0, existem V,vizinhan

ca compacta de B® e nOGDJ tais que para n>n, tém-se Pn&ﬂnV

0
e—Cl—prGXimo de B,

PROVA - Seja 0<% <1 tal que %;%—=a <1 e tomemos uma vizi-

nhanca compacta W==11XJ1‘de (0,0) contida em B tal que

g
9X

sup

<4, supl%%} < e sup|f'(x)-1] <2
W I '

]
W 1

Suponhamos que B® esta contido em W. Sejam

;O = (0gsB8y) um vetor unitario tangente a ¢ no ponto q e
IBOI . . - > . n >
An = a inclinacao de v,. Consideremos q_ = P (q), v_=
0 la l 0 ~ n n
0
- « ~ ->
= DP(qn 1)'Vn_1 e xn a inclinacao de Vo Temos

DP(q) vy =

g d
| ax (@ argf@ )| 8
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de modo que

3g 3g
o35 (@) *BuLA +55(q) ]|

o] 52-+AO(A+2)
a
0 i

Analogamente,

X, sz-+x1(x+z) <8+ 2(A+0) +A0(A+2)2
e de modo geral,

n n-1
Ansxo(mz) +.§
i=0

s+t

Como A+% <1, temos ainda

3

A <A () e — %
no 0 1-(A+2)

Como 1lim AO(A+2)D'=0, existe n.E€IN tal que para n>n

n->co

1 | 1

A, 8—EE

Do (a+2)

Seja 0 <k; <min{e,2}. Como B¢ & compacto e %%

existe § <e tal que em V =BCXE—6,6] tem-se

1
iypl%% skl.

temos
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Tomemos ny obtido anteriormente de modo que
n
P l(q)Gint(Vl). Por continuidade, em um intervalo D mergu-
n n -
lhado em P 1(o) com centro P 1(q), a inclinagao de qualquer

vetor unitario VET_(D), pED satisfaz Ay S . -
P 1 1-(r+2)

Seja pED e §==(a,B)GTp(D) um vetor unitario. Vamos

calcular as inclinacoes )
N

- dos iterados de Vv por P.Temos
1

f'(x) 0 o,

2g g
ax(P) A rgy(@) |l 8
é portanto,

3 3 o
ol I55(P) [+ 18l DA+ | 52(p) |1 ky ey, (9)

< <
n,+1 = -

1 la] | £' (x) | o 1-9

Y

-Consequentemente,

A

< A+ 0 m+ kl mil r+g)
ny+m - ong (1-4

e portanto,

k

1
A LS =y Yoy

n1+m 1’11
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Assim, existe n tal que para m >n tem-se

* < + 1
(*) An1+m“€[? (1—2)(1—a)]

Como os iterados de qualquer reta vertical sao ain
da retas verticais, para n suficientemente grande, os itera

dos Pn(o) definem funcoes (fn) de classe Cl, definidas

nEIN
en B¢ satisfazendo fn(O) —~ 0 quando n — « e a desigualda-
de (*) acima mostra que a sequencia (fit'l) das derivadas de (fn) con

. - C -~
verge uniformemente para a funcao nula de B~. Logo,a sequen

cia (fn) converge para 0 na topologia Cl. 0

Seja B® um intervalo fechado de centro 0 contido em

S

J
“1oc

(0) e W =B xBS. Como a parte linear de P BS e uma con-
tragao, para W suficientemente pequena,‘temos P(B®)cB® e,

portanto P(BBS)cBS.

DEFINIGAO 2 - 0 anel G° =B°\P(B®) & chamado um dominio funda-

mental da variedade estavel de 0. Qualquer vizinhanca N°(0)

Lins

S 2 . 3
de G'(0) em R*, disjunta de wloc

(0) e denominada vizinhanca

fundamental associada a WiOC(O).
E claro que | P"(G°(0))>W] .(0) — {0}.
| ne€z o¢
Segue da proposicao anterior o seguirnte

COROLARIO - Seja NS(O) uma vizinhanca fundamental associada
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loc(O). Entao,

n S
P05 - Woc(0),

onde V € uma vizinhangca de 0 em R?.

PROVA - Escrevamos GS(O) = (P(a),alul-a,P(-a)). Seja u a fun
cdo cujo grafico & o iterado do grafico da fungao u, cons-

tantemente igual a a por P. Escolhamos

T @
1 pca) B¢ de modo que u(x) <a, para todo x€B® e
Y
V0 = {(x,Yy): x€B° e u(x)<ysa}cNS(0).
0 Seja V'=BCXE-a;é] e P =(x0,y0)
1 pe-a) com y, >0. Pela proposicao anterior, os
L, iterados Pn(uo) determinam funcgoes (fn)

definidas em B que convergem para 0. Por

" tando, existe nOGBJ tal que uno(xo) <Yo suno_l(xo), o que
n 4 -

significa que pEP 0(VO). Se Yo <0, procedemos de modo analo

go. 0

§h - F1BRACOES
0 objetivo deste paragrafo &€ construir fibragoes

que serdao de grande importancia na construgao da conjugacao.

PROPOSICAO 3 - Existe uma vizinhanca V=B“xB®> de 0 e uma



= g0 =

aplicacdo continua Tt V — B® conm as seguintes proprieda-
des:
. -1 -
(i) ,7(0) = B
(ii) para cada pGBS, ﬂ;I(p) e uma subvariedade de classe

C1 transversal a B° em P

-

(iii) a fibracao definida por ﬁs e invariante por P no se

guinte sentido: se n=0, entao,

PPt @)V = w t ")), Vqes®

PROVA - Com as notacoes do corolario anterior, vamos cons-

truir a folhacgao de V, cujas folhas sdo os graficos das fun
coes
Ht(x) = tu(x) + (1-t)a, . 0<t <1, xEBC

e a projecao que a cada ponto de VOAassocia o Unico ponto do

eixo-y que esta na mesma folha.

Iterando tal projecao por P e definindo T =0,

obtemos T, com as propriedades desejadas. [

Usando agora a projecao no primeiro fator vc(x,y)=
= (x,0) obtemos outra fibracao satisfazendo as mesmas condi-
gSes que - Observemos que as fibras ﬂ;l(q), q€BC, sdo seg
mentos de retas verticais, de modo que ngl(ql) £ ﬂ;l(qz),
GBS, interceptam-se transversalmente em apenas um

c
qleB e q,

ponto de V.
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§5 = CONJUGACAO -

Sejam P, (x,y) = (£f;(x),xy*+g;(x,y)) e P, (x,y) =
= (fz(x),xzy+g2(x,y)) difeomorfismos definidos numa vizinhan
ca V de (0,0), onde Al,kz >1 e as fungoes fi e g (i=1,2) sa

tisfazem
fi(x) = x para x <0 e fi(x) < x para x >0

0) = "Bi g 0) = Bi 8y =
gi(x':)"'_a;c—(9)_—5—)',—(0’)-

Indicamos por W?, Wi, Wg e W% as variecdades insta-
veis e centrais do ponto fixo (0,0) de P1 e PZ‘ respectiva-

mente.

Como PY=p u e pPY=p u sﬁé-difeomorfismosten
1 1 Wl 2 2 Wz —

do a origem como fonte hiperbolica, pelo teorema de Hartman-
Grobman (ver, por exemplo, [3] ou [4]),P¥'e Pg sao local-
mente conjugados, isto €&, existe um homeomorfismo
. gl u _
Hl' Wl-—~+ W2 tal que HlPl(O,y) PZHI(O’Y)’ para todo
(o,y)ew?;
Para construir uma conjugacao entre P1 e PZ’ vamos

mostrar inicialmente o seguinte

LEMA 3 - f; e £, sao localmente conjugados.
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PROVA - Seja a >0 suficientemente pequeno e consideremos um
homeomorfismo hi: (fl(a),a]-——+ (fz(a),a]. Definamos h(x)=x
para x <0 e h(x)==fgohlof?(x), para 0 <x < f,(a), onde n e o
Gnico nimero natural tal que fin(x)e(fl(a) ,al. E facil ver que h
e um homeomorfismo qué conjuga fl e f2. 0

Estamos agora em condicoes de provar o seguinte
TEOREMA A - P. e P, sao localmente conjugadas.

1

PROVA - Pelo lema anterior, existe um homeomorfismo

. wt c - C
HZ‘ Wl e Wz tal que H2P1(x,0) PZHZ(X’O)’ V(x,O)GWl.
Sejam ﬂi: V — Wi, ni: Vv —»—W?, ﬂg: V — Wg e
ﬂi: V — Wg fungoes continuas como na proposicao 3, associa

das aos difeomorfismos P, e P,, respectivamente. Se pEV, de

1
finimos H(p) =q, onde q & tal que nz(q) =H2ni(p) e ﬂé(q) =
= Hlﬂi(p). Como as fibras interceptam-se transversalmente em

~um unico ponto, H esta bem definida e e facil ver que e um

homeomorfismo que conjuga P; com P,. - [

Corio uma aplicacao dos resultados obtidos aqui, te

mos o seguinte

TEOREMA B - Seja XE€G; com uma Orbita periodica yy do tipo -

1
sela (V. Introducdao). Entdo, X & localmente estavel em Tye

PROVA - Seja pXGYX e L uma seccao transversal a X em Py ePX



a correspondente transformagao de Poincare, a qual depende
continuamente do campo. Assim, para Y proximo de X, temos
1 X Como os difeomorfismos PX e PY sao

do tipo estudados anteriormente, pelo teorema A, existem vi

YEG, e Py proxima de P

zinhangas Ly<l e EYCE de Py € Py, respectivamente ¢ um ho-
meomorfismo hY: ZX — Iy tal que hYPX = PYhY'

‘Seja Xt o fluxo correspondente ao campo X no ins-

tante t. Suporemos, sem perda de generalidade, que PX==X1 e

PY =Y1.‘
Sejam
Uy = (U X @)% e vy = U Y(@)°
0<t<1 S 10=t<1
tqezx QSZY
Entao, U, e V,, sao vizinhancgas tubulareslde Yy e'yY, respec

Y Y
tivamente; com a seguinte propriedade: para cada ponto r€Uy,

existem um Gnico t€[0,1) e qGZX tais que r==Xt(q). Defini~-

mos H: Uy o=x VY por H(r) = YthYXt(r)‘

Pelo teorema da dependéncia continua das condicoes
iniciais, H e continua nos pontos qfZy. Para verificar acon

tinuidade de H em um ponto qE€Z tomemos uma sequéncia qﬁﬂ&

X)
tal que q, — 4. Podemos supor que anZX, ¥n e que existe

uma sequencia t — 1 tal que X_tn(qn)ezx. Como hy e conti
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nua em Zy temos.hYX_t (qn) converge para hYX_l(q) e, portan

n o _ y !
to, H(qn)==YtnhYX_tn(qn) converge para Ythk_l(q) =

- YthP;(l(q) = hy(q) = H(q). O



' ‘PARTE B - CAMPOS DE VETORES



§6 - CAMPOS DE VETORES

Em correspondencia com os difeomorfismos estudados ante
riormente, encontram-se os campos de vetores X definidos nu

ma vizinhanca de R? contando (0,0) dados por

(5) X(x,y) = (£(x) ., y+g(x,y))

onde f(x) =0 para x <0, f(x) <0 para x>0, X >0 e
£(0,0) = 2£(0,0) = 2£(0,0) = 0
9 ax s ay ] 3

cujo difeomorfismo no tempo 1 & do tipo estudado anterior-
mente, de modo que podemos aplicar todos os resultados da
parte A. Em particular, a existéncia e a unicidade da varie
dade central local do ponto critico (nao-hiperbolico) (0,0)
decorrem da propésigéo 1. Esta variedade e dada pelo grafi-
co de uma funcgao Y: [-a,a] —> IR de classe C1 com Y(0) =
= ' (0) =0, que e constituida pelos pontos'criticos de X e

por uma orbita tendo (0,0) como w-limite.
0.analogo da proposicdo 2 e a seguinte

PROPOSICAO 4 - Seja o uma seccao transversal a W?OC(O) no

ponto q #0. Entao, para todo € >0 e qualquer intervalo com-
pacto BCCWEOC(O) contendo 0, existem uma vizinhanca V de B©

e ty >0 tal que para t >t , X_ (c)nV esta e—Cl—pTGXimo de B



Definindo fibracoes como na proposigcao 3 e usando
o mesmo argumento utilizado em [5], pagina 96, dBtembSIHnrg
sultado sobre conjugacao topologica entre dois campos X e Y

do tipo (5).

Para finalizar, damos abaixo um exemplo que mostra
que difeomorfismos do tipo (1) nao provem de campo do tipo

(5), exemplo esse adaptado de [6] & nossa situagao.

EXEMPLO - Seja 0<X <1 e g a funcao definida em [-A,X] por

g(y) = ky~+§5{;T sen(Zﬂ &%%§Ll,

se y=0 e g(0) =0.

E facil ver que g e um difeomorfismo de classes cl,
Seja P: Rx[~A,X] — IR®* o difeomorfismo de classe cl satis -

fazendo f(x) =x, para x <0 e f(x) >x, para X > 0.

Vamos mostrar que P ndo e fluxo tempo 1 de qualquer
campo Lipschitziano. De fato, se P =X1 bara algum campo X,
entao X deve satisfazer X(P(p)) =DP(p)-X(p), para todo'pon—
to p. Consideremos um ponto p =(0,An0), onde n, e suficien-
temente grande. Para n >1ng, devemos ter XU?%p))=DPnﬁﬂ-X(p),
isto e,

n 1 0 1 0 o)
X(0,g"(x ) = . = (0,0g"(x )%, (p)
0 pg"(x )] [x,0p)
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Portanto,
x| = "0 1% = (1 1pgrg 0" 1] x| -
i ?E;(l‘+x(;:;)2 ngii)lxz(p)l
Logo,
D)L L 2 Ly ) -

[P (p) | AR0FR 5o A(enn)2 Mo

= |X(E)l_ n]-_i'l(l - . 2 1 i

A0 i=0 A(enn)2 Mptt

Como o produto infinito

27 1
A(enr)2 Mot

o (17

i=0

diverge, segue-se que X nao pode ser Lipschitziano.
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