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CAPITULO l

l FqTRODUÇAO

Em alguns campos de pesquisa, tai.s como pesquisa.s na

área biológica, educacional, agrícola e outras, é base-ante fre-

quente a necessidade de comparar diferentes tz'atamentos, através

de uma ot! mais variáveis, quando estes tratamentos são aplicados

em ocasiões sucessivas, em uma mesma unidade exl;erimental

O termo tratamento, aqui referido, é de caráter bem ge-

ral, podendo corresponder.a tempos sucessivos, ou alguma outra va

Fiável quantitativa, tal- como, dos.e, temperatura, etc..., ou ain-

da, representar uma va:íedade de condições experimentais

Em geral, as unidades experimentais em muitos destes ex

perimentos são indivíduos, animais, canteilros de terra, etc

Uma mesma unidade experimental submetida às diferent:es condições

experimentais gera as unidades observacionais

Na maioria das vezes, experimentadores adoram planeja-

mentos deste tipo como uma maneira de reduzir o erro experimental

ou, ainda, para ''economizar'' unidades experimentais, dado que uma

única unidade experimental gera di.versas unidades de observação



correspondentes aos diferentes tratamentos.

Alguns autores(Winer. [1971], Morrison [1976] e outros)

se referem a esta situação experimental como aquela eni que '' cada

indivíduo serve como seu próprio controle''

A análise de dados oriundos deste tipo de planejamento

é geralmente encontrada na literatura com diversos nomes, den'Lrc

os quais z4?zQZ.{8g dé? Z)Caos Zlo?zg#lt iddl?cais, .4?zÓ'tese c7e C'uruao- de

Cresc mezt;o ou AzzaZ se cíe ã/ed c7as Repet;Íc7as, sendo que, as duas

primeiras denominações são frequentemente usadas para exper::-men -

tos cujo objetivo é descrever a evolução de determinada variável

no tempo. Neste trabalho, usaremos a denominação de Winer [!971],
referindo-se a esta forma de experimento de #=pe2'Íme7zZ;os com redil

das Repetidas, jã que o objetivo é,principalmente, verificar efei
to dos fatores envolvidos no experimento

A finalidade deste trabalho é abordar algumas metodolo

Elas de análise estatística de experimentos com medidas repetidas
A análise que consideramos é somente referente a testes de hipótS.

ses estatísticas para verá-ficar a existência de efeito dos fato-

res envolvidos no experimento. Entretanto, a análise de dados

nâo pára com a conclusão de rejeição ou não da hipótese nula de
interesse. Ao contrário, a análise pode ser continuada através

de comparaçoes múltiplas de interesse do pesquisador. Entretanto,

este aspecto não será abordado neste trabalho, mas pode ser encon

tudo em divei'sos textos estatísticos, por exemplo, Winer [1971]

Neter e Wasserman]1974], entre outros

No o ].ane l aBeRto com med idas

2

l

s imp l e srepet idas asmais
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medi.das de cada unidade experimental são repetidas em duas oca-

siões, corresponder(to ao pre-teste e ao pos'teste, e há unl unico

t:rasamento experimental intervindo. Uma discussão sobre as formas

de analisar- esta situação experimental pode ser encontrada em

Brogan e Kutner [1980]. Em planejamentos dais complexos, haverá

medidas múltiplas e tratamentos múltiplos,ou combinações de trata

bentos, estruturando o conjunto de unidades observacionais. As-

se.m, em qualquer caso, para cada unidade expet:imental- está asse--

alado um vet:or y, cujos elementos são valores observados da unida

de experimental quando submetida aos diferentes tratamentos, ou

combinação de tratamentos, enl ocasiões sucessivas

Os elementos desse vetou podem ser observações do mesmo

':ipo, como por exemplo, quando mudanças temporais numa determina-

da medição são registradas bata cada unidade experimental, ou

elas podem ser diferentes, como quando indivíduos são submetidos

a uma bateria de testes psicológicos caracterizados, em geral, por

respostas metricamente diferentes. Neste Último caso, se as ca-

racterísticas medidas são assim diferentes, de modo que os valo-

res de duas observações no vetou não podem ser comparados, os da--.

dos são claramente. multivariados por natureza, e real i.zaríamos uma

análise univariada separadamente em cada elemento do vetou, ou

alguma análise multivariada conveniente. Neste t:rabalho, experi-

mentos deste tipo não serão tratados, consideraremos somente medi

das repetidas gerando estores múltiplos para cada indivíduo, para

os quais podemos supor com as mesmas propriedades métricas, isto

é, medidos na mesma escala com mesma:origem e unidade
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Essencialmente, dados de experimentou com medidas repe

ti.das podem ser analisados atrai(is de modelos univaríados ou mul--

tivariados. A decisão sob qual modelo adotar depende da natureza

das suposiçoes que o pesquisador é capaz de fazer sobre seus da-

dos

Tradicionalmente, entretanto, um moaeio univariaao tem

sido, em geral, adorado para descrever dados des+-es planejamentos

Porém, a análi.se do modelo univariado necessita de determinadas

s.uposições a cerca da estrutura de variância-covariãncia entre as

observações, as quais não são exigidas na aná]i.se mu].tivariada

Assim, no Capítulo 2 abordamos alguns aspectos analíti-

cos dos dois modelos de análise, bem como as suposições necessá-

rias para uso de cada um deles. Várias anátisesWlvariadas apta

limadas são também sugeridas, quando as suposições univari-idas não

estão sati.sfe itas

Nos outros capítulos deste trabalho tratamos de situa

Cães particulares de experimentos envolvendo medidas repetidas

No Capítulo 3 discutimos uma estrutura de covariância

frequentemente encontrada em planejamentos com medidas repetidas,

qu.ando o fatos de repetição é o tempo. Essa estrutura é denomina
da de correlação serial. Dada a importância desse padrão e dos

efeitos que ele produz nos níveis empíricos do erro de tipo l nos

testes univariados aproximados, apresentamos um teste da razão de

verossimilhança generalizada para verificar a existência desse pg.

deão .

No Capítulo 4 consideramos a análise de medidas repetidas como a



cle um modelo misto(isto é, com um fator aleatório e um fixo). E=

tretanto, vamos considerar uma situação particular destes modelos

mistos com medidas repetidas: as observaçoes pa.ta cada unidade ex

perimental somam um mesmo t:otan. Assim: as observações são ''alo-

jadas'' ou partilhadas entre os níveis do fator de repetição. A

anal-ise destes experímentos, segundo Shaffer]1981], pode ser fei

ta através de uma adaptação no tradicional modelo misto de

S che ííé [ 1 9 5 9 ]

No Capítulo 5 tratamos de um dos problemas de decisão

múltipla: o de seleci-onar um subconjunto dos tratamentos de inte-

resse, tal que contenha todos aqueles que são melhores do que um

padrão, desconhecendo a configuração real dos tratamentos. Consi

deramos a formu]ação de Chen [1979, 1980] que é uma adaptação ã

de Gupta e Sobem- [1958] para observações independentes

[!o Apêndice A, demonstramos a condição necessária e su

ficiente de Huynh e Fe]dt]1970], para a utilização dos testes

univariados exatos em experimentos em blocos aleatorizados e

SPlit-Plot

No Apêndice B, apresentamos a solução multivariada de

Graybill, para experimentos cruzados com N unidades experimentais

e p níveis do favor de repetição

S



CAPITULO 2

NIÉTODOS GERAIS DE ANÁLISE DE EXPERIF4ENTOS Cora r4EDIDAS REPETIDAS

2.1 - INTRODUÇÃO

A finalidade deste capítulo é apresentar alguns resulta.

dos metodológicos pertinentes à análise estatlística de experimeB.

tos envolvendo medidas repetidas

Embora tais planejamentos surgem de manei-ras diferentes

a principal consideração que os distinguem de experimentos fato-

riais padrão é o estudo de uma unidade experimental, selecionada

aleatoriamente, sob duas ou mais condições distintas (isto é, ob-

servações repetidas) as quais representam as unidades observacio-

nais

Este tipo.-de planejamento experimental e frequentemente

utilizado em dí.versas áreas de pesquisa, tais como agricultura ,

indústria, medicina, psicologia, educação, e outras. Koch, Amara,

Stokes e Gi]]i.ngs [1980] apresentam diversos exemplos que servem

para ilustrar uma variedade de aplicação de estudos com medidas

repetidas nas ciências biológica , fÍsi.ca e social, e uma extensa
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Uma si.tuação bem simples destes experiínent:os consiste

em submeter cada uma de n unidades experin-entais a p condições

(ou tratamentos) distintas(os), observando as respostas de cada

unidade experimental sob a influência destas p condições. Os da-

dos para esta situação experimental podem ser dispost:os conforme

Tabela 2.1, onde supomos que as p condições cot-respcndeni a p ní-

veis cle um fatos fixo, e as unidades expert.nieni:ais representamunla

amostra da popu[ação, ou seja, são os nÍv'eis (]e uln favor él]eê'LÓ-

r lO

bibliográfica sob rereferênc ia t e a s stin t oe in

Tabela 2.1 - Observações de um Experimento com l.cedi.das Repeti.das, cota ulE& anos
tra de 'unidades experimentais

onde,

yÍI : valor observado da j-ésima unidade de observação, da i-ési

maunídade experimenta], i= 1,...,N , j =],...,p

Unidades
Exper irnentai s

Condições Experimentais Média 

  yNI yN2 ''' yNp

y21 y22 ''' y2p

yll .y12 ''' . yll,

 
Média

y.l y.2. ''' y.P
!



N
v ..

.!==-!-- , média da j--ésima condição experimental,
Nv.j

yi média da i-ésima unidade experimental

Assim; a cada unidade experimenP.al está associado um

vetor de dimensão p, cujos componentes são os valores da valia --

vel-resposta sob a influência das p condições. Dest:a forma tere-

mos N vetores do tipo

(yil, yi2' yiP) ,N

O fatos de as medidas serem obtidas em uma mesma unida-

de experimental implica, em geral, a existência de correlação en-

tre elas, o que nem sempre e levado em conta nas análises usuais

A análise estatística adequada deve ser feita, então ,

levando-se em conta esta possível correlação existente entre as

observaçoes, o que cora

gerente da usual a'l

A ligação entre as unidades experimenta

observacionais é talvez, o aspecto mais i.mportante da formulação

de métodos estatísticos para analise destes experimentos. Em ou-

tras palavras, a lüaneira segundo a qual uma mesma unidade expert--

tal é submetida às diferentes condições experimentais, é de

dide covarianciaesponde estruturaumaa

unidadese asl s

men



grande importância para a escc3lha adequada do esquema de análise

iiá, basicamente, duas formas di.gerentes que podem ser

consideradas. !!!il:J delas, é qua1ldo as di-gerentes condições expor.l

mentais são atribui'das de forma aleatória ã mesma unidade experi-

mental.. Neste caso, a análise destes experimentou pode ser feita

como a de um experimento eni blocos aleatarizados, onde i.dentifica

mos as unidades experimentais cdm os blocos e, as unidades obser-

vacionais com as unidades e=<periment:ais do planejamento em blocos

A outra, é quando as condições experimen'Laia são atribuídas segue.

do uma ordem sequencial, à mesma unidade experimental. A primei-

ra é comum, quando as condições experimentais correspondem a dro-

gas, então a aleatorização é possível de ser feita. A segunda é

comum, quando as condições experimentais correspondem a tempos ,

então não é possível aleatorizar estas condições, na mesma uni-da-

de experimen tal

Quando a atribuição é aleatória é comum supor correla-

ção constante entre duas observações dentro da mesma unidade expÊ.

rimental. Esta suposição., em geral, não se verifica no processo

sequencial de apli.cação das condições experimentais, pois observe.

iões correspondentes a tempos mais próximos tendem a ser mais al-

tamente correlacionadas do que aquelas correspondentes a tempos

mais afastados. Este Último fato pode produzir uma estrutura de

covariãncia que é muito comum em análise de séries temporais

Veremos mais adiante, nos procedimentos de análise, que

a estrutura d.e variância--covariâncí-a entre as observações produz.{

da pelo processo de aleatorização, permite um esquema de análise

9

t

\ à



dos dados, mai-s simples e, comprovadamente, mais eficiente. Des-

ta forma, sempre que possível, o' pesquisador deve planejar seu e3.

perimento através de um processo aleatÓr.io de atribuição de suas

condições experimentails à mesma unildade experimental

Na seção seguinte passamos, então, a discutir as técni-

cas estatísticas de análise dos experimentou com medidas repeti-

das

2.2 MÉTODOS ESTATÍSTICOS DE AiqÁLISE DE MEDIDAS- REPETIDAS

A situação mais simples, descrita na seção anterior, p.g

de ser generalizada quando desejamos comparar diferentes grupos ,

diferenciados por algum outro fatal-tratamento fixo. Neste caso,

devemos ter uma amostra de unidades experimentais de cada grupo

submetida às diferentes condições experimentais

O fatos cujos n'Íveis senão aplicados a cada unidade ex-

pert.mental é, em geral, denominado de fatos repetido ou de repet.L
çao, ou, simplesmente, níveis repetidos

As observações destes experimentos podem ser dispostas

conforme Tabela 2.2, onde yijk é o valor da variável--respostada
i-ésima unidade experimental, dentro do j-ésimo grupo, s.ob a k-

ésima condição, i= 1,...,nj, j = 1,.. .,g, k= 1,...,p
A análise dos dados de experimentos com medidas repeti-

das, basicamente, é feita através de duas técnicas dist:latas: a

técnica univariada e a técnica multivariada. A'grande diferença

entre estas técnicas é que a univariada se baseia no número total



Tabela 2.2 - Observações de um Expor'irücnto com medidas repetidas, com várias
amos trás . ,,.

] 1

0

Grupos
Unida\des
amoscrais

l

Condições
7

yl12

P

yllp

Média

yllylll

l

nl

méldia

yn ll
"I ' '

y.ll

'".,2

y.12

yn.Ip

y.Ip

ynl]

y.l

l
gl ylg2 ylgP ylg

g

g

média

'"::'
y.gl

yn g2g'

y.g2

V

ggP

y
' .gP

yn gg'

y.g

Média geral y..l y 9 y D y

de observações enquanto que a multivariada se baseia no número to

tal de unidades experimentais

Em contrapartida, a anal-íse dos dados at:ravés da técni-

ca univariada requer algumas suposi-cães na estrutura de covariân-

cia entre as observações, que a técnica multivariada não exige

Este fato será bastante evidenciado nas seçÕes seguintes
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2.3 SOLUÇÃO UNIVARIADA EXATA

Considerando um:conjunto de dados como os da Tabela 2.2

a utilização da técnica de análise de variânci:a Dnivariada

cionalmente necessita da suposição de que as observações para ca-

da unidade experimental sejam coinensuráveis (expressas em unida-

des comparáveis), obedeçam uma distri.buição normal, com variância

constante em cada uma das p condições e covariá'nela constante en-

tre duas observações dentro de cada unidade experimental e, ainda

que as unidades experimentais sejam independentes

O ponto importante desta técnica está no fato de que as

comparações entre tratamentos de interesse da análise, podem ser

divididas em dois tipos: aquelas que são feitas controlando as di

ferenças entre unidades experimentais (isto é, dentro da unidade

experimenta[) e aque].as que são feitas envo]vendo unidades expert
mentais diferentes

Este fato implica.em uma divisão da variação residual

em dois tipos básicos: uma delas é a variação entre unidades expe

rimentais, algumas vezes, designada na literatura de variação ''en

tre indivíduos'', e, a outra é a variação entre unidades observa -

ci.onais, dentro das unidades expert.mental.s, designadas de varia

ção ''dentro de i.ndivÍduos''

Segundo KocH'et a]. [1980], o er.ro experimental associa-

do à variação entre unidades experimentais é, geralmente, maior

do que o erro de resposta (ou medida) das unidades observacionais,

dentro das unidades experimentais. Estes tipos de variação são

endereçados separadamente na análise de variância e correspondem



a medidas de variânci.a(''entre'' e ''dentro de'' indivíduos)

As suposições descritas acima afirmam, portanto, que os

vetoresdeobservações !ij :(yijl''''' yijPy, í : l,''', nj '
j = 1,...,g, são independentes, com distribuição normal p-varia-

da, com vetou-média u(pxl) e matriz de variância-covariãncia

E . , i.gu a l a

t 3

l P P

P l P'

P

P

l

E = a'
(pxP)

( 2 . 3 . 1 )

P P P

onde p, constante, é a correlação entre dois elementos qual-squer

dentro do mesmo vetar

Esta forma especial da matriz E(2.3.1) é, muitas

zes, denominada de nnat;z'iz zzní./'ol''me ou padrão de liniformidade(Gei.!

ser[1963]), ou ainda, é dito que o planejamento satisfaz a pro'

priedade de simetria composta(Winer]1971])

Nestas condições, um modelo matemáti.co adequado para a

nalisar o:; dados da tabela 2.2 é o mesmo utilizado para analisar

experimentou Split--Plot e pode ser expresso por (]Vinert1971])

yijk : u + aj.+ lri(j) + Bk + aBjk + lrki:(j

i = 1 ,. .., n. , j = 1 , . . . , g ,k=l
' ' J l 't ...ü

d-e+\ne(. ' quP 'o"d-'@

( 2 . 3 . 2 )

j
\

P.)

onde,

Hs aj e Bk são, respectivamente, a média geral da população, o e-
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te'ito do ] -e

ina c ond ição ,

T . ,.. é o efeito al eatÓrio da i-é
l \ J

tro do j -ésimo grupo ,

aBjk e a interação entre j--ésimo grupo e a k--ésíma condição,

Trki(j) e a intéração aleatória entre a k-ésitna condição e a i--esi
ma unidade experimental, dentro do j-ésimo grupo,

eijk e um erro aleatório da observação yijk'
com as s eguínt es resta içoes

gr ul)cimo

denexp e r íman ta liin í d a d esina

o-tratamento e o efeito da k-ési-

} -j : ! 'k : ii 'Bjk ' Z "$jk, : :l "ki(j)

No caso particular em que as amostt:as de

rimentais são de mesmo tamanho(n; = n, j = 1,...,

de análise de variância (ANOVA) correspondente é o

tabela 2.3, onde as somas de quadrados Si) i- IP

nadas da maneira usual, e

2 , .. -1 g 2
..a:'' : (g- 1 ) ' ' >1 ~ ;

j

«.Ê, : ',-.,-' *l. .í

unidad es expe--

g) , o quadro

apresentado na

, 6 são def i -

[(g-oQ-])]'' >1 S
j :l k:l

az é a variância ''entre'' indivíduos

a.i. é a variância ''dentro" de indivíduos
a' é a variância do erro

T



1 5

Tabela 2.3 Análise de Variância de Split-Plot

Graus de l Soma de l Esperança do
Liberdade IQuadrados IQuadrado médio

;-. ; .:*«í--«:» .l '.

Fonte de
Variação

r

0
)

L

'8
'G

$

,l..}

C
B(n-l) 'l

g-l S2
Entre grupos

IDLdiVÍdUOS

(dentro de grupo)
g (n-l) S2

2 2
a + p alí

2 2 2
+ng<an>a T

S
3

2
S

5

Entre condições P l

Grupo x conde-ção (g-l)(P-l) S4

Condição x Indivíduo l g(n--l)(p-TI)
(dentro de grupo)

S5
2 2

a + a.K'

Total
ngp - l S6

Fonte: Winer [ 1971 ] , p.368

Assim, a existência de efeito do fatos grupo, do favor

condição (fatos-repetido) e da interação grupo x condição pode

ser verificada estatisticamente através das razões FI' F2' e F3'

respectivamente, definidas na última coluna da tabela 2.3,que têm,

sobro, distribuição central Fcom(g-l) e g(n-l),(p - 1) e

g(n-l)(p--l), e(g--l)(p-l) e g(n--l)(p--l) graus de liberdade, res

pectivamente
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Alguns autores, por exemplo tViner]1971], tradicional

mente consi.deram que o padrão de uniformidade e igualdade das ma-

trizes de covariãncia dos grupos Ei e condição necessária e sua--

ciente para que as razões F usuais para testar efeitos dentro de

indilvÍduo tenham distribuição exata

Entretanto, outros autores demonstraram que existe co

dÍção necessária e suficiente menos restritiva que garante a ut

lização das estatísticas I' usuais

Notável contribuiçãoa.cerca dessa condição, foram os

traba[hos de Rouanet e Lépine]1970] e Huynh e Fe]dt]1970]. Os

pri.melros autores discutiram essa condição para experimentos com

uma amostra de unidades experimentais submetidas a dois fatores

repetidos cruzados. Essa condição foi por eles denominada de con-

dição de circulará.dade da matriz E

Uma matriz de var iãnc ia-c E sat isf ata l queovariancia

ça

C'E C ( 2 . 3 . 3)

onde,

C(pxr) é uma matriz contraste p-ortonormal representando a com

paraçao de interesse, isto é, as colunas de C são r con

trastes ortonormai-s, associados ã hipótese nula do tipo

c'#u : o,

X é um escalar, onde À > 0,

E(pxp) é a matriz de variância-covariância entre as observa-
çoe s ,



é dita bati.afazer a co?zdiccÍo cíe c?í2''cuZapÍdczde para a particular

comparação repõe s en tada por C

A condição de circularidade, expressa por(2.3.3), íg

placa,portanto,que os r conta-antes represent:idos pelas colunas de

C são independentes e com variâncias iguais

A contribu.ição de Huynh e Fe]dt]1970] se restringiu a

demonstrar a condição necessária e sufici.ente para experimentos

com somente um favor repetido e com uma ou várias amostras de uni

dades experimentais. Segundo estes autores, a matriz E deve ser

do tipo H, cujos elementos são expressos por

1 7

J J '
À+ s ea a +

'j j
( 2 . 3 . 4 )

a. + aJ J , s e J # J

onde a;, a;. e À são co
tos da matriz E.

No caso em que a matriz C, mencionada na expressão

(2.3.3), envolve os p-l contrastes ortonormais entre todos os p

níveis de repetição, a condição de circularidade é equivalente a-

quela de matriz E de tipo H. Pode, também, ser verilfícado que o

padrão uniforme(2.3.1) é um caso particular de padrão tipo H

As conde.çÕes expressas por(2.3.3) e(2.3.4) foram pos

teriormente estendidas a planejamentos mais complexos. Mendoza,

Toothaker e Crain [1976], consideraram experimentas envo]vendo 3

favores, J, Kel, comK el os favores de repetição e J o favor

grupo. Nesta situação a suposição de circularidade estará satis

elemenestantes , sao o scom
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feitase C'EiC= Àlr'j :l,...,g,ondeE{ éamatrizdevari
âncila-covari.anciã das observações do j--ésimo nível do xcator-grupo

J.e C é a matriz contraste r--ortoi\ormal associada à comparação de

in te re s se

No apêndice A deste trabalho apresentamos a demonstra-

ção dos resultados encontrados por Huynh e Feldt, para experimen-

tos em blocos aleatorizados e Split-Plot, e um teste aproximado,

sugerido por estes autores, para verificar a validade do padrão }i.

2.4 SOLUÇÃO UNIVARIADA APROXIMADA

A condição de circularidade da matriz E, para aplicação

dos testes F univariados exatos, muitas vezes é aceita sem qual-

quer verificação de sua validade. Entretanto, quando testes de hi

poteses para verificar ta] padrão são rea]izados(Box]1949;1950]),

nem sempre ela é confirmada

Embora esse padrão especial da matriz E, muitas vozes

não seja encontrado na prática, a solução univariada é ainda pre-

ferida quando são observados pequenos desvios desse padrão, por-

que, conforme afirma Morrison [1976], ''sua estrutura e .interpreta.

ção são familiares a qualquer conhecedor de planejamentos de expE.

cimentos, seus cálculos não requerem inversão de matrizes, nem el

oração de raízes c.aracterÍsticas e as estatísticas dos testes es-

tão ainda definidas mesmo quando o número de níveis (p) do fatos

repetido excede o número de unidades experimentais por grupo
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Por estas razões, alguns autores investigaram a análise
de variância univaria(]a sob o modelo multa.normal, mas com uma ma-

triz E qualquer e propuseram algumas soluço;es uhivariadas aproxi--

medas

2.4.1 - solução 1 : Aproximação das Distribuições F, Através da Correção dos

Graus de Liberdade pejo Fator a

Box [1954b] demonstrou que e=- experimentos com uma amos

tra de N unidades experimentais e um falar de repetição com p ní-

veis, a razão de quadrados médios,usada para tc'star a não existên

cia de efeito do fatos repetido, quando a matriz E é qualquer,tem

aproximadamente distribuição F-Snedecor com(p-l)ç e(p-l)(N-l)c:

graus de liberdade, onde c é calculado por

( 2

(P - l ) '*.. - ,- *$, ;i -' ;f
onde,

akkt são os elementos da matriz E(pxp),

an é a média dos p elementos diagonais de E,
i. é a média da k--ésíma linha (ou coluna) de E,

a é a média.de todos elementos de E,

ou ainda por ,



- 20

(tr C' EC)'

r tr (C' EC) '

onde tr é o operador traço, C é a matei

r é o número de contrastes ortonormais

Geisser e Greenhouse]1958; 1959] estenderam o trabalho

ortonormalcontraste eZ r

( 2 . 4 . 1 . )

2.3 são aproximadamente distribuídas, sob HO! como

F2 : F((p-l)c, g(n-l) (p-l)c)

F3 Z F((g-l)(p-l)c, g(n-l)(p-l)c)
e

(2 . 4 . 2 )

onde c é o mesmo fator de Box(expressão(2.4.1) ou(2.4.1)')

Pode ser verificado que quando E satisfaz a circularida

de, ou mais particularmente, quando E é uniforme, o valor de É: é

igual a um, que é seu limite superior. Neste caso, nenhuma corre-

rão nos graus de liberdade é feita e, portanto, as distribuições

são exatas. À medida que E se afasta da condição de circularidade,

ou equivalentemente do padrão H, o valor de E decresce até no má

ximo igual a (p-l)'l, que é o limite i.nferior de c para esta situ

ação envolvendo somente um fatos de repetição.

Segundo Huynh [1978], estes resultados encontrados por

Box e Geisser e Greenhouse podem ser generalizados a experimentos

envolvendo mais do que um favor de repetição. Em geral, em exper.L

de Box para experimentas balanceadas do t ipo Spl i t -Plot ,no s qua i s

estão envolvidas diferentes amostras de un idade s exper ámen ta i s

Nestes experimentos, as estatísticas F2 e F3 da ANOVA da tabela



m rn [at:ares de repetição, há ao todo 2m-](m:]) índices

em calculados. Cada um'destes Índices é aproprizido para

das distribuições F aproximadas. associ.idas com cada um

es de repetilção e cada unia das ínteraçÕes entre estes fa

2 ]

tnen tos co

c:i s a s e r

correçao

dos fatos

cores

Por exemplo, considere um expei'imenso com 3 falares J,

deJ éofator grupo eKeLsão favores de repetição

}iá três valores de c populacionais a serem calculados

ara corrigir as distribuições F associadas ao efeito do

interação Jxl{ ; 29) c., para corrigir as distribuições

das aoefeitodofatorLeinteração Jxl e, 39) Et. ,
agir as distribuiçÉ;es F associadas às interaçÕes Kxl e

A fórmula de cálculo desses Índices é aquela da expres

l)', caiu uma matriz C convenientemente escolhida para

hipótese correspondente à comparação de interesse. Nesta

o campo de variação destes índices está restrito a

K e L, on

cruzados

1 9)' cK' P

fatos K e

F associ.a

para core

JxKxl.

são (2 .4

testar a

s i tu aç ão ,

(k-l)'l $ cK $ 1

(1-1)'l $ el $ 1

[(k-]) ( 1-1)]'l $ cKL $ 1

onde, k e t são, respectivamente, o número de níveis dos fatores

K e L.

Deve ser notado que esta correçao nos graus de liberda

nte se aplica às distribuições F relativas às estatísticas
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dos testes de hipóteses de efeitos principais ou interaçÕes que

envolvem os favores de repetição. Nas estatísticas para testar e-

feitos de favores ''entre'' unidades experilmentais os graus de li-

berdade são aqueles usuais, isto é, sem correçao

2.4.2 - Solução ll : Aproximação das Distribuições F, Através de um Fator de

Proporcionalidade e de Alteração nos Graus de Liberdade

Segundo Box]1954a], nas situações mais gerais, ou seja

nos experimentos não--balanceados, com matrizes de variância-cova-

riânci-a dos grupos E{) j= 1,..., g, diferentes, semnenhum pa-

drão específico, as estatÍsti.cas F2 e F3 da tabela 2.3 são aprox.l
madamente d istribu Idas por

F2 8 b F(h' ,h) e

F3 Z c F(h",h) (2 . 4 . 3)

onde b, c, h, h' e h'' são constantes, em geral desconhecidas, pois

dependem dos elementos das matrizes de covaríânci.a E., j=1,...,g

Essas constantes, segundo Box, são calculadas por

(N-g) tr (OE)

j=1 j'l) tr(DEj)
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h'

h

[ tr (DT) ]2

tr (DÍ)2

(n.-]) tr(DE.) ]2J J

j=1(nj'l) tr(DEj)2

onde , D = 1 P
g

r- =. ;j.1l--, onde
N

g

. !. 'j
1. é a matriz identidade de ordem p,

é a matriz quadrada de ordem p, com todos os elementos iguais
a l

Para calcular as constantes c e h'' necessitamos definir

duas matrizes em blocos, E e G, da seguinte forma
Ü

)

0

0k
E (gP x gP)

0 0
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nl (l - N '
]3-b .

N

G(gp x gp) :b-2 .
N

n2

n (l
g

onde D é a matriz diagonal definida acima e posto G =(p-l)(g-l)

Usando estas matrizes, as constantes c e h'' são calcula

gu in te f ormadas da s e

(N-g)

(g-l )

+

tr (GE )

g

E
j : l

tr (O E . )J

(trGE )2

(GE )2
h"

Das expressões acima, podemos verificar que quando nl=n

g, então,
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ESI'IMPÇÃO DO FATOR c: (SOLUÇÃO 1)

Como o fatos E: de Box depende de parâmetros, em geral ,

desconhece(tos, alguns autores sugeriram substituir c por alguma

estímatí-/a. Assim, os testes F aproximados foram distinguidos por

formas di.gerentes de estimar c

2.5.1 Teste Aproximado F c-conservativo

Geisser e Greenhouse j19S81 sugeriram usar o testeji' a

proximado univariado, substit:uindo o valor de c por seu limite in
fedor

Assim, para as estatzstzcas d

cite inferior de E é(p-l)'l, teríamos

a

F2 Z F][, g(n-])]

F3 Z F[(g-]) , g(n-])]

Enquanto que usando o limite inferior de c,tem a van

gem de ser convem.ente computacionalmente, e independente d

bentos de E, tal procedimento é excessivamente conservativo

sequentemente, perde em sensibilidade

Tomando E: igual a seu limite inferior, estaremos assu-

mindo máximo afastamento de E da suposição de circularidade e,pol

tanto. máxima redução nos graus de liberdade. Assim. e.ste teste

ta

o s e l e

e 9 con



conservativo pode acarretar uma acentuada perda de poder

Convém, também, lembrar que o limite i-nfer'ior de c de-

pende do número de favores de repetição envolvidos no experimento

e do teste F específico de interesse, conforme já mencionamos na

se ção 2 .4

26

2.5.2 Teste Aproximado F a ''Três Passos''

Como um possível modo de contornar o problema que o prg

cedi[mento anterior causa, Greenhouse e Geisser [1959] sugeriram =.

ma solução, denominada por eles;a ''três passos'', para testar sig-

nificância

19 passo: O valor observado de F é primeiramente comparado ao va-

lor crítico de F com os usuais graus de liberdade(isto é, quando

E:=1). Se for menor, a análise pára com a conclusão de não signifi

cante, pois o ajust:e dos graus de liberdade resultaria num valor

crít íco a i.nda ma ior

29 passo: Se, por outro lado, o valor de F observado for maior,eg
tão ele será comparado com o valor crítico do F conservativo, ou

seja, com os graus de liberdade corrigidos pelo valor mínimo de e

Se o valor observado for maior que o valor crítico conservatilvo,

então o efeito certamente pode ser declarado significante, pois

os graus de liberdade foram reduzidos ao máximo.

39 passo Quando o valor observado excede o valor crítico usual



(c:l), mas r-ão o valor crítico conservativo, os autores suÍ;farei

aju$t:ar os graus dc liberdade pelo fator c estimado através da

tri.z de covariãncia amost:ral

Assim, a decisão final tomada neste último estágio pod

ser contrária àquela tomada usando somente o teste conservar:ivo

A vantagem deste procedimento é que, as vezes, em duas

etapas já é possível tomar uma decisão, sair necessidade de está

mar o va],or de c:

27

n

e

Z.5.3 Teste Aprox amado F ê-ajustado

U el:eito em usar um valor amostrar c:,para corrzgzr os

graus de liberdade, foi investigado posteriormente por Colher,

Baker, Mandeville e Hayes]1967] para diferentes valores popul
c zona zs de €

Nesse trabalho, os autores obtiveram informações de cer

tos atributos da di.stribuição de e. Motivados por estes resulta-

dos, foram feitas estimativas do i:amanb.o dos testes, usando o fa-

tos ê para aproximar as distribuições F, e os resultados foram con
si.derados concordantes com os níveis nominais utilizados

Por este motivo, estes autores sugeriram usar o teste a

proxí-nado F, com os graus de liberdade ajustados por ;, o qual é

obtido substituindo os valores akkl da expressão(2.4.1) por suas
estimativas amostrais usuais não viciadas s....kk'

O estimados ;, assim obtido, é o estimados de máxima ve

rossimilhança de c, se a população á normal multivariada

a
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2.5.4 - Teste aproximado F ê-ajustado

Huynh e Fe]dtÍ1976] observaram que, enl pesquisas nas

áreas de psicologiaeeducação,ovalor de E: raramente fi.ca abaixo

de 0,75, o que traduz uma matriz de covariância próxima do padrão

de circularidade

Nesta situação(cZ0,75),os estudos de Co]]ier et a]

[1967] inda.caiam que ê pode ser seriamente viciado, especialmente

se o tamanho da amostra é pequeno

Por estas razões, Huynh e Fe]dt]1976] propuseram um es

timador alternativo é, que de acordo com seus estudos amostrais

por simulação, é menos viciado e menos dependente de grandes tamg.

nãos de amostra por grupo, do que o estirador de máxima verossimi

Ihança c, especialmente no caso em que c : 0,7'5

Assim, para o caso de experimentos com uma amostra de N

unidades experimentais e um fatos repetido com p níveis, sabemos

que

A

(p-l)B

onde,

) 2

P

E
k:l ;:*. - ,- '*}, ;í. . :;f
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Então, o estiniador ê dc Huynh e Feldt Ó (tefihido por

NA - 2B

(P-] ) [ (N-] )B-A]
( 2 . 5

Esse estimador ê, e tal que

E[NA - 2B]

E [ (P- ] )«N- ] ) B-A) ]

O estimador ê, dado por(2.5.1), pode ser expresso em

termos do estimados ê, da seguinte forma

N (p-l) ê - 2

(p - ] ) [N - ] - (p - ])a]
( 2 . 5 . 2 )

Pode ser verificado que para qualquer valor de N e p

ê : ê, com a igualdade ocorrendo quando ê= (p-l)'i

Ao contrári.o do que ocorre com c, e pode ser maior do

que um. Entretanto, como ele é um está.mador para um parâmetro cu

jo maxi.mo valor é um, ê será considerado igual a um sempre que ul

trapas sar e s te valor

Da mesma forma, os autores encontraram a expressão de

c, para experimentos envolvendo g grupos com um total de N unida-

des experimentais e com um falar repetido com p níveis. Neste si

tuâcao. c oode ser estimado oor

)
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: N (p - 1 ) ê - 2E: . -'

(p - ] ) [ N - g - (p -])ê]

( 2 . 5 . 3 )

e a mesma convenção é usada quanto ao seu limite superior

Assim, para qualquer quantidade de fatores envolvida

num experimento, podemos encontrar o esticador ê apropriado a ca

da um dos valores.c: populacionais

Ambos esticadores de c:, ê de Greenhouse-Geisserl1959le

ê de Huynh-Fe]dt]1976-], estão incorporados nas saídas dos progr

mas computacilonais BMDP2V e BMDP4V ou, ainda, podem ser obti-

dos usando o programa computacional SAS(14ATRIX)

Barcikowski e Robey [1984], em um trabal-ho recentemente

publicado, comentam que quando um teste univariado para analisar

experimentou com medidas repetidas deve ser utilizado, então re-

comenda--se usar ê como esticador de E sempre que E: < 0,75, e ê

em caso contrário. Entretanto, se não temos nenhum conhecimento

pre'/io sobre o valor de c ', o esticador mais conservativo ê de-

ve ser usado para corrigir os graus de liberdade. Estes autores

discutem, também, a utilização de quatro ''pacotes'' computacionais

apropriados para analisar experimentos com medidas repetidas: BI'IDP

(Dixon[1983]), SAS(SAS Usei's Guide]1982]), SPSS(Hull and Nie

[1979, 1981]), e SPSSX(SPSS ]nc.[1983])



ESTIMAÇÃO DO FAI'OR DE PROPORCIONAHOADE E GRAUS OE UBEROAOE (SOLUÇÃO ll)

PROCEDIMENTO GA E IGA

3 1

A so]ução de BoxÍ1954a] para aproximar as distribui

çÕes F, que denominamos de solução l.[(senão 2.6.2), é ap]icáve]

em situações bem gerais de experimentou envclvenda unl favor grupo

e um fatos de repetição. Entretanto, esta solução também depende

de parâmetros pópulaci.onais que, em geral, são desconhecidos

Huynh[1978] propôs, então, duas formas de estimar es-

tes parâmetro s

i) A primeira solução, conhecida pelo nome de solução GA(''Gene

ral Aproximate''), consiste em sul)stituir as ma'cruzes papula-

cíonais E;, pelos seus usuais esticadores não viciados SI '

obtendo assim, as estimativas 6, ê, fi, 6' e 6''. Desta for-

ma, a significância dos efeitos e interaçÕes de interesse se-

rá.a obtida comparando os valores observados de F com os valo-

res críticos das distribuições F ajustadas por estas estimati

vas

ii) A segunda solução, conhecida por solução IGA (''lmproved Gene-

ral Aproximate''), consiste em encontrar estimativas ''melhora-

das'', 6, ê, fi, fi' e fi'' , para situações de matrizes de covari

anciã E; próximas da condição circularidade (ou seja, c:=0,75)

O pri-ncípio usado aqui, para encontrar estas estimativas, Eoi

o mesmo usado por-Huynh e Fe]dt]1976] para encontrar a e.sti-

mativa ê



3 2

Assim,-para o parâmetro h, o estimador ''melhorado'' fi, é

expresso por

onde,

j:t («j. )(«..a jAj'2'j)''' jij'("j'0("j'-0"jAj

(n . - 1 ) z .

:;. dth:; ''".-',-.-«í'

coma

A.J

B J

S
J

tr (DS .) 'J

matriz de covariâncía amostral do j e s lmo grupo

O esticador Ê , definido acima , é tal que

E (ã)
E (8)

Aqui, também, o valor de fi deve ser igualado a (p-l)(N-g)

sempre que ultrapassar este valor, pois é o maior valor que o

oarametro h oode as sumir



As derivações correspondentes par'a h' e h'' são consi

deravelmente cotnplexas e, portan'to, foram deduzidas apenas para

situação de matrizes de covariância dos grupos E;, iguais

A expressão de ê para o caso de matrizes de covariân

c ias ilgua is , sugere o uso de

3 3

J

fii : Nfi' - 2

N -- g -- fi '

{g. ]} [T6 ] ' 2 ( grj]]

(N - g) (a- 1 ) - fi''

os quais sao

p ec t ivamen t e

}íeste mesmo trabalho, o autor apresenta ai.nda, os resul

Lados de um estudo de simulação, para comparar os quatro testes

aproximados F (ê, ê, GA e IGA), para g:3 grupos e p:5 níveis de

repetição, at:revés de percentagens empa-ricas do erro de tipo 1, pa-

ra diferentes níveis nominais e para diferentes estruturas de va-

riância-covariancia

Desse trabalho, o resultado talvez mais significante foi

o comportamento razoável do teste aproximado IGA e do teste c-

ajustado, sobre um grande número de situações, pois estes testes

forneceram um'controle razoável do erro de tipo 1. Entretanto, de

sua derivação, o procedimento IGA parece o mais apropriado para

(P 1 ) ( g l ) ,(P 1 )l imitado s superiormente r e sepor c)

derepe t ida smedidas covarlanciasma t r i z e sexper imen to s c oincom
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arbitrárias. Sob o ponto de vista computacional, o teste IGA é

contudo um pouco complexo. Recomenda-se, por esse motivo, o pro'

sedimento mais simples ê, que, em muitas situações, funcionoutão

bem quanto o IGA

Embora esse estudo comparativo de simulação foi realiza.

do, somente para experimentou com um favor de repet=ição e um fa-

vor grupo) segundo Huynh, não há nenhuma razão para esperarmos

que estes resultados não ocorreriam para situações de experimen-

tas ma i s comp lexos

2.7 SOLUÇÃO POR ANÁLISE DE VARIÂNCIA MULTIVARIADA

Uma forma a]ternativa de anal.asar dados com medidas re-

petidas é através da técnica de análi.se de variância multivariada,

as vezes, denominada na literatura de }ÍANOVA

Das seçÕes anteriores notamos que os procedimentos uni

variados de análise de tais dados, consideram como tamanho da

amostra o número total de observações. Isto faz com que sejam

mais precisos do que os procedimentos multivaridados, que considS.

ram o número de unidades experimentais como tamanho da amostra

Em contrapartida, a solução univariada exata é mais exigente no

que diz respeito ã'estrutura de covariância entre as observações,

dentro de cada unidade experimental. Sendo assim, quando este pg.

deão de covariância não estiver satisfeito, nem ao menos próximo,

podemos utilizar as técnicas de análise multivariada

De acordo com Co]e e Grizz]e]1966], quando as observa-



çoes sucessivas de umã unidade experimental são correlacionadas ,

os dados, embora originados de um experimento apíirentemente uníva

a;'. ',cc.:.npÍnlmpntp íniiltjvariado e noderiani ser analisa --ri.ad o , s a o , e

Segundo Bock]1975], nestes experimentas deve ser explg.

rado o fato que, ntedidas repetidas gerando encores múltiplos para

cada unidade expert.mental fornecem uma classe de dados multivari-g.

dos. É, entretanto, segundo este autor, uma classe especial , em

que. os esgares têm todos as mesmas propriedades métricas, isto é

são medidos na mesma escala, com a mesma origem e unidade

Assim, as p medidas da i--ésíma unidade experimental do

j--ésimo grupo constituiriam as componentes de um vetou-observação

amostrado aleatoriamente de uma distribuição normal p-variada

Sendo assim, podem ser usadas as técnicas multivariadas tradicio-

nais, tais como, Tz-Hote]]ing]1931], critério da razão de veros-

simí[hança A-Wi]ks [1932], critério do traço V-Pillai/Bartlet:t

[1955/1937] e outros, deduz'idos do princípio da União-lnterseção

de Roy

3S

taldo s como

)

Essas tecntcas sao t)astante conneciaas e esl-au ap

fadas em vários textos, por exemp]o, Timtn]1975],1'íorz-isont1976 ]

e Scheff é [1 9 59]

Se as p Tespoétas de cada unidade experimental são vago

res de uma variável observada em p instantes de tempos distintos,

ou, se são valores de uma variável observada após a aplicação de

p doses crescentes de determinada droga, os dados podem ser anal.L

dns através de uma técnica multivariada especial, conhecida sob

reses

sa



o título geral de Análise de Curvas de Crescimento. O modelo ma

temático apropri.ado, bem como o procedimento geral desta tecnica

pode ser visto em Singer]1977], onde consta ampla discussão so-

bre o tema e diversas referências dos principais trabalhos desta

área

36

Ambos procedi.mentor, uni.variados e multivariados, exigem

a suposição de que as componentes aleatórias de erro devem seguir

uma distribuição normal. Por outro lado, enquanto que a solução

univariada estipula uma particular estrutura para cada uma das ma

trazes de varíânci.a-covariânci.a dos grupos, a solução multivaria-

da é aplicável para E qualquer. Ou melhor, a única exigência da

técnica multivariada a cerca de E , é que deve ser comum a todos

os grupos

Dada esta flexibil i.dade dos procedimentos multivariados,

poderia ser questionado o por que de não usá-los sistematicamente

para analisar experimentou com d'ados repetidos

Rogan, Kese]man e Mendoza]1979] afirmam que, uma des

vantagem do procedimento multivariado é sua efetix-a falta de sen-

so.bi.cidade, quando comparado a técnicas univariadas. Enquanto

que ambos procedimentos são assintoticamente equivalentes (Danford

et a]::.. [1960]), para os tamanhos de amostra encontrados na prát.L

ca, a ANOVA convencilonal é mais poderosa do que a MANOVA, desde

que estejam satisfeitas as suposições sobre E, pois as estimati-

vas da análise univariada se baseiam em um número maior de g.l

do que a correspondente multivariada. Mais ainda, a técnica mul

tivariada sÓ pode ser aplicada nos experimentou em que o numero



total. de unidades experimentais illcnos o numero de f;rupos e mai.or

ou igual ao numero de níveis do ilator de repet:ição menos um, ou

seja, $e N-g ã p--l. Esta condição se faz necessária, para que a

matriz de erro, associada aos efeitos dentro de indivíduos, seja

não-singular. Nestas condições tal matriz admite inversa, a qual

é necessária para os cálculos das est:atÍsticas mula:ivariadas

Co[e e Grizz]e [1966] comentaul, também,que em alguns

experimentos, a matriz de covariância E obedece alguns out=ro pa-

drão, como por exemplo, o de correlação set-i.al, muito comum em

análise de séries temporais. Em situações como est:a, seria pref.!

nível usar uma técnica de análise que faça uso do particular pa-

drão, esperando, talvez, que ocorra um aumento do poder. Alguns

resultados a cerca do padrão de correlação serial serão apresenta.

dos no Cap Ítulo 3

Enquanto tais formas.específicas de análise são utiliza

fieis apenas para uma classe de dados, isto é, aqueles dados cuja

matriz de covariância segue a estrutura, o procedimento cultiva -

rindo geral, em muitos casos, é o mais con-/eniente, se não o Úni-

co procedimento apropriado entre todos

Graybi11 [1961] também apresentou uma soluça(2 multiva-

riada alternativa para o tipo de experimentos que temos considera

do. Sua técnica de análise está apresentada no Apêndice B, para

experimentos com uma amostra de unidades experimentais, cruzada

com um fatos de repetição. No caso de planejarnentos com várias

amostras de unidades amostrais e vários fatores de repetição uma

das técnicas multívariadas mencionadas no início desta senão, po-

de ser usada

3 7
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Da apresentação deste capítulo, devemos notar que as sg

luções univariadas e multivariadas têm cada uma suas próprias van

vagens e desvantagens, tal que uma solução não pode ser uni-verbal

mente recomendada sobre a oul:ra. Um ponto em comum entre as duas

técnicas de análise, é que ambas necessitam da suposição de que

as observações repetidas seguem uma distribuição normal multiva-

riada. Neste sentido, as duas soluçoes também diferem no modo em

que são sensíveis à violação desta suposição, por exemplo na pre-

sença de''outliers''multivariados

Outro ponto que ficou bastante evidenciado é que num

planejamento com medidas repetidas, sobre um grupo de unidades ex

perimentais, o teste F univariado para o efeito do fatos de repe-

tição é geralmente mais poderoso, até mesmo usando a correrão ê

ou ê, quando comparado com o teste multivariado T'-llotelling

Esta conclusão, pode ser justificada pelo fato de que, enquanto

ambos testes têm os mesmos graus de li.beldade no numerador (p-l),

o.teste univariado tem no numerador graus de liberdade((p-l)(N--l»

mai-or do que do teste multivariado (N-p+l)

Alguns autores recomendam também que ambos testes,

variado e multivariado, sejam utilizados sempre que possível

38

uni

APLICAÇÃO

Finalizando este capítulo, apresentamos nesta seção uma

situação real para a qual iremos aplicar algumas das técnicas de

análise sugeridas neste capítulo.
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O experimento que descrevemos abaixo, refere-se a uma

pesquisa realizada no Centro de Pesquisa Agropecuária do Trópico

amido -. EMBRAPA (Be lém-PA)

Os cálculos necessários à análise estatística dos da-

dos foram realizados com a utilização do ''pacote'' computacional

BMDP - Statisti.ca] Software]1981], o qual encontra-se implantado

no Centro de Computação Eletr8nica da Universidade de são Paulo

i) ObJ'etioo do #=pez'''íme?zto

Estudar o efeito de cobertura vi

envolvimento e produção de Dendêde sno

j. i ) Desci't ção do E=pel''tmento

Uma área de um hectare foi. preparada a fim de torna - la

completamente homogénea. Essa área foi então dividida em

duas partes iguais e em uma delas foi adicionado um adubo quÍ

bico NPKMg. Na metade de cada uma destas duas partes foi

aplicada cobertura viva(leguminosa Puerária)

Podem ser identificados, portanto, quatro tratamentos

T. : sem adubação e sem cobertura (controle)

T. : com adubação e sem cob

Ta : sem adubação e com cobertura

T, : com adubação e com cobertura

er tuta
ç- lb'a Í' ÉÍ oclu\oo

.z'. l --P

\

.~ ' \
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Foram, então, preparadas as mudas e plantadas n(#) .de-

las em cada uma das quatro partes descritas anteriormente, conto.!

ine o mapa do experimento a seguir

,q..h n n n .

s em adubação

com cob er tuta s em cob er tuta

\variáveis Medidas

No experimento foram consideradas três variáveis relata

vas ao desenvolvimento da planta

circunferênc ia do boleto (Var .l)

número de folhas emitidas(Var.2)

comprimento da quarta folha (Var.3)

Vamos analisar somente a variável l (circunferência da

colete), pois a análise das outras variáveis pode ser feita de

forma idêntica. Além disso, essa variável é a que melhor repre--

senta o desenvolvimento da planta

(+) Não dispomos de informação sobre o valor de n mas existem ob
servaçÕes para 23 plantas em cada tratamento
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Unidade de Ubservaçao

Cada planta foi considclrada como sendo tina unidade expg.

rimental, onde foram\ feitas medidas r-elat:juras ao seu desenvolvi -

mento a partir de 1978, em intervalos sucessivos de três em três

meses,. gerando as unidades observacionais

Devido às limo.Cações para utilização do :'pacot:e'' conlpu

racional BlíDP2V, não serão considerados na análise os dados refe-

z'e nt e s ao ano de 19 8 1

iii) /l?za'Z7lse #st;atíst lca

A fim de toi nar mais clara a utilização das técnicas es

tatísticas, vamos dividir a análise em 'Lres etapas: analise des-

critiva, análise univariada e análise mulLivariada

Anal i se D
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e na tabela 2 .8.1
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para verificar se exist:e a18tilna estrutura particular de covariârl-

cia, entre os nl'vais de repetição. Entretanto, esta falai)a pode

ser eliminada, pois o ''pacote'' computaci-onal (lue será utilizado

para a análise de variância univariada fornece o teste estatísti-

co para verificar o padrão H, o qual é de nosso interesse direto

4 3

- Análise Univaríada

Nas etapas seguintes de análise iremos desprezar as va

lotes relativos às observações dos Eras Últimos períodos devido a

limitações dos ''pacotes'' computacionais utilizados. Sendo asse.m,

somente serão considerados 12 períodos de observação

Para encontrar as soluções univariadas utiliz:aremos o

programa BMDP2V. A técnica univariada foi i:ea].izada adorando dois

modelos diferentes ao nosso conjunto de dados

(i) No p

nave is c

unidades

Flanela

r

r

C

Ç

a

i

S

a

)

i

U

e

0

a

V

t

S

m

Z

X

r

A

0

e

e

S

l

P

e

a

P

r

a

i

U

g

a

i

d

e

e

t

d

t

S

e

P

r

r

0

r

S

e

e

r

S

0

l

a

0

l

C

i

d

t

S

f

m

0

e

n

i

i

od

m

nt

de

ca

rc

de

re

l s

ao

nc

s t

e

0

a

n

U

P

t

9

i

a

l 0

f

S

e

e

a

a

[

C

C

C

at

P

e

a

r i

r i

lç

0 9

on

me

ef

0

0

0

n

n

d

a

a

n

r

r

C

a

a

n

0

f

l

0

l

S

0

l

d

C

)

0

U

r

t

l

f

t

n

].

e

l

r

l

0

d

l

r

t

S

e

X

a

r

e

t

a

e

0

U

r

0

t

a

0

C

r

C

S

e

e

a

a

U

t

0

a

l

n

m

P

S

n

a

V

0

e

e

e

l

l

a

C

0

U

Z

0

S

rl

nt

n

va

0

r i

ad

0

0

0

a

r

U

a

a

e

e

e

f

0

t

a

C

g

0

t

e

d

0

a

d

e

l

r

t

C

b

a

q

a

U

P

d

0

0

q

e

U

P

r

P

0

0

r

m

U

l

e

l

e

0

0

a

f

d

a

a

t

r

r

S

a

l

2

r

2

t

l

r

E

a

a

S

t

X 0

nl

d

8

e

nt

a

am

a

n

r

T

V

e

2

X

e

S

l

B

a

ra

e l

A

a

tg

me

teme

s , e

nál i

nt o com 4

com 23

se de Va-

C

m

0

n

C

Z

e

d

l

9

n

l

S

S

n

l

t

d

l

V

e

l

a

r

a

a

X

V

n

g

d

a

f

0

a

e

e

X

m

0

l

0

e ) eri

nte ,

ob

ndo

P2V,

e ac

e s t:

repe

tretas'co ,

da estou

se rvaçoes

o re sul t a

que verá

eito a um

at ís t ocas

t irão , de

a supor l

t:ura H n

dos 12 n

do do te

f ica e s t

nível de

F usuais

a

P

n

m

q

S

na

}íD

0

as

e

a

i

i

t

t

Ç

a

e

d

q

l

V

P

eC

n

e

e

n

0lv d



- /+q -

Tabela 2.8.2a - .INOVA para o modelo com um favor grupo (tratamento) cruzado
com unl fatos de repetição (período)

F.V
Nível descNível desc Greenhouse
Geisserexcito

Nível desc
Huynh-Feldt

bíédia

Trat

Resíduo

1l 45263205,3

4819,23

1588,288

28498,871 0,0000(g::eü)

3,031 o,0334(+)

956,'891 0,0000(üüü)

2,221 o,oool (+É#)

0,0000(üü&)l 0,0000(Êüü)

0,0027(üüü)0,0040(!:Éf:)

Per

Per. x Trat

Resíduo 2

332422,0

772,333

347,4968

($:ü+) : a estatística é significante ao nível cl = 0,01;
(ü) : a estatística é significante ao nível a = 0,05.

vem ser u

t or É:.

Como estamos considerando somente um fator de repetição

há somente um fator = a ser calculado. As duas estimativas de E:

(ê e ê) são, também, fornecidas por este programa com as se-

guintes denominações: Greenhouse-Geiser para E e HuyQh-Feldt pa

ra ê, cujos valores estão apresentados abaixo, conforme ''saída ''

deste programa

FSILOFI.Fj!.CT]JF'S FCR ])fGr:=t''; ]F FF.:lt-í)í)p :)jU:T !

G3[ENH9USE-GE:SSER }]UYNH-F[LÜT
0 . q94 2 0. 54 !S

}.1

]
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Dos resultados da tabela 2.8.2a verifí.camas (lue

efei.tos testados apresentam si.gnificatlcia

t.o do

o s

(ii) No segundo modelo adorado, consideramos o mesmo fat:or fixo

Tratamento, cruzado com dois fatores de repetição cruzcados: Ano

com 3 níveis e Período com 4 níveis. Esta disposição dos favores

representa um planejamento caiu um fatal ''entre indivíduos''(I'rata

mento) e dois favores cruzados ''dentro de indivíduos'' (Ann e Pe-

r lodo)

Neste modelo há três suposições de circularidade a se-

verificadas

a) circularidade que envolve o fatos Ano;

b) circularidade que envolve o fatos Período;

c) circularidade que envolve a interação Ano x Período

Os respectivos níveis descritos dos t:estes estatísticos

que verificam estas suposiçoes, fornecidos pelo progz'ama, foram:

a) ã = 0 ,072 5

b) â : O ,0309

c) ã 0 ,0000 1

A partir destes resultados podemos concluir que a soou

ção univariada exata pode ser utilizada para testar hipóteses en-

volvendo o falar Ano e o fator Período, mas hipóteses envolvendo

a interação Ano x }'eríodo devem ser testadas utilizando a sol\irão

univariada aproxitnada

Uá três valores c: a serem calculados. As duas estima

a cada um deles. conforme ''saída'' do programa. foram

rem

uvas par
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T f i{ t/

2 (Ano)
3 (Período)
f' (AnoxPeríodo)

EllSiLC}. fA!;Tí:fS tCl? !)t't;i>1. rS CÍ Íltr='\l;F .41JI,Sll'l:h:}

'..i rEt..}+! IJ:!n{,::'!'',ri: jltlyl.:!i-t':!..\r
.) . ') z, z1 7 ) . 9 ':; 77
(. . ) 2 2 3 C . 9 1;7?
0. 7 C h 2 C r / í: li /'

Estes resultados servem para mostrar que adorando es'-e

segundo modelo, há somente um pequeno afastamento da suposição de

circularidade pois os valores estimados de É: estão muito próximos

de uin, o que não ocorre no primeiro modelo considerado

O quadro de Análise de Variâncila correspondente

apõe sentado na Tabela 2.8 .2b

As conclusões, quanto à existência de efeitos de intera

Cães envolvidas no experimento, podem ser tiradas a partir da aná

lide excita pois, conforme verificado anteriormente, a suposição

pode ser considerada verdadeira. Sendo assim, concluímos que so-

mente interação Tratamento x Período é estatisticamente não signo

f icante

esta

- Aná l i se Mul t i var fada

A solução multivariada foi obtida utilizando o ''pacote''

computacional BI'IDP4V. Este programa é de grande utilidade, pois
ele fornece os resultados da solução multivariada e também da uni

variada exala e aproximada. Contém, ainda, várias opções tais co

mo cálculo de auto-va*lores e auto-vetores das matrizes envolvidas

na técnica multivariada
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rama fornece quatro estatísticas

de s +.e s

0

Basicamente, este proa

multivariadas identificadas por

a) l,RATIO (Wilks)

b) TRAJE (Pillai)

c ) TZSQ (Lawley-note 1 1 i ng)

d) MXR00T (Roy)
O desenvolvimento teórico detalhado de cada um

critérios pode ser encontrado, por exemplo, em Timmr1975]

Devido às limitações da análise multivariada, esta téc

nuca sÓ pode ser apli.cada considerando o modelo com somente um fa

tor de repetição com 12 níveis, o que não permite uma análise

mais detalhada, como no caso da técnica univariada, onde foram

adotados dois modelos diferentes para analisar os dados

O quadro de análise de variância multivariada, forneci-

do pelo programa, encontra-se na Tabela 2.8.3, com as respectivas
conclusoes

Examinando a Tabela 2.8.3 verificamos que este conjunt

de dados forneceu as mesmas conclusões estatísticas, quando usa

mos a solução univariada ou multivariada. Entretanto, se istonão

tivesse ocorrido, deveri'amos decidir pelas conclusões da análise

univariada pois ela é mais poderosa, já que as suposições básicas
para sua utilização estão satisfeitas



'J'abe]a 2.8.3 - Análise de Variância Univaríélda/].]u]tivili'í.agia do mo(leio com uui

falar-grupo (Trai.) e unl fatos de repeti.ção (Pcr.)

49

F.V Estatística Nível desci

líédia

Trat

SQ

Qm

SQ

QM

45263205,3

45263205,3 28498,87 e 88 0,0000(RÜÜ)

14457,3
4819,10 3,031 3 e 88

e 781033,43111

0,0334(ü)

Per vsQ ; 12825,2 0,0000(ÜRf:)

SQ : 3656640,0

QFÍ ; 332422,0

Ajuste de Greenhouse--Geisser
Ajuste de Huynh-l'eldt

956,89

956,89
956,89

11 e 968 l 0,0000(!:üÊ)
5,4 e 478,4
6,0 e 530,9 0,0000(üüf:)

0,0000(ügü)

Per. x Trai LRATIO

TRACE

rzsQ

0,537533

0,709921

56,7937

33 e 230,51 l 0,0200(:v)

cnisQ
)KROOT

34,08
0,296688

19441 0,0210(:k)
0,0301(ü)

SQ : 25485,0

Qbí ; 722,3
Ajuste de Greenhouse-Geisser
Ajuste de Huynh-Feldt

2,22i33 e 968

2,22116,31 e 47S,381 0,0040(ÜÜk)
2,22118,10 e S30,921 0,0027(Üü:';)

0,0001 (:vüü)

Resíduo 336279,93

347,40

G--G EPSILON = 0,49419
H--F EPSILON = 0,54847

(#A+)
(#)

a estatística é significante ao nível a
a estatística e significante ao nível a

0,01
0.05



50

iv) C'o ?zc Zusáo /2:naZ

Das análises estatísticas consi.deradas verificamos que

as conclusões dependem do modelo escolhido para representar os dg.

dos

Na prática, a escolha do modelo adequado sÓ é possível

através de uma perfeit:a i,nteração entre o pesquisador e o estatÍs

Ligo, pois só assim a análise poderá atender os objetivos da i)es-

qu isa

Devemos, ainda lembrar que os testes estatísticos consi

derados não esgotam toda análise possível dos dados. Por exemplo,

nos casos em que o efeito do fatos é significante, poderia ser

aplicado o método de comparações múltiplas de Bonferroni(Peles e

SaldivaÍ1982]) para detectar a causa da significância. Entretan

to . estas análises posteriores forem do objetivo deste trabalho



CAPTTUL 0 3

PLArqEJAiqET'iTOS coF'i PiEDiDAS REPETIDAS E cola PADRÃO DE CORRELAÇÃO SERIAL

3 . 1 - 1 NTRODUÇÃO

É muito comum na área de bioestatística e psicometria a

realização de experimentas com medidas repetidas nos quais o fa-

tos d e r epe t içao é o t entpo

Em geral, em experimentos desta natureza , a matriz de

variância-covariância resultante entre as observações nao satis

faz o padrão tipo H de Huynh e Fe]dt]1970], o qual garante a uti

lização dos testes F univariados exat:os, mas apresenta uma forma

frequentemente conhecida como padrão de correlação serial ou pa--

d rao s imp .L ex

O objetivo, neste capítulo, é investigar o efeito produ

zido por esta particular estrutura de covariância, nos níveis ém-

piricos do erro de tipo 1, quando os testes F univariados aproxi-

mados são utiILI.zados. Esta investigação foi baseada no trabalho

dos autores Hearne, C]ark e Hatch]1983], onde apresentaram também

um teste da razão de verossimillhança general ilzada para verificar

a validade deste padrão. e está aqui apresentado na senão 5. 3
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3.2 - O PADRÃO DE CORRELAÇÃO SERIAL

Por simplici.dade, e sem perda de generalidade, vamos

considerar experimentos com p n.Í.vens do fatos de .repetição, ou,

mais especifi.comente, do fatos tempo, para os quais será medida

uma variável--resposta em cada uma das n] unidades experimentais do

j--ésimo grupo, j = 1, . . . ,g

Assim, como antes, o' perfil da i-ésima unidade experi-

mental do j-ésimo grupo é o vetou

Zij 'yij k ' ''j , g ,

cuja matriz de variância-covariãncia é dada por

al p12ala2'''pipalapl Íalla12''' alp

J l .Xj : 1 1 2ala2 a2 . ..fp 2p a2ap

' 2
p2pa2ap ' '' 'JP

a a
PIp

a1 2 a 2 2 . . . a 2 P

alP a2P

No capítulo anterior vimos que os testes F univariados

exatos são válidos se as matrizes E;, j = 1,...,g, são do tipo H,

com a mesma constante, À > 0. Um teste para verificar esta estou

tura, proposto por Huynh e Fe]dt [1970], esta apresent:ado no apêg

d i.ce A . 3

Entretanto, o que frequentemente se observa em experi-



mentes onde o fator de repetiçÉio é o tempo, e tinta correlação mais

altí] entre as observações correspondelltes a tempos mai.s próximos

do que aquelas correspondentes a tempos mai-s a.c8stãdos/

Este tipo de dependência das observações, dentro de unia

mesma unidade experimental, pLode caracterizar uma matriz de va-

riância-covariância da seguinte forma

5 3

l P P '
P -l

P '

..-' :

.P'3 -P 2 Cp

,r p:p. ~ l)\
: l ' 'a

1-. P P

P

E
P ( 3

pP'l pP-2 pP-3 l
-.0 r t { i. - C r .)C;UC'.

'Q ç' C} . -'"c?,{.t. (;

onde,

é a matriz de correlação ,

p e o coeficiente auto-regressivo de .ordem l

O padrão dado por(3.2.1) é discutido por Pothoff e Roy

[1964] corno o padrão de corre]ação seria] e por 17a]]enstein e

Fleíss [1979] como a configuração simp]ex. Esta matriz é também

de aplicação em análi.se de séries t:emporais e identi.facada como

matriz de covariância (ou de correlação , no caso de C.) de um

processo auto--regressivo de lg ordem. (A&.l\ )
Como estamos diante de uma estrutura de covariãnci.a di-

ferente daquela de tipo H, então a existência do efeito principal



do fator tempo ou da interação grupoxtetnpo pode ser testada

através das distribuições F aproximadas, com os graus de liberda

de corrigidos pelo favor c(expressão 2.4.1 - Cap. 2)

Assim, considerando estas distribuições aproximadas,

assumindo igualdade das matrizes de variância--covariância dos grg.

pos e seguindo o padrão de correlação será.al, apresentamos na Ta-

bela 3.2.1 os níveis observados do erro de tipo 1, ut:ilizande as

estatísticas Fo e FI da tabela 2.3 (Cap. 2), para níveis nome

mais de 5Z e IZ. Estes resultados foram encontrados por Hearne

C[ark e Hatch]1983], considerando g = 3 grupos

Da tabel-a 3.2.1 observamos que, no caso do teste F2) o

nível observado do erro de tipo l varia de 0,055 a 0,184, para um

nível nominal de 5Z, e de 0,012 a 0,091 para umnível nominal de

54

e

1 %

Para o teste Fn, a variação do nível empírico do erro

detípoléde0,054a0,171 paraonívelnominalde5Z, e de

0,012 a 0,083 para o nível nominal de 1%. Notamos, portanto, que

nos casos mais extremos(p = 10, n = 15, p = 0,8),os níveis obser

vados são mai.s do que três vezes os níveis nominais. Isto nos le

va a concluir que os testes univaríados aproximados, na situação

de correlação serial entre as observações,são muito liberais

Notamos ainda que para o menor valor de p considerado

(0,4) a estrutura de correlação serial parece não afetar muito o

nível observado. Este resultado é esperado, pois quanto mais bai

xo o valor de p mais [. está pr(5ximo de oz] e assim c: está próxi--
acarretando ,unidade, grausda po rtanto , correçao nospequenamo



I'abe]a 3.2.1 - NÍvclís observados do erro de ]g especie, na presença de Corre
] acho S;er i a ]
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( 1 )
P

(2) (3) (4)n p e Temp' (F2)

0.05 0.01
Grupo x Tempo (F3)

0,05 0,01

5

5

5

10

10

10

5

10

15

5

]0

.15

5

10

15

5

10

15

5

10

15

5

10

15

0,8
0,8
0,8
0,8
0,8
0,8
0,6
0,6
0,6
0,6
0,6
0,6
0,4
0,4
0,4
0,4
0,4
0,4

0,63
0,63
0,63
0,41

0,41

0,41

0,75
0,75
0,75
0,59
0,59
0,59
0,96
0,96
0,96
0,94
0,94

0,94

0,116
0,117
0 ,1 1 7

0,181

0,183
0,184
0,088
0,088
0,088
0,11 9

0,120
0,120

0,055
0',055

0,055
0,057
0,057

0,057

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

042

042

042

090

091

091

026

026

026

044

045

045

012

012

012

012

012

012

0,108
o,l lo

o,110
0,167
0,170
0,1 71

0,084
0,084

0,085
0, ll 3
0,114
0, 1 14

0,054
0,054
0,054

0,056
0,056
0,056

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

038

039

039

081

083

083

025

025

025

042

042

042

012

012

012

012

012

012

10

10

10

5

5

10

10

10

Fonte: Hearne, C]ark e Hatch [1983]
(1) p : número de níveis do fatos repetido

(2) n : número de unidades experimentais por grupo

(3) p : coeficiente auto-regressivo de lg ordem.

(4) c : grau de .afastamento da estrutura tipo H.



de lí.beldade usual.s. Além disso, Wallestein c F]eiss]1979] con

seguiram expressar o fatos e de Bo>: como função de p e p, para

esta situação de correlação serial, e verificaram que c é uma

função monotõnica decrescente de p. Estudaram também o limite i-n-

feri.or de c, nesta situação, everificaram ser igual a

5(p+1)/(2p2+7), com um valor assintótico, de 2,5/(p-l). Assim,

quando um t:este conservativo deve ser usado, os autores aconse-
lham usar estes limites inferiores na situação de correlação se-

rial, pois a redução dos graus de li.beldade é menor do que aquela

empregando l / (p- l ).

56

3.3 TESTE DA RAZÃO DE VEROSSIMILHANÇA GENERALIZADA

Como em determinadas situações o padrão de .correlação

serial tornou os testes F aproximados demasiadamente liberais ,

seria interessante verificar inicialmente a validade deste padrão

ao conjunto de dados disponíveis. Isto pode ser feito utilizando

o teste da razão de verossimilhança generalizada, deduzido por

Hearne, C]ark e Hatch]1983], apresentado a seguir

A estatística do teste da razão de verossimilhança gene.

balizada para testar as hipóteses

no : E : Ep

HI : E * P

é obtida pelo quociente,
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À
1,(ó)
1,(õ )

onde

U

Õ

é o estimados de máxima verossimilhanç'a do parâmetro, sob Hn,

é o estímador de máxima verossimilhança do parârneLro, sob o mg

d e lo gera l ,

é a função de verossimilhança, calculcada em â,

é a função de verossimi]hcan.ça, ca].curada ein Q

Para encontrar os estimadores de ínáxilna verossimilharlça

parâmetros sob Hn e sob o modelo geral, vamos assumir nortnali

L(â)

L(Õ)

dos

dada

Como estamos interessados apenas na estrutura de cova-

cia iremos trabalhar com variáveis transforuiadas,

: yijk ' y.jk' eliminando desta fortna do problenta, o parâine-

média. Assim, o espaço parametrico, sob H0' passa a ser

(az,p) e, sob o inodelq geral, f2 =(E)

Para encontrar L(ã) o primeiro passo, segundo os auto-

é encontrar Ó que satisfaça o seguinte sistema de equações

r ian

':ij k

t ro

i'e s ,

a

a P'

In l,(u) Npa' pA2) ( 1 )

(2 )--!7 in L(")Da'
' 2

Npa' + A2 + A3 2AIP ''- A2P'

onde,
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,}.l$1
n J
E

i : lA]
X

:J (k-l )

': : : .l:)l :ii :!i -í:.

«, - .g. :H
x 2 . )

iJ P

Resolvendo(2) para az e substituindo em(1) obtemos

(l- 'i)Âzp3-(l- 'Í)Alp2-{(1+':)A2+l:ilp+AI ( 3 )

Para cada solução deste polin8mio teremos um valor cor--

respondente para a , obtido. pela equação (2). Seguindo Koopmans

[1942], podemos selecionar aquele valor 'de p que corresponde à

raiz real mais próxima de AI/(A2 + A3). Vamos denotar por pO e
a. essa solução deste sistema

Para encontrar L(Õ) devemos obter o estimados de máxima

verossimilhança de E de uma distribuição multivariada normal, com

média zero e matriz de variância-covariância E. Seja Ei o est.L

Dador de máxima verossimilhança não viciado de EI, a matriz de va
riância-covariância do grupo j. Então, o estimados de máxima ve-

rossimilhança não viciado em ç2 é
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.:.? i . ( 3 . 3 . 1 )

onde N é o número total de unidades cxpel'i.mentais

A estatística do teste da razão de verossimilhança gene

ralizada encontrada pelos autores é dada por

-N N

L(ã;) ' IXPI l l

IEl-N/2 [(õ2)p/([-i;2)]K/2

Então, a estatística - 2 in À tem, sob lln' distribui-

ção assintÓtica quiquadrado comÍp(p+1)/2 - 2] graus de liber-
dade

Apresentamos, a seguir, o exemplo usado pelos autores ,

que serve para ilustrar a utilização do teste da razão de verossi

milhança generalizado acima deduzido, cujos dados foram obtidos

de um estudo kit:o por Hatch]1980]

Exemplo

Um experimento foi realizado com o objetivo de investi-

gar o efeito de diferentes quanta.dades de determinado ''estímulo ''

que agia como uma retro-alimentação no batimento cardíaco. Foram\

utilizadas três quantidades desse est:Ímulo, 100%, 75Z e controle

representando assim 3 grupos Cada estímulo foi aplicado em .6 i!.

di.vÍduos diferentes cujos batimentos cardíacos foram registrados

em 5 períodos, cada um com duração de 3 minutos e em intervalosde

2 menu t o s
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Na tabela 3.3.2 aprcsent:amos as medi.as e os desvios pa-

drões das observaçoes, seguida pela matriz de variância-covariân-

cia amostral, calculada usando(3.3.1) e a matriz de correlação

amo s t ra l corre sponden t e

Tabela 3.3.2 Médias Amostrais dos batimentos cardíacos t desvio padrão

Fonte: Hatch [ 1 980 ]

Matriz de variância-covariância amostral

50,6

4 3,5

4 2 ,4

43 ,2

40,3

4 4 , 7

4 5 , 1

42,0

4 1 , 8

48 ,8

4 4 ,6

4 3 ,5

4 6 ,0

44 , 3 5 2 , 9

ondep

l zl .709

Grupos Períodos de Tempo Ftarginal] 2 3 4 5

 
64,2t2,3 64,4t2,5 63,0t2,4 65,3t2,2 65,5É1,8

68,1t3,0 70,0t2,6 69,1t2,7 71,2t3,2 72,7:14,4

66,1=t3,3 65,4t3,0 65,1t3,3 66,5t2,8 65,1t1,9 65,6

64,5

Marginal 66,1 66,6 65,7 67,7 67,8 66,8



1.matriz de Correlação .Amostrar

l , o

0 , 9 1

0 ,85

0 ,90

0 , 78

1 , o

0 , 9 7

0 , 9 3

0 , 8 6

l , o

0 ,94

0 ,86

l , o

0 , 9

Õã foram calculadas obtendoAs
s e

quantidades A. A2' A3' pO e

AI

A2

A3

3 1 9 5 ,0

2 5 10 ,6

1 8 6 3 , 3

Po

.2
aO

.2
aO

0 , 9 3

6 ,88

50,9

As matrizes de variância-covariância e correlação amostral
pondo o padrão de correlação serial são:

su

50 , 9

4 7 , 3

44 ,0

4 0,9

3 8 , 1

50 ,9

4 7 , 3

4 4 ,0

40,9

E
P

50 , 9

4 7 , 3

44 ,0

50 ,9

4 7 ,3 5 0 ,9

onde ,

l í. l 9 2 6 96 ,8
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l , o

0 , 9 3

0 ,86

0 ,80

0 , 7 5

] , o

0 , 9 3 1 , 0

0 , 8 6 0 , 9 3

0 , 8 0 0 ,8 6

C
P

l , o

0 , 8 .1 , 0

O valor observado da estatística qui-quadrado com 13

graus de liberdade é

934 7092 in
92 6 96

1 7 , 6 8

que é menor que seu valor

nificância de 5Z

Portanto, a hip(5tese nula que estabelece o padrão

correlação serial não é rejeitada, ao nível de 5Z.

A estrutura tipo H neste experimento foi rejeitada

(a = 0,0056). Este seria o resultado mais provável de acontecer

aqui, pois a n.Xo rejeição da estrutura H quando a estrutura de

correlação serial foi aceita seria, teoricamente, inconsistente

Na práti-ca, entretanto, pode ocorrer situações em que ambas estou

tunas são aceitas. Este fato pode ser explicado pelo erro de 2g

espécie que se comete ao reali.zarmos um teste de hip(5tese estatÍs

t ica

22,4) , a um nível de sig-

de

sentado na tabela 3.3.3, com as respectivas probabilidades obser-

vadas do erro de tipo l (coluna 5) para cada um dos testes. Os

0 quadro de analise de tradicional e stavariância apõe
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resultados; foram obtidos pelos atitares utilizando o pro8ranla

}i}4DP2 V ( BF{DP- 7 9 )

Tabela 3 . 3 . 3 -- ANOTA

F P

0,3148Grupos

Indivíduos
(dentro de grupo)

Tempo

Grupo x Tempo

Indivíduo x Teulpo
(dentro de grupo)

2

15

4

8

60

276,0

220,9

FI : 1,25

15,34

6,53

5,53

F2 : 2)77

F3 : 1,18

0,0348

0,3253

Desde que a violação das suposições univariadas exatas

afeta, como já vimos, os testes Fo e Fn foram então real-izados

os testes aproxi.nados corrigindo os graus de liberdade pelo favor

c: estimado a partir de E.(: = 0,5ó)

As distribuições F ajustadas são, portanto, roer(2,24

33,6), correspondendo a Pf = 0,0707 e F..aF(4,48, 33,6), corres-

pondendo a P; = 0,3386

Verificamos que o teste que verifica a existência do

efeito de tempo(F?) resultou em não significante ao nível de 5Z,

quando usamos as distribuições aproximadas, resultado este contra

rio aquele obtido usando as distribuições exatas

O procedimento em ''trás passos'' descrito no Capítulo 2
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poderia ser utilizado. A correçao máxima dos grátis de lil)erdade

que produz o teste conservativo , seria dada por 5(p+1)/(2p'=+7)

que neste caso é igual a 0,526. Assim, no caso da estatística f'3'

como o valor observado foi menor que o valor' cri.tido usual, a co.g

alusão de não significante pode ser tilrada sem necessidade de cor

ração dos graus de liberdade. Para a estatística F2' como o va-

lor observado foi maior que o valor crítico usual, então a etapa

seguinte seria comparar o valor observado com o valor crítico do

teste conservativo, isto é, com 2,1 e 31,6 graus de liberdade

Embora não dispomos deste valor crítico excito, certamente ele é

maior do que o valor observado 2,77. Sendo assim, o próximo e ÚI

tino passo e comparar o valor observado com o valor crítico que e

obtido corrigindo os graus de liberdade por ê = 0,56, e a conclu-

são é tirada, agora, baseando--se nestes graus de liberdade

3.4 - ALGUNS COMENTÁRIOS

O estudo apresentado neste capítulo serve para índice-r

que, quando dados com medidas repetidas são analisados, a forma

da matriz de variância-covaríância deve ser investigada. Se a es

trutura H é rejeitada, é conveniente usar as soluções univaríadas

aproximadas. Ente'etanto, se a estruttlra aceita é a de correlação

serial os procediment:os univariados aproxi-medos devent ser utiliza

dos com algum cuidado, pois os testes, em algumas destas situa-

ções podem ser demasiadamente tolerantes

Essa estrutura de correlação serial considerada é a es-
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trutura corresporldente ilo tnodel-o estaca.ovário de séries temporais

ex})re s se por

tYt

onde,

c sao

Y. é at

pYt-l ' 't 1 , . . . , P ( 3 . /} . 1 )

coefi-ciente auto-regressivo de lg ordetn,

v. as. independentes com variância constante,

variável-respo.sta observada no instante t

Do modelo (3 .4 1) se gue qu e

Var(Yt)
2

P
2

+ a

e como o modelo é estacionário, temos que Var(Y.)

que produz
Var(Yt.l 0

/

Var(Y t

)Y t:+k

Cora(Y t

k

2
a

l-P '

De Díodo análogo, verificamos que,

k 2

Cov(Yt' Yt+k) : p a
' l -P '

e ass lm,

Yt+k) : pk

Então, para segue que
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t = 1 , 2 ,Cora(Y P-l

O modelo(3.4.1) é denominado de modelo auto-regressivo

de ordem 1. Entretanto, existem modelos auto-regressa.vos mais

complicados que são mais adequados em determinadas situações. Um

teste da razão de verossimi-lhança generalizada correspondente po-

deria ser deduzido para verá.ficar a validade de tais est:Futuras de

covarlancia

Na presença de correlação serial pode também ser adota--

do o procedimento multivariado para analisar os dados. Entretan

to, na teoria, procedimentos que dependem de estruturas especÍfi--

cas de covariãncia seriam os mais desejáveis, pois apresentam

maior poder. Os autores recomendam ainda, um outro possível pro--

sedimento apresentado por Ljung e Box]1980]



CAPOT UL0 4

EXPERIMENTOU Cola MEDIDAS REPETIDAS E OBSERVAÇÕES ALOCADAS

h . l DESCI l ÇÃO DO Pr\OBLEMA

Neste capítulo a atenção estará voltada para os planejg.

mantos com medidas repetidas, envolvendo um favor aleatório e vá-

rios fatores fixos, os quais,às vezes, são denotado.s por planeja-

mentos mÍs tos

O fatos aleatório é cruzado com pelo menos um fatos fi

xo, e é hierárquico em relação a outros. O favor aleatório aqui,

representará uma amostra de unidades experimentais, ou , várias

amostras de unidades experimentais, no caso em que ele é hi-erár-

quico em relação a outros fatores fixos. Assim, as diferentesuni-

dades alnostrais são os níveis do fatos aleat(brio

Será considerada, ainda, uma situação especial destes

planejamentos mistos: os valores da variável-resposta, para cada

nível do favor aleatório, somam uma constante fixa. O que varia,

então, entre os níveis do fator aleatório são as distribuições

dessa soma constante parti.Ihada ou alagada aos níveis repetidos de
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cada unida(te expert.mental. Assim, o teríilo "oboé?/'paFoc?s aZoca

dao", que adotaremos nest:e capítulo, estará designando que zJS ob

servaçÕes de uma dada unidade experimental tem solda const:ante

ou ainda,que as observações formam uma partilha(ou repara:ição

de um total constante

Na senão seguinte apresentamos 3 exemplos de planeja-

mentos com medidas repetidas, envo]vendo] favor aleatório e ou

aros fixos, e com observações alojadas

Nas seçÕes 4.3 e 4.4 discutiremos, respectivament:e, a

formulação e análise do modelo mistode Scheffé, quando não há ob

servação alocada e do nioc7e7uo nz to de "aZ.Ocagao", que será uma

modificação do modelo de Scheffé, nos planejanientos envolvendo

apenas do is favores

Finalizando, apresentamos na Últ:ima senão, uma breve

extensão a planejamentos mais complexos envolvendo observações

alojadas

ALGUNS EXEFIPLOS E CONSIDERAÇOES

Para melhor compreensão do que consiste experimentou

com medidas repetidas e com observações alocadas, apresentamos,

a seguir , trás exentplos

Exemplo 4. 2.1

Suponha que os professores de determinada faculdade ,

dentro de uma universidade, são divididos em grupos de acordocom



a di.sciplina que lecionaiít. l.Íma aITIOstra de cada grupo de professo

res é sorteada, e cada elemento da atnost:ra deve registrar as po.!

contagens do tempo profissional total gasto com didática, pesqui-

s a e admini s t ração

Neste experimento temos um favor aleatório, club são os

professores ainostrados, cruzado com o fatos fixo atividade proa.!

siona]. com 3 níveis(didática, pesquisa e admi.ni.stração), e hie-

rárquico em relação ao falar fixo disciplina. A variável-respos-

ta, neste caso, é a porcenta8em do tempo proa-ssional total dedi-

cado às três modalidades da atividade profissional. Sendo assiul,

as observações para cada unidade experimental(professor), tem se

ma constant:e e igual a 100

Um e>=perimento planejado desta forma pode ter como ob

rificar a interação entre disciplina e atividade proas

69

vej e t ivo

s i.ona l

Os dados, para este experimento, poderiam ser apresenta.
dos conforme tabela 4 . 2 . 1

Tabela 4.2.1 - Apresentação dos dados do exemplo 4.2.1, com medidas
e alojadas, com 2 favores fixos e l falar aleatório

repetidas

  Unidades
Amostrais

Atividade Prof is s iona] Total
ConstanteDidatica Pesquisa Administração

GI
(Disciplina l) {, x x x

x x x
x x x

 
       

G
g

(Disciplina g)   x x x

x x x
x x x
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Num estudo de psicologia, uma amostra de nl homens e

uma amostra de n? mulheres, devem ler dois romances de grande su--

cesso, um sobre um homem e outro sobre uma mulher. Após limos

cada leitor de't'e julgar a causa do sucesso do personagem. Esse

julgamento é fei.to segundo o quanto que ele atri.bui do sucesso do
f,.rn. ; }.nhilÍdndp nii à sorte. Essa avaliação épersonagem a

4:a { +- . r.m '7

h 2[xernplo Z

0 e s )

Neste experimento temos, então, 3 favores fixos que são

atribuição ao sucesso do personagem do romance (habilidade, escol

ço e sorte), sexo do personagem do romance e sexo do indivíduoque

irá julgar e, um favor aleatório, indivíduo. As observaçoes para

cada indivíduo, sob os três níveis do primeiro fator fixo, e para

cada combinação de níveis dos fatores sexo do personagem e sexo

do leitor, devem ter soma cons+-ante, e no caso, também igual a

100

Uma representação tubular, pata os dados deste experi-

mento, poderia ser conforme tabela 4.2.2 a seguir

Este Último exemplo ilustra o problema com l fatos alem.

tório e um fatos f'ixo, em que os níveis do fatos fi.xo são trata-

dos quant itat ivamente

Considere um retângulo de papel que será cortado, de

forma precisa, em tiras de lcm paralelas a um dos lados. Suponha
deve ser cortada em 10 partes, ''a

4 32Ex.emplo

de s t a s t irascada umaque
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Tabela 4.2.2 - Apresentação de dados do Exemplo 4.2.2, com medidas repetidas
e alocadas, com 3 falares fixos e l fatos aleatório

7 1

olho'' com uma tesoura(isto é, sem nenhum instrumento de medida),

em cortes transversais ao longo da tira, e de tamanhos tão igucais

quanto possível.s. Se isto é feito para m tiras, e os pedaços me-

didos segundo alguma variável (por exemplo, comprimento do pedaço

co.nado), temos, então, uma tabela de dados com m linhas e 10 co

lunas, onde a soma dos valores de cada linha é constante e, no

exemplo, igual ao comprimento total da tira, L, antes de ser cor-

tada (pode-se assumir que os erros de medida da variável são des-

prez iveis)

Sexo
do

Leitor
Unidade
Exper

Sexo do
Ind. da
estorva

At:ribuição ao sucesso do person;agem I'oral
ConstanteHabilidade Esforço Sorte

M

  ! x x x
x x x 't2 T x x x
x x x

nl      
F

l F x x x
x x x

]2 : x x x
x x x

n2      



Se cada uma das tiras é dada a indivíduols diferentes

então temos \lm experimento constituído cie \lm favor aleatório (in

divã'duo) e un! falar fi.xo(posição de corte ao longo da tira), e

caIR observações alojadas sob cada nível do favor fixo L

Num experimento deste tipo, poderia ser de interesse VS

rificar a existência do efeito do falar fixo) ou ainda, testar

uma tendência(talvez linear ou quadrático) iia posição de corte a.o

longo da t it-a

Assim, os dados deste experimento, po(teriant ser Labula--

orbe tabela 4 . 2 . 3

7 2

conados

Tabela 4.2.3 - Apresentação dos dados do Exemplo 4.2.3

. .l ;l l Posição do Cortelnaiviauos F--
19 29 . . . 109

x x . . . x

Total
Constante

L
L

m l x x X L

Na classe destes planejamentos que estamos considerando,

quando há somente um fatos fixo cruzado com as unidades experímeE.

tais(favor aleatório), então as observações para cada unidade ex

perimental,sob os níveis. deste fator fixo, somam um total constan

te(exemplo 4.2.1 e 4.2.3). Entretanto, se há mais do que um fa-

tor fixo cruzado com as unidades experimentais, então as observa--



Cães para cada unidade experimental somam unia constante sob os nÍ

vei.s de somente um dos falares fixos, e para cada cotnbinação en-

tre os níveis dos outros fatores fixos(exemplo 4.2.2)

O fatos fixo, para o qual as observações sob todos os

7 3

de s ignado favortotal constante , 0s eraumS somamse us n'lve l

aZocaGóo

Nos tres exemplos apresentados, os iauure uc ó.tu'-':b.,

são, respectivamente, atividade profissional, atribui.ção ao suces

se do personagem e posição de corte da tira

A segui.r, apresentamos a formulação de Scheffê [1959Jde

experimentas envolvendo um favor aleatório e um fator fixo, sem a

restrição de'observações alagadas

ao

4.3 MODELO MISTO DE SCHEFFÉ

Para seguirmos a notação de Scheffé, faltem

são nos índices que estavam sendo adotados até aqui

Vamos considerar nesta senão experimentos cruzados com

dois fatores, um fixo e um aleatório, e uma observação por cadela

O modelo linear associado a este tipo de experimento pode ser da-

do por

lnveros uma

yij : "ij 1 , . . . , a 1 , . . . , b (4 . 3 . 1 )

de,

y:: é a observação do i--ésimo nível do fatos fixo A e j-ésimo
' l J

vel do fatos aleatório B

on

)
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ta dvariávelmédia da lre spos 0ae111

1 1

e j-ésimo n ívc l do favor B,

erro aleatório da observação yi.j

As suposições fundamentais para este modelo são

1) 0s ei; são vara.atei.s aleatórias independentes cam di-stri.buição

N(O, a'), e independente

2) Os vetores aleatórios Tj ;(mlj' "2j'''''maj) , j - l,...,b
são i.ndependentes e distribuídos com distri-buição normal a-va-

riada, com vedor--média u = (ul'...,U )-' e matriz de variam--

ci.a-covariância arbitrária, positiva definida, Em -(aiiv)

Como consequências das suposições feitas acima, temos

que os vetores aleatórios yj :(ylj' y2j''''' yaj)', j : l,...,b,
são independentes e distribuídos com distribuição normal a-varia-

da com vetou medi.a u, e matriz de variância-covariância Ev' post--

uva definida, expressa por

E ; E + a'ly m e a (4 . 3 . 2 )

onde,

1. é a matei.z identidade de ordem a
a

definidos acima, podem ser escritos como:

,bll}. . =
iJ

onde,

U é a média geral,

a. é Q efeito principal do i-ésimo nível de A-,

1 , . . . , a , (4 . 3 . 3 )
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b. é o efeito aleatóz-io do j-ésimo nível de B no experimento,
l

interação entre o i-ésimo nível de A e j-ésimo nível de

B ,

com as seguintes restrições

a
E

i: l

C
j

O modelo e suas suposiçé;es implican} ainda que os veto-

resaleatórios {b;} e {cj;, i= 1,...,a}, j = 1,...,b, obedecem

uma distribuição multivariada normal, com vetou-média zero e ma-

triz de variância-covariância, expressa em termos dos elementos de

E = (a . . .) . como
m

Cov (b . , b . .)J J

Cov (c . . , c . . . .)l J l ' J '

a

a . - a . . + a
l . . l

aCov (b J

onde,
a a

:}. :.! . ': : .
2

a

a

,!. ':: .
a

a
l.p
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a

.J .J

6
j J ' 1 . : J

j #j

A tabela 4.3.1 mostra Q quadro de análise de variância

correspondente a este modelo onde, as goelas de quadrados são cal-

culadas da maneira usual e ,

.ÍI : v'-üj
a
y

a' : .t:..=
AB

a
E a )

Tabe].a 4.3.1 Quadro de Análise de Variância para o modelo misto (4.3.1)

F.V. l a.l. l SQ

Fatos A (fixo) a-l SQA

Qm

QuA

E (QM )

a
22 b2a + a +
le

a l i:l

Fatos B (aleatório) l b-l SQs QuB

QMAB

2 2
ae + aaB

Interaçao A x B (a-l)(b-l)l SQAB
2 2

'e ' 'AB

Total l ab-l

Fonte: Shaffer, J.P. [1981]

Conforme afirma Scheffé [1959] , embora QMA e QMAB são estatistica-

mente independentes e, sob a hipótese HA :: ai : 0, i: l,...,a, tem o mesmo vâ

SQT



[or espct'ado, o quociente entre c].es não Lem, em geral, distril)unção 1? exala ,

sob lIA' Isto decorre do fato de que a matriz de variância-covariância Em nem

sempre satisfaz a condição de circulará,dado ou o padrão tipo }i de tluynh e Fcldt

referida no Capítulo 2 deste trabalho.

Sendo assim, como já vimos, há duas alternativas pcara testarnlos HA
1) solução exala multivariada baseada na estatística T' de Hotelling

(Scheffé [1959], 271--274), ou solução multivariada proposta por Graybill

[1961] (Apêndice B deste trabalho). Entretanto, qualquer um dos testes mul

tivariados requer que b 3 a;

2) solução aproximada univariada baseada na razão QMA/Qi'íAB que, sob HA' tem

distribuição aproximadamente F-Snedecor com (a-l)c e (a-l)(b-l)c: graus de

liberdade, onde o fatos.de correrão c:, que é uma função dos elementos de

E., pode ser estimado por uma das formas sugeridas no. Capítulo 2 (ê ou ê )

Se E: = 1, então E., é de tipo H e a solução univariada é exala

O efeito do fator aleatório B não poderia ser testado

pois se temos uma observação por casela.

Veremos, então, a seguir como podemos adaptar a situaçã

çao nas observações a este modelo misto que acabamos de apresentar

7 7

neste casos)

de doca0

4.4 O MODELO MISTO DE ALOCAÇÃO

O modelo misto agora proposto é uma adaptação ao modelo

mistode Sçheffé(expressão 4.3.1), onde existe a restrição de que

as observações para cada nível do fatos aleatório, sob os níveis

do fator de alocação, somam um total fixo e constante

Usaremos o subscrito + para denotar todas as quantida-
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des do modelo misto(4.3.1), na si.ttiação em qtle temos observações

alojadas. .[sto e, o modelo ilgora e

Ü

y ij
m. . + e

l J l J

1 , . . ., b

( 4 . 4 . 1 )

onde, os elementos acima são definidos da mesma maneira como na

seçÍão anterior

Parece natural, en.tretanto, que a restrição de alocaç

das observações produzem duas propriedades diferentes daquelas do

tnode l o an t er io r (4 . 3 . 1 )

1) Para cada nível j de B, os verdadeiros valores somam um

constante C, ou seja, >lm;: = C, qualquer que seja j. Contei

tuallnente isto é equivalente à suposição de que há um vei-dadei

ro conjunto de alocação.para cada unidade experimental, o que

implica que Em é singular e que aÉü '= 0

2) A soma dos erros aleatórios para cada j é zero, ou seja,
a .t.

>l e:: = O, qualquer que seja j. Esta propriedade facilment
i=1 'J

pode ser verificada, pois pela restrição de observações al

das segue que >ll yij : ial mRj = C' qualquer que seja j

sim, osvetores aleatórios ej:(elj'''''eaj), j - l,...,b ,
são independentes e distribuídos com distribuição normal a-va-

riada, com vetou-média O e matriz de variância-covariância Ee'

ao

a m e s ina
a

ll

e

oca

As

t

Ü

vi.j U + a . + b . + c ..+e..
. l J l J l J
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elementos diagonais iguais a a.:# e .elementos fora .da diagonal

iguais a - ae +/ (a -l)
As delas propriedades acima iinplicant que os vetores

y+ :(ylj'..'' yaj)', j : 1,..., b, são independentes com distri-

buição normal a-variada, com vetar-média u = (ui'..., Pa) e ma-

triz de variância-covariância ' E.,f:, expressa por

l9 +

E . + E , (4 . 4 . 2 )

Assim, basicamente, a grande diferença entre os dois

modelos é a estrutura de variância--covariânci.a entre as observa

ç õ e s (4 . 3 . 2 e 4 .4.2)
O quadro de análise de variância correspondente aomodelo

(4.4.1) é dado na tabela 4.4.1, onde as somas de quadradossão

calculadas da maneira usual

Tabela 4.4.1 -- Quadro de Análise de Variância correspondente ao modelo misto
de Alocução (4 .4 . 1 )

Fonte: Shaffer. J.P [1981]

F.V g.l SQ Qm E(QU)

Fator A (fixo)

Fatos B (aleatório)

Interaçao AxB   SQAB+

A#

QMAB+

QlíA+ s .:* . .í« ' â:l.~*'
0

a 2 2
ã:Í aek + aABÜ

total ab-l SQTü    
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Assim, para infct-ir sobre o cfeit.o do fatos fixo( ai )

através de teste de hipotcse, ittiliz3Tcínos o resultado do teorema

4 .4 . 1 apr ese nta d o a se ruir

Teo rema 4 . q . l

Para um dado conjunto' de observaçÕesÍyij}, distribuído
de acordo com o modelo thisto de alocução(4.4.1), a distri.buição

de qualquer estatística, que é uma função de contrastes das obter

vações entre os níveis do fatos de a].ocaçao, e a mesma se os yij
fossem distribuídos de acordo com o modelo misto de Scheffé

(4.3.1), com parâmetros u = p, ai:: ai' aAB : a2Bg e ae = a aeü

DQlnonstração

O modelo misto de alocação é dada por

R

y ij : "ij ''' 'ij

yij : p + ai + bj + cij + eijou

onde ,

, a , j = 1 ,. . ., b

2

aBe

: ,: "'-'':.,
aAB ü: a.l

2

# . , + . 2 . , A ü.'e+E(e'.) = 0, V(e'.) = a' e Cov(e.., e...) = ---':-' ij' ' tJ e # iJ l J a-l
Consideremos as variáveis aleatórias independentes

,b, com distribuição normal e independentesl

#

e. . , com:ZJ

J
de

b e

R
m. . e

l J
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v(bj) : a2 (constante)
2

v (gj) ; a -l

Considere o mod elo ,

E (b )
,b

gj
,b

+ emZ iJ tJiJ
... , a ) ,b

onde ,

m. . + b
iJ J

g
e . . + g .

iJ '.]

As s im, podemos e screver
Ü

y ij + bj + gj ' i : 1 , ' . .,a,

Então, omodeloÍzij' i:: l,'..,a, j

de acordo com o modelo misto de Scheffé
g

H

g
a l

2
aAB R

N(O, a2), independentes, onde a: = ---2
a l

. . J .sobrea f i rma çãoA errososacima

b \

l

(4 . 3

,b } é d i s

1), c o mtr ibu Ído

P

2
'AB

e
2

(J .

s er ver ifi.cada

por)
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E ( e . . )
l J.

V (e . . )
iJ

Cov (e e
i j ' l

' [' ij ' gj ]

v (' ij ' 8j)

2

2 a eJ;
'.# ''';='

H
V(e, .) +-iJ

a 2
a - l ' e

)j -'- gj), ('i'j ''- gj)]

E [('ij ''' gj)('í'j ' gj)]

.J. ':+

E ( e . . e . . .
i.] l ' J

=. ql.

C ov (e . . , e . . .

2 2
ae& a.g

+
a -l a-l

Fica claro ainda que
a q.l.P

yl J tJi-l

a
a

a

i ! . ; ij ' i j
para qual s

quer a{ ; t a l que
n

Na senão anterior foram citad.''s três soluções alternat.{

vas para testar HA : ai : O, #i:F(unixariada), Fc(univari.ada

aproximada)e TZ (multivariada exata). Pode ser mosto'ado que to-

das as estatísticas envolvidas nestes testes são funções das ob-

servações somente através de combinações lineares, com a soma dos

coeficientes em i igual a zero. Portanto, a hipótese

HÂ+ : ai: 0, #is no modelo de alocação, é testada da mesma ma-

neira que H. : cc, = O, + i, no modelo de Scheffé, com as respect.L: o, + ique H aA l

3
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vas equivalencias de paraínetros. As mesmas -conclusoes ,v.alem para

intervalos de confiança e hipóteses mais gerais sobre os parame
+

t r o s cl l

Ambos modelos, o de Scheffé ou o de alocaçao, podem ser

general i.zados para permitirem matrizes de variância-covariãncia

dos erros, Ee e Eeü, arbitrárias (desde que não-singulares)
Sendo assim, o padrão tipo H de Huynh e Fe]dtÍ1970], sob o qual

o teste F excito univariado é válido, $e aplica, neste caso, não

aos elementos de Em ou [m#, mas àque]es de Ey e Eyü, o que e
provavel de acon.tecermuito pouco

4. 5 EXTENSÃO A OUTROS PLANEJAr4ENTOS

4.5.1 Planejamentos llistos Envolvendo mais do que Dois Fatores

O modelo misto(4.3.1) pode ser estendido a planejanten-

tos envolvendo mais do que dois fatores .e, assim, o modelo =nisto

de alocação pode ser correspondentemente estendido. Em seu texto,

Scheffé11959] fornece regras para a definição e cálculo. das so-

mas de quadrados apropriadas, para os correspondentes graus de li

beldade e ainda, para os respectivos valores esperados dos quadra.

dos médios

O teorema 4.4.1 pode, também, ser generalizado a plane-

jamentos envolvendo fatores fixos adicionais. Desta forma, pode-

mos definir o modelo misto de alocação correspondente,bem como a

respectiva análise de variância apropriada. Desta forma, planejg.
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alentos tai.s colmo dos exemplos 4.2.1 e 4.2.2, cona 2 e 3 fato,res

fixos res})activamente, podem se{ analisados

Isto i.aplica q.ue os procedimentos usuais, obtidos pela

generalização das soluções F) FC e Tz, para inferência sobre o
efeito do fatos de alocação e das interaçães com outros favores

fixos, são válida)s sob o modelo misto de alocação, desde que seja

feita a cora'espondênci.a dexi.da entre os parâmetros dos dois mode-

lo s

4.5.2 - Planejamentos 14istos com Réplicas: Inferência sobre o Efeito do Fator
Aleatório

Vamos considerar o planejamento misto com dois falares

e com várias observações por casela, ou seja, existem réplicas pl

ra cada unidade experimental

Das tabelas 6.3.1 e 4.4.1 notamos que a análise de va

ríância usual, com uma observação por casela, não fornece elemen-

tosparaestim.açãoseparadadea: e a;IB ede aeR e BABA '

espect:ivamente, mas somente para a soma destes elementos. Entre

tanto, é possível estimar estes parâmetros individualmente atra

vés da presença de réplicas

Nos planejamentos mistos com alocação nem sempre é pos'-

cível a existência de réplicas dentro de cada cadela, no sentido usual ,

desde que cada unidade experimental deve repartir ou alocar o to--

tal constante entre os níveis do fatos de alocação uma Única vez

Em al-duns casos, entrei:acto, seria possível replicar conjuntos de
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para cada i.ndivÍ(]uo.. P.or exemp-l.o) se

exemplo da seção 4.2, poderíamos .dar vá-

uo para corta-las do modo desejado, e as

es a cada tira representariam,uma répliz

o}) s e

bons

ri as

obse

c a p.

rvaçoc

iderá g

t i ra s

rvaçoe

ara ca

s c oiro

somos o

a cada

s corre

da i. ndi

Assim,

a sobre

ntao o

lidado

le a tÓr i

io ) , h i

O mode].

de aloc

um todo

último

ind ivíd

spond ent

vÍduo

s e e xi.s t

rép l ic a

experime

em termo

o ) , de f i

erarqutc

o misto

açao nas

e a possibilidade de réplicas,.e se a

s dentro de cada indivíduo pode ser :des--

nto envolvendo conjuntos de réplicas po,-

s de um modelo misto comi 3 fatores, A(fi

nidps como antes, e um 39 favor réplica

o em B e cruzado com A

de Scheffé, apropriado a este caso sem a

observações, pode ser escrito por)

depe

prez

de s

xo)

R (a

ndênc i

ada , e

er ana

e B (a

leatÓr

rest r ]-ç a o

vijk
b

j rjk íijK ( 4 . 5 . 1 )

i = 1 , . . . , a , 1 , . . . , b 1 , . . . , r

onde ,

u , a i ' bj seriam definidos como antes, exceto que seriam

conceituados em termos dos valores esperados so-

bre rép l ica s ,

é o efei.to aleatório da k-ésima réplica do j-ésí

mo nível de B no experimento ,

é a interação entre o i-ésimo nível de A, j-ési-

mo nível de B e a k-ésima réplica no experimento,

é o erro aleatório da observação yijk' indepen-
dente dos outros termos e com variância aç

2

rjk

s j. j k

íÍjk
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As subimos também ne s tc modelo

c a d a n Íve l d e B (k = 1 , . . . ,r)

Então, com as definições apropriadas de cada termo

(Scheffé [19S9] - senão 8.2), podemos obter as expressoes usual-s

para os quadrados médios e seus respectivos valores esperados
O modelo misto de alocação com réplicas, correspondente

o (4 . 5 . 1) , se r ia e s c r i t opor

rén l ii gu a ] c] enumerouni

cas pa ra

modalao

&

yij k u' + ai + c ij + rj k + sijk + íijk
( 4 . 5 . 2 )

a

:!. ':j*com a res [rlçao que c, # j k, o que implica que

2

'BÉ
É

Var (b .)
]

2

Os vetores de ermos !jk ; (ílj.k
pendentes com distribuição a-variada, com

triz de variância--covariância Efe' com el

a aÍü e fora da diagonal iguais a - aÍ#/

Podemos considerar válida a ext

ra esta situação, 'onde está sendo convide

r io) , réplica

Assim, na tabela 4.5.1 apresent

de Variância para o modelo de alocação (4

médios e respect:avos valores esperados

.1.

, . ' ', fajk)
ve tor-méd ia z

ementas d iagon

(a - l )

são inde-

ero e ma-

al-s l-gua l s

então do teore

Fado um 39 fat

ma 4 .4.1 pa

or (alea tÓ

amos a quadro

5.2) , com os

de Análise

quadrados



Tabela 4.5.1 - Análise de Vara.anciã para o iilodclo misto dt' Alocução, com fa--
tor B (aleatório), um favor réplica R (aleatório), hierár(luico
ein B, e B e R cruzados com A (fixo)

8 7

F.V E(Q)í)

Falar A (fixo)
a

AK l a-l
2 2 2 br ar Ê2.Í* -'- 'li.* '' ";.* '- 1:3- .}.-;i;l

Fatos B (aleat.) 0

Inter. A x B
(a-l)(b-l) SQAB:k QmAB#

a 2 2 2
a-l afÜ + aARÜ + raAB

Fatos R (aleat.)l b(r-1) l 0 l O

Inter. A x R l(a-l)b(r-l) l SQAR.e QKAR#l

0

SQARÜ
a 2 2

a-l 'fÊ ' 'AR

onde,

a

SQÂÜ : bri>jt
)2

SQs+ )'

a

SQABÜ - r.>li:l

b

j:l :j

b r .

SQK* : 'j>ll k:l (9*jk - 9 j.)' : o

a b r .

SQAR* : .>1, j:l k:l y:ljk ' !1lj.)'
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' >1 >1 y31jk . >1 >1
y{.. : e y+j ' j k:l

y íjk

r
L

k;l

r

y ijK

a

'*'* : .;!:..:.!.
a

e

Veria.icamos da tabela 4.5.1 que a existênci.a de réplica

(QFIABÜ ' QMARÜ)/r. Além disso, já que estamos considerando váli

da a extensão do Teorema 4.4.1, então as distribuições de QllABÜ e

QFíARÜ são as mesmas de QmAB e QFíAR) respectivamente, do corres--
pondente experimento sem alocução, com a devida correspondência

entre os parâmetros dos dois modelos, excito para af que seria

igua[ a [a/(a--])]afÉ' Sendo assim, podemos usar os métodos pa
drÕes de inferênc ia para a..ABÜ

Em muitas situações prata.cas, é razoável.supor a nao

existência da i.nteração entre o fator A e o fat:or R, ou seja,que

aAR+ : 0. Se assim for, um estimados não viciado de aÍü é dado

por[(a-l)/aIQF{ARR e, neste caso, podem ser utilizados. métod

drÕes de inferência de ü;ü

o s pa
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h.6 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Neste capítulo foi feita uma breve apresentação de dois

modelos mistos, adequados a experiinentos envolvendo medidas repe-

tidas: um é o clássico modelo misto de Scheffé e o outt o é o bode

lo misto de Scheffé modificado,.que foi designado de modelo de aZocaCao,

tal que sati.sfaça a restriçãode observações partilhadasdentro de

cada unidade exper imental

Os dois modelos diferem essencialmente na estrutura

covaríância das observações 'dentro de cada uni.dade experimental

produzida pela condição de alocação ou não das observações

Na tabela 4.6.1 apresentamos,resumidamente,uma compara-

ção entre o modelo misto de Scheffé e o modelo de alocação, para

experimentos envolvendo um fator fixo e um favor aleatório.

Na tabela 4.6.2 descrevemos os quadros médios e respec

ti.vos valores esperados dos dois modelos, consi-durando as suposi-

ções e restrições apresentadas na tabela 4.6.1

As tabelas 4.6.1 e 4.6.2 permitem--nos obter

to que a restrição de observações partilhadas produz na

de variância tradicional do modelo misto de Scheffé

Outros autores têm proposto modelos mistos que diferem

do modelo misto de Scheffé e que também são adequados à situação

experimental que estamos considerando. Estes modelos alternati-

vos têm gerado certa controvérsia quanto ãs expressoes cornetas

para o valor esperado do quadrado médio associado com o fatos

aleatório. Uma comparação entre estes modelos mistos alternati

d e

efe ivar 0

análise
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Tabela 4.6.1 - Comparação entre o ntodelo misto de Scl)effé (4.3.t) e o modelo
de Alocação (4.4.1), para experiinentos com um fator fixo e uin
falar aleatÓri.o

Scheffé /\locação

vij:"ij"ij' ::l'
j

onde

in..=u+a.+b.+c..
iJ ]- J iJ

,b
yij;mij+eij ' i;l
onde

. =u +a +b +c .
iJ ' l J iJ

) ,a , j =1 ,... ,b

líode].o e

V j:l , . . . ,b

e..'uN(O,a2), indep.
ZJ ' e ' '

2
bj'"N(0,aB), indep.

cij'"N(O,a2B), indep
m.nN (U,E )
-J a - m

y.'-N (U,E ) ,
'-J a -' y

':.~*'',':*,
'ij '"wu , 'li.* )

.Ç J.

Tj '"Na ( ! " , E«R )

Zj'"Na(! ,EYA),
onde

'indep

Supasiçoes
onde

E =E +a'l
y m a

E ,=E .+E ., comy* m* e*'

-aek
a l

a

a l

-a .

a-l

a
e

a l

--a .

a-l aeA
J

:!.,:.-:!.":. -
'Ê*:Vara:) :0

Em# e singular

Ro.t-rinÃCS

[ é não singu]arm '
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cxpt-e ssÕes d o

dos quadrados médios, figura em llocking]1973]

Neste traball)o foi considerado somente o moctelo misto

de Scheffé pois, segundo Hockingt1973], e]e é capaz de exp].icar

uma grande variedade de situações experimentais com um [ator fixo

e um falar aleatório. Além di-sso, estes outros modelos encontra-

dos na literatura, segundo este mesmo autor, representam casca espe'

dais do modelo misto de Scheffé

es;pe ra d o sva lote scorre s pondo n tc s Sbem Ta sc pinovos )



CAPTTUL0 5

PROCEDIMENTOS DE SELECIONAR UM SUBCONJUNTO QUE CONTEM TODOS OS..TRATPMEFITOS

r4ELHORES DO QUE UM CONTROLE

5.1 - INTRODUÇÃO

Nos capítulos anteriores foram consideradas situações

de planejamentos com medidas repetidas, cuja análise se fundamen-

ta na teoria de teste de hipótese estatística ou estimação est:a-

tísti.ca. Esta formulação,entretanto, nem sempre atende os objeti

vos de um pesquisador em muitas situaçÕe's experimentais, quando

ele enfrenta o problema de comparar varias populações, as quais

são identi.fixadas por tratamentos. Os tratamentos podem ser, por

ex.amplo, diferentes variedades de trigo num experimento agrícola

ou diferentes drogas para uma doença específica, etc

O problema de comparação de populações, basicamente, pg.

de ser formulado em termos de ordenação das populações ou de sele

ção das melhores populaçõe s

Neste capítulo nÓs consideramos somente o problema de

)

espe c if icacontrolet r a t ámen to s maisou,c oin umváriosc omp arar
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met)te, de selecionar um subconjunto contciido todos os tratamentos

club são melhores do que o controle, em experinlentos com medi.das

r e ptlt id as

Os problemas de seleçao ae populações) eiii

dos problentas da inferência clássica, de estimação ou test=es de

llipótesep são ainda baseados na teoria da decisão

Os procedimentos aqui propostos são facilmente utiliza-

dos, pois dependem somente de valores críticos obtidos de tabelas

da distribuição normal multivariada padrão (Gupta, Nagel, Pancha--

pakesan [1973]) e distribuição multivariada t(Krishnaiah e Arma

ta8e]1966], Hahn e Hendrickson [1971])

Historicamente, Pau]son]1952] e Dunett]19S5] foram os

prímei.ros autores a considerar problemas de comparação de . trata-

mentos com o controle. Gupta e Sobem [1958] introduziram a formu

lação de seleção de subconjunto, a qual adoramos neste capítulo

Recentemente Chen]1979, 1980], Chen e Pickett]1980] e Bez'ger

[1981] consideraram a formulação de sele.ção de subconjunto para o

caso de populações dependentes, situação encontrada nos experimr

tos com ntedidas repet idas

As soluções que apresentamos neste capítulo se baseiam

no traba]ho de Chen]1979, 1980] e Berger]1981] e considerações

mais teóricas da tnetodologia e formulação dos problemas de deck--

são múltipla são encontrados no texto de Gupta e Panchapakesan

[ 1 9 7 9 ]

d i f e r indobota

Na senão 5.2 fortnalizamos o objetivo e apresentamos a

E nomenclatura orooria a este tipo de problema que vamos



\

9 5

ad o s q u e luc iu te l sí;er ao paraeconsi d c rar, e aind a a l duns r e sul t

dar os procedimentos propostos

Os procedimentos ou regras dc seleção do subconjunto

formado pelos tratam.entos melhores do que o controle estão apre-

sentados na seção 5:3, considerando diferente estrutura de c.oval

r iânc ia entre as ob servaCÕe s

Finalmente, nas seções 5.4 e 5.5 encontramos, respec

tivament:e, o número esperado de populações que pertencerão:.ao.sub.

c.oüjunto desejado de tratamentos, u.sande os procedimentos.delselE.

ção propostos em 5.3, e. intervalos de confiança para: d'iferença e2.

tre as médias populacionais de interesse

5.2 OBJETIVO, NOTAÇÃO E ALGUMAS CONSIDERAÇÕES

5.2.1 - Objetivo

A situação experimental que estamos considerando é aqui.

la em que cada unidade experimental é submetida em ocasiões suc=e.!

si-vas, a um tratamento padrão (que pode ser uma droga padrão, um

placebo, ou algum tratamento controle) e vários outros tratamen

tos de interesse do pesquisador

Em geral', estes experimentos têm como objetivo princi

pal selecionar um subconjunto (não vazio) dos trai:amentos de int.!

reste, tal que inclua todos aqueles que são melhores dc» que o pg.

deão, ou seja, que são tão ou mais eficientes do que o padrão. E.!

se subconjunto será denominado neste trabalho de subcon.jurzt;o efdlcie!.

te
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(2ueremca$ dizer por ''trai;3mentos tao ou mais eficientes

do (!ue o padrão'' aquclc.s tratamcnLos com média maior ou igual a

do padrão

Definimos, ai.nda, tJ'eZeaão correücz (SC) como a seleção

de qua.l(quer subconjunto que contenha todos aqueles tratamentos mé

Ihores do que o controle. .Assim, o objetivo é propor \lm pt'ocedi-

mento E' que assegure que a probabilidade de uma seleção carreta,

usando IP , é pelun menos igual a um valor !)ré--fixado P'(0<P''< 1),

qualquer que seja a configuração(ou ordenação) verdadeira entre

os tratamento s .

O valor de P deve ser especificado previamente pelo

pesque.dador e representa, de certa forma, um nível de confiança

com o qual o procedimento, para. obter o subconjunto eficiente, é

definido.Segundo Chenr1980], P deve ser algum valor- no interva--

lo (l/k, 1), quando temos k tratamentos experimen+cais e uin contro

le, apli.cados em n unidades experimentais

.L

5.2 Notação e Estrutura

Especificamente, desejamos comparar a eficiência de k

tratamentos em relação a um controle, segundo uma determinada va-

riável aleatória, medi.da em n unidades experimental.s

Assim, os valores observados estariam dispostos confor-

me tabela 5.2.'1, onde yiO é o valor da variável--resposta da i--ési

ma unidade experimental, sujeita ao tratamento controle e yi; e o

valor da variável-resposta da i-ésima unidade expert.mental, sujeil
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La ao j-ésimo tratame«to, j = 1,...,k , i:.= ...1,...;,n

Tabe[a 5.2.1 - Da(]os de um Experimento com medidas repetidas, com k tratamen
tos e um .controle

Unidades
Expe í' iment a i s

Controle 'Trai. l Trai. k

l y10

y20

yll

y21

ylk

y2k2

n

Média

yn0

y.o

ynl ynk

y.k

Designaremos por vl' lí2' '''' vk (k à 2) as populaçÕe.!

tratamentos, com médias ul' H2)'''' U., respectivamente, e lr0

a população controle commédia Un' Assumiremos que

TIOS TIP''., lík obedecem uma di.str:ibuição normal multivariada

Em outras palavras, se Yi:(Yi0' Yil'...'Yik) é o VE.
tor-observação da i-ésima unidade experimental sob os t:ratamentos

aO' vl'''', lrk' então os vetores Yi' i= 1,...,n constituemuma
amostra aleat(ária de tamanho n da distribuição normal (k+l)-varia

da com vetar-média ! =(UO' UI''.., Uk), matrilz de variância-co

variância E =(a;:,), j,j' = O,l,...,k ematriz de correlação

t
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R::(p::.), j,j' = O,l,...,k, ambas matrizes positivas-definida

Assim, ! =(tO' 7l'..:, fk), onde Vj : illIYij/ n,
j = O, 1,..., k, Ó o vetar-média amostrar e S =(sjj') represe"ta
a matriz de vara.anciã-covari.anciã amostral usual, não-viciada, í!

to e, seus elementos sao calculados por

n
)

'r.) (Y(Y Y
J n

j ,j ' : O , l , . ..,k

Denotaremos, ainda, por Rn :(p) a particular matriz de

correlação, com coeficientes de correlação entre populações cons-

tantes e iguais a p

5.z Algumas Cona idercaçÕes

tradi.ciorLal, de dados como o$ da tabela 5.2.1, consiste em testar

H0:P0:Pl:''--pk x HI :existepelomenosumpar(s,t)

de tratamentos tal que p. # Ut.' A solução pode ser obtida usando

uma das estratégias de análise apresentadas no capítulo anterior

Entretanto, estas técnicas tradicionais são inadequadas.se o objg.

tivo é este que estamos considerando agora

Assim, desenvolveremos uma técnica específica para o o.L

jetivo em questão, de selecionar um subconjunto eficiente de tra

Lamentos, isto é, selecíonar aqueles tratamentos v{ tais que

análisecap itulo e s ta t is t icaComo antes ior ,v ]. s t o ano
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Para melhor entendimento desta técnica, 'Luta.ligaremos

três resultados básilcos, que anunciaremos a seguir, más cujas de--

monstt-anões serão aqui ontitidas'. As demonst;ações doé resultados

le 2 podem ser encontradas em Anderson]1958] e o resultado 3*':es

tá demonstrado em Fe]]er]1968, cap. ]V]

Resultado l

Seja Y =(Y0' YI'.-., Yk)' umvetor aleatório com dis-

tribuição normal(k+l)-variada, com vetar-média y=(li0'ul''..,uk)'
e matriz de covariância azR, ocde R é a matriz de correlação co-

nhecida e az é a variância comum desconhecida. Então, os estimado

res de máxima verossimílhança de p e oz são, respectivamente,

Y

.2a (n-l) tr R'l S
n(k+l)

onde Y e S são aqueles definidos na seçao anteri.or

Resultado 2

Sob as mesmas condições do Resultado l temos

doado com v = (k+l)(n-l) graus de liberdade, independente do

vedor-méd ia amo stral Y :

a
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b) O estiínador rl;io-viciiJda de a' é

2 R'i S
s = tr --

k+l

Y -- n

Então, o vedor aleatório .:------.= tem distribuição t multivaria

da com v graus de liinerdade e matriz de correlação R

Resultado 3 : Desiguajclade de Bonferroni

Para qualquer coleção de conjuntos AI' A2'
va--se que

A , pron ' '

n n

,'::. ":' : :!. ''":' (n - l)

Vários casos de selecionar um subconjunto cone-endo to--

dos tratamentos melhores do que o controle são considerados. Es -

tes casos são diferenciados pelo conhecimento ou não, a priori

da estrutura de covariância entre os tratamentos

No caso em que os melhores tratamentos são definidos co

mo sendo aqueles com as menores médias (UiS.UO), o problema esta--
dístico é idêntico e todos os resultados se aplicam mudando-se, a

penas, os sinais das observações. Para o caso especial onde todas

as populações são independentes os procedimentos se reduzem ãque--

[es de Gup ta e Sobe] [1 9 58 ]
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5.3 - PROCEDIMENTOS DE SELEÇAO DO SUBCONJUNTO EFICIENTE

Conforme já afirmamos anteiormente, o procedimento R'

de selecionar o subconjunto efici.ente será definido de ta]. fora\a

que 9

pr. (sc ip) .ã p+
1 1

( 5 . 3 . 1 )

i.sto é, a probabilidade de seleção corneta usando o procedimento

E) é pe.lo menos igual a P", qualquer.. que seja a verdadeira com:i---

duração entre as médias dos tratamentos

Desde que exista um valor mínimo de Pr.(SCIP), então a

condição(5.3.1) estará satisfeita se

in f Pr (sc l P)
H

+

P (5 . 3 , 2 )

NÓs nos referimos a este requesito, dado por(5..3.2)

como condição--P", conforme denominação..usada por Chen .,[1980]

Basicamente, os procedimentos t:ergo a seguinte forma: i2.

flui o tratamento v{ no subconjunto selecionado se e soment.e se,

!j ' Yo DP(!j - ?o)

onde, d é uma.constante apropriada e DP(?j - YO) é o desvio pa
deão de (?:-?n), ou uma estimativa dele

Adotaremos, também, as seguintes notações
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É a função di.stri.buiçâo no ponto(ül'...,zk )

cla dista-ibuição normal padrão k-variada, com

vetar-média 0, variâncias iguais d 1, e coef.{

cientes de correlação entre as variáveis iguais

a p

,tk;p) é a função distribuição no ponto(tl'...,tk )
da distribuição t k-variada, com v graus de

liberdade e todos coeficientes de correlação

iguais a p

Quando k = 1, estamos no caso univariado é, assim, as

funções 'b(z) e F.,(t) são, respectivamente, as funçê;es de dis-

tribuição da normal padrão univariada e da distribuiçã

da t-student como v graus de liberdade

0 univarla

e'k ( z l

Fk,v(t l

5.3.1 - 1tatriz de Covariância Conhec.ida, tendo Variâncias Constantes e Correia

çi5es constantes

Consideremos o caso, em que os vetores Y{, i=1,...,n ,

têm distribuição normal(k+l)-variada, com variãnci.as constantes,

conhecidas e iguais a az e covariâncias constantes,Conhecidas e

iguais a a p

O procedimento de selecionar o subconjunto dos tratame2.

tos melhores do que o padrão é, então, defina-do por

2
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P roced isento l).

Inca.ui o tratamclnto n; no subconjunto selecionado, se
s open t e s e ,e

;j ' yO'dla ./2(1-P)
' n

1 , . . . , k ( 5 . 3 . 3 )

onde,: dl = di(k,P") é uma'constante, escolhida de tal forma que

sa t ís faça,

d 1 ; 1 / 2 )

R
P

Denotemos por kl e k9 as verdadeir.as quantidades de

tratamentos com médias u à pO e }l < UO) respectivamente, o que

implica que kl + k9 = k

A probabilidade de inclui.r todos os k. tratamentos com

pj ' pO(SC) , é dada por

Pr (sclP l ) Pr (seleci-onar ao menos os k. tratam.entos)

Pr(? 2 ( 1-P)
n ,kl

Pr (Z. Z
J õj 'dl pkl ( 5 . 3 .4 )

onde,



.. : !t Tj..

n

J

aXI'L çn m;
n

Pode ser inost:Fado que o vetou aleatório(Zj' j:l,'..,kl)

tem distribui.ção normal padrão lcl-variada, com coeficientes de

coar e loção iguais a 1 / 2

Já que na relação carreta consi.devamos apenas os kl trg.

tamentos tais que uj b pO' então a probabilidade em (5.3.4) é
uma função crescente dos U;, cujo valor mínimo.ocorre quando

pj : pO ' isto é, Õj : 0 , .j : l , .-. .,k
Então,

l

Pr (SCli'l) 2 Pr (Zj Z -d l ' J l , . . . ,k l )

Desde que o resultado dessa probabilidade depende do inteiro

desconhece.do kl) podemos obter um limite inferior tomando kl : k
Assim,

Pr (SCli'l) : Pr (Zj 2 'd l ' j ,k) Pr (Zj É d l ' j :l ,
,k)

Ok(dl, , d 1 ; 1 / 2 )
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Como o procedimento é definido segundo'ã condição - P

(expressão 5.3.2), então, dl fica-totalmente especificado por

Ü

Ok (d l , , dl; 1/2)
y

P

A constante dl, que depende de k, P e P= -1/2 , e o va-

lor que encont:ra-se tabulado na Tabela l de Gupta:p Nagel e Panchg.

pakesan [1973]. A correspondência de notação dessa tabela com a

aditada aqui. seria N=k , a=1--P e' í)=1/2. Esta tabela con-

si.dera valores de P = 0,75; 0,90; 0,975; 0,99, todos valores de

k entre le 10, e diferentes valores de p entre 0,1 e 0,9. Se o.y.

tios valores de P sâo usados, então Tabe]a ]]'de Gupta]1963b]

pode ser usada, onde a correspondência de notação seria H = dl

N=k, p=1/2 e o valor tabulado é P

g

2

&

5. 3.Z Matriz de Covariância Conhecida Qualquer

Consideraremos, agora, a situação; em que a matlliz de co

entre as observações é conhecida e qualquer

Designámos por

a;l : variância da população padrão;

aÍ : variância da população xj' j : l,' ..,k;

aOj : covariâQcia entre a população padrão lrO 'e a população vj
j : l , .. .,k

Nestas condições, propomos o seguinte proceditnento

varianc ia
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ProccdiRlcnto IP2

Incluí a população Vj no subconjunto, se e somente se

ij Zyo'd;l\, j : .,...,k (5.3.5)
1}

onde, a constante d2:d.2(k,P+) é um valor crítico deteminado de
tal forma que s'atisfaça ,

k .@(d 2) - (k-l)

ou

d, : il(!--!.b:l)k

onde, q''l(.) é a função distri.buição inversa da distribuição no.=

mal padrão univari.ada

Demonstração

Usando o mesmo raciocínio para a demonstração do proce-

dimento a'l ' obtemos.:

Pr(SCll'2) : Pr(?j 3 ?o-dâv "j'"o' l,...,kl)

õ; - d: , j : l,...,ki)

onde



1 0 7

Ü
Õ

j
(-o - "j? q
/aÍ . .ã - 2'oj

t?j'Yo'("j'"o)l. q

/aÍ * .Ê - ''':
Z
J

Pelo mesmo argumento usado no procedimento p:l:s para' a

expressão(5.3.4), podemos concluir que,

Pr(scla'2) 3 Pr(Zj :-d2' j:l,...,k)

As variáveis aleatórias Z;, j = 1,...,k têm distribu.{
ção normal padrão, entretanto, os coeficientes de correlação en-

tre elas não são iguais, pois as cova.Flanelas entre os tratamen-
tos são diferentes

Sendo assim, não podemos util.azar a tabela de distribui

ção multivariada usada para o procedimento iPI' que só considera.o
caso de variáveis multinormais padrão com iguais coeficientes de

correlação entre variáveis

Para resolver a equação(5.3.6) utiliza

do 3(desigualdade de Bonferroni) da seção 5.2.3
Assim, temos que

Resultaremos 0

Pr(Zj $ d2' j:l,...,k)
(5 . 3 . 6 )

k k

p(sclp2)z p(jnlzjs dz)z j>llp(zjs d2)-(k-l)
k'b (d.) - (k- l )
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Para que o procedimento P2 satisfaça a condição -P , dS
vemos tef

k® (d2)
Ü

(k-l ) : P

e o valor do pode ser fao.Imente obtido de tabelas de distribui

ção normal .univariada padrão, para valores de k e P
X

5.3.3 - Matriz de Covariância desconhecida, tendo variâncias e covariâncias

constantes

Vamos considerar, agora, a situação experimental na

qual o coeficiente de correlação entre os tratamentos é comum, cg.

nhecido e igual a p, porém as variâncias, embora constantes, são

desconhec idas

Neste caso, o procedimento de seleçao e proposto por

Procedimento ]P,

Inclui o tratamento lr{ no subconjunto, se e somente se

,: : :» - ~ 4"P 1 , . . . , k (5 . 3 . 7 )

onde,

;: : ..$)
k+l

é o estimador Ótimo de az, conforme definido no

resul ta do 2 , da senão 5 .2 .3, e
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é uma constante determinada da distribuição t

multivariada com v =(k+l)(n-l) graus de liber-

dade, tal que, para val.ores de k e P , satisfg.

ç a ,

k

d3
Ü

d 3 (P ,k ,v)

Fk,v (d3 d 3 ; .1 / 2 )

Demon s t raça o :

Para demonstrarmos esta regra,. seguiremos raciocínio aná

logo àquele usado na demonstração do procedimento lE'l) com a dife-

rença que a variânci.a populacional em t'l será substituída pelo
seu estimados Ótimo sz, especificado no Resultado 2 b), da seção

5 . 2 . 3

Então,

p''6cV0 - 'p:a\z \o - a. :.\. a'U-pà' Y n

j ,kl)

Pr(T. Z â.J J d3' j ,kl) ( 5 . 3 . 8 )

onde,

:3. I'l ç \- ça
n

T J

â
j
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k k

s2;tr 'l :]]+(k-])P]T s..'2P>1 >1 s..i
k+l (k+l)(l-p)(l+kp)

O vetar aleatório(TI'..., Tk.) tem distribuição

variada com v =(k+l)(n-l) graus de liberdade e coeficient

cora-e la ção comuns e água is a 1/2

Para que o procedimento I'3 bati.sfaça a condição P
des água Idade (5. 3.8) se gue que ,

e s

K l

d

Pr(SCll'3)Z Pr(Tj É d3' j:l,...,k) = Fk,.u(d3'''',d3; 1/2)

Ovalorcrítico da, que depende dek, P",p= 1/2 e

v =(k+l)(n-l), é o va]or tabu]ado em Krishnaiah e Armitage]1966]

A correspondente notação desta tabela, com a empregada aqui , é

p;k, a=1--P", p=0,5 e n=v. Esta tabela consideravalores de

P"= O, 95 e 0,99, k= 1(1)10, p= 0,0(0,1)0,9 e v= 5(1)35. Para

valores grandes de v, a Tabela l de Gupta, Nagel e Panchapakesan

[1973] pode ser usada para aproximar d3) desde que esta normal

corresponde a v -> m. Gupta [1963 a] fornece, também, referên

clãs a algumas outras tabelas parciais da distribuição't cultiva

dada
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5.3.h - Matriz de Covariância Qualquer, Desconhecida

Finalizando, consideremos o caso de ex})erimeiltos dos

quais nada se conhece sobre a estrutura de variância-covariância

entre os tratamentos. Esta situação:é, talvez, a que mais ocorr(i

na pratica

O procedimento de seleção é, então, def

está.ma-dores Ótimos dos parâmetr.os .desconhecidos

De s ignemos por

sá : estimador ótimo da variância de lrO'

s2 : estimados ótimo da variância de 1:, j=1,...,kJ J

sOj: estimados ótimo da covariância entre TrO e vj' j:l

O procedimento de seleci.onar o subconjunto des

de s er propôs to por

unido usando

,k

do p

P roced ímento ?,.

Incl-ui o tratamento lr; no subconjunto, se e somente se,

yj à yo j - l , . . . ,k ( 5 . 3 . 9 )

onde d4 9 uma constante que depende de k, P e n, é o valor crÍ
Ligo obtido da distribuição univariada t-student, com v=n-l graus

de l iberdade , ta l que sa t i s faça ,

k Fv(d4)
+

(k-l) : P



1 1 2

ou

d4

k

í-l (!-.L-t-
v k

1)

onde, F'l(.) é a função distribuição inversa da distribuição t

studen t com v gr aus d e l ibe rdad e
V

Demonstração

A denl onstração deste procedimento é análoga ã do proce-

di.mento T'o, com a diferença que agora utilizamos estimadores Óti

mos sã, s2 e sOj para os parâmetros desconhece-dos aÍI, a2 e

aOj' nas expressões deE'2' O uso destes estimadores resulta, en-
tão, em distribuição univariada t-student com v = n-l graus de li

beldade

Sendo assim, o valor crítico d. é obtido de tabela de

distribuição t univariada, para valores de P , k e n, e tal que

sa t is faç a ,

Ê

d4 F'l
' n--l

g
(P + k

k
1)

5.3.5 /\tguns Comentários

Na senão 5.3 foram propostos quatro procedimentos de se

leci.onar um subconjunto eficiente de tratamentos, que, basicamen-

te, se diferenciam por quatro estruturas diferentes de covariãn

cia entre os tratamentos, ta] como considerado por Chen]1979]



lentretanto, existcin outz-as situações práticas que nao

foram consideradas por este autor. Por exemplo, no procedimento

I'l' os k tratamentos teriam variâncias iguais e covariâncias

iguais, mas a variância do t):atamento controle, an, poderia ser

diferente das detnais, e a covariância entre o conta-ole..e outro

tratamento, também diferente da covariância entre dois tratamen -

tos. Situação semelhante pode também ocorrer com as outras estou

furas de covari'anciãs bons.ideradas aqui.:. ,.. -.

Este tipo de relacionamento do controle com.os ,demais

tratamentos foi considerado no .trabalho.de.:Berger .[1981]. Entre-

tanto, pouca modificação é introduzida nos.l procediment.os, e,; as

tabelas citadas continuara sendo empregadas, para satisfazer a con

dição-P , com os parâmetros agora devidamente modificados

Uma outra situação que foi considerada por Chen]1980]

foi aquela em que se conhece a média da população controle (Un)

Neste caso, o mesmo princípio básico para definir o procedimento

é, ainda, empregado e desta forma os procedimentos seriam defini-

dos da seguinte forma: inclui lí{ no subconjunto, se e somente se,

] 1 3

A

!j ' uo u o) ,k

com os parâmetros devidamente adaptados

Devemos notar, entretanto, que qualquer que seja a es-

trutura de variância-covariância entre os tratamentos, certamente

o número de tratamentos que i.rão pertencer ao subconjunto de .ante

tesse é uma variável aleatória. Assim, um procedimento deveria

ser proposto, tal que o número esperado (ou média) de tratamentos



i.ncluídos no subconjunto efi.ciente fosse tão pequeno quilnto posa.L

ve]
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sega ante

5.4 TAI'cuNHO DO SUBCOF{JUlqTO EFtC l ELITE

Na seçâo anterior, apresentamos quatro procedimentos di

gerentes de selecionar os tratamentos melhor-es do que o padrão os

qual.s irão formar o subconjunto eficiente. Todos estes procedi -

bentos foram propostos de tal forma que satisfaçam uma probabili-

dade pré-fixada P' de seleção corneta. Os procedimentos se dife-

renciam pelas diferentes estruturas de variância--covariância en-

tre as observações. Entretanto, o número de tratamentos que se

t'ão incluídos no subconjunto eficiente, denominado de tamanho do

subconjunto(T), não é fixo, mas sim uma variável aleatória. Po--

demos, portanto, encontrar expressoes pa.ra o valor esperado ao ta

banho do subconjunto, que denotaremos por E(T), para os procedi -

Bentos de seleção propostos na seçao anterior

A quantidade E(T) não depende somente de k, n, P e E,

mas também da configuração (ou ordenação) verdadeira das médias

dos tratamentos pO'l pls''''uk' a qual é desconhecida
Segundo Chen [1979], a esperança do tamanho do subcon -

junto, para valores fixados de k, n, P e E, serve como um grite

rio de eficiência de qualquer procedimento de seleção. Em outras

palavras, se temos dois procedimentos competitivos, I' e P , que

Ü

#

l



satisfaçam a mesma condição P , adotaren\os aquele que produz o

menor valor de E(T), (qualquer que seja a configuração real entre

a s nléd ia s do s tra tainen to s

Obteremos, também, os valores mínimo e máximo de E(T,)..,

para duas diferentes configurações das médias, que podem ser

Ú Leis ao pesqu isador

Designando por p;lP, a probabilidade que o tratamento

lr. é incluído no subconjunto usando o procedimento P, então, por

d e f ini-ç ão ,

1 1

Ü

E (T)
P '.c- l n: pl ip + p2lp + + pklp ( 5 . 4 . 1 )

Usando a relação(5.4.1), calculamos o tamanho médio do

subconjunto para cada um dos proced.isentos, I'l''P2' l)3 e P4' ,da
senão anterior

P roced i mento I' .

Pr(?j. à ?0 ' dl a
'zÉ!:o )

n

kl

j=1 Pr(?j Z e'.«*}., ''',.;.:Z{L0- )
n



1 1 6

onde

kl e k2 são as quantidades reais de tratamentos com Uj à PO

tratamentos com Uj < uO' respectivamente;
Z;, i=1,...,k, são variáveis aleatórias normais univariadas

deão , e

pj ' HO ' pa r a j =1 , . . . ,kl

ul < uO ' para 1; kl +l ,. ..,k

Da expressão(5.4.2), fazendo variar os valores de

i= 1 , . . . ,k , c onclu lido s q u e

e de

pa-

u . ,

inf
P

E(T IPI) ocorre quando p, P2 'k t'l

suP
P

.u l«,.) ocorre quando ul U2 Pk:PO

Desta forma , temos que

inf
P

E(T l PI) kl @ (dl)

suP
P

E(V l li) kl + k2 q'(dl

ou, ki o(d])'S Eu(T IPI) $ kl + k2 O(dl)
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mento ]P2

De forma ana]oga ao procedimento ]PI

'.', ",, : .}= -.[,. : - '.1 .
-.* . Prjzi ã -.l:::::;::!:a -'d21 (5.4.3):k + l

Procedi

ot) t enlo s P2para

Pr
2

Pe lo mesmo ai-aumento u sad

inf E(T'l P2) : kl 4'(d2)
U

suP E(T l ]'2) + k2 ®(d2)
U

ou kl $(d2) $ Ep(T I'P2) $ kl + k

P roced i mento P
)

Como em PI e I'2s obtemo

E(T) usando o procedilmento JE'3

'.''' .,, : .2: ,-('. ; ::S - .;] .
. .:*}., ,.[,. : :;sy - .:]

PI', temoso eni

® (d )2 2

segu intes a expressão

(5 .4 . 4 )
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ond e ,

T. , i; l1 '
,k são variáveis alcat:árias uni'\,afiadas t-student com

v:;(1<+1)(il-]) graus dc ].iberdade

Da expressão(5.4.4) obtemos que,

inf E(T l P3)
U

kl Fv (d3)

suP E(T l P3)
U

k2 Fv(d3)

ou kl Fv(d3) $ Ep(T IP3) $ kl + k2 Fv(d3)

onde F..(.) é a função distribuição da variável aleatória t-student

com v graus dc liberdade

Procedimento JP4

kl

'.u l"P : jE'
An (p0-uj )

':á*;í-:;'.

' ':*}.. ,- [,. ; - ..] ( 5 . 4 . 5 )

onde,

T.Í, i=1,...,k.são variáveis aleatórias univariadas t-student com
v = n--l graus de lib e rdade



Ente o,

inf E(T l ?4)
P

kl Fn.l (d4

s«p E(T l P4)
P

kl + k2 Fn.l (d4)

kl Fn-l(d4) $ Ep(T IT4) $ kl + k2 Fn-l(d4)

Os valores de E(T), bem como o respectivo intervalo de

variação, dos quatro procedi.mentes considerados?sÓ podem ser exa-

tamente obtidos com os valores reais de k. e k,,' Entretanto, na

pratica, esses valores são desconhecidos

Uma forma de tentar solucionar este.problema, seria por

exemplo, estudar o comportamento das expressoes encontradas para

diferentes pares(kl'k2), segundo algum conhecimento prévio do
pesquisador a respeito dos tratamentos

5.5 INTERVALOS DE COlqFIAIIÇA SIMULTÂNEOS

Nos expe.cimentos que estamos considerando pode, também,

ser interessante ao pesque-sador obter intervalos de confiança si-

multâneos para as diferenças entre as médias dos k tratamentos e.

a dopadrão, istoé, para U; ' UOP j=1,...,k
A cé)nstrução de tais int.ervalos é baseada nas diferen-

ças das médias amostrais, Y{ -Yn, j=1,...,k
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Se t)odcmos supor que as (k+l) ol)servações de cada unida

de expcri.mental obedecem uma di.atribuição normal, com variância

comum a': e coeficiente dc correlação entre elas comum e igual a

um valor conllecido p , então

1) Se az é conheci.do, o valor aleatório

?j - '?o - (I'j - uo)

segue uma distribuição normal padrão k-variada,com coeficiente

de correlação comum e igual a 1/2. Então, um intervalo de con-

fiança simultâneo bilateral para as diferenças pj'uO'j:l,...,k

com coeficiente de confiança(l-a)x100Z , é dado por

j .,k 1 ( 5 . 5 . 1 )

a

1 ,

Íj l-a/2) a
2 (1-P)

n ij'y0+d(l-a/2)
.a

onde,

d(l-a/2) e o(l-a/2)x100-ésimo pele.entil da dis
mal k--vaz-fada com coeficiente de correlação 1/2

n

Se a': é desconhecido, então usamos seu melhor estimados dado

por . .l
2 R0' S

k+l

Então, o vetou aleatório

tr ]. no]0

S r

b u j.'ã

2)

7j ' YÓ - (pj - uo)

; #TI -i5'M

\

"]
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segue di.atribuição t k-variada com v =(k+])(n-l) gra\is de l

herdade e coeficiente de correlação entre variáveis igual a

1/2. Asse.m, um intervalo de confiança simultâneo bilateral é

expresso por

k+]
1 . 1 \

2 (1-p ) tr RO S j :l , . . . ,k l (5 . 5 . 2)
. n k + l , . ll l\\ B 4.+ F.rl' +r

+dY
0 (] -a/2 yJ

d(l-a/2) e o- (l-a/2)xl00-ési.mo percentil da.distribuição t
k--Variada com v =(k+l)(n-l) graus de liberdade e coeficiente

de correlação constante e igual a 1/2

Se a suposição de normalidade das observaçé;es,que inen-

cionanios no início desta seção, pose ser considerada verdadeira,

então, a distribuição conjunta do ,vetar aleatório(Y;-Yn,j=1.,...,k)

é perfez.temente identificável, dependendo do conhecia.eito. da. es -

trutura de variância e covariância entre os tratamentos. Assim.se

fundo o autor, testes de hipóteses simultâneos podem ser usados

para verificar se as médias de todos tratatnentos são melhores ou

igual.s ã medi.a do tratamento padrão

onde ,
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5.6 - APLICAÇÃO

Procuratnos, através do exemplo a seguir, ilustrar a

aplicação da técnica desenvolvida neste capítulo, de seleção de

um subconjunto de tratamentos dados qu

Ihores do que um tratamenl:o controle

As observações deste exemplo foram retiradas do texto

de Boca( [1975] e referem-se a um experimento executado pot' Cushny

e P e e])] e s [ 1 9 05]

Os dados foram obtidos de um e)<perimento onde foi tnedi

da a duração de sono de 10 pacientes quando submetidos a t:rês dro

gas hipnóticas: L-Hyoscyamine HBr, L--Hyoscine HBr e R-Hyoscine
HBr. As drogas foram dadas oralmente em noites alternadas e as
horas de sono foram comparadas com as da noite controle, em que

nenhuma droga intervinha. Cada uma destas drogas foi aplicada, de.g

ta maneira, um número de vezes em cada paciente e a média dos re--

multados está apresentada na Tabela 5.6\l

Neste experimento temos um controle e três novos trata-

dentif içados por

controle(sem efeito de droga hipnótica);

0 , 6mg L-Hyscyamine HBr ;

O , 6mg L-H}'osc ine HBr ;

0,6mg 'R-Hyoscine .HBr

contenha todo sa oq uce

mentes ll

0

T
l

r 2

x3

Para aplicar um dos procedimentos.descritos neste Capí-
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'Çabe].a 5.6.1 - Quant:idade média de horas (te sono) sob õ efeito dplcertas dro
gas hipnóticos

Paciente Controle l 0,61ltg
L--Hyoscyamine

HBr

0,6mg
L-Hyoscine

0,6mg
R-Hyoscine

HBr

l

2

3

4

5

6

7

8

9

10

Média l 3,25 4,0

2,10
4,42

5,58

] ,66

2,76

5,57

1 ,9 1

3,64
DP l 1,78
Var. l 3,16

Fonte: Book [197S]-páa. 465

fulo vamos, primeiramente, verificar em qual das estruturas de co

vara.anciã consideradas se enquadram os dados deste experimento

Assim, na primeira análi.se tentamos se a matriz de va-

riância--covariância é do tipo uniforme (variâncias constantes e

covariancias constantes)

Ou sej a ,

0,6 1 ,3 2,5 2 , 1

3,0 1 ,'4 3,8 4 ,4

4 ,7 4 ,5 5 ,8 4 , 7

5,5 4 ,3 5,6 4 ,8

6,2 6 ,1 6 , 1 6 ,7

3,2 6 ,6 7,6 8,3
2,5 6,2 8,0 8 ,2

2,8 3,6 4,4 4 ,3
l , l t , l 5 ,7 5 ,8

2 ,9 4,9 6,3 6,4
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1 9) Tes tamcls ,

P

P

0

l

P

P

P

P

P

P

P

P

l

HO
2a

HI E é qualqu er

O critéi-io adorado fai o da Razão de Verossimilhança Ge

neralizada de Wi[ks, apresentado em i'Íorrison]1976] , c-ija estatí.g

tida é dada por

S

( [ --r) P ' l [ [ + (p- ] ) r]

onde,

S J J é a estimativa usual não-víci

v = n-l gt-aus de liberdade ,

é .; estimativa de a2 sob H., calculada por s2: 1

ba geadaada de E ,

P

em

2
S

é a estimativa de azp sob HO

S . .iJ J

calou Inda por

P é o número de nível-s do fatos de repetição, ou seja

P = k+l



- 1 2 5 -

Para os dados da I'abala 5.6.1 obtemos

3 , 1 9 2 , 1 9 0 , 9 5 70,836
4 ,4 2 2 ,8 2 7 3 ,0 64

::> 1 s 1 : 2 , 5 2
2 , 7 6 3 ,0 1 8

3 ,6 4

2
S

r

P

L

3 ,4 9 5

0 , 6 1 5

4

0 , 1 04 0

A estatÍs teca ,

2
X [v P(p+l)2(2P-3) ]Zn L

6 (P-l ) (P2+P-4)

tem distribuição assintótica de qui-quadrado com f = p(p+1)/2

graus de liberdade sob HO' ' Neste exemplos f :,8. iV./.P

o valor observado da estatística x2 para :os dados apre'L(P Éel.

sentados é x2. : 16,4 que é não--significante ao nível de signo-Í J' }/.,fiP

:'-';-«-:- " : .,''' -x.,i. : '','', '" =:.p-, « : "-'' --- . «''' l:i,»t''-;
ariancia-covariància dos dados e do tipo uniforme

Para a segunda análise adotamos, então, o procedimento

PI, o qual é adequado para a estrutura de covariância que acaba-

detriz V

de aceitarmos



yj = yo ' d 3 s

1 2 6

2 9) a'.3

oiid e ,

2
S

P

n

yo

d3

tão d3

Então ,

].n c ],u i .rr
J

2 ( 1 - p ) / n J 1 , 2 , 3

3 , 4 9 5

0 , 6 1 5

10

3 , 2 5

é t a l que F3 ,3 6 (d3 ' d 3 ' d 3 ;1 /2)

2,4 68 (Hahn e Hendrickson [1971

Ü
P . Pa ra 'D 0 , 9 7 5

] -pá g. 3 2 8 )

yO - d3 '2 ( 1 -? ) / nS

J

, 9 7

Assim, inclui lr

lne D'c e s e , }'. à 1 , 97

Então,{lrl' x2' lr3 f e o subconjunto que contém todos os
s que sao melhores do que o padrão

, 3 subconjunto se e s o
J

tratamento

1 ,

5.7 CONS l DERAÇÕES FI NAI S

A formulação usada neste Capítulo, de seleciQnar um sub

conjunto de tamanho aleatório dos tratamentos experimentais, tal

que inclua todos aqueles que são melhores do que um controle, com

uma probabilidade mínima garantida P , é devido a Gupta e Sobel

[1958]. Entretanto e]a não é a Única. Dunnett [1955] enfocou o

problema de seleção de população um pouco diferente. Ele conside

rou um procedimento para escolher um subconjunto(possivelmenteva
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zio) .dos tratamentos expert.mentais que consiste somente de

aqueles que sao melhores do que o controle. Desta forma a

It. de Dunnett é dada da seguinte forma

r

todos

regra

R : Inclui lr;(j = 1,...,k) no subconjunto selecionado dos trata

Bentos experilmentais se e somente se,

?j 2 Yo ' d DP(?j ?0)

onde, o valor d é o obtido da mesma maneira como nos procedimen

tos Pll P2' P3 e P4' dependendo da estrutura de variância-.cg
vara.anciã dos dados

Se o sobe

do como o melhor

Poderíamos aplicar a regra R de Dunnett aos dados do
nterior e teríamos

Inclui T.(j = l

to é, y; à 4,53.
Sendo assim, usando a regra R, o .subconjunto selecíong.

ntém somente os tratamentos melhores que o controle é

selecionacontroleentãoonjunto e0e vazio,

eiemp l o a

3) <=>) 9
yj à yo + d3

do que co

{ v2 ' lí3 }

Verificamos, então, que o procedimento; de Dunnett e ma].s

restrito do que os procedimentos descritos anteriormente, devido

a Gupta e Sobel. Assim, o procedimento de Dunnett pode ser inte=

pretado como uma seleção ''marginal'' dos tratamentos, enquanto que

o de Gupta e Sobel como uma seleção ''conjunta'' (ou simultânea) dos

t ra t ament o s



CONSIDERAÇÕES FINAIS

Este trabalho foi organizado de tal modo a reunir infor

mações contidas na literatura sobre alguns aspectos analíticos de

diversos planejamentos com medidas repetidas

Embora com isto conseguimos acumular um grande número

de informações importantes sobre o assunto, ainda existe, dentro

deste mesmo assunto, alguns caminhos abertos para pesquisa futura

Dent're eles destacamos dois aspectos deste problema, bastante frg.

quentes em s ituações reais

i) análise de regressão com medidas repe'Lidas, cujo estudo

quer técnicas estatísticas apropriadas e mais refinadas;

i) análise de experimentos com medidas repetidas, com observa--

Cães incompletas ou perdidas

Deixamos. de abordar, ainda, neste trabalho, técnicas pg.

ra avaliar planejamentos Crossover com medidas repetidas, com ou

sem efeito Carryover, mas existe uma vasta literatura disponÍvel-

sobre o assunto, dentre elas, podemos citar os trabalhos de

Wa[[enstein e pisher [1977] e Pate] e Hearne 111 [1980], sendo.

que maiores detalhes sobre a análise destes planejamentos poderão

ser encontrados em alguns dos textos estatísticos citados ante-=

dormente

re

l



APFno'l.ÇE ; A

A ESTRUTURA.TIPO.,H DE:.HUYNH E .FELDT

Demonstramos nest.e: apândí:ce. a condição necessária e ..su

ficiente para que as razões de quadrados médios usual.s da Análise

de Variância de experimentou em blocos aleatorizados e Split-lPlot

tenham distribuição F exata sob Hn

Esta condição, encontrada por Huynh e Fe]dtÍ1970], :.é

expressa em termos dos elementos da matriz de variância-covariãn

cia E,:entreas observações de uma mesma unidade experimental

A estrutura de E encontrada p.or estes:autores é,conhe-

cida como tipo H e é mais geral do que aquela de igualdade de va

riâncias eigualdade de covariâncias

Na seçao A. l demonstramos

aleatorízados

Na seção'A.2 demonstramos como a condição se aplica em

exper imentos Sp l i t-Plo t

Na seção 'Â.3 consideramos um teste estatístico para

padrão tiPO H. também aoresentado nor estes atit

cond leão exper ámen to sa para
blocosein

ve

rif içar 0 ore s
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A.l - EXPERl14ElqTOS Ell BLOCOS ALEATORIZADOS

Consideremos o plano experimental em b locos casualiza-

dos. }losso objeti-vo é demonstz-ar a condição necessária e sufici-

ente para que a razão de quadrados medi.os dada por RQi'íA :QmA/Qt'íAS'

onde Qt4A é o quadrado médio do favor A e AMAS é o quadrado médio
da interação /\xBloco, tenha distribuição F exala e central, sob

a hipótese de nenhum efei-to do fcator A

Assumindo not'malidade, as observações neste caso, dis-

postas conforme tabela 2.1 (Cap. 2), podem ser representadas por

N vetores, }'i:(yil' yi2''''' yiP), i: l)...,N, os quais cons-
tituem uma amostra aleatória da distribuição normal p-variada, com

vetor-média u = (u.,..., ) e matriz de variância-covariancxa

E(pxP) :(aili), positiva-definida

Huynh e Fe]dt]1970] afirmam que Box]1950] provou que

as somas de quadrados SQA e SQAS) envolvidas na RQmA' podem ser
escri.tas como combinações lineares de variáveis aleatórias qui-

quadrado , da seguinte forma

t

;.« : lil *. *Í''.; ;í,
(A . l . l)

;'":: .}l *. *í '~-., (A. 1 . 2)

onde

À. são os auto-valores positivos da matriz E(l.
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xiÍ ' ( 1 ; ' Í ) , j:l ,P - l são v.as. qui-quadrado não cen,traia ,

com [.grau de].iberdade e parâmetro de

n ã o -c e n~t r a l i d a d ef5;,

são v.as qui-quadrado centrais com

(N -l ) gra u s d e l ib e rd ade ,

0

x 2 (N -l ) , j t , .P - l

l
P

E
P

tod o s e ], e m e n t o s l guai.s

soca,adie de LJ

é a matriz identidade de ordem

doada de ondema t r i ze a qua m P

P )

com

a l ,

e as 2(p-l) v.as. quí-quadrado são independentes

Denominaremos os À. 's de auí;o--uaZ02''es a8

Com estas considerações, o seguinte teorema será demons

Lado

Teorema A.l.l

A razão RQU. tem distribuição F excita central

não existe efeito de tratamento, se e somente se os elementos da

matriz de variância-covariância entre as observações de uma mesma

unidade.experimental têm a seguinte forma

a. + aJ J ] J
À > o

onde

] , j J

J J o , j # ]
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(=onforine expressoes A..l.l e A.1.2, a razão ROMÃ pode

se r c scl-xta como

'~-, ,:ê = * ; * í ''' . ; 'í ,

lil *. *í '~-.,
KQlíA

Ahipótesenula que estamos querendo testar e

HO : AI : A2 : ''' : Ap : O) i-sto é, não existe efeito do íator A

Sob HO) 6z : O, e assim todas as v.as. qui--quadrado en
volvidas na RQM. são centrais

Conforme mostrado por Ba]dessarit1965], a razão RQMA

tem distribuição 1? excita, se e somente se, todos auto-valores as-

sociados Ài são iguais a À. Sendo assim, a forma qua.drática

(l - E/p)y pode ser escrita como ÀX2t(p--l, õ2) ( Scheffé

[ 1 9 5 9 ] )

Lembrando que uma forma quadrática y'Ay tem di

ção proporcional a Xz se e somente se AEA = XA, ou seja

y'Ay '» ÀX: <=> AEA ÀA

então, E deve satisfazer a seguinte igualdade(Rao11965])

(l-E /P) E (l-E / P) (l-E /P) (A. 1 .3)
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Para reso].ver(A.1.3) base:a verificar que o elemento flc'

ral da matriz(l - E/p) é(â;;..- l/p), e o elemento geral da ma-

triz E(l-E/p) é(ajj' -aj.)' Sendoassim, o termogeral da
identidade(A.1.3) é obtido efetuando-se

íl,(ójl - {) ('lj '
a )Z. J J P

o. qual nos fornec e

a. + a
J . J

+ À ( 6
J J P

(A . 1 . 4)

onde,

.}. ;.
P

a
J

e a

Desta forma, os elementos da matriz E podem ser expres

sos como combinações lineares de(p+l) constantes arbitrárias

Podemos reescrever(A.1.4) da seguinte forma

(Õ
J

a

2
(ã J

a

2

L-)
2p J J

a . + a . . + À 6 . .J J J J

'"''9

a
j

a
J

a

2

À
+

2p
pP

produzindo, portanto, a estrutura de E e s t ipu lada pe lo teo rema n
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Sc escolhemos all) a22' '''' PP as consLan
tes arbitrárias, então de(/x.1.4) segue que

J J J J
2

s e j # j (A. 1 . 5)

o.que é equivalente a ,

Var(Y;: - Y:: .) = 2À

Este resultado gera, por'Lento, o Corolário A.l.l a se

guie, que é equivalente ao Corolál-io A.1.2

Corolário A.l.l

A razão RQMA tem distribuição F exala, se e somente se

todas as possíveis diferenças entre variáveis-respostas dentro de

um mesmo bloco(ou unidade experimental) tâm variâncias constan

tes, ou seja, Var(Yij - Yj.j') é constante, +j # j'

q. 1 . É

A condição necessária e suficiente nos elementos de E

a pelo teorema A.l.l, é equivalente a

p - 1 l 2
= 1 . J

'.-.,lil *í
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onde, c e o favor multíplicati.vo de Box, que corrige os graus dc

libet-dado nas di.stribuições uni.variadas aproxi.medas

ALGUNS COMEtqTÁR l OS

1 )

2 )

as(p+l) constantes arbitrárias seriam escolhidas de tal forma

que a matriz E resultante é positiva definida, ou seja, tem p

auto-valores estai.Lamente positivos

De(A.1.5) verificamos que quando as variâncias são iguais as

covariãncias também são. Neste caso, matrizes deste tipo são

designadas de tipo S e correpondem às matrizes com padrão uni-

ão rme , dado p o r (2 .3 .1) (Cap. 2)

Ma.triz bati.sfazendo(A.1.4) e(A.

é designada de matriz de tipo H

5 )l de St iPOmas sem s er3 )

4 ) Matrizes de tipo ll são definidas por(p+l) constantes arbitrá-

rias, enquanto que matrizes tipo S envolvem somente duas cons-

tantes arbitrárias. Portanto, matrizes tipo H são mais gerais

que matrizes tipo S

5) Abaixo, um exemplo de matriz que não é de ti.po S (uni.forme)

mas é de tipo H

1 ,0 0 , 5 1

0 , 5 3 , 0 2

1 , 5 2 , 5 5

onde,
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a l

a2

a3

À

.0 ,2 5

0 , 7 5

1 , 7 5

, 5

A.2 - EXPER114EllTOS SPLIT-PLOT

Consideremos agora o plano experimental Split-Plot, on-

de o fatos A com p níveis é o favor de repetição, e o fatos B é o

fatos grupo com g níveis, com n; unidades experimentais hieráqui

c as no n í-.,el j , j = 1 , . . . ,g

As observações deste experimento podem ser dispostas

conforme tabela 2.2(Cap. 2), e de forma análoga como en] A.l, os

vetores

Yij y ij 2 '"j

) g

representam uma amostra aleatória da distribuição normal p-varia-

da, com vetou-medi-a p= (UI'..., UP) e matriz de variância--cova-
riãncía E; pos ítiva definida

As somas de quadrados associadas ao fatos A, interação

A x B e erro dentro de unidades experimentais são, respectivame2

te . definidas por

l
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k:l ' .k ' y. . .) 2SQA

SQAB

P g

k:] j:] j(!.jk
. ; )'

SQErro(w)
g P

j:t k:l yij !.jk + y.j .)2]

que têm,respectivamente,(p-l),(g-l)(p-l) e(N-g)(p-l) graus de

li.berdad e , on d e N = } n

As razões de quadrados médios, normalmente usadas para

testar nenhum efeito do fatos A e nenhum efeito da interação Ax B

são, respectivamente, definidas por

g

JlJ

RQF{. : QmA : (N.g) ---:flA.
" QMErro(w) SQErro(w)

(A. 2 . 1 )

Q"A!.
RQMAB: QMErro(w)(g-l) SQErro(w)

(A . 2 . 2)

Definimos a seguir, duas relações que serão úteis em de

rivações posteriores

g P . g

SQA + SQAB : jlll klll j(y.jk - y.j.)' : j>llsQA para j

(A . 2 . 3)
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.,-., . : .}. :i= *..SQl;r r., (\f)
(A.2 .4)

oild e ,

é a solda de quadrados do fat:or A, para o grupo j,

SQAS para j e a soma de q
grupo J , e

são os auto-valores da matriz E:(l. - E./p)J P P

Pode ser veria.Gado que RQMA pode ser escrito como

AxBlocouadrados da interaçao para

À
jk

RQm. : U-O&:!-XK Xk'(I' Ók)
A g P--l ,)

j:l k;l jk xk("j'0

(A . 2 . 5)

onde
2 n .z.. ü

Xj:, k:l, .p-l são os auto-valores da matriz }l --:L--l(IP- --E) e," 1=1 N ' P

,p'bl são os auto-valores da matriz Ej(iP- p)
E

À

Jk

Todos os qui.--quadrados envolvidos em (A.2.5) são indo--

pendentes e aqueles do numerador são centrais, se e somente se
não existe efeito do fatos A

Ainda, segundo os autores, pode ser verificado de forma

análoga que,
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'~-.,'''lll''''»« *:''.; 'J:,
'.-., .l. lil *.* *l'".-.,

RQMAB (A . 2 . 6 )

Como antes, os parâmetros de não-centralidade (5.\'l\

(A.2.6) são iguais a z.ero, se e somente se, a interação

0

nula

em

AxB e

r'vr''vuuu'' r''u'''( '''/ ' -'x'-AB

(A.2.6) apresentamos, a seguir, o teorema que estabelece a condi-

ção necessária e suficiente sobre as matrizes E;, para que RQFíA

e RQMAB em planejamentos Split-Plot tenham distribuições F exatas

e -centrais, sob a hi.pote se nula

Ch

teorema /\.Z.l

As razões de quadrados médios, RQF{. e RQM.., têm distri

buiçÕes F exatas, com(p-l) e(N-g)(p-l) e,(g-l)(p-l) e

(N-g)(p-l) graus de liberdade, respectivamente, se e somente se

as matrizes de variância--covariãnci.a E. são de tipo H, com a mes

ma cona t ante À.

s e e sc

Demon s t ração

As razões RQMA (A.2.5) e RQMAB(A.2..6) são exatamente
distri.buÍdas como variáveis F, se e somente se, todas as constan-

tes Àk' XjU e vk são iguais
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1. As constaTltcs X. , k=1,...,p-l sao iguais a À, pois são os a]]

to-valores associ-aços da matriz E;, e assisti, recaínlos nca de

monstração do teorema A . l . l

J

2. As constantes X.,, tamt)ém, são igual

auto-valores associados da matriz

). , })orque como sao os

. N Xj ' e Xj é de t ipd

H com a constante À, então segue que a nlédií] ponderada, também

é de tipo H .com a mesma constante À

3 Para verificar que as constantes vk' k:l,...,p'l, são também

iguais a )., devemos reescrever a expressão(A.2.3) da seguinte
forma

x*2.(p-l; ó2) .- SQA. : À jg. X2'(p-l; óil)

Segundo um teorema devido a. Hogg e Craig]1958]

por [[uynh e Fe]dt]1970], pode ser concluído que

mencionado

SQAB : ÀXz'[(g-])(p-]); â'z]

e é independente de SQA

Desta forma, segue que todos auto-valores vk sao tam-

bém iguais a À. []

Através deste teorema notamos que a análise' de variân-

cia univariada é excita em planejamentos Split-Plot em situações

mais gerais do que aquela de matrizes de covariâncias dos grupos

iguais e do tipo uniforme, tal como é considerado por Winer [1971]
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Para iltist:rar uma sitliação do Teorema A.2.1, suponha

que num experimento com 3 grupos nos quais suas unidades amos-

trais são submetidas a 4 tratamentos, tivéssemos as matrizes de

variância--covariância dos grupos, EI' E2 e E3) dadas por

8 2 ] o 1 1 1 6 9 7 5 1 1 2ólólllo

2 6 0 - 1 1 1 9 1 2 5 3 l 11618107

E 1 : 1 1 0 4 - 2 l 2 : 7 .5. 8 1 e E 3 :1310124
o - 1 - 2 2 1 1 5 3 1 4 lll07óõ

Com estas três matrizes, rejeitarÍamos a hipótese de

igualdade das matrizes de covariãncias dos grupos e também do pa-

drão de uniformidade. Entretanto, os testes F univariados são

exatos para testar nenhum efeito de A e nenhum efeito de AxB ,

poisam trêsmatrizes EI) E2 e E3sãodetipoH, coma mesma
constante À = lO

A.3 TESTES PRELIMINARES PARA VERIFICAÇÃO DA CONDIÇÃO

Para verificar se uma matriz E satisfaz o padrão tipo H,

usaremos o resultado dado pelo teorema A.3.1 para blocos aleatori

zados ou pelo teorema A.3.2 para Split-Plot, mais adiante, que

fornecent uma condição equivalente àquela de padrão tipo H

Para uso destes teoremas vamos considerar uma matriz C,

de ordem(p--l)xp , tal que satisfaça as seguintes propriedades

(i) todas as linhas de C somam zero l
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(ii) c c '

D
(iii) C'C = 1. - --r

P

(iv) dadas duas matrizes diferentes, satis.fazendo as propriedades

(i.),(ii) e(iii), uma pode ser obtida da outra por uma transfor-

mação ortogonal

Uma. m.atroz C, tal come definida acima, é usualmente co--

nhecida como matriz contraste p-ortonormalizada, pois suas li-

nhas constituem os(p-l) contrastes ortonormais entre as p variá-

veis

l i..zada, teRIas o seguinte teorema

Considerando uniaentão

Teorema A.3.1

Se;ja Y um vetou aleatório de dimensão p, com matriz

variância-covari.anciã E. Considere o vetou aleatório Z = CY

tão amatriz Xé de tipo Hcomconstante À, se e somente se,

matriz de variância--covaríãncia de Z é E = ÀI .
P- l

#

de

En

a

Demonstração

i) Supo1lha que E é d e tipo H

EntãoE=A+A' +ÀIP' onde A(pxp) :(ajj-) :(aj

Asse.m, E E Var(Z) = CEC' = C(A+A'+Àln)C' = CAC' + CA'C + ÀCC'

Entretanto, verá-ficamos que,



( o )AC'
D

(djj') : ('j k>ltcj'k)

CA' = (e J J (0 )

#

Lo go , E Àcc' \ T

" 'P - l

ii) Suponha a go.ra q ue

k
y . r F r 1 . } T

v u v ' rLIL l

. C ' C EC ' C = ÀC 'C

Var (Z) À:P-'

E E
(l - --R) E (1 - --2)

PP PP
P

E
B)

P: :>

Logo, E é de tipo

teorema A. l . l

O resultado d

RQMA' de planejamentos
central F exa ta, sob a

te se , as var dáveis ale

transformação Z = CY ,

Sendo a s s im ,

riânci-a E é de ti.po H é

ortonormalizadas das va

cedást ices

H, com constante À , como demonstrado pelo

ado pelo teorema A.3.1 garante que a razão

em blocos aleatorizados,. tem.distribuição

hipótese de nenhum efeito de A, se e sémen

atórias p--ortonormalizadas, dadas pela

são independentes ecom variâncias iguais

verificar se uma matriz de variância-cova-

equivalente a verificar se as vara.áveis

dáveis ori.ginais são independ.entes e homo

U

Para veria.ca

sugerem usar a e

r esta últi.ma afirmação, Huynh e Feldt

statÍstica definida pelo critério de esfe-
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ricidade W, dcvi.do a flaucltly [19ÓO]. lesse estatística 1-1 sc. b;j-

seia na matriz de covariância amo!;trai S, estimada com v flraus

de liberdade, e no numero de contrastes ortoilormaís, que neste c!

se é água l a p-l

Assim, e valor observado de \'i é calculado por

P l

e a e s t a t l s t ica

Q2

[«

3p + 32p

6 (P -l)
In W

tem d is tribo leão assintÓt ica

P (P - l)

2

de tipo H

f

qui--quadrado CQD'ct al com

graus de liberdade, sob a hipótese nula HO : E é

ceH'cíal

Anderson [1959] encontrou os momentos de \-!, e mostrou

que, quando p = 3, a estatística Qz tem distribuição exata de quí

quadrado com 2 graus de ]iberdade. Consu] [1967] encontrou dis

tribuição exata de W, para outros valores de p

No caso cte experimentos Split-Plot o Teorema A.3.1 pod

ndido, originando o teorema A.3.2, apresentado a seguir

e

es teser
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Teorema A.3.2

Para experímentos do tipo Split-l'lot, as razões RQI'IA(e!

pressão A.2.1) e RQbIAB(expressão A.2.2) têm distribuição F exala,

central sob lln,se e somente se,

a) as matrizes de variância-covari.anel.a dos grupos, EI, E9, .. - ,E.,

sat i.s fazem a re loção ,

'2 ' ' ' ' ' ' - " g'

m é da forma ÀI
P- l

A verificação da condição(a), pode ser

Huynh e Fel-dt através do teste da hipótese nula,

tc ' lC e

b) est a ma Z como

L' z' l

tr i

H01 : C EIC C E 2 C '
C E C '

g

&

E

Esta hipótese pode ser testada pela estatística l.[

Box [1949], que é uma .genera]i.zação do teste de homogeneildade

vara.anciã de Bart]ett]1937]. Este teste pode ser encontrado

por exemplo, em Morri.son]1976 - pág.. 252]

Se HOI é não rejeitada, então a hipótese

de

de

H02
É

E
À :LP- '

é testada, usando o critério W de Mauch]y]1940] apresentado no

Teorema A.3.1, aplicado a uma matriz de variância--covariância amos

trai agrupada

Entretanto, alguns autores(Hopkins e Clayl19631; Korin

[1972]; O[-son]1974]) provaram que o critério M de BoxÍ1949] pa-

ra testar Hn, é altamente sensível a afastamento da suposição de



normitlidade multivariada das obscrvaçot's. Por' outro lado, nada

se conhece sobre a rot)ust.ez do critério iJ dc )íauchly[ 19óO], para

afastanlcntos desta suposição

Sendo assim, estes testes não seriam usados indiscr'inli-

nadamente comi dados para os (duais o modelo multinormal parece set

não-rea l i s ta
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SOLUÇÃO F4ULTIVARIADA DE GRAYBILL

Apresentamos neste apêndice a so]uçãodeGraybi]111961]

para testes de hipótese sobre efeito de tratamento, em planejanlc:'E.

tos em blocos aleatorizados, para uma estrutura qualquer de vari-

ância-covari.anciã entre os erros.

0 modelo paramétrico considerado é o modelo aditivo com

2 fa tome s , dado por

yij U + T . + B :
l J

l

j

, T\

P

(b . l )

onde , u, Ti' Bj
tr içoes

sao definidos da forma usual, com as res

}. :: : :}.'.
Assumiremos para o modelo(b.l) acima, a suposição . que

os vetores de erros aleatórios, ei =(eil'..'' eip), i:l,...,n
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tcm distribuição. normal p-variada, com vetou'-média zei-o

e matriz de variância-covariânci.a E , positi-va-dcfiilida,

rnentos na diagonal iguais a a;;, j=1,...,i), e fora da

igu ai s a ajj - ' pa r a j # j '

Em notação matricial-, o modelo(b-l) pode ser

como

(P x l )

c oin e le -

d iagon a l

escr ito

x13 (b . 2 )

onde .

Y(np xl) é o vetou de observações,

X(npx(n+p+l)) é a matriz de planejainento,

B((n+p+l)xl) é o vetou dos parâmetros

E:(npxl) é o vetou de erros aleatórios

A hipótese a ser testada é

HO : T l ' T 2
T

P

ou seja, não existe efeito de tratamento

Consideremos os n vetores X;((p-l)x de f unidos por

Yi2

Yi3

Yil

Yil
X
- 1

Yi. - Yil
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Então ,

T 2 ' T

't 3 ' 'r
E (X .)

- 1
,n

T - T
P

Va r (X .)
- 1 [v Ê ] ond e ,

V.Im Et[(Yit-Vil) -E(Yil-:Yil)]IYim-Yil) -E(Yim-Yil)] }

E [ ( e i l--e i 1 ) ( e im--e i l )]

s e J a )

Vtm:alm-all-aml all' 2,m;2,3,...,p

A matriz V é positiva-defi.nada desde que assumimos que

E é positiva-definida, e os vetores Xi e Xil são independentes,

p ara i # i'

Asse.m. os n vedor es X.. i= l

ção NP -l(y , V) e T 1 : T 2

ou

l s eguem uma d istribui-

se e somente see T 1 : T 2

Vamos defina.r,

(n - p +l)n R.S-l..!
(n-l) (p -l)

(b . 3 )

onde,
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X

(P - 1 ) x l

n

; :-L E '*,
(P-l )x(k--l) n'l í:l ''

(x. - R)

Então(GraybillÍ1961] - pág.206), a quantidade u tem

distribuição F .- Senedecor com(p-l) e(n-p+l) graus de liberda

de s e T . = . . . =1 0uy=0
l ' ' ' P : :

Sendo assim, a hipótese de interesse pode ser t:estada

usando o teorema B.l dado abaixo

Teorema B.l

Considere o modelo aditivo dado pela expressão(b.l)

ta.l que E(ejlj) ; ajj' E(eijeij') - ajj' e E(eijei'j') :0

se i# i', n 2p e eíisãov.as.comdistribuiçãonormal. Então,

a hipótese HÓ: TI :'..: 'rP jeitada ao nível de significân
c ia a se

u > F (p--l , n -p +l)a

onde, u é dado pela expressão (b.3) e F,*(n,m) é o valor crítico

da distribuição F-Snedecor com n e m graus de liberdade e nível

de significância a

Pode, também, ser de interesse testar hipótese do tipo

Hí.: >lc: T:=0 onde >lc:=0, ouseja,umcontrasteentre
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os tratamentos igual a zero. Com as stiposiçoes consi.deradas aqui

para o modelo(b.l), o método convencional l)ara testar esta hipó-

tese não e exala. A solução excita para este caso pode ser obtida

utilizando-se os resultados dos três teoremas que apresentamos a

segui r

Teorema B.2

Considere o modelo(b.l) e suposições

danes ,

anta o as qu an t i

9
j

com

sãp i.ndependentes e com distribuição N( >1 cll ;, a') onde,
; . l J J

P

2a
P
E

j #j
c . c . t a . .. J J J J

Teorema B

Sob as suposiçoes do Teorema B.2, podemos tirar as se-
conclusÕes

g.!-- tem di.atribuição não--central de qui-quadrado com l

grau de liberdade e parâmetro de não--centralidade

3

2

a

gu'int es
2

o \:a
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ii) ]:!T = 1-=-L-----Í- tem distribuição de Qui-quadrado central
U

com (n-l ) graus de liberdade

iii) u e vr são ind e p e nd ent:e s

2

Assim, hipótese H.U pod e s er t e s t ada ut i

lidando o Teorema n.4 a se guia

Teorema B.q

Con sidere u' e \f' como definidos no Teorema B . 3 En

0
(n-l)u'

2

. 9
n (n- 1 ) z'
n o

i! . (z i- ;) '

tem distribuição não-central F'(l,n-l, À), onde

é o parâmetro de não--centralidade. Assim, a hipótese é rej

ao nível de signifi.canela ct se u > Fc!(l, n--l, À)

Aplicaremos estes resultados ao exemplo dado por

Graybil111961], cujos dados foram supostamente representados pe--

lo modelo

l a B . l

e atada
l

Tabeapresentadosconsi.d erando, e s tao naes tacos eque
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Tabe].a B.l

3 4

1 9 ,4 1

23,84
16,08
18,29

30,08
'27,04

39,95
25,12

22,45

29,28
22,56
22,08
43,95

43,60
40,40
18,08

19,57
45,20
25,87
55,20
55,32

19,79
46,24

14 ,88

7,52
41 ,1 7

24

2 1

]4

18

29

25

38
34

21

31

15

4

32

05

76

19

61

33

60

77

19

65

52

68

69

59

19

16

16

1 7

20

23

21

18

23

22

1 9

20

29

47

61

69

78

19

31

15

56

31

48

79

53

25

2

3

4

5

6

7

8

9

10

1 1

12

13

Fonte : Graybi]1 [ 1 961 ]

Para testarHO: TI : x2:T3: T4 usaremos o Teorema
B.l, e portanto, devemos encontrar os vetores

(y i2-yil ). yi3'yíl yi4'yil) 1 3

Sendo a s s im, ob temo s

( 2 4 , 1 9

(1 6 , 5 6

4 ,64

2 ,08

1 . 8 9

0 ,06 )

7 ,2 3 )

0 , 6 1 )( 2 ,00
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t

5 1 )

8 9 ) '

t

7 3 )

l
80)

t

56)
F

8 6 )

r

80)
t

7 7 )

l

55)
t

70)

( 1 , 2 8

( 1 5 , 1 2

( - ] , 1 7

( 1 5 , 2 5

(30 , 2 0

(- 2 , 66

( 1 6 , 9 6

(- 7 , 68

( ]4 ,56

(-2 , 7 8

0 , 3 2

-0 , 7 5

- 1 , 4 4

- 1 , 1 8

9 ,0 7

-0 ,80

2 , 2 4

-6 ,88

1 7 , 3 9

1 1 , 3 6

0

--9

3

1 8

6

0

6

2

l

1 4

:7

T9

que nos0 fornece

( 7 , 1 3 - 2 , 1 2 - 5,46)

Obtemos ait\da

1 3

i.!. (:.-Y) (xi-;)
1 2

cuja inversa é dada por

s-l
1 2

2 1 5 1 , 8 7 8 94 , 54 - 2 7 4 , 1 9

8 94 , 54 5 4 2 , 1 0 36 , 34

- 2 7 4 , 1 9 3 6 , 34 4 4 6 , 3 7

 
-0 ,00400 9

0 ,0086 7 2

-0 ,003 1 6 9

0 ,00 1 7 7 4

-0 ,00 31 6 9

0 ,00358 8



As s i m , encont ramos

7 , 5 9 > F (5 %) ( 3 , 1 0). 3 , 7 5

(p - l ) (n - l )

Portanto, a hipótese nula é rejeitada ou seja, existe

efe ito de tt-atament o

Poderíamos detectar qual tratamento ou trat.cimentos. leva

ram à rejei.ção da hipótese, através de algum contraste e, desta

forma o resultado dado pelo Teorema B.4 poderia ser utilizado
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