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Ungenauigkeiten bei Transportprozessen
Gemessener Hall-Koeffizient weicht stark vom Modell ab (Größe, Vorzeichen, Feld-Abh.)
Abhängigkeit des Magnetowiderstands vom Feld fehlt
Größe und Vorzeichen des thermoelektrischen Effekts
Wiedemann-Franz Gesetz ⁄𝜅𝜅 𝜎𝜎 𝑇𝑇 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐. weicht bei tiefen Temperaturen ab
Temperaturabhängigkeit der DC Leitfähigkeit 𝜎𝜎 ( und damit Streuzeit 𝜏𝜏)
Richtungsabhängigkeit der Leitfähigkeit
AC Leitfähigkeit (Reflektivität und Farbe von Metallen)

Ungenauigkeiten bei thermodynamischen Eigenschaften
Falsche Voraussage für die Größe des linearen Terms der spezifischen Wärme
Falsche Voraussage für den kubischen Term der spezifischen Wärme
Kompressibilität von Metallen

Grundsätzlich offene Fragen
Anzahle der Leitungselektronen
Warum sind einige Elemente Isolatoren?

Grenzen des Modells des freien Elektronengases
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Freie Elektronen 
Vernachlässigung des periodischen Potentials der Ionenrümpfe des Baravis-Gitters

Unabhängige Elektronen
Keine Wechselwirkung zwischen den Elektronen

Relaxationszeit-Näherung
Streuzeit 𝜏𝜏 hängt nicht von der Konfiguration der Elektronen bei der Streuung ab

Annahmen des freien Elektronengas Modells



8.1 Bloch Theorem

5

Felix Bloch (1905–
1983), Nobelpreis für 

Physik 1952

Konstruktion einer Blochwelle

Gross, Marx



Bloch Theorem – Beweis II
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Ausgangspunkt ist die periodische Struktur des Kristalls (Bravais Gitter). 
Diese Translations-Invarianz bedeutet, dass das durch die Kerne (oder positiv geladenen 
Ionen-Rümpfe) gegebene Potential 𝑉𝑉 𝑟𝑟 des Gitters auch translationsinvariant ist:

𝑉𝑉 𝑟𝑟 = 𝑉𝑉 𝑟𝑟 + 𝑅𝑅

Dieses periodische Potential 𝑉𝑉 𝑟𝑟 kann durch harmonische Funktionen beschrieben werden 
(Fourier-Synthese):

𝑉𝑉 𝑟𝑟 = �
�⃗�𝐺

𝑉𝑉�⃗�𝐺𝑒𝑒
−𝑖𝑖�⃗�𝐺𝑟𝑟

Die �⃗�𝐺 sind die Gittervektoren des reziproken Gitters: �⃗�𝐺 = ℎ 𝑏𝑏1 + 𝑘𝑘 𝑏𝑏2 + 𝑙𝑙 𝑏𝑏3 mit ℎ, 𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∈ ℤ und 
der Basis des reziproken Gitters 𝑏𝑏1, 𝑏𝑏2, 𝑏𝑏3.

Mit 𝑅𝑅 = 𝑐𝑐1�⃗�𝑎1 + 𝑐𝑐2�⃗�𝑎2 + 𝑐𝑐3�⃗�𝑎3, 𝑐𝑐𝑖𝑖 ∈ ℤ und den Gittervektoren �⃗�𝑎𝑖𝑖 des Kristalls.

Die komplexen Zahlen 𝑉𝑉�⃗�𝐺 sind die Fourier-Koeffizienten von 𝑉𝑉 𝑟𝑟 :

𝑉𝑉�⃗�𝐺 =
1
𝑉𝑉𝐸𝐸𝐸𝐸

�
𝑉𝑉𝐸𝐸𝐸𝐸

𝑉𝑉 𝑟𝑟 𝑒𝑒−𝑖𝑖�⃗�𝐺𝑟𝑟 𝑑𝑑𝑟𝑟

𝑉𝑉𝐸𝐸𝐸𝐸: Volumen der Elementarzelle.
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Nebenbemerkungen (siehe Ashroft & Mermin, Gl. 8.34 und 8.35):

Da das abgeschirmte Coulomb-Potential  𝑉𝑉 𝑟𝑟 reell ist, gilt:

Generell kann der Energie-Ursprung so gewählt werden, dass der Koeffizient 𝑉𝑉�⃗�𝐺=0 = 0
verschwindet.

𝑉𝑉−�⃗�𝐺 = −𝑉𝑉�⃗�𝐺*

Wenn der Kristall inversionssymmetrisch ist, sind die Fourier-Koeffizienten reell, und es 
gilt:

𝑉𝑉−�⃗�𝐺 = 𝑉𝑉�⃗�𝐺 = 𝑉𝑉�⃗�𝐺*
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Für diesen Beweis werden Wellenfunktionen in ebenen Wellen entwickelt (d.h. als Summe 
harmonischer Funktionen geschrieben):

Ψ 𝑟𝑟 = �
𝑘𝑘

𝑐𝑐𝑘𝑘𝑒𝑒
𝑖𝑖𝑘𝑘𝑟𝑟

Wir nehmen wieder (wie bei den Phononen) periodische (Born-von-Karmann) Randbedingungen 
an:

Ψ 𝑟𝑟 + 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑎𝑎𝑖𝑖 = Ψ 𝑟𝑟 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑎𝑎𝑖𝑖 = 𝐿𝐿𝑖𝑖für einen Kristall mit Kantenlängen

6

Diese Darstellung ist erst einmal generell möglich (Entwicklung in orthogonale Funktionen). 
Aber sie ist auch oft (also nicht nur hier für den Beweis) sehr hilfreich, weil sich die 
Wellenfunktionen oft in guter Näherung durch wenige Fourier-Komponenten darstellen 
lassen. In einer analytischen oder numerischen Berechnung reichen oft wenige von Null 
verschiedene Koeffizienten 𝑐𝑐𝑘𝑘 aus, um die Wellenfunktion zu beschreiben.

Damit nehmen die Wellenvektoren 𝑘𝑘 nur diskrete Werte an:

und 𝑁𝑁𝑖𝑖 Elementarzellen in Richtung 𝑖𝑖.

𝑘𝑘 = 𝑥𝑥1 𝑏𝑏1 + 𝑥𝑥2𝑏𝑏2 + 𝑥𝑥3𝑏𝑏3 mit 𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑚𝑚𝑖𝑖
𝑁𝑁𝑖𝑖

und 𝑚𝑚𝑖𝑖 ∈ ℤ
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Mit dem Fourier-Ansatz ergibt sich für die kinetische Energie:

−
ℏ2

2𝑚𝑚
𝛻𝛻2Ψ 𝑟𝑟 = �

𝑘𝑘

ℏ2

2𝑚𝑚
𝑘𝑘2 𝑐𝑐𝑘𝑘 𝑒𝑒

𝑖𝑖𝑘𝑘𝑟𝑟

6

und für die potentielle Energie:

𝑉𝑉 𝑟𝑟 Ψ 𝑟𝑟 = �
�⃗�𝐺

𝑉𝑉�⃗�𝐺𝑒𝑒
−𝑖𝑖�⃗�𝐺𝑟𝑟 �

𝑘𝑘

𝑐𝑐𝑘𝑘 𝑒𝑒
𝑖𝑖𝑘𝑘𝑟𝑟

= �
�⃗�𝐺,𝑘𝑘

𝑉𝑉�⃗�𝐺𝑐𝑐𝑘𝑘 𝑒𝑒
𝑖𝑖 �⃗�𝐺+𝑘𝑘 𝑟𝑟

Substitution 𝑘𝑘′ = 𝐺𝐺 + 𝑘𝑘 (*)

(*) im Folgenden spare ich mir die Kennzeichnung der Vektoren mit „“

= �
𝐺𝐺,𝑘𝑘𝑘

𝑉𝑉𝐺𝐺𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘−𝐺𝐺 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑟𝑟
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Mit einer weiteren Umbenennung von G und k´zu G´und k werden kinetische und potentielle 
Energie in die stationäre Schrödinger-Gleichung 𝐻𝐻Ψ = 𝐸𝐸Ψ eingesetzt.

�
𝑘𝑘

𝑒𝑒𝑖𝑖𝑘𝑘𝑟𝑟
ℏ2

2𝑚𝑚
𝑘𝑘2 − 𝐸𝐸 𝑐𝑐𝑘𝑘 + �

𝐺𝐺

𝑉𝑉𝐺𝐺𝑘𝑐𝑐𝑘𝑘−𝐺𝐺𝑘 = 0

6

Weil die harmonischen Funktionen 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑘𝑘𝑟𝑟 eine orthonormale Basis bilden, zerfällt das in N 
unabhängige Gleichungen, d.h. für jedes beliebige k muss der Term in den geschweiften 
Klammern Null sein.

ℏ2

2𝑚𝑚 𝑘𝑘2 − 𝐸𝐸 𝑐𝑐𝑘𝑘 + �
𝐺𝐺𝑘

𝑉𝑉𝐺𝐺𝑘𝑐𝑐𝑘𝑘−𝐺𝐺𝑘 = 0

Für jedes k hat diese Gleichung mehrere Lösungen, die mit einem Band-Index n 
durchnummeriert werden.

In dieser Gleichung tauchen nur Koeffizienten 𝑐𝑐𝑘𝑘auf, die sich um reziproke Gittervektoren 
unterscheiden (also nur ein Bruchteil aller 𝑐𝑐𝑘𝑘). Siehe nächste Folie.

Wenn man für alle k die Gleichung löst und die 𝐸𝐸𝑛𝑛 𝑘𝑘 bestimmt, erhält man die 
Dispersionsrelation (d.h. Impuls und Energie aller möglichen Elektronen-Zustände im Gitter).



Bloch Theorem

11

Wellenvektoren und Vektoren des Reziproken Gitters, die zur Konstruktion
einer Blochwelle dienen:

Gross, Marx
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Durch die Ersetzung von k durch k-G mit einem  bestimmten G kann die Dispersionsrelation 
in die 1. BZ zurückgefaltet werden (im zweiten Term wurde G´ mit G`-G ersetzt):

6

Durch diese Umindizierung ändern sich die Lösungen des Gleichungssystems (und damit 
die Dispersion und die Wellenfunktionen) nicht. Es werde nur die Zweige der Dispersion über 
k-Vektoren in der 1 BZ dargestellt (siehe die nächsten beiden Folien).

Man spricht von ausgedehntem und (auf die 1. BZ) reduzierten Zonen-Schema der 
Dispersionsrelation.

ℏ2

2𝑚𝑚 𝑘𝑘 − 𝐺𝐺 2 − 𝐸𝐸 𝑐𝑐𝑘𝑘−𝐺𝐺 + �
𝐺𝐺𝑘

𝑉𝑉𝐺𝐺𝑘−𝐺𝐺𝑐𝑐𝑘𝑘−𝐺𝐺𝑘 = 0



Energiebänder

13

Frei Elektronen und Symmetrie

Gross, Marx



Reduziertes Zonenschema

14

Reduziertes Zonenschema für ein freies 
Elektronengas in einem einfach 
kubischen Gitter mit Gitterkonstante a. 

Dargestellt ist En(k) nur entlang kx
innerhalb der 1. Brillouin-Zone

Gross, Marx
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Für ein bestimmtes k sind in der allgemeinen Entwicklung in harmonischen Funktionen

Ψ 𝑟𝑟 = �
𝑘𝑘

𝑐𝑐𝑘𝑘𝑒𝑒
𝑖𝑖𝑘𝑘𝑟𝑟

6

(wie gezeigt) nur die 𝑐𝑐𝑘𝑘+𝐺𝐺 ungleich Null, die sich jeweils um reziproke Gittervektoren 
unterscheiden. Damit ist

Ψ 𝑟𝑟 = �
𝐺𝐺

𝑐𝑐𝑘𝑘−𝐺𝐺𝑒𝑒𝑖𝑖 𝑘𝑘−𝐺𝐺 𝑟𝑟

= 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑘𝑘𝑟𝑟�
𝐺𝐺

𝑐𝑐𝑘𝑘−𝐺𝐺𝑒𝑒−𝑖𝑖𝐺𝐺𝑟𝑟

Der Summenterm ist eine Überlagerung (Fourier-Synthese) von gitterperiodischen 
harmonischen Funktionen. Damit hat dieser Term die selbe Periodizität (oder Translations-
Invarianz) wie das Bravais Gitter. Damit kann die Wellenfunktion geschrieben werden als:

Ψ 𝑟𝑟 = 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑘𝑘𝑟𝑟𝑢𝑢 𝑟𝑟
Damit ist der zweite Beweis des Bloch Theorems abgeschlossen.

Aber, wie gesagt, diese Entwicklung in harmonische Funktionen ist allgemein nützlich. 
Auf dieser Entwicklung basieren viele Fourier-Methoden oder spektrale Methode.



Bloch Theorem – Beweis II

Bemerkung zum Impuls:

6

Die Bloch-Wellenfunktion ist also kein Eigenzustand zum Impuls-Operator. 

Trotzdem ist der Wellenvektor k eine sinnvolle Größe. Man sprich von quasi-Impuls oder 
Kristall-Impuls.

−𝑖𝑖ℏ 𝛻𝛻 Ψ𝑛𝑛,𝑘𝑘 = −𝑖𝑖ℏ 𝛻𝛻 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑘𝑘𝑟𝑟𝑢𝑢 𝑟𝑟

Anwendung des Impuls-Operators auf die Bloch-Wellenfunktion:

= ℏ𝑘𝑘Ψ𝑛𝑛,𝑘𝑘 − 𝑖𝑖ℏ 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑘𝑘𝑟𝑟𝛻𝛻𝑢𝑢 𝑟𝑟

Die mittlere Geschwindigkeit eines Elektrons erhält man analog zur Gruppengeschwindigkeit 
über den Gradient der Dispersionsrelation:

𝑣𝑣𝑛𝑛 𝑘𝑘 = −
1
ℏ𝛻𝛻𝑘𝑘𝐸𝐸𝑛𝑛 𝑘𝑘



Zur Erinnerung: Fermikugel und Fermienergie

Gross, Marx

Ibach, Lüth



8.4 Fermi-Flächen von Metallen

19

Fermi-Fläche E(k) = EF trennt bei T = 0 besetzte von unbesetzten Zuständen
Form der Fermi-Fläche: bestimmt Eigenschaften von Metallen (mit)

Fermi-Kugel

Modell des freien Elektronengases

Wie sehen die Fermi-Flächen in Metallen aus?

Gross, Marx



Fermi-Fläche eines quadratischen Gitters

20Gross, Marx

Hier für Kristallelektronen (ohne periodisches Potential)

B

B

A

A



−π/a π/a

zone boundary k=π/a or λ=2a, wavelength matches lattice constant

A: maximum overlap of core (+) and electron (-) wave function
 lowering of energy

B: minimum overlap of core (+) and electron (-) wave function
 rising of energy

 band gap

Näherung quasifreier Elektronen



Näherung quasifreier Elektronen

22

Aufspalten der Energieparabel des freien Elektrons (gestrichelt) an den Rändern der 
ersten Brillouin-Zone (im eindimensionalen Problem).

Gross, Marx



Näherung quasifreier Elektronen

23Gross, Marx



Vergleichen von Zonenschemata

24

erweitertes reduziertes                     
periodisches

Zonenschema

Hunklinger



Beispiele für Bandstrukturen: Aluminium

25

In guter Näherung durch Modelle für freie Elektronen beschrieben: 

E(k) fast parabolisch, Zustandsdichte ∝ E1/2

Die Bandlücken an den Zonenrändern sind relativ klein

P. Hoffmann



Konstruktion der Fermi-Fläche – Quadratisches Gitter

26

Qualitativer Verlauf der Fermi-Flachen von freien Elektronen (links) und 
Kristallelektronen (rechts) für ein quadratisches Gitter.

Gross, Marx



Fermi-Flächen von einfachen Metallen

27

Weil die Alkalimetalle (Li, …, Cs) nur ein Valenzelektron pro Atom haben, liegen die 
Ränder der ersten Brillouinzone fern von der fast kugelförmigen Fermifläche

Fermi-Fläche von Na ist fast kugelförmig, Cs um etwa 10% verformt.

Cu, Ag, und Au (und auch Cs) weichen stärker von freien Elektronen ab: Fermiflächen 
berühren Rand der BZ → biegen sich wg. des Gitterpotentials (dE/dk=0) auf

Gross, Marx



Quasi-freie Elektronen

Annahme: 𝑉𝑉 𝑟𝑟 ist klein im Vergleich zur kinetischen Energie des freien Elektrons.

Dann kann die Dispersionsrelation der quasi-freien Elektronen in guter Näherung in 
Störungsrechnung niedriger Ordnung berechnet werden.

6

Die Wellenfunktion wird durch eine Bloch-Welle beschrieben:

Ψ 𝑟𝑟 = �
𝐺𝐺

𝑐𝑐𝑘𝑘−𝐺𝐺𝑒𝑒𝑖𝑖 𝑘𝑘−𝐺𝐺 𝑟𝑟

= 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑘𝑘𝑟𝑟�
𝐺𝐺

𝑐𝑐𝑘𝑘−𝐺𝐺𝑒𝑒−𝑖𝑖𝐺𝐺𝑟𝑟

1. Fall: Störungsrechnung, wenn keine Entartung vorliegt.

Ausgehend von einem Zustand auf der Dispersionsrelation des freien Elektrons, wird der 
Einfluss aller anderen Zweige der Dispersionsrelation auf den Zustand in 
Störungsrechnung untersucht.
Keine Entartung heißt, dass der Energieabstand zwischen untersuchtem Zustand und 
den anderen Zweigen sehr viel größer ist, als das Potential 𝑉𝑉 𝑟𝑟 . Letzteres ist 
ortsabhängig, „sehr viel größer“ bezieht sich auf die Amplitude des Potentials 𝑉𝑉 𝑟𝑟 , also 
z.B. Maximum – Minimum.
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Untersuchung des Einflusses des periodischen Potentials auf eine bestimmte Wellenfunktion

6

für ein bestimmtes k; dabei wird 𝐺𝐺1 so gewählt, dass 𝑘𝑘 − 𝐺𝐺1 in der 1. BZ liegt. 

Ψ 𝑟𝑟 = �
𝐺𝐺1

𝑐𝑐𝑘𝑘−𝐺𝐺1𝐺𝐺𝑒𝑒
𝑖𝑖 𝑘𝑘−𝐺𝐺1 𝑟𝑟

Einsetzen in die Schrödinger-Gleichung für den Koeffizienten zu 𝑘𝑘 − 𝐺𝐺1:

ℏ2

2𝑚𝑚 𝑘𝑘 − 𝐺𝐺1 2 − 𝐸𝐸 𝑐𝑐𝑘𝑘−𝐺𝐺1 + �
𝐺𝐺

𝑉𝑉𝐺𝐺−𝐺𝐺1𝑐𝑐𝑘𝑘−𝐺𝐺 = 0

𝑐𝑐𝑘𝑘−𝐺𝐺 = −
𝑉𝑉𝐺𝐺1−𝐺𝐺𝑐𝑐𝑘𝑘−𝐺𝐺1
𝐸𝐸 − 𝐸𝐸𝑘𝑘−𝐺𝐺0 − �

𝐺𝐺𝑘≠𝐺𝐺1

𝑉𝑉𝐺𝐺𝑘−𝐺𝐺𝑐𝑐𝑘𝑘−𝐺𝐺𝑘
𝐸𝐸 − 𝐸𝐸𝑘𝑘−𝐺𝐺0

Und für die anderen Koeffizienten:

𝑂𝑂 𝑉𝑉 𝑂𝑂 𝑉𝑉2

0 in 1. bzw. 2. Ordnung von 𝑉𝑉 𝑟𝑟 ; dabei ist 𝐸𝐸𝑘𝑘−𝐺𝐺0 die Energie
des freien Elektrons.
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Mit 
𝑉𝑉𝐺𝐺1−𝐺𝐺
𝐸𝐸−𝐸𝐸𝑘𝑘−𝐺𝐺

0 sehr klein ist, d.h. großem Abstand zum nächsten Zweig folgt

6

Oben einsetzten  𝐸𝐸 − 𝐸𝐸𝑘𝑘−𝐺𝐺1
0 𝑐𝑐𝑘𝑘−𝐺𝐺1 = �

𝐺𝐺≠𝐺𝐺1

𝑉𝑉𝐺𝐺−𝐺𝐺1𝑉𝑉𝐺𝐺1−𝐺𝐺
𝐸𝐸 − 𝐸𝐸𝑘𝑘−𝐺𝐺0 𝑐𝑐𝑘𝑘−𝐺𝐺1 + 𝑂𝑂 𝑉𝑉3

Mit 𝐸𝐸 ≈ 𝐸𝐸𝑘𝑘−𝐺𝐺1
0 folgt

D.h. die Energie unterscheidet sich erst in Störungsrechnung 2. Ordnung 
von der des freien Elektrons, wenn keine Entartung vorliegt.

𝑐𝑐𝑘𝑘−𝐺𝐺 ≪ 𝑐𝑐𝑘𝑘−𝐺𝐺1

𝐸𝐸 = 𝐸𝐸𝑘𝑘−𝐺𝐺1
0 + �

𝐺𝐺≠𝐺𝐺1

𝑉𝑉𝐺𝐺−𝐺𝐺1
2

𝐸𝐸𝑘𝑘−𝐺𝐺1
0 − 𝐸𝐸𝑘𝑘−𝐺𝐺0 + 𝑂𝑂 𝑉𝑉3
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2. Fall: Störungsrechnung, wenn Entartung vorliegt, d.h. für Zustände auf der 
Dispersionsrelation nahe an den Kreuzungspunkten.

Mehrere Zustände sind dann näherungsweise entartet:

𝐸𝐸𝑘𝑘−𝐺𝐺0 − 𝐸𝐸𝑘𝑘−𝐺𝐺2
0 ≈ 𝑂𝑂 𝑉𝑉 für  𝐺𝐺 = 𝐺𝐺1 …𝐺𝐺𝑚𝑚

Alle anderen Zustände sind weit entfernt ( Fall 1).

𝐸𝐸 − 𝐸𝐸𝑘𝑘−𝐺𝐺𝑖𝑖
0 𝑐𝑐𝑘𝑘−𝐺𝐺𝑖𝑖 = �

𝑗𝑗=1..𝑚𝑚

𝑉𝑉𝐺𝐺𝑗𝑗−𝐺𝐺𝑖𝑖 𝑐𝑐𝑘𝑘−𝐺𝐺1 + �
𝐺𝐺≠𝐺𝐺1..𝐺𝐺𝑚𝑚

𝑉𝑉𝐺𝐺−𝐺𝐺𝑖𝑖 𝑐𝑐𝑘𝑘−𝐺𝐺

entartet nicht entartet

𝑐𝑐𝑘𝑘−𝐺𝐺 =
1

𝐸𝐸 − 𝐸𝐸𝑘𝑘−𝐺𝐺0 �
𝑗𝑗=1..𝑚𝑚

𝑉𝑉𝐺𝐺𝑗𝑗−𝐺𝐺 𝑐𝑐𝑘𝑘−𝐺𝐺𝑗𝑗 + �
𝐺𝐺𝑘≠𝐺𝐺1..𝐺𝐺𝑚𝑚

𝑉𝑉𝐺𝐺𝑘−𝐺𝐺 𝑐𝑐𝑘𝑘−𝐺𝐺𝑘

𝑂𝑂 𝑉𝑉 𝑂𝑂 𝑉𝑉2 weil 𝑐𝑐𝑘𝑘−𝐺𝐺𝑘 ≪ 𝑐𝑐𝑘𝑘−𝐺𝐺𝑖𝑖
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Einsetzen der 𝑐𝑐𝑘𝑘−𝐺𝐺 in die SG:

Nur der lineare Term wird behalten:

𝐸𝐸 − 𝐸𝐸𝑘𝑘−𝐺𝐺𝑖𝑖
0 𝑐𝑐𝑘𝑘−𝐺𝐺𝑖𝑖 = �

𝑗𝑗=1..𝑚𝑚

𝑉𝑉𝐺𝐺𝑗𝑗−𝐺𝐺𝑖𝑖 𝑐𝑐𝑘𝑘−𝐺𝐺𝑗𝑗 + �
𝑗𝑗=1..𝑚𝑚

�
𝑗𝑗=1..𝑚𝑚

𝑉𝑉𝐺𝐺−𝐺𝐺𝑖𝑖𝑉𝑉𝐺𝐺𝑗𝑗−𝐺𝐺
𝐸𝐸 − 𝐸𝐸𝑘𝑘−𝐺𝐺0 𝑐𝑐𝑘𝑘−𝐺𝐺𝑗𝑗 + 𝑂𝑂 𝑉𝑉3

𝑂𝑂 𝑉𝑉 𝑂𝑂 𝑉𝑉2

𝐸𝐸 − 𝐸𝐸𝑘𝑘−𝐺𝐺𝑖𝑖
0 𝑐𝑐𝑘𝑘−𝐺𝐺𝑖𝑖 = �

𝑗𝑗=1..𝑚𝑚

𝑉𝑉𝐺𝐺𝑗𝑗−𝐺𝐺𝑖𝑖 𝑐𝑐𝑘𝑘−𝐺𝐺𝑗𝑗

Das ist ein gekoppeltes Gleichungssysteme für die 𝑐𝑐𝑘𝑘−𝐺𝐺𝑖𝑖 mit 𝑖𝑖 = 1. .𝑚𝑚

Daraus folgen m Quantenzustände als Linearkombination:

Ψ𝑘𝑘 𝑟𝑟 = �
𝑖𝑖=1..𝑚𝑚

𝑐𝑐𝑘𝑘−𝐺𝐺𝑖𝑖𝐺𝐺𝑒𝑒
𝑖𝑖 𝑘𝑘−𝐺𝐺𝑖𝑖 𝑟𝑟
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Einfachster Fall: (nur) zwei nahezu entartete Niveaus

Substitution: 𝑞𝑞 = 𝑘𝑘 − 𝐺𝐺1 und 𝐺𝐺 = 𝐺𝐺2 − 𝐺𝐺1

𝐸𝐸 − 𝐸𝐸𝑘𝑘−𝐺𝐺1
0 𝑐𝑐𝑘𝑘−𝐺𝐺1 = 𝑉𝑉𝐺𝐺2−𝐺𝐺1 𝑐𝑐𝑘𝑘−𝐺𝐺2

Entartung 𝐸𝐸𝑞𝑞0 ≈ 𝐸𝐸𝑞𝑞−𝐺𝐺0 bedeutet, dass 𝑞𝑞 ≈ 𝑞𝑞 − 𝐺𝐺 und damit 𝑞𝑞 und  𝑞𝑞 − 𝐺𝐺 auf den 
Rändern der BZ liegen (Bragg-Ebene).

Der Einfluss des periodischen Potentials ist am stärksten für Elektronen-Zustände, die 
die Bragg-Bedingung für Streuung erfüllen.

𝐸𝐸 − 𝐸𝐸𝑘𝑘−𝐺𝐺2
0 𝑐𝑐𝑘𝑘−𝐺𝐺2 = 𝑉𝑉𝐺𝐺1−𝐺𝐺2 𝑐𝑐𝑘𝑘−𝐺𝐺1

𝐸𝐸 − 𝐸𝐸𝑞𝑞0 𝑐𝑐𝑞𝑞 = 𝑉𝑉𝐺𝐺 𝑐𝑐𝑞𝑞−𝐺𝐺

𝐸𝐸 − 𝐸𝐸𝑞𝑞−𝐺𝐺0 𝑐𝑐𝑞𝑞−𝐺𝐺 = 𝑉𝑉−𝐺𝐺 𝑐𝑐𝑞𝑞 = 𝑉𝑉𝐺𝐺∗ 𝑐𝑐𝑞𝑞
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Lösung des Gleichungssystems:

Damit folgt

Am Rang der BZ gilt 𝐸𝐸𝑞𝑞0 ≈ 𝐸𝐸𝑞𝑞−𝐺𝐺0 , damit folgt:

𝐸𝐸 =
1
2 𝐸𝐸𝑞𝑞0 + 𝐸𝐸𝑞𝑞−𝐺𝐺0 ±

𝐸𝐸𝑞𝑞0 − 𝐸𝐸𝑞𝑞−𝐺𝐺0

2

2

+ 𝑉𝑉𝐺𝐺 2

𝐸𝐸 − 𝐸𝐸𝑞𝑞0 −𝑉𝑉𝐺𝐺
−𝑉𝑉𝐺𝐺∗ 𝐸𝐸 − 𝐸𝐸𝑞𝑞−𝐺𝐺0 = 0

𝐸𝐸 = 𝐸𝐸𝑞𝑞0 ± 𝑉𝑉𝐺𝐺

Die Energie-Aufspaltung (Bandlücke) der Dispersionsrelation am Rand der BZ beträgt 
damit 2 𝑉𝑉𝐺𝐺 .



Tight-binding Näherung

r0 distance between atoms

Beispiel Silizium:

Elektronen-Konfiguration des Si-Atoms: 3s2 3p2

• 2 Elektronen im s Orbital, 3. Schale
• 2 Elektronen im p Orbital, 3. Schale

N wechselwirkende Atome 
 Aufspaltung in N Niveaus

𝑁𝑁 ≈ 1022 𝑐𝑐𝑚𝑚−3  Energie-Bänder

Sp3-Hybridisierung

4 Elektronen im Valenzband,
4 unbesetzte Zustände im Leitungsband



Näherungen: quasifreie vs. tight binding

36

Näherungsweise freie Elektronen Bandstruktur



Gitter als 
schwache 
Störung

Näherungsweise 
atomare Orbitale



Kopplung und 
Aufspaltung der 

Niveaus

−π/a π/a



8.2 Stark gebundene Elektronen („tight binding“)

37

Das in der Näherung vom stark gebundenen Elektron verwendete Potential

Gross, Marx



Tight binding model

38Gross, Marx



Näherung quasifreier Elektronen

39

Aufspalten der Energieparabel des freien Elektrons (gestrichelt) an den Rändern der 
ersten Brillouin-Zone (im eindimensionalen Problem).

Gross, Marx



Bandstruktur: Beispiele

40

Ge: Gruppe-IV GaAs: III-V ZnSe: II-VI



8.2 Stark gebundene Elektronen

41

Linear Combination of Atomic Orbitals (LCAO) als Näherung für 
Kristallelektronwellenfunktion.

Gross, Marx



8.2 Stark gebundene Elektronen („tight binding“)

42

Das in der Näherung vom stark gebundenen Elektron verwendete Potential

Gross, Marx

für einfach 
kubisches Gitter 

in 3d



Energiespektrum 2D

43

Energiespektrum von stark gebundenen Elektronen auf einem einfachen 
zweidimensionalen quadratischen Gitter mit Gitterkonstante a.

Gross, Marx



8.3 Metalle, Isolatoren, Halbleiter

44

Metalle: Festkörper mit unvollständig gefüllten Bändern

Halbleiter und Isolatoren haben vollständig gefüllte oder leere Bänder und eine 
Energielücke, die das höchste besetzte und das niedrigste unbesetzte Band trennt. 
Halbleiter haben eine kleine Energielücke (Eg < 2–3 eV).

Gross, Marx



Metalle und Halbleiter im PSE



Energiebänder von Diamant

46

Isolator

Gross, Marx

Eg = 5,5 eV

Kohlenstoff C (1s2, 2s2, 2p2), aber Diamant zeigt sp3 Hybridisierung.



Energiebänder KCl

47

Die vier höchsten besetzten Energiebänder von KCl, gerechnet in
Abhängigkeit vom Ionenabstand in Bohr-Radien

Ibach, Lüth



Beispiele für Bandstrukturen: Aluminium

48

Al ([Ne] 3s2 3p1)

fcc Gitter  bcc reziprokes Gitter



Beispiele für Bandstrukturen: Aluminium

49

Al ([Ne] 3s2 3p1)



Beispiele für Bandstrukturen: Aluminium

50

In guter Näherung durch Modelle für freie Elektronen beschrieben: 

E(k) fast parabolisch, Zustandsdichte ∝ E1/2

Die Bandlücken an den Zonenrändern sind relativ klein



Beispiele für Bandstrukturen: Cu (3d-Übergangsmetall)

51

s-s-Überlapp groß:
Breites Band (−9.5 eV beginnt (Γ) und unterhalb von etwa −5 eV einen fast parabolischen
Verlauf hat. Am Fermi-Niveau dominiert das parabolische s-Band. Deshalb kann Cu recht
gut im Rahmen des freien Elektronengasmodells beschrieben werden (nicht aber Fe, Ni, Co)

d-d-Überlapp sehr klein wegen stark gebundener 3d-Elektronen: 
Sehr schmale d-Bänder. Die schmalen d-Bänder liegen zwischen etwa −6 und −2 eV

Gross, Marx

[Ar] 3d10 4s1



Beispiele für Bandstrukturen: Cu (3d-Übergangsmetall)

52

Fermi-Oberfläche



8.5 Zustandsdichte

53

D(E) wird dominiert durch Punkte im k-Raum, wo ∇k E verschwindet, d. h. flach
verlaufende Energieflächen → kritische Punkte = van Hove-Singularitäten

Konstante Zustandsdichte im k-Raum 𝑍𝑍 𝑘𝑘 = 2
𝑉𝑉

2𝜋𝜋 3

Flächenelemente konstanter Energie 𝑑𝑑𝑆𝑆𝐸𝐸

𝑑𝑑𝑆𝑆𝐸𝐸𝐸𝐸 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐.

𝐸𝐸 + ∆𝐸𝐸 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐.

𝑑𝑑𝑘𝑘⊥𝐷𝐷 𝐸𝐸 = 2
𝑉𝑉

2𝜋𝜋 3 �
𝐸𝐸 𝑘𝑘 =𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑐𝑐𝑐𝑐.

𝑑𝑑𝑆𝑆𝐸𝐸
𝛻𝛻𝑘𝑘𝐸𝐸 𝑘𝑘

Zustandsdichte (pro Energie)

Durch Volumen teilen Zustandsdichte pro Energie und pro Volumen



Fermi-Flächen von komplexeren Metallen

54

Ca, Sr haben je 2 s-Elektronen. Erwartet: Isolatoren. 
Aber: Bandüberlappung, daher ist (gezeigtes) 1. Band nur teils gefüllt, hingegen besetzen
einige Elektronen das 2. Band.

Al hat 3 Valenzelektronen/Atom, hier werden drei Energiebänder gefüllt (hier 2. grün, 3. 
magenta) → komplexe Form → komplexe Magnetotransporteigenschaften

Ni bei tiefen Temp ferromagnetisch, energet. Aufspaltung für Spin ↑, ↓ Elektronen

Gross, Marx



Bandstruktur Halbleiter

55

Falls die Bandstruktur eine absolute Energielücke besitzt, das heißt, wenn für alle k-
Richtungen in einem bestimmten Energiebereich keine Zustände verfügbar sind, 
erhalten wir einen Isolator oder Halbleiter

Gross, Marx

[Ar] 3d10 4s2 4p2



Bandstruktur direkter vs indirekter Halbleiter

56Gross, Marx

direkte Bandlücke
Absorption bei 
direkter Bandlücke

𝐸𝐸𝐺𝐺 ≥ ℏ𝜔𝜔

Photonenenergie ≥Bandlücke



Bandstruktur direkter vs indirekter Halbleiter

57Gross, Marx

indirekte 
Bandlücke

Indirekte Absorption



Bandstruktur direkter vs indirekter Halbleiter

58Gross, Marx

indirekte 
Bandlücke Indirekte Absorption

Indirekter Übergang unter Beteiligung von Phononen (nehmen 
den quasi-Impuls auf).

Übergang zu direkter Absorption bei direkter Bandlücke.



Experimentelle Bestimmung der kompletten Bandstruktur

59

Grundlage: PES (photo electron spectroscopy)

Gross, Marx



Experimentelle Bestimmung von kompletten Bandstruktur

60

ARPES (angle resolved photo electron spectroscopy)

P. Hofmann, Solid state physics. See also Phys Rev B 66, 245422  2002 

http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.66.245422


8.6 Semiklassisches Modell

61

Ziel: Beschreibung von Transportphänomenen
• Bewegung von mehr oder weniger lokalisierten Kristallelektronen aufgrund externer Kräfte
• Verbindung zwischen Transport und Bandstruktur En(k)

Gross, Marx

freie Elektronen (Kap. 7) Kristallelektronen



8.6 Semiklassisches Modell

62

Ziel: Beschreibung von Transportphänomenen
• Bewegung von mehr oder weniger lokalisierten Kristallelektronen aufgrund

externer Kräfte
• Verbindung zwischen Transport und Bandstruktur En(k)

Gross, Marx



8.6 Semiklassisches Modell

63Gross, Marx

Gültigkeitsbereich
• Wohldefinierter Impuls  Ausdehnung des Wellenpakets über viele Gitterkonstanten
• Wellenpaket kleiner als der Abstand zwischen Streuprozessen (freie Weglänge), 

Wellenpaket bewegt sich quasi-klassisch zwischen zwei Streuereignissen
• Externe Felder werden klassisch behandelt  Variation auf einer Längenskala, die groß 

gegenüber der Ausdehnung des Wellenpakets ist

• Bandindex bleibt erhalten, keine Band-zu-Band Übergänge
• Transportphänomene



64

Transport: Teilchenbild gut geeignet → Wellenpakete aus Bloch-Wellen

Heisenbergsche Unschärferelation: Δp⋅Δx ≥ ħ mit Δp = ħ Δk  → Δk⋅Δx ≥ 1

Wohldef. Wellenpaket: Δk ≪ 2π/a (1. BZ) → Δx ≫ a/(2π), also ≫ Einheitszelle

Lineare Überlagerung von Blochwellen 
im Intervall [k− Δk/2, k + Δk/2]

Ortsdarstellung eines Wellenpakets, das die 
Bewegung von räumlich lokalisierten Elektronen
beschreibt

Gross, Marx

8.6 Semiklassisches Modell
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