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8.8. tétel. (Andronov-Witt) ® ® Ha a T periodikus palya karakterisztikus
multiplikatorainak abszolut értéke 1-nél kisebb, akkor a I" palya stabilis ha-
tarciklus.

Bizonyitas. Mivel a Poincaré-leképezés sajatértékeinek abszollt értéke egy-
nél kisebb, azért a 8.6. tétel szerint a I" palya p pontja aszimptotikusan stabi-
lis fix pontja a Poincaré-leképezésnek. Ekkor viszont a 8.7. tétel szerinta I
palya orbitalisan aszimptotikusan stabilis, azaz stabilis hatarciklus. W

8.3.3.2. Kétdimenzids rendszerek

Kétdimenzids rendszerekben periodikus megoldas létezését a Poincaré—Ben-
dixson-elmélet’ segitségével; hianyat pedig a Bendixson—-Dulac®-féle krité-
riummal lehet igazolni. Legyen ebben a szakaszban M C R? tartomany és
legyen ¢ : R x M — M olyan dinamikai rendszer, amelyet egy (8.9) alaku
autonom differencialegyenlet ad meg, ahol most f : M — R?. Nézziink meg
elészor periodikus palya létezésének bizonyitasara egy példat.

8.26. példa. Tekintsilk az x =x —y —x3y = x+y —y° rendszert. Az x =0,
y = 0 nullavonalakat felrajzolva latszik, hogy az egyetlen egyensulyi pont
az origo, valamint hogy a trajektoriak korbejarnak az origd koril (8.20.
abra). A linearizalas szerint az origo instabilis fokusz. Szeretnénk elddn-
teni, hogy van-e a rendszernek periodikus palyaja. Vegyiik az R? > (p,q) —
V(p,q) := p?>+ g? Ljapunov-fiiggvényt. Révid szamolas utan ez azt mu-
tatja, hogy az orig6 kordili 1 sugaru kdrben a trajektoriak tavolodnak az ori-
gotol, a v/2 sugard koron kiviil viszont kézelednek hozza. Igy az 1 és a
/2 sugar( korok altal meghatarozott gy(r(i pozitivan invarians halmaz. A
T = [1,/2] x {0} vizszintes szakasz transzverzalis metszet, ugyanis a tra-
jektériak minden pontjaban lefelé haladnak keresztill rajta. Egyszeriien iga-
zolhat6 (példaul polarkoordinatakra attérve), hogy a X szakasz pontjaibdl

indulo trajektoridk korbejarnak a gydriben, és visszatérnek a X szakaszra.
Ezért értelmezhetd a P : X — X Poincaré-leképezés, amely tekinthet6 egy

5 Andronov Alexandr Alexandrovics (1901-1952): orosz matematikus, a differencialgyen-
letek kvalitativ elméletével foglakozott.

6 witt, Alexandr Adolfovics (1902-1938): orosz matematikus, a differencialegyenletek
kvalitativ elméletével, oszcillal6 reakciok modelljeivel foglalkozott.

7 Bendixson, lvar Otto (1861-1935): svéd matematikus; differenciélegyenleteken kiviil hal-
mazelmélettel és algebraval is foglalkozott.

8 Dulac, Henri (1870-1955): francia matematikus, a differencialegyenletek kvalitativ elmé-
letének egyik uttordje.
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8.20. dbra. Periodikus palya létezése

P:[1,v2] — [1,/2] fuggvénynek is. Mivel P folytonos, és egy zart inter-
vallumot 6nmagéaba képez, azért létezik fix pontja (lasd az alabbi feladatot),
tehat rendszeriinknek van periodikus palyaja.

8.3. feladat. A Bolzano®-tételt felhasznélva igazoljuk, hogy korlétos és zért
intervallumot 6nmagaba képez6 folytonos fiiggvénynek van fix pontja. (Meg-
oldas: 357. oldal.)

A fenti példaban tulajdonképpen a Poincaré—Bendixson-tétel gyengébb
alakjat igazoltuk az adott differencidlegyenletre. A tétel kétdimenzios rend-
szerek aszimptotikus allapotait irja le, mi most itt csak a gyengébb véltozatot
ismertetjlik, amely periodikus palyak létezésének igazolasara hasznalhatd. A
tétel altalanos megfogalmazasa megtalalhato példaul itt: [58, 104].

8.9. tétel. (A Poincaré-Bendixson-tétel gyenge alakja) Ha K ¢ M olyan
pozitivan invarians, korlatos és zart halmaz, amelyben nincs egyensulyi pont,1°
akkor a K halmazban van periodikus palya.

9 Bolzano, Bernard Placidus Johann Nepomuk (1781-1848): cseh matematikus, filoz6fus
és teoldgus.

10 Az ilyet szoktak Bendixson-féle zsaknak nevezni.
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Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy van olyan X C K zart transzverzélis met-
szet (azaz szakasz), amelyen értelmezhetd a Poincaré-leképezés, és ez a leké-
pezés a szakaszt onmagaba képezi. Ekkor a fenti feladat szerint a Poincaré-
leképezésnek van fix pontja, azaz a rendszernek van periodikus palyaja.

Legyen p € K tetszbleges pont, és tekintsik a T, := @(n,p) (n € N)
sorozatot. Mivel K pozitivan invarians, azért a sorozat minden tagja a K hal-
mazban van. Ezért (7),) korlatos sorozat, tehat van konvergens részsorozata,
amit jel6ljon (gn). A K halmaz zartsaga miatt a sorozat q* hatarértéke is
a K halmazban van. Mivel a K halmazban nincs egyensulyi pont, azért g*
sem az, tehat megadhat6 egy azt tartalmazd X; transzverzalis metszet. Ez
lehet példaul a d:¢(0,q*) vektorra (azaz a g* pontbdl indul6 palya érint6-
jére) mer6leges, kell6en révid szakasz. Mivel (@(n, p)) részsorozata q*-hoz
tart, és q* € X1, azért egyszerlien megmutathatd, hogy a p pontbdl indulé
palya végtelen sokszor metszi a X; szakaszt. Az id6ben egymast kovet6
metszéspontokat jel6lje p1, po,.... Megmutatjuk, hogy ezek monoton moé-
don kdvetik egymast a Xq szakaszon, azaz a px.1 ponta pg €s a g* pont kozé
esik. Ugyanis indirekt modon tegyuk fel, hogy nem ez a helyzet. Ekkor két

Pr+1

8.21. &bra. Periodikus palya létezésének igazolasahoz I.

eset lehetséges. A px1 pont vagy p el6tt van, amint a 8.21. abra (a) részén
lathato, vagy q* utan, amint az abra (b) része mutatja. Az el8bbi esetben az
abran jelolt D1 halmaz pozitivan invarians, igy p; € D; minden | > k+ 1 ese-
tén, ami ellentmond annak, hogy p; — g*. A masodik esetben az abran jelolt
D, halmaz negativan invariéns, igy pi ¢ D2 minden | > k+ 1 esetén, ami
ismét ellentmond annak, hogy p; — g*. Tehat a px,1 pont valdban a py és a
q* pont kdzé esik, amint azt a 8.22. dbra mutatja. Az abrarol azt is lathatjuk,
hogy a X1 szakasz pk_1 és px kozotti részérdl induld palyak visszatérnek a
¥, szakaszra, mégpedig egy px €s pk.1 kozé es6 pontban. igy a X1 szakasz
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Px

8.22. dbra. Periodikus palya létezésének igazolasahoz II.

p1 és q* kozotti részébdl induld palyak visszatérnek a szakasz ugyanezen
részére. Ezért a kezdeti feltételtdl valo folytonos filiggés miatt a g* pontbdl
induld palya is visszatér a X1 szakasz p; pont és g* pont altal meghatarozott
zart részére. Jel6lje X ezt a zart szakaszt. A Poincaré-leképezés tehat ezen a
zart szakaszon értelmezhetd, és a szakaszt énmagaba képezi, amit bizonyi-
tani akartunk. Megjegyezziik, hogy a g* pont periodikus, ugyanis a bel6le
indulo palya a X szakasz més pontjaba nem térhet vissza. W

Most ratériink a periodikus megoldas hianyat biztosito tételek ismerteté-
sére. Ezek az ugynevezett Bendixson-kritérium, illetve a Bendixson-Dulac-
kritérium. Mindkett6 egyszer(ien kévetkezik a Stokes'—(Gauss?—Osztro-
gradszkij®)-tétel alabbi kétdimenzios valtozatabol.

11 Stokes, George Gabriel (1819-1903): ir fizikus, hidrodinamikéval és optikaval foglalko-
zott.

12 Gauss, Carl Friedrich (1777-1855): német matematikus, a matematikusok fejedelme,
szamelmélettel, differencialgeometridval, valészin(iségszamitassal, az algebra és az analizis
legkiilonb6zdbb fejezeteivel; a matematikan kivil pedig a magnesességgel és geodéziaval
foglalkozott.

13 Osztrogradszkij, Mihail Vasziljevics (1801-1862): orosz matematikus, komplex fiigg-
vénytannal, potencialelmélettel, kdzdnséges és parcialis differencialegyenletekkel foglalko-
zott.
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8.3. lemma. Legyen D C R? olyan egyszeresen 6sszefiiggd nyilt halmaz,
amelynek oG hatara sima egyzer(i zart gérbe, G : D — R? pedig legyen olyan
folytonosan differencialhat6 fliggvény, amely D lezérasara folytonosan ter-
jeszthetd ki. EKkor [(01G1+02G2) = [5p(—G2,Gy).

8.10. tétel. (Bendixson-kritérium) Ha E C R? olyan egyszeresen §ssze-
fugg6 nyilt halmaz, amelyen a divf = 91 f; + 9, f, fliggvény allando el6jeld,
és legfeljebb véges sok sima egyszer(i zart gorbe pontjaiban tlinik el, akkor a
(8.9) rendszernek nincs teljesen az E halmazban halad6 periodikus palyéaja.

Bizonyitas. Tegytuk fel, hogy van teljesen az E halmazban halad6 periodikus

megoldas, legyen egy ilyen T'. Jel6lje ennek belsejét D. Felirva a Stokes-

tételt az f fliggvényre és a D tartomanyra ellentmondéast kapunk. W
Teljesen hasonl6an igazolhatd az alabbi allitas.

8.11. tétel. (Bendixson-Dulac-kritérium) Legyen E C R? egyszeresen dsz-
szefligg6 nyilt halmaz, és legyen B : E — R olyan differencialhatd fliggvény,

melyre a div(Bf) figgvény éallandé el&jeld, és legfeljebb egy gorbe pontjai-

ban tlinik el. Ekkor a (8.9) rendszernek nincs teljesen az E halmazban haladé

periodikus palydja.

8.27. példa. Az x=x+y?>+x3, y = —x+Yy+x%y rendszernek a Bendixson-
kritérium szerint nincs periodikus megoldasa. Ugyanis divf(p,q) = 2+
4p? > 0 a sik minden pontjaban.

8.28. példa. Az x =y, y = x —ay + 2x* + by? rendszernek a Bendixson—
Dulac-kritérium szerint nincs periodikus megoldasa. Ugyanis az R? > (p,q)
— B(p,q) = ae~ 2P segédfiiggvényt alkalmazva div(Bf)(p,q) = —a’e 2P <
0 a sik minden pontjaban. Lathatjuk, hogy a segédfiiggvényt ugyanigy ne-
héz lehet megtalalni, mint a Ljapunov-mddszer esetében.

8.4. feladat.

(@) x=Yy,y=—x+Yy(1—x%—2y?). Mutassuk meg, hogy ebben az esetben az
1/+/2 és az 1 sugar kor altal meghatarozott gy(ir(i Bendixson-zsak, igy a
Poincaré—Bendixson-tétel szerint az egyenletrendszernek van periodikus
megoldasa.

(b) x =x—xy?+y3 y=3y—x?+x3. Mutassuk meg, hogy a Bendixson-
Kritérium szerint az origd kozéppontd 2 sugar kdrben nincs periodikus
megoldas.





