BPC-RBM

Robotika a manipulatory

T05: Kinematika
T05.V2: Jakobian
Prednaska

21. fijna 2021
Ing. FrantiSek Burian Ph.D.

FAKULTA ELEKTROTECHNIKY
A KOMUNIKAENICH [FEEEITEIG tizace

TECHNOLOGI(




Motivace

Jakobian
® Motivace
o

Snazime se zjednodusit feSeni Inverzni Ulohy kinematiky:

Pfima dloha
- kinematiky

P = f(q)

Inverzni uloha
kinematiky

q=f'(P)

Funkce P = f(q) je nelinearni, je obtizné najit inverzi ¢ = f~1(P).
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Linearizace

Jakobian
o
® Linearizace
o

Zname:
Op ... potateéni pozice manipulétoru
P, ... Zadand pozice manipulatoru
Og ... pot. pozice kloubu
% = f(°) ... po&. pozice konce
*y ... Zadana pozice konce
Dokazeme vyjadrit:

dy d . .
L A—— ... Smernice tecn
dq~ da (9) 0, y
dy _Fy—"y

= ———= ... trojClenkou z grafu
dg  'q—"Y
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Linearizace

J:kobién dy Y- Oy _ d f(q)
® Linearizace dq - 1q - Uq N dq q

Substituce Ay =y —%; Aq=1'q—"¢:

Ay=f'(q)| Aq

g

Vyjadiime Ag:

Aq=f(g)" |o, Ay

Resdime iterativné

Y="q+f(0)" |o, Cy —"v)
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Jakobian

o

o

® Vice rozméra
o
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Vice rozmeérd

Pbéza P ma v prostoru 6 stupnud volnosti, obecné m
P=(z,y,2,0,87)"

Setiosy manipulator ma 6 kloubt, obecné n

(j’: (CIL q2,43,44, 45, QG)T

P¥ima Gloha kinematiky P = f(q) obsahuije vice nelinearnch rovnic:

x Jx(q1, 42,93, 94, G5, G6)
Yy fy(a1, 92, 43,94, 5, q6)
B_ || 2| (0424304, 05 46) 1@
o falq1, a2, 43, q4, 95, G6)
B faa1, 42, 43,44, G5, q6)
gl fy(q1, 92, 43,44, G5, 6)

IteraCni vypocCet musime prevést na maticovy:
Ag = f’(q)fl Ay — AG = J(cj)fl 0, AP

0q



B FEKT] Vice rozmérl - odvozeni

Jakobian

o

o

® Vice rozméra
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AP = f(PAT

derivace virerozmérné funkce - totalni diferencial:
n
of
(@)= >(q)da;
= 4

Aw =32 () Aqi+ G2 () Aga+ 32 (D) Ags+ G (@ Aqa+ 32 (D) Dgs + GL2 (@) Mg

9qg
Ay = 62"1; (@AQI‘F#((DAQ2+W(Q_)AQ3+@(@AQ4+#(®AQS+%(®AQG
Az =G (@) AN+ G (@) Aga+ 3L (@) Ags+ G2 (@) Aaat 3L (@) Ags+FL (@) Ago
Aa :%(*)Aqﬁ aqa (@Aq2+afa (qu3+?,£j (@) Aga+ aqa (@AQ5+2{Z§ (DAgs

AB = () Aqi+ 92 (D Aga+ 9 (D) Ags+ 92 (D Aas+ 92 (D) Ags + 92 () Ad

Ay = f” T (@DAq +3 (ti’)Aq2+a (@DAgs+ aq” (d’)AQ4+a (q’)Aq5+af7 (DAgs



Jakobian

® Vice rozméra
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AP = J(Q oy A

o, s . Ofs

of: Of- of.

Ofa s O Ol

0fs

fa

Ofz

0fa

Ags

Ags




Jakobian

o

o

® Vice rozméra
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Slozeni

Nékdy je vyhodné pocitat pozici a orientaci oddélené, proto Ize
jakobian rozdeélit na dveé Casti, na ¢ast linearni J, a ¢ast uhlovou J,,

0= (1)

Poté je vstup pro feSeni pozice P, a orientace P, nasledujici:

AP, = J,(9)

Aq
0q

AP, = J,(Q)

Aq
Oq

Diky tomuto rozdéleni mizeme fesit pozici a orientaci oddélené.



Jak pouzit Jakobian ?

Jakobian

_____________________________________________________________

Resime soustavu lin. rovnic AP = J() |0, AT Pro neznamou Ag.
Iterativni postup pro pohyb do cile X P:
Alp =Kp _i=1p _ vektor odchylky

. . -1 .
A'G= J(1_1q*> A"P ... korekce q
iqg="1g4 Aq ... korigujeme q
‘P = f(q) ... zjistime funk&ni hodnotu z q
lterace kon&ime pfi dosazeni |A"P| < konst
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Jak pouzit Jakobian ?

Jakobian

op

AZP _ KP . ’i*lip
Aig = J(i_1§> AP
ig=""lq+ A

'P = f('q)

W b~
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q1

Inicializace

q0



Jak pouzit Jakobian ?

Jakobian

Kp

AP

op

AZP _ KP . i*llp
Ai_‘: J(i—lq) Azﬁ
ig=""1g+ A
'P=f("q)

o0 D=
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q1

]

Prvni cyklus
1. Odchylka



Jak pouzit Jakobian ?

Jakobian

Kp

AZP _ KP . ’i*lip
Aig = J(i_1§> AP
ig=""lq+ A

'P = f('q)

W b~
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q1

q0

Prvni cyklus
2. Korekce



Jak pouzit Jakobian ?

Jakobian

Yy a1
K 1
P q
AP Alg
op 04
v do
1. Al p=Kp_i-lp Prvni cyklus
2. Aig= J(Hq*)_laiﬁ 3. Nové ¢
3. qu = i_lq -+ Aiq
4. 'P = f(*q)
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Jakobian
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Jak pouzit Jakobian ?

Kp

AiP:KP_’ifliP
A'g=J('q) AP
z:q:i—lq+Aiq
‘P=f(q)

W b~

q1

q0

Prvni cyklus
4. Nova hodnota P



Jak pouzit Jakobian ?

Jakobian

Yy q1
KP 1q
AP °
'p
op ) ’ oq
z o
1. Al p=Kp_i-lp Druhy cyklus
2. Aig— J(i‘lcf>7lAi13 1. Odchylka
3. qu = i_lq + Aiq
4.°P = f(iq)

00000000000
O00000




Jak pouzit Jakobian ?

Jakobian

AZP _ KP . ’i*lip
Aig = J(i_1§> AP
ig=""lq+ A

'P = f('q)

W b~
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q1

q0

Druhy cyklus
2. Korekce



Jak pouzit Jakobian ?

Jakobian

Kp
A’P

AZP _ KP . i*lP

. . -1 .
Az—»: J(zflq) AzP
ig=""lg+ A
‘P =f(q)

o0 D~
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q1

qo

Druhy cyklus
3. Nové ¢



Jak pouzit Jakobian ?

Jakobian

Yy q1
2‘] A%g .
AP
lp .
Zp
OP Oq
x q0
1. Al p=Kp_ 1*11P Druhy cyklus
2 Aig— J<i—1§>’ AP 4. Nova hodnota P
3 z:q:i—lq+Aiq
4. 'P = f('q)
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Jak pouzit Jakobian ?

Jakobian

AZP _ KP . i*llp
Ai_‘: J(i—lq) Azﬁ
ig=""1g+ A
'P=f("q)

o0 D=
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q1

]

Treti cyklus
1. Odchylka



Jakobian
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Jak pouzit Jakobian ?

AZP _ KP . ’i*lip
Aig = J(i_1§> AP
ig=""lq+ A

'P = f('q)

W b~

q1

A3q

q0

Treti cyklus
2. Korekce



Jakobian
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Jak pouzit Jakobian ?

AZP _ KP . i*lP

. . -1 .
Az—»: J(zflq) AzP
ig=""lg+ A
‘P =f(q)

o0 D~

q1

qo

Treti cyklus
3. Nové ¢



Jakobian
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Jak pouzit Jakobian ?

o0 D~

Aip_Kp_i-1p
NS J(i‘quylA"ﬁ

ig=""lg+ A
‘P =f(q)

q1

]

Treti cyklus
4. Nova hodnota P

P je dostateéné blizko % P. Konec.



Jak pouzit Jakobian ?

Jakobian

q1
Yy 2q . .
i q
3P . o P °
1P .
[ 2P
Op 3q e O
T 40
1. Alp=Kp_i-lp Pribéh vypo&tu maze byt znaéné
o Aig— J<z’—1§>*1Az’]3 chaoticky
P i / Vypocet nemusi konvergovat
8. 'a=""q+ Al Zalezi na po&ateénim °p
4.'P=f("q)
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Jak fesit inverzi - Ctvercovy J

Jakobian

Gaussova eliminace
pro malé n,
oracné
Cramerovo pravidlo
mozné analytické reseni
rychlé na pouziti, pomalé na analyzu (sestaveni)
vysledky mezivypocCtl Ize uzit k dal$i analyze
Inverzni matice
numerické reseni
vyhodné pro stroje s podporou maticovych vypoctu
kdyZ selze, nemame informaci o tom proc.
Ve vSech pfipadech se pracuje s matici .J s dosazenym bodem ¢ v
jehoz okoli feSeni hledame. (Matice J obsahuje jen Cisla!)

o
o
o

BASTINEC, J.: Moderni numerické metody, Skripta, VUT. 2006
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FEKT| Jak Fesit inverzi - NeCtvercovy J

Jakobian

Nastava pokud je pocet kloubl nerovny poctu stupnu volnosti. Je
treba vyjadfit pseudoinverzi J* a tuto pouzit k Feseni:

o ez ion AG=J AP - AG=JTAP

o

Pseudoinverze (Moore-Penrose), vede na MNC
JT = (J*D)"LJ* nebo Jt = J*(JJ*) 7!
pro realné koeficienty je konjugovana matice rovna

transEonovane
MOORE,E.H.: On the reciprocal of the general algebraic matrix. 1920

Metoda nejmensich ¢tvercu s tlumenim (Levenberg-marquardt)
Tt =JT (T +221) 7
Konstanta )\, ovliviiuje rychlost konvergence.

BUSS, R.: Introduction to Inverse Kinematics with Jacobian Transpose, Pseudoinverse and Damped Least Squares
methods, California, 2009

Singularni rozklad (SVD)
J=UDVT = J* =VD*U" kde d}; = 1/d;
Nejlepsi vysledky

T FADDEJEV, K.: Numerické metody linearni algebry. SNTL Praha, 1964.



Cramerovo pravidlo

Jakobian

3 Nejprve vyjadfime v§echny submatice ;J tak, ze nahradime
k-ty sloupec matice J vektorem AP

Nasledné vyjadfime kazdy prvek Ag; jako podil
determinantd submatic ;J a J

i det(rJ ("))
A0 = er(J ()

Pouze pro ¢tvercové matice (pocet DOF = pocet kloubu).

Determinanty, a tudiz celou Alg;, Ize pfedpoéitat analyticky
a pouze dosazovat ¢ — rychlé !

Pouzitelné do velikosti matice J 3x3
0233330000 (tj poloha ve 3D nebo poloha a orientace ve 2D)




Jakobian jako zobrazeni

Jakobian

o

o A

o N

° AP, Joo  Joi

;Zobralenl APl JlO Jl 1

o U I :
Z&f%n tL%O Jﬁﬂ

Zobrazeni prostoru Ag do prostoru AP nemusi byt jednoznaéné:

AP = J@AG AP = J@AT AP=J(@AF AP=JAG AP=J(DA] AP=J@A7 AP=JDAT

“ () 1w ], WT
(7 o
m n m n m n

m " AP A7 AP A‘ AP A7 AP AG 7

AL poy rank(J) =n rank(J) <n rank(J) =n rank(J) <n mnk =m runL (J)<m
rank(J) # rank(J | AP) m=n m=n m>n m>n m < n m<n

D

T

K
SD

Jednoznacnost zajiSténa pouze pro regularni J a rank(J) =

00000000000
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i FEkT] Priklad - 2D manipulator pro 2D operaci (pouze poloha)
Y 7 _< Lys1 — Lasio L2812>
! Lici + Lacia Locio

Pocet prvkl polohy P v ploSe je m = 2
Pocet kloubd manipulatoru ¢ je n = 2

Jakobian
o

i o | a; d; 0;
1 0 | Ly 0 q
20 L]0 e Hodnost rank(J) = 2 (pro ¢; # 0)
AP = J(§)AF Vysledek analyzy:
5 [ m=mn,rankJ =n
@ G matice J regularni det(J) # 0
nejsou zadné nedosazitelné body
m n PKU:
AP Ag pravé jedno feseni
rank(J) =n )
m—n IKU:
prave jedno reSeni
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i FEkT] Priklad - 2D manipulator pro 2D operaci (pouze poloha)
- Losio L2812>

Jakobian

o
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JU - < L151
Lici + Lacia Locio
Pocet prvkl polohy P v ploSe je m = 2
Pocet kloubd manipulatoru ¢ je n = 2

Hodnost rank(J) = 1 (pro ¢z = 0)
—(L1 + Lo)sy —L281>
Ju(q1,0) =
(41,0) ( (L1 + La)er Lacy
Vysledek analyzy:
rank(J) < n nebo det(J) =0
=0

matice J singularni det(.J)
existuji nedosazitelné body

Singularita !



i FEkT] Priklad - 2D manipulator pro 2D operaci (pouze poloha)
- Losio L2812>

Jakobian

o

00000000000
@000

J = < Lis1 —

! Lici + Lacia Locio
Pocet prvkl polohy P v ploSe je m = 2
Pocet kloubd manipulatoru ¢ je n = 2
Hodnost rank(.JJ) = 1 (pro ¢ = (0,0)7)

0 0
Jy(0,0) =
(0,0) ((L1+L2) L2>
Vysledek analyzy:

rank(J) < n nebo det(J) =0

matice J singularni det(J) = 0

existuji nedosazitelné body - osa AP, = 0:
APx . 0 0 Aq1
(APy> a <(L1 + Ls) L2> <A(I2>
Singularita !



Singularita

Jakobian
o

Nastava v konfiguracich kdy z urcitého bodu:
o se nelze pohybovat nékterym smérem
o pohyb uréitym smérem ma vice reseni
o obvykle je to pozice
> na hranici manipula¢niho prostoru
> dva klouby po sobé se stejnou osou rotace/translace
V singularité pozorujeme pruvodni jevy:
o konecna rychlost P vyzaduje nekone¢nou kloubovou rychlost
o konecna sila na P vyZaduje nekonecnou silu v kloubu
o koneCny moment na P vyzaduje nekone€ény moment v kloubu
V blizkosti singularity neexistuje jednoznacné reseni IKU
Zadné fedeni nebo nekoneéné mnoho feseni
Pro detekci singularit pouzivame Jakobian

Musime je vzdy detekovat, hrozi poskozeni stroje !



Shrnuti poznatkt o Jakobianu

Jakobian
o

Je to citlivostni reprezentace vicerozmérného systému

Sloupce jsou parcialni derivace podle jednotlivych ¢
Radky jsou jednotlivé slozky funkce

Lze pomoci néj hledat singularity

n<m
rank(J) <n
rank(J) < rank(J | AP)

Pouziva se pro numerické feSeni inverze vicerozmérné funkce

’Lq — i*lq + J(i*l@*l (KP o i*lP)
‘P=f(q)



Dékuji za pozornost

21. fijna 2021

Ing. FrantiSek Burian Ph.D.
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