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59.

Sei U ein Unterraum eines normierten Vektorraums X und ¢: U — K linear und stetig.
Zeige, dass U genau dann dicht in X ist, wenn es genau eine stetige lineare Fortsetzung
von ¢ auf X gibt!

Losung: Ist U dicht in X, so gibt es laut Vorlesung genau eine stetige lineare Fortsetzung
von ¢ auf X.

Sei nun also U nicht dicht in X und damit V := U # X. Nach dem Satz von Hahn-Banach
gibt es eine stetige lineare Fortsetzung v; von ¢ auf X. Nach dem Satz von Hahn-Banach
gibt es zudem ein x € X’ mit x|y = 0 und x # 0. Dann ist ¥9 := 1)1 + x # 1 eine
weitere stetige lineare Fortsetzung von ¢ auf X. Die Fortsetzung ist also in diesem Fall
nicht eindeutig.

Bemerkung: Ist die Fortsetzung nicht eindeutig, so gibt es sogar stets unendlich viele
stetige lineare Fortsetzungen, beispielsweise die Funktionale 11 4+ tx, t € R.

Sei X ein normierter Raum, U ein abgeschlossener Unterraum von X, V ein endlichdi-
mensionaler Unterraum von X und W :=U 4 V. Zeige:

(a) W ist ein abgeschlossener Unterraum von X.

Losung: Es ist klar, dass W ein Unterraum ist. Sei zuerst dimV = 1, also V =
span{v} mit v € X. Ist v € U, so ist W = U und daher nichts mehr zu zeigen. Sei
also v ¢ U. Dann ist

W={u+tv:ueUtecR}

Sei nun (wy) eine gegen w konvergente Folge in W, w, = u, + t,v. Nach dem
Satz von Hahn-Banach gibt es ¢ € X’ mit ¢|y = 0 und ¢(v) = 1. Dann gilt
tn = @(wy) — @(w). Definiere t := ¢(w) und u := w — tv. Wegen w,, — w und
t, — t folgt u, — u, also w «— w, — u+tv € W, was w € W und damit die
Abgeschlossenheit von W zeigt.

Der allgemeine Fall folgt per Induktion. Sei ndmlich (v;)}; eine Basis von V. Setze
Wy := U. Nach obigen Uberlegungen sind die Unterrdume W; := W;_; + span{v; }
fiir jedes 1 < ¢ < n abgeschlossenen, insbesondere also auch W = W,,.

(b) Ist U projezierbar, so auch W.

Losung: Sei zuerst dimV = 1, also V' = span{v} mit v € X. Ist v € U, so ist
W = U und daher nichts mehr zu zeigen. Sei also im Folgenden v ¢ U. Sei P eine
Projektion auf U und w := v — Pv. Wegen v ¢ U ist v # Pv und daher w # 0.
Wegen v € V und Pv € U ist aber w € W. Wegen W = U + V gilt daher auch
W = U +span{w}; man kann dies aber auch direkt nachrechnen. Zudem ist Pw = 0.
Nach dem Satz von Hahn-Banach gibt es ¢ € X' mit ¢|y = 0 und p(w) = 1.
Definiere @: X — X durch Qz := Pz + ¢(z)w. Dann ist @) linear und stetig und
es gilt

Q%*x = P(Pz + o(z)w) + ¢(Pz + ¢(x)w)w
= P?z 4 ¢(x)Pw + ¢(Pz)w + ¢(z)p(w)w = Pz + p(z)w = Q.

Zudem ist Qxr € W fiir alle z € X, Qu = u fir u € U und Qw = w. Also ist
Rg @ = W, und damit @ eine stetige, lineare Projektion auf W also W projezierbar.
Der allgemeine Fall folgt genau wie im ersten Aufgabenteil mittels Induktion.



60. Sei U
Zeige:

(a)

61. Sei X

(a)

= {(zp) € €% : kaop_ 1 = 291, Vk € N} und V := {(zx) € €2 : w931 = 0 Vk € N},

U und V sind abgeschlossene, projezierbare Unterrdume von £2.

Losung: Es ist leicht zu sehen, dass U und V' Unterraume sind. Ist (™) eine Folge
in U bzw. V, die gegen x konvergiert, so konvergiert insbesondere () gegen xj
fiir jedes £ € IN. Nach den Grenzwertrechenregeln folgt dann «x € U bzw. x € V.
Damit sind U und V abgeschlossene Unterriume von £2. Weil £2 ein Hilbertraum ist,
sind U und V daher auch projezierbar; man kann hierfiir die orthogonale Projektion
wahlen.

Unv ={0}

Losung: Ist £ € UNV, so ist 91 = 0 fiir alle £ € IN und daher xo, = kxorp_1 =0
fir alle kK € IN, also x = 0.

Ist z €UV, soist (kxop_1) € (2.

Losung: Ist w € U, so ist

oo oo oo
D Mkugp P = fual? <) furf* = [lufl2 < oo,
k=1 k=1 e

also (kugy_1) € 2. Ist x € U@V, so gibt es u € U und v € V mit = u + v. Nach
Definition von V' und obiger Uberlegung folgt (kxor_1) = (kuox_1) € £2.

U @V ist dicht in ¢2.

Losung: Sei n € IN. Ist n gerade, also n = 2k, so ist e, € V, also e, € U V. Ist
n ungerade, also n = 2k — 1, so ist e, = (egx_1 + keax) + (—kear) € U &V, da der
erste Summand in U und der zweite Summand in V liegt. Hieraus folgt e,, € U@V
fiir alle n € IN, was zeigt, dass U @ V dicht in ¢? ist.

U &V ist nicht abgeschlossen.

Losung: Ware U@V abgeschlossen, so wire nach dem vorigen Aufgabenteil UV =
¢2. Allerdings nach Aufgabenteil (c) aber die durch zj, := % gegebene Folge = zwar
in ¢2, nicht aber in U &V, denn (5£+) & (2.

ein normierter Raum, ¢ € X’ und U := Kern ¢. Zeige:
Gibt es ein y € X mit |ly|| = 1 und p(y) = ||¢|, so gibt es zu jedem z € X ein
w € U mit ||x — u|| = dist(z,U) = infyep ||z — v]|.

Losung: Der Fall x € U ist trivial, da man dann w = x wahlen kann. Insbesondere
ist fiir ¢ = 0 nichts zu zeigen, da dann U = X ist. Sei also ¢ # 0 und = ¢ U. Ist
v e U, so gilt

[o(@)| = lp(z =) < el [l = vl
Weil dies fiir jedes v € U richtig ist, folgt |¢(x)| < ||¢| dist(x,U). Der natiirliche
Kandidat fiir u ist eine Verschiebung von = entlang y nach U, also v := = — ‘ﬁ(TfH)y.

Dann ist ¢(u) = p(x) — gﬁgcn)cp(y) =0, also u € U. Aufierdem ist

x .
o — ul| = mnm < dist(z,U)

nach obiger Uberlegung. Die Abschiitzung ||z — u|| > dist(x, U) folgt aus u € U.

Gibt es ein € U und ein u € U mit ||z — u|| = dist(x,U), so existiert ein y € X
mit [jy[ = 1 und ¢(y) = [l¢]-

(2)



Losung: Nach Voraussetzung ist ¢ # 0. Zuerst zeigen wir |@o(x)| > ||¢l dist(z, U).

Sei dazu v € X, ||z —v|| < R:= lgﬁfoﬁﬁl' Dann ist

(W) = [@(@)| = lp(z =) > |p()] = llpl R =0,

also B(z, R) N U = (), was dist(z,U) > R zeigt.

Der Beweis der ersten Teilaufgabe legt die Definition y := H%II mit z = % nahe.
Dann ist |ly|| = 1 und mit der ersten Uberlegung
plz) 1 ()]
frnd = — — >
PO T s, 0 = 1
also o(y) = [|@|-

Sei X = co und p(z) := > ;2 5. Es gibt kein y € co mit [|y[loc = 1 und p(y) = ||¢].

Losung: Fiir x = (z,,) mit 2, := > p_, eg ist |2]oo = 1 und @(z) = Y 7_,27% =
1—-27"—1, also ||¢| > 1.

Sei nun y € ¢p und [|yllc < 1. Nach Definition gibt es ng € IN mit |y,| < 3 fiir
n > ng. Dann gilt

00 ‘y ‘ no—1 o)
k — —f—
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Also kann es kein y € ¢p mit ||y|lec = 1 und ¢(y) = ||¢|| geben.

Sei X = LY0,1) und ¢(f) := fol tf(t) dt. Es gibt kein g € L1(0,1) mit ||g|l; = 1
und ¢(g) = [|¢ll-
Losung: Wihle fy :=1(;_1 ;). Dann ist | frlll = % und daher

1
Sl 2 bl = [ tat=50- (- = -

Also ist ||| > 1 — o fiir jedes n € IN, was ||| > 1 zeigt.

Seinun g € L1(0,1), ||g/l1 < 1 und g # 0. Es gibt ¢y < 1 mit f(fo lg(t)|dt > 0, da nach
dem Satz von Lebesgue die Folge (]l(O -1y g) in L'(0,1) gegen g # 0 konvergiert.
Daraus folgt

to 1

to 1
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Also kann es kein g € L1(0,1) mit ||g[l1 = 1 und ¢(g) = ||¢|| geben.



