


Indice de contenidos

POMtada.......cooovviiiiei s 0
INAICE....c i I
Plan de Trabajo..........ccccooiiiiiiis e s Il
INtrOAUCCION.......c.oiiiiiii e s 1

Capitulo I:

Isoclinas y Campos de Direcciones.............ccoccceevvecivieann, 2
ISOCHINGS... ..., 2
Representacion grafica de campo de direcciones.......... 4
Aplicacion de ISoclinas.............ccccoeriieiiii i 6
EJercicios PropuEstoS..........cccovee v e, 8

Capitulo II:

Meétodos de EUler.........ooooiiiiiiiiii s 9
Solucion Analitica..........cccovvevieicie e, 11
SOIUCION NUMEKICA.......cvvi v 12
EJercicios Propuestos............ccccoivvveiie i 14
CONCIUSIONES........ooviiiiiie s
RECOMENdACIONES. ..o
Bibliografia..............coccoiiiii i,






Plan de Trabajo
1. Tema: Isoclinas, Campos de Accion y Méetodo de Euler
2. Objetivos:

2.1 General: Evaluar la utilidad de los métodos de las
isoclinas y Euler para resolver ecuaciones diferenciales.

2.2 Especificos: Aplicar los métodos mencionados, para la
resolucion de ecuaciones diferenciales.

Perfeccionar el uso del calculo diferencial e integral.
3. Planteamiento del Problema:

La resoluciéon analitica de ecuaciones diferenciales por los
métodos mas usuales: variables separables, ecuaciones
homogéneas, ecuaciones exactas, ecuaciones lineales; puede
llegar a ser muy complicada. Por lo cual hay que buscar metodos
alternativos para poder resolverlas.

4. Posible Solucion al Problema;

El uso del método de las isoclinas (método grafico), y del método
de Euler (método analitico); son otros caminos por los cuales se
puede resolver ecuaciones diferenciales. La aplicacion correcta
de ellos, nos facilitara la deduccidn de una ecuacion diferencial.

5. Metodologia:
5.1 Tipo de Investigacion: Exploratoria
5.2 Métodos: Cientifico; Deductivo.

6. Calendarizacion:

6.1 Fecha de Entrega: 21 de febrero de 2013



Introduccion

Una ecuacion diferencial no necesita tener una solucién, y aun si la tiene, no siempre
podemos expresarla en forma explicita o implicita; en muchos casos tendremos que

contentarnos con una aproximacion.

Métodos Clasicos de Resolucion de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Variables Separadas
Las ecuaciones en variables separadas son las mas sencillas de integrar y, a la vez, las mas

importantes, ya que cualquier otro método de resolucién se basa esencialmente en
aplicar diversos trucos para llegar a una ecuacion en variables separadas.

Son de la forma g(x) = h(y)y’

Formalmente, se separa g(x) = h(y)dy/dx en g(x) dx = h(y) dy y se integra.

Ecuacién de la formay’ = f(ax + by).

El cambio de funcion y(x) por z(x) dado por z = ax + by la transforma en una de variables
separadas.

Homogéneas
Son de la forma y'=f(y/x)

Se hace el cambio de funcion y(x) por u(x) mediante y = ux, transformandose asi la E. D. en
una de variables separadas.

Ecuaciones Exactas
Sonlasdelaforma P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0,

es decir, y' =(dy/dx) = -P (x,y)/Q(Xx,y), que cumplen Py = Qx. Se busca una funcién
F(x,y) tal que dF = w = P dx+Q dy, y la soluciébn de laE. D.es F(x,y) =C

Ecuaciones Lineales
Sonde laforma y'+a(x)y = b(x).

La solucion general de la E. D. lineal es

y = exp (— /ﬂ[.l‘]ﬂr.j") [[b{.}'} exp ([r,r{.r} ri".r) dx +{'."}



ISOCLINAS Y CAMPOS DE DIRECCIONES

Resolver una ecuacién diferencial analiticamente puede ser dificil o casi imposible. Sin
embargo, existe una aproximacion grafica que se puede usar para aprender mucho acerca

de la solucion de una ecuacion diferencial.

Se trata de uno de los métodos para resolver varias clases de ecuaciones diferenciales de
manera grafica mediante la interpretacion geométrica de las ecuaciones diferenciales y
sus soluciones; para metodologia es Gtil analizar las ecuaciones de la forma:
Z—z =f(xy)

Cuya solucién es una funcion y = g(x) . Geométricamente, en la ecuacion se afirma que,
en cualquier punto (x, y) la pendiente (dy/dx) de la solucién en ese punto esta dada por
f(x,y). Esto puede indicarse si se traza un pequefio segmento rectilineo que pase por el
punto (x, y) con la pendiente f(x, y). La coleccién de todos esos segmentos rectilineos se
llama campo direccional de la ecuacion diferencial. EI campo direccional puede
observarse si se trazan pequefios segmentos rectilineos en algin conjunto representativo
de puntos en el plano xy. Se elige una rejilla rectangular de puntos. Una vez que se
obtiene un esquema del campo direccional, a menudo es posible ver de inmediato el
comportamiento cualitativo de las soluciones, o quiza observar regiones gque tienen algin

interés especial.

Isoclinas Si es necesario trazar manualmente el campo direccional de la ecuacion
diferencial y’ = f(x,y), es util observar que la pendiente y’ de la solucion tiene valor
constante en todos los puntos de la curva f(x,y) = c . Estas curvas se denominan curvas
isoclinas. Para ecuaciones relativamente simples es posible trazar el campo direccional
dibujando unas cuantas isoclinas y luego insertar los segmentos rectilineos tangentes a la
solucién en varios puntos de cada una.
Cuando se hace variar el parametro ¢, obtenemos un conjunto de isoclinas en los
elementos lineales se constituyen adecuadamente. La totalidad de esos elementos
lineales se llama de diversos modos: campo de direcciones, campo direccional, campo

pendiente o campo de elementos lineales de la ecuacion diferencial dx/dy = f(x,y), el



campo de direcciones recuerda las “lineas de flujo” de la familia de curvas de solucion de
la ecuacién diferencial de la cual obtenemos soluciones particulares como pueden ser los

puntos (0,1), (2,3) etc.
Ejemplos.

!

1. Paralaecuacion y' = —y —sen(x)

sin(x)+cos (x) +
2

Cuya solucion general es y = ce ™

El campo de direcciones se muestra en la figura

O I O A A A A

HHHHHHHHHH siguiente, junto con la gréafica de cuatro miembros de
HHQ”&J%{‘{‘\;\\:HHHH{ la familia de soluciones (que llamamos curvas
PRAMNONYL MR VANNN Y L VLY

PUusmdy bbb v isoclinas.) Se puede apreciar que tres de las curvas
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- Wy, B — R, ——

SO N convergen a una cuarta (onda verde en la pantalla).
sl TN sl ] ., .
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2. Enelcasode laecuacion y' = x — 4xy la solucion general es
1
y = 2 +ce”

Se ilustra el campo de direcciones y algunas curvas iséclinas: c =1y c = —-15
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En resumen, en la gréafica del campo de direcciones de una ecuacién diferencial se pueden

apreciar todas las soluciones de la ecuacion dada. Por el teorema de existencia y unicidad,

cada curva solucion se determina, ya sea dandole un valor a la constante ¢ o de forma

equivalente, estipulando un punto (x,, y,) del plano por donde pasa la solucion.

» Representacion grafica de campo de direcciones (campo direccional, campo

pendiente o campo de elementos lineales)
Seay’ = x — y paralos puntos (—1,1),(0,1) y (1,1)
SOLUCION

La pendiente de la curva en cualquier punto (x, y) es
F(x,y) = x —y.Asi
La pendiente enel punto (—1,1)esy’ = -1 -1 = -2;

La pendienteen (0,1)esy’' =0—-1= -1,
Lapendienteen (1,1)esy’' =1-1=0;

» ldentificar campos de pendientes para ecuaciones diferenciales

Dy'=x+y i)y =x i) y' =y
a) ¥ b) ¥ c) ¥
s i
LT S — 2 P prd 2 S
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Bt e s F Y - A P L
f——% - x S % f- X i f 1 I x
-2 - s 2 —2 hn - s 2 2w e e 2
Bohow o e s S [ R Y e S T T T
T L T Y Tt — oo on T
N, T S [ R } W e — LR T
SOLUCION

a) Enla figura “a)” se puede observar que la pendiente de cualquier punto a lo largo

del eje y es 0. La Unica ecuacion que satisface esta condicion es y' = x.

Asi, la grafica corresponde con ii).



b) En la figura “b)” se puede observar que la pendiente en el punto (1,—1) es 0. La
Unica ecuacion que satisface esta condiciones y’ = x + y.
Asi, la grafica corresponde con i) .

¢) Enlafigura “c)” se puede observar que la pendiente de algtn punto a lo largo del
eje x es 0. La Unica ecuacion que satisface esta condicionesy’ = y.
Asi, la grafica corresponde con iii).

» Mediante un campo de pendientes trazar una gréafica
Trazar un campo de pendientes para la ecuacion diferencial
y'=2x+y
Usar un campo de pendientes para representar graficamente la solucion que pasa por
el punto (1,1).
SOLUCION
Hacer una tabla que demuestre las pendientes en varios puntos. La tabla siguiente es un

pequefio ejemplo. Se deben calcular las pendientes de muchos puntos para el campo de

pendientes representativo.

y =2x+y -5 -3|-3|-1|-1| 1 1 3 3 5




A continuacion, dibujar segmentos de rectas en los puntos con sus respectivas como se

muestra en la figura.

Duespues de dibujar el campo de pendientes, se comienza en el punto inicial (1,1) y se

mueve a la derecha en direccion del segmento.

A continuacion, dibujar la curva solucion de (1,1)

Se puede notar que el campo de pendientes muestra que mientras x aumenta, y' lo hace

hasta el infinito.
APLICACION DE ISOCLINAS

1. Supdngase que se lanza una pelota de beisbol en linea recta hacia abajo desde un
helicéptero suspendido a una altitud de 3000 ft. Nos preguntamos si alguien abajo
pudiera cacharla. Para estimar la velocidad con la cual la bola llegara a tierra,
puede usarse un sistema de algebra en una computadora portatil para construir un

campo de isoclinas de la ecuacién diferencial

dv
—=32-0.16v

dat
El resultado se muestra en la figura junto con varias curvas solucion
correspondientes a diferentes valores de la velocidad inicial v(0) con las cuales se
podria lanzar la pelota hacia abajo. Nétese que todas estas curvas solucién tienden
asintdticamente a la linea horizontal v = 200. Esto implica que «como quiera que
sea lanzada» la bola de beisbol se acercaraala velocidad limitede v =

200[ft/s] en lugar de acelerar indefinidamente (como seria en ausencia de la



0O S O P S S resistencia del aire). Convirtiendo el resultado a
NON NN N N N N N N N NN
N NN N N N N N N N N NN . .
300 SIxS>>x>>a>>>>>1 millasporhora, 60 [mi/h] = 88[ft/s] resulta:
= 200 === S
0L 2772222222227 o 60[F] mi
Y arsy v =200 || x ~ 13636 |7 |
0 1 1 1 1 S 88 E h
0 5 10 15 20 25 s

Tal vez un “catcher” acostumbrado a bolas rapidas de 100 mi/h podria tener

alguna oportunidad de capturar esta pelota.

Ecuacion diferencial logistica se utiliza frecuentemente para modelar una
poblacion P(t) donde sus habitantes, en un medio ambiente determinado,
cuentan con una cuota limitada M. Esto significa que M es la poblacion méaxima
gue ese medio ambiente puede sostener a la larga (por ejemplo, en términos del

alimento maximo disponible).

P o kpm—p
77— kP( )

Si tomamos k = 0.0004 y M = 150, entonces la ecuacion logistica en toma la

forma.

dP
T 0.0004P(150 — P) = 0.06P — 0.0004P>

El término positivo 0.06P en el lado derecho de la ecuacion corresponde al crecimiento

natural a una tasa anual de 6% (con tiempo t medido en afios). El término negativo

—0.0004P? representa la inhibicion del crecimiento debido a una limitacién de los

recursos en ese medio ambiente.



300
250
200
=150
100

La figura muestra un campo de isoclinas para la ecuacion junto con varias curvas solucion
correspondientes a los diferentes valores posibles de la poblacién inicial P(0). Nétese que
todas estas curvas solucidon que aparecen tienen como asintota a la linea horizontal
P = 150. Esto implica que «para cualquier poblacion inicial» la poblacion P(t) se acercara
alapoblacion limit conforme P = 150 t — oo.

» NOTA Dibujar un campo de pendientes a mano es tedioso. En la préctica, los

campos de pendientes usualmente se dibujan mediante un método gréfico.
EJERCICIOS PROPUESTOS

En los problemas 1y 2 use el respectivo campo de direcciones generado por computadora
para trazar diversas curvas de solucién posibles de la ecuacion diferencial indicada.

1Ly =xy 2.y'’=1-xy

Y Y
||||n1+;r!||| !llll!JtlitlI
Ii'.k‘.’il'l'f!'fiil Feerrir Y AR R EE
VAN NANNR S L BEEEEEEEERER
T Y PRV Y AN B [ I I B B A | - % % vt
|\1x\xizz;;:; [ I I I I I T N A |
111\\\#/1;1;1 FEH =55V

X gl | 37

f:r;tx#xxxttl VA ANSS=F2 0 0000
lf!r:;ﬁ\\\\ti I T WL WL R S S N I A A |
[ B A A N N T IR S A A A A B B
[ R B I Y | L O T T O | [ L T T T Frr o
N A T LI T T I T T A B A A
I F m-2 | v %0 11 !!1\=\fllllll

En los problemas 3 al 5 trace u obtenga con computadora el campo de direcciones de la
ecuacion diferencial dada. Indique diversas curvas posibles de solucion.

3.y'=x 4.y'=x+y 5y =1-(y/x)



METODOS DE EULER

La idea del método de Euler es muy sencilla y esta basada en el significado geométrico de
la derivada de una funcién en un punto dado.

Supongamos que tuviéramos la curva solucion de la ecuacion diferencial y trazamos la
recta tangente a la curva en el punto dado por la condicion inicial.

Debido a que la recta tangente aproxima a la curva en valores cercanos al punto de
tangencia, podemos tomar el valor de la recta tangente en el punto “1 como una
aproximacion al valor deseado ¥'\%1).

Asi, calculemos la ecuacion de la recta tangente a la curva solucién de la ecuacion

diferencial dada en el punto (50,7 ]' sabemos que la ecuacién de la recta es:
y=mlx—xl+y

donde m es la pendiente. En este caso, sabemos que la pendiente de la recta tangente se
calcula con la derivada:

m=y' = S (%0 70)

[ 2

Por lo tanto, la ecuacion de la recta tangente es :



¥ =F(x ) dix — x ) + 0y

Ahora bien, suponemos que “1 es un punto cercano a &3 y por lo tanto estara dado

n=x-th

como . De esta forma, tenemos la siguiente aproximacion:

ylad=pix +hi= f':xus.}'u:":)?n/"'h_ﬁ}"'}'n
De aqui, tenemos nuestra férmula de aproximacion:
Vixg+h) s vtk Flx.0)

Esta aproximacion puede ser suficientemente buena, si el valor de h es realmente
pequefio, digamos de una décima 6 menos. Pero si el valor de h es més grande, entonces
podemos cometer mucho error al aplicar dicha formula. Una forma de reducir el error y

obtener de hecho un método iterativo, es dividir la distancia b= |x1_ x'3| en n partes
iguales (procurando que estas partes sean de longitud suficientemente pequefia) y

obtener entonces la aproximacién en n pasos, aplicando la formula anterior n veces de
|x1 - xn|

un paso a otro, con la nueva h igual a %

En una grafica, tenemos lo siguiente:

X, x,+h x,+2h T4
A |
Yo J Ja
[ sofucion

Ahora bien, sabemos que:

¥ = Yo H A (K, )

Para obtener “2 (nicamente hay que pensar que ahora el papel de (%, 0] lo toma el

punto (xl’yl], y por lo tanto, si substituimos los datos adecuadamente, obtendremos
que:

Yy = A (x. )
De aqui se ve claramente que la formula recursiva general, esta dada por:

.J’r;u+1 = .J’r:re +'ng(xx=-:l’rx)



Esta es la conocida formula de Euler que se usa para aproximar el valor de »(x)

aplicandola sucesivamente desde ** hasta * en pasos de longitud h.

Ejemplo 1
Dada la siguiente ecuacion diferencial con la condicién inicial:

y'=2xy
yiy=1

Aproximar Y13}

NOTA

Primero observamos que esta ecuacion si puede resolverse por métodos tradicionales de
ecuaciones diferenciales. Por ejemplo, podemos aplicar el método de separacion de
variables. Veamos las dos soluciones.

Solucién Analitica.

— =2Zxy
ax
d—"y = Zxalx
¥

.I-d—y = IExdx
F

]n|y|: x4

Sustituyendo la condicion inicial:

r=0—=y=1

hl=0%4c
O=¢

Por lo tanto, tenemos que la curva solucién real esta dada:

]11;1:':.7:2



Y por lo tanto, el valor real que se pide es:

y(0.5) = %9 =1.28403

Soluciéon Numérica

Aplicamos el método de Euler y para ello, observamos que la distancia entre *@ = 0

y
no es lo suficientemente pequenia. Si dividimos la distancia entre cinco

obtenemos un valor de %= 0.1y por lo tanto, obtendremos la aproximacion deseada en
cinco pasos.

De esta forma, tenemos los siguientes datos:

Xy = 0

Yo = 1

Fel = 01
Flxy) = Zxy

Sustituyendo estos datos en la formula de Euler, tenemos, en un primer paso:

{xl = x, t+ i = 01
no= Ry = 1+olzom] = 1

Aplicando nuevamente la formula de Euler, tenemos, en un segundo paso:
M

Y asf sucesivamente hasta obtener s . Resumimos los resultados en la siguiente tabla:

0.2
1+01z0 0] = 102

X +i
M+ . 00)

n X Yr
0 1

1 0.1 1

2 0.2 1.02

3 0.3 1.0608

4 0.4 1.12445
5 0.5 1.2144

Concluimos que el valor aproximado, usando el método de Euler es:

(0.5) 12144



Puesto que en este caso, conocemos el valor verdadero, podemos usarlo para calcular el
error relativo porcentual que se cometi6 al aplicar la formula de Euler. Tenemos que:

C[12gd02-1.2144
128402

#100%| = 5425

E'Il'

Ejemplo 2
Aplicar el método de Euler para aproximar y(1.3) , dada la ecuacion diferencial.

¥ o= x5+ 0.5
yih=2

Solucién

Nuevamente vemos que nos conviene dividir en pasos la aproximacion. Asi, elegimos
nuevamente # = 9.1 para obtener el resultado final en tres pasos. Por lo tanto,
aplicamos el método de Euler con los siguientes datos:

b =
Fo = 2
B = 0.1
Flx, ) = 2 +05y°
En un primer paso, tenemos que:
= 11

{xl = x, +h

o= oyt = 20 ros@?] - 23

Resumimos los resultados en la siguiente tabla:

n Xy hA
0 2
1 1.1 2.3
2 1.2 2.6855
3 1.3 3.1901

De lo cual, concluimos que la aproximacion buscada es:

$(1.3) = 3.1901



EJERCICIOS PROPUESTOS

Problemas
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}:’:_};24_}?2—], vio)y=0; v(2)="
1
}:" =3 E}!zi }{—2} =0; EI:Z) =7

Usted se lanza con un paracaidas desde el helicoptero del
gjemplo 3 v tira de la cuerda para abrirlo. Considere k =
1.6 en la ecuacion (3). de tal manera que su velocidad de
caida satisface el problema de valor inicial

v _ 16 0)=0
77 =32- Hv,  v(0) =0

Para mvestigar la probabilidad de sobrevivir, construya
un campo de 1soclinas para esta ecuacion diferencial v tra-
ce la curva solucion apropiada. ;Cual serd su velocidad
limite? ;Servird de algo colocar estratégicamente una
gran pila de paja? ;Cuanto le tomara alcanzar 95% de su
velocidad limite?

Suponga que la poblacién de venados P(f) en un pequeiio
bosque satisface la ecuacion logistica

dP )
—- = 0.0225P —0.0003P*.
[

Construya un campo de 1soclinas v una curva solucién
apropiada para dar respuesta a las siguientes preguntas: 51
hay 25 venados en el tiempo t = 0. v f es medido en me-
ses, ;cuanto tiempo le tomara duplicarse a esta poblacién?
. Cual sera la poblacion limate de venados?



Conclusiones

La aplicacion de isoclinas y campos de direccion nos dan una familia
de curvas y posibles soluciones.
Los métodos de Euler son técnicas graficas de solucion numérica de
Ecuaciones Diferenciales.

Recomendaciones
Manejar eficientemente las técnicas de derivacion e integracion
Poner atencidn en el significado de cada grafica y analisis de cada

punto o solucién que obtiene.
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