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Vyskum a Statistika v spolo€enskych vedach
(s humorom a laskou)
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Vyskum a $tatistika v spolo¢enskych vedach
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Uvod

Byt, ¢i nebyt? To je otazka!
Wiliam Shakespeare: Hamlet

Aké otazky si klada humanitné vedy? Aka je motivacia pomahajliiceho profesionéla
v tzv. poméhajucich profesiach ako socialna praca, oSetrovatel'stvo Ci verejné zdravotnictvo,
psychologia alebo pedagogika? Ma zmysel, aby si kladli nejaké otdzky, alebo sa maja
venovat’ terénu a tam robit, o sa da? Traduje sa, Ze veriace zidovské matky sa nepytaja
synov, ktori sa vratili zo Skoly, jeSivy, ¢i vedeli odpovedat’, ale ¢i vedeli polozit’ otazku.

Ked’ odhliadneme od okrajovych javov, viacSina Studentov a socidlnych pracovnikov
sa rozhodla pomahat’ 'udom. Socidlna praca je zistého pohladu zastreSenim ciastkovych
snah mnohych inych disciplin, napr. sociologie, klasickej i evolu¢nej psychologie, socidlnej
antropologie, ale aj pravnych vied, ekondémie, verejného zdravotnictva a mnohych inych
odvetvi. Ale konkrétna praca s konkrétnymi l'ud’'mi v konkrétnej situdcii jej vzdy zabezpecuje,
ze sa neodtrhne od reality, od praxe. ViacSina poméhajicich profesiondlov alebo inych
absolventov humanitnych vied bude vzdy vykonavat’ mravciu terénnu pracu s individudlnymi
klientmi alebo v skupine v zabehnutych kol'ajach a verime, Ze su skvelymi interpretmi.
V hudbe si ich vel'mi vézime. Niektori vSak dostali do daru ista tvorivost a predovSetkym
zvedavost’ v tom najlepSom slova zmysle, ako silny naboj I'udského dovtipu. Ak napriklad
socialny pracovnik zisti pri praci v nejakej komunite, ze v Siestich z desiatich moznych
pripadov dochadza k domécemu nasiliu a pritom v skupine, s ktorou pracoval nedavno to boli
len tri pripady z desiatich a dokonca mé vo svojej praxi aj taku societu, kde to bol len jeden
jediny pripad, zacne rozmyslat, ako ascim to suvisi. S velkou pravdepodobnostou si
neuvedomi, ze prave urobil jednu vel'mi ddlezitu Cinnost’, ktorou sa zaoberd matematika:
porovnanie velkosti nejakej charakteristiky. Najst’ suvislost’, priCom tusi, Ze asi existuje,
amoct’ pretransformovat’ uvedenu vlastnost’ prvej skupiny na tretiu, by bol vel'mi dobry
a uzito¢ny vysledok. Podobné otazky, mnohé kontroverzné, sa moézu objavit pri praci na
roznych zévislostiach, suteCencami, s nezamestnanymi, seniormi atd. Aktudlna je napr.
problematika stability rodiny, €o si pod tym vlastne predstavujeme, ale aj problematika
pedofilie, legalizacie ¢i nelegalizacie drog a mnoho inych oblasti, kde je mozné hl'adat’ a ndjst’
Casto netrividlne a intuitivne neoCakdvané suvislosti a zéavislosti. Da sa urobit’ nejaké

zovseobecnenie a preniest’ pomoc jednotlivcovi na vacsiu skupinu?
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V predchédzajicom odseku sme vyslovili jedno hrozné slovo — matematika.
Predpokladame, ze vicsSina citatelov ma k nej bezny vztah, ziskany pdsobenim nasho
Skolstva, na ktoré sme z nejakého doévodu hrdi, teda, Ze sa po desiatkach rokov od skoncenia
akejkol'vek povinnej skolskej dochadzky budia spoteni z hrozného sna, v ktorom musia riesit’
akusi matematick ulohu, a cely dent potom maji uzkost okolo zaludka. Takze zo vSetkej
krésy, ktort by im mohlo ponuknut’ logické myslenie im zostala neurdéza a ked’ze sa s tym
musia nejako vysporiadat’, tak ztoho urobia zasluhu: byt zadobre s matematikou je nieco
nepatricné, v slusnej spolo¢nosti cudacke. Urcite ich potesi bonmot, ktory sme davnejsSie nasli

na jednej matfyzackej webovej stranke:

Dovodom, preco si kazda vdcsia univerzita udrZuje matematicky ustav je fakt, Ze to pride

lacnejsie, ako vsetkych tych ludi hospitalizovat.

Dalia velka skupina Pudi su ti, ktori sa rozhodli postavit ¢elom k uloham, ktoré
prindsa sam zivot, ¢i chceme alebo nie. Ich najvdcSou zatazkavacou skuskou je, ked ich
ratolest’ zaCne navstevovat’ zakladnu Skolu a uz na prvom stupni prinesie domov zakerna
slovnu domacu tlohu o tom, ako zistit' z ur€itych zadanych podmienok vek starého otca. Po
prebdenom velmi tazkom vikende, ked’ to dcérka vzdala hned’ na zaciatku, Ze je tam zlé
zadanie, aby mohla ist von, mamicka, doktorka filozofie pride k zaveru, ze tloha nema
rieSenie. Otec, racionalnejsi typ, lekar, dosiahne vysledok: vek starého otca je -1 (slovom
minus jeden) rokov. Sluzi im ku cti, ze vysledok nepovazuju s vel'kou pravdepodobnost'ou za
uplne spravny a zavolaju nieckomu, o ktorom vedia, ze by to mohol vyriesit’ a ked’ sa za tridsat’
sekund dozvedia spravne rieSenie, teda ani neminuli prili§ vel'a peniazi na spojenie, utvrdi ich

to v tom, ¢o uz davno tusili, Ze ten na druhom konci rozhovoru musi byt’ jednoducho génius.

To, samozrejme, nie je pravda. Ale o tom, ako pracuje matematik, si povieme neskor.
Absolvent humanitnych vied sa niekedy musi orientovat’ vo vel'mi neprehl'adnych vzt'ahoch
ajavoch socialneho systému. S istym laskavym prehananim mozno povedat, Ze to ma
omnoho tazsie, ako napr. niektori prirodovedci, ktori si mézu s atomom robit’” ¢o chcu,
dokonca ho aj rozbit aon neodvrdva, nemusia chranit’ jeho osobné¢ udaje, neuteka
v nevhodnej chvili, neklame, nemanipuluje a ani inak nespdsobuje problémy. Ked chce
niekto pozorovat’ galaxiu, napr. Mliecnu drdhu, mé na to dostatok ¢asu, ved sa oto¢i okolo
svojej osi raz asi za 250 milionov rokov. Je to podobné, ako ked’ sa vojaka Svejka na

zandarskej stanici v Putimi, kde ho odchytili pri jeho ceste do Bud¢&jovic, pytali, ¢i je l'ahké
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fotografovat’ zelezniéné nadrazie. Odpoved’ bola, ze ano, pretoze sa nehybe. Nech nam je
istym prvym varovanim na nasej ceste, ze bol z toho vyvodeny nespravny zaver, Ze je ruskym

Spidnom.

Na naSej spolocnej ceste sa budeme snazit’ vidiet’ alebo aspon citit,, Ze javy okolo nas
by mohli mat’ svoju zadkonitost’, poriadok, rad, ze BoZi svet nie je uplny chaos. Nebude to
lahké, ale moze nam to dat’ poteSenie niektoré zakonitosti a poriadok stvorenia odhalovat’.
A to vSetko moze byt pre socidlneho pracovnika a hlavne pre l'udi, ktorym sa snazi pomoct,
vel'mi uzito¢né. Pevne verim, ze na konci dospeje Statisticky vyznamnd cast' Citatel'ov
k prekvapujucej pravde, Ze matematika a jej dcéra s mimoriadne zlou povestou — Statistika —

nie su tu preto, aby ndm zivot komplikovali, ale prave naopak, jeho zlozZitost’ zjednodusovali.

Vybrali sme sa cestou pontknut’ Studentom a pracovnikom humanitnych vied vhodny
pracovny nastroj pre prax. Pretoze svet je, ako hovoria fyzici, pravdepodobnostny, a my
nemame dovod im neverit. Teda nepisat’ odbornt publikiciu pre odbornikov, ktort aj tak
nikto necita, pretoze odbornici Citaji len svoje vytvory, ale sustredit’ sa na aplikécie
a zrozumitel'nost’ pri predpokladanej matematickej zrucnosti Citatelov. Aby sme sa dostali na
spolocnu pojmova bazu, budu zaciatky Casto az trividlne. PrednaSajuci a autori publikécii,
ktori popiSu mnoho tabul’ a strdn nezrozumiteI'nymi znakmi a rovnicami dosiahnu akurat to,

ze s istou pravdepodobnost’'ou sa da povedat’, ze st v matematickej Statistike lepsi. Ni¢ viac!

Aby sme preplévali medzi smrtel'nymi obludami Scyllou a Charybdou, pustili sme sa
na jednej strane do velkého aneodpustitelného zjednodusenia matematickych zakladov
Statistiky, ktoré by mnohym matematicky vzdelanym odbornikom prinieslo stav hlboke;
frustracie. Rozne vztahy a tvrdenia budu naozaj len pracovnym ndvodom bez potrebného
logického dokazu a mnohokrat aj bez preciznosti a jasnosti, ¢im citatelov ochudobiiujeme
o krasu ich hibky, ale keby po nej tuzili, zvolili by si asi iné $tadium. Sme presvedéeni, e
ked’ si niekto chce vecer doma zapnut’ svetlo, nepotrebuje predtym vyriesit Maxwellove
rovnice elektromagnetizmu v integralnej forme, ani prestudovat’ dopady HiroSimy, Nagasaki
a Cernobyl’u na vietky urovne biologickych funkcii ¢loveka pred navitevou zubného rtg &i
byt konstruktérom, dizajnérom a dopravnym inzinierom, ked’ si chce sadnut’ za volant svojho

auta, ale vstupuje do prirodzenej spoluprace s prislusSnymi odbornikmi.

Na druhej strane popularizacia nie je populizmus. Chciet’ robit’ sdm bez spoluprace

a bez Statistiky nejaky kvantitativny alebo integrovany vyskum v socialnej praci s dopadom
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na terén, ale mozno aj na legislativu ¢i na potrebné financovanie nevyhnutnych projektov, je
asi to isté, ako chciet’ zahrat’ uplne sém Mahlerovu alebo Beethovenovu 9. symfoniu bez not

a bez nastrojov a mozno aj bez rik, ndh a usi.

Dufame, Ze sa nam tento kompromis podari a Ze na jeho konci bude neochota pouzit
Statistické metody limitované nie nedostatkom potrebného vzdelania, ale len intelektudlnou
lenivostou. Jedna rada na zaver tvodu: Nepondhlajte sa! Nikto mudry z neba nespadol, chce
to urcite istd intelektudlnu ndmahu a ¢as, ale sI'ubujeme vam, ze ak vydrzite, Statistika sa vdm

odvd’adi.

Bratislava 1. janudra 2023
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Javémverim, Ze Htatistika je
krésna. Ale preo potom

vidy lietajt facky?
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I. Utek spod Babylonskej veZe alebo hPadanie
spolo¢ného jazyka

Dolezitejsie ako fakty je, ako ich pomenujes.
Jeden z Murphyho zdkonov

Mozno si pamitate na drobna hereckll etudu Zdénka Svéraka vo filme Kolja, ked’ si
obraskom prikryl ava ruku a svoju partnerku (hrala ju Libuse Safrankova) poziadal, aby
povedala ¢islo od jedna do pét.

,» 111, - znela zaroven odpoved’ i otazka.

Nasledovala zamerne natahovand dlha chvila napinavého ststredenia a o¢akavania, zakoncena
trochu previnilym a trochu rozpacitym Svérakovym usmevom, ked’ spoza obruska ukazal tri
prsty.

Tato rozko$nd infantilita nés priviedla k jednému zo zékladnych pojmov elementarnej
matematiky, k ¢islu. Jeho objav bol obrovskym skokom v mysleni a poznavani sveta. Ked’ sa
praclovek vratil do jaskyne, Zivotne ddlezitou informaciou pre celu tlupu bolo, kolko ulovil
mamutov. Nosit’ ukdzat’ ulovené kusy cez uzky vchod do jaskyne a potom spét’ na spracovanie
bolo trochu nepohodlné, preto dlho a zddumcivo sedaval pri osamelom ohni a mechanicky
rypal pazurikom do palice, az mu jedna iskierka osvetlila rieSenie: Na palici alebo na kosti
nejakého zvierata videl tol’ko vrypov, kol’ko prave v ten dent ulovil mamutov. S udivom zdvihol
ruku a roztiahol presne tol’ko prstov. Neviem, ¢i sa prave vtedy zrodila matematika, ale
paleontologovia a historici predpokladaju, Ze tento objav sa uskuto¢nil v priebehu geologicky
kratkej doby niekolkych tisicro¢i na viacerych miestach nasej planéty. ZaujimavejsSie je
Stiepenie naslednej evolucie. Predstavitel’ jednej odnoze, pre zjednodusenie ich budem mozno
nepresne volat' neandertalci, pochopil vyznam nového poznania vlastnym sposobom.
Presvedcil ostatnych, ze bude najlepsie, ked’ on bude robit’ evidenciu ulovenych mamutov a ich
spravodlivé delenie, teda vlastne vsetko riadit, ¢im mu, samozrejme, uz nezostane ¢as na
samotny lov, ale zato, ked” vSetko pdjde tak, ako to naplanuje a vSetci sa budu viac snazit,
slubuje svetll budicnost’ s omnoho va¢sim mnozstvom ulovkov a v§eobecnym blahobytom.
Staci, ked si ho zvolia za vodcu tlupy. Z nejakého zahadného, historikmi doteraz
neobjasnené¢ho dovodu vacSina znich vSak do dne$nej doby nevyhynula. Druhd skupina

vypozorovala, Ze v niektorych obdobiach mohli zaznamenat’ viac vrypov o tlovkoch a v inych,
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ked’ vSak tiez potrebovali jest, ani jeden a Ze sa to viac-menej pravidelne opakovalo. Preto si
v Case dobrého lovu robili zasoby. A prezili tiez.

Tazko usudit, &i sa v tomto momente zrodili zaklady vedy, ale aj ked’ to mnohi tvrdia,
veda urcite nezacala az Galileom Galileim. Skor by sme mohli jej zaciatok posunut’ do Antiky.
Ved’ ¢o by sme si pocali bez starych Grékov! Predstavujeme si Eratosthéna z Kyrénie (276-194
pred Kr.), ako meria rychlost pohybu karavany tiav, aby pomocou tejto znalosti dospel
k vypoctu obvodu a polomeru zemegule, pretoze uz v 3. storo¢i pred Kristom bol na zdklade

pozorovani presvedceny o jej tvare [1], [2]. Pokusme
sa skoro po dvoch a pol tisicro¢iach chvilu putovat’
sjeho karavanou medzi starovekou Alexandriou
a odzou Syene, leziacou juzne od nej na obratniku
Raka. Eratosthénes zo svojich ciest vedel, Ze na
pravé poludnie pocas letného slnovratu dopada
slnecné svetlo v oaze Syene priamo na dno hlbokej
studne, teda Slnko musi byt priamo nad fiou. V tom

istom case zmeral dlzku tiena pekne rovno sa

—

ty¢iaceho  najstihlejSiecho  ztroch  obeliskov
v Alexandrii azistil, ze prijeho vySke 80,5
starovekych attickych stop je dizka tiefia 10,17 stopy.
[11]

—
—
—
— —

Obr.I.1. Tlustra¢ny obrazok, Daniel Péter

Pozrime sa na obr. I.1: Trojuholnik so stranami obelisk, slne¢ny Iu¢ a tieii obelisku mézeme
s istym prijatelnym zjednodusenim povazovat za pravouhly. Ked’ vydelime dizku tiefa vyskou
obelisku, dostaneme veli¢inu, ktort ndm na zakladnej Skole nazvali tangens uhla (tg alebo tgn)
dopadu slne¢nych lucov v Alexandrii, oznaéme ho .. Ked’ pouZzijeme kalkulacku, dostaneme
tg a = 10,17/80,5 a pre samotny uhol a= 7,20°, teda 7°12".

Pocas putovania karavany mame dost’ Casu. Prisadnime si k odpocivajiicim ptatnikom
do tienia paliem pocas siesty. Bokom od ostatnych sedi drobny mlady muz s hustou kuceravou
bradou, ale aj s pleSinou neprimeranou jeho veku, okolo ktorého sa vznasa ako keby jemny opar
myslienok. ESte nevie, Ze o nejakych 11 rokov sa stane riaditelom Alexandrijskej kniznice,

vychyrenej vedeckej ustanovizne s nesmiernym pokladom pisomnosti vtedajSieho sveta.

10
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,Budte pozdraveny premudry Eratosthénes z prekrasnej Kyrénie, nech vas ochranuji
olympski bohovia, hlavne matka vSetkej mudrosti Glaukopis Aténa!* — prihovarame sa
kvetnato podla dobového zvyku osamelému ucencovi. Vzhliadne od svojich papyrusov,
nepritomne odveti:

,,Tak, tak...
Nebola to odpoved’ hodna potomka Homéra, tak to trpezlivo skuSame znovu:
,,UZ dlhSie vas pozorujeme a chceme sa spytat’...*
,.Spehujete ma?!* — vybuchol podrazdene, az mu ohryzok v krku behé prudko hore-dolu.

,,Ak pracujete pre toho hlupaka Euklida, tak zmiznite a nech vase kosti vyblednu v piesku

puste. Odkazte tomu ozembuchovi, ktory sa ani poriadne nevedel matematiku naucit’, ze s nim

'66

spolupracovat’ nebudem ani keby sa Orion teraz v lete na oblohe zjavil
Zaciname mat’ pocit, Ze sa konverzacia nevyvija Gplne podl'a nasich priani.
,Nie, to je omyl, s panom Euklidom nemame ni¢ spolo¢ného, sme len jeho obdivovatelia...*

»Somar obdivuje somdara!“ — vybuchol znovu, ale v poludiajsej hora¢ave musel nabrat’

dych, tak sme to vyuzili:
,» ... ale vas a hlavne vasu pracu obdivujeme omnoho viac.*

Podozrievavo na nas pozrel, ako to myslime. Musime uznat’, ze v logike je naozaj dobre

podkuty.

,»A 0 akll moju pracu mate zaujem?* — dodal po chvili s rafinovanym Gsmevom a pozrel

priamo na nas, aby videl nase rozpaky, ako nés nachytal.

,»Videli sme vas pri alexandrijskom obelisku ako aj pri studni v Syene a myslime si, Ze sa

pokusate odmerat’ obvod zemegule, len nevieme, ako chcete pokracovat’.*

Niekedy je premena pocas rozhovoru taka hlboka, ze vas to samotnych prekvapi. Najprv
mu ot'aZela brada a s otvorenymi ustami a rozSirenymi o¢ami dlho a bez pohnutia hl'adel na

nas, ako keby sa pred nim zjavila hlava Meduzy.

,»Vy naozaj verite, ze Zem je gul'ata?*

11
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,IN0000..., my to vieme.*

,»Tak to asi naozaj nebudete péatolizaci toho nedouka Euklida,” — viditeI'ne sa pozbieral

z prvého Soku.

,2Mame tu niekol’ko predpokladov,* — pokracoval Zivo a zacal kreslit’ palicou do piesku —
,predovsetkym si musime mysliet, Ze boh Apolén vo svojom zlatom kociari sa po nebeske;j
klenbe prehana este o nie¢o vyssie ako je najvyssi vrch Olymp. Teda jeho luce dopadajuce na
Zem st vietky rovnobezné. Ak je Zem gul'a a predizime studiiu v Seyne az do jej stredu, stretne
sa tu s predlZzenim alexandrijského obelisku. A v den letného slnovratu tieto dve priamky
zvieraju ten isty uhol, pod akym dopadaju Héliové luce na vrchol obelisku v Alexandrii.

Rozumiete?*
,,Hm, myslim, Ze ano, pouzili ste druhy a piaty Euklidov postulat...

,Nespominajte mi ti Skriekajicu opicu!* — zaskriekal tak divoko, Ze spiace tavy zodvihli

hlavy, zacali hlasno frkat’ okolo seba a vydavat hikavé zvuky. Pravdepodobne chcel ukazat, ze

laska medzi vedcami aufencami ma od
l l i nepamiti dost’ vel’kl variabilitu.
N
| N

o

/4
74

/

Obr.1.2: Pokus o rekonstrukciu Eratosthénovych na¢rtkov. © Daniel Péter

12
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,»V Kyrénii kazdé malé dieta vie, Ze dve roznobezky v rovine sa pretnu, ze ked’ priamku
pretnu dve rovnobezky, tak s flou zvieraju rovnaké uhly! Aj stard Zenska na trhu vam prezradi,

"‘

ze vrcholové uhly st zhodné, na to nepotrebuje Zdklady!* — vyskocil na kratke krivé nohy
a v ritudlnom tanci dlhou putnickou palicou kreslil do piesku krivky a rovné ¢iary, ktoré sa
bohuzial’ do sti€asnosti nezachovali, ale viac-menej ich obsah mozno pochopit’ z obrazku 1.2.
Palica lieta hore-dolu nad nasimi hlavami, tak v strachu rychlo prikyvujeme.
,Vidim, Ze to chapete, preto nechcem nosit’ sovy do Atén. Uhol, ktory som zmeral
v Alexandrii je presne 1/50 celého uhla. A je to ten isty uhol v strede Zeme, ktory vytina na
obvodovej kruznici vzdialenost’ Alexandrie a Syeny. Tieto lenivé tavy mi pomdahaja pri 40-

dilovej puti ju zmerat. Za prvych desat dni som zaznamenal, ze sme presli kazdy den

nasledovné useky, — rychlo ukazal na papyrus s tabulkou I.1:

Tabul’ka I.1. Eratosthénove zaznamy putovania tavej karavany

,,Ale este si to idem overit'...,” — zohyba sa a v hlbokom zamysleni zbiera rozhddzané papyrusy.
Uz ho nezaujimame.

Nam, Statisticky intuitivne naladenym, to vSak Uplne staci. S grandidznou l'ahkost'ou
zistime, ze karavéna tiav sa s vel’kou pravdepodobnost’ou pohybuje priemernou rychlostou 125
Stadii za den, teda za 40 dni urobi 5000 olympijskych stadii. To je teda vzdialenost’ Alexandrie
a Syeny. Takze ked’ to vynasobime 50, dostaneme obvod Zeme 250 000 stadii. Opust'me teraz
karavanu, nam sta¢i odskoGit’ si do starovekej Olympie a zmerat’ dizku pretekarskeho $tadiona.
Nas presny laserovy dial’komer ukazuje 176,40 metra. Jednoduchym nésobenim dostavame pre
vzdialenost’ Alexandrie a Syeny 882 km, ¢o v nas nevyvolava ziadne emocie. Ale ked’ to
vynasobime este 50, dostavame pre obvod Zeme hodnotu 44 100 km, ¢o sa od skuto¢nosti 1isi

len o nejakych 10%, a to je skvely vykon! Sme len na zaciatku, ale uz len vlastnym umom,
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pomocou tuzky, papiera a niekol’ko malo vstupnych udajov dokazete zistit’ obvod a teda aj
polomer nasej materskej planéty Zeme! A verim, Ze dokazete eSte omnoho viac. Pre hlbsie
pochopenie je namieste, aby si kazdy, pri pouziti vSetkych moznych vydobytkov sti¢asnej vedy
a techniky s vynimkou nahliadnutia do astronomickych tabuliek a encyklopédii, navrhol
a uskutoc¢nil dva nezavislé pokusy, pomocou ktorych by zmeral obvod a polomer nasej planéty
a porovnal ich s Eratosthénovym (a nasim) vysledkom.

Vratme sa k ¢islam. Najjednoduchsie st prirodzené Cisla, teda celé ¢isla od nuly do

nekonec¢na. Spocitat’ ich by trvalo trochu pridlho, tak ich mnozinu oznacujeme

N=1{0,1,2, ..., 0} [L.1.]

Ak nejaké ¢islo x patri do mnoziny prirodzenych ¢isel, tak to zapiSeme x € N.  Roz8irenim

tejto mnoziny o zaporné celé Cisla dostaneme mnozinu celych ¢isel Z:

Z = {-00, ., -2,-1, 0,1,2, ..., 00} [1.2.]

Mnozina vSetkych zlomkov a/b, teda pomerov I'ubovolnych ¢isel aaj b € N, sa nazyva
mnozina raciondlnych ¢isel Q.

Okrem nich existuju aj iracionalne cCisla, ktoré sa nedaju vyjadrit’ v tvare zlomku, napr.
odmocnina z 2, Ludolfovo ¢islo m, ktoré udava pomer obvodu a priemeru kruznice a jeho
hodnota je priblizne

n=3,14159 [L.3.]
alebo Eulerovo ¢islo e

e=2,71828 [I.4.]

Znak = budeme pouzivat’ vo vyzname priblizne, priblizny ale dostato¢ny zaokrithleny odhad
presnej hodnoty. Cisla racionélne a iracionalne spolu tvoria mnozinu realnych &isel R. Z inych
¢isel, ktoré uz nebudeme potrebovat, uved'me este zabavné cislo i, s vlastnost'ou, ze ked’ ho

vynasobime samym sebou, dostaneme -1, a voldme ho imaginarna jednotka.

Plati teda:
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(Nebojte sa, v tejto suvislosti ho budem pouzivat’ len vynimocne. Nemusite si to pamétat’,

vzdy na to upozornim.)

S ¢islami mézeme kadeco robit’, vSelijako nimi manipulovat’, ale napodiv ma to svoju
logiku. Hovorime, ze existuji medzi ¢islami matematické operacie. Najjednoduchsia operacia
je operacia porovnania velkosti, napr. ¢islo a je vicsie ako Cislo b, alebo Ny je menSie nanajvys

rovné N, resp. tri poloviny su mensie ako osem Stvrtin, potom piseme:

3 8
a >b alebo No <N resp. 2 < 3 [L5.]

V matematike ¢asto vysledky alebo nejaké tvrdenia vyjadrujeme vo forme intervalu. Caka to

aj nas, preto si vyjadrenia intervalov a ¢o to znamena zhrnieme v tab. 1.2:

Tabulka I.2. Vyjadrenie intervalov.

Niekol’ko poznamok k tabul’ke 1.2: Cisla a a b sa nazyvaji hranice intervalu. Ak je hranicou
intervalu -oo alebo +oo, je to na strane ich vyskytu vzdy otvoreny interval. Analogicky sa
vyjadria intervaly s opaénym smerovanim nerovnosti, len pozor na to, ¢o je l'avou a pravou
hranicou intervalu. Asi to chce nejaké konkrétne priklady. Niektoré mladSie humanitné vedné
discipliny, ako napr. socidlna préaca, urobila velky pokrok, ked’ zistila to, ¢o sa doteraz
nepodarilo ani sociologii, ani psychologii, Ze jednotlivci akejkol'vek vzdelanostnej urovne
vynikajlico rozumeju aj najzlozitejSim matematickym operacidm, pokial sa tykaji ich osobnych
financii. Preto obCas uvedieme praktické vysvetlenia z tejto oblasti.

Pr.I.1. Ak vas$ osobny prijem v eurdch ozna¢ime pismenom u a vydaj pismenom v, s velkou
pravdepodobnost'ou plati nerovnica

u<y
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Ak s udivom zistite, Ze to isté plati aj pre Statny rozpocet, mozete urobit’ zaver, ze sa spravate
rovnako ako ekonomicky vyspely moderny Stat, o moze byt v niektorych pripadoch isté
uspokojenie. Pokial’ zistite, Ze obsah vaSej pefiazenky alebo uc¢tu sa pohybuje sprava dolava
v intervale (0; u) len prvy tyzden po mesacnej vyplate, je uz tazsie hl'adat’ nejaké upokojujice
analogie.

Ak napr. socidlny pracovnik, riesiaci problematiku seniorov, zisti, Ze interval, v ktorom
sa pohybuju starobné déchodky je (200 €; 1600 €), ale priemerny starobny dochodok u nés je
len nieCo cez 300 € miesto intuitivne predpokladanych 900 €, tak na objasnenie tejto
nezrovnalosti bude potrebovat’ trochu hlbsiu Statisticku analyzu, ktort sa nau¢ime neskor.

Zndmou matematickou operaciou je s¢itanie. D4 sa robit’ vo vSetkych ciselnych
mnozinach bez véac¢sich problémov, ktorymi by sme sa museli zaoberat. Budeme sa stretavat’
s rdznymi postupnostami Cisel a ich suctami, nazyvanymi aj (aritmetické) ¢iselné rady:
Postupnost’: ai, az, ..., an ma n ¢lenov (napr. vek respondentov pri prieskume, prijem, Cas
venovany Sportovym aktivitdm a pod.), kde index n urcuje poradie ¢lena v postupnosti. Znak %
(sigma, vel'ké pismeno gréckej abecedy) sa v matematike pouZziva vo vyzname ,,suma®, teda
sucet vSetkych ¢lenov postupnosti s indexmi od dolnej hranice po hornt. Jej sucet znacime

potom nasledovne:

n

Zakz Ay T Qy T T Ay, [I.6.]

k=1

pricom indexy k a n st celé nezaporné Cisla (pouzivaji sa aj iné pismena napr. i,j,k atd’,)
Clenovia postupnosti moézu byt vo vSeobecnosti redlne Cisla. V Gspornej matematickej
symbolike, na ktorua si za¢iname zvykat’ je to:

k,n € N, a, € R.

Pr.1.2: Pocet zachytenych ilegalnych ute¢encov po prekroceni vychodnej hranice republiky za

poslednych desat’ dni je v tabulke:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

an 3 0 5 1 1 3 3 3 1 0

Na zistenie, kol’ko os6b pribudlo v azylantskom tébore, kam boli vSetci presunuti, urobime

sucet tejto Ciselnej rady v zmysle vztahu [1.6.] a dostaneme vysledok:

10
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Matematici sa niekedy radi mudro vyjadruju. Napriklad opa¢nt operaciu k s¢itaniu, teda

odcitanie, nazyvaju, ze je to k s¢itaniu inverzna operacia.

Pr.1.3. Vratme sa k prikladu I.1, kde sme zistili, Ze vasa osobna mikroekonomika je dostatocne
popisana nerovnicou u < v, kde u je vas prijem a v vasSe vydavky zaokrihlené na celé Cisla.
Pohlad do vasej penazenky vam neodhali v plnej krase stav vasich osobnych financii, pretoze
jej obsah sa da vyjadrit’ len nezdpornymi ¢islami, teda po zaokruhleni na eura len v mnozine N.
Rozdiel u — v vam poskytne vypis z vasho bankového uctu. Pokial’ mdzete ist’ bez obmedzenia
do debetu, tak bude pracovat v mnozine Z a vy dostanete omnoho pravdivejSiu a o dost’
smutnejSiu informaciu. Teda na uskutoCnenie operdcie odc¢itania v kazdom pripade

potrebujeme mnozinu vsetkych celych ¢isel Z. V mnozine Q a R je to taktiez bez problémov.

Pr. 1.4. Jaskynny Clovek je po dobrom love spokojny, kazdy z piatich lovcov kmena ulovil
rovnaky pocet 3 mamutov. V dobrej ndlade a trochu pod vplyvom kvaseného napoja, ktory mu
zeny priniesli, vyrezdva do kosti postupne 15 zdrezov, ¢o mu zaberie celll noc. Nadranom
prenikol do jaskyne prvy slne¢ny 1a¢ a nasho lovca zaujali rozhadzané kamienky pri ohnisku.
Postupne ich zacal ukladat’ pod seba. Tri pre prvého lovca, dalSie tri pre druhého atd’, az mu

vznikol asi takyto obrazec:

Jasnozrivo si uvedomil, Ze mu staci zobrat’ 5 krat po 3 mamuty, aby sa jedinou operéaciou dostal
k tomu istému vysledku ako pomocou 14 operécii s¢itania:
1+1+1+1+1+1+ 1+ 1+ 1+H1+H1+1+H1+1+1 = 5x 3

Toto je jeden maly dokaz tvrdenia, Ze matematika sa snazi zivot zjednodusit, zlahdit.
Spomenime si prosim na to aj pri trochu tazsich problémoch a vyrazoch. Ich zlozitost’ je
zrkadlom zlozZitosti sveta, nie zlomyselnost'ou matematiky.

Dostali sme sa k dalSej zaujimavej operacii, k ndsobeniu. Vysledok ¢ nasobenia
Cinitel'ov a a b zapisujeme:

c=axb,alebo a. b, alebo jednoducho ab [L.7.]
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Operacia ndsobenia sa da bez pre nas dolezitych obmedzeni uskuto¢nit’ v kazdej spomenutej
¢iselnej mnozine. Niekedy potrebujeme aj sucin nenulovych ¢lenov ¢iselnej postupnosti, ktory

znac¢ime pomocou vel'kého pismena gréckej abecedy pi I1:

Hak = Qq.Q5. 0 Ay [I.8.]

k=1

Pr. L.5. Zoberme tabul’ku z prikladu [.2. a usporiadajme a, podl'a velkosti (usporiadany Ciselny

rad):
N 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
a, 0 0 1 1 1 3 3 3 3 5

Nasobenim nulou dostdvame vzdy nulu, ¢ize ako keby sme zmazali vSetky informécie o ¢iselnej

postupnosti, preto sic¢in mdézeme robit’ az od tretieho ¢lena. Vysledok je:

10

1—[ a, = 405

n=3

Zvlastne miesto v operdcii su¢inu ma sucin prvych n clenov postupnosti kladnych

celych ¢isel, nazvany n faktorial so symbolom n!:

n! = n.(n-1).(n-2). ... .3.2.1 [1.9.]
Pr.1.6.
31=32.1=6
41=432.1=24
10! = 3628800

Vidime Ze operécia si¢inu, nazvana faktorial, dava so zvySovanim n rychlo rastice hodnoty.
Inverzné operacia k nasobeniu je delenie. Da sa bez velkych problémov uskuto¢nit’ az

v mnozine racionalnych ¢isel Q a v mnozine redlnych ¢isel R. PiSeme

Il
]

: b [1.10.]

TR

kde vo vSeobecnosti mézu a,b,c € R. Nulou nikdy nedelime, teda b # 0.
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Pokial’ je ¢ € Q, hovorime o zlomkoch, potom a je ¢itatel' zlomku, b menovatel' a medzi nimi
je zlomkova c¢iara. Maju svoju aritmetiku, teda trochu naro¢nejsie pravidla pocitania s nimi,
napriklad dva zlomky mozno scitat’ resp. od¢itat’, ked’ maja spolo¢ného menovatel'a. Napr.
Pr.I.7. Vas mesacny prijem je 375 €. Jedna pitina su ndklady na Skolu, dve tretiny ndklady na
cestovanie, byvanie, mobil, internet a iné priame poplatky. Kol’ko vdm zostane na stravu?

Vydaje okrem stravy su:
1 2 3 10 13

5 3 15 15 15
Na stravu zostane:

13 15 13 2

1-—= —— — = —

15 15 15 15
2/15 z 375 € dostaneme tak, ze 375 vyndsobime 2 a celé vydelime 15. Nemusite to robit
z hlavy. Pri pouziti kalkulacky by ste sa mali prepracovat’ k vysledku 50 € na stravu na mesiac
a mozete si kazdy druhy den dat’ v skromnejSom stravovacom zariadeni menu.

Pre odl'ah¢enie mézeme upozornit,, Ze matematika sa zaobera podmienkami, za ktorych
sa da realizovat’ delenie aj v mnozine celych ¢isel Z, teda ich delitel'nost’ou. Z tohto pohl'adu
¢leni potom celé Cisla na prvocisla a zlozené Cisla. Prvocisla su Cisla, ktoré su bezo zvysku
delite'né len 1 a sebou samym. Zlozené ¢isla sa daju rozlozit' na sucin prvocisel. Napr. 3 je
prvocislo, 4 = 2.2 je zlozené Cislo, taktiez 9 = 3.3, ale 11, 17 a i. su prvocisla. Ak sa vam chce
hl'adat’ nejaké doteraz skryté vnlitorné stvislosti, bavi vas to a nechce sa vam chodit’ do prace,
¢i do Skoly, ddme vam tip: Vezmite si najjednoduchsiu ¢iselni mnozinu, mnozinu vsetkych
celych nezapornych ¢isel N. Sklada sa, ako sme uviedli, z ¢isel, ktoré nazyvame prvocisla, teda
bezo zvysku st delitelné len jednotkou alebo sebou samym, a ¢isla zlozené, ktoré sa daju
vyjadrit’ ako sucin nejakych prvocisel. Skuste objavit’ nejaky vztah, vzorec, postup alebo nieco
podobné, ktory by vyjadril, ako st tieto stavebné kamene - prvocisla v mnozine celych cisel
rozlozené. Prezradime vam, Ze je na to vypisana odmena 1 miliéon americkych dolarov. [3], [4].
To uZ stoji za to trochu sa na ti matematiku pozriet'. Skor nez si pdjdete po ten milion, pozrime

sa vel'mi stru¢ne eSte na niektoré potrebné operacie.

DalSia operécia, s ktorou sa ¢asto budeme stretavat’ suvisi s ndsobenim rovnakého ¢isla

medzi sebou samym a nazyva sa umociiovanie. Piseme pre n-krat ndsobenie x:

X.X.X. e X =X" [L.11]
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a ¢itame x na entd. Napr. ked” exponent n=2, ¢itame x na druht, niekedy aj Stvorec x

z geometrickej interpretacie. Pre n = 0

x'=1 [L.12]
Moézeme mat’ exponent zdporny, n < 0, ale pre to existuje jednoduché pravidlo. Mocninu so
zapornym exponentom preklopime do opacnej polohy zlomku aritame ako s kladnym

exponentom:

n l m
Xt = —; = ym [1.13]
X~ '

Pr. L.8. Praca s mocninami nie je prili§ zlozit4. S¢itavat’ a od¢itavat’ moZzeme rovnaké mocniny
rovnakého zakladu ako iné objekty: a2 + a? = 2 a%; 3b% — b5 = 2b% atd’. Pri ndsobeni a deleni
mocnin rovnakého zékladu exponenty s¢itame resp. od¢itame: a?. a’ = a5; b’/b3 = b*

Pokial’ mame ro6zne exponenty a rdzne zaklady, tak sa uzZ moc ned4 robit’.

Konkrétne umociiovanie:

20=1,21=2,22=4,23=8, ..., 219 = 1024, atd".

Inverznou operaciou kumocitiovaniu je odmociovanie. Enti odmocninu zx

zapisujeme:

1
Vx alebo xn [1.14]

Pre najéastejSiu druhi odmocninu nepiseme v znaku 2: y/x. Ako sa po¢ita? Ked’ mame 3% =9,

tak V9 = 3. Na vypo&et odmocnin pouzivame &asto spesne kalkuladku. Ked'ze odmocninu
modzeme pisat’ ako mocniny so zlomkovym exponentom, teda z mnoziny Q, ich aritmetika
(s¢itanie, odcitanie, nadsobenie, delenie) je podobna ako u mocnin s prihliadnutim na préacu so

zlomkami (pozri priklad 1.7.).

Uviedli sme vel'mi stru¢ne zéklady elementarnych matematickych operacii s ¢islami.
Pre naSe spolo¢né poteSenie ich mozeme rozne miesat’, kombinovat’, ¢im vznikni omnoho
zaujimavejSie konStrukcie, vzorce a vyrazy, ktoré si ob¢as vyZziadaju intenzivnejSie zapojenie
neuronovych okruhov v nasich Sedych kérach mozgovych. Uved’'me si aspont 3 znadme vyrazy

o umociiovani dvojclenov, ktoré uviazli niekde zasunuté v pamiti zo zékladného vzdelania:
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(a+ b)> = a®> +2ab + b?

(a—b)* = a®> —2ab + b? [L.15]

a* —b*>=(a—b)(a+h)

V tejto kapitole sa spolocne vel'mi jemne a zl'ahka (aby ndm moc neublizila) dotykame
matematiky, ktora pre jej sporny sposob vyjadrenia maximalneho obsahu moézeme nazvat
poéziou vedy. Trpezlivy Citatel’ vie, Ze kazda snaha vyzaduje ur€iti ndmahu, vo vede to plati
mnohonasobne viac. Uz Platon vo svojej Academii, ktora je predobrazom dnesnych vysokych
$kol, vyskumnych centier a inych institicii, mal svoje Ustredné heslo "Bez znalosti geometrie
vstup zakazany!" Platon vedel, ze nie kazdy, kto vstupuje na jej podu, bude matematik. Ale
vedel aj to, ze ked’ sa diskusii, dialdogu medzi 'ud’'mi nedaji zéklady logiky a vzdjomne;j Ucty,
bude to vyzerat’ ako v nasom parlamente. V Antike si kral' Ptolemaios povolal na svoj dvor
slavneho starogréckeho ucenca Euklida a poziadal ho, aby ho rychlo, stru¢ne a jasne, bez
zbytocnej straty cenného kral'ovského Casu, do tej populdrnej a zaujimavej matematiky zasvitil.
Iny extrém bol a doteraz je, Ze matematické vedomosti vzbudzuju v najréznejSich formach
strach, niekedy az hrézu a povercivost v mnohych
Pud’och, tak ako sa to stalo vojakovi rimskej 1égie Marka
Marcellusa pri dobyti Syraktiz, ked’ objavil Archimeda
rieSiaceho nejaku zlozith a uréite velmi zaujimavu
geometrickl konStrukciu, ako si maluje do piesku
geometrické obrazce. "Nedotykajte sa mojich kruhov!" -
boli posledné Archimedove slova predtym, nez ho

legionar napriek vyslovnému rozkazu velitel'a zabil

mecom.
Obr. 1.3. Obrazec z Archimedovho nahrobku

Hréza z ¢loveka, ktorého mozog a jeho vynalezy niekol'’ko rokov umoznili Syraktizam
branit’ sa obrovskej prevahe rimskych légii, mala silu imaginarneho strachu pred kuzlami
a magiou. V tom sa l'udia do dnesnych ¢ias prili§ nezmenili. Je zaujimavé, ze ked’ sa v detstve
dievéa Sophie Germainova dozvedela o tejto prihode, velmi ju zaujalo, aka musi byt
matematika tichvatnd vec, ked’ zanietenie fiou je silnejSie ako hrozba smrti! A stala sa z nej
vynikajuca matematicka zaciatku 19. storocia, napriek tomu, Ze jej okolie ako Zzene v tomto

prilis naklonené nebolo. [5]
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Pr. 1.9. Na Archimedovom néhrobku bol vraj geometricky obrazec, podl'a ktorého jeho hrob
objavili po niekol’kych storogiach, podobny ako na obr. I.3. Cim je zaujimavy? Obal je valec,
ktorého vyska v je rovnad priemeru podstavy d = 2r, kde r je polomer kruznice podstavy.
Vo vnutri je kuzel’ s rovnakou podstavou ako valec a vyskou d = 2r a gul'a s polomerom r. Ked’
si dame do pomeru ich objemy, ktoré nijdeme medzi zakladnymi geometrickymi vzorcami

(valec Vy, gula Vg, kuzel’ Vi) a trochu si zapocitali (mozete sa pokusit’!) dostali by sme:

Voi Vg Vp=3:2: 1

To uz je celkom pekny objav aj pekny inotaj pre ndhrobok!

Co teda matematik vlastne robi? Ked’ povieme, Ze hlad4 vztahy medzi roznymi §truktirami za
podmienok extrémnej abstrakcie, prili§ sme nezmudreli. Matematici st vicSinou normalni
l'udia, s istou schopnost’'ou abstrakcie, estetického citenia, a mozno podl'a réznych psychotestov
maju aj niektoré schopnosti, mnohi vSak so sklonom k lenivosti, preto vymyslaja vselijaké
postupy, poétarske algoritmy a neviem &o este, aby si pracu podstatne zlah&ili. Ci tomu verime
alebo nie, naozaj to nie su l'udia, ktori sa snazia druhym skomplikovat’ Zivot, prave naopak.
A ze z toho dostaneme nieo dost’ zlozitého, nuz ¢o uz s tym narobime! Ale hlavne, ¢im sa
matematik zaoberd nie je pocitanie. Je to hl'adanie nejakych vzt'ahov medzi pre niekoho dost’
abstraktnymi objektmi, ako st napriklad aj ¢isla. Takyto vzt'ah sa snazia vel'mi presne a isporne
vyjadrit’ a potom pride to najkrajsie, logicky to dokéazat’. Hl'adanie dokazu nejakého tvrdenia,
matematickej vety, je hlavnou pracovnou napliiou matematika. Ked ho najde, moze sa toto
tvrdenie potom pouzit’ v praci aj pri inych ako matematickych problémoch. Uved'me si pre
zabavu (zaciname mat’ zvlaStne zaujmy, ze?) priklad dokazu tvrdenia jednej notoricky zname;j
vety, ktoré je vtikana do hlav Ziakov uz takmer dve a pol tisicro¢ia a pote§me sa prekrasnym

Pythagorovym geometrickym dokazom jeho sldvnej vety:
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Pr. 1.10.

1. Majme l'ubovol'ny pravouhly trojuholnik (obr. 1.4), s odvesnami a, b a preponou c.

B

Obr. 1.4.

2. Prilozme k nemu rovnaky trojuholnik tak, aby odvesna b druhého trojuholnika bola
pokradovanim odvesny a prvého trojuholnika, teda vytvoria spoloéni Gise¢ku dizky a + b (obr.

L5).
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3. Ak rovnakym spdsobom pridame rovnaky pravouhly trojuholnik eSte dvakrat, dostaneme

obrazec, nacrtnuty na obr. 1.6:

b a

Obr. 1.6.

Vznikli vlastne dva §tvorce, jeden vel’ky so stranou a+b, druhy mensi so stranou ¢. Predstavme
si na chvilu obdlznik so stranami a a b, rozdeleny uhloprieckou ¢, ¢im vznikna dva ,,nase*

pravouhlé trojuholniky. Obsah obdiznika je a.b, (objavili sme to uz v priklade 1.4.) teda obsah

) . ab y s .
pravouhlého trojuholnika je aT Obsah velkého §tvorca mozno vyjadrit' ako sucet obsahu

malého Stvorca a obsahov Stvorcov 4 pravouhlych trojuholnikov:

+b)?=c"+ 4.—
(a+b)"=c >

Umocnenim l'avej strany pomocou 1.vzorca vzt'ahov [1.15.] a vykratenim 4 a 2 na pravej strane

dostaneme:
a’?+2ab + b?=c?+2ab
Jednoduchou upravou, od¢itanim vyrazu 2ab od oboch stran rovnice dostaneme:

a2_|_b2=c2
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Slovne: Obsah §tvorca nad preponou
pravouhlého trojuholnika sa rovna
stuctu obsahov Stvorcov nad jeho

odvesnami. Q.E.D.

c
Bolo to Tahké, ze? Ale malo to
|5 nesmierny vyznam:
//
= L 1. Asi najvacSim prinosom je, Ze ste sa

naucili sami urobit’ matematicky dokaz,
o ¢om sa vam na zaciatku kapitoly ani

a nesnivalo.

2. Dokaz bol robeny pre l'ubovolny,

teda obecny pravouhly trojuholnik a je

nastrojom k tomu, Ze teraz uz viete, ze
Obr. 1.7. Pythagorova veta J

Pytagorova veta naozaj plati pre vSetky
pravouhlé trojuholniky v rovine v celom vesmire. Nemusite tomu uz len verit. Je to absolutna
pravda odvodena logickym postupom, nevyvratite'nd, platnd dve a pol tisicrocia, ale aj navzdy,

pre vSetky mozné pripady a pritom vyjadrend tak usporne, minimalisticky.

3. Dokaz Pytagorovej vety spojuje abstraktny svet matematiky s redlnymi objektmi sveta. Na
jej zaklade bolo wvyriesenych nespocitatelné mnozstvo matematickych, geometrickych,

vedeckych a technickych i architektonickych problémov.

Traduje sa, Ze ked’ Pythagoras objavil dokaz tejto vety, ilustrovanej na obr.1.7, obetoval
gréckym bohom ako byvalo zvykom 100 vykfmenych volov. Odvtedy, ako dodal Jan Werich,

sa vzdy, ked’ mudreho ¢loveka napadne myslienka, voly trasu.

Zastavme sa eSte na chvilu pri pojme, ktory sme pouzili o nieco vyssie a ktory kazdy
intuitivne poznd — mnozina. Zhruba pred storo¢im sa im venovala zvySena pozornost’, bolo
potrebné nanovo definovat’ ich zaklady, zaviedli sa pojmy ako spocitatelnost’ mnoziny, jej
mohutnost’ 0znacovana prvym pismenom hebrejskej abecedy alef ¥, napr. mohutnost’ mnoziny

celych cisel je Xo (¢itaj alef nula). Tak ako v matematike bolo 19. a 20. storo¢ie dobou
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velikanov matematiky, hlavne ich prelom, potom prisiel ¢as velikanov z oblasti Gradnictva. Boli
to bohatierske Casy. Matematici, ktori naliechavo ako vzdy ziadaju urychlent zmenu, v tomto
pripade chceli modernizaciu vyucovacieho procesu v oblasti matematiky. Asi opravnene.
Poukazovali na rozne vydobytky a pokroky v oblasti matematiky, ktoré sa vobec nepremietli
do vyucby. Vysledkom procesu prechodu tejto poziadavky cez ministerské Struktiry bola
najslavnejsia Skolskd reforma v naSich Iuhoch, hdjoch a hvozdoch, oproti ktorej su tie
nasledujuce uz len slabym cajovym odvarom. Zmenu logického myslenia pozadoval
ministersky vynos. Teda politickym rozhodnutim za podmienok, ked’ moc sluzila hlavne sama
sebe, bola celd spolo¢nost’ hodena do rybnika mnoZinovej matematiky, aby sa kazdy naucil
v nej plavat’ alebo sa utopil. Prebehli najprv rychlokurzy pre tych, ktori mali cely proces zacat’
odovzdavat’ d’alej, potom nasledovali §kolenia, prednasky a zacviky pre ostatnt populéciu. Boli
kurzy pre ucitelov, ale aj pre rodiCov, pre opatrovatel’ky v predSkolskych zariadeniach i pre
stredoskolskych profesorov, povinné Skolenia pre $tatnu spravu a zdujmové prednasky pre
umelcov a intelektudlov, ktori chcu byt vzdy na tepe doby. V procese d’alSieho vzdelavania
zdravotnickych pracovnikov sa tiez naSiel priestor so zvlaStnym dérazom pre zdravotné sestry;
na svoje si mohli prist’ aj seniori. Nikto nemohol byt k tejto reforme l'ahostajny. Vonku zurila
uz dlhsie beatlesomdnia a deti kvetov sa schadzali v San Franciscu alebo vo Woodstocku.
Knam ked vtedy zavital nezainteresovany pozorovatel, nevychddzal zudivu. Vsade sa

debatovalo len o mnozinach. Rozhovor v kadernictve:

,Pani Novakova, vasa dcéra je taka Sikovna, zvladla uz zobrazenie na mnozinu?*

'(6

»Samozrejme!* — dcéra pani Novakovej vzdy vSetko zvladla. Hluk suSiacej prilby jej trochu

skreslil otazku, tak odpovedala na zadklade pojmov, ktoré sama vstrebala:

,Filoménka robi uz zobrazenia nielen nad mnozinu, ale aj pod mnozinu, dokonca vcera sa

priznala, Ze uz sa pokusila aj o nieco vedl'a mnoziny.*

Milenci na lavi¢ke si do srdieCka vyryvali nie (J love you, ale Alef you. Narocnejsie debaty

sa Casto zvrtli od mohutnosti a spocitatenosti mnozin na logické paradoxy typu:

,,Klamem.*

A naslednej dlhej debaty, ¢i klamem alebo hovorim pravdu. Popularnejsi bol holi¢sky paradox:
,»V jednom meste holi holi¢ vSetkych I'udi, ktori sa neholia sami. Holi holi¢ sdm seba?* A vzdy
dodali, Ze toto predstavuje revoluciu v matematike, logickom mysleni a vo svete vobec, pricom

kazdy takyto intelektudl sa vyhrieval v Ziari svojich obdivovateliek ako Che Guevara modernej
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matematiky, chybal mu uz len kalasnikov. Z doteraz nezndmeho dévodu nedopadala vtedy na
nas sprska Fieldsovych medaili udel'ovanych za vynimo¢né pokroky v matematike ako paralela
Nobelovej ceny, ktord sa za matematiku nedava. Traduje sa, Ze toto bolo obdobie, kedy mnohi
matematici v pude sebazachovy zacali pracovat trochu spolocensky izolovane, vécsinou
v jaskyniach, nedostupnych strziach a na pustych ostrovoch.

A ministerski tiradnici na svojich pracovnych vyjazdoch prisne kontrolovali, ¢i sa nova
mnozinova logika uchytila. Neo¢akavane prepadavali aj bezbranné osamotené vidiecke Skoly,
kde na zaklade toho, do ¢oho sttpali cestou medzi ministerskymi limuzinami a $kolou, zadavali

detom rafinovane koncipované tlohy typu:

Mnozinu husi, ale aj kacic, moriek, sliepok a Sijacich strojov, aby deti mohli z mnoziny
vylucit’ prvky, ktoré do nej logicky nepatria, uzavreli na miestnom futbalovom ihrisku. Deti,
v tom ¢ase uz dostatone ponorené do netusenych zakuti mnozinovej matematiky, ako sa ten
proces z nejakého dovodu nazyval, postupne vylucili najprv husi, potom morky a postupne
vSetku hydinu, aby im zostalo mierne surrealistické zatiSie opustenych Sijacich strojov na
prazdnom dedinskom futbalovom Stadione. Prizemnejsi jedinci s menSou imagindciou

a nerozvinutym estetickym citenim nakoniec vyciarkli aj Stadion.

Vratme sa teraz k ndSmu rychlokurzu. Vylet do krajiny ¢isel a elementarnych operacii
s nimi, zavf$ime eSte trochu menej zndmym pojmom kombina¢ného cisla, ktory nam bude tiez
uzito¢ny. Zaobera sa nimi ¢ast’ matematiky, nazvana kombinatorika. Pre kombinacné ¢islo ( k‘)

, Citame n nad Kk a pozor, nie je to omyl, Ze tam chyba zlomkova ¢iara, plati, Ze je to mudro

povedané kombindcia k-tej triedy z n-prvkov bez opakovania:

n ) n!

C,(n) = (\k [L16]

kde vystupuju nam uz zname faktoridly celych ¢isel n,k € N, pricom k < n.

Platia vzt'ahy:
(1)=m (o)=(3)=1 [.17]
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Pr.I.11. Vypocet hodnoty konkrétnych kombinacnych ¢isel podla [I.16]:
( 10

. = 10; . =10; 40 = 658008
1) (3) (s

.2 . 5
Pokial’ by ste si chceli vsadit’ v lotérii, kde sa ndhodne t'ahd 5 ¢isel zo 40 na istotu, teda aby ste

urcite vyhrali 1.cenu, museli by ste podat’ ( 450_

) tiketov, teda 658008. Pokial’ by ste za jeden
tiket museli zaplatit’ 3 €, tak by ste museli vlozit’ takmer 2 milidony na istii vyhru 1.ceny, ktoré

by bola napr. 10 000 €. Nevyhodné, ze? Velkym uspokojenim by nebolo, Ze by ste este vyhrali

niekol’ko druhjch, konkrétne ( 315] a nickol'ko tretich cien (33 ), s radovo nizSou vhrou. (To

si uz l'ahko dopocitate a porozmyslajte, ako sme na to prisli). Teda pravdepodobnost’ vyhry 1.
ceny v tejto lotérii je 1 : 658008, dost’ mala. Pokuste sa uzivit’ nie¢im inym. Ale je to priklad,
ako vypocitat’ pravdepodobnost’ nejakého javu z jednoduchej definicie pravdepodobnosti ako

pomeru priaznivych vysledkov ku vSetkym moznym.

Pr.I.12. V komunite 11 alkoholikov sleduje napr. psychoterapeut po Stvoriciach vzdjomné
interakcie, aby vytvoril optimalne 4-lenné bunky pri zbavovani sa zavislosti. Kol’ko Stvoric je

mozné vytvorit'? Je to tiez kombinécia 4. triedy z 11 prvkov (bez opakovania), teda

11\
(4_)-330

Kombinatorika sa zaobera eSte mnohymi d’al§imi vztahmi, pre niekoho uzito¢nymi. St
to napr. kombindcie s opakovanim, varidcie, permutacie, atd’. V pripade, Ze na to na nasej ceste
narazime, objasnime ich ad hoc.

Nie je mozné, aby sme obisli eSte jeden, po Cisle asi druhy najdolezitejsi pojem
v matematike, pojem funkcie, ktory predstavuje popis nejakych zavislosti a javov, povodne
pozorovanych v beznom zivote. Funkciou popisujeme napriklad zavislost' drdhy nejakého
telesa od Casu pri danej rychlosti, zavislost’ teploty od mnozstva dodanej energie, zavislost’ rasta
ceny vyrobku od nakladov a miezd pracovnikov, zavislost’ rastu alkoholizmu od spotreby
alkoholu, zavislost’ vyskytu narkomanie od veku a mnoho inych.

Historicky sa vrat'me opét’ do antického Grécka k eleatskej filozofickej Skole: Zendénové
aporie boli vyjadrenim rozporu logického myslenia vrcholiaceho v matematickom popise, ktory
neumozioval ziaden pohyb a pozorovania svojho okolia. Ved’ ako moéze $ip, vystreleny z luku

zasiahnut’ svoj ciel’, ked’ musi najprv preletiet’ polovicu potrebnej vzdialenosti? A aby preletel
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polovicu, musi najprv preletiet’ polovicu polovice, a tak d’alej, az do ustrnutia pohybu. Alebo
ako modze rychlonohy Achilles dobehnut’ desatkrat pomalSiu korytnacku, ktord ma pred nim
naskok? Ak mé dobehnit na miesto, kde sa nachddza korytnacka, t4 bude uz o nieco dalej,
opat’ do nekonecna. I ked’ sa zd4, Ze je to komicky problém, trvalo I'udstvu niekol’ko tisicroci,
kym ho vyriesilo. Pracovali na tom mnohi, ale najméd nemecky filozof a matematik Gottfried
Wilhelm Leibniz a jeho sti¢asnik Isaac Newton zaviedli v matematike tzv. kalkulus, ktory nés
bezprostredne nezaujima, ale museli prestudovat logické zaklady pojmu funkcia. Opdt’ vel'mi
mudro povedané, v pripade funkcie jednej redlnej premennej, je to istd mnozina usporiadanych
dvojic, ktora prirad’uje prvkom podmnoziny definicného oboru (D) prvky podmnoziny oboru
hodnot (H). VSeobecny vztah pre funkciu (diskrétnu ¢ize bodovu, alebo spojith) je:

y = f(x) [L.18.]

Hodnoty premennej X, nazyvanej nezavisle premennd, st z defini¢ného odboru funkcie D
a k nej st funkénym predpisom prirad’ované vzdy hodnoty zavisle premennej y z oboru hodnét
funkcie H. Konkrétna i-td hodnota x a konkrétne z nej vypocitané i-t4 hodnota y tvoria spolu
usporiadant dvojicu [x;, yi], kde index i naznacuje, ze ide o i-td dvojicu z danej mnoziny. Da
sa to uskutocnit’ nielen vypoctom, ale napr. aj graficky.

Predpokladam, ze teraz tomu uz nerozumieme nikto, preto si radSej uved’'me nejaky

priklad.

Pr.1.13. Predstavme si, ze mame cyklistu, ktory sa pohybuje rovnomerne priamociaro tak, ze
za kazda hodinu prejde drédhu s = 10 km. Zavislost’ jeho drahy od ¢asu si mo6zeme zobrazit

graficky, ako je na obr. L.8.
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Zavislost drahy od ¢asu
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Obr. L.8: Zavislost’ drahy od ¢asu pri rovnomernom priamociarom pohybe

Je to slusny cyklista. Cahko popiSeme jeho jazdu a vsetko, o sa dialo pocas nej. Jeho
okamzita rychlost’ v v kazdom bode je rovnaka ako jeho priemernd rychlost za cely cas

bicyklovania:

v =

~ |

Ked’ si to chceme napisat’ ako funkciu (funkénu zévislost’), vyjadrime si ju ako zavislost’
prejdenej drahy od ¢asu, matematicky:

s =f(t)
a konkrétne v naSom pripade

s= vt

Funkény predpis je v tomto pripade taky, ze kazdej hodnote Casu bicyklovania t priradime
hodnotu prejdenej drahy s za tento Cas tak, ze ju vyndsobime konStantou v, ktorad predstavuje
rychlost’ pohybu cyklistu.

Leibniz a Newton dokazali tento postup zovseobecnit’ aj pre cyklistu, ktory sa rozhodol
robit’ ndm problémy, jazdi si ako sa mu zachce, raz rychlejsie, inokedy pomalSie, zastavuje,
zrychl'uje a vobec, jeho jazda je tak neznesitene komplikovand, ze sa uz pomaly a isto blizi
realnemu pohybu. Priemernu rychlost’ vy, méZeme vypocitat’ z celkového casu jazdy t a celkovej

drahy s, ktora presiel

v, =

~ |t
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To nam ale ni¢ nehovori o procese jazdy. Presiel celtl drahu za prvych desat’ minat’ a potom uz
len oddychoval? Alebo iSiel velkou rychlostou trikrat tam a spat? Nevieme. Jej graficky
zaznam by bol omnoho komplikovanejsi, nie taky pekny linearny ako na funkcii na obr. L.8.
Uvedeni matematici zistili, ze Zendn a eleatska anticka Skola, ked delila drahu Achillesa
a korytnacky na nekonecne malé useky, trochu pozabudla delit’ na takéto malé tiseky aj Cas, za
ktory ich museli prejst. A vniesli do toho pojem rychlosti, vypocitanej pomocou scitania
nekonec¢ne malych tsekov (matematici tomu hovoria integrovanie) a tak mozeme prisadit’
kazdému pohybu (aj Achillesovi aj korytnacke) jeho vlastnu rychlost’” a nemame problém
vypocitat, kde a kedy sa dve telesa s rozdielnymi rychlost’ami stretnti. Podobne pre drahu Sipu
vystreleného z luku vieme spocitat’ okamzitu rychlost’ v kazdom bode a potom celt drédhu aj
ked ju rozdelime na nekonecne malé useky. Navyse, do fyziky, matematiky a celej vedy
vniesli pohyb, dynamiku, ale to len na okraj.

V pr.l.13 sme sa stretli s linearnou funkciou, kde y ziskame tak, Ze x nasobime nejakou
konstantou a, pricom nemusi zac¢inat’ od 0, ale od nejakej hodnoty b. Hovorime, ze y je imerné

I.mocnine x. Jej obraz je priamka, ako vidime vo vSeobecnosti na obr. 1.9:

y=ax+b

—2a=0

a>0

y=1/x

Obr.1.9: Obraz (graf) linearnej funkcie pre réozne hodnoty smernice a a koeficientu b, pre
zaujimavost’ aj y=1/x (nepriama umernost’), teda nelinearny vztah aj ked’ je x
v 1.mocnine

Pr. I.14: Student niektorej tzv. pomahajticej profesie chce riesit’ problematiku alkoholizmu cez
vzdelanie a podlozit’ to argumentmi pre poslancov parlamentu. Budeme sa na chvilu

pohybovat’ v rovine sci-fi literatary: Zijeme v idedlnom $tate, ktory nechce okamzite vyberat
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nemalé dane z vyroby a spotreby alkoholu, ale mysli do budtcnosti, kde usetri eSte vacsiu
mozno mnohondsobnt sumu na zdravotnej starostlivosti. Ale zdkonodarny zbor potrebuje pre
svoje raciondlne rozhodnutia kvalitné podklady a kvantitativne vysledky. Ved’ ide o to, ¢i
investovatt do vzdelania, alebo neinvestovat. Rozsiahlym a viacndsobne overenym
prieskumom sa zistili udaje, ktoré si zobrazené na obr. 1.10, ktory predstavuje zavislost
spotreby alkoholu, prepocitanej na 1 ¢istého etanolu za rok, od vzdelania, vyjadreného poctom
rokov uspesne ukonceného $tadia (t.j. zo suboru boli vylucené niektoré data, ked” respondent

ma za sebou 18 rokov vzdelavacieho procesu, ale ukoncil ho na 1.stupni zakladnej skoly).

y=-8,5x + 182,5

Spotreba alkoholu v |
<¢>
-
<o>

. Roky Studia
zakladné vzdelanie nizSie VS vzdelanie

stredné vzdelanie VS docenti, profesori,
akademici

Obr. 1.10. Zavislost’ spotreby alkoholu od vzdelania

Ako prelozit’ v teréne ziskané tidaje optimalnou priamkou sa nau¢ime neskor. Ak vas zarazi
koncovka, moézete ju zatial’ dat’ do odl'ahlych vysledkov a vylucit ich, alebo prijat’ inu napr.
nelinedrnu hypotézu a iné zavery a odporucania, podla toho ¢i mate esSte pred obhajobou
diplomovej préace, alebo uz po nej. Je to na vas.

Trochu naroc¢nejsia je kvadratickd funkcia, kde y zavisi od 2.mocniny x:

y = f(x%) [1.19.]
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Napr. y =x?+1, alebo y = 5x* — 3x +2,1 resp. y = x* + 6x. Kvadraticka funkcia byva ¢asto
nastrojom optimalizacnych problémov, teda hl'adania najvhodnejSej hodnoty alebo intervalu

hodnét. Ale samozrejme pouzitie ma omnoho $irSie.

Pr.I.15. Centrum pre zdravotne znevyhodnenych ziakov trpi nedostatkom finan¢nych
prostriedkov na svoj rozvoj. Napr. vychovavatel' sa rozhodne pre aktivny pristup predajom
vyrobkov ziakov Specialnopedagogického centra. ZvySovanim ceny preddavanych vyrobkov
spociatku zvySuje zisk, ale d’al§im rastom ceny predaj zacne klesat’, jednoducho zacinaju byt
prilis drahé. Ak4 je optimélna cena, teda maximalny zisk? Analyzou zavislosti zisku od ceny
dospeje k vzt'ahu

y =-x2 + 8x

ktorej priebeh je na obr.I.11.

y =-x2 + 8x

N\
/ AN

e 715K

Obr. I.11: Priebeh kvadratickej funkcie vyjadrujucej zavislost’ zisku od ceny vyrobku.

V tomto pripade optimalnu cenu predavanych vyrobkov ndjde jednoduchym dosadzovanim.
Inokedy je to narocnejsie, ale aj na to existuju elegantné matematické néstroje. Inokedy moze
mat’ funkcia priebeh s minimom, napr. ked’ pride psycholég pdsobit’ do prostredia s vysokou

spotrebou alkoholu. Po nejakom Case a nepatrnom poklese tohto negativneho faktora si vyziada
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pomoc. Zvysujicim sa poctom psychologov klesa spotreba alkoholu az do nejakého minima,
potom zacne opét rast. V dosledku spotreby samotnymi psycholégmi.

Niektoré cyklické javy, pri ktorych dochadza k pravidelnému narastu a poklesu nejake;j
veliCiny sa daju popisat’ goniometrickymi funkciami

y = sin x; y = €0S X [1.20.]

15 I

o X\ /
NN\ -
e NN/ S
_1 N A

=1l

Obr. 1.12: Priebeh goniometrickych funkcii sin x a cos x

Exponencialna funkcia ma tvar:

y= a* [1.21.]

Nezavisle premenna x sa nachddza v exponente pri nejakom zaklade a>0, ktory ma nasledujtci

vplyv na jej priebeh:

O<a<l1 ... funkcia je klesajtca

a=1 .. funkcia je konstanta, y = 1 v celom rozsahu
a1 .. funkcia je rastica

Vyznacéné postavenie ma zéklad exponencialnej funkcie a = e, kde e je Eulerovo ¢islo, ktorého
hodnotu sme uviedli vo vzt'ahu [1.4.]. Z nejakého dovodu sa ¢islo e Casto vyskytuje v mnohych
vedeckych, technickych, ekonomickych ainych vyrazoch a vztahoch, urCite sa s nim eSte
stretneme:

y=-e* [L.22.]

Nézornejsi ako vel’a slov je obrazok:
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y= a*
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Obr. 1.13: Priebeh exponencialnej funkcie y = a* pre vybrané zaklady a

Na tejto funkcii si mézeme ukézat’, ako nas intuicia ¢asto klame, vyuzijeme na to jednu

start legendu:

Pr.1.16.: Velkého padi$acha navstivil stary potulny mudrc a predviedol mu zaujimavt bojova
hru, ktora sa hrala s figirkami na drevenom Stvorcovom podklade s 8x8=64 polickami. Na
pocest’ vladara ju nazval Sach. PadiSachovi sa hra zapécila a ako odmenu ponukol starcovi, ze
si moze priat’ cokol'vek, co si jeho srdce zaziada. On ho poprosil, aby mu dal na prvé policko
jedno zrnko ryze a na kazdé d’alSie z celej Sachovnice dvojnasobok predchadzajuceho; teda na

druhé dve zrnka, na tretie policko Styri zrnka ryze, atd’.
Padisach s hnevom odvrkol:

»Dajte mu to vrecko ryze, ktoré pozaduje a nech ho uz nevidim, ked’ pohrda mojou
vel'korysost'ou!* — asi mal na mysli, Ze by ho bol byval zlatom vyvazil, keby o to poziadal. Po
nejakom case sa sluhovia vratili a v rozpakoch padli pred panovnikom na tvar, ze nesplnili
rozkaz. Bol to osvieteny monarcha, dal ich popravit’ bez zbyto¢ného mucenia a aby sme boli
uprimni, aj mu to trochu vyhovovalo, pretoze jeho straZca pokladne mu uz Siel riadne na nervy,
ked’ ako papagdj stale opakoval nieCo o Setreni a fiskdlnej zodpovednosti. Ale, ked’ bola kofimi
roztrhand uz tretia varka sluhov nesplniacich jeho rozkaz, zacal sa trochu zamyslat’, ¢o za tym

bude a nechal si to vylozit' dvornymi matematikmi. Je to poucné, ako nds mézu mystifikovat’
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nase myslienkové stereotypy. Urobme spolu vypocet pozadovaného mnozstva ryze. Mozeme
ist’ na to dvomi cestami. Prvii mézeme nazvat’ metdda hrube;j sily (skratene MHS): Budeme
pocitat’ od polic¢ka k policku a s¢itavat’ zrnka az do omrzenia. Ba eSte omnoho d’alej, az do

konec¢ného vysledku.

Druhii metédu pomenujeme metoda lenivého Citatel'a (skratene MLC), ktora sa bude
napodiv blizit’ k tomu, ako by postupoval matematik. Z niekol’kych pociato¢nych vysledkov sa
pokusime najst’ nejaku zékonitost, vzt'ah, zovSeobecnit’ ho a dokazat’ jeho platnost’ a potom

urobime kone¢ny vypocet. Pod'me na to, urobme si tabul’ku, pocitajme spolu:

Cislo politka
n 1 2 3 4 5

Pocet zrniek ryZe na

n-tom poli¢ku 1 2 4 8 16

Pocet zrniek ryZe na

prvych n poli¢kach 1 3 7 15 31

Zatial’ boli metéda MHS a MLC totozné. Metoda MHS pokraduje v roz§irovani tabulky aZ na
vietkych 64 poli¢ok a postupnom vypliiani jej stipcov. MLC sa tu zastavi, zamysli a poloZi si

otazku: Nie je tu nejaka zakonitost™?

V 1l.riadku nie je nijak4 zaludnost, n st len poradové ¢isla policiek iducich za sebou. Trochu
zaujimavej$i je druhy riadok: Ked sme na 1. policko dali jedno zrnko, na kazdom d’alSom
policku sa ich pocet zdvojndsobi. Zdvojndsobenie obsahu predchadzajuceho policka uz musi

byt nejakd zékonitost’. Skuisme si to vyjadrit’ graficky (obr. 1.14.)
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Rast poctu zfn
18
16
14 /
12 /
10 /

/ = Rast poctu zfn

Pocet zfn

O N B O

Obr.1.14: Grafické vyjadrenie zavislosti rastu po¢tu zin od poradového ¢isla Sachového
polic¢ka

Takze, ked’ obsah policka vynasobime 2, dostanem obsah nasledujuceho policka. Ako by sme
si vyjadrili obsah n-t¢ho policka? Vo vztahu by mala vystupovat 2 aj n. Ked skusime
napriklad:

Pocet zfn na n-tom policku = 2.n

alebo

Obsah n-tého poli¢ka = n?

skoro zistime, Zze nam to nesedi. Nesedi ani pripocitavanie 2, ani jej odcCitanie, ani delenie 2.
Ani kombinacie tychto operacii. Ako by sme mohli teda pokracovat”? Skiisme si postupnost’
v druhom riadku tabul’ky vyjadrit’ ako nasobky 2:

Miesto 1 2 4 8 16

mame 1 2 22 222 2222
a to si mozeme zapisat’ pomocou mocnin 2 nasledovne:
20 2! 22 23 24

Na prvom policku mame 2° ryZovych zrniek, pretoze vieme (povedali sme si to vysSie), Ze
akékol'vek ¢islo umocnené na 0 je vzdy 1, na druhom policku mame 2! zrniek, na tretom 22

a vo vSeobecnosti na n-tom policku mame 2! zrniek ryze. To je uz celkom dobry vysledok,
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pouzijeme ho v tretom riadku tabul'ky, v ktorom je vyjadreny sucet vSetkych zrniek na prvom

az n-tom policku. ZapiSme si postupnost’ tretiecho riadku:
1 3 7 15 31

Opét si mozete, ak chcete, pomoct’ grafom, aby bolo jasné, ze nejakd zdkonitost’ tu je. Zda sa
ale, ze sme opit’ v koncoch, ved’ ¢o s tym? Su to samé neparne Cisla, takze s 2 nemaju vela
spolo¢ného. A predsa: Skiisme ako by vyzerala tato postupnost’, keby sme ju vyjadrili vyrazom

2n.

n 1 2 3 4 5
n 2 4 8 16 32
Nasa

postupnost’ 1 3 7 15 31

Teraz uz jasne vidime, ze skutoCnost je vzdy ojedno ryzové zrnko menSia ako
v predchadzajucom riadku, ktory sme odhadli pomocou vyrazu 2". Tak si méZzeme postavit
hypotézu, ze sucet zrniek S, na prvych n poli¢kach bude:
Sh=2"-1

Vyzera to dobre, midro, ale plati to naozaj? A pre vietky mozné policka? Ci sa nam to paci
alebo nie, o tom uz nerozhodujeme my, nasa intuicia, ale matematicky dokaz, ktory vsak radse;j
prenechajme na hranie matematikom. My mu budeme verit’, ved’ sme si ho pekne, logicky
odvodili. Vieme, Ze tym ochudobiiujeme hlavne poméhajtcich profesionalov o velka cast’
hibky a krasy matematickej kreativity, ale zarove ich azda udrzujeme pri zmysloch.

Pocet zrniek ryze, ktoré pozadoval potulny mudrc od padiSacha je jednoducho 2% — 1.
Kalkulacka ndm pomoze, je to 18 446 744 073 709 551 615 ryzovych zin. Pre také velké Cisla
nemame vrodeny zmysel, nemame to s ¢im porovnavat, preto eSte neodkladajte kalkulacku a
trochu si zapocitajte. MoZzeme urobit’ odhad, Ze na 1 gram ryze potrebujeme 30 zrniek,
vypocitajte akii hmotnost’ ryze kazal padiSach vydat potulnému mudrcovi? Mozete zacat
v kilogramoch, potom prejdite na tony, pripadne na celé ndkladné vlaky s350
dvadsatpattonovymi vagéonmi. Ak si urobime tiez zaokruhlenie, Ze hustota ryze sa prilis nelisi
od hustoty vody, mdzeme si povedat,, Ze 1 kg ryze predstavuje objem asi 1 liter, teda 1 dm?

a mozeme vypocitat, aky objem by vsetka t4 ryza zaberala. Niekto bude schopny z hodnoty
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rozlohy SR ( 49 035 km? aj s vodami) vypocitat’ aku jej Cast’ a do akej vysky by ryza zaberala.
Zaujimavé, ze?

Inverzné funkcia k exponencialnej funkecii je logaritmicka funkcia so zépisom:

y = logax [L.23.]

Zaklad logaritmu byva Casto 10, alebo e, vtedy zapisujeme:

y =log x [1.24.]

y=Inx [L.25.]
Ale obrazok, ukazujuci vztah medzi exponencialnou a logaritmickou funkciou pre zéklad e
bude asi uzito¢nejsi, pre samotné vypocty nam urcite bude stacit’ trochu lepsia kalkulacka, resp.

pocitac:

/
/ — = eXP X

— =N X

0 | I T 1 ‘w-__\___\_-\-_\ T I
0,1 5 07 09 11 1,3 15 1,7 19
- 7
-4 X

Obr.I1.15: Porovnanie priebehu exponenciilnej a logaritmickej funkcie pri spolo¢nom

zaklade e.

Vsetky uvedené funkcie, ktoré sme spomenuli vysSie patria do mnoZziny tzv.
elementarnych funkcii. Roznym skladanim elementarnych funkcii dostdvame zlozené funkcie,
ktoré Casto vyzeraju vel'mi zlozito ateda aj vel'mi neprivetivo, ale netreba sa ich zlaknut'.

Vsetko, ¢o sme doteraz popisali, ste uz niekde niekedy poculi, urcite ste sa s tym stretli, niekto
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viac, niekto menej GspeSne na zakladnej a strednej Skole. Trochu zdbavy a moznosti hlbSieho

zopakovania si uc¢iva ponuka [6] az [10]. Ale aj zlozitejSie vyrazy, ako napr.:

1 _[x=4
y= —.e 20 [I.26.]
o2
s priecbehom
1 A(x)
G227 | 2
x/ \\\
/ 3
f Y
/ \
J_,f '\_.\
/ \“\
_-‘J.’ : ‘E““--_ >
kL X
alebo
n X - ay X
y=(})p*(1-») [1.27.]

su tiez zaujimavé, ale netreba si preto, ze im teraz nerozumieme, kazit’ ndladu. Cela kapitola
sluzila na to, aby ste si oprasili zdkladné pojmy a je nacase si povedat, Ze vacSinu vypoctov, aj
tych zlozitych, teda vacsinu ,,manualnej* prace, dnes uz dokéaze urobit’ osobny pocita¢ a vhodny
dostupny software. Nam postaci, ked budeme problému rozumiet. Aby sme si udobrili

mnozinovych matematikov, uved’'me si malu ukazku, ako jednoducho sa s nimi pracuje:

Majme dve mnoziny, ozna¢me ich A a B. Ich prvky mézu byt veci, I'udia, kadeco, ale
aj rozne Cisla, s nejakymi vlastnostami. Aj s mnozinami moZeme robit’ vSelijaké operacie,

uved’'me si pre zaujimavost’ niektoré.
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a) Zjednotenie mnoZzin A a B. Je to nieco ako ich s¢itanie. Vznikne novd mnozina M, ktora
ma vSetky prvky z mnozin A aj B, ak mali nejaké prvky spolo¢né, zaratavaju sa do spolo¢nej

zjednotenej mnoziny len raz. Zjednotit’ mézeme aj viac mnozin. PiSeme:

M=AUB [1.28.]

Obr.1.16: Zjednotenie mnoZin A a B do jednej mnoZiny M

b) Prienik mnoZin A a B. V novej mnozine N sa nachadzaji len tie prvky, ktoré su aj

v mnozine A a suc¢asne aj v mnozine B. Prienik moZno n4jst’ aj pre viac mnozin. Vzt'ah sa pise:

M=ANB [1.29]
N /

Obr.1.17: Prienik mnoZin A a B do jednej mnoZiny

Pr.1.17.: Nech mnozina A obsahuje ako prvky ¢isla 1, 2, 3,4 a 5.
A = {1;2;3;4;5} a nech

B = {4;5;11;23;28}

Zjednotenie mnozin A a B je

M = {1;2;3;4;5;11;23;28}

a prienik mnozin A a B je

N = {4;5}
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To je vSak dost abstraktny priklad, uved’'me si na ¢o ndm to méze byt’ dobré:

Pr.I.18.: Sociolog rozbieha projekt vzdeldvania vo vylui€enych romskych komunitach

a potrebuje na to spolupracovnikov. V prvej osade nasiel 7 Romov s maturitou, v druhej 11.

Mnoziny si oznacme A = {7} a B = {11}. Ich zjednotenim M = AUB = {18} ziskame mnozinu

vsetkych potencidlnych spolupracovnikov.

Podrobnejsim skumanim zistil, ze v prvej osade st dvaja Rémovia s maturitou, ktori maja
potrebnu dostatocnu znalost’ romskeho, slovenského a anglického jazyka, v druhej osade traja.
Prienikom mnozin A a B v oblasti znalosti jazykov si vytypoval vhodnych spolupracovnikov:

N=ANB = {5}.

Pr.1.19.: Potrebujete sa urychlene dostat’ v meste na Zelezni¢nu stanicu. Ochotny pracovnik
Dopravného podniku vam vysvetli, ze sa to da bud’ elektrickou ¢.3, ktord chodi ako jedna
z troch moznych, alebo autobusom X, ktory chodi vo frekvencii ako kazdy Stvrty.
Pravdepodobnost, Ze najblizsia elektricka je pre mna vhodnd, je potom 1 ku 3, t.j. jeden
priaznivy pripad z troch moznych, teda napiSme si p(el) = 1/3. Pravdepodobnost’, Ze najblizsi
autobus ma zavezie na stanicu je p(aut) = %. Aku mam celkovll pravdepodobnost’ dostat’ sa
najbliz§im spojom na zeleznicnu stanicu? S tymito pravdepodobnostami mézeme pracovat’ ako
s mnozinami, v tomto pripade zjednotit ich:
p(celk) = p(el) Up(aut) = 1/3 + 1/4 =7/12
teda viac ako 58%.

Ale uz stacilo. Dostali sme sa d’aleko, ale skon¢ime nateraz tuto naSu put’, urcite nie ahk,

odpoved’ou Euklida kral'ovi Ptolemaiovi na jeho pys$nu a nafukant poziadavku:

"V matematike neexistuje kralovska cesta."
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Pokial rozumiem valej

kombinatorike, pane, préve ste
ma poZiadali o ruku.
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II. NadhPad alebo
ako sa orientovat’ bez zavratu

Je velmi nepravdepodobné mysliet si, ze vSetko je pravdepodobnost.
Anonym

Stara mudrost’ na situdciu, ked’ ndm detaily zatienia celok, vravi: ,, Pre stromy nevideli
les“. Casto nezostava ni¢ iné, len vyliezt' do vysokej koruny a pozriet’ sa na hustinu ,,zhora*.
Lewis Thomas (1913-1993), americky biomedicinsky vyskumnik a zndmy popularizator vedy
vo svojej eseji Spolocnosti ako organizmy [1] sa zaobera pohl'adom z vysky na sprévanie
nejakej ucenej spolocnosti pocas svojej vyrocnej konferencie, na ktort sa zbiehaju jedinci
zcelého sveta. Tvoria  rdzne
dynamické vibrujuce zhluky
s nejasnymi obrysmi pre neustaly
pohyb, prerusovany hyperaktivnymi
¢lenmi pobehujucimi sem a tam, ako
keby sa dotykali, odovzdavali si
utrzky informadcii, neustale splyvali
a Stiepili sa. Obcas sa z masy vyc€leni
bo¢ny vyhonok alebo dlhé vldkno

smerujuce k  bufetu alebo ku

konferencnej séle.

Ked si pozrieme spravanie socidlneho hmyzu, napr. niektorych druhov mravcov
(ilustracné foto autor), vidime vel'mi podobné nutkavé socidlne spravanie. NavySe pestuju
huby, chovaju a doja svoj dobytok (vosky), vykazuju silny altruizmus ale aj bojuju vo vojnach,
beru a zotrocuju zajatcov, pri¢om pouzivaji chemické zbrane a mnoho inych uzito¢nych a nam
blizkych ¢innosti. Nevieme, neboli sme v mravenisku, ale mame pocit, Ze po veceroch potichu
pozeraju nejakd mravciu televiziu. Pozorovanie osamelého mravca (vcely, osy ai.) nedava
nejaké zmysluplné vysledky. Pohybuje sa chaoticky, ndhodne, ako keby nie¢o hl'adal, mozno
sam seba. Niekol'’ko mravcov uz dokaze niest’ nejaké to sisto, mitveho motyl'a, cik-cak, predsa
ale nakoniec smerom k mravenisku. Od nejakej kritickej hodnoty zoskupenia mravcov,

termitov a pod. dochadza skokom k novej kvalite. Za¢ne zmysluplnd komunikécia, del'ba prace
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a jej organizacia, zaCinaji sa budovat’ stavby ako 0Zasné gotické katedraly s neobycCajnymi

\*ﬂew =3 o %/

klenbami, akustikou, vetranim,
s vysokym stupniom organizacie
spolocnosti.

Takéto zoskupenie pdsobi velmi
inteligentnym dojmom. MozZno sa
zamysliet, ¢o je vlastne socialna
jednotka, mravec alebo

mravenisko?
L‘_ CaRe L 7

Obr.I1.1. MNustracny obrazok l'udi okolo obelisku vo
Washingtone, USA [2]

Uvéadzame toto kontroverzné porovnanie samozrejme Umyselne. Je to uzito¢né pre
kazdého, kto sa opéja extrémnym individualizmom, pocitom absolutnej slobody a nezéavislosti
od ostatnych T'udi, teda v konecnom doésledku k pocitu silnej nadradenosti a egoizmu, ¢o
z hl'adiska humanitnych, najmé pomahajucich profesii nie je prave t4 najvhodnejsia vlastnost’;
a dufame, Ze ich porovnanie so socialnym hmyzom dostato¢ne urdza. Ale priznajme si, zZe nas
to vSetkych znepokojuje a nechceme s tym mat’ ni¢ spolocného, akoby nas to do istej miery
zbavovalo vlastnej slobodnej vole. V slusnej spolocnosti aj vedcov sa takéto tvahy radSej
,,nenosia“.

Dal§im zamerom je ukazat, ako sa tvoria predsudky. Predpokladom je fakt, Ze &im
menej nie¢omu rozumieme, tym viac sa k tomu vyjadrujeme. Ako vo filmovej rozpravke So/’
nad zlato kralov radca (Vlasta Burian) odpoveda kralovi (Janovi Werichovi) na nejaka
poznamku: ,,To si vyprosujem! Jednak tomu nerozumiem, ¢o si kral' povedal, a jednak ma to
uraza! — a zabuchol dvere, teda skoncil dialog [3]. Urazené poburenie je druhym potrebnym
predpokladom. Potom je uz I'ahké vlozit’ autorovi do ust ¢o nikdy nepovedal a bojovne sa proti
tomu ohradit. Napr.: ,,Co sme my nejaki faradni, $vaby, ¢i plostice?”* A toho sa uZ autor
vyskumu alebo publikécie tak I'ahko nezbavi. Predsudok si zije vlastnym Zivotom a kazdé nové
dementi, Ze autor nepovazuje l'udi za socidlny hmyz, ho len posiliiuje. Pretoze ako hovori jeden
anonymny bonmot z oblasti pedagogiky, vysvetlit’ sa d4 vsetko, ale nie vSetkym.

My sme sa spolu rozhodli pouzivat’ kritické racionalne myslenie okorenené Stipkou
Statistiky. Preto nds moéze poteSit’ zaujimavy jav, Ze pri socidlnej interakcii velkého poctu

individui, ktord nie je vzdy len racionalna, ale je zaloZzena na vysokom stupni nahodilosti,
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v dosledku najroznejsich vplyvov, dochadza k Statisticky podobnym javom a zékonitostiam.
Bolo by mozné, ze takto je stvoreny nas Bozi svet?

Néhoda vlom hrd vécsiu ulohu ako si vdcSinou pripustame. To nie je, prosim,
zasahovanie filozofom do ich remesla. Ked’ sa nieco okolo nas deje, posobi na to mnozstvo
casto skrytych faktorov a vysledok je neisty. Napriklad to s kym sa dnes stretneme nezavisi len
od nasho presného diara, ale od mnohych inych okolnosti, na ktoré najcastejSie ani nemame
vplyv. A potom niekto z nas zvola: “No to je ale ndhoda, Ze som ta dnes stretol! Uz tri dni na

(13

teba neustale myslim...“ Chceme tym naznacit’, Ze pravdepodobnost’ stretnutia s doty¢nou
osobou, aj ked’ sme na nu mysleli, bola vemi mald. A predsa sa stala. Pokial’ by bolo toto
zvolanie adresované manzelke, s ktorou mame spolo¢nit domécnost’, malo by asi int1 dohru.
Nam postacuje, zatial’ na kvalitativnej Urovni, ze stretnutie s manzelkou, s ktorou Zijeme viac
rokov pod jednou strechou ma podstatne vyssiu pravdepodobnost’. A matematik zajasa, pretoze
sa to d& asi previest na uroveil Cisel, teda kvantifikovat. Repetitio est mater studiorum:
Nebudeme sa zaoberat’ tvahami, ¢i nam manzelku dnes do cesty zoslala vysSia moc, ani ¢i je
svet deterministicky alebo chaoticky, to ponechdvame povolanej$im, ktori tomu rozumeji. Ked’
rozhodca pomocou mince losuje, ktoré futbalové muzstvo bude mat’ vykop, alebo ktory Sachista
zaéina bielymi figirkami, nekladieme si tieto otazky. Ulohou tejto publikacie nie je vysvetlit,
aky svet je, ale dotknut’ sa toho, ¢o dokdzeme o niektorych jeho javoch povedat. Prijmeme
preto ako fakt, Ze svet je pravdepodobnostny.

Fyzici o tom uz davnejsie nepochybuju. Na Grovni mikrosveta to bert ako principialny
zakon, paradigmu, teda, Ze je to charakteristika sveta a nielen v désledku naSich neznalosti
vSetkych faktorov vplyvu. Potom popisuju vlastnosti roznych objektov na tejto trovni hustotou
ich pravdepodobnosti. Vybudovali si na to rozko$ny systém, nazvany kvantova teodria
a najvacsiu radost’ maju, ked’ ich to privedie k nejakému nezmyslu alebo paradoxu, o ktorom
sa potom vasnivo hadaju. Je az udivujuce, ze tento systém im dava vel'mi presné vysledky.

Inym prikladom je sledovanie spravania vel'kého poctu entit na mikroskopickej Grovni
z vys$ieho makroskopického nadhladu. Ked’ mame v nejakej uzavretej nadobe alebo v balone
plyn, jeho ¢iastocky sa pohybuju chaoticky réznou rychlost'ou, jedny vic¢Sou iné mensou. Ked’
ho zohrejeme, teda doddme mu energiu, priemerna rychlost’ Ciastociek sa zvysi a iou naraza na
steny nadoby ¢i balénu. Navonok, makroskopicky, sa to javi, ze sa zvysil tlak plynu. Balén je
pruzny, tak sa viditeI'ne zvicsi, niekedy az do prasknutia.

Mnohé javy okolo nds i v nas su dynamické. Prejavuju sa tym, Ze sa menia v Case,
vacsinou sa pohybuji sem atam okolo nejakej rovnovaznej polohy. Niekol'ko prikladov:

Kmitanie atomov okolo rovnovédznej polohy, otacania planét okolo Slnka, kolisanie krvného
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tlaku a iné fyziologické funkcie, biorytmy, verejna mienka, pohyb cien na burze, atd. Aj ked’
nie sme radi, ked’ nam nalada klesa pod bod mrazu, mézeme si uvedomit, ze tato moznost’
pohybovat’ sa v Sirokom variaénom rozpédti emocii a psychickych stavov je vlastne schopnost’
vyrovnavat sa s meniacimi vonkaj$imi podmienkami. Pri ,,pevne zadratovanom hardvéri* ako
hovoria informatici, by sme sa ,,spalili“ pri najmensom vykyve. Tymto fluktudcidm podliehaja
aj ndhodné javy, ktoré sa pohybuju okolo veli¢iny nazvanej pravdepodobnost’ ndhodného javu.

Pravdepodobnost’ou pri netplnom stibore informécii o nieCom sa zaoberdme vel'mi
Casto, sprevadza naSe rozhodovanie. Stretdvame sa s fiou aj v Starom zékone: Urim a thummim
(hebrejsky svetlo a pravda) boli kamenné Zreby resp. 16sy na poznanie Bozej vole v najstarSich
casoch Izraelitov. Vel'mi zaujimava je predpoved proroka Izaidsa o tom, ako si vojaci budu
l6som delit’ MesiaSove Saty, €o sa splnilo o 700 rokov na Golgote [4]. Tym sme sa dostali do
oblasti hazardnych hier, o ktorych spravy mame uz zo starej Babylonie, Mezopotamie, starého
Grécka a Rima. ,,Kocky st hodené!* — je znamy Caesarov vyrok, po ktorom prekro¢il rieku
Rubikon a zmenil dejiny, ktoré sa uz nedali vratit’.

Novodobt historiu pravdepodobnosti zacali vraj hazardni hraci niekedy v 14. a 15.
storo¢i. Zndmym sa stal taliansky renesancny lekar a zavisly hazardny hra¢ Girolamo Cardano
(1501-1576) vd’aka svojej praci o pravdepodobnosti, nazvanej Kniha o nahodnych hrach, ktora
sa stala na dlhsie obdobie priru¢kou vsetkych hazardnych hracov. Jeho viac-menej subjektivna
nauka o pravdepodobnosti obsahovala aj potrebu nie uplne racionalne podlozenej Stastnej
nahody. A tym sa riadia gambleri dodnes. Lepsie podlozend subjektivna pravdepodobnost’ je
napriklad na dostihoch, kde hodnotime stav kona i dzokeja, jeho posledné vysledky, superov
a 1. Urcite si Casto kladiete aj otazky typu: Cena zlata rastie uz tri tyZdne po sebe. Mdm predat’
vsetky zlaté tehlicky, ulozené doma v skrini? Aké je pravdepodobnost, Ze porastie este tyzden
a ked’ pockam, dosiahnem d’al$i obrovsky bezpracny zisk a neobycajné st’astie? Alebo Ze zajtra
pride po dlhodobom raste k prudkému prepadu jeho ceny a ja sa dostanem do stavu hlbokého
zufalstva, Ze som prepasol prilezitost'?

Klasicka matematicka tedria
pravdepodobnosti konca 17. storocia bola dost’
protivna, pretoZze znej vyhnala pojem S$tastnej
nahody. Figuruju v nej také mena ako Blaise Pascal
(1623-1662), Pier de Fermat (1601-1665),
Gottfried W. Leibnitz (1646-1716) aini, ktori

namiesto St'astnej ndhody ukazali, Ze aj v zlozitych
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nadhodnych javoch mozno zaviest’ nejaky typ zakonitosti. V tomto zmysle je pravdepodobnost’
vyskytu nejakého ndhodného javu p(A) rovna

p(a)= A L1
p(a)=— [11.1]

kde na je pocet priaznivych pripadov (elementarnych nahodnych javov, ktoré uz nemozno
zjednodusit) z celkového poctu pripadov n.

Pr. IL.1.: NajcastejsSie uvadzany priklad pre vsetkych hazardnych hracov je pravdepodobnost’
hodenia 6 hracou kockou: 1/6. Pri dlhodobom hédzani, teda pre dostato¢ne velké n by sme
zistili, Ze vysledok sa naozaj blizi k 1/6. Pravdepodobnost’ ndhodného javu je konecne nejaké
Cislo, ktoré je mierou ocakéavania vyskytu javu. Nahodnym javom rozumieme opakovatelnu
¢innost’ prevadzant za rovnakych (alebo priblizne rovnakych) podmienok, ktorych vysledok je
neisty a zavisi na ndhode.

Rovnaku pravdepodobnost’ ma hodenie aj inych ¢isel kocky (pokial’ nie je falosnd), teda
P(1)= p(2)= p(3) = p(4) = p(5) =p(6) = —

Aka je pravdepodobnost’, Ze pri hode kockou padne napr. neparne ¢islo, teda bud’ 1, alebo 3,

alebo 5? Pravdepodobnosti sa scitaju:
. . . .3 1
p(nepir) = p(V+ p(3)+ p(5)= ===

Trochu presnejSie napisané, javy, ze padne 1, alebo 3, alebo 5, ktoré su nezavislé a nemézu

nastat’ sicasne, ako sme si uviedli uz v zavere L. kapitoly vo vztahu [1.28.] a v priklade 1.19:
p(1BUS) = p(1)+p(3) +p(8) = c+r+5=2=>  [L2]

kde sa vyskytol znak zjednotenia L. Pre to aby nastali nezavislé javy A a B sucasne, pouzivame
zase znak M.

Doteraz v tom nebol Ziaden problém. Mame napriklad v evidencii nezamestnanych 4
stolarov. V blizkej stolarskej dielni sa uvolnilo 1 pracovné miesto. Pravdepodobnost
zamestnania stolarov z nasej evidencie je pre kazdého Y. Ak predpokladame, Ze sa rodi zhruba
rovnaky pocet chlapcov a dievcat, je pravdepodobnost’ narodenia dievcatka ¥, teda 0,5.

Ak sa vam podari dost’ pravidelne za mesiac (t.j. 25 pracovnych dni) 1 krat prist’ do
prace nacas, pravdepodobnost, Ze v d’alSom obdobi pridete neskoro je 0,96 teda 96%.

Pravdepodobnost’, Ze stretnete ¢loveka, od ktorého ste si pozi€ali peniaze v najnevhodnejSiu
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chvil'u je rovna 1, zatial' ¢o napriek usilovnému hl'adaniu toho, kto vdm dlhuje a nie a nie ho

najst’, tam sa pravdepodobnost’ stretnutia rovna 0.

Zhrnutie vybranvych vlastnosti pravdepodobnosti

Urobme si vtejto chvili malé upratovanie. Spresnime a zhriime si, o sme sa
o pravdepodobnosti dozvedeli, alebo sa musime doucit’, aby sme s iou mohli trochu pracovat’.
Postupujte pomaly, pohrajme sa s tym, pouzivajte priklady. Bude to pre nas na d’alSej ceste
uzitocné. Nie je to ziaden vel’ky kumst, len na to nie sme zvyknuti:
a) Pravdepodobnost’ elementarneho alebo aj zlozeného ndhodného javu A je z intervalu
P £ (0;1) [11.3]
b) Pravdepodobnost’ opacného javu nA (niekedy zna¢ime A", —A ) k javu A dostaneme
P(mA)=1-P(A) [11.4]
¢) Jav, ktory nemoéze nastat’ za ziadnych okolnosti (nemozny jav) ma pravdepodobnost’
P=0 [11.5]

d) Isty jav, ktory nastane v kazdom pripade, ma pravdepodobnost’

P=1 [1L6]

e) Pravidlo scitania pravdepodobnosti t.. pravidlo pre vypocet pravdepodobnosti
zjednotenia dvoch alebo viacerych javov.

Vseobecne pravdepodobnost zjednotenia dvoch javov A a B sa rovna suctu
pravdepodobnosti tychto javov zmensenému o pravdepodobnost’ sucasného vyskytu tychto
javov (plati pre javy, ktoré sa nevylucuju, ale maja spolo¢ny prienik, pouzili sme [1.28], [1.29]

apr.l.19):

P(A U B) = P(A) + P(B) - P(ANB) [11.7]

Ak javy A, B — st navzdjom sa vylucujuce javy, potom podla [L.28]:

P(A UB) = P(A) + P(B) [11.8.]
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pretoze ANB je javom nemoznym ateda P(ANB) =0 (nema4 prienik). Tak sme dostali z [11.7]

vzt'ah [IL.8]. Je to pravdepodobnost’, Ze nastane bud’ jav A alebo jav B (vzajomne sa vylucujice

javy)

Pravidlo plati v uvedenych tvaroch aj pre n nahodnych javov.

f) Pravidlo nasobenia pravdepodobnosti t.j. pravidlo pre vypocet pravdepodobnosti prieniku

2 alebo viacerych javov. Mame tu 2 pripady:

Pre nezavislé javy:

Pravdepodobnost’ prieniku dvoch nezavislych javov A a B (sucasny vyskyt) sa rovna sucinu
pravdepodobnosti tychto javov, podl'a [1.29]:

P(ANB) = P(A). P(B) [1L.9.]
Teda v dvoch nezavislych pokusoch nastanu javy A aj B. Pravidlo plati aj pre n nezavislych

javov.

Pre javy zavislé:

Najprv si povieme, Ze existuje aj podmienend pravdepodobnost’, t.j. Ze nieCo sa stane, ked’ sa
stane predtym alebo sucasne aj nie¢o iné. Vysvetlim neskor na priklade, zatial’ len tol’ko, ze
podmienent pravdepodobnost’ znac¢ime P(A/B) resp. P(B/A). Pre javy zavislé
pravdepodobnost’ prieniku dvoch javov A a B sa rovna sucinu pravdepodobnosti jedného
z tychto javov a podmienenej pravdepodobnosti javu druhého.
P(ANB) = P(A) . P(B/A),
alebo P(ANB) = P(B) . P(A/B) [11.10]

Javy A, B su zavislé, ak: P(B/A) # P(B/nA) [IL.11]

Javy A, B su nezavislé, ak plati:  P(B/A)=P(B/mA)=PB) [II.12]

kde nA je opacny jav k javu A s vlastnostou A + nA = 1, ked’ nastane len jeden z nich.

g) Veta o uplnej pravdepodobnosti

Predpokladajme, Ze jav A sa mo6ze uskutocnit’ len v kombinacii s niektorym z javov By, By, ....
Ba, ktoré tvoria uplny subor javov (Zp(Bi) =1) a teda st navzdjom sa vylucujice:

Mo6zu sa vyskytnit’ moznosti: ANB; alebo ANBz, ANB;, ....... ANBy.

Pravdepodobnost’, Ze jav A sa uskutocnil, sa vypocita ako pravdepodobnost’ zloZzeného javu:

A =(ANB1) U (ANBy) U....uueueeee U P(ANB,), cize
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P(A) = P(AnB)UP(AnBy)u ...... UP(ANB,)

— P(B1) . P(A/B1) + P(By) . P(A/B)) ......... = Z P(Bi).P(A/B) [IL13]

h) Bayesova veta

Zaobera sa tiez podmienenymi pravdepodobnostami javov. V jednoduchej forme mame dva
nahodné javy A a B s pravdepodobnostami p(A) a p(B), pricom p(B) > 0. Podmienenu
pravdepodobnost’ javu A za predpokladu vyskytu javu B znac¢ime p(A/B). p(A/B) suvisi

s opacnou podmienenou pravdepodobnostou p(B/A) nasledovne:

. p(B/A).p(A)
»(A/B)= — "+~ 1114
p(A/B) (B) [ ]

Uplny Bayesov vztah nadvizuje na vetu o tUplnej pravdepodobnosti. PouZijeme [I1.13]

analogicky pre p(B) = Zi p(Ai).p(B/Ai) a dosadime do [I1.14]:

p(B/A).p(A
p(a/p) = Lol DA [11.15]

p(Ai).p(B/AQ)
1) Nakoniec si zopakujme este prvy vztah tejto kapitoly pre klasicku pravdepodobnost’:

p(a) = 24 [1L.1]

A teraz si povedzme, ¢o sme to spolu porobili!

Bod a) so vztahom [I1.3] nam hovori, ze pravdepodobnost’ vyjadrujeme cislom od 0 do 1
pripadne v percentach od 0 do 100 %. Napriklad pravdepodobnost’ uspesnosti skusky zo
Statistiky 0,2 znamend, Ze ju zlozi asi 20% Studentov. Iny priklad: Predstavme si
hyperkonzervativnu, netolerantnu, zaostala a nerozvijajucu sa nemoderna spolo¢nost’, v ktorej
sa rodia stale este len chlapci a dievcatd, s populacnou pravdepodobnost'ou 0,527 pre chlapcov
a 0,473 pre dievcatd. To znamend, ze pravdepodobnost’ narodenia chlapca je v nej 52,7 % - na.
To neznamend, ze vieme predpovedat’ konkrétny najblizsi porod, ale vieme odhadnut’ kolko
chlapcov a kol'ko dievcat sa narodi napr. z najblizsej tisicky uspeSnych pdrodov. Na toto
budeme ¢asto upozornovat’.

Bod b), vzorec [I1.4] nam hovori o vztahu dvoch navzijom sa vylucujucich javoch, z ktorych

jeden musi nastat’. Napr. Bud’ zijem, alebo som mftvy.
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Bod c), vztah [IL.5] predstavuje javy s nulovou pravdepodobnostou. Napriklad, ze cez
zahradku vasej podhorskej chalupy, kde Siroko d’aleko nie st kolaje, prefr¢i Orient expres.
Alebo, Ze preteky v rychlokorcul'ovani, ktorych sa moze zacastnit’ niekol'ko stoviek narodnosti,
narodnostnych mensin, réznych kmenov a ras, nevyhra Holand’an.
Bod d) a vzt'ah [11.6] naopak predstavuje javy, ktoré sa naozaj musia stat’, napr., Ze zajtra rdno
opit’ vyjde slnko, alebo Ze v prostriedku MHD, ktorym sa musite mimoriadne unaveny trmacat’
cez celé mesto z prace domov budu vsetky sedadla pocas celej cesty obsadené.
Bod e) vztah [I1.8] sme si popisali pri kockach v priklade II.1.
Co predstavuje bod f) vztah [I1.9]? Je to napriklad pravdepodobnost’ javu, ze ked’ hadzes
kockou 2 krat, hodis 1 a 6; (alebo naraz dvomi kockami), potom: p = 1/36. Pri dvoch sti¢asnych
porodoch vo vyssie uvedenej cudnej spolo¢nosti je pravdepodobnost’ narodenia 2 chlapcov p =
0,527x0,527 = 0,278.
Bod f) a zavislé javy s podmienenou pravdepodobnostou, teda pre vztah [I1.10] vysledna
pravdepodobnost’ ur¢ime ako sufin pravdepodobnosti jedného javu apodmienenej
pravdepodobnosti druhého javu vyskytujuceho sa v su¢innosti s vyskytom prvého javu. Znie to
vel'mi zlozito, ale je na to vel'a prikladov: Napr. pravdepodobnost’, Ze sa zamestnate, ked’ s istou
pravdepodobnostou zlozite skusku v rekvalifikacnom kurze; pravdepodobnost’, Ze mate nejakt
zhubnu chorobu, ked’ vam ju s istou pravdepodobnost'ou diagnostikovali; pravdepodobnost’, ze
kapite poruchovy vyrobok pri istej pravdepodobnosti, Ze sa takyto vyrobok méze dostat’ do
predaja atd’.
Bod g) a vzt'ah [I1.13] pomahajt pri rdznych testoch kvality vyroby, G€innosti liekov a pod.
Bod h) a vztah [I1.14] resp. [I1.15] (Bayes) st ¢asto pouzivané v mnohych pripadoch, ked’
pracujeme s podmienenymi pravdepodobnostami, ale aj v bioStatistike, pri hodnoteni
pravdepodobnosti diagndzy, moznosti umrtia a i.
Ukazme si niekol’ko prikladov na vypocet pravdepodobnosti:
Pr.IL2.: Aka je pravdepodobnost’ hodenia suc¢tu 5 dvomi kockami, alebo 21 Styrmi kockami,
vo vSeobecnosti I'ubovolného mozného suctu Sn n-kockami? Aj ked’ je zadanie vel'mi
jednoduché, toto je skor tloha pre matematikov, aby sa aj oni mali ¢im zabavit, ked” sa sem
dostanti. Pre ostatnych uvddzam konecny vysledok bez dokazu ako ukazku, ze vypocet
pravdepodobnosti nemusi byt’ vzdy tak trividlne jednoduchy:

I (VT N o))

p(sn) = - n—-1 [I1.16]

Zapocitajte si ak mate chut’ a mali by ste sa dostat’ k vysledkom p(52) = 1/9, p(214) = 5/324.
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Mozete vyuzit vztahy [L.6], [1.9], [I.16] a [I.17] z L. kapitoly a samozrejme [IL.1] . V d’alSom
sa uz budeme snazit’ vyhybat kockam. Ked si pozriete web, ucebnice pravdepodobnosti
a Statistiky a ich zbierky, tak sa vam bude o hadzani kociek, minci, ¢i zmysluplnom vyt'ahovani
r6znych guliek eSte dlho snivat’.

Ak javy A a B nie st nezavislé, teda ze napr. jav B nastane stcasne, ked’ nastane jav A,
pracujeme casto s podmienenou pravdepodobnostou p(A/B). Vo vsSeobecnosti je vypocet
pravdepodobnosti nejakych zlozitejSich javov dost’ ndrocné praca. Asi aj tu pomdzZu najviac
priklady (pozri aj napr. [5] ):

Pr.IL3.: V meste mame spolu 6 uradov prace(UP) s evidenciou nezamestnanych remeselnikov

a Statistikov podl'a tabulky:

Cislo UP | remeselnici Statistici
1 2 1
2 4 2
3 1 9
4 1 9
5 4 2
6 4 2

Na ich spolo¢ny nadriadeny organ pride naliehava poziadavka na jednu pracovnu silu,
remeselnika, pricom ako vzdy ,,uz v€era bolo neskoro*. Niet ¢asu na hl'adanie v neprehl'adnych
zaznamoch, tak je Uiplne nadhodne vybrana 1 osoba z ndhodne vybraného tradu prace. Aka je
pravdepodobnost’ ispechu v zamestnani, teda, Ze Statistik nebude musiet’ robit’ remeselnika a
naopak?

Riesenie:

Elementarny jav vyberu Gradu prace mé pravdepodobnosti:

p(A1) = 1/6 (UP s 2 remeselnikmi a 1 Statistikom v evidencii je jeden zo 6)

p(A2) =2/6=1/3 (UP s 1 remeselnikom a 9 Statistikmi v evidencii su dva zo 6)

p(A3) =3/6 =% (3 UP zo 6)

p(A1)+ p(A2)+ p(As) = 1 (uplna pravdepodobnost)).

p(B) vybratia remeselnika vo vSeobecnosti nie je znama, pozname len pravdepodobnosti
podmienené evidenciou remeselnikov v jednotlivych tradoch prace. Pre jednotlivé typy UP

s rovnakym zastipenim remeselnikov a Statistikov dostaneme:
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p(B/A1) = 2/3 (2 remeselnici z 3 nezamestnanych), p(B/A2) = 1/10, p(B/A3) =2/3
Vyber UP a vyber remeselnika su nezavislé javy, ktoré sii¢asne nastantl, preto pre jednotlivé

typy UP méme pravdepodobnosti podla [I1.10]:

p(A1/B) = p(B/A1). p(A1)
p(A2/B) = p(B/A2). p(A2)
p(A3/B) = p(B/A3). p(A3)

Pre celkova pravdepodobnost’ (vyber sa uskutocni zjedného UP, teda nahodné javy sa
navzajom vylucuju) dostdvame podla [I1.8]:

p(A/B) = p(B/A1). p(A1) + p(B/A2). p(A2) + p(B/As3). p(As) = Xi=y p(B/Al). p(AQ) =

=2/3.1/6 + 1/10.1/3 + 2/3.1/2=1/9 + 1/30 + 1/3 = (10 + 3 + 30)/90 = 43/90 = 0,478

Zaver: Pri ndhodnom vybere je odhad pravdepodobnosti uspechu 47,8 %.

Pr.IL4: [lit. 6,7 a i.] Ak je vo vasom S§tudijnom krtzku 60 Studentov, prijali by ste stavku, Ze je
medzi vami minimalne jedna dvojica, ktora oslavuje narodeniny v rovnaky dei? Studentov je
60, pocet dni v beznom roku 365 (berieme rok, ktory nie je prestupny), zda sa, ze stdvku musite
hravo vyhrat'. Zamyslime sa a pozrime sa na to cez pocet pravdepodobnosti:

1.krok: Z 365 dni ndhodne vyberame 60 dni, kazdy jednotlivy vyber kazdého dia je nezavisly.
Kol'ko méame vSetkych moznosti? Je to trochu problém, pretoze su to dost’ vel'ké Cisla, tak si
pomdzme nadhradnym prikladom: Kol'ko dvojic moézeme zostavit’ z 3 prvkov a, b, c¢?
Vypiseme si ich: [aa], [bb], [cc], [ab], [ac], [ba], [be], [ca], [cb], a ked’ si to spocitame, je ich 9,
teda 32. Lahko si overite, Ze vyber dvojic zo 4 prvkov a,b,c,d ma 16, teda 4> moznosti. Podobne
by sme zistili, Ze vyber vSetkych trojic z 5 prvkov ma 5%, teda 125 mozZnosti a uz sa to da
zovseobecnit: Pocet vSetkych moznosti vybrat kprvkov zo vsSetkych n prvkov sa
v kombinatorike, ktord je peknou ¢astou matematiky, nazyva variacia k-tej triedy z n-prvkov
s opakovanim a piSe sa:

V’i(n) = nk [11.17]

Pocet moznosti, kol’kymi mozno vybrat’ 60 dni roka (n-krat po sebe si v kalendari nahodne
vyberame jeden jediny den, pricom jednotlivé vybery st na sebe nezévislé a dni sa mozu

opakovat’) je 365, To je dost’ velké &islo!
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2.krok: Teraz chceme vybrat’ 60 dni z roka tak, aby sa ziaden z nich neopakoval. Postupne
vyberame 1 den z 365, teda mame 365 moznosti, potom 1 dent z 364 atd’. Su to tiez nezavislé

vybery, preto podl'a [I1.9] dostanem:
365.364.363.... =365.(365-1).(365-2)....(365-(k-1))

To sa da zapisat’ ako 365!/(365-k)!
Takyto vyber sa v kombinatorike nazyva variacia k-tej triedy z n-prvkov bez opakovania

a pise sa:

n!

Vi) =775

= n.(n-1).(n-2). ... (n-k+1) [11.18]

(n
3. krok: V0(365) z vyrazu [I1.18] je pocet vSetkych priaznivych pripadov, ze stavku vyhrate,
teda, ze neexistuje vo vasom krazku dvojica s rovnakym diiom narodenin.

V’60(365) = 365%° zo vzt'ahu [I1.17] je potom pocet vSetkych moznosti. Ich pomerom v zmysle

klasickej definicie pravdepodobnosti [II.1] dostaneme hl'adant pravdepodobnost’ vasej vyhry:

. _ 365.364.363. .. (365 —k+1) 365!

p(k) = - = - .
p(k) 365k (365 —k)!.365*

Pri koncovej Gprave vzorca sme sa trochu pohrali s vlastnostami faktoridlov v zmysle [11.18].
Urobili sme to pre 'ubovol'né k, aby ste si mohli vztah aktualizovat’ na realnu skupinku l'udi.

4.krok: Ked si dosadime k = 60, mame vSak problém, také vel'ké Cisla vaSa kalkulacka
odmietne akceptovat’, mdzete ju prosit’ hlboko do noci, neustiipi. Pod'me na to teda postupne.

Dosad’'me za k a upravme krok po kroku:

o _ 365! _ 365 _
k=1 p(1)= 364365 365! 1
s 365! 365.364.363!  365.363! 364 365-1 ..~ 365-1
k=2 p(2)= 363.365.365 = 363.,365.365 = 365363 365 =+ 365 =p(1). 365
‘2 — oy 365-2
k=3 p(3)=p(2)—;
atd’.
. 1Y — .y 365-n
k=n+1 pn+1)=p(n). s
napr.
eny o rEay 365-59
k=60 p(60) =p(59)——
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To sa uz dé s kalkulackou za dlhych zimnych vecerov vypocitat, ale dajme hned’ na zaciatku
priestor pre pracu vasho osobného pocitaca, on sa s tou protivnou rutinou vyrovna hravo. Napr.
pomocou programu MS EXCEL sa mdézeme pre pripad vasej vyhry dopocitat’

p(60) = 0,005877

Malo, ze? Pravdepodobnost’ nasej vyhry v stavke je
1-p(60) = 99,41 % vyjadrené v percentach.

5. krok: Jeden vhodny obrazok je cennejsi ako tisic slov, preto si budeme casto vysledky
zobrazovat’. Aj v nasom priklade je zaujimava zavislost’ pravdepodobnosti vyskytu viacerych

narodenin v jednom dni od poctu 0sdb v skupine:

Pravdepodobnost spoloénych narodenin

Percenta

yd
e
—

pocet osob

Obr. 11.2 Grafické zobrazenie zavislosti pravdepodobnosti vyskytu spolo¢nych narodenin
od poctu osob v skupine - vysledkov prikladu I1.4.

Pr.I1.5: Uderna skupina policajtov z protidrogového spolu so zohratou partiou streetworkerov
mali v miestnom drogovom prostredi dobre zabehnuti spolupracu. ReSpektovali ich aj
narkomani, dileri sa im vyhybali, kde-tu sa stal nejaky zlo¢in pod vplyvom drog, kde stacilo
odobrat’ krv, poslat’ do laboratoria, odkial’ za nejaky cas prisli vysledky a vSetko bolo jasné.
Zdalo sa, ze krehka rovnovahu ni¢ nemdze narusit. NaneStastie nejakou zvlastnou, malo
pravdepodobnou svojvélou osudu sa do timu dostal statistik. V ¢om bol problém?

Statistik tvrdil, Ze laboratérium potvrdi pritomnost pervitinu vkrvi na hladine
vyznamnosti 0,05 a ze to je akreditovany postup. Ked’ videl hlboko chapavé prikyvovanie
kolegov dodal, Ze to znamena, ze je 95%-né pravdepodobnost’ pozitivneho vysledku analyzy,

ak zadrzana osoba pervitin v krvnom obehu naozaj mala. Ale zdroven méze metodika stanovit’
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pozitivny vysledok asi 1 % osob, ktoré nikdy pervitin neuzivali. Taktiez zdoraznil znamy fakt,
ktory potvrdili aj policajti, ze 5 'udi z 1000 starSich ako 15 rokov v beznej populacii ma
s pervitinom pravidelnu skusenost. Aka je teda pravdepodobnost’ pri pozitivnom vysledku
analyzy, ze zadrzany jedinec bol pri ¢ine naozaj pod vplyvom drogy?

Odkedy pribudol v time Statistik, v teréne postupne nastalo zvlastne napété ticho, akoby
v oku hurikanu. Preto sa trochu nudili a nocny ¢as travili v bufete nizSej cenovej kategorie,
takze Statistik mohol zacat’ na zaffkané papiere kreslit' nie€o, ¢o sdm nazyval rozhodovaci
strom. Vyzeralo to asi takto:
Oznacdenie: N — narkoman, osoba s pritomnost'ou pervitinu v organizme; nN — ¢ista osoba

A — vysledok analyzy pozitivny; nA — vysledok analyzy negativny

p(ANN) = 0,005.0,95 = 0,00475

p(mANN) = 0,005.0,05 = 0,00025

p(A~nN) = 0,995.0,01 = 0,00995

p(nA~nN) = 0,995.0,99 = 0,98505

Statistik napriek vsetkému, ¢o si o fiom kto myslel, bol velkorysy ¢lovek a zagal od
podlahy, celou populaciou. Rozvetvil ju v prvom kroku na narkomanov a cistych s prislusnou
pravdepodobnost'ou ich zaclenenia: p(N) = 0,005 t.j. 5 z 1000; p(nN) = 0,995, teda vicsina
populacie, ktora si zatial’ Zivot bez pervitinu bez problémov uziva. Mimochodom, je jasné, ze
je to uplné pravdepodobnost’: p(N) + p(nN) = 1 (100%), alebo p(nN) = 1 — p(N).

Druhé vetvenie obsahuje uz ndm zndme podmienené pravdepodobnosti, teda, ze nieco
sa stane, ked’ sa stane predtym alebo sucasne aj nieco iné. Konkrétne vysledok analyzy pre
rozne zaclenenie 0sOb populacie. Su tu potom podmienené pravdepodobnosti p(A/N), p(nA/N),
p(A/nN) a p(nA/nN), v kazdej vetve je to uplnd pravdepodobnost’ kde ich sucet = 1. p(A/N)
=0,95 a p(A/nN) = 0,01 ako sme si hovorili na zaciatku, teda, ze pozitivny vysledok analyzy
pre narkomana s pervitinom v krvi ma 95%-n0 pravdepodobnost’ a ze 1% cistych analyticka

metdda stanovi pozitivny vysledok. Ostatné si dopocitame do 1.
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Statistik si uvedomil, e v bufete vietko stichlo a zadalo sa zamyslat, kam vlastne
smeruje. DonaSaci odbehli za bossmi podsvetia, ktori po ich informovani hufne opustali
charitativne dobrocinné akcie a nasledovani pozornymi vysokymi politikmi spolu zanechévali
v ziari reflektorov svoje uslzené trblietavé manzelky a ponahlali sa promtne previest’ vacSinu
disponibilnych finan¢nych prostriedkov do bezpecnejsich dafiovych rajov.

Tak pokracoval zvySenym hlasom: Ak teraz chceme uréit pravdepodobnost, ze
prebehlo dané zaclenenie a zaroven sa dostavil vysledok testu, mame tu dva nezévislé ndhodné
javy, ktoré sucasne nastali, teda podl'a vzt'ahu [II.10] ndm sta¢i vynasobit’ pravdepodobnosti
uvedené na prislusnej vetve. Napr. ze narkoman ma v krvi pervitin a zaroveii mu vysiel
negativny vysledok analyzy je p(nANN) = p(nA/N) . p(N) = 0,05.0,005 = 0,00025. Vsetky
mozné vysledky st v poslednom stipci vedl'a rozhodovacieho stromu. Elegantne s nimi
mdzeme pracovat. Aka je napriklad pravdepodobnost’ pozitivneho vysledku analyzy p(A) ?
Jednoducho, pouzijeme pritom vsetko co
vieme zo vztahu [IL.8]:

p(A) = p(AnN) + p(AnnN) = 0,00475 +
0,00995 = 0,0147

Vratme sa teda k povodnej otdzke: Aka je
pravdepodobnost’ pri pozitivnom vysledku
analyzy, ze zadrZany jedinec bol pri ¢ine
naozaj pod vplyvom drogy? Hladame
p(N/A), ktord& sa mneda jednoducho
-z rozhodovacieho stromu od¢itat’.

Obr.I1.3. Anglicky reverend a matematik
Thomas Bayes (1701-1761)

VSetci citili, ze sa Statistik blizi do finale a videli, ze sa postavil na stoli¢ku, aby ho bolo pocut’
aj v najodlahlejSom kute. Nastastie to vyriesil reverend Thomas Bayes svojou sldvnou vetou,
kde podmienenu pravdepodobnost’ nejakého ndhodného javu odvodil z opa¢ného javu.
Statistik zabudol dodat, Ze sa tak stalo v l.polovici 18.storo¢ia anechal donasacov aj
policajtov, aby si ukradomky zapisovali nezndme meno. Mozno to zapisat vztahom,
pokra¢oval, podl'a [II1.14] :

p(NNA)

PIN/A)= =4
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V nasom pripade je p(NNA) = 0,00475, p(A) = 0,0147, teda p(N/A) = 0,32313. Slovom:
Pravdepodobnost’ toho, Ze osoba, ktorej analyza vysla pozitivne, naozaj v krvi pervitin mala,
je len asi 32,3% !

Rozburena drogova scéna sa Coskoro upokojila, pretoze mafia si doviezla svojich
odbornikov, ktori hravo vypocitali, Ze pre biznis je najlep$im rieSenim Statistika jednoducho
zastrelit’.

Pr.11.6: Dvoch priatelov z jednej firmy (jeden s prezyvkou InZinier pracuje v riadiacej funkcii,
druhého prezyvka Zvara¢ vystihuje aj jeho pracovné zaradenie) poslala pracovnad zdravotna
sluzba na pravidelnu rutinna lekarsku prehliadku, v rdmei ktorej im urobili rtg snimku plac.
Ich predstava prijemného horticeho odpoludnia pri orosenom zlatistom horkastom moku
v znamom blizkom pube sa rozplynula, ked’ im obom ozndmila primarka pozitivny rtg test na
karcindm pl'tc. InZinier sa nahodou nedavno docital, Ze tieto testy maju hladinu vyznamnosti
0,95, teda ze v 5% pripadov moézu byt pozitivne aj ked’ pacient rakovinu nemd. Taktiez tam
bolo uvedené, ze test je v 30 % faloSne negativny, teda ze vyhodnoti pacienta, Ze rakovinu nemé
aon ju ma. Dlhu chvilu si mlcky premietali v pamiti film svojho Zivota, rodinu, priatelov,
minulost’ i nddejnt budicnost, ale ked’Ze boli viac muzmi ¢inu ako hlbokych meditécii, prilis
dlho ich to nebavilo. Inzinier vytiahol svoj iphone, pripojil sa na web a niekde vydoloval
vysledok, Ze pracovnici v jeho zaradeni zomieraji na rakovinu plic v priemere asi 1 zo 600
pripadov umrti. Pre zvaracov typu jeho priatel’a bola tato Statistika vysSia, asi 2 pripady zo 100.
To uz chceelo kus papiera a pero. Najprv si zaznacili v jazyku poctu pravdepodobnosti, o uz
vedeli:

T — test pozitivny, nT — test negativny

R — rakovina pritomnd, nR — rakovina nepritomna

p(R1) = 1/600 = 0,00167 pre Inziniera a p(Rz) = 2/100 = 0,02 pre Zvaraca. K uplnej
pravdepodobnosti sa I'ahko dopoditali: p(nRq) =1 - p(R1) = 0,99833 pre inZiniera a p(nR3) =
1 - p(Rz2) = 0,98 pre zvaraca.

Podmienend pravdepodobnost’ p(T/R) = 0,7 ( v 70% pripadoch je test pri pritomnosti rakoviny
pozitivny) a p(T/nR) = 0,05 (v 5% pripadov mo6zu byt pozitivne aj ked’ pacient rakovinu
nema).

Inzinier mal Bayesa v malicku, preto ho bez zavahania nacarbal:

p(T/R).p(R)
p(T/R).p(R) + p(T/nR).p(nR)

p(R/T) =
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Pre InZiniera vyslo:

L 0,7.0,00167
p(R/T) = - ~ 0,0229
0,7.0,00167 + 0,05.0,99833

¢

a pre Zvaraca:

i ) 0,7.0,02
p(R/T) = ~0,2222
0,7.0,02 +0,05.0,98

Zistili, ze pravdepodobnost’ InZiniera, ze mé rakovinu pl'ic je len asi 2,29 % a Zvéraca asi
22,22%. Zhodnotili situaciu, ze v zivote si omnoho vicsie nebezpecenstva, taktiez pripustili

fakt, Ze Inzinier je na tom lepSie, ved’ je veduci. A spokojne isli na pivo.

V poslednych dvoch prikladoch IL.5. a I1.6. sme vyuzivali vztahy ddstojného pana reverenda
Thomasa Bayesa [II.14]; [I1.15] KedZe v mnohych vypoctoch a prognézach maji svoje
nezastupitelné miesto, skiisme sa na ne pozriet obecnejsie, aby sme s nimi dokazali I'ahSie
pracovat’. Vztahy [11.14] a [I1.15] su totozné, matematicky v menovateli je vzdy sucet, ktory
dava Uplnt pravdepodobnost. V jednoduchom pripade méame nejaky alternativny
(dichotomicky) jav napr. ,,muz - Zena®, ,,Zivy - mftvy“, zamestnany — nezamestnany* a pod.
S kazdym stavom je spojeny nejaky alternativny znak, napr. ,.fajciar — nefajciar®, ,,zdravy —
chory“ ,4no — nie” apod. Aby sme si sprehladnili udaje, d4 sa to usporiadat do tzv.

kontigenc¢nej resp. asociacnej tabul’ky 2x2:

B B* B spolu
A
A* a b atb
A" c d ctd
spolu atc b+d n=a+b+c+d

Tabul’ka I1.1: Kontigen¢na tabul’ka 2x2
Pr.IL7: Na skole mdme 100 maturantov, z toho 60% chlapcov, pricom fajéi z nich kazdy
desiaty. Medzi diev¢atami je 80 % fajCiarok.

Ako by vypadala kontigencné tabul’ka 2x2 ?

fajciar | ano | nie | spolu
rod
Dievca 32 | 8 40

Chlapec 6 | 54 60
spolu 38 | 62 | n=100

Moézeme si zaviest’ oznacenie Ay — dievc€atd, Az — chlapci, n = A1+ Az = 100

pP(A1) — pravdepodobnost’ ndjdenia dievcata pri ndhodnom vybere spomedzi maturantov = 0,4
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P(Az2) — pravdepodobnost’ ndjdenia chlapca pri ndhodnom vybere spomedzi maturantov = 0,6
p(B/A1) — podmienend pravdepodobnost’, Ze fajciar je dievéa = 0,8

p(B/A2z) — podmienend pravdepodobnost’, Ze fajciar je chlapec = 0,1
Dopocitanim do 1 pomocou uplnej pravdepodobnosti si mézeme zapisat’
p(B/nA1) — podmienena pravdepodobnost’, ze nefajciar je dievéa = 0,2
p(B/nAj) — podmienena pravdepodobnost’, Ze nefajciar je chlapec = 0,9
1.bunka tabulky je pocet dievcat, ktor¢ fajéia, vypocitali sme to nasledovne

n. p(A1). p(B/Ay) =100.0,4.0,8 = 32

2.bunka tabulky je pocet dievcat, ktoré nefajcia, vypocitali sme to nasledovne
n. p(A1). p(B/mA;) =100.0,4.0,2 =8

3.bunka je sucet vsetkych dievcat

4.bunka tabul’ky je pocet chlapcov, ktory fajcia, vypocitali sme to nasledovne
n. p(Az). p(B/Az) =100.0,6.0,1 =6

5.bunka tabul’ky je pocet chlapcov, ktory nefajéia, vypocitali sme to nasledovne
n. p(Az). p(B/nAz) =100.0,6.0,9 = 54

6.bunka je sucet vsetkych chlapcov

7.bunka je sucet vsetkych faj¢iarov, 8. sucet vsetkych nefajciarov, 9.bunka je n

Dufam, Ze je dostatocne jasné, ako sme sa sem prepracovali. Teraz pouzime paralelne Bayesa
aj kontigencnt tabul’ku na otazky, ktoré nas v tejto suvislosti napadnu:

Napr. za krikom cez prestdvku na uzavretom Skolskom dvore vidno len tenisky a husty
cigaretovy dym. Je to dievca?

Sme opét pri Bayesovi [I1.15]

: : p(B/A).p(A)
B A/’B — - - . -
PUA/B) = 5 paDp(B/AD
kde pre i=2
. , p(B/A1).p(AL
p(Al/B) = p{ )-p(41) [11.19]

p(B/A1).p(A1) +p(B/A2).p(A2)

Do citatela [I1.19] dosadime hodnotu 1.bunky kontigencnej tabul’ky, do menovatel’a sticet 1.
a4.bunky, n sa vzlomku vykrati, tak je to to isté, ako keby sme dosadzovali len
pravdepodobnosti. Vysledok:

P(A1/B) = 0,8421
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Vysledok déva odpoved na naSu otdzku, s akou pravdepodobnostou je fajciaci Student za
krikom dievca.

Z kontigencnej tabulky II.1. je tato pravdepodobnost’
a

p:

Alebo nas viac zaujima vyber jedného chlapca do potapadského druzstva. Clenovia musia mat’
silné plica, takze nesmu faj¢it’. Aké je pravdepodobnost’ takéhoto vyberu?
Vzhl'adom na polozenu otdzku Bayesa [I1.19] prepiSeme nasledovne
p(B/nA2).p(nA2)
p(B/nA2).p(nA2) + p(B/A2).p(A2)

p(nA2/B) =

Vysledok je ako sa mozete presvedcit’

p= =0,9 t.j.90%
d+c

A mdzeme zistit’ eSte d’alSie veci, napr. nahodny vyber nefajCiara (dievca alebo chlapca) do
spevackej sutaze, alebo vyber chlapca fajciara na vySetrenie obStrukénej bronchitidy
v suvislosti s fajéenim a i. Vzdy si k tomu pripravime prislusny Bayesov vzt'ah a odpoved si

l'ahko vypocitame.

Pr.IL8: V kolektive 30 vyskumnych pracovnikov Likérky so 70% zastipenim Zien ma tretina
z nich problémy s kontrolovanou konzumadciou alkoholu. Absolvent humanitnych vied moze
mat’ rozne otdzky na nejakt pravdepodobnost’, ktora ho zaujima, a ktort potrebuje v nejakom
rozhodovacom procese. Napr.: Aka je pravdepodobnost, ze ked dovezl z vyrocnej oslavy
zalozenia Likérky na zachytku jej pracovnika, ze to bude muz, ktory je tam pravidelnym
hostom? (33,33 %) Alebo Ze je to Zena, ktora prvy kréat v zivote ochutnala liehoviny? (2/3)
Alebo Ze to bude zena? (70%)

Je to obdobny priklad ako predchédzajuci II.7., mdzete si urobit’ pre kazdu otazku prislusny
Bayesov vztah a pocitat. Vysledky st uvedené v zatvorke za kazdou otdzkou. Kontigencna

tabulka 2x2 je nasledovna:

avisly | ano | nie | spolu
rod

Zena 7 | 14| 21
Muz 316 9
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spolu 10 | 20 | n=30

Pr.I1.9:: Manazér v spolupraci s inymi odbornikmi poméhaju zamestnaneckej firme zaviest’
reklamou odporucany novy test na drogy, ktory ma citlivost’ aj Specifi¢nost’ 99%, teda, ze
zachyti 99% vsetkych redlnych pripadov uzitia drogy a vyluci 99% tych, ktori drogu neuzili.
Prevalencia uzivania drog vo firme je 0,5% (teda 0,5% vsetkych zamestnancov drogy naozaj
berie). Aké je pravdepodobnost, Ze pracovnik firmy, ktory mal pozitivny test je

aj uzivatel'om drog? Je to dost’ dolezity priklad, urobme si znacenie toho, ¢o potrebujeme:

N — narkoman medzi zamestnancami, nN — zamestnanec, ktory drogy neuziva.

p(N) — pravdepodobnost’, Zze zamestnanec drogy uziva — prevalencia = 0,005 (0,5%)

p(nN) - pravdepodobnost’, Ze zamestnanec drogy neuziva = 1- p(N) = 0,995 (99,5%)

T — test pozitivny

nT — test negativny

p(T/N) — podmienend pravdepodobnost, Ze test je pozitivny, ak je zamestnanec uzivatel'om
drog = 0,99 (senzitivita testu = 99%)

p(T/nN) — podmienena pravdepodobnost, ze test je pozitivny, ak nie je zamestnanec
uzivatelom drog = 0,01 (doplnok k Specifickosti testu, ktora je 99%)

Kontigenént tabul'ku mézeme zostavit’ len z pravdepodobnosti:

test pozitivny | negativny spolu
uZzivate
Ano 0,99.0,005 | 0,01.0,005 0,005
Nie 0,01.0,995 | 0,99.0,995 0,995
spolu 0,0149 0,9851 n=1

Sme opit pri Bayesovi [I1.15], prepiSeme si ho:
p(T/N).p(N)
p(T/N).p(N) + p(T/nN).p(nN)

p(N/T) =

a dosadime, aby nam vysla pravdepodobnost’, Ze ked’ je test pozitivny, pracovnik je naozaj
uzivatel’ drog: p(N/T) = 0,00495/0,0149 = 0,3322
Je to len 33,22 % pravdepodobnost’! Mali sme vysoku senzitivitu aj Specifikost’ testu, napriek
tomu pravdepodobnost’ jeho uspechu, teda vyuzitelnost’ v pripade potreby je prekvapujiico
mala.

V Bayesovom vzt'ahu okrem technickych charakteristik testu vystupuje ako ddlezity

faktor aj prevalencia, t.j. vyskyt v populdcii. PouZiva sa dost’ ¢asto v populac¢nych etiologickych
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studiach, pri diagnostickom, terapeutickom a prognostickom rozhodovacom procese. Okrem

humanitnych vied sa preto ¢asto vyuziva v biomedicinskej Statistike. [8-10].
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Laviny? Vylidené, madam ! Nulovd

pravdepodobnost. Ale nesmejte sa
prostm prili§ hlasno...
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II1. Kompas v nas!!]
alebo kuzlo pravdepodobnosti

Ci uz verite, Ze nieco dokazete, alebo naopak verite, ze to nedokazete, v oboch pripadoch
madte s najvdacsou pravdepodobnostou pravdu.
Henry Ford

V priebehu necelych piatich mesiacov na prelome rokov 2013 a 2014 som si robil
zaznam vzdy, ked’ som v masmedialnom priestore (do ktorého som v tomto pripade zaradil aj
prednasky, diskusné fora a iné verejné akcie) zachytil vetu ozdobenli ornamentom ,, s najvécsou
pravdepodobnostou“ alebo vel'mi blizkymi vyjadreniami. Mozno vzletne a velmi odborne
povedat’, Ze som si stanovil ciel’ vyskumu zistit’ frekvenciu a zmysel pouzitia tohto slovného
spojenia atakujuceho posluchaca v istom obdobi, ale priznam sa, ze v skuto¢nosti som pocas
etapy zberu udajov takto eSte neuvazoval. Ked’ si na to ddvame pozor, je az udivujlce, ako
Casto sa tento pojem zpocCtu pravdepodobnosti pouziva v najrdznejSich situaciach

a suvislostiach. Vysledky som neskor zhrnul do tabul’ky III.1.

| A | B | C | Spolu

viskyt | 83 | 14 | 51 | 148

Tab.lIl.1: Zachyt terminu ,s najvicSou pravdepodobnostou* a blizkych vyrazov
v masmedialnom priestore v sledovanom obdobi 5 mesiacov.

A — z4chyt vety s vyjadrenim ,, s najvdcsou pravdepodobnostou *

B — zachyt vety s vyjadrenim ,, s velkou pravdepodobnostou *

C — zachyt vety s vyjadrenim ,, s istotou *“ alebo ,, mozZem uplne vylucit

26«

Je to ilustracny priklad, na ktorom si mdézeme nieCo ukazat. Vysledky ,.experimentu st
vyrazne ovplyvnené subjektivnym spravanim spracovatela, t.j. autora tejto publikacie.
PredovSetkym nebol robeny systematicky, ale len Uplne ndhodne, hlavne ztoho dovodu
pouzivam termin zdchyt, miesto vyskyt. Mozno sa to nezdé byt dolezité, ale je dobré CastejSie
si zopakovat’ vetu:

Vysledok analyzy nie je nikdy lepsi, ako je kvalita vstupnych udajov.

Ked'Ze vyjadrenia typu A, typu B a typu C maju z hl'adiska poctu pravdepodobnosti obecne
rovnaky obsah, scital som ich do suméarneho vyskytu za celé obdobie. Isty stupen nutkavej
zvedavosti mi nariadil kazdému zachytu priradit’ odhad vlastnosti, ktora mézeme nazvat’ trochu

zlozitejSie zmysel pouzitia slovného spojenia. Prelozené do zrozumiteI'ného jazyka:
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1. Nazdavam sa, Ze autor resp. uzivatel’ vyroku sa nim pokusal podporit’ nejaké svoje tézy
a umysly bez ich hlbsej alebo lepsie povedané bez akejkol'vek Statistickej analyzy. Pouzil ich
na zvyraznenie inych faktov, zlepsenie imidzu, obhajoby pravdivosti svojich tvrdeni tam, kde
sa nedali ani dokazat’, ani vyvratit a mozno ani neboli pravdivé. Takéto pouZzitie mézeme
spolo¢ne nazvat manipuldcia.

2. Vyrok bol pouzity osobou na zdklade experimentov, pozorovani, analyzy nejakych javov ako
ich vysledok, alebo prinajhorSom ako jeho odhad. Takéto pouzitie méZzeme spolo¢ne nazvat’
predlozenie faktov alebo strucnejSie fakty.

3. Do poslednej kategorie som zaradil vyroky, kde som sa nevedel rozhodntt’ a ani ziadnym
myslienkovym postupom zistit ich ciel’ a zmysel. Nazov — neviem.

Po tomto uvode je mozno zaujimavejsi udaj predstavujuci rozdelenie pocetnosti podla

priradenych kategoérii ako vidno z tabulky II1.2 a grafu III.1:

Kategoria | 1 - manipulicia | 2 - fakty | 3 - neviem | Spolu

Viskyt | 122 | 21 | 5 | 148

Tabulka I1L.2. Rozdelenie pocetnosti zachytu vyrazu ,,s najvicSou pravdepodobnost'ou*
podl’a odhadu ich pouZzitia.

Odhad pouzitia vyrazu "s najvacsou ]
pravdepodobnostou"

neviem

“ fakty / 3%
14%

“ J

Obr. IIL.1. Rozdelenie pocetnosti zachytu vyrazu ,,s najviéSou pravdepodobnost’ou*
podl’a odhadu ich pouZitia. Grafické znazornenie hodnot tab. II1.2. — kola¢ovy diagram
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Zda sa, ze rozdelenim javu podla pocetnosti vyskytu orientovanym na nejaku vlastnost’,
ziskavame nové, cenné informacie. Iny pohl'ad dava rozdelenie sumérnej pocetnosti zachytu
vyrazu ,,s najvacsou pravdepodobnost’ou‘ v ¢asovej Skale do 5 tried podl'a mesiacov:

mesiac | 11/2013 | 12/2013 | 1/2014 | 2/2014 | 3/2014 | spolu

zachyt 11 16 31 63 27 148

% 7,43 10,81 | 20,95 | 42,57 | 18,24 | 100

Tabulka I11.3. Rozdelenie poetnosti zachytu vyrazu ,,s najvi¢Sou pravdepodobnost'ou*
podla ¢asu zachytu (v mesiacoch).

Pozrime si vysledky v bodovom spojnicovom grafe:

Zachyt sledovaného javu v piatich
mesiacoch 11/2013 az 3/2014

70

63
60 -

50

frekvencia zachytu

30 31
/ Y 27
20
M
10 -

Obr. II1.2. Rozdelenie pocetnosti zachytu vyrazu ,s najvicSou pravdepodobnost'ou“
podl’a mesiaca v obdobi sledovania. Grafické znazornenie hodnét tab. I11.3.

Po tomto najjednoduchSom tabulkovom a grafickom spracovani udajov by sme mohli urobit’
ich rozbor a prezentaciu, ¢o je poslednou etapou vyskumu. Nahodny jav, metodiku vyskumu,
vhodnost’ a spolahlivost’ experimentatora a vysledné udaje som nijako neoveroval. George
Horace Gallup (1901-1984), americky novinar a svetozndmy zakladatel modernych
Statistickych metod prieskumov verejnej mienky (4no, je to ten Clovek, po ktorom su
pomenované renomované uUstavy prieskumu verejnej mienky po celom svete), ktoré hybu
politikou, reklamou a mnohymi inymi rozhodovacimi ¢innostami tvrdil, Ze ked” kuchér dobre
zamie$a obsah hrnca, tak mu postacuje nabrat’ a ochutnat’ iba za lyzicu polievky, aby zistil, ako

je to s celym jeho obsahom.
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Ak vezmem ako mieru kvality vys$Sie uvedené¢ho vyskumu pomer jeho reprezentativnosti
a ndkladov, tak je to kvalitny vyskum. Preto si dovolim uviest’ niekol’ko zaverov, s ktorymi
samozrejme mdze Citatel’ polemizovat’:

1. Prvotné spracovanie ziskanych tidajov poukazuje na prevazne manipulativne pouzitie vyrazu
,,§ najvacsou pravdepodobnostou “ v masmedialnom priestore. Tab. I11.2 a graf II1.1.

2. Tabulka II1.3 a graf I11.2 mézu poukazovat’ na skutocnost’, ze l'udia, novindri, politici a i. st
v obdobi Adventu, Viano¢nych sviatkov a novoro¢nych predsavzati (mesiace 11/13 az 1/14)
akysi lepsi, viac duchovnejsi a ohladuplnejsi, zbozni a uSlachtili, menej nachylni klamat’
a podvadzat’ aich spradvanie naznacuje, ze raz bude svet lepsi, alebo ze ste sa nejakym
prazvlastnym omylom ocitli medzi anjelskymi bytostami, ktoré z nejakého dévodu musia este
trpiet’ na tejto zemi. Maximum pocetnosti sledovaného javu, vyuzivaného hlavne s cielom
manipulovat’ posluchacstvo, ktoré sa vyskytlo vo februdri 2014, by chcelo podstatne hlbsie
Studium. Niektori analytici vSak tvrdia, Zze to mohlo suvisiet aj skampanou pred
prezidentskymi vol'bami.

Tak d’aleko vsak rozbor vysledkov méjho vyskumu nesiaha, mozno len vyvodit’ cenny
zaver, ze ked’ budete pocut’ vetu, obsahujucu bonmot ,, s najvdicsou pravdepodobnostou “, mali
by ste byt okamzite ostrazity, pretoze také veta s najva¢Sou pravdepodobnostou klame.

V predchédzajicom texte sme sa zaoberali nahodnym pokusom, ktorého vysledkom je
nahodny jav, teda zavisi od ndhody. Aj ked’ sa opakuje a mozno za rovnakych podmienok, jeho
vysledok je neisty, ndhodny aj vtej najjednoduchsej, elementdrnej forme. Pocet
pravdepodobnosti sa snazi davat’ isté pravidld, zakonitosti na pracu s ndhodnymi javmi. Stibory
dat, ktor¢ ziskavame pri sledovani takychto javov, byvaji obc¢as vel'mi rozsiahle. Uviest’ jeden
takyto subor napr. zo s¢itania 'udu by mnohonasobne presiahlo rozsah tejto publikédcie a na
velky zarmutok mnohych Ccitatelov by nezostal priestor na iné zaujimavé skvosty
pravdepodobnosti a Statistiky. Preto sa v naSich ilustraénych prikladoch budem velmi
obmedzovat’ ich rozsahom len na nevyhnutni mieru pre pochopenie podstaty. Je to len
z dovodov vyucby, nie je to prevazujlica vlastnost' redlnych Statistickych suborov. Prave
naopak.

Néhodny jav je teda nejaké tvrdenie o nahodnom pokuse, ktorého vysledkom je jeho
pravdivost, alebo nepravdivost. Nahodny pokus méze teda nadobtidat’ ro6zne hodnoty o ¢om
rozhoduje ndhoda. V najjednoduchsej alternativnej forme je vysledkom pokusu jedna z dvoch
dichotomickych moznosti ,,ano — nie“, ,, nula — jednotka®, ,muz - Zena*“ atd’. Napr. pokus

o odhad, koho ako prvého stretnete hned’ za najblizSim rohom. Muza alebo zenu? Osoba,
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s ktorou ste sa prave rozpravali o polnoci v blizkosti cintorina bola zivéa, alebo mftva?
Klévesnica vasho pocitaca bude po poliati kavou bud’ funkénd, alebo nefunkéna, atd’.

Inokedy méze nédhodna veli¢ina X nadobudat’ viac hodnot x;. Pri mnohonasobnom
opakovani ndhodného pokusu sa zaznamena dost’ neprehladnd zmes réznych vysledkov.

A v nich sa potrebujeme zorientovat’. Prvou moznost'ou je ulozit’ ich postupne do tabulky.

Pr.IIL.1: Poérodnost’ za tri tyzdne mesiaca ma4j, vyjadrena poctom zivonarodenych deti na
porodnickom oddeleni jednej fakultnej nemocnice, z toho chlapcov, na obrazku, ktory je

nazyvany aj stipcovy graf:

Obr.I11.3. Prehl’ad porodnosti za tri tyZdne mesiaca maj v porodnici

»
Porody

&

8

a M deti
m chlapci
dni

m deti 412(3/2(2/2/1(2(3/4/1|/3/2|/5/2|3/4/3/0/2|1

\|®mchlapci|3/0(1/0(2(/2/0(1/3/4/1/3/0/4/0/0/0/2/0 0|1 -

Zistené udaje st graficky spracované stipcovym grafom. Rad hodnét, ktory sme zaznamenali
jednoducho z pozorovania postupnym zapisovanim v tomto pripade deni za diiom, nazyvame
empiricky rad hodnot.

Prehl'adnejSia bude tabulka poc¢tu narodeni v jednotlivych diioch. Za tymto ticelom si urobme
z postupnosti narodenych deti usporiadany subor, dostaneme tzv. variaény rad (chlapcov uz

musime k prisluSnym usporiadanym hodnotdm priradit):

71



Vyskum a $tatistika v spolo¢enskych vedach
(s humorom a laskou)

Tab.IIL.4. Usporiadany sibor porodnosti za tri tyZdne mesiaca maja v pérodnici

deti | chlapci
0 0
1 0
1 1
1 1
2 0
2 0
2 2
2 2
2 1
2 0
2 0
2 0
3 1
3 3
3 3
3 0
3 2
4 3
4 4
4 0
5 4
51 27

Tabul'ka absolitnej pocetnosti vznikne tak, Ze poctu narodenych dni priradime pocetnost’ dni,
v ktorych sa tak udialo. Je to triedenie podla kvantitativnych znakov: V sledovanom obdobi je
1 den, v ktorom sa nenarodilo Ziadne dieta, 3 dni s jednym narodenym dietatom atd’. Bude

potom nasledovna:

Tab.IILS. Pocetnost’ porodov za tri tyZdne mesiaca maja v porodnici

Pocet deti (chlapcov « , . | Pocet deti Relativna .
narodenyc(h v lpdeﬁ) Pocetnost’ | chlapci v 1 deii | pocetnost’ (%) Aeenl()

0 1 9 0 4,76 42,85

1 3 4 1 14,29 19,05

2 8 3 2 38,09 14,29

3 5 3 3 23,81 14,29

4 3 2 4 14,29 9,52

5 1 0 5 4,76 0

6 0 0 6 0 0

spolu 21 21 spolu 100 100

Relativnu pocetnost’ sme vyjadrili v %. Obr. I11.4 tohto prikladu je uz o nieco prehl'adne;jsi.
V takejto frekvencnej analyze vyndSame na x os hodnotu znaku, v naSom pripade pocet
narodenych deti v jednom dni, na zvisli os potom pocetnost — v tomto pripade absolutnu

pocetnost’. Mozeme vyjadrit’ spojnicovym grafom ako polygén rozdelenia pocetnosti.
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Frekvencia porodnosti
10

Pocetnost

4 \ —4—deti spolu
\ = chlapci

2 /

0 \\F

0 1 2 3 4 5 6
pocet detiv 1 dni

Obr. I11.4. Pocet deti narodenych v 1 den (frekvencia porodnosti)

Iny typ spracovania udajov je sictova krivka (ogiva), ktora vznikne ako neklesajiica

krivka sc¢itanim hodnoty znaku, teda pocetnosti od bodu k bodu, tiezZ nazvand kumulativna

pocetnost’:
Ogiva pocetnosti porodnosti
25
L 20
§ /
@ 15
‘§ /.// =—o—deti spolu
E 10 4 / —li—chlapci
0
0 1 2 3 4 5 6

Obr. IIL.5. Suctova krivka deti narodenych v 1 den
ESte som ni¢ nepovedal o kvantitativnych charakteristikdch suboru dat, to pride neskor,

vSetko je to len elementarne spracovanie a prezentacia vysledkov. Pokial som vysledky

nejakého Setrenia ziskal priamo v teréne (pozorovanim, anketou a pod.) st to primarne udaje.
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Sekundarne su tie, ktoré ziskavam z inych Statistickych dostupnych zdrojov. Vsetky uvedené
detaily a terminy budeme v d’alSom rutinne pouzivat'.
Rozdelenie pocetnosti nam vécSinou dava informdciu o vnitornej Struktare suboru dat. Je to
jeden z prvych krokov hl'adania skrytého poriadku v chaose, ktory nas obklopuje.
Typy rozdelenia pocetnosti:
A. Podl’a toho, ¢i sa pocetnosti sustred’uji okolo jednej triedy a jej okolia alebo viacerych:
a) Unimodalne — mé 1 vrchol (napr. frekvencia porodnosti — deti na obr. I11.4. prikladu III.1)
b) Bimodalne, polymodélné — ma dva resp. viac vrcholov
c¢) U-rozdelenie; antimodéalne — opak unimodalneho rozdelenia, s jednym minimom
B. Podl'a symetrie rozdelenia
a) symetrické (v praxi vacSinou priblizne symetrické)
b) asymetrické - lavostranné (tiez s kladnou Sikmostou resp. pozitivne) — pocetnosti sa
sustred’uju viac pri nizs$ich hodnotach znaku, vyssie su chudobnejsie
- pravostranné naopak.
c. Iné, napr. J-rozdelenie — na zaCiatku maximum, postupne klesa ako po klesajucej
exponenciale; alebo opak J rozdelenia, teda na za¢iatku méd minimum potom exponencialne
stupa. Konstantné rozdelenie je rovnaké pre vSetky hodnoty.
Ako delime data v subore do tried? NajcastejSie sa nam rozdelenie ponuka prirodzene (na
Casové useky, alebo nejaké pevné intervaly, skupiny a pod.). Je viac sposobov urcenia poctu
intervalov k, bezne pouzivany sposob je jeho odhad
k= n [II1.1.]
kde n je pocet hodndt v stibore; alebo Sturgesovo pravidlo
k~1+3,3.logn [II1.2.]

kde log n je dekadicky logaritmus z n, k vysledku vam pomdze vasa kalkulacka. V pr. II1.1.
sme mali pocet deti za celé sledované obdobie n = 51 apodla [III.1.] by sme dostali po
zaokrthleni k = 7. Podl’a [II1.2.] by bol odporuc¢any pocet intervalov 6 alebo 7. Pocetnost’ sme
nakoniec prirodzene rozdelili do 7 tried podla frekvencie poctu deti narodenych v 1 dei.

Rozdelenie pocetnosti nds privadza k pojmu funkcia nidhodnej premennej P(x).
Doteraz sme si ju vyjadrovali len tabul'kou alebo grafom. V tabulke aj v grafe moézu byt aj
hodnoty pravdepodobnosti. Ako v kazdej funkcii, (pozri kap. 1. vzt'ah [I.18.]) mame aj v nej
nezavisle a zdvisle premenntl. V tomto pripade vSak ide o ndhodnti premennu, teda modze
nadobudat’ viac ré6znych hodndt z ddvodu ndhodnosti procesu. Na Statistické znaky mozeme

pozerat’ ako na ndhodné premenné (napr. pocet deti narodenych v jeden deni z pr.II1.1), ktoré
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mdézu nadobudat’ rézne hodnoty =z pravdepodobnostného oboru hodndt (z priestoru
pravdepodobnosti). Nahodn4 premenna je dostato¢ne popisana zdkonom jej rozdelenia. Zakony
rozdelenia su modelmi, ktorymi sa snazime rozdelenie ndhodnej premennej popisat’, pretoze st
dobre matematicky preStudované a maju zndme vztahy pre ich dolezité charakteristiky, ktoré
mdzeme potrebovat’. S funkciou ndhodnej premennej je uzko zviazany pojem distribucnej
funkcie F(x). Distribu¢nd funkcia v pr.III.1 bola zndzornend ako suctova krivka poctu deti
narodenych v 1 den na obr. IIL.5. Je to teda akasi ,,suctovd funkcia“ pravdepodobnosti.
Kazdému realnemu ¢islu x prirad’uje pravdepodobnost’, Ze ndhodna premenna (NP) nadobudne
hodnotu mensiu nez toto ¢islo t.j.:
F(x) = P(X <x) [I1L.3.]

Rozdelenie pocetnosti aj pravdepodobnosti méze byt nespojité (diskrétne) napr.

frekvencia poctu narodenych deti, vek arozne iné skokom sa meniace Uidaje. Plynule sa

meniace udaje nazyvame spojité (kontinudlne) rozdelenie.
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Obr. I11.6. Diskrétne rozdelenie pravdepodobnosti [2]
Obr. II1.6. az II1.8. modelovo zobrazuju pravdepodobnostné a distribu¢né funkcie pre diskrétnu

a pre spojiti ndhodnt premennu. Rozdelenie pravdepodobnosti spojitej nahodnej premenne;j

charakterizuje hustota pravdepodobnosti.
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Obr. II1.8. Tvar funkcie hustoty (modr4) a distribu¢nej funkcie ndhodnej premennej
Sledovanie resp. vysetrovanie ndhodného javu nazyvame pokusom, experimentom a pod. Pri
jeho n-nasobnom opakovani napr. pre n len niekol’ko mélo jednotiek az desiatok mozeme
dostat’ nejaké diskrétne rozdelenie pravdepodobnosti, ako na obr. II1.6. Ked’ to mnohonasobne
opakujeme, tvar diskrétneho rozdelenia sa postupne vypia, zahustuje; a pre spojitd ndhodna
premennu potom hovorime o hustote pravdepodobnosti. Jej distribu¢na funkcia zac¢ina zl'ava
od 0 a spojito rastie az do 1. Ak sa hodnota ndhodnej premennej x nachadza v intervale

X1 <X < X2
jej pravdepodobnost’ mozno z distribuc¢nej funkcie zistit’ jednoduchym vztahom

p(x1<x<x2) = F(x2) - F(x1) [111.4.]
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Nenechajte sa odradit’ mnoZzinou novych pojmov a obrazkov. Uvediem radSej niekolko
prikladov:

Pr. IIL.2. Pri vyznamnej navsteve z druzobného mesta Nesferatu sa jej delegati mimoriadne
zaujimali o na$ systém odberu krvi. Pozitivny ohlas u nich vyvolal fakt, Ze v naSej populécii je
vyskyt krvnych skupin nasledovny (tabulka II1.5. podl'a [3]), pretoZe u nich a vo vicSine sveta

je najcastejSou krvnou skupinou I'udi typ 0, pre nich z nejakého dovodu menej obl'ibenou. Na

Slovensku je to inak:

Tab.IIL5. Pravdepodobnost’ vyskytu krvnych skupin v populacii SR podPa systému AB(

Pravdepodobnostnd funkcia ma tvar

Krvné skupiny v populacii SR
= 42
< 38
£ 40 B
3 S
S 30
Q
2 /
S 20 13
5‘ 10 7 //
.";.' /
0 T T T 1
AB B 0 A
krvné skupiny

Obr. I11.9. Pravdepodobnostna funkcia zastipenia krvnych skupin podl’a systému AB0
v sucasnej populacii SR.

Rovnako sa zaujimali aj o distribu¢nu funkciu. Ked’ sme im ju zobrazili (nasledujuci obrazok
I1.10), radostne =zatlieskali vychudnutymi rukami s neuveritelne dlhymi pestovanymi

nechtami, poziadali nas o trochu samoty a intimity a rozbehli sa pozorovat nocny zivot nasho

mesta plného mladych l'udi, ako sa hovori ,,krv a mlieko*.
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Distribucna funkcia I
pravdepodobnosti vyskytu krvnych
skupin v populacii SR

100 /}eg
= 58

AB B 0 A
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Obr. II1.10. Distribu¢na funkcia vyskytu krvnych skupin v populécii SR

Pr. IIL.3. V sprave o stave istej bananovej republiky sa docitate, ze suhrnné Cisté ro¢né prijmy
10 profesiondlnych socidlnych pracovnikov su vo vyske takmer 425 000.- €. Ked’Ze mate v sebe
Statistické citenie, 'ahko si porovndte svoj prijem s priemernym prijmom socialneho pracovnika
v onej krajine. Skor ako si pobalite kufre a st'ahujete sa, aby ste tam mohli pracovat’, zavolate
svojmu priatelovi z tamojSej univerzity, aby vam informdaciu potvrdil. Poslal vdm o tom
podrobnejsiu spravu, ale z dovodov cenzury presiel len jeden graf distribuénej funkcie, ktorej

domadci cenzori asi nerozumeli a jedna stroha informdcia, ktoré uvaddzame:
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Obr. II1.11. Distribuéna funkcia ro¢nych prijmov socidlnych pracovnikov v istej krajine
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K tomu prisla este informativna tabul’ka, ktord poukazovala na skutocnost, ze vacsina
socialnych pracovnikov pracuje vteréne a len nevyhnutné minimum sa ich zaobera

administrativnou ¢innost'ou, takze krajina patri medzi najlepsie na svete v boji proti byrokracii:

Tab.II1.6. Socialni pracovnici rozdeleni podPa pracovného zaradenia.

Z obr. II1.10. ste videli, ze ma 4 prijmové intervaly s hranicami st¢tovej pocetnosti vyskytu
socidlnych pracovnikov vnich zaradenych: 1. (0;4), 2. (4;8), 3. (89), 4. (9;10).
Pravdepodobnost, vtomto pripade vyjadreni pocetnostou pripadov, mozno v kazdom
intervale vyjadrit’ ako sme uviedli vo vzt'ahu [III.4.] nasledovne:

p(xi1<x<xz) = F(x2) - F(x1)
Pre 1.prijmovy interval je F(x2)=4 a F(x1)=0, teda pocetnost’ vyskytu socidlnych pracovnikov
v iom je F(x2) - F(x1)) =4 -0=4.
Obdobne pre 2.prijmovy interval je F(x2)=8 a F(xi1)=4, teda pocetnost’ vyskytu socidlnych
pracovnikov v fiom je F(x2) - F(x1) =8 -4 =4.
Pre 3.prijmovy interval je F(x2)=9 a F(x1)=8, teda pocetnost’ vyskytu socidlnych pracovnikov
v iom je F(x2) - F(x1) =9 — 8 = 1. Rovnako aj vo 4.intervale nam vyjde p = 1.
Ked’ze mate kvalitné vzdelanie a dobru kalkulacku, viete, Ze véic¢sie Cisla sa mézu vyjadrovat
,,vedecky* v exponencialnej forme, napr. 100 = 10? a pise sa 1E+02, alebo 3600000 = 3,6x10°

= 3,6E+06 atd’. Viete deSifrovat’ x-ovl os a hravo si mdzete zostavit’ svoju tabul'ku:

Aj ked’ uz nieco tusite, pre istotu este raz zavolate svojmu priatel'ovi v tej krajine a on vam
vysvetli, ze vSetky fondy, zahrani¢né dotacie a dary do uvedenej oblasti ma na starosti general
X.Y., ktory je namestnikom ministra prace azhodou okolnosti zatom vodcu krajiny,
najvyssieho generdla Y.Z.z.; o Statnu Statistiku a jej prezenticiu sa stard bratranec jeho tety,

ktoré je aj jeho krstnou mamou. Ked’ze to nie je o moc lepsie ako doma, vybal'ujete kufre.
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Pristavme sa eSte na chvil'u pri jednom z najstarsich Statistickych pojmov, pri pojme
pravdepodobnost. Je mierou ocakavania vyskytu urcitych veci resp. javov, redlnych
v minulosti, si¢asnosti, alebo ich prognoézujeme. Mieru o¢akavania dostaneme tak, ze si zistime
pomer poctu priaznivych pripadov (meranim, vypocCtom, Statisticky, a pod.) ku vSetkym
moznym pripadom. Ni¢ viac a ni¢ mene;j.

Pokial’ sme si ¢okol'vek jednoznacne neoverili napr. priamou skusenost'ou, dokazom,
odvodenim ¢i inym vhodnym postupom, ostatné uz je vecou viery, teda nie sme si tym uplne
isti. A tu na nés ¢iha pasca. Nielen politici a neandertalci, ale ¢asto aj kazdy z nas na nieco
takéhoto rad dava nalepku, Ze je to ,,mozné“, ,,pravdepodobné* alebo naopak. To je asi
klamanie pravdepodobnostou. Jedna volne parafrdzovana historka vravi, ze vo vlaku cez
Skotsku vysocinu cestovali spolu absolvent humanitnych vied (asi filozof), prirodovedec
a Statistik, ked’ cez okno zbadali ¢iernu ovcu.

,Jéééej, v Skotsku st ovee Eierne!™ — zvolal (asi) filozof.

,Myslim, Ze v Skotsku st niektoré ovce &ierne,” — spresnil prirodovedec.

,.Da sa povedat, ze v Skétsku existuje minimalne jedna ovca, ktora je minimalne

z jednej strany ¢ierna,” — uzavrel debatu Statistik.

Castym typom ,,nedorozumenia“ je napr. ked’ vam nejaky ezotericky guru povie, ze nad kazdym
¢lovekom v kazdom okamihu sa s 13,5 % pravdepodobnost'ou vznasa niekol’ko neviditeI'nych
UFO, ktoré maju sice mimozemsky pdvod ale v ase a priestore medzipristali a naberali energiu
v starovekej Sumerskej risi. (Povod ezoterickych javov je vhodné umiestiiovat’ do prehistorie,
kde sa daju dost’ tazko potvrdit’. Ale aj vyvratit’ a potom sa vSetci divia, Ze na tom teda nieco
musi byt.). Pokial’ takyto vyrok nema byt len d’al$i neandrtalsky bluf, jeho autor by musel
urobit’ vel’ké mnozstvo pozorovani priestoru nad hlavami dostato¢ne velkého mnozstva tplne
ndhodne vybranych l'udi a nejakym spdsobom potvrdit’ v priblizne 135 pripadoch z 1000
pritomnost’ viac ako 1 sumerského UFO. Chcem tym povedat’, ze ziadne ,,pravdepodobnostné*
potvrdzovanie nejakého nepotvrdeného javu nds nepriblizuje kpravde. To nie je
pravdepodobnost’, to je zavadzanie. Ze sa to robi v politike a reklame asi nikoho neprekvapuje.
Vo Velkej Britanii Statistickd komisia chcela dosiahnut, aby ¢lenom vlady bolo zakazané
skumat’ Statistické tdaje pred ich zverejnenim a zabranilo sa tak moznosti pomocou nich nieco
politicky ovplyviiovat’ alebo ich zneuZivat' [4]. Zo skusenosti z nasich zemepisnych dizok
a §irok im moéZzeme trochu zavidiet, Ze ich politici a neandrtélci si davaji asponi tu ndmahu
nazriet’ do skuto¢nych Statistickych udajov.

Autor sa priznava, ze sdm niekedy pouziva ,,pravdepodobnostné* vyrazy neprimerane

a s istou pravdepodobnost’'ou ich uz aj pouzil v predchadzajucom texte. Nuz ¢o uz...
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Prejdime teraz k pravdepodobnostnym rozdeleniam niektorych funkcii ndhodnych
veli¢in. Su to teoretické matematicky dobre preStudované modely, ktoré ndm mozu pomdct’ pri
mnohych Statistickych a pravdepodobnostnych vypoctoch a analyzach.

Ked’ rozhodca pred futbalovym zapasom hodi normalnu mincu, aby ndhodny pokus
urc¢il po dohode, ktoré muzstvo bude mat’ vykop, sme s tym uzrozumeni, ze pravdepodobnost’
ze padne panna alebo orol je teoreticky rovnaka: 0,5. Keby vSak chcel robit’ statistickil show
a z nejakého dovodu by sa s kapitdnmi dohodol, Ze bude hadzat’ desat’ krat a Ze vyhrava ten,
komu padne viackrat jeho strana, moze sa stat’ napr., ze 9 krat padne panna a 1 krat orol.
Kapitan orlieho muzstva by sa mohol citit’ do zna¢nej miery ukrivdeny, dokonca psychologicky
by mu takéto nepriazen osudu mohla pokazit’ naladu a vykonnost’. Ak by v skole na hodinach
Statistiky daval trochu pozor a divéci to dovolili, poziadal by rozhodcu nech hodi mincou aspoi
1000 krat. Este lepSie by bolo zopakovat’ to 100 000 krat alebo hned’ milion, pretoze vysledny
pomer padnutia panny a orla by sa uz zarucene blizil k 0,5. Drobné odchylka v prospech vitaza
by uz bola psychologicky akceptovatelnd. Tomuto sa vravi zakon velkych c¢isel, ktory je
v Statistike ustrednym zakonom: Cim viac nahodnych pokusov nejakého javu mame, tym viac
sa experimentalna priemerna hodnota blizi k teoretickej. K popisu takéhoto procesu nam slizia
modelové rozdelenia pravdepodobnosti. Rozdelenie je pravidlo, ktoré kazdej hodnote resp.
kazdému intervalu hodnét priradi pravdepodobnost’, Ze ndhodna veli¢ina nadobudne tato
hodnotu, resp. hodnotu z tohto intervalu. Ako sme si uz vysSie naznacili existuji diskrétne
a spojité rozdelenia. Su zaujimavé a je ich dost, niektoré st bezne pouZzivané, iné dost
,exotické. Pozrime sa na niektoré pre nas uzitocné:

A: Diskrétne rozdelenia

1. Binomické rozdelenie. (tiez Bernoulliho rozdelenie)

Nech v jednom individudlnom pokuse sledovany jav A mdze nastat’ s pravdepodobnost'ou p
alebo nenastat’ s pravdepodobnostou q = 1 — p. Ked’ uskutocnime takyto pokus n-krat, pricom
pokusy musia byt Statisticky nezavislé a p = konsSt., jav A moze nastat’ k-krat, kde ke (0;n).

Pravdepodobnost’, Ze jav A nastane v n pokusoch presne k-krat je vyjadrend vzt'ahom:

n

p(x=k) = ()" (1-p)"* [IL.5.]

Kazdé rozdelenie ma dve zédkladné charakteristiky: stredni hodnotu E(X) a rozptyl D(X).
Stredna hodnota poctu vyskytu ndhodného javu A v n pokusoch je v binomickom rozdeleni
E(X)=n.p [11L.6.]

a rozptyl (disperzia)
D(X)=n.p.(1-p) [11n.7.]
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Obr. II1.12. Tvar binomického rozdelenia pre ré6zne parametre p a n [5]

Pr. II1.4. Mame 4 rovnakych nezamestnanych remeselnikov. Sich Ziadostami chceme
navstivit dlhodobo sledovanych 10 pracovisk, pricom v kazdej je rovnakd Sanca, ze 1
remeselnika do pracovného pomeru zoberu alebo nezoberd. Akt médme pravdepodobnost
umiestnenia evidovanych remeselnikov na tomto trhu prace?

Binomické rozdelenie v tomto priklade ma parametre:

n=10,k=4,p="'%=0,5t.]. rovnaka Sanca, ze na 1 pracovisku 1 remeselnika prijmu alebo nie.
Pre pravdepodobnost’ umiestnenia vSetkych 4 evidovanych remeselnikov na trhu prace, ktory

predstavuje 10 firiem dostaneme z [II1.5] pomocou Sikovnej kalkulacky

10

p(x=4)=( ) ).o_,s*. (1—0,5)% =0,205078

kde ( 140) je kombinécia podla [I.16] z 1. kapitoly a ddva 210 moznosti umiestnenia 4

remeselnikov na 10 pracoviskdch. Tato hodnota sa vynasobi prisluSnou mocninou
pravdepodobnosti prijatia a opacného javu, neprijatia a vysledok je, ze za danych podmienok
mame asi 20,5 % pravdepodobnost’ ich zamestnania. Ak sa vdm nechce naprogramovat’ si to
v EXCELI (je to funkcia =BINOMDIST(k;n;p;0)) na webe mame napr. v [6] nieco ako online

kalkulator binomického rozdelenia. Uvediem vysledky z neho:
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Obr. I11.13. Graf pravdepodobnostnej a distribu¢nej funkcie binomického rozdelenia pre
parametre p=0,5 an =10 [6]

Podrla ocakéavania z uvedenych obrazkov je strednd hodnota podla [II1.6] E(X) = 5 s rozptylom
podl’a [II1.7] D(X) = 2,5. Program - vypocitané pravdepodobnosti rozdelenia uvadza v tabul’ke,
v ktorej pre k = 4 vychadza hodnota pravdepodobnosti ako aj ndm vyssie p(X=4) = 0,205078.

Pomocou binomického rozdelenia by sme mohli vypocitat’ pravdepodobnost’ napr. ak chce mat’
rodina n deti, aké je pravdepodobnost’, Ze budii mat’ 1, alebo 2 vo vSeobecnosti k chlapcov, ked’

pravdepodobnost’ narodenia chlapca v sucasnej populacii je 52%.

Pr. IIL.5. Velky kalif sa mieni ozenit, ale musi zabezpecit’ aj pokracovanie vladnuceho rodu,
teda dedica. Potencialne nevesty, ktoré sa na jeho dvor zbehli ako osy na med, upozornil, Ze za
zenu si moze vyvolit’ len t, ktord mu da aspon 5 deti ale hlavne medzi nimi naslednika trénu.
Takmer vsetky zaujemkyne o Svarneho kalifa odisli, lebo jeho pozZiadavku mu nemohli zarucit’.
Zostala len princezna Binomidlka, v rozpravkach Gasto prezyvana ako Seherezdda, ktora sa
nechala predviest’ pred kalifa a vravi mu:

,, 066, mocny kalif, najZiarivejsia hviezda vsetkych poddanych, dovol svojej nehodnej
sluzobnici prehovorit’.*

V istom o¢akavani nepatrne prikyvol, potom sa uz k slovu nedostal.

,Premudry vladca, len vd’aka tebe vsetci vieme, Ze o zivote a smrti rozhoduje Najvyssi v nebi
a ty ako jeho zastupca. Ked’ze nie sme panmi svojho Zivota, nikto z nds okrem NajvysSieho
nemdze rozhodnut’, ¢o sa ma narodit’.*

Trochu nespokojne sa zamrvil, ale skor ako ju mohol dat’ vyhnat’, rychlo pokracovala:
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,»Najjasnejsi vladca, som len obt’azujlicou muchou, ktort mézes hocikedy svojou mocnou rukou
rozmliazdit’, ale ja Ti m6zem dat’ aspon vel'kld nadej. Ked” som sa pripravovala na svoju tilohu
dobrej manzelky, okrem iného som sa zaoberala rozdelenim pravdepodobnosti pana Jacquesa
Bernoulliho, v Eurépe vraj slavneho uéenca. Na zéklade jeho vztahov Ta mézem ubezpegit, Ze
ak budeme mat spolu 5 deti, tak fakt, Ze by sa ndm nenarodil z toho ziaden syn je takmer
nemyslitel'ny, pravdepodobnost’ je len asi 2,5%. Pravdepodobnost’ narodenia 1 syna z piatich
deti je 13,8%, 2 synov uz 29,9% a viac ako 32% mame pravdepodobnost’, Ze sa ndm narodia 3
synovia. Ba este aj 4 synov mézeme mat’ so 17,5% pravdepodobnostou. To, ze vSetkych 5 deti
budi synovia Ti neviem zarucit, je to miziva pravdepodobnost’, necelé 4%. Strednd hodnota je
medzi 2 a 3 synmi, presnejsie 2,6 s rozptylom 1,25.%

Princeznd Binomidlka zabudla povedat’, Ze rovnaku pravdepodobnost’ by mal vzneseny
kalif s hociktorou diev¢inou. Ale ani to nebolo potrebné, dolezité bolo sustredit’ vSetky sily
a pozornost’ na bliziaci sa svadobny obrad a kalif tuho rozmyslal ako zabranit’ tol'kym svojim
synom, aby sa o tron pobili.

ESte mala pozndmka: Binomické rozdelenie s n =1 je tzv. alternativne rozdelenie (jav A nastal

alebo nenastal), ¢asto pouzivané v teoérii hier a 1.

2. Poissonovo rozdelenie alebo aj rozdelenie riedkych javov

Francuzovi Simeonovi Denisovi Poissonovi (1781-1840) sa vraj ako ¢lenovi Francuzskej
akadémie Bernoulliho rozdelenie nepozdavalo uz len preto, ze Jacques Bernoulli (1654 — 1705)
bol Svajéiar. Pre velky pocet pokusov javov s malou pravdepodobnostou bolo zdihavé
a nevyhovujuce. Navrhol vlastné, ktoré sa ukazalo pre vel'ké n>30 a malé p<0,1 ako dobrou
aproximaciou binomického rozdelenia s jedinym parametrom, strednou hodnotou rozdelenia
A>0; a pri svojej veselej povahe ho hravo aplikoval na vypocty imrtnosti za predpokladu, ze
v populdcii k imrtiam pri vicSine choréb dochadza nezavisle a ndhodne:

k

(=

p(X=k)= e"‘.k!

[111.8]

Strednd hodnota a rozptyl je rovna parametru A

EX) =D(X) =2 [111.9]

V programe EXCEL sa vypocet charakteristik Poissonovho rozdelenia nachadza vo funkcii:

POISSON(k, A,0). Web kalkulator najdete tiez v [7] resp. [9].
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Obr. I11.14. Graf pravdepodobnostnej a distribu¢nej funkcie Poissonovho rozdelenia pre
parametre A=1; 4 a 10 [8]

Pr. IIL6. Rusky ekondém a Statistik, zijici na prelome 19. a20. storo¢ia v Nemecku
a predndsajuci na Univerzite v Strassburgu Ladisaus Bortkiewicz (1968-1931) sa venoval
zdvaznym ukazom svojej doby. Studoval politickii ekonémiu Karola Marxa. Taktiez vydal
v roku 1898 knihu Das Gesetz der kleinen Zahlen, ktora ho preslavila. V nej zverejnil svoje 20
ro¢né pozorovania v 10 vojenskych zboroch kavalérie nemeckej armady. ISlo mu o pocty
vojakov za rok, ktori zomreli nasledkom kopnutia kona. 20 rokov x 10 zborov kavalérie = 200
nezavislych pokusov, teda n = 200. V tomto ¢ase sumarne doslo k 122 smrtel'nym pripadom,
teda ocakdvand pravdepodobnd hodnota poctu umrti za rok v jednom zbore A = 122/200 = 0,61
Bortkiewicz pouzil ako parameter A = 0,61. Odhadnime spolu pomocou Poissonovho
rozdelenia kolko sa priemerne za rok v zboroch kavalérie nemeckej armady vyskytlo
k smrtel'nych urazov, k = 0,1,2,3,4,5 ? Ak ste zru¢ni v nardbani s vasou kalkulackou, dosad’te
si a po dlhej dobe dostanete (zohl'adnite vztahy [[.17] a Pr.1.8. z L. kapitoly, kde sme uviedli,

ze kazdé ¢islo umocnené na nulta =1)
0
p(X=0)= e-°»61.% = 0,543351

Bolo to namahavé, preto radsej vyuzite moznosti programu EXCEL, alebo online kalkulatora
v [9], ktory vam vyhodi potrebnu tabul'ku, ktort si doplnime dvomi stipcami: vypocitanymi

poctami imrti vojakov VH (zaokrihlime na celé ¢isla) a pozorovanymi hodnotami PH.
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k p VH | PH
0 | 0,543350869 | 109 109
1] 0,331444030 66 65
210,101090429 20 22
3 | 0,020555054 4 3
4 | 0,003134646 1 1
510,000338243 [ VH—0| 0
Tab.IIL.7. Hodnoty pravdepodobnosti Poissonovho rozdelenia p, teoretickych (VH)

a pozorovanych (PH) umrti vojakov kopnutim koiniom v Bortkiewiczovom experimente. [10]

Slusne to sedi, ze? Ako povedal jeden Sachista z Hané na Morave, potom ako prehral dolezita

partiu, pretoze super mal jazdca navySe: Kiin je nebezpecné!

Pr. IIL.7. Populdrny drogovy diler Fifik mal dobrt ndladu. KSefty iSli nad ocakavanie dobre,
zakaznici sami doliezali a prave dostal vacsiu dodavku, ktord mu zabezpeci vel'mi slusny zisk
a teda aj Stastny zivot. Riedenim s trochu nekvalitnym materidlom, omietkou, ktory by sam
nikdy nevzal ani v najvacSej nudzi, ako si v duchu pri praci hovoril, urobil 1000 davok.V
dobrom rozmare ale ndhodne kazdu desiatu z nich ponechal v kvalitnom ¢istom stave, nech ma
aj nejaky Stastlivec, alebo st’astlivei vydareny den.

Ak si chceme dnes vecer urobit’ na intraku dobru party a idem na iiu zaobstarat’ 10 davok pécka,
akt mam pravdepodobnost’, Ze medzi nimi budu aj super kvalitné? Je to Poissonovo rozdelenie
pravdepodobnosti s parametrom A=100/1000 = 0,1. Pomocou vlastnych vypoctov, EXCELU

alebo najlepsie online kalkulatora dostaneme tabul’ku pravdepodobnosti:

K P(X=k) P(X<k) P(X=k) v [%]
0 |0.049787068367864  0.049787068367864 | 4,98
1 0.14936120510359  (0.19914827347146 14,93
2 10.22404180765539  |0.42319008112684 22,40
3 0.22404180765539  0.64723188878223 22,40
4 10.16803135574154  0.81526324452377 16,80
5 10.10081881344492  |0.9160820579687 10,08
6 0.050409406722462  0.96649146469116 5,04
7 0.021604031452484 0.98809549614364 2,16
8 10.0081015117946814 0.99619700793832 0,81
9 0.0027005039315605 0.99889751186988 0,27
10 0.00081015117946814 0.99970766304935 0,08

pripojili sme posledny stipec s % pravdepodobnostou, ze pri nakupe ziskam k kvalitnych

speedov. Ako vidno, od Fifika, ked’ ma dobrt naladu, oplati sa nakupovat’!
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B: Spojité rozdelenia

1. Normadlne (Gaussovo alebo Gauss-Laplaceovo) rozdelenie N(u.c?) a N(0.1)

Je najdolezitejsie rozdelenie pravdepodobnosti spojitej ndhodnej veli€iny, preto sa mu trochu
pozrime na zubky. Popisuje velmi vela pravdepodobnostnych a Statistickych javov nasho
sveta. NavySe aj mnohé iné¢ diskrétne ispojité rozdelenia moze za urCitych podmienok
dostato¢ne aproximovat’. UZ sme sa s nim stretli ako s prikladom nejakej funkcie v kap. I, bol

to vztah [I.26] a jeho obrazok, tak si ho zopakujme a popiSme. Jeho matematické formula je

y
|

1 X

flx)=—=.e 2.2 [111.10.]

ov2

N

ktorého strednt hodnotu oznacujeme p a distribtciu 62

EX)=p [IIL11]
D(X) =c? [111.12]
Jeho obecny tvar je
1 Ax)
s | Py N
// \
"'Z'l "l\'.
lll'( \.',
l""/ .\"'-
/ \
/ \
/ \
— - ‘ \"--____ >
K o

Obr. II1.15.Tvar normalneho rozdelenia funkcie nahodnej premennej—Gaussova krivka
Sledovanie vysky, vahy a pod. celej populacie alebo vybraného suboru, napr. ziakov v triede,
Pudi v meste, ¢lenov kmena Pygmejcov alebo hracov NBA, najroznejSie vedecké a technické
merania, vyskyty a pod. to vSetko ma pri dostatocne vel'’kom stibore tvar Gaussovej krivky, teda
podlieha norméalnemu rozdeleniu. Rozdelenie jednotlivych pripadov pravdepodobnosti je tak
husté, Ze je spojité a hovorime o rozdeleni hustoty pravdepodobnosti, ktord je imerné ploche
pod krivkou. Na obr. III.8. sme si uz znazornili tvar funkcie hustoty a distribu¢nej funkcie
spojitej nahodnej premennej. Nez si priblizime vztah hustoty a plochy pod krivkou, uved’'me si

jeden priklad [11]:
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Pr. IIL.8. Sledovala sa vySka 3231 chlapcov vo veku 9,5 az 10 rokov. Pocetnost’ vyskytu bola

rozdelené do 9 tried so Sirkou intervalu 5 cm. Vysledky boli spracované v tab.IIL.8. a na obr.

III.16.:

Tab. I11.8: Rozdelenie chlapcov vo veku 9,5-10 r podl’a telesnej vySky
(dlzka triedneho intervalu 5 cm) [11]

Stred Absolutna Kumulativna Relativna Kumulativna
triedy x; pocetnost’ n; || absoliutna pocetnost’ || pocetnost’ ni/n relativna pocetnost’
120 13 13 0,0040 0,0040
125 95 108 0,0294 0,0334
130 414 522 0,1281 0,1615
135 880 1402 0,2724 0,4339
140 1013 2415 0,3135 0,7474
145 582 2997 0,1801 0,9275
150 199 3196 0,0616 0,9891
155 29 3225 0,0090 0,9981
160 6 3231 0,0019 1,0000
Spolu 3231 - 1,0000 -

Obr I11.16: Histogram vyberového rozdelenia telesnej vysky
3231 chlapcov vo veku 9,5-10 r a teoreticka hustota
norméalneho rozdelenia telesnej vySky[11]

Fodet pozorovani

Histogram a teoreticka hustota

N (138,52;6,25)

I\

- |
120 125

130 135 140
Vydka

145 150 155

160

Pokial’ by sme zviacSovali velkost” vyberu chlapcov nad vSetky medze a zaroven skracovali

diZku triedneho intervalu, obrys histogramu by sa postupne priblizoval teoretickej Gaussovej

spojitej krivke.
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Pod hustotou pravdepodobnosti budeme v nejakom intervale {(a;b) teda rozumiet’ ako pri
diskrétnych rozdeleniach
P(a<X<b) =F(b) - F(a)

¢o je rozdiel hodnot distribu¢nej funkcie v bode b a a, t.j. rozdiel plochy pod krivkou od - az
po b a plochy od -0 az po a. Presne sa to da urobit’ trochu narocnejSou matematickou operaciou
nazvanou integrovanie (vid’ ilustra¢ny obr. III.17. pre vSeobecny tvar rozdelenia), ndm mdze
zatial’ posta¢it’ priblizna hodnota, predstavujica stipec histogramu v danom intervale ako na
obr. III.16. Napr. v intervale 135 az 140 cm bude 880 chlapcov, o je velkost 4. stipca

a dostatocne sa priblizuje ploche tohto intervalu pod teoretickou spojitou Gaussovou krivkou.

§ /ix)

Obr.I11.17. Vypocet hustoty pravdepodobnosti v intervale ako plochy pod teoretickou
spojitou krivkou rozdelenia.
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Obr.I11.18. Tvar norméalneho rozdelenia a jeho distribu¢nej funkcie pre niektoré hodnoty
parametrov p a o [12].

Pomocou normélneho rozdelenia budeme interpretovat mnohé Statistické javy a postupy.
Mnohé iné rozdelenia budeme s normélnym rozdelenim porovndvat. Francuzsky astronom
a matematik Pierre-Simon Laplace (1749-1827) sa v znacnej miere podiel’al na tom, Ze pocet

pravdepodobnosti sa stal nastrojom zmysluplnej redukcie velkych datovych stborov
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a zistovania ich neistoty. Dokdzal, Ze na vysledky merani maji vplyv mnohé nezavislé chyby
a odvodil matematicky zédkon chyb. Udaje, ktoré su ovplyviiované vel'mi velkym poétom
malych a na sebe nezavislych efektov, budl rozdelené viac-menej normalne. A matematicky
odvodil centralnu limitnu vetu, ktora je zakladom poctu pravdepodobnosti. Vyraz ,,normalny*
bol dost’ frekventovany v 19. storo&i v medicine ako protipdl k pojmu ,,patologicky*. Coskoro
sa zacal pouzivat’ obecnejSie, aj vo vztahu k 'ud'om a ich chovaniu, ik veciam vo vyzname
,,aké by asi mali byt™. Pre krivky tvaru zvonu sa to prebralo od astronémov, ale tiez vo vyzname
pre javy ako* typické®, bezné®, ,,obvyklé®, teda nieCo so zvycajnou, priemernou vlastnost'ou,
kde ,,norma“ predstavovala isty ideal.

A krivka nesklamala ani vo svojej matematickej variante. Pozrime si obr. I11.19.

34.1% 34.1%)

Obr.111.19: Krivka hustoty normalneho rozdelenia pravdepodobnosti s vysvetlenim
vyznamu parametrov |,c.

K je strednd, priemernd hodnota aj v zmysle [IIL.11] aj ako vidime, okolo nej st symetricky
rozlozené vSetky vicsSie a vSetky menSie hodnoty. S akou pravdepodobnostou, ukazuje
parameter o. V intervale ¢ sa nachadza prakticky takmer 70% vSetkych hodndt normalneho
rozdelenia, teda tie su najviac ,,normalne®. Vravime ze v 1o-intervale dostaneme hodnotu so
68% pravdepodobnostou, alebo na hladine vyznamnosti 68% resp. 0,68. Sirsi 2c-interval
predstavuje uz 95% hladinu vyznamnosti a 3c-interval dokonca 0,99. Parameter o je ako
vyplyva zo vztahu III.12. odmocnina z rozptylu a nazyva sa smerodajna odchylka, ktorej
vel'kost’ udéva ako Siroko st rozlozené hodnoty v sledovanom subore:

o= D(Xx) [I11.13.]
Kazdé normalne rozdelenie N(u,0) sa da pretransformovat’ na normované normalne rozdelenie
N(0,1), kde stredna hodnota p =0 a ¢ = 1 pomocou transformacie:

X—p
= — I11.14.
u p [x ]
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po ktorej vztah pre normalne rozdelenie I11.10 nadobtda tvar:

flu) = %_ ez [1IL.15.]

Vyzera to zlozito, ale urobili sme len to, Ze strednti hodnotu sme umiestnili na vodorovnej osi
do 0 a pravdepodobnost’ na zvislej osi sme preratali na interval od 0 do 1.

Graf rozdelenia N(0,1) je na obr. I11.20:

f(u)

Obr.111.20: Krivka hustoty normovaného normailneho rozdelenia pravdepodobnosti
s parametrami p=0, c=1.

Naco je to dobré? Hodnoty distribu¢nej funkcie F normalneho rozdelenia, teda plochy pod
nejakou Castou zvonovej krivky nie je pre normalneho citatel'a najjednoduchsie vypocitat’
(vyraz normalny pouzivam, ako ste si v§imli, uz v novom pravdepodobnostnom a Statistickom
vyzname, teda najviac sa vyskytujuci, bezny). Pre normované normalne rozdelenie su vSak tieto
hodnoty uvadzané vo vSetkych dostupnych zakladnych statistickych tabul’kéch pre rozne u, ¢im
sa vypocet hustoty pravdepodobnosti stava dostupnou rutinou pre vacsinu ¢itatel'ov, minimélne
pre 1o - interval, teda asi 68% celého ich stboru.

Castou tlohou pri aplikacii normalneho rozdelenia je najst' pravdepodobnost’ toho, Ze
nahodna premenna X nadobudne hodnoty zintervalu x; aZ x; . Pri vypocte tejto

pravdepodobnosti vyuZivame normovanie takto:

- X — -
P(xl<)(<x2)=P(xl s e ﬂj=P(ul<U<u2)
o o o
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z vlastnosti distribu¢nej funkcie vyplyva :
P(u, <U <uy) = F(u,) = Flu,)

Podobne postupujeme aj pri vypocte pravdepodobnosti toho, Ze nahodna premenna X je

menSia neZ vopred zvolena konStanta x
X—-u x—u
P(X<x)=P| ——<——|=PU<u)=F(u)
o o

Pr. IIL9. Architekt Imhotep a pisari faradna 3.dynastie Starej riSe DZoésera mali pri Sakkare
vela prace. K stavbe slavnej farabnovej pyramidy vyrobcovia piva museli dodat’ aspont 850 hl
piva, aby bol zabezpeceny jeho dostatok pre vSetkych robotnikov, remeselnikov a dozor.
Dlhodobo normélne dodavali priemerne 1000 hl denne s rozptylom 100 hl. Faraén Dzoser sa
vsak zacal venovat svojej obl'ibenej kratochvili, vojenskému tazeniu k susedom, ¢o od¢erpalo
pivovarnikom takmer kazdého piateho ¢loveka z muzskych pracovnych sil a tym sa znizila
produkcia o 16% arozptyl sa zvySil na 225. Pisdri museli zistit, ¢i je dostato¢na
pravdepodobnost’, ze dodavky piva buda aj cez vojnu aspont 850 hl, inak by sa cely systém
stavby najvacsej faraonovej pychy zrutil resp. by museli prejst na jednoduchsi variant
stupiiovitej pyramidy podobnej babylonskym zikkuratom, ktory vyzadoval vyrazne mensie
pracovné nasadenie.

Stari Egyptania nejaké to tisicrocie pred Kristom dotiahli cely proces vyroby piva, ale
aj prepracovany systém jeho rozdel'ovania, takmer k dokonalosti. A niet sa o divit. Ved’ sktiste
si v najhorticejSom lete postavit’ doma na zédhradke taka celkom malt pyramidku, povedzme 50
krat 50 metrov s vyskou 25 metrov, s ¢im medzi pyramidami vel'mi nevyniknete, ale uvidite,
respektive pocitite ti neodolatelnu chut’ na pivo.

Mame priemernu dennti dodavku piva p = 1000 hl. Rozptyl E(X) = 100 teda smerodajné
odchylka o = 10. Priemer novych dennych dodavok sa znizi na 840 hl s rozptylom 225. Aka je

pravdepodobnost’, ze denné dodavky pocas vojny neklesnt pod 850 hl?

1 = 840
c=15

p(X>850) =2

Normovanie normalneho rozdelenia sa robi cez transformaciu u= -
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—= ma hodnoty 0 a (850-840)/15=0,67.

o

0 0 2 o . v X
Distribu¢na funkcia F(u) v intervale u; = -0 az uy =

Ich rozdiel podl'a [I11.4.] je pravdepodobnost’ v naSom pripade, ze vel'kost’ dodavky piva bude
v intervale pod 850 hl denne: p(-co<x<x2) = F(0,67) - F(-0) = F(0,67)

V statistickych tabul’kach napr. [13] ndjdeme pre hodnotu u = 0,67 pravdepodobnost’ p(x<850)
= (,7486. Pravdepodobnost’, ze dodavky budi nad 850 hl piva denne je potom p(X>850) =1 —
0,7486 = 0,2514.

Architekt Imhotep s pisarmi s hrozou zistili, Ze vojna znizila pravdepodobnost’ potrebnych
dodavok piva len mélo nad 25%, teda
len asi kazdd 4.dodavka bude
postacujuca, inak budi pracovnici na
pyramide hynat od smédu; akedZze
nechceli byt zaziva do pyramidy
zamurovani, ihned’ presli na Gsporne;jsi
zikkuratovy  variant. Dodnes  ho

obdivuju archeologovia a turisti.

Pr. IIL.10. Ucenici celu noc lovili ryby, ale ni¢ nechytili. Nadranom sedeli smutni, hladni
a zamysleni na brehu, ked’ sa Simon Peter ozval:

,»Ako je to mozné? Ved bezne sme mali lovok okolo 150 ryb plus minus 10. Aj Pan hovoril,
7e je to normalne, zZe tak to zariadil jeho nebesky Otec. Viete, Co? Ja mu verim, skiisim to esSte
raz...

Tomas pochybovacne prehodil:

»Myslite, ze mame nejakt nadej chytit’ 142 az 153 ryb?*

Ale ked’ videl ako sa vSetci, aj ked’ s ochkanim a stonanim pozbierali a nasledovali Petra, pridal
sa k nim.

Skusme spolocne spocitat’ TomaSovi nadej na ulovok, teda pravdepodobnost’:

p=150 - strednd hodnota vSetkych ulovkov v rybolovoch v minulosti

c=10 - smerodajnd odchylka rybolovu

p(142<X<153) =2

Pravdepodobnost, Ze pri uvedenych parametroch a normalnom rozdeleni lovu chytia ryby

v pocte medzi 142 az 153 vypocitame nasledovne:
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Hranice intervalu st 142 a 153. Vypocitame pre ne transformovanu hodnotu distribu¢nej

funkcie podla [II1.14]: u = x—i

(e

w = (142-150/10=-0,8;  up = (153-150)/10 = 0,3
p(142<X<153) = p[(142-150)/10 < (X-150)/10 < (153-150)/10] = p(-0,8 < uy < 0,3) = F(0,3) —
F(-0,8).

Vieme, ze pravdepodobnost v tomto intervale zistime z tabuliek distribu¢nej funkcie
normovaného normalneho rozdelenia, ked’ najprv vypocitame hodnoty distribu¢nej funkcie pre
pravu hranicu intervalu a pre l'ava hranicu a potom ich od¢itame. Vysledok od¢itania je hl'adana
pravdepodobnost’.

Hodnotu pravdepodobnosti z distribucnej funkcie pravej strany intervalu F(0,3) v tabulke
najdeme: p(0,3)=0,6179

Predstavuje to plochu pod krivkou hustoty pravdepodobnosti od -co do hodnoty 153 ako je na
obr. II1.21(zobrazuje sa len od hodnoty 138, pretoZe na to, aby sa zobrazil interval od -, by

sme potrebovali trochu vac¢si obrazok, dokonca az nekonecne velky):

Graf hustoty rozdéleni pravdépodobnosti
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Obr. I11.21. Zobrazenie pravdepodobnosti hodnét ulovkov ryb x < 153.
Pravidlo pre zdporny argument pre symetrickll funkciu akou je normalne rozdelenie:
F(-x) = 1-F(x) [111.16]
teda v naSom pripade F(ui) =F(-0,8) =1 —F(0,8), kde v tabul’kach pre u = 0,8 dostaneme 0,7881
a pre pravdepodobnost’” dostaneme p(-0,8) =1 —0,7881 =0,2119
Predstavuje to plochu pod krivkou hustoty pravdepodobnosti od -co do hodnoty 142 ako je na
obr. I11.22:
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Graf hustoty rozdéleni pravdépodobnosti
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Obr. 111.22. Zobrazenie pravdepodobnosti hodnot tlovkov ryb x<142.
Vyslednu pravdepodobnost’ tlovku medzi 142 a 153 rybami dostaneme ich odc¢itanim:
p(142<X<153) = F(u2) - F(u1) = F(0,3) — F(-0,8) =0,6179 — 0,2119 = 0,406
Graficky:
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Obr. I11.23. Zobrazenie pravdepodobnosti hodnét ilovkov ryb v intervale 142<x<153.
Pre Tomasa 40,6% pravdepodobnost’ nebola ni¢ moc a na lov iSiel s pocitom, Ze aby to ulovili,

musel by sa stat’ zazrak.
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Ako to dopadlo, mdzete sa docitat’ v Janovom evanjeliu: Jn 21, 1-12. [15]

Pr. II1.11. V zariadeniach socidlnych sluzieb pre seniorov v okrese sa ndm dari roéne umiestnit’
priblizne jedného z desiatich ziadatel'ov, priCom pocty umiestnenych st ndhodnou veli¢inou
s normalnym rozdelenim a odchylkou £+ 5. Umiestnili sme v tomto roku len 30 ziadatel'ov. Aky

je priemerny pocet volnych miest v zariadeniach socidlnych sluzieb pre seniorov v okrese?

p=0,1
c=5
X =30
p="7?

Pravdepodobnosti p = 0,1 v tabul’kéch zodpoveda hodnota distribu¢nej funkcie pre interval od
0 po 30; F(u)=0,1. Hodnoty distribu¢nej funkcie s tabelované az od 0,5 (pre pravdepodobnosti

> (). Pre nizSie hodnoty mame d’alsi algoritmus vypoctu (plati len pre F<0,5):

F(u) = 1 — F(-u)
Dosadenim dostdvame 0,1=1-F(-u) a z toho
F(-u)=0,9

Pre distribu¢nu funkciu (pravdepodobnost’) 0,9 dostaneme z tabuliek hodnotu 1,28, teda pre
nasu veli¢inu -u = 1,28 alebo po vynéasobeni (-1): u = -1,28. Z normovania [II1.14] u = Y—;"

upravou dostaneme:
p=X-o.u [II1.17]
Rovnicu, v ktorej nezndmou je p postupne upravime
p=30-5.(-1,28) = 30+6,4 = 36.
V poziadavke na nadriadeny orgdn moZeme uviest, ze rocne priemerne umiestnime

v zariadeniach socidlnych sluzieb 36 seniorov, skutocné potreba je 10-nasobna.

Pozn.: Suhrn vztahov, ktoré platia pre hustotu (oznacovanu f(x)) a distribu¢ni funkciu

(oznacovanu F(x)) normalneho normovaného rozdelenia

o f(x) =f(-x) (vyplyva zo symetrickosti okolo )

o F(x)=1-F(x)

e P(|X|l<x)=P(x<X<x)=Fk) - F(x) = 2F(x)-1 (pravdepodobnost symetrického
intervalu)

o P(-wo<x<w)=1 (pravdepodobnost pod celou zvonovou krivkou je 1)

Z tychto dovodov su tabul’ky normalneho normovaného rozdelenia tabelované iba pre hodnoty

x > 0.
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Verim, ze to boli trochu narocnejsie vypocty, ale nezifajte, nie ste nejaki extrémne slabi
poctari, ono je to naozaj trochu narocnejsie. Teda ste norméalni, uz aj v Statistickom ponimani.
Uvedené priklady boli modelové, kde ste sa mohli naucit, ako snormalnym Gauss-
Laplaceoovym rozdelenim pracovat’. Urcite tak ako v celej Statistike, je aj tu potrebné vyuzit’
radost’ z tvorivého racionalneho myslenia, teda vediet’ priblizne, ¢o asi tak robime. Okrem toho
ste sa naucili pouzivat’ Statistické tabul’ky a rutinné vypocty za vas hravo zvladne vas pocitac.
V pr. I11.9. a I11.10 ste mohli vyuzit’ program EXCEL a funkcie
NORMDINST(x,u,0,1) pre vypocet hodnoty distribucnej funkcie
NORMDINST(x,u,0,0) pre vypocet hustoty rozdelenia
NORMSDINST(x) pre vypocet hodnoty normovanej distribu¢nej funkcie (0,1).

Taktiez uspesne sa daji vyuzit’ online kalkulatory dostupné na webe. Na obr. 1I1.19 a I11.20
bolo znézornené, aky % podiel hodndt sa dostane do bezne pouzivaného 1o, 20 a 3o- intervalu.
Hodnoty mimo nich (chvostiky pod zvonom uplne vl'avo alebo tplne vpravo) st extrémne
hodnoty d’aleko od p. Napr. pri sledovani vysky v populacii su to extrémne mali, alebo
extrémne vysoki jedinci, a pod.

Normalne rozdelenie nas odteraz bude sprevadzat’ uz navzdy. Neskor sa dozvieme viac o jeho

charakteristikéch a jeho vlastnosti budeme vyuzivat’ v najrdznejSich pripadoch.

2. Exponencidlne rozdelenie: Je to zaujimavé spojité rozdelenie pravdepodobnosti nahodnej

veliiny s jednym parametrom A, ktory moZeme charakterizovat’ napr. ako priemerny pocet
vyskytov ndhodnej udalosti za jednotku ¢asu:
f(x)=Ae* prex=0 [111.18]

Stredna hodnota a disperzia exponencidlneho rozdelenia je

E(x) =1/A [111.19]

D(x) = 1/A [111.20]
Kde sa s nim mozeme stretniit’”? Popisuje ako vhodny model viaceré systémy, napr. ¢akanie
u lekara, na zaparkovanie, v systémoch hromadnej obsluhy atd’. D4 sa nim ¢asto modelovat’
doba zivotnosti, Cakanie na vyskyt nejakej ndhodnej udalosti, ¢as trvania nejakého javu a pod.

Vplyv velkosti parametra A na priebeh rozdelenia hustoty pravdepodobnosti je na obr. I11.24.
[16].
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Obr.111.24. Tvar funkcie hustoty pravdepodobnosti exponencialneho rozdelenia pre
rézne parametre A.

Vztah pre distribu¢ni funkciu exponencialneho rozdelenia:
FlxX)=1—e* prex=0 [11.21]
Na obr. II1.25. aII1.26. je znazorneny graf pravdepodobnostnej a graf distribucnej funkcie

exponencialneho rozdelenia pravdepodobnosti
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Obr.I11.25. Graf pravdepodobnostnej funkcie exponencialneho rozdelenia
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Graf distribuc¢ni funkce
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Obr.I11.26. Graf distribu¢nej funkcie exponenciilneho rozdelenia

V EXCELI st pre vypocet k dispozicii funkcie:
EXPONDIST(x, A, 0) — funkcia rozdelenia hustoty pravdepodobnosti
EXPONDIST(x, A, 1) — distribu¢né funkcia

Exponencialne rozdelenie nie je symetrické okolo strednej hodnoty ako normalne.

Pr. IT1.12. Pouli¢né vydajia dostéva sterilizované injekéné striekacky v cykle, ktorého dizka
je ndhodna premenna s exponencidlnym rozdelenim pravdepodobnosti a so strednou hodnotou
E(x) = 8 dni. Do vydajne priviezli zésielku, takze maji teraz zasobu asi na 12,5 dna. Je
pravdepodobné, Ze im to bude stacit’?
Zo vztahu [I11.19] si vypocitame parameter A:
A=1/Ex)=1/8=0,125
x=12,5
Pravdepodobnost’, Ze zasielka vydrzi 12,5 diia je ako vzdy rozdiel hodnoty distribu¢nej funkcie
F(12,5) — F(-0) = F(12,5) — 0 = F(12,5). A Ze sa zasoba do 12,5 dni vycerpé bude potom 1 -
F(12,5), takze podla [1I11.21]:

1-F(x)=1-F(12,5)=1— (1 — e #%) = ¢ 0125125 x 0,21
Dostali sme asi 21% pravdepodobnost’, Ze sa zasielka injekénych striekaciek vycerpa skor, ako
je planovany Cas vyuzitia zasob. Samozrejme, ze sa mi nechcelo pocitat’ a vyuzil som webovsky

online kalkulator [9].
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Pr. II1.13. [17] Ked’ sa ro¢né diet'a necha bez dozoru, dokaze rozbit,, alebo pokazit’ priemerne
4 hracky za hodinu. Ako dlho ho méze mama nechat’ bez dozoru, aby s pravdepodobnost’ou 0,9
nenastal problém?
Zrejme potrebujeme zistit’ ¢as, za ktory neddjde k rozbitiu hracky s pravdepodobnostou 0.9 a
vieme, Ze ak za Casovu jednotku zvolime t = 1 hod, tak A = 4. Pravdepodobnost’ neznicenia
hracky je p(X < t), teda nejakd pravdepodobnost’ v ¢ase mensom ako cas t, ktory hl'adame.
Pravdepodobnost’ znicenia hracky 0,9 v ¢ase t je potom:
pX>t)=1-p(X<t)=1-F(t)=0.9
Pretoze 1 — F(t) = 0,9, tak F(t)=0,1
a dosadime do [II1.21], dostavame
l1-e*=0.1
To je sice pekny vztah, ale ako z neho vydolujeme, teda vypocitame t ? V 1. kapitole sme si
vraveli nieCo o operdciach a funkciach a o ich inverznych tvaroch. Povedali sme si, Ze
inverzna operdcia k s¢itaniu je odc¢itanie, k umocniovaniu odmocnovanie a inverznd funkcia
k exponencialnej funkecii, akl tu mame, je logaritmicka funkcia. Keby sme isli do toho, ¢o sme
si povedali trochu hlbsie, dostali by sme nasledovné pravidla:
1. Ak mame funkciu e*, tak jej logaritmus bude

Ine*=x
2. Pravidlo pre s¢itanie logaritmov:
Inx +Iny=In (x.y); In x - In y = In (x/y)
Teraz uz moézeme vzt'ah 1- e * = 0.1 upravit’ (od¢itame 1, vynasobime (-1) a logaritmujeme):
4t=In09 — t=1In(0.9)/-4.=0.0263
Cas t= 0.0263 hod., &o je priblizne 1 min 35 s.

Pr. I11.14. Ak tazite po velkom S$tasti na
skaske zo Statistiky bez priliSnej
intelektualnej namahy, existuje zaruceny
recept: Lahnite si 12. augusta vecer do
travy a ked’ bude bezoblacna tepla a vlaha
noc a nebudu vas Stipat’ komare, uvidite
,»padat hviezdy*. Astrondmovia ich volaju
Perzeidy, ale je vSeobecne zname, ze ked’

si nieco vel'mi prajete ked pada
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hviezda, tak sa vam to takmer urcite splni. Pokial je frekvencia ,,padania hviezd* asi 5 za 10
minut, aké je pravdepodobnost’, Ze v priebehu najblizsich dva a pol mintity zachytite padajucu
hviezdu a stihnete si pocas jej padu zapriat’ Gspech na skuske?

Hladdme pravdepodobnost’ p(x< 2,5), kde pri ¢asovej jednotke [min] mame A =2 = 0,5
p(x<2,5)=F(Q2,5) —F(-0) =F(2,5)=1—e *¥ = 1 —¢~0%525 = 0,7135

Graf hustoty rozdéleni pravdépodobnosti
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Obr.I11.27. Graf znazornujuici pravdepodobnost’ §t’astia na skuske zo Statistiky.

Pokial' ste dokdzali samostatne vypocitat pravdepodobnost’ vasho uspechu na skaske zo

Statistiky p = 71,35 %, je dost’ vel'ka pravdepodobnost’, Ze na nej Gispech naozaj budete mat’.

Pr. III.15. Alexander Litvinenko sa snazil. Bol jednym z najaktivnejSich agentov KGB
a neskor jej ruskej néstupnickej FSB a za neohrozeny boj s organizovanym zlo¢inom dostal
vysoké vyznamenania. Ako prenikal stile vysSie, zistil prepojenia medzi veducimi Spickami
FSB, ale aj celej krajiny vratane prezidenta Putina a jeho suity s mafiou a organizovanym
zlo¢inom. A povedal to. Po niekol’kondsobnom zatknuti a fraskach v podobe sudov mu tato
vystraha stacila a v roku 2000 emigroval do Vel’kej Britanie, kde dostal azyl. V novembri 2006
sa stretol s krajanmi v londynskom sushi-bare, kratko po tomto stretnuti zomrel. Britska tajna
sluzba MIS5 bola prekvapend, preco zdravy Styridsiatnik na vrchole fyzickych a psychickych sil

tak rychlo odiSiel a zacala to vySetrovat’. Po odbere biologickych vzoriek vel'mi skoro zistili ich
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silnl a-raddioaktivitu. Na zaciatku namerali detektorom a-ziarenia 10000 impulzov a potom

pocas 10 dni merali aktivitu vzorky s vysledkami uvedenymi v tab. II1.9:

Dei merania Impulzy Hodnota A
0 10000
1 9950 0,005013
2 9900 0,005025
3 9851 0,005004
4 9802 0,005000
S 9753 0,005002
6 9704 0,005008
7 9656 0,005001
8 9607 0,005012
9 9559 0,005011
10 9512 0,005003
Priemer 0,005008

Tab.IIL.9: Meranie radioaktivity biologickej vzorky s vyhodnotenim parametra A.

Co vlastne $pecialisti MI5 zistovali? Vedeli uz, ze maji do ¢inenia s o-Ziari¢om. Aby ho mohli
identifikovat’, museli zistit’ jeho ddlezitu charakteristiku — pol¢as rozpadu T, €o predstavuje Cas,
za ktory sa ndhodne rozpadne polovica atomov radionuklidu. Zakon radioaktivneho rozpadu

manzelov Curie je znazorneny na obr.I11.28 [18]:

Zakon radioaktivneho rozpadu

N¢=N,.e™

A\
AN
.

Pocet radioakt.atomov No

cas t

Obr.111.28. Zakon radioaktivneho rozpadu
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V tomto zdkone Ny je pocet atbmov na zaciatku merania. Je imerny poctu impulzov, ktoré
zachyti detektor, v naom pripade No= 10000. N¢=No.e™ je potom pocet im pulzov v Case t.
Vidime, Ze radioaktivny rozpad ma exponencialne rozdelenie pravdepodobnosti s parametrom
A, nazvanym vtomto pripade rozpadovd konStanta. KedZze vieme uZz trochu pracovat
s exponencialnymi a logaritmickymi funkciami, odvodime si z tohto zakona vzt'ah pre vypocet
parametra A

N,
lnN—o

t

A=—

a vypo¢itané hodnoty z neho pre rozne asy t sme uviedli v poslednom stipci tab.II1.9. aj
s priemernou hodnotou A, = 0,005008. Ako zistili pracovnici MI5 u fyzikov, polcas rozpadu je

vo vzt'ahu s rozpadovou konstantou nasledovne:
In2
A

Mimochodom, toto by ste dokéazali odvodit’ aj vy, keby ste si do zdkona radioaktivneho rozpadu
dosadili za N=No/2 a keby sa vam chcelo nieco pre tajné sluzby odvodzovat. Agenti MI5 mali
tiez celkom dobru kalkulacku, tak im vySlo T = 138,4 dia. Takyto pol¢as z a-ziariCov ma
vysokotoxicky a nebezpeény radionuklid polonium-210 (*!°Po). Jeho stopy nasli napodiv aj
v doty¢nom sushi-bare. Nast’astie ruska strana vydala okamzité¢ dementi, Ze s tym nema nic
spolo¢ného a je nad’alej za mierové spoluzitie vSetkych l'udi a narodov.

V statistike budeme potrebovat’ a prakticky vyuzivat este jeden typ rozdeleni
pravdepodobnosti, tzv. vyberové rozdelenia, o ktorych si viac prezradime, ked’ za¢ni byt
aktudlne:

C: Vyberové rozdelenia

1. x? rozdelenie s k stupfiami volnosti y%(k)
E[x*(k)] =k

D[x*(K)] = 2k

2. Studentovo t-rozdelenie s k stupfiami vol'nosti
E(T)=0

D(T) = k/(k-2)

3. Fisherovo F-rozdelenie s k1 a k2 stupfiami vol'nosti
E(F) = k2/(k2-2) pre k2>2

Rozptyl F(k1,k2) je

D(F) =(2k22.(k1+k2-2)/k1.(k2-2)%.(k2-4) pre k2>4

Skoncime rozdelenie rozdeleni Caesarovym a Machiavelliho vyrokom: Divide et impera!
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IV. Chvala priemeru
alebo Statistika v posteli

Vicsina ludi je vzdy na strane vicsiny.
Tomas Janovic
Podla jedne; starej gréckej povesti zil
v nehostinnom divokom kraji starobylej Attiky v udoli
riecky Keéfis isty Prokrustes. Prevadzkoval penzion pre
pocestnych, ktori do tychto miest ndhodou zabludili alebo
si chceli skratit cestu. Pozyval ich k sebe, pontkal
vSetkym pohostenie a odpocinok. V dobrej nélade pred
ulozenim k spanku Prokrustes pocestného vzdy poziadal,

aby si vyskuasal 16zko, ktoré nechal vyhotovit podla

priemernej vysky starovekého Gréka, aby vedel, kde ho ma
ubytovat. Dramaticka zapletka nastala, ked’ si pocestny na
167ko Pahol. Pokial’ mu bola kréatka, Prokrustes ho ponatahoval az na jeho dizku, ¢o byvalo
dost’ fatalne. Pokial’ cez postel’ precnieval, boli mu odt’até nohy, hlava alebo podl'a nalady
oboje, a Prokrustes sa zmocnil mobilného majetku, ktory mal pri sebe. Tuto lasku k priemeru
mu pokazil az bajny hrdina Théseus cestou do Atén a neskor k Minotaurovi. Bol to priemerny
Grék, ked’ si I'ahol na 16Zko a na velké prekvapenie mu sedelo ako uliate. Vyuzil moment
prekvapenia, na 16zko umiestnil samotného lupi¢a a okamzite mu odt’al precnievajucu hlavu
¢im ukoncil jeho Zivnost.

Mame nielen radost’ z bohatstva vydobytkov, ktoré zanechala naSej civilizacii krétsko-
mykénska kultara starého Grécka, ale aj z priemeru, s ktorym sme sa prave stretli. Je to jeden
zo zakladnych Statistickych pojmov, kde intuitivne citime, o ¢o asi ide. Pomaha ndm
zorientovat’ sa v zaplave roznych ¢isel, ktoré sa na nas denne valia zo vSetkych stran a pekne
nam ich zredukuje na jednu hodnotu, ktori povazujeme za reprezentativnu. Je to aj odraz trochu
statickej a zjednodusenej predstavy o svete, ze prvky v nom maji svoju idedlnu povahu, ku
ktorej sa vSetko ostatné, odchylujiice sa snazi priblizit. Rozmanitych Statistik, ktoré sa nas
snazia bud’ o nie¢om poucit’, alebo za nejakym ucelom mystifikovat, si plné noviny, casopisy,
ale aj web a iné elektronické média. Ich prevazujicou charakteristikou je zneuzivanie priemeru
a zahmlenie resp. zatajovanie variability. A tak sa okrem uradnych Statistik o sobaSoch,

rozvodoch, narodeniach a umrtiach stretdvame najcastejSie s informéaciami o kriminalite,
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vrazdach, vojnach, hlade, apadku a pod., ktoré keby neslizili len na zvySenie pozornosti a na
ziskavanie reklamy, ale boli naozaj pravdivé, asi by boli prejavom tUplne iné¢ho sveta, nez
v akom Zijeme. Tazko si predstavit, Ze by reportéri a kameramani komerénej TV opustili
tragicky poziar bytu, v ktorom zhorelo niekol’ko deti, a vtrhli radSej do domacnosti, v ktorej sa
cely den ni¢ mimoriadneho nestalo, rodina ho preZila s trochou starosti a radosti, povinnosti,
ucenia a zabavy, aby si zmorena beznou inavou isla 'ahnit’ veCer pokojne spat’, len preto, ze
je to neporovnatelne Castejsi jav. Tak zacinate mat’ pocit, ba az presvedcenie, ze vo vaSom
meste, mozno priamo v §tvrti, je velmi vysoké kriminalita a I'udia, ktori ju s vami obyvaju st
mimoriadne nebezpecni a tchylni. A po vecernych televiznych spravach uz viete, Ze by ste
radsej ani nemali vyjst’ na ulicu.

Takze ako sa v tom vyznat’ a zorientovat™? Nie je to az také tazké, vacsina I'udi ma na
to vyvinuté intuitivne Statistické citenie a vieme, Ze sa z privalu negativnych Statistik nezblazni.
Ale este lepsie je pozriet’ sa, ¢o Statistika vlastne je. Mudri 'udia vravia, Ze je to veda. Tym sa
nenechajme zastrasit’. Lepsie je, ked’ ndm povedia, Ze sa zaoberd hromadnymi javmi, vyuZziva
pocet pravdepodobnosti a hl'adé v nich nejaké zakonitosti. Ma samozrejme svoju terminoldgiu:
Experiment — v Statistike si pod experimentom predstavujeme zber dat za istym t¢elom: nieco
sa chceme dozvediet, naucit, alebo dokonca chceme nieco objavit. V prirodnych vedéch,
v technike a niekedy aj inde to m6zu byt’ merania. V humanitnych vedéach, v medicine a pod.
ziskavame udaje napr. o vyske, véhe, veku respondentov, o vzdelani, prijmoch, stravovacich
navykoch, o spdsobe dopravy ao mnohych inych veliindch v zavislosti od zamerania
Statistickej analyzy. Experiment predstavuje dostato¢ne presné, spravne a reprodukovatelné
resp. overené ziskanie takéhoto udaju.

Premenna — je veliCina, ktord moze nadobudat’ nejaké hodnoty, alebo je mozné ich podla
urcitych pravidiel vypocitat’. Premenna v Statistike m6Ze nadobudat’ jednu alebo aj viac hodnot,
nazyvame ju aj nahodna premennd, ktord moéze urcité hodnoty nadobtdat’ s istou
pravdepodobnostou. Delime ich na diskrétne, ktoré mézu nadobudat’ len urcité presné hodnoty
a je ich vzdy konecny pocet, napr. tidaj, ktort politicka stranu budem preferovat’ v najblizSich
vol'bach, alebo hodnotenie Studentov na skuske. Spojité premenné maji moznost’ nadobudat’
nekone¢ne mnoho hodndt z nejakého intervalu a ich zmena je plynula napr. vyska populacie,
prijem rodin, hodnota krvného tlaku pre vel'ké subory.

Statisticky sibor — uritd mnozina Fudi resp. poloziek, predmetov, ukazov, ktoré st
predmetom skumania (Studenti nejakej Skoly, nakupujici v obchodnych centrach, vSetci

obcania krajiny).
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Zakladny subor (populacia) — subor vsetkych moznych sledovanych prvkov nazyvanych
Statistické jednotky. Napr. vSetkych obyvatel'ov SR pri s¢itani l'udu.

Vyberovy stibor — je podmnozinou populacie. Naklady a ¢as na zber Statistickych tdajov st
umerné velkosti sledovaného Statistického stuboru. Preto je najCastejSie nutné nahradit’
zakladny subor podstatne mensim vyberovym suborom, ktory ho v sledovanej vlastnosti
reprezentuje. Vel'ka Cast’ problémov Statistiky je zabezpecenie, aby vyberovy subor bol
spravny, teda reprezentativny. Vysledky skimania vyberového stiboru chceme zovseobecnit’
na zakladny subor. Napr. ndhodny vyber respondentov pri prieskume verejnej mienky,
stratifikovany resp. ucelovy vyber z nejakej homogénnej podskupiny — skumanie travenia
vol'ného ¢asu lekarov budeme skimat’ na vzorke medicinsky vzdelanych pracovnikov. Vyber,
ktorym je celd populacia nazyvame aj cenzus. Ked’ nejaky psychiater konstatuje, ze 90% l'udi
su hystericki neurotici, méze vas to na chvil'u zaskocit. Potom si vSak uvedomite, ze I'udia,
s ktorymi sa dotycny psychiater stretdva st vo vel'kej vicSine pacienti, ini psychiatri a jeho
vlastna rodina, teda, Ze jeho vyberovy subor na takéto Statistické hodnotenie nebol v ziadnom
pripade reprezentativny a moZzete jeho tvrdenie hystericky ¢i neuroticky odmietnut’.
Statisticky jav (znak) — sledovana vlastnost’ §tatistického stboru, napr. vyska, prijem, farba
o¢i, spotreba alkoholu a i.

Pocetnost’ — kolkokrat sa nejaky vysledok urcitého Statistického javu v Statistickom stubore
vyskytol. Méze byt absoliitna (skuto¢ny pocet vyskytov), alebo relativna v %.

Rozdelenie — popisuje subor moznych hodndt, ktoré méze ndhodna premennd nadobudat’.
Zobrazujeme tabulkou alebo grafom.

Pod Statistikou Casto rozumieme nielen vedu, ale aj konkrétnu vlastnost’ suboru, o ktoru sa
zaujimame, napr. urovein nezamestnanosti v nejakej oblasti, najvysSia spotreba alkoholu,
nasilie v rodine za urcité obdobie a i.

V Statistike sa vzdy budeme zaoberat’ hromadnymi javmi (Statistickymi znakmi), pricom
potichu predpokladame, Ze ich Statistické charakteristiky su vistej miere stabilné.
Uvedomujeme si, Ze sa vyjadrujeme trochu vagne, alebo aspoii nepresne, ale preciznejsi spdsob
popisu by vyzadoval matematicky formalizmus, ktory by spdsobil kolektivny utek citatel'ov do
nebezpeénych neprebadanych dzungli. Ale netreba sa strachovat, ze zostaneme len
u populistického ni¢ nehovoriaceho popisu Statistickej ¢innosti, urcite si mnohé potrebné pojmy
este trochu hlbsie prestudujeme. Dostavame sa vSak na podu, kde okrem niektorych zékladnych
metdd Statistickej analyzy, ktoré sa mézeme naucit’, sa musime pokusit’ ku kazdému tvrdeniu

zaujat’ postoj kritického rozumu. Vravi sa, Zze vlastny experiment, vlastné overenie alebo
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prepocitanie je lepSie ako ndzor 1000 odbornikov. Niektoré rizikové okruhy aplikovania
Statistiky:

1. Statistické spracovanie je spravne, interpretacia vysledkov je nespravna alebo netiplna. Napr.
metadonova substitucnd liecba drogovej zavislosti ajej vyhodnotenie v niektorom roku
zdravotnickymi pracovnikmi je Uplne ind Statistika, ako jej interpretdcia cez bulvarne média,
ktoré tvrdili, Ze predstavuje nadej na takmer uplnt redukciu zavislosti na heroine.

2. Vyberovy subor je maly, neimyselne. Je to profesiondlne zlyhanie. V [1] autor uvadza
priklad testovania vakciny proti detskej obrne. Zaockovanych bolo 450 deti, 680 deti bol
kontrolny subor. Vysledok, ze ani jedno zo zaockovanych deti nedostalo obrnu sa zdal byt
skvely. Aj Statistické subory vyzerali dost’ vel'ké. AvSak sa zistilo, Ze ani v kontrolnom subore
nedoslo ani k jedinému nakazeniu obrnou a prevalencia tejto choroby v populacii bola tak nizka
(asi 0,002), ze na nejaké zmysluplné Statistické vysledky by bolo potrebné 15 az 20 krat viac
deti. Cely test aj jeho Statistické vyhodnotenie, Casto s presnostou na mnoho desatinnych miest
(1) bol od pociatku nezmysel. Vel'kostou vyberového suboru sa budeme eSte kvantitativne
zaoberat’ neskor.

Iny priklad, ked je vyberovy subor maly iimyselne. V malom subore sa odchylka od
ocakavanej strednej hodnoty mdze vyskytnut’ CastejsSie. Ked’ hodim 10 krat mincou, méze sa
lahko stat’, ze mi 8 krat padne orol, pricom ocakavana pravdepodobnost’ je 0,5. Keby som hodil
1000 krat, alebo 1000000 krat, strednd hodnota by sa uz vel'mi blizila k 0,5. Tak potom vznikaju
Statistiky, ze novy praci praSok ma o 30% vyssi praci G¢inok (ponechame bokom iné problémy
Statistickej analyzy ako je napr. oproti ¢omu, velkost’ siboru, metodika, atd’.), ze pripravok na
vyzivu kibov zabera v 95% pripadov, Ze novy margarin s vy$§im obsahom 3-o mastnych
kyselin vam zvysi inteligenciu 0 20% a pod. To uZ je klamanie.

3. Za statistikou sa skryvaju politické a iné zdujmy, samotna Statistika je nezmysel. Pred rokom
1989 byvali vol'by do Narodného frontu, kde kandidatov vybranych a schvalenych veducou
a jedinou politickou stranou vzdy zvolilo 99,7 az 99,8% opravnenych volicov, Co vraj
potvrdzovalo doveru, jednotu a zomknutost” pracujiceho I'udu s politickym vedenim krajiny.
Ak sa vam to zda byt’ zabavné, pozrime sa na referendum v roku 2014 na polostrove Krym, kde
zije asi 60% Rusov, 30% Ukrajincov, 5% Krymskych Tatarov a 5% iné. Referendum pod
samopalmi za pripojenie k Rusku skoncilo vraj s vysledkom: 97,5% bolo za pripojenie.

4. Uvadzana je priemerna hodnota, v ktorej sa moze skryt’ variabilita suboru. Takmer vzdy ide
o klamanie priemerom. Napr. ked si fandime, Ze priemerna spotreba alkoholu u nas opat
poklesla o 0,12% oproti minulému obdobiu na 13 litrov ¢istého alkoholu na osobu za rok. Ni¢

to nehovori o alkoholizme muZov a Zien, neplnoletych, o imrtnosti na alkohol, o rozvratoch

109



Vyskum a $tatistika v spolo¢enskych vedach
(s humorom a laskou)

rodin atd’. Ani o tom, ako boli stanovené také pekné presné Cisla, o metodike, vyberovom
Statistickom subore atd’.

5. Skresleny vyber. Vel'mi Casta chyba aj profesiondlnych Statistikov, skreslend je potom aj
interpretacia vysledkov. Napr. sledovanie rieSenia niektorych javov v problematike spoluzitia
s romskou menSinou. Ako urobit’ sprdvny a reprezentativny vyberovy subor? Zahrnut
predovsetkym respondentov Rémov, alebo nerémov, l'udi zkonfliktnej oblasti, alebo
z akademickej obce atd’. Asi si uvedomujeme tazkosti tohto problému. Statistika, ktora by aj
numericky potvrdila, Ze u nds maju Zeny nadstandardné prava a k Ziadnemu doméacemu nasiliu
nedochddza by mohla naznacovat’ vysokl uroven nasej krajiny v naznacenej oblasti, keby
vyberovy subor nepozostaval z muzov, navstevnikov pohostinskych zariadeni niz$ej cenovej
kategorie.

Je este viacero oblasti, ktoré by sa dali nazvat’ minové polia Statistiky, pri niektorych sa
zastavime neskor. Opét’ si vSak zdoraznime, Ze Statistika nerobi vyklad sveta, len popisuje
nejakou metodikou isté javy. V pripade emocionalne vyrazne ladenych javov sa l'ahko mdze
stat, ze sa bude zamienat' vysledok Statistickej analyzy s postojom jej autora. Je to isté
upozornenie na to, ze je potrebné davat’ si pozor na interpretaciu vysledkov Statistickej analyzy,
nepodl'ahniit’ mameniu skiznut do nejakych obl'ibenych novinirskych slovnych zvratov
a zacat’ vykladat’ to, Co Statistickd analyza netvrdi. Aj ked’ si Statistik dava pozor, musi mat’
niekedy istu davku odvahy na svoj vyskum. MoZe sa stat, ze autorka Statistickej prace
o homosexualnom spravani Casti Studujucej mladeze, alebo vo vézniciach bude oznacena za
lesbicku napriek tomu, Ze Zije po vSetkych strankach v klasickom manzelstve so 6 detmi bez
akéhokol'vek vnutorného odporu alebo premahania sa. Alebo vyskumnik, ktory hl'ada postoje
vacsinového obyvatel'stva krajiny k mensinam bude nakoniec niektorymi politikmi velebeny,
inymi subjektmi bude oznaCovany za rasistu a xenofoéba. Ako vidime, zaciname klast na
terénneho pracovnika - vyskumnika dost’ velké naroky.

Pri kvantitativnom vyskume v teréne sa budeme zaoberat 'ud'mi, ktori maji rdzne
vlastnosti, postoje, socialne vztahy, zaujmy a motivacie a len niektoré javy je mozné
spriemerovat’. Je na to vel'a ndzorov, ale ndm postaci, ked’ si Statisticky prieskum zhrnieme do

4 bodov [2]:

1. Formulécia ciel’ov, analyza informacii pred zaiatkom — ex ante: Co a 0 kom (o ¢om)
chceme zistit’?

2. Praca v teréne: Zber dat.

3. Statistick4 analyza Spracovanie ziskanych tdajov z terénu ex post. Vysledkom je potom
informacia.
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4. Vyhodnotenie informacie. Dostaneme nové poznanie, prezentacia vysledkov
(publikovanie, prednasanie, navrhy legislativnych resp. inych zmien z zlepSeni, iné.)

Vstupné Legislativa, otazky
] z. a ucel merania
informacie Analyza ex ante

Metodoldgia Priprava zberu Persondlna
Vybavenie i priprava
Technika Planovanie

Ludsky faktor Cinnost v
Vyssia moc teréne

Matematické Spracovanie Objektivizacia

Spréavnost a
presnost

postupy ex

S vysledkov
poste, Statistika

analyza

Postdenie

vysledkov Vystupy ulohy
Interpretacia

Névrhy,
publikovanie

Obr.IV.1. Schéma Statistickej analyzy terénnych dat — vyvojovy diagram

V ramci experimentov v teréne ziskame viac-menej komplikovany subor udajov. Tieto
sa potom pomocou Statistickej analyzy snazime sprehladnit. K tomuto ucelu sluzi cast’
Statistiky, nazvana popisna (deskriptivna) Statistika.

Druha cast’ Statistiky — induktivna Statistika — nazyvana v literatire aj Statistika
inferencii sa zaoberd vztahom vyberového a zdkladného stboru, teda podmienkami
a pravidlami, aby sme mohli na zdklade vlastnosti vyberového suboru nieco povedat
o zékladnom subore.

V tejto kapitole sa spolu pozrieme najprv na to ako popisna Statistika pracuje
s charakteristikami polohy. V d'alSom sa budeme zaoberat’ charakteristikami variability.
Tieto charakteristiky patria nerozluéne spolu, vypovedna hodnota vysledkov aj
najjednoduchsich statistickych analyz ma zmysel, ked’ st spolo¢ne uvedené. Pokial’ sa nieco
z nich neuvedie, ide bud’ o chybu pri Statistickom spracovani a interpretacii vysledkov, alebo
o umyselné¢ zahmlievanie ich skuto¢nej informdcie. Rozdelenie charakteristik do rdznych
kapitol bude len preto, aby sa ndm to trochu nepoplietlo, aby sme mohli latku radsej po troche
lahSie zvladnut. Ni¢ nam vSak nebrani vratit’ sa k ilustranym prikladom a vzdy, ked’ nas
premkne neobycajné radost’ zo ziskania novej statistickej vedomosti, aplikovat’ ju spétne, prave

naopak, svedc¢ilo by to o vaSej nadpriemernej usilovnosti.
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Statistickti analyzu tidajov z terénu zaginame ich tabulkovym, pripadne grafickym
spracovanim ako sme si naznacili uz v predchadzajicej kapitole. Dostali sme nejaky stubor dat
a pokusime sa z neho vydolovat’ uzito¢né Statistické charakteristiky. Charakteristiky polohy su
nasledovné stredné hodnoty E(x) (pozri aj vztahy [IIL.6], [IIL.9], [IIL.11] a [III.19]), teda
uroven Statistického znaku, okolo ktorej st hodnoty znaku viac alebo menej koncentrované:

a) priemery

- aritmeticky X

- geometricky X,

— harmonicky X,

b) median Med(x)
¢) modus Mod(x)

Aritmeticky priemer:

S aritmetickym priemerom nebudete mat’ ziadne problémy. Je to najcastejsie pouzivana
charakteristika polohy a vypocitava sa zo vSetkych hodndt suboru (to plati aj pre ostatné
priemery) tak, ze s¢itame vSetky hodnoty Statistického znaku a vysledok vydelime ich poctom
n, teda rozsahom suboru:

S — 11
Xy T Xp T Xn _Zi=1xi

[Iv.1]

X =
n n

Pr.IV.1.: Mate k dispozicii 5 vodicov s rovnakymi sluzobnymi osobnymi autami a viac-menej
aj s rovnakou vytazenostou (najazdenymi km). Sledovali ste pocas 20 pracovnych dni mesiaca
ich spotrebu pohonnych hmét (PHM), aby ste zabranili zbytoénému plytvaniu. Vysledky aj s
vypocitanymi aritmetickymi priemermi su v tab. IV.1.:

¢ Spotreba PHM/prac. deii X

1. | 182 | 17,3 | 155 | 19,8 | 21,2 | 18,1 | 14,4 | 18,0 | 21,5 | 20,7 | 18,6 | 11,4 | 21,5 | 19,9 | 20,8 | 18,5
2. | 164 | 222|179 | 17,8 | 17,8 | 21,1 | 20,2 | 15,6 | 18,7 | 19,4 | 16,5 | 21,6 | 21,3 | 18,1 | 17,3 | 18,8
3. (21,6 | 14,6 | 199 | 17,6 | 17,0 | 17,0 | 22,3 | 12,8 | 179 | 15,6 | 18,7 | 19,3 | 17,9 | 16,5 | 18,4 | 17,8
4
5

31,3 | 33,3 | 28,7 | 32,5 | 27,4 | 29,8 | 26,8 | 35,6 | 33,2 | 33,6 | 33,8 | 33,2 | 22,5 | 29,3 | 28,2 | 30,6
20,0 | 12,5 [ 12,5 | 22,2 | 19,8 | 18,6 | 21,3 | 19,9 | 19,9 | 21,2 | 15,3 | 19,5 | 18,7 | 18,2 | 16,3 | 18,4

Z vasej statistickej analyzy vyplyva, ze budete v 1 pripade musiet’ urobit’ opatrenia: Dat’ urobit’
mimoriadnu servisni kontrolu automobilu, pripadne ukoncit’ s jednym vodiCcom pracovno-

pravny pomer.
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Pr.IV.2.: Mame tri skupiny Studentov socidlnej antropologie (s poctami 6, 9 a 4) zameranych
na misijnu ¢innost, z ktorych sa bude vyberat’ pracovné skupina pre ¢innost’ v strednej Afrike,
kde budu komunikovat’ v anglickom jazyku. Na misii buda spolupracovat’, tak sa da odborne
predpokladat’, Ze je postacujuce, ked’ priemerny zisk bodov z testu na sktiske z anglictiny bude
asponl 45. Vysledky testov boli nasledovne:

Rozsah 1.suborun=6; 2.n=9 a 3.n=4.

Sledovany Statisticky znak je pocet bodov v teste z anglického jazyka.

1. skupina:
¢. 12|34 |5]|6
body | 38 | 50 | 43 | 49 | 48 | 55

2.skupina
& |1]2|3]4]|5 6‘7‘8‘9

body | 26 | 31 | 53 | 48 | 47 |33 | 28 | 36 | 47
3. skupina:

& |1]2]3]4
body | 47 | 52 | 43 | 59

Pre kazdd skupinu vypocitame aritmeticky priemer bodov z testu z angli¢tiny podla [IV.1].

Pre 1.skupinu:

— Xi* Xn *"'*X6 Zf:ixl 283
n n 6
Podobne:
— Xi"' Xq "'"""Xn Z?:.lxi 349
xz = = = = o
n n 9
_ x,tx,+eetx, XEox. 201
X3 = 1 2 - — i=1 " — o 50
n n +

Keby sme vypocitali teraz jednoduchy aritmeticky priemer z vysledkov vsetkych 3 skupin,

dostali by sme celkom uspokojivy, ale zavadzajuci vysledok

x1+ x2+x3 Y}, ¥ 137
3 n 3

x = = 45,7

Ked’ze skupiny maju nerovnaku velkost, prispievaju do spolo¢ného priemeru ré6znou vahou.
,»Vazenie™ urobime tak, ze vysledok kazdej skupiny vynasobime poctom Studentov, s¢itame
a sucet vydelime celkovym poctom Studentov:

x1.nl + x2.n2 + x3.n3 B Y ¥.ni _ 833

nl+n2 +n3 n 19

x= = 43,8

113



Vyskum a Statistika v spolo¢enskych vedach
(s humorom a laskou)

Okrem toho, ze celému rocniku odporucime este jeden semester intenzivneho kurzu anglického
jazyka, odvodili sme si d’al$i dobry vztah pre vazeny aritmeticky priemer. Pre k —siborov

s poc¢tom prvkov nl, n2, ..., nk mame vaZzeny aritmeticky priemer:

_ x1.nl+ x2.n2+-+xk.nk
x = [1v.2]
nl+n2 +n3

Pr.IV.3.: Do predskolského zariadenia pri imigrantskom tabore so 60 detmi zabezpecujeme
dovoz mlieka z darov okolitych farmarov. S vel’kym usilim sa d4 doviezt’ asi 40 litrov denne.
Poziadame rehol'né sestry, ktoré sa o zariadenie a deti v lom staraju, aby ndm podl’a moznosti
zistili priemernti spotrebu mlieka deti denne. Sestricky sa ako vzdy usmiali ana naSe
prekvapenie nam na dal$i dent odovzdali vysledky svojho Setrenia. Ako Statisticky dobre
podkuté terénne pracovnicky to urobili jednoducho: Vedeli, Zze deti piju mlieko pod ich
dohl'adom po celych 2 dl Salkach, poznali ich, tak si vSetky rozdelili do skupin podl'a poctu

vypitych salok mlieka za deni nasledovne:

PocetSalokx; |0 | 1 | 2 | 3 | 4| Spolu
Pocetnost’ n; | 4 |13 /26|14 | 3 60

s celkom peknym viac-menej symetrickym histogramom:

Histogram spotreby mlieka

pocetnost

pocet Salok

v =2,2917x4 - 27,753 + 111,21 - 164,75x + 83
< R?=1 J

Obr.IV.2. Histogram dennej spotreby mlieka
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Potom uz bez problémov vypocitali vazeny aritmeticky priemer vypitych salok mlieka na diet’a

za den:

Xi. My T Xn. My T " T X1,. M,
g t1, + oy
119
xX=—

=1,983333 =2
0

Priemerny pocet vypitych Salok na diet’a za den je 2. Celkovo sa vypije 2 x 60 x 0,2=24 litrov.

To sa dalo uz bez vécsich problémov zabezpecit'.

Aj pri takej jednoduchej Statistike, akou je aritmeticky priemer je mozné uletiet’, preto je vhodné

uviest’ a zapamitat’ si vlastnosti aritmetického priemeru:

Jednoduchost’, 'ahky vypocet.

Vypocitava sa zo vSetkych hodndt siboru, aj preto je najéastejSou a najpouzivanejsSou
charakteristikou polohy.

Citlivost’ voci extrémnym hodnotam, tie ho m6zu posuniit’ mimo oblast’ vac¢Siny dat.
Vyzaduje unimodalne a symetrické rozdelenie.

Pri bimodalnom alebo viacvrcholovom rozdeleni je potrebné uprednostnit’ modus,
o ktorom si nieco povieme o chvil'u.

Asymetrické rozdelenie - uprednostnit’ median.

Stalost’ suctu hodndt. Ak jednotlivé hodnoty znaku v sibore nahradime ¥, sucet hodndt

zostane nezmeneny.
Ak ku kazdej hodnote znaku x; pripo¢itame (odpocitame) rovnaké Cislo keR, zvacsi
(zmensi) sa o dané ¢islo k aj aritmeticky priemer X .

Sucet odchylok vsetkych hodndt znaku od priemeru sa rovna nule (symetria):
(e =B + (e =B + 4 (5, =) = ) (=B =0 (v.4]
i=1

sucet druhych mocnin (Stvorcov) odchylok vSetkych hodndt znaku od ich priemeru je
najmensie mozné Cislo a je mensie ako sucet druhych mocnin (Stvorcov) odchylok

vsetkych hodnot znaku od akejkol'vek inej hodnoty X # ¥ (najjednoduchsie vysvetlenie

a pouzitie metddy najmensich Stvorcov):

n

Z(X" -%)* < i(”‘i -X)? [1v.5]
i=1

i=1
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Geometricky priemer Eg

V mnohych vypoctoch ekonomického charakteru, pri hodnoteni rastu resp. tempa rastu
(poklesu) nejakej veli¢iny, pri geometrickom raste (poklese) hodnoty a exponencidlnom
rozdeleni pocetnosti ndhodnej premennej, teda pri vypocte priemernej velkosti zmeny by

aritmeticky priemer daval ¢asto nezmysly. Pouziva sa geometricky priemer X, definovany

ako n-t4 odmocnina zo stc¢inu vsetkych nenulovych hodnoét Statistického znaku ziskaného

suboru:

‘ n

P——

Eg = ]{',‘.xi.x2 ses .X,n - 1_[1'! kde X! ::::' O [IV'6]
\l i=1

Pokial’ dame do tabulky usporiadané hodnoty pocetnosti f;, mozeme vazeny geometricky

priemer vypocitat’

k
X, = Q."xifl.xzf! wx fk ; pricom Zfi =n [Iv.7]
i=1

Pr.IV.3.: V Starom zdkone sa mo6zeme docitat’, ze do Egypta za Cias Jakuba a Jozefa prisla
jedna rodina, ktorej vyberovu vzorku predstavovali muzi v pocte 75 (Gn 46, 8-27). Podla
uvodu k Piatim knihdm MojZiSovym [3] ho opustali asi po 450 rokoch. Vzorka populacie, ktora
vysla z otroctva z Egypta je vel'mi priblizne 600 000 muzov (Nm 1, 46). Za tychto okolnosti,
ked’ sa uspokojime s poctom muzov ako vhodnym vyberovym stiborom (iny nemame), mézeme
odhadntt’ priemerny koeficient rastu Zidovského naroda v Egypte za rok:

Oznaéme priemerny koeficient rocného rastu populéacie k. Na zaciatku bolo Jakubovej rodiny
75 muzov, po 450 rokoch ich bolo v ndrode asi 600 000.

no=75nan; =k.75

V druhom roku m=k.m=k.k.75=
k.75
V tretom roku potom n; = k.75, atd’.
V 450. roku teda nuso = k*°. 75 = 600000

Upravou dostaneme

—
s (600000 ., ——
k= |—-—=""8000=1,020172
)

Koeficient priemerného rastu populacie vyvolené¢ho naroda v Egypte bol k = 1,020172.

Pozn.: Pouzite radsej EXCEL, kalkulacka nemusi vzdy postacovat.
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Pr.IV.4.: Popularny Gzernik Harpos stonal ako keby ho na noze brali. Vykladal takmer
s placom svojej navsteve, aké ma nehordzne vydavky, musi platit’ ochranku, svoj podiel si
pytaju aj vymahaci dlzob, aby odviedli svoju pracu poriadne a dlznika len exemplarne
dokali¢ili a nie zabili; aj sdm musi reprezentovat a pritom ho aj jeho zenské nieCo stoja, ceny
stale rastu, je toho na jedného obetavého jedinca naozaj dost’! Ale aby navstevnik nepovedal,
ze pri vSetkych svojich starostiach nevidi problémy druhych, predsa sa mu len rozhodol nieco
pozicat, ale najviac 100.- €. Pritom nie je ako banka, ktord pyta 14%! Jemu stacia 2% denne.
Navstevnik si z hlavy po dlhej dobe spocital, Zze 2% zo 100 € su 2 €, takze ked’ mu zajtra vrati
102.- €, bude to v poriadku. Neskor to bude trochu viac, ale tym sa uz nezaoberal, vzal pozicku
a odisiel. Harpos si spokojne médlil ruky:

Vstupna suma je 100.- €. Urok je 2% denne, koeficient narastu je k = 1,02.

Po 1.dni narastie suma na n;=k.100 = 1,02.100 = 102.-€

Po druhom dni to bude n, = k.n; = k.k.100 = k? . 100 = 1,0404 . 100 = 104,04.- ; ni¢ hrozné sa
zatial’ nestalo.

Po n-tom dni bude dlzn4 suma k" . 100.

Ak napriklad bude moct’ dlznik vratit’ dlzobu po mesiaci, nech je to 30 dni:

Suma = k3 . 100 = 1,02°. 100 = 1,81136 *100 = 181,14 .- €. Zacina to byt pre HarpoSa
zaujimavé. A ak to chce vratit’ az po roku (365 dni):

DIznéa suma = 1,02°%.100 = 1377,4083 . 100 = 137740,83.- €.

Nast’astie to nie je prestupny rok.

Pr.IV.5.: Este jeden priklad z oblasti pracovného prostredia a pre tych, ¢o maji radi trochu
silnejSie zbrane: Pri rozstiepeni atomu uranu 2*°U sa okrem vel’kého mnoZstva energie uvolnia
tri neutrony, ktoré su potrebné na Stiepenie d’alSich jadier. Neutrdny, tak ako kazdé iné Castice
a ziarenie maju nejaky dolet v danom materialy. Ked’ su rozmery Stiepneho materidlu mensie
ako je priemerny dolet neutrénov v ilom, vicSina uvolnenych neutrénov opusti material bez
zachytenia ateda bez d’alSieho Stiepenia. Takejto hmotnosti hovorime z hl'adiska jadrovej
bezpecnosti podkritické mnozstvo. Hmotnost', pri ktorej zac¢ina spontanne Stiepenie je kritické
mnozstvo a akédkol'vek vécsia ¢ize nadkritickd hmotnost’ uz zabezpecuje retazovu reakciu. Pre
tych, ktori si to cheu vyskusat’ doma, takyto jednoduchy je princip atémovej bomby: Vezmeme
dve pologule podkritického mnozstva Stiepneho materidlu a dostatocne rychlo ich priblizime
k sebe, aby vzniklo nadkritické mnozstvo, v ktorom prebehne retazova Stiepna reakcia

v priebehu zlomku sekundy, takze treba dost’ rychlo utekat’.
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Teoreticky sa da kadeCo vypocitat’, ale urcit’ kritickii hmotnost’ Stiepneho materialu pre
bombu tak, aby sa dalo s niou bezpecne nardbat’ a aby explodovala len vtedy, ked’ na to bola
poziadavka bolo naro¢né a muselo sa to spresnit’ experimentdlne. V americkom stredisku
vyvoja atbmovej bomby v Los Alamos na tom pracoval tim kanadského biofyzika a chemika
Louisa Alexandera Slotina (1910 — 1946), ve'mi dobrodruzne zaloZzeného muza, ktory bol
prezyvany aj hlavny zbrojar Spojenych Statov, ked’ze pripravil vybusné jadro prvej pokusnej
ako aj prvych dvoch v Japonsku, vojensky pouzitych americkych bomb.

Experiment stanovenia kritického mnozstva Stiepneho materialu spocival v tom, ze dve
oddialené pologule napr. vysoko obohatené¢ho urdnu, ulozené v beryliovom obale (ktory
posobil ako neutronové zrkadlo a vracal utekajiice neutrony spat’, ¢im sa mohlo usetrit’ znacné
mnozstvo velmi drahého Stiepneho materidlu a zvysit ucinok) sa velmi pomaly a vel'mi
trpezlivo priblizovali k sebe. Jednoducho ruénym pritahovanim skrutiek a §robov pomocou
skrutkovaca a zaznamenavala sa pomaly rastuca produkcia neutréonov. Toto flirtovanie
s moznost'ou spustenia Stiepnej jadrovej reakcie nazval fyzik a nobelista Richard Feynman
,»steklenie draka pod chvostom®. Ked experiment videl iny fyzik Enrico Fermi, bol zhrozeny
a ostro kritizoval Slotinova nedbanlivost’ a podl’a neho nedostato¢ny pud sebazachovy. Tvrdil,
ze staci takto pokraCovat’ v experimente a vSetci ucastnici projektu Manhattan buda do roka na
pravde Bozej.

Pri experimente sa musel zabezpecit taky néarast vyziarenych a detektorom zachytenych
neutronov v impulzoch, aby koeficient narastu bol napr. k = 1,2. V tabul’ke st hodnoty

experimentu a my modzeme tento koeficient vypocitat’:

vzdialenost’ | neutrény[imp] | vzdialenost’ | neutrony[imp] | vzdialenost’ | neutrony[imp]
30 10 20 65 10 393
29 12 19 74 9 460
28 15 18 99 8 552
27 19 17 107 7 662
26 24 16 128 6 799
25 25 15 174 5 994
24 33 14 195 4 1145
23 35 13 222 3 1370
22 46 12 266 2 1698
21 51 11 319 1 1958

Tab.IV.2. Pocty detegovanych neutrénov pri roznych vzdialenostiach
podKritickych mnoZstiev Stiepneho materialu pri vyrobe atomovej bomby.

Z obr. IV.3 vidime, Ze je to exponencialny nérast:
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2'5 7 U s 7
Narast uvolnenych neutrénov

1,5 //

1 -
/ = rastova krivka

0,5

0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 11

30 28 26 24 22 20 18 16 14 12 10 8 6 4 2

tisice

pocet neutrénov

vzdialenost d

Obr.IV.3. Grafické znazornenie experimentu pri vyvoji atbmovej bomby

Medzi 1. a 2. hodnotou vzdialenosti, teda po prvom otoc¢eni skrutkovaca sa zvysil pocet
zachytenych vyziarenych neutrénov z 10 na 12. Koeficient rastu vypocitame pre kazdy pripad

ako:

Hodnoty z experimentu st v tab. IV.3:

i 1 2 3 a 5 6 7 8 9
1,26666 | 1,26315 | 1,04166 1,06060 | 1,31428 | 1,10869

1,2 1,25 a o 8 1,32 A . .

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
La74s1 | 113846 | 133783 | 1,08080 | 1,19626 | 135937 | ) 0 | 113846 | 1219819 | 1,19924

2 8 8 2 5 2 8 8

20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
1,23197 | 1,17048 15 1,19927 | 1,20694 | 1,24405 | 1,15191 | 1,19650 | 1,23941 | 1,15312

5 3 ’ 5 9 5 1 7 6 1

Ako sa pohybuje hodnota rastového koeficientu okolo strednej hodnoty ukazuje obr.IV.4:

Rastovy koeficient neutrénov
1,6
1,4
12 [o*®

e XX 2 AN

* o %_o®
.“"0 r2 A A8 200G - as

&

0,8

hodnoty k

0,4
0,2

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29

Obr.IV.4. RozloZenie hodnot rastového koeficientu produkcie neutréonov pri hPadani
kritickej hmotnosti Stiepneho materidlu pri vyvoji atomovej bomby okolo strednej
hodnoty.
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Aritmeticky priemer: x=4T0RT70 9202159

n

fall

Geometricky priemer: =1/%;. %5 .. .x, =1,199577

g

Aritmeticky priemer by naznacoval na dosiahnutie kritického mnozZstva, ale geometricky
priemer odhalil, ze je potrebné urobit’ este Upravy, pretoze rastova konStanta nedosahuje
pozadovanu hodnotu. Vratme sa este na chvil'u k pracovnému prostrediu:

21. maja 1946 mal Slotin za sebou uz viac ako Styridsat’ takychto uspesnych
experimentov. Mozno uz pristupoval k praci rutinne, menej pozorne. O 15,20 hod. sa mu
posmykol skrutkovac¢ a horna beryliova pologula sa prudko priblizila k dolnej, ¢o spdsobilo
kratkodobé dosiahnutie kritickej hmotnosti. VSetci pritomni spozorovali modry zablesk
v miestnosti a zdvan horucavy. Slotin inStinktivne rukami oddialil od seba pologule, ¢im
zachranil ostatnych spolupracovnikov pritomnych pri
experimente pred d’alS$im oziarenim. O svojom osude
po masivnej davke neutrénov a sprevadzajiiceho y-
ziarenia nemal najmensie pochybnosti. Nepodlahol
panike, ale este pokial’ mohol, vyzval vSetkych, aby
zaujali svoje miesta, kde sa nachadzali v ¢ase nehody,
nakreslil to na priruént tabul'u, aby lekari a biofyzici
neskor mohli urobit’ vypocet davky oziarenia kazdého
znich. Potom opustil budovu, sadol si na chodnik

a ¢akal privolanl zdravotni pomoc. Zacal zvracat,

prejavovat’ zmitenost’ a iné priznaky akutnej choroby [ _ =
z oziarenia. Napriek takmer okamzitej lekérskej pomocil, transfiizidm a in zésailom zomrel
po deviatich diloch 30. mdja, v pritomnosti svojich rodicov. Pochovany je doma vo Winnipegu.
[4]

TakZe aj ked’ ste sa prave naucili vyrabat’ atomovl bombu, spravajte sa prosim pri tom

trochu opatrne.

Harmonicky priemer ;,

Pouzijeme ho, ked potrebujeme spriemerovat’ nejaké vykony.

X, = n - kd =0 V.8
A S S S Yl -2l
Xy X, X, =1x;

Vézeny harmonicky priemer, t.j. ked’ su k dispozicii pocetnosti vyskytu nejakého javu fi v
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sledovanom subore vypocitame:

n n
% = = pric¢om Z fi=n [1v.9]
h fi e fi '

Xy X3 X, TElx
Pr.IV.6.: Pri vypuknuti epidémie s priemernou dennou umrtnostou 12 l'udi potrebujete
zabezpecCit okamzité pochovavanie. Mate poruke 3 hrobarov, z ktorych prvy dokaze vykopat’
hrobové miesto za 3 hod., druhy za 4 hod. a treti, najSikovnejsi za 1,5 hod.. Dokézete s nimi
zvladnut’ kritickd situdciu pri nepretrzitom kopani 10 hod denne? Z ndm uz zndmych vzorcov
a vzorca [IV.8] vypocitame priemery vykopu jedného hrobu jednym hrobarom:
x = 2,833
X, =2,621
X, = 2,400
Cas vykopu 12 hrobov 3 hrobarmi vypoéitame ako stéin (12xpriemerny &as)/3. Pre rézne
priemery dostaneme hodnoty:

E(x) ‘ t[hod]

* 111,33333

Y | 10,48297

), 9,6

Aritmeticky 1 geometricky priemer davaji hodnoty prili§ vysoké. Harmonicky priemer

naznacuje, ze by ste pochovavanie s 3 hrobarmi mohli zvladnut'.

Median Med(x), med(x)

Pre stibory s extrémnymi hodnotami by priemery nemuseli byt’ charakteristické. Aj pri
asymetrickych rozdeleniach pouzivame median Med (x), predstavujuci prostrednti hodnotu
usporiadaného Statistického stuboru, ktory je potom vhodnej$im ukazovatel'om prevazujlcej
tendencie ako aritmeticky priemer. Prostredna hodnota neparneho poctu prvkov nie je problém,
rozdeluje stbor na dve rovnaké polovice. Napr. pre 9 prvkov je to piata hodnota
v usporiadanom rade (4 ma vlavo a 4 vpravo od nej). Pri parnom pocte prvkov mame dve
prostredné hodnoty, tak urobime ich aritmeticky priemer. Statisticky subor ma len jeden
median. 50% hodndt suboru je mensich a 50% vicsich ako median. Patri medzi tzv. kvantily,
hodnoty deliace subor na rovnaké ¢asti. Kvartily delia sibor na 4 Casti, decily na 10, percentily
na 100. Pre subory symetricky rozlozené okolo aritmetického priemeru je

x = med(x) = mod(x) [1v.10]
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Pr.IV.7.: Kriminalisti sledovali sedem pneumologov z hl'adiska vydévania receptov na
niektoré druhy liekov. Pri prepocitani na jednotny pocet kapitovanych pacientov im vychadzal
priemerny mesacny pocet receptov na lieky s obsahom efedrinu nasledovne:

Lekaré&. | 1|23 4 |5] 6 |7
Pocet receptov | 48 | 32 | 55 | 145 | 39 | 347 | 62

x =104

Ich Statistické citenie im hovorilo, Ze to nie je charakteristickd hodnota suboru. Usporiadali si

subor a charakterizovali ho radSej medianom:

recepty | 32 | 39 | 48 | 55 | 62 | 145 | 347
med(x) =55

Niekde okolo medianu by sa mala pohybovat’ hodnota vydanych receptov. Nebolo tazké pri
dvoch lekaroch objavit prepojenie na drogovi komunitu so sofistikovanou vyrobou

a distribuciou pervitinu.

Pr.IV.8.: Pri sledovani prijmu seniorov z hl'adiska kvality ich Zivota bolo nahodne vybranych
10 mesacnych starobnych dochodcov s nasledujiicimi usporiadanymi vysledkami (zaokrihlené

na cel¢ €):

déchodca‘1‘2‘3‘4‘5‘6‘7‘8‘9‘10
ddchodok ‘ 136 ‘ 252 ‘ 160 ‘ 311 ‘ 320 ‘ 322 ‘ 340 ‘ 420 ‘ 956 ‘ 1428
X =454

med(x) = 321

Oficialna hranica chudoby: X = 346.- €

x<X: 70%

Vasou ulohou je odborne odhadntit,, ktoré hodnoty boli uvedené ako vysledky socidlnej politiky
(Statu, vlady, politickej elity akéhokol'vek zafarbenia atd’. dosad’te si podl'a vlastného uvazenia

a potreby sa emocne excitovat) a ktoré tidaje boli zaml¢ané.

Modus Mod(x), mod(x)

Predstavuje najcastejSie sa vyskytujicu hodnotu znaku v Statistickom subore, najvacsiu
pocetnost’ vyskytu, ktora ho typicky charakterizuje. Napr. typicka velkost’ oblekov pre odevny
priemysel na vyrobu konfekcie, typicka cena chleba v nejakom regione a i. Pri viacvrcholovom

rozdeleni mozeme dostat’ viac modusov suboru.
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Pr.IV.9.: Mite v uteCeneckom tabore 30 rodin, potrebujete ich vybavit stanmi s urcitym

poctom 16zok. Rodiny maji rézny pocet lenov, pocetnosti s v tabul’ke:

Pocet €lenov vrodine | 1 | 2 (3| 4 | 7|12 | 16 | spolu

pocetnost’ 0[1/1/20(3| 2| 3| 30
Aritmeticky priemer ¥ = 5,93 = 6

Modus: mod(x) = 4

Podra aritmetického priemeru by bolo potrebné stavat’ 6-16zkové stany. Modus poukazuje, ze
najvhodnejsie budu 4-16zkové. Jednoducha analyza ndm povie viac: 1-¢lenntl rodinu neméame,
nepotrebujeme pre fiu ziaden stan. Pre jednu 2-¢lennu rodinu by sme potrebovali jeden 6-

16zkovy stan, zostali by 4 16zka prazdne, resp. jeden 4-16zkovy stan s 2 nevyuzitymi 16Zkami

atd’. Vysledky analyzy si mézeme dat’ do tabul’ky:

6-16zkové .stany 4-10zkové stany
Pocet €lenov v rodine | Pocetnost’ rodin
pocet | vol'né 16Zka | pocet | voI'né 16zZka
1 0 0 0 0 0
2 1 1 4 1 2
3 1 1 3 1 1
4 20 20 40 20 0
7 3 6 15 6 3
12 2 4 0 6 0
16 3 9 6 12 0
Spolu 30 41 68 46 6

Potrebujeme bud’ 41 6-l6zkovych stanov, pricom bude 68 16zok nevyuzitych, alebo 46 4-
16zZkovych stanov, pri€om bude len 6 16zok nevyuzitych. Je to asi omnoho lepsia vyuzitelnost’
16zok.

Objasnili sme si charakteristiky polohy Statistickych stborov aj s niektorymi ich plusmi
a minusmi pri pouziti v $tatistickej analyze. K d’alS§iemu §tidiu moZzZno nazriet’ aj do dostupnej
literatiry a zdrojov informadcii, napr. [5] - [10].

Urobili sme spolu prvé krociky na ceste k Statistickej analyze, je potrebné si uvedomit’,
ze nie vSetko sa da. Napr., mieSat’” hruSky s jablkami. Alebo je mozné sa niekedy stretnut’
s udivujicimi Statistikami, ktoré sa vymykaji doterajSiemu naSmu zadeleniu medzi poriadne,
neporiadne a mystifikujuce. Ako priklad uvediem informéciu o navstevnosti milovnikov Sportu
na futbalovom zépase. Platiacich divdkov vraj bolo 137. Po nekontrolovatel'nej bitke medzi
privrzencami oboch taborov bolo 313 zranenych divékov, z toho 12 tazko. NavySe boli 65

fanusikovia zatknuti. Tu uz je tazsie robit’ Statisticka analyzu. Pod’'me vSak d’ale;.
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Ked' si ddm trochu saké, drah(

samuraji, s velkou

pravdepodobnostou doma
stretnem draka...
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V. Variabilita
alebo ked’ sa Cisla rozbehnu

To dievca, c¢o som prvé pobozkal,
si pamdtam dost presne!
Zavrela oci — ja som zavrel tiez.
Minuli sme sa tesne.
Hilaire Belloc 1]

Mnohi dne$ni Studenti maju pocit, Ze Statistika vznikla ako sofistikovana nadstavba
dnesnej zlozitej spolocnosti, ktora si rada robi na vSetko ornamenty a kudrlinky, bez naozaj
skutoc¢nej potreby, len aby to vyzeralo mudro, ucene a v konecnom désledku komplikovalo
Studium. Mozno maju aj trochu pravdu, ale v Statistike to bolo predsa aj trochu inak. Ked’ sa
pozrieme na jej po€iatky a vyvoj, zdaji sa ndm problémy nie az tak vzdialené¢ho 19. storocia
velmi ,,stCasné”. Malthusové ,,ekonomické® tedrie o nelinedrnom raste populacie popri
linedrnom raste zdrojov a nasledne progndza nutného katastrofického vyvoja sa odvtedy
opakuje s tvrdosijnou pravidelnost'ou aj na najvyssich svetovych forach, tvariacich sa, ze chct
nieco zlepsit’ a scendr je rovnaky: Vzdy sa odportca, ako by sa mali spravat’ chudobni, hlavne
skromne, zdrzanlivo, viac pracovat, mat’ menej deti atd. Vysledok? Bohati by mali vacSiu
stabilitu vlastnej existencie, ale nechceme tu robit’ revolucie, len uviest Citatel'a do situacie.
V 19. storo¢i vlady krajin ani nemali prehlad o stave chudoby, ani kolko l'udi dostava
a nedostava roézne podpory, ba mozno nemali ani predstavu o mnozstve financii v obehu. (Ste
s presvedceni, Ze dne$né vlady su na tom lepSie? Alebo
: | sa len tak tvaria a pouzivaju ktomu casto
»optimistick” neandertalsku Statistiku.) To vSetko su
priznaky elementarnej nestability Statnych zalezitosti.
Belgicky Sstatistik a vedec Adolphe Quetelet (1796-
1874), ktorého odbornici na zdrava vyzivu poznaji ako
zakladatel'a BMI indexu, a Brit Edwin Chadwick
(1800-1890) boli jednymi z prvych priekopnikov
zavedenia Statistiky do rozhodovacich procesov Statu
a do humanitnych vied. Ale pristavme sa pri zndmej
postave Damy s lampou, anglickej viktoridnskej

I'udovej Statisticky Florence Nightingaleovej (1820-

1910), ktora kracala v stopach sv. Alzbety Uhorske;j.
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Narodila sa v $lachtickej rodine, kde ziskala vel'mi slusné klasické vzdelanie, ale aj
v matematike a inych vedach. Jej neobyc¢ajny zadujem ju priviedol do zdravotnictva. VSade kam
cestovala sa zaujimala o nemocnice, ich usporiadanie, systém riadenia, rozne cinnosti,
umrtnost’ a pod. Navrhovala rdzne opatrenia, priCom sa sustredila hlavne na oSetrovatel'stvo,
ale v dobe, ktord nemala pre Zenu a jej spolocenské aktivity velké sympatie, bez vacSich
uspechov. Ani vo vlastnej rodine nenachadzala pre svoje aktivity pochopenie, oSetrovatel’ky
mali vel'mi nizky spolocensky status (stadle sme v 19. storo¢i !). Spolupracovala s Williamom
Farrom(1807-1883), priekopnikom medicinskej Statistiky. Ked’ v polovici 19. storocia vypukla
Krymska vojna (jej historia je aj dnes vel'mi aktudlna, ale nesuvisi s napliou tejto publikécie),
bola poziadand Ministerstvom obrany o zorganizovanie oSetrovatel'skej ¢innosti v teréne. Ked’
prisla aj s niekolkymi sestrickami a dievcatami do lazaretov v Turecku, naSla tam jemne
povedané chaos. Lazarety v otrasnom stave, bez aj tej najzakladnejSej hygieny, pravidelnej
stravy, liekov, oSetrovania, ale aj bez zdznamov o umrtiach a ich pri¢inach, bez vzajomne;j
spoluprace medzi zdravotnickymi zariadeniami, ¢i bez prikryvok a posteli. Lekari a dostojnici
ich neprijali, ale postupne si vydobyla postavenie, ked’ prijali mnohé opatrenia v prospech
ranenych vojakov a pacientov. Vojaci si ju pamétali ako v noci s lampou chodi po lazarete
kontrolovat’ stav pacientov. V sprave pre ministerstvo a domace urady vyuzila vsetky svoje

vedomosti zo Statistiky a jej grafického spracovania. Bez prehanania, bola to Statistika, kde $lo

0 Zivot.
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Obr.V.1. Ukazka grafického spracovania Nightingaleovej Statistickej analyzy
z vojenskych nemocnic pocas Krymskej vojny [2].
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Vytvorila polarny plo$ny diagram, rozdeleny na 12 rovnakych vysekov podl'a mesiacov a na
nich zndzornovala plosne aj farebne ¢asové zmeny imrti: ruzova — umrtia v désledku zraneni
v boji, Sedd — umrtia zinych pri¢in, najvacsia, modra — umrtia v dosledku ochoreni.
Vo vojenskych lazaretoch bola umrtnost’” dvojndsobna ako v civilnych. Na tyfus a choleru
zomieralo viac mladych muzov ako za velkej epidémie moru v Londyne v r.1665-1666. Jej
novy systém a neobycajné nasadenie znizili 60% Uumrtnost’ do konca Krymskej vojny na 1 az
2%. A jej Statistika bola zakladom reformy zdravotnictva aj na britskych ostrovoch a nasledne
v systéme oSetrovatel'stva a jeho profesionalizécii v celom civilizovanom svete. Do akej miery
aj u nas doma, musi posudit’ na zaklade vlastnych skusenosti Citatel’.

Uviedli sme si, Ze priemer resp. priemery moézu zredukovat’ a vhodne charakterizovat’
Statisticky subor, moze zrovnat, ,,vyhladit* ndhodné odchylky pri ziskavani dat, ale aj to, ze
v priemere sa mdze kadeCo skryt, Ze prostrednictvom priemeru sa informdcia zhrnula do
jedného predstavitela vSetkych moznych pripadov, do jedinej hodnoty. Variabilita, ktorou sa
ideme teraz zaoberat’, vyjadruje informacie o individudlnych odliSnostiach prvkov suboru, ale
predstavuje aj vlastnosti chyb zberu dat a celkovo umoziiuje spolu s charakteristikami polohy
dat’ ucelenu informaciu o vlastnostiach suboru. Az v takejto forme, priemer + variabilita, sa
dostdvame z Casto neandertalskej Statistiky k nieComu zmysluplnému (eSte nizSie k nim
pribudnu charakteristiky tvaru). Vsetky tieto charakteristiky popisuju Statisticky stbor,
volame ich opisné charakteristiky. Popisna Statistika sa snazi vysledky Statistického skimania
vyjadrit’ prehl'adne, hutne, pomocou tabuliek, grafov a popisnych charakteristik. Variabilitu
popisujeme charakteristikami variability. Su to ¢isla, udavajice, akou mierou sa hodnoty
znaku odchyl'uji od vypocitanej charakteristiky polohy alebo od seba navzajom [3]:

a) Variacné rozpitie R

Je to len orientacna charakteristika variability hodndt znaku. Predstavuje informéciu o rozsahu
hodnét xi, X2, ..., Xn sledovaného znaku x Statistického suboru. Vypocita sa ako rozdiel
maximalnej a minimalnej hodnoty:
R = Xmax = Xmin [V.1]

Je to zrozumitel'na charakteristika, ale nedava dostatocny obraz rozptylenia udajov v subore.
Zavisi od velkosti vyberu, preto nie je mozné porovnavat’ varia¢né rozpéitie rozne velkych
suborov. Jej zavislost’ iba od krajnych hodndt suboru spésobuje mimoriadnu citlivost’ na malo
charakteristické extrémne hodnoty, ktoré sa v tychto krajnych hodnotdch mézu zobrazovat'.
Taktiez aj dva uplne odlisné subory, ak maji ndhodou zhodné extrémne hodnoty mézu mat’

rovnaké variacné rozpitie.
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Varia¢né rozpitie je velmi jednoduchd charakteristika. Pod'me si to teda trochu
skomplikovat, aby sme si mohli Zivot zjednodusit’. Nevyhody citlivosti variacného rozpétia R
od extrémnych hodnot je mozné odstranit’ inym rozpédtim Statistického stiboru. V minulej
kapitole sme si charakterizovali stredni hodnotu medidn Med(x) ako kvantil rozdel'ujici stibor
na dve rovnakeé Casti. Je to teda jedind hodnota suboru, pre ktoru plati, ze 50% vsetkych hodnot
je mensich a 50% vicsich ako median. Je to hranica poloviéného resp. 50%-ného intervalu.
Mame aj iné kvantily, napr. percentily (delenie siboru na 100 rovnakych c¢asti, musime mat’
teda 99 percentilov), mame 9 decilov, deliacich subor na 10 Casti. Ked’ si usporiadany stubor
Statistickych prvkov rozdelim na 4 rovnaké Casti, 3 hranice tychto intervalov volame kvartily:
Q1 alebo Qas%; Q2 alebo Qsov (= median); Qs alebo Q7s%. Nepotrebujeme Qa, pretoze to je uz
maximalna hodnota celého stboru. Po tomto trochu zdihavom predslove mozeme uviest, ¢o je
to medzikvartilové rozpitie Ros-q1, ktoré niekedy pouzivame miesto variaéného rozpitia R.
Medzikvartilové rozpétie je rozdiel hodn6t siboruv % a v ¥ pevnych intervaloch rozsahu jeho
usporiadanych hodnét, teda medzi 75. a 25. percentilom, ¢o reprezentuje oblast’ 50% strednych
hodnot stiboru. Naco je to dobré? Rqs-qi nie je ovplyvneny extrémnymi hodnotami, takze je
Casto lepSou charakteristikou variability.

Ro3.01 =Q3- Q1 [V.2]
Pr.V.1.: V statistikich UPSVaR sa uvadza pocéet podporenych zamestnavatel'ov prispevkom

uradmi PSVR v SR na zriadenie chranenej dielne alebo chraneného pracoviska v r.2013 [4]:

Mesto Poéty Mesto Poéty Mesto Poéty
Bratislava 201 Dolny Kubin 83 Stropkov 262
Malacky 63 Namestovo 226 | Vranov n/Toplou | 440
Pezinok 99 | Liptovsky Mikulas| 138 Kosice 522
Dunajska Streda | 136 Martin 272 Michalovce 131
Galanta 65 RuzZomberok 112 Roznava 53
Piedtany 154 Zilina 334 | Spidska Nova Ves| 279
Senica 153 | Banska Bystrica | 263 TrebiSov 397
Trnava 158 | Banska Stiavnica | 139 KeZzmarok 107
Partizanske 210 Brezno 79 Spolu 9936
Nové M.n/Vahom | 83 Lucenec 27
Povazska Bystrica | 166 Revlca 23
Prievidza 752 [ Rimavska Sobota | 174
Trencin 343 Vel'ky Krtis 310
Komarno 142 Zvolen 243
Levice 307 Bardejov 283
Nitra 175 Humenné 64
Nové Zamky 170 Poprad 207
Topol'¢any 182 PreSov 526
Cadca 253 | Stard Luboviia | 430
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Usporiadany subor hodnét tejto redlnej Statistiky z r.2013 je potom v tabul'ke vlavo.

Vypocet kvantilov vo vSeobecnosti mozeme urobit’ zjednodusene nasledovne: Po
usporiadani suboru hodnotu kvantilu ziskame ako k-t hodnotu stiboru, pri¢om poradie
k dava vztah:

k = (pocet hodnot)x(tiroven kvantilu)/100
Pre 1.kvartil to bude
kl = 46x25/100=11,5=12
teda rozsah stiboru sme delili 4 a zaokruhlili nahor; pre 3.kvartil urobime to isté, len
eSte vynasobime 3:
k3 = 46x75/100 =34,5= 35
Potom: Qi =112, Q2 =279.

Pre uvedeny stbor dostaneme charakteristiky polohy a vybrané charakteristiky

varidcie:

Sucet: 2x; = 9936
Aritmeticky priemer: x =216
Median: Med(x) = 174,5
Variacné rozpitie: R=729

Medzikvartilové rozpdtie: Rqz-o1 =279 -112 =167
Zaver: Keby sme chceli zistit' aky je priemerny pocet podporovanych subjektov
v uvedenych mestach SR, pomocou aritmetického priemeru by sme dostali hodnotu

skresleni niektorymi extrémnymi cislami (216), stredni hodnotu vystihuje lepsie

median (174,5). Variacné rozpitie suboru 729 je ovplyvnené extrémnymi krajnymi hodnotami,

lepsie ju vystihuje medzikvartilové rozpitie 167.

Pr.V.2.: Podl'a Slovenského platového monitora [S] maji napr. terénni socialni pracovnici

priemerny mesacny plat 520.-€. Bohuzial’ viac k tomuto tdaju nie je pripojené, ani Statistické

charakteristiky, ani ¢i ide o hrubti mzdu a pod. TakZe s nim mdZeme volne pracovat’ za ucelom

prehibit’ si svoje vedomosti. Mame dva subory po 10 terénnych socialnych pracovnikov

z r6znych oblasti a v nasledujicej tabul’ke st uvedené ich priemerné Cisté mesacné platy (2.

stipec usporiadane) aj s popisnymi $tatistickymi charakteristikami, ktoré sme sa doteraz nau¢ili.

Pokusme sa spolu urobit’ analyzu vysledkov.
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C. Subor ¢.1 Subor ¢.2
1 280 150 495 495
2 1488 230 525 500
3 795 256 519 504
4 230 278 528 519
5 150 280 523 523
6 296 296 540 525
7 1007 420 500 528
8 256 795 536 530
9 420 1007 530 536
10 278 1488 504 540
spolu 5200 5200
Priemer X 520 520
median Med(x) 288 524
Variaéné rozpitie R 1338 45
Q1 256 504
Q3 795 540
R(Q3-Q1) 539 36

Tab.V.1. Priemerné platy stuborov socialnych pracovnikov v dvoch regionoch.

Je to zaujimava tabul’ka. V oboch stboroch je priemerny mesacny plat 520.-€ na pracovnika.
V l.subore sa v tejto hodnote skryva velka variabilita a trochu lepSie ho charakterizuje medidn
Med(x) = 288, ktory naznacuje, ze v sibore musia byt zriedkavé extrémne vysoké hodnoty.
Naozaj 7 hodndt z 10 sa nachddza pod priemerom. VacSina hodnét sa pohybuje skor okolo
medianu, ktory je hlboko pod priemerom. Nasvedcuje tomu aj vysoké variacné rozpdtie R =
1338. Medzikvartilové rozpitie je nizSie R(Q3-Q1) = 539 je vSak stile eSte dost’ velké.
Zastpenie platov v 100 € intervaloch s uvedenou dolnou hranicou je na obr. V.2.
V 2. stibore sa aritmeticky priemer zda byt naozaj charakteristickou hodnotou. Medidn Med(x)
= 524 sa od neho lisi len bezvyznamne. Variacné aj medzikvartilové rozpétie naznacuji nizku
variabilitu suboru. Zastlipenie platov v 5 € intervaloch s uvedenou dolnou hranicou je na obr.
V3.

Mozeme konStatovat, Zze 2. subor predstavuje vyrovnanost platov socidlnych
pracovnikov v uvedenom regidone, pricom odchylky od strednej hodnoty su natolko

symetrické, ze ich je mozné povazovat’ za normalne (s normalnym rozdelenim hodnét).
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Zastupenie vysky Zastupenie vysky
platov - 1.subor platov - 2.subor
1300
1200 0%

1100 0% 1400

10%

Obr. V.2 a V.3: Zastipenie vysky platov v [%] dvoch vybranych suborov socialnych
pracovnikov v réznych regiénoch.

V predchadzajucom priklade sme videli, ze v Statistickom subore, ktorého znakom je
nahodna premennd, hodnoty ,,kolisu“ okolo priemeru, (resp. inej strednej hodnoty). LepSou
charakteristikou variability ako st rozpitia, je priemerna odchylka A,, pretoze jej hodnota zavisi
od kazdej hodnoty stiboru. Dostaneme ju ako aritmeticky priemer absolutnych hodnét vsetkych

odchylok od aritmetického priemeru:

n
1
Ap= — .lei—f [v.3]
n

i=1

Ak méme danu tabulku rozdelenia pocetnosti (f; je poCetnost’ znaku v i-tom intervale):

k k
1 _ § ~
Ap = - .Z|xi—x|.fi pricom Zfi—n [V.4]

i=1

Ak si v tab.V.1 ku kazdej hodnote vypocitate absolutnu odchylku, spocitate ich a vydelite 10,
dostanete pre 1.subor hodnotu 4,1 = 346; pre 2.subor podstatne mensiu hodnotu 4,, = 12,4,
¢o nasvedcuje, ze data 2.siboru maju podstatne mensSie (uzsie) rozptylenie okolo priemernej

hodnoty.
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Sucet odchylok hodndt znaku od ich aritmetického priemeru je = 0, tak je aritmeticky
priemer definovany. Preto sme vo vzt'ahu pracovali s absolutnou hodnotou (matematicky to
zna¢ime miesto zatvoriek dvomi zvislymi €iarami), pre ktoru plati, Ze z akéhokol'vek ¢isla, ¢i
kladného alebo zaporného, vrati vzdy jeho kladni hodnotu.

Teraz si ukdzeme eSte lepSiu cestu, ako odstranit’ zaporné hodnoty z odchylok.
Umocnime kazdl odchylku na druhu a vieme, Ze druhd mocnina kazdého cisla je kladna, napr.
3x3 =32=9, ale aj (-3)x(-3) = (-3)> = 9. Ako bonus dostaneme, Ze extrémne hodnoty v subore
sa zvyraznia, bude vac¢si rozdiel medzi malymi a vel’kymi odchylkami. Mozno to bolo trochu
komplikované, ale takto sme sa dostali k velmi dolezitym charakteristikim variability
a pojmom rozptyl a smerodajna odchylka. V predchadzajucej kapitole sme si spomenuli
teoretické rozdelenia pravdepodobnosti. A aj to, ze kazdé rozdelenie ma dve zikladné
charakteristiky: strednii hodnotu E(X) a rozptyl D(X). Stredné hodnoty sme si popisali ako
charakteristiky polohy (priemery a pod.). Teraz si nieo povieme o rozptyle v suvislosti so
Statistickym suborom. Ked sme sa dostali az sem, nie je to uz Ziaden problém. Tak ako sme si
charakterizovali priemernti odchylku ako aritmeticky priemer absolitnych hodndt jednotlivych
odchylok, tak si rozptyl D(X), ktory je najcastejSou charakteristikou variability, definujeme

ako aritmeticky priemer druhych mocnin hodnét jednotlivych odchylok:

n

U B o
DX) = =~ > (x~ ) [v.5]

i=1
Pri rozdeleni stiboru do i intervalov, kde f; je pocetnost’ vyskytu znaku v i-tom intervale, je

vypocet:

k k
DX) = =~ ) (1~ Bf, pricom y fi=n  [V.6]

i=1 i=1

=

Smerodajna (nickedy aj Standardna alebo stredna kvadratickd) odchylka ¢ je potom

jednoducho podr'a [III.13.] kladnd odmocnina z rozptylu. Na zaklade vztahu [V.5] (obdobne

to bude aj pre [V.6]) dostaneme

! n
1N _ =2
o= |- Z(‘xi - x)° [v.7]
\ i=1
Castej§i zvyk charakterizovat’ variabilitu 3tatistického stiboru smerodajnou odchylkou o
vyplyva z toho, Ze & mé rovnaky rozmer ako priemer, zatial’ Co rozptyl je uddvany v druhej

mocnine rozmeru priemeru, napr. ak by sme zistovali vySku prijmu v nejakom vybere
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populécie, strednii hodnotu by sme dostali v €, ale rozptyl v €2. Smerodajna odchylka ¢ bude
opit' v €. Pripomenme si na tomto mieste eSte raz obr. II11.19 z III. kapitoly, predstavujici

krivku hustoty normalneho rozdelenia s vysvetlenim parametrov p a G:

<
o

0.3

0.2

34.1% 34.1%

0.1

p =% = Med(x) je strednd hodnota normalneho rozdelenia. o je smerodajnéd odchylka v zmysle

vyssie uvedenych vzt'ahov pre zékladny Statisticky subor, teda pre vSetky jeho prvky. Potom
vysledok $tatistickej analyzy vyjadreny intervalom

Xt o [V.8]

predstavuje interval okolo aritmetického priemeru so 68% vSetkych hodnot suboru, £+ 26's 95%
vSetkych hodndt, £ 3o s 99% vsetkych hodnot. Smerodajna odchylka je mierou rozptylenia
hodnét okolo priemeru, teda ¢asto napr. pri merani aj istou mierou presnosti. Pri vyberovom
subore mame odhady parametrov, napr. odhad strednej hodnoty, odhad aritmetického
priemeru, odhad smerodajnej odchylky (jedného merania) s, pre ktory plati trochu odlisny

vzt'ah ako [V.7] :

n—1

' -
5 = \‘ ! Z(xi—z)z [V.9]
\ i=1

Podobne to plati aj pre vyberovy rozptyl. Vyberové charakteristiky maju mat’ ¢o najmensi
rozptyl (maja byt ,,Co najvydatnejsie*) aby boli pre subor charakteristické. Pre subory velkého
rozsahu (pre vel'ké m) sa s blizi k 6: s = &. DdlezitejSie je poznat’ smerodajni odchylku

vyberového aritmetického priemeru ziskanych dat s;: (Pozri aj [3], [6], [7]).

|

)
S;—‘—‘—

1 n
m;(xi - x)? [v.10]

|
Voo |
N
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Smerodajna odchylka vyberového aritmetického priemeru s; klesa s rasticim poctom

prvkov stboru (rozsahom) n. Predstavu o tom déva obr. V.4:

1,2

0,6 \ —relat.odchylka

0,4

0,2

21
26
Sl
36
41
46
51
56
61
66
71
76
81
86
91
96

Obr.V 4.: Zavislost’ relativnej vel’kosti smerodajnej odchylky aritmetického priemeru od
rozsahu siboru n: = = f(n)

Vyrazny pokles smerodajnej odchylky aritmetického priemeru, (ktord budeme nazyvat aj

chyba strednej hodnoty s3), rastom rozsahu suboru n je vyznamny pre n < 10 az 20,

zvySovanie rozsahu vyberu z dovodu jej d’alSieho zmenSovania uz nie je efektivne.

Pomocou odchylok mame zakladni predstavu o rozlozeni dat v subore, nie vSak
o konkrétnom prvku suboru. Smerodajna odchylka o alebo jej odhad s mézu sluzit’ ako prva
orientacia v tom, s akou spol'ahlivostou je mozné konkrétny prvok v nejakom intervale najst’.

Tak mézeme interval X£o nazvat' v prvom priblizeni interval 68% spol’ahlivosti, t.j. mame

odhad, Ze nejaky znak méa 68% hodnot, ktoré sa v tomto intervale nachadzaji. Podobne mézeme

interval ¥£20 nazvat’ interval 95% spol’ahlivosti a interval X230 nazvat interval 99%

spol’ahlivosti. Poznamenavam, ze tieto Gvahy sa tykaji normélneho symetrického rozdelenia
udajov Statistického stiboru. Nie je problém urcit’ si aj iny interval spol’ahlivosti, ale tymto sa
budeme podrobnejSie zaoberat' neskor. Dajme si jednoduchy priklad zo zakladov teorie

merania, vysledky sa daji zovSeobecnit’.
Pr.V.3.: Z Ustavu pre znevyhodnenych, s ktorym tizko spolupracujete, ste si objednali ich

vyrobok, pracovny stol so 160 cm vrchnou doskou. Aby ste si precvicili svoje Statistické

poznatky a zarovef urobili istd kontrolu kvality vyrobkov, zmerajte diZku svojho pracovného
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stola 3 sposobmi. 1.spdsob: poziadajte 10 svojich navstevnikov o ich odhad, vysledky si
zaznamenajte do tabul’ky. 2.spdsob: Pouzite na ziskanie 10 hodnét dizky stola krajéirsky, trochu
,»pruzny* meter. 3.sposob: pouzite na zmeranie najpresnejsie meradlo, aké mate k dispozicii,
pravitko, remeselnicke zvinovacie meradlo alebo laserovy merac vzdialenosti, opét’ si vysledky
10 merani zaznamenajte. Dostaneme tri nezavislé sibory po 10 nezavislych merani v [cm], ako
je napr. v tabulke V.2 (ziskal som aj odhad od 4-ro¢ného dievcatka, ktory som ako velmi
odlahly wvysledok zatazeny neprimeranou chybou zo suboru sofistikovane vylucil)
a vypocitani mnozinu Statistickych charakteristik pre kazdy stbor, pricom jednotlivé odchylky

oznacujeme A= (x;-X):

. subor ¢.1 subor ¢.2 subor ¢.3
' Xi Al A? Xi Al | A? Xi Al | A?
1 240| 60| 3600 161,5|0,5| 0,25 159,8| 0,2 | 0,04
2 165| 15| 225 163| 2| 4 160,3| 0,3 | 0,09
3 145| 35| 1225 160| 1 1 160,1|0,1| 0,01
4 195| 15| 225 159| 2| 4 159,9| 0,1 | 0,01
5 135| 45| 2025 159,5|1,5| 2,25 159,9| 0,1 | 0,01
6 165| 15| 225 158| 3 9 160,0| 0| ©
7 155| 25| 625 159 | 2 160,2 | 0,2 | 0,04
8 225| 45| 2025 162| 1 1 160,1 (0,1 0,01
9 195| 15| 225 163| 2| 4 159,8| 0,2 | 0,04
10 180| O 0 165| 4| 16 159,9| 0,1 | 0,01
z 1800 | 270 | 10400 1610| 19| 45,5 1600 | 1,4| 0,26
n 10 10 10
x 180 161 160
c 32,24903 2,133073 0,161245
s 33,99346 2,248456 0,169967
5% | 10,74968 0,711024 0,053748
Med(x) 172,5 160,75 159,95
Mod(x) 165 163 159,9
Xmin 135 158 159,8
g 240 165 160,3
R 105 7 0,5
D(x) | 1155,556 5,055556 0,028889
V(%) | 17,91613 1,32489 0,100778

Tab.V.2. Vysledky 3 nezavislych siborov merani dizky stola s vypocitanymi popisnymi

Statistickymi charakteristikami.
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Je to tiez zaujimava tabul’ka, ze? A obsahuje kadeco, ¢o nas na prvy pohl'ad vystrasilo, ale ked’
sa na to pozrieme blizsie, ddva nam mnozstvo informaécii, zdroven si popiSeme, ¢o a ako sme
pocitali. Vysvetlime si to krok po kroku, majte trpezlivost’

1. Mame tri nezavislé Statistické sibory. St to vyberové subory, pretoZze sme uskutocnili
v kazdom z nich 10 merani z nekone¢ného mnozstva vsetkych moznych. Zakladny stibor by
bol, keby sme urobili nekone¢ne mnoho merani, ba este viac, keby nds to bavilo a mali sme na
to Cas.

2. Rozsahy suborov st rovnaké, kazdy ma rozsah n = 10 (merani).

3. Sledovany $tatisticky znak (jav) je dizka pracovného stola v cm.

4. V hornej Gasti tabul’ky s namerané tdaje. 1.sipec pod hlavi¢kou i je &islo merania. Kazdy
stibor ma pripravené 3 stipce udajov, prvy z nich pod hlavi¢kou xi obsahuje vzdy namerané
hodnoty diZky stola v cm.

5. Aby sme mohli vyplnit’ d’alsie stipce, musime zistit’ stredna hodnotu kazdého suboru. St to
jednoduché subory nezavislych merani, kde dobrym odhadom strednej hodnoty je aritmeticky
priemer podla vztahu [IV.1].

6. Pre kazdé meranie si vypocitame odchylku nameranej hodnoty od aritmetického priemeru A
= (x; - X). Mozu byt’ kladné aj zaporné, podl’a toho, ¢i sa vysledok merania nachadza nad, alebo
pod priemerom. Keby sme ich vsetky scitali, dostaneme vzdy nulu (pozri aj [IV.4]. Preto si
urobime absolutnu hodnotu z kazdej hodnoty odchylky A, a tato zapiseme do dalsieho stipca.
V 3.stipci kazdého stiboru je potom druha mocnina odchylky A2 Je vzdy kladnd, preto
nepotrebuje absolutnu hodnotu. To je vsetko, o potrebujeme pre zakladn popisnu Statistiku,
ktort sme sa doteraz naucili.

7. Zaciname s vypoctom Statistickych charakteristik jednotlivych Statistickych stuborov.
Ststred'me sa na spodnt Cast’ tabul’ky. V jej 1.riadku oznatenom symbolom X méame sucty
hodnét v stipcoch nad nimi. Pre kazdy stibor je to stidet vietkych nameranych hodnot xi, stdet
absolutnych hodndt odchylok jednotlivych merani od aritmetického priemeru A a sucet ich
Stvorcov (druhych mocnin) A2,

8. Druhy riadok je len rozsah kazdého stiboru m = 10. Treti riadok je zaujimavejs$i. Ked’

vydelime stcet vSetkych hodndt merani X x; rozsahom suboru n, dostaneme aritmeticky
priemer X podla [IV.1].

9. V 4.riadku mame smerodajni odchylku ¢ vypocitani podla vztahu [V.7], teda vzali sme
spod stipca pre druhé mocniny odchylok od aritmetického priemeru ich siet X A2, vydelili sme

to rozsahom stboru n a z vysledku sme pomocou kalkulacky urobili odmocninu.
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10. Ked’Ze ide o vyberovy subor vhodnejsia je ina odchylka. V d’alSom riadku médme odhad
smerodajnej odchylky jedného merania s v zmysle vzt'ahu [V.9], pricom sme postupovali ako

v bode 9., ale nedelili sme sti¢et 2. A2 hodnotou n, ale hodnotou (n-1) t.j. v naSom pripade 9.
11. Obdobne v dalSom riadku mame smerodajni odchylku aritmetického priemeru s;

vypocitant podl'a vztahu [V.10].

12. V dalsich dvoch riadkoch st prezentované pre kazdy stbor stredné hodnoty. Median
vypocitany ako 50% kvantil, teda hodnota, ktora rozdel'uje Statisticky subor presne na polovicu;
a modus ako najcastejSia hodnota siiboru, tak ako sme si to popisali v predchadzajticej kapitole.
13. V dalsich troch riadkoch médme uz nam zname veci zo vzt'ahu [V.1]: minimalnu hodnotu
Xmin, maximalnu hodnotu Xmax a variaéné rozpétie kazdého suboru R = Xmax - Xmin.

14. V predposlednom riadku je rozptyl (disperzia) D(X), ktory sa di vypogitat’ podla [V. 5],
teda ako stc¢et druhych mocnin odchylok X A2, vydeleny rozsahom n.

15. Jedind novinka v celej tabulke je posledny riadok, v ktorom je uvedeny Pearsonov

varia¢ny koeficient V, vyjadreny vacsinou v %:

V=—-.100 V.11]

o
-
Pearsonov variacny koeficient V je obecnejSim ukazovatelom pre porovnavanie variability
suborov ako aritmeticky priemer so smerodajnou odchylkou.

Na obr.V.5.a je grafické znazornenie, ako v jednotlivych suboroch osciluji hodnoty

dizky okolo priemeru.

Obr.V.5a: Namerané hodnoty dizky

230

ol \ [N s
\ AN =R

170
/-. v ﬁ\-l‘n——ﬂ—". subor
150 Pht"F“TT"'V N or

cm

130

138



Vyskum a $tatistika v spolo¢enskych vedach
(s humorom a laskou)

Na prvy pohlad je jasné, Zze hodnoty 1.suboru maju najvacsiu variabilitu. Velky rozptyl
vysledkov merani odhadom r6znymi osobami spdsobuje v tomto pripade, ze na ich grafické
vyjadrenie je potrebny taky rozsah zvislej osi grafu, ktory potlac¢i vizualne porovnanie
variability d’alSich dvoch stuborov tdajov, ziskanych meranim. Na to potrebujeme samostatny

obrazok V.5.b (vSimnite si zmenu mierky zvislej osi):

Obr. V.5b: Namerané hodnoty dizky
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Vidno, Ze najmenej sa ,,pohybuju® namerané hodnoty v 3.stbore dat, ktoré sme ziskali
najpresnejSim meradlom. Kvantitativnou mierou tejto presnosti je vel'kost’ odhadu smerodajne;j

odchylky jedného merania s resp. smerodajnej odchylky aritmetického priemeru sz, ale hlavne

Pearsonov variaény koeficient V. Cim si mensie, tym lepsie. Smerodajnd odchylka je
absolutnou mierou variability, to znamena, ze keby sme merali rovnakou metédou svoj
pracovny stdl a omnoho dlh§i pult, dostali by sme v druhom pripade vicSiu smerodajna
odchylku, ¢o vSak neznamend, Ze sme sa v merani a jeho presnosti ,,zhorsili“. Karl Pearson
(1857-1936), britsky matematik, Statistik a zakladatel' biometriky, ako aj prvej katedry
Statistiky, ktory zaviedol aj pouZzivanie pre Gauss-Laplaceové rozdelenie ,,normalna* krivka,
pre ucel porovnavania variability aj medzi sibormi s réznou velkostou a réznou strednou

hodnotou zaviedol relativiu mieru variability — variaény Kkoeficient V(%). Charakteristiky *
, S, 53, V(%) popisuju vyberovy Statisticky subor a jeho variabilitu a umoznuji kvantitativne
porovndvanie s inymi sibormi. V naSom priklade mame subory z velkej mnoziny stiborov,
kedy sa snazime o ¢o najmensiu variabilitu, teda vel'ka variabilita a rozbehnutie sa jednotlivych
vysledkov od priemeru nie je vitand. Idedlny stav je strednd hodnota — aritmeticky priemer.

Samozrejme, Ze mame aj systémy, subory, kde sledujeme variabilitu ako pozitivhu
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charakteristiku. Na druhej strane ani nizka uroven variability,
t.j. v naSom pripade presnost’ v niektorych pripadoch nemusi
znamenat' spravnost’ vysledkov. To je problematika tzv.
systematickych chyb merani. Systematické chyba, pokial’ nie
je vcas odhalena a eliminovand moZze sposobit’, ze meriame
hodnoty pre nejaky sledovany znak sice vel'mi presne, ale so
strednou hodnotou vzdialenou od skuto¢nej hodnoty. Vo
vSeobecnosti mdze byt systematicka chyba skrytd aj v tom,

ako uskuto¢nujeme vyber zo zdkladného suboru, teda jeho

umyselnym alebo netimyselnym skreslenim.

Pearson urobil poriadok v popise empirickych dat a ich rozdelenia systémom zalozenym
na metéde momentov. Termin ,,moment* prevzal zvtej dobe velmi popularnej fyziky.
Definoval:

l.moment — aritmeticky priemer,

2.moment — priemer druhej mocniny odchylky od priemeru (rozptyl),

3.moment — priemer tretej mocniny odchylky od priemeru (Sikmost’),

4.moment — priemer Stvrtej mocniny odchylky od priemeru (Spicatost’).
Tieto Styri vel'mi Gsporné parametre su nevyhnutné pre interpretaciu akéhokol'vek stboru
Statistickych dat s l'ubovol'nym nielen norméalnym rozdelenim. [8]
Sikmost’ a Spicatost’ charakterizuji tvar rozdelenia suboru apreto sa nazyvaji
charakteristiky tvaru:
Sikmost’ je mierou akou sa subor resp. jeho rozdelenie odlisuje od normalneho rozdelenia.
Aritmeticky priemer je potom blizsie ku ,,chvostu® rozdelenia. Pearson dal ako jednoduchy

odhad 1.koeficientu Sikmosti pouzil vztah

X —mod(x)
Y= [V.12]

Podrla definicie a v modernej Statistike pouzivame presnejsi vzt'ah [9]:

1o, _
_ ﬁzi'u(.xi - x_)3

Y1 = o3

[V.13]
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Obr.V.6a. Symetrické rozdelenie
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Obr.V.6b. Rozdelenie s kladnou (pozitivnou) Sikmost’ou
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Obr.V.6c. Rozdelenie so zapornou (negativnou) Sikmost’ou [9]
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Z obr.V.6a az c vidime, Zze m6Zu nastat’ 3 pripady:
1. ¥4 = 0, rozdelenie je symetrické ¥ = mod(x) = med(x)
2. ¥4 = 0, rozdelenie s kladnou $ikmostou, ¥ = med(x) = mod(x)

3. ¥1 = 0, rozdelenie so zapornou Sikmostou, ¥ < med(x) < mod(x).

Prvy pripad predstavuje normaélne rozdelenie, aj ndm uz zname a dost’ sympatické. Sikmost’ (aj
Spicatost’) poukazuju na to, ako je rozdelenie odlisné od normalneho. Méze to byt spdsobené
roznymi pri¢inami (maly subor, nepresné meranie, systematickd chyba apod.), pritom
predpokladdme, Ze rozdelenie by malo byt normalne. Ale su rozdelenia zoSikmené uz vo svojej

podstate. Rozdelenie s y4 = 0 t.j. s kladnou Sikmost'ou je napr. rozdelenie rodin podl'a poctu

deti (skuste si to predstavit’, nakreslit’, alebo najst’ nejaké Statistiky a dat’ ich do histogramu).
Podmnozinou kladne zoSikmenych rozdeleni suborov su tzv. L-rozdelenia s maximalnou
pocetnostou na zaciatku a potom najprv strmo, v d'alSom zvolna klesaji. Populdrne sa L-
rozdelenie zvykne nazyvat’ rozdelenie krasnych veci. Pretoze mu podlicha vyskyt krasnych
a vzacnych veci a kazov. Rozdelenie pocetnosti vlastnictva krasnych a drahych briliantov
v populacii asi nikdy nebude mat’ tvar Gaussovej krivky. Podobne bohatstvo, redlny financny
prijem jednotlivcov atd’. Opacné J-rozdelenie je omnoho vzacnejsie, ako priklad si mézeme

uviest’ nas subjektivny ndzor, aki mzdu by sme mali za svoju pracu dostavat’.

Spicatost’ (exces) je druhou charakteristikou tvaru. Charakterizuje vyskyt extrémnych hodnot

v subore. M4 vzt'ah
AT (x — D) ; S
e — - .-
ot

Predstavu o Spicatosti rozdelenia dava obr. V.7:

ﬂx) )

Obr. V.7.: Posudenie symetrického rozdelenia z h’adiska parametra Spicatosti e, pricom
e = 0 predstavuje normalne rozdelenie.
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Tymto mame popisnu Statistiku takmer kompletna. Ak sa v duchu pytate, ¢i toto vSetko sme
v relativne jednoduchom priklade V.3. pocitali, prezradime vam tajomstvo. Ani nas nenapadlo!
Na to sme prili§ lenivi. Ak ste podobny typ ako ja, tak potom sa taktiez nezaobidete bez
programu EXCEL, v ktorom je to vSetko zakomponované, len je potrebné vediet’ ako na to; a to

vam teraz vysvetlime:

1. Ak mate mensi alebo stredne velky Statisticky stibor s rozsahom n <256, tak vam EXCEL
postaci. Pokial pracujete s va¢$imi subormi, tak ste bud’ Student a ten si musi poradit’, alebo ste
na ceste stat’ sa profesionalnym $tatistikom, pracujicim v time, kde mate vzdy moznost’ to na
niekoho bud’ menej sktiseného alebo absolventa matfyzu hodit’. D4 sa to aj obist’, rozdelenim

vacsich suborov na mensie a pod., ale to uz ponechavam na vasu fantaziu.

2. EXCEL okrem réznych Statistickych funkcii pre jednotlivé vypocty ma aj podprogram pre
spracovanie Statistického suboru Statistickymi metédami nazvany Analyza ddt. K nej sa da
dostat’ cez prikazy Ndstroje — Analyza dat. V pripade, ze po zadani prikazu Ndstroje nenéjdete
v ponuke Analyza ddt, tento balik si musite doinstalovat. Budete postupovat’ nasledujicim
spdsobom. Vyberiete prikaz Doplnky a oznacite Analytické ndstroje. Po potvrdeni tla¢idlom

OK sa balik Analyza dat doinstaluje a mozete zacat’ pracovat’.

3. Sta¢i vam do EXCELu zadat’ zjednodusenu tabul’ku nameranych tdajov z nasho prikladu

i | xL X2; X3

1 | 240 | 161,5 | 159,8
2 | 165 163 160,3
3 | 145 160 160,1
4 | 195 159 159,9
5 | 135 | 159,5 | 159,9
6 | 165 158 160
7 | 155 159 160,2
8 | 225 162 160,1
9 | 195 | 163 | 159,8
10 | 180 165 159,9

4. V hlavnom menu EXCELU si zvolite hlavi¢ku Udaje a vpravo hore Analyza ddt. Otvori sa

okienko, v ktorom si vyberiete riadok Popisnd statistika a stlacite OK. V d’alSom okne je bezec
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na kolonke Vstupnd oblast’ (v Ceskej verzii Vstupni oblast ), ktort vyplnite jednoducho tak, ze
Favou mySou prebehnete prvy stipec dat (od hodnoty 240 po 180). V kolonke sa zobrazi rozsah
buniek, kde st data uloZzené a vam staci stlacit’ OK. Skocte a kliknite na malé koliesko pred
okienkom Fystupni oblast a este raz kliknite na zviditeI'nené okienko vpravo, aby vam tam
blikal kurzor. Potom kliknite na niektoré vol'né pole mimo tabul’ky, jeho koordinaty sa zjavia
v okienku. ESte potrebujete zadat’, co vlastne chcete. Kliknite si na prazdny Stvorcek vl'avo od
nadpisu Celkovy piehled. Myslime, Ze to nebolo prilis zlozité, ked’ v tom ziskate rutinu, je to
ur¢ite mnohonasobne menej namahavé, ako vypocitavat’ vSetky odchylky, ich mocniny, sucty,
funkcie a pod. D4 sa to robit’ naraz pre vietky tri stipce, ukazujem to viak po jednom, aby to

bolo nazornejSie a mozno aby ste si to mohli na jednoduchom probléme odskusat’.

5. Stlacte OK. Ako zazrakom sa zjavi nova tabul'ka (ponechavame ju tak, ako sme ju dostali, aj

v jazykovej mutécii nainStalovanej na naSom pocitaci):

Sloupecl

Stf. hodnota 180
Chyba stf. hodnoty 10,74968
Median 172,5
Modus 165
Smér. odchylka 33,99346
Rozptyl vybéru 1155,556
Spicatost -0,53829
Sikmost 0,55688
rozsah 105
Minimum 135
Maximum 240
Soucet 1800
Pocet 10

6. Ak si to porovnate s tabul’kou V.2, zistite, o vSetko sme touto excelovskou analyzou dostali.
K vysledkom sme pridali uz len vypocet ¢ a V(%) podla [V.17]a[V.11] Analogicky
postupujete pre 2. a 3.stubor (dalsie stipce) a porovnate vysledky. Hotovo!

Pre priklad V.1. dostanete takymto postupom parametre popisnej Statistiky, ¢o je uz

kompletnejsia Statisticka analyza, ktor moZete slovne analyzovat’ :
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Sloupecl
Stf. hodnota 216
Chyba stf.
hodnoty 21,78383
Median 174,5
Modus 83

Smér. odchylka 147,7451
Rozptyl vybéru 21828,62

Spicatost 2,83989
Sikmost 1,455268
rozsah 729
Minimum 23
Maximum 752
Soucet 9936
Pocet 46
c 149,3777
V(%) 69,15635

Podobne si mézeme zanalyzovat’ aj priklad V.2. pre platy socialnych pracovnikov.

Ako sa pracuje s intervalovym delenim a pocetnostami si uvedieme v nasledovnom priklade:
Pr.V.4.: Dotaznikovou metddou a nepriamym overovanim pomocou dlhodobého pozorovania
boli vramci projektu Fialovy nos zistované priemerné mesacné vydavky 50 rodin na
alkoholické népoje. Respondenti mali zaSkrtnat’ svoje vydavky v moznostiach 100 az 700.-
€/mesacne po stovkach. Vysledky st zhrnuté v nasledujucej tabul’ke. Urobme spolu Statisticka
analyzu:

Rozsah stiboru n = 50

Sledovany Statisticky znak: Odhad priemernych mesacnych vydavkov na alkoholické napoje

v stovkach €.

Priemerné mesacné vydavky vybranych
rodin na alkoholické napoje [€]
200 400 200 400 300
100 200 500 600 500
400 600 400 400 300
300 400 300 300 300
200 400 500 400 500
400 600 400 500 200
700 500 500 300 400
600 400 400 400 400
400 600 500 300 600
500 400 300 400 400
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V Exceli mame v Statistickom podprograme Analyza ddat dalSiu zaujimavia moznost
spracovania udajov, nazvani Histogram. Umozni po vlozeni
kde vlozit
100;200;300;400;500;600;700 . Vystupni oblast vlozime Standardne nejaké vol'né policko

Vstupni oblast ako

v predchadzajicom pripade a  Hranice tiid, modzeme Cislice

kliknutim nant mysSou. ESte dolu klikneme na posledny Stvorcek Vytvorit graf a stlacime OK.

MS Excel ndm vrati tabul'ku rozdelenia do tried a pocetnosti v nich z celého vyberového

suboru:

Tridy ~ Cetnost 4 et N
100 1 g osram m 100
200 m 200
300 - =300
400 19 3 400

c
500 9 1]
600 6 o m 500
700 1 m 600
nad 0 - I Trid 700

Ako uzivatelia Excelu si to vSetko trochu upravime a doplnime (aj pomocou lit. napr. [10]):

i Triedy x; fi xi.fi |A| A2 A f;
1 100 1 100 304 92416 92416
2 200 1000 204 41616 | 208080
3 300 2700 104 10816 97344
4 400 19 7600 4 16 304
5 500 9 4500 96 9216 82944
6 600 6 3600 196 38416 | 230496
7 700 1 700 296 87616 87616
spolu 50 20200 1204 280112 | 799200

Pocetnost

Histogram pocetnosti vydajov rodin na
alkohol za mesiac

100 200 300 400 500 600 700

triedy

146



Vyskum a $tatistika v spolo¢enskych vedach
(s humorom a laskou)

Histogram nam déva predstavu o symetrii rozdelenia pocetnosti suboru. Tabulka umoznuje
vypocitat’ potrebné charakteristiky popisne;j Statistiky, staci na to kalkulacka. V Exceli uz nie je
moznost’ kompletného spracovania takéhoto suboru tdajov, alebo sme to aspofi nenasli.
Strednt hodnotu, v naSom pripade vaZeny vyberovy aritmeticky priemer, vypocitame podl'a
vzt'ahu [IV.3]:

x =404

Jednotlivé odchylky A podla [V.4], hodnoty A% a A2.f; nie st Ziaden problém, ako aj ich sucty.
Vyberovy rozptyl D(X) = o? dostaneme podla vztahu [V.6], odmocnenim aritmetického
priemeru druhych mocnin odchylok dostaneme smerodajni odchylku o.

D(x) =16310,2

c =126,4278

Vyberovu smerodajnu odchylku jedného merania s dostaneme vyndsobenim ¢ odmocninou
z n/(n-1) t.j. z 50/49 resp. vyberova smerodajna odchylka strednej hodnoty s3 sa ziska vydelime
odmocninou z n:

s =127,7114

5 =18,06112

S tabul’ky pocetnosti 'ahko zistime, ze

med(x) = mod(x) =400

R =600
Xmin — 100
Xmax = 700

a taktiez vypocitame Sikmost’, $picatost’ a variaény koeficient [V. 11],[V.13]a [V.14]:
v1=-0,01626

e =-0,11027

V(%) = 31,29402

Zaver:

Okrem tabul’ky rozdelenia pocetnosti a histogramu mame parametre popisne;j Statistiky.

Ospravedliiujeme sa za nezaokrihlené cisla, nikoho sme nechceli ohurit mimoriadnou
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presnostou a exaktnost'ou vypoctov, je to len na to dobré, aby si itatel’ pri vlastnych vypoctoch
mohol robit’ bez problémov kontrolu.

Podl'a nasho zadania je priemerny mesacny vydaj na alkoholické napoje jednej rodiny
skaimaného vyberového suboru X = 404 €. Hodnota med(x) = mod(x) = 400 sa lisi iba
nepatrne od odhadu vyberového aritmetického priemeru, preto vyberovy aritmeticky priemer

mozno povazovat za vhodny odhad strednej hodnoty stboru. Jeho smerodajnéa odchylka je s

=118 €. Vyberovy subor mé variacné rozpétie R = 600, Xmin = 100 a Xmax = 700 €. Smerodajna
odchylka jedného merania je s = 128 € a variacny koeficient V(%) = 31,3. Nizke hodnoty
charakteristik tvaru (Spicatost’ a Sikmost) naznacuji na normalne rozdelenie pocetnosti.
Nepresnost’ vstupnych udajov sposobend moznostami dotaznika zaskrtnit' sumu v celych
stovkach € je prijatena. Iné chyby na vstupe st podmienené tym, ze respondenti, hlavne
utracajuci vacsie sumy zvykna podhodnocovat’ svoje vydavky. Taktiez vydavky rodin nemusia
presne kopirovat spotrebu alkoholu, ktora je ovplyvnend eSte inymi faktormi (kupovanie

lacnejsieho alkoholu, vlastna vyroba, atd’.).

Niekedy je vhodné popisnu Statistiku a histogram doplnit’ usporiadanim suboru do
variatného radu a priradenim percentilov ku kazdému bodu. A to v Exceli, v Statistickom
podprograme Analyza dat analyticky nastroj Poiadova statistika a percentily. Spracovanim
povodnej ndhodne zlozenej tabul’ky terénnych dat sme ziskali bohata Skalu novych informacii,
ktoré nas informuju o vlastnostiach Statistického suboru.

Nacrtli sme v predchaddzajucom texte, ako spracovat’ udaje ziskané v teréne a zahrnuté
do pracovného Statistického suboru. Interpreticiou vysledkov sme sa nezaoberali, alebo len
vel'mi zl'ahka, okrajovo. Je to vel'ky problém Statistiky, pretoze niekedy aj poriadna Statisticka
analyza, ked’ sa prezenie medidlnym priestorom, tak sa nestac¢ime divit, ¢o prinesie. Inym
prikladom méze byt’, ked” profesionalny vedec, odbornik, nieco objavi, podlozi to kvalitnou
Statistickou analyzou, ale interpreticia vysledkov vytrhnutych z omnoho zlozitejSieho
dynamického systému sposobi to, ze kvalita a presnost’ pouzitych analytickych néstrojov su
vlastne zavadzajlce a dostaneme sa napriek ich kvalite na troveil neandertalske;j Statistiky.

Medzi zaujimavé trochu zlozitejSie latky, o ktorych uz kazdy pocul, patri napriklad aj
znamy vyzivovy strasiak cholesterol. Jeho sumarny chemicky vzorec je C27HasOH, ale lepSiu

predstavu ndm déava Struktirny vzorec na obr.V.8.:
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CHj /CH2 CHy /CH3
Cholesterol cH CH2 cH
CH3 AN
CH3

CHj

HO

Obr.V.8.: Struktﬁrny vzorec molekuly cholesterolu [11]

ESste kraj$i ma systematicky chemicky ndzov podl'a Medzinarodnej tnie pre ¢istt a aplikovana

chémiu IUPAC (The International Union of Pure and Applied Chemistry):

(10R,13R)-10,13-dimethyl-17-(6-methylheptan-2-yl) - 2,3,4,7,8,9,11,12,14,15,16,17-
dodecahydro-1H-cyclopenta [a]phenanthren-3-ol

To je, prosim, jedno slovo, urcite Gctyhodné, pred ktorym sa skloni v nemom tzase nejeden
Citatel'. NaStastie na jeho deSifrovanie mame profesionalnych chemikov a aj ked’ si to mnohi
nemyslia, nejde tu o ziaden alchymisticky tajuplny kod.

Je to priklad molekuly, opradenej mnozstvom $tatisticky podlozenych a napriek tomu
iraciondlnych informacii, zapustenych ako mémy do obecného povedomia, ktoré maja
mimoriadnu stabilitu a Zivotnost’. Zda sa, Ze je to podobné ako s malymi det'mi. Ked’ ich chcete
nieco uzitocné naucit, je to vel'mi namahavy proces so smutne malou u¢innost'ou. Ale ked’ vam
v nestrazenom okamihu vyleti z Gst vyraz, po ktorom by ste si najradsej odhryzli jazyk, mate
istotu, ze ho vasa ratolest’ okamzite prevzala do svojho slovnika a bude ho este vel'mi dlho
hlasno pouzivat’ v tych najnevhodnejsich situaciach.

Vsetci vedia, Ze cholesterol je zly aZe ndm hrozi smrtelnym nebezpecenstvom.
Poniektori poculi, ze existuje ,,dobry* a ,,zly* cholesterol, a uz len uc¢ené hlavy, alebo mozno
este lustitelia krizoviek vedia, Ze ten zly je LDL a ten dobry HDL cholesterol. A okrem tizkeho
kruhu Specialistov, ktori odolali tlaku farmaceutickych firiem, uz naozaj malokto vie, aky je
cholesterol v nasom organizme délezity. Ci uz pri stavbe nervovej siistavy, mozgu a viacerych
dolezitych hormoénov, ale aj samotnych buniek resp. ich membran, Ze si ho organizmus tvori

z velkej vacSiny sdm alen cast' dostdvame potravou, Ze len sjeho pomocou mozeme
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v organizme spracovavat tuky. Jeho nadbytok v krvi méze byt samozrejme varovnym
priznakom, ale civilizatné choroby, medzi ktoré patria aj dnes casté ochorenia
kardiovaskularneho systému, st multifaktoridlnym javom. Nie je mozné bez ostatnych
suvislosti vytrhnit' z kontextu len problematiku cholesterolu, aj to veI'mi skreslenu, a zachranit’
zbedacenu populaciu, ako to na Skodu veci robili viaceri odbornici na problematiku vyzivy.
Rozko$nym dojmom posobi, ked” vam na malom prenosnom stoliku v trznici medzi kyslou
kapustou, zemiakmi a kvetmi ponukaju pomocou malého ale vel'mi ucene a teda doveryhodne
sa tvariaceho pristroja expresné vysetrenie cholesterolu v krvi. Uplne bezplatne! Ak ste vosli
do trznice ako bezstarostny povrchny jedinec, ktory chcel svojmu zdravim kypiacemu
organizmu dopriat’ zopar kulinarskych rozkosi, po vySetreni odchadzate ako biedna zruinovana
Pudska troska, ktora nema istotu, ¢i sa vobec dotacka k najblizsej internej alebo kardiologicke;j
ambulancii. Statisticky i psychologicky zaujimavy je aj jav, Ze manipulacii pri pultovom
vySetreni cholesterolu podliehaju vo svojej zvysenej dovercivosti aj star§i obcania, ktori sa
dozili uz nadpriemerného veku, a hned’ ako im obsluhujuci odborny personal prezradi, Ze pri
takych koncentraciach cholesterolu v krvi, aké im prave nastastie odhalili, sa nemusia dozit’
vysokého veku, sa ponahl'aju nakupit’ do lekarne vrelo odporucané vyzivové doplnky. Ved’ ¢o
by ¢lovek neurobil pre svoje zdravie, ze? Hlavne, ked’ to ma z prvej ruky od odbornikov. Tato
publikacia ma jeden zo svojich cielov, v ¢itatel'och vybudovat’ pokial’ sa to da, urcity cit pre
takéto Statistiky a ich interpreticie. Ale moje odporticanie v tomto pripade: Bude uzito¢nejSie
miesto trhového vySetrenia na cholesterol zajst’ o tri kroky d’alej a kipit’ si kysla kapustu, ktora

je bohatym zdrojom vitaminu C.

Aby sme neboli prili§ pesimisticki, uved'me si eSte jeden zaujimavy pribeh, ktory by
sme mohli nazvat’ ,, Statistika pre Zivot *:

V zéhrade augustidnskeho klastora v Brne
v srdci Moravy sedi plachy chlapec a nesmelo sa
prizera  bujarym  neviazanym  hram  svojich
vrstovnikov. Niekedy sa mu dostane od nich tolko
posmeskov, ze by najradSej utiekol, ale nakoniec sa
vzdy néjde niekto, kto mu pomdze prekonat’ jeho
bojazlivost’ a nadviazat’ kontakt.

Predstaveni klastora vSak vidia trochu viac. Za

chlapcovou utiahnutou povahou sa skryva neobycajna

hibavost a vytrvalost, preto ho poslali na 3tadia.  Johann Gregor Mendel (1822 - 1884)
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A dobre urobili. Mlady Johann Gregor Mendel (1822 - 1884) sa postupne vypracoval az na
odborného asistenta znameho fyzika a prirodovedca, profesora Christiana Dopplera. V praci
bol vel'mi svedomity a precizny. Avsak v kontakte s 'ud’'mi sa nikdy nezbavil svojich izkosti;
¢o bolo asi jednou z hlavnych pricin, preco studid predcasne opustil a vratil sa do brnenského
klastora, kde sa nakoniec stal, ako to uz paradoxy l'udskych osudov prinasajt, jeho vyznamnym
opatom. Ale to predbiehame, pretoze dolezité je aj to, ¢o robil medzitym, ¢o jeho rehol'ni bratia
obcas dobromysel'ne nazyvali hranie s kytickami. Trpezlivo experimentoval s krizenim hrachu
a systematicky dlhodobo zaznamenéval prenos viditeInych vlastnosti na d’alSie generacie.
Pomohla mu prax u profesora Dopplera, alebo vlastn intuicia, Ze jeho experimenty neskoncili
len ako dobra hrachova kasa v klastornej kuchyni? Svoje vysledky podrobil analyze pomocou
matematickej Statistiky a prekvapujuco odhalil zaujimavé zakonitosti. Vd’aka tomu mohol
postulovat’ niektoré zakladné principy prenosu vlastnosti ako napriklad farba kvetov a pod.
v zivych systémoch, zatial’ bez vicsieho zovSeobecnenia. Vo vede, ktora sa dovtedy zaoberala
takmer vylu¢ne popisom zivych organizmov — bioldgii - boli polozené zaklady dedi¢nosti,
modernej genetiky. Odstartoval tak neobycajny proces nového nazerania na zivot. Hl'adanie
jeho principov, mechanizmov a zakladov viedlo stale k hlb§im a miniatirnejSim sféram. Bola
objavend bunka a postulovand Wirchovova dogma, Ze kazd4 bunka na tomto svete mohla
vzniknat len z inej bunky, Ziadny iny mechanizmus zatial’ nepozname, ale aka uzasna cesta
plné pribehov a lemovana réznofarebnymi kvetmi hrachu sa otvorila. [12]

Pod'me este k tak nepatrnej, bez vykonného mikroskopu nevidite'nej veci, akou je
bunecné jadro. V objavovani jeho tajomstiev je skryty
d’al$i zaujimavy pribeh, odohravajtci sa koncom 40.
a zaCiatkom 50. rokov dvadsiateho storo¢ia v zndmom
Cavendishovom laboratoriu Cambridgskej univerzity,
v londynskej King’s College a v kalifornskom Caltechu
na druhej strane Atlantiku. Je to pribeh niekolkych
fyzikov —achemikov, ktori prenikli na pole
molekularnej biolégie a ich spolupracovnikov
1 konkurentov, pracujucich na $tidiu komplikovanych
priestorovych Struktir zdkladnych stavebnych prvkov
zivych organizmov —bielkovin. K Francisovi Crickovi,
dynamickej osobnosti tohto vyskumu, ktorého postavu

a prejavy nebolo mozné v Cavendishovom laboratoriu

prehliadnut’, ba dokonca pred ktorého pozornostou
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a vypadmi mnohi spolupracovnici utekali do tichSich a pokojnejSich zakuti, pribudol v r.1951
Americ¢an James D.Watson. Ich tvoriva spolupraca sa ¢oskoro orientovala vylucne na odhalenie
Struktury deoxyribonukleovej kyseliny DNA, ktora sa nachddza v bune¢nom jadre a ktora bola
podozriva z prenosu genetickych vlastnosti. Ich vyskum nadvdzoval na mraven¢iu pracu
Mauricea Wilkinsa z King's College v oblasti rontgenovej Struktirnej analyzy. Silnym
konkurentom v pretekoch na odhaleni Struktury DNA im nebol nikto mensi, ako svetoznamy
americky chemik Linus Carl Pauling, objavitel mnohych komplikovanych Struktar zlozitych
biomolekul a neskorsi dvojnasobny drzitel Nobelovej ceny (za chémiu a za mier), pdsobiaci
v tom Case na Kalifornskom technologickom inStitate. Z tohto vzruSujiceho suboja vysla
vitazne anglick4 skupina, ktorej bola udelena Nobelova cena v 1.1962. Ich zasluhou bola nielen
objavend priestorova Struktura dvojzavitnice DNA,
ale odhalenim jej tajomstva sa odhalil zéklad
a informacna podstata zivota a jeho toku, ako aj
prenosu dedi¢nych vlastnosti rodicov na potomstvo
a posunulo poznanie v tejto oblasti obrovskym
skokom vpred. Za vSetkym je skrytd aj kvalitna
Statistika. 'V sucasnosti z nej Cerpaju napriklad
vSetky moderné biotechnologické aplikacie. Asi
staci na udelenie jednej Nobelovej ceny. Cesta je
otvorend, mozno sa 'ndom z mnohych este ani
netuSenych moznosti zatocila hlava, mnohi maja

atreba podotknut, ze Casto opradvneny pocit, Ze

stojime na okraji priepasti... [13].

Zastavme sa eSte pri jednom vyznamnom mil'niku vedy, ktory urcite ovplyvnil d’alSiu
historiu I'udskej spolocnosti viac ako si dnes vieme predstavit. Ide o sprdvu o UspeSnom
zaviSeni projektu HUGO (HUGO - Human Genome Organization, zaloZena v r.1988), ktory po
isty Cas viedol aj vysSie spominany laureat Nobelovej ceny za objav Struktiry DNA, profesor
James D.Watson. Na prelome tisicro¢i sa podarilo zmapovat’ kompletnt sekvenciu 'udského
genému, teda popisat geneticky kod, vsetky gény, ako zdkladnu absolutnu aj Statisticku
informaciu o postupnosti ich zloziek. Jednym z dosledkov tohto objavu je aj fakt, Ze l'udia
roznej farby pleti, teda r6znych réas ako sa zvykne hovorit’, sa liSia v genetickej informacii tak
nepatrne, ze tato odliSnost’ nedava ziaden podklad k hypotézam o rozdieloch medzi l'ud’'mi. Je

to prekvapujuce? [14]
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Podla $tatisttk , ludia nas tw
maji radi. Hlavne v dostrele ...
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VI. AKko si dobre vybrat’
alebo spolahlivost’ vel’ka cnost’

Mame radi rozpravky, aby aspon niekedy vyhrala spravodlivost.
Anonymny Statistik

V 50.rokoch 20.storo¢ia si dala jedna nemecka firma u Svetovej zdravotnickej
organizacie WHO patentovat’ latku pod nazvom Thalidomid, na trh sa dostala pod obchodnym
nazvom contergan. Ako sedativum a hypnotikum, volne pristupné. Niekol’ko rokov sa zdalo,
ze je to vel'mi dobré sedativum a bolo vrelo odporicané aj budicim mamickam. Zaciatkom
60.rokov sa zacali objavovat’ staznosti na niektoré drazdivé a svrbivé pocity v koncatindch. Na
odportcanie Spolkového zdravotnickeho uradu v Nemecku bol liek zaradeny len na predpis.
Avsak uz v r.1956 pracovnicka firmy porodila malformované dieta. Skrylo sa to v Statistike!
Ale potom to prepuklo. Pamétnici spominaji na aféru s conterganovymi det'mi, s chybajucimi
udmi a inymi ¢astami tela, bolo ich niekolko tisic. Samozrejme sudne procesy, obrovské
Pudské tragédie a zbytocné utrpenie, celé vel'mi dramatické. Ale nechceme strasit’, od toho st
masmédia, chceme povedat’ iné:

V USA dostala contergan na starost’ Dr. Frances Oldham Kelseyova, mlada a Cerstva
pracovnitka Uradu pre potraviny alie¢ivdi FDA, spravomocami schvalovat lie¢iva
a pripravky. Sest krat ziadost o registraciu lieku zamietla. Pritom bol na fiu vyvijany
neobycajny lobisticky natlak zo vSetkych stran, dokonca od mnohych lekarov, ¢i kolegov.
Medzi inym tu bola aj snaha zbavit’ ju svojpravnosti. Mozno zdoraznit’ jednu skutocnost’ - tato
mladd dama predstavovala kombiniciu osobnej statocnosti a dostatoného odborného
a vedeckého poznania, teda toho ¢o mdzeme nazvat ,,vedeckd gramotnost™. Medziinym aj
rozumela Statistike. Dovod jej odmietnutia lieku bol, stru¢ne povedané, nasledovny: Sprava
firmy o testoch (klinickych aj predklinickych) bola prili§ oslniva na to, aby to mohla byt
pravda. Spolahlivost’ nebola preukdzana a podlozend dostato¢nou Statistickou analyzou. Asi je
uz vedlajsie, ze v d’alSom roku po prepuknuti aféry dostala od vtedajSieho prezidenta
J.F.Kennedyho zlati medailu za stato¢nost avramci FDA sa stala jednou zriadiacich
pracovnicok, dodavam to len preto, ze mame radi rozpravky s dobrym koncom [1], [2]. Pre
tych, ktori uprednostiiuju aj dramatické filmové spracovanie skutoénych pribehov [3].

Zda sa vam, ze sa to tykalo d’alekej a ddvno prekonanej minulosti? Nie je skuto¢nost’
skor takd, ze poverc¢ivost’ I'udi sa preniesla dnes skor na pole neandertalskej Statistiky? Ved’ trh

s vyvojom a distribiciou liekov pre vacsinu chordb je prakticky nasyteny. Farmaceutické
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spolo¢nosti predstavujuce dnes uplne odosobneny biznis, velmi vzdialeny od redlneho
pacienta, museli sa orientovat na zdravych l'udi. Sucastou je ,strasenie” vSetkym, co
potencialne alebo redlne vo vas drieme ahlodd; a masivna zavadzajica reklama. Punc
objektivity a vedeckosti tomu doddva Statistika. A moze sa rozbehnut' trh sréznymi
odpori¢anymi pripravkami, minerdlmi, vitaminmi, homeopatikami, preparditmi mimo
lekarskych predpisov €i receptov a vyzivovymi doplnkami. Rast ich predaja si mozete overit’
v roznych Statistikach, alebo si urobit’ vlastny odhad z toho, ako napriek krize nakupuju vasi
blizki a znami.

Urobme si na tito tému vlastny myslienkovy Statisticky experiment, ktory neberte,
prosim, ako spracovanie podnikatel'ského zdmeru. Vytvorme najprv Pribeh:

Stary muz, velky majster
Pien Cchiie sedel v trstinovom
kresle v Zahrade mesacného svitu
svojho  hostitela  a mecenasa,
kniezata  primorskej  krajiny
Amaravati, ku ktorému sa uchylil
na uteku pred krvavym cisdrom
Cchin  S'-chuang-ti. Pripravoval
lieky pre prvi Zenu kniezata, do

ktorych vkladal ducha mudrosti

starych  liecitelov. Podvecerné
slnko prenikajice cez zelenn sviezich jarnych stromov prekrasneho kraja nad cerveno sa
trblietajicim zalivom vytvaralo farebné pohyblivé Skvrny na stole a r6znych fl'asiach, poharoch
a nadobach, ktoré ho zapinali. O¢akavana chvil'a, tajomny neopakovatelny ¢as medzi diiom
anocou mu zbystrili vSetky zmysly a tak si v§imol novy vzhl'ad destilatu v Cirej sklenenej
nadobe, do ktorého padlo niekol’ko lupienkov kvetu starej jablone. Elixir vydaval striedavo
tajomne zelenkastd a ruzovkasti opalescenciu, ba ziaril aj po zotmeni a mal jemnu voinu jari.
Pien Cchiie bol majster svojho remesla, velky vedec a liegitel, ktory rozumel tomu, ¢o je
posolstvo starych mudrcov. Po podani elixiru zene svojho dobrodinca doslo k skorému
uzdraveniu. Tak sa na vedeckom zéklade zrodil neobycajny liek, ktory nazval gio xudn, po
nasom Jarny vanok.

Pribeh je to ,starobyly“, zasadeny do historie a geografie juhovychodnej Azie,
dostatocne vzdialeny v Case av priestore, aby sa nedal vystopovat, ale na druhej strane

poukazuje na vysoké kultirne hodnoty starych ri§ a na dlhu tradiciu toho, ¢o chceme nakoniec
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ponuknut’. Priprava preparatu je jednoducha: Do cCistého liechu vhodte za hrst’ lupeiiov
jablonového kvetu a nechajte nejaky Cas postat. Ni¢ vhodnejSieho sme narychlo nenasli, teda
ni¢ rovnako neSkodného a pritom este nevyuzivaného su¢asnou medicinou alebo liecitel'stvom.
Pokial’ chcete dosiahnut’ silnejsi ,,jablkovy* efekt, pridajte jabléné Supky, popripade prilejte
trochu calvadosu. A mdzete zacat' pontkat’ na trhu svoj univerzélny liecivy, alternativny,
100% prirodny produkt na mnohé neduhy, ktoré gniavia sti€asné l'udstvo. Mozno vicsiu
udernost’ bude mat’ jeho latinsky ndzov Vere aura. V dnesnej dobe, znejakého dovodu
nazvanej ,racionalna“, by to chcelo prizdobit nie¢im odbornym, trochou vedeckosti.
Laboratérne testy si drahé a nemusia hned’ vyjst’ podla potreby, idealna je vSak Statistika.
Urobte si vlastny vyskum. Vezmite si nejaki bezni pohromu, napr. nadchu. Sledovanym
ukazovatelom moéze byt napr. potrebnd doba lieenia, tento Cas bude podliehat’ velmi
pravdepodobne normélnemu rozdeleniu s nejakou strednou hodnotou a smerodajnou
odchylkou. Presvedc¢te Styroch svojich priatelov resp. znadmych, Ze im chcete pontknut
starobyli davno odskuSani medicinu na liecenie ich nachladnutia. (Samozrejme, ze to mozete
robit’ aj s inymi neduhmi a ochoreniami, fantazii sa medze nekladu, pretoze mate poruke uplne
neskodny a neucinny preparat. Nevstupujte vSak na pole naozaj zhubnych ochoreni, aby ste
nebranili ich ozajstnej lieCbe.) Viac respondentov do pokusu nepripustte, pretoze potrebné
efekty mozu nastat’ len pri veI'mi malych rozsahoch Statistického stiboru. Jeden z respondentov
nech sa lie¢i klasickym sposobom, pomocou sti¢asnej mediciny a farmacie. To je kontrolna
vzorka. Dal§im trom podavajte napr. 10 kvapiek do vlazného ¢aju denne.

Co nasleduje? Vasich respondentov rozdel'uje predpokladané normalne rozdelenie na
tri intervaly 1;2;1. Cim? Napr. asom lie¢enia nadchy: jeden ju prekona za podpriemerne kratky
Cas, dvaja sa budi pohybovat’ okolo priemernej doby jej lieCby, a jednému to potrva o nieco
dlhsie. Toto sa udeje, aj keby sa vas§ kompletny subor vyrazne kvalitativne odliSoval od celej
ostatnej populéacie. V tomto rozdeleni mézu nastat’ tri pripady s rovnakou pravdepodobnostou:
a) kontrolnd vzorka, teda jedinec lieciaci sa klasicky, bude vylieceny za podpriemerne kratky
Cas, ostatnym to bude trvat’ dlhsie,

b) kontrolna vzorka spadne do priemeru,

c) kontrolnej vzorke liecba potrva najdlhsie.

Ak nastane pripad a), odpori¢am experiment opakovat, pretoze Statisticka analyza ani pri
velkej snahe neprinesie potrebny efekt.

Pripad b) je mozné popisat’ nasledovne: 2/3 pacientov, ktori sa podrobili lie¢be nachladnutia
pomocou prirodného prostriedku Jarny vdnok (Vere Aura) dosiahlo vysledky liecCby

zrovnatel'né alebo omnoho lepsie ako pri $tandardnej medicine. Statisticky bolo dokazané, ze
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az 33,333% (pocet desatinnych miest je ddlezity, neobmedzujte sa) pacientov uzivajlicich vas
overeny elixir Vere Aura malo vysledky liecby zrovnateI'né s vysledkami dnesného ndkladného
a organizmus zatazujuceho zdravotnictva a d’alSich 33,333% ich malo dokonca vyrazne lepsie.
Ak nastane pripad c) je to pre vaSu reklamu najlepSie: Prakticky 75% celej sledovanej
populécie, ktord bola nakazena epidémiou nadchy bolo uspesne vyliecenych vasim overenym
liecivym doplnkom Vere Aura, pricom ich vysledky liecby dosahovali vyrazne vyssie
parametre ako pri beznom postupe zauzivanom dneSnym inStitucionalizovanym
zdravotnictvom. NavySe 100% vsetkych osob, ktoré uzili vas preparat malo vyrazne kratsi cas
uspesnej liecby ako pri pouziti doterajsich liekov.

Zda sa vam to trochu prehnané a pritiahnuté za vlasy? Mate pravdu a je to tak zdmerné.
Pretoze to nie je o ni¢ lepSie ani horSie od ponuk takmer vSetkych moznych liecitel'skych
a doplnkovych produktov na trhu. Cast’ z nich ma lepsie spracovany pribeh, dali reklamu do
rak profesiondlnej agentire, tak na ich obrdzkoch vidite mudro sa tvériacich odbornikov
v bielom plasti a Stastné vylieCené rodinky na brehu jemne zvlineného jazera preziareného
prekrasnym pocasim vrcholiacej jari. V televiznych spotoch sa takéto $t’astim naplnené reklamy
najlepSie uchytia hned’ po spravach, alebo uprostred katastrofického filmu pri vrcholiacej
zapletke okolo nezadrzatel'ne sa §iriacej epidémie hroziacej vyhubit’ I'udstvo. Majt k dispozicii
testy renomovanych laboratérii, ktoré opat’ potvrdili normalne rozdelenie niecoho, ¢o si dali do
suvisu s vlastnostami svojho produktu, masivnu medidlnu reklamu a distribu¢nt siet.
A zamerali sa na nejaky popularny neSvar, dnes su to hlavne straty kognitivnych funkeii
centralnej nervovej sustavy vekom, teda Uplne prirodzeny jav zvySujici svoju pocetnost
predlZzovanim priemerného veku l'udi. Nenadertalskou Statistikou dosahujii vacsie zisky. Toto
nebol ndvod na podvadzanie. Podvodnici to uz davno a urcite dokonca omnoho lepSie poznaju.
Je to skor navod pre ostatnych, ako na podobnu reklamu a Statistiku reagovat’. Mozno ste uz
prestali verit’, Ze ked’ vdm prebehla ¢ierna macka cez cestu, budete mat’ mrzutosti, ale eSte stale
verite, ze ak mate nadvahu a nie ste uz Uplne najmladsi, Ze nepotrebujete schudnut’, upravit’
Zivotospravu a viac sa $portovo pohybovat,, ale na bol'avé kiby vam sta¢i zakupit’ si ich vyzivu
v podobe ,,Statisticky osvedéeného* nejakého farmaceutického vol'ne dostupného doplnku.
Navyse vicsina, ktora si to uz kuipila, vas bude presviedcat’ o tom, aké je to ucinné, uz len preto,
aby nevyzerali ako hlupéci. Pritom st v tom do zna¢nej miery nevinne; zodpovednost’ nesie ten
kto klame a zavadza, pre nés zjednodusene neandertélec, nech je v akomkol'vek postaveni alebo
prestrojeni. Je to zvlastny tikaz. Neandertdlcom sa mdZze stat’ aj normalny ¢lovek, dokonca aj

profesiondlny Statistik, pokial’ za¢ne komukol'vek za peniaze pontkat’ svoje vedomosti cielene
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s vopred pozadovanym efektom, teda prostituovat. Opacny jav nebol v histérii eSte
zaznamenany.

Dotkli sme sa zadvaznej problematiky rozsahu a v§eobecne vyberu Statistického stiboru.
Je to jeden z vaznych a bazalnych problémov induktivnej Statistiky. Ale pekne po poriadku:

Mate naformulovany nejaky problém (napr. rozvodovost, nasilie v rodine, kvalita
zivota seniorov, zaclenenie imigrantov do spolocnosti, zavislosti, problémy na pracoviskach
atd’.) a stanovenie cielov vyskumu (tie mézu byt od holého kvantitativneho zistenia faktov
a situacie az po teoretické zovSeobecnenia javov, moOzu predstavovat praktické navrhy
a odporucania, navrhy zmeny financovania ¢i legislativy, dokonca moézu predvidat’ vyvoj).
V humanitnych a zvlast pomdhajucich profesiach ivréznych blizkych odboroch budete
pracovat’ v teréne, ziskavat’ primarne data (sekundarne data ziskate z roznych dostupnych
prehladnych Statistik pre vlastné pouzitie, ak uz boli niekde ziskané a daju sa pre vaSu
problematiku pouzit) priamo od ludi, ktori predstavuju nositelov rdéznych socidlnych
charakteristik, vztahov, vlastnosti, potrieb, zdujmov, postojov ainych javov v ramci
kvantitativneho alebo integrovaného vyskumu. Preskiimat’ cely zdkladny subor, teda vySetrit’
celt populaciu je u nas tlohou predovietkym Statistického tradu SR, aj ten si to moze dovolit
len raz za dost’ dlht1 dobu v ramci s€itania obyvatel'stva. Tym chcem povedat, Ze je to velmi
drahé a casovo mimoriadne narocné. Pokial budete jeho riaditelom, uz tuto publikaciu
nebudete vel'mi potrebovat’. V beznej Statistickej praxi sa musite zaoberat omnoho mensou
vzorkou populécie, ktord je limitovana vasimi finanénymi a ¢asovymi moznostami. Tuto

vzorku volame vyberovy stibor. Definujeme si najprv:

Zakladny subor, Statisticku jednotku, ktorej mnozina ho tvori: napr. vSetci obcania
a jednotlivy ob¢an; ale aj domdacnost’, firma, institucia atd’.

- Sposob a rozsah vyberu: vac¢sinou ndhodny vyber, ale aj iny.

- Konkrétna metodika prace v teréne (prieskum, dotaznik, pozorovanie, in¢).

- Chyby zberu udajov, ako im zabranit” alebo ako ich minimalizovat’.
Formulacia problému, ktory idete rieSit méze byt vselijakd. Pre toho, komu to posielate na
schvalenie a kto ho bude financovat’ resp. pridel'ovat’ nejaky grant, méze zniet' vel'mi ucene,
ale v podstate si to celé¢ musite zjednodusit’ na jednoducht a hlboku otdzku, ktorej formulacii
porozumeju nielen respondenti, ale aj vy a vas rieSitel'sky kolektiv. Otazky typu Sledovanie
multifaktorialneho vplyvu na medzigeneracny prenos nestability rodin pri zacleneni SR do
Struktur otvorenej spolocnosti ajeho docasné obmedzenia ndrodnou a nadnarodnou
legislativou, si ponechajte radSej na nejaku vel'mi vysoko hodnotent konferenciu, kde sa treba

ukazat, ale kde nikto nikoho v skuto¢nosti nepocuva. Taktiez vyskum typu Vplyv vychovy na
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stravovacie zvyky anavyky predskolskych deti bude omnoho menej financne aj ¢asovo
nakladny, ked’ sa to priamo spytate niekol’kych viacndsobnych starych mam. Vyskum a jemu
napomocna Statistika je pre tych, ktori sa na ni¢ nehrajii (opakujem, to prenechavame pre
neandertalcov) ale chcl nieCo urobit: zlepSit' poznanie, situdciu, zmiernit' utrpenie a pod.
Jednoducho formulované problémy ako napr. Vyssia rozvodovost potomstva z rozvratenych
rodin, alebo Prva skusenost s navykovou ldatkou, umoziuji klast' jednoduché, zrozumitelné
a vyCerpavajuce otazky. Toto samozrejme nie je primarne problematika Statistiky, ale bolo
nevyhnutné sa aspoii okrajovo venovat’ aj tymto otdzkam metodiky humanitnych vied, pretoze
maju vyznamny vplyv na priebeh a vysledky Statistickej analyzy, ktorej produkt nemdze byt
kvalitnej$i, ako boli vstupné data. Dost’ podrobne sa uvedenou praxou zaobera napr. [4].

A teraz k rozsahu vyberu. Ma samozrejme svoje ekonomické a Casové mantinely, ale
aj ocakavania. Poddimenzovany vyber neprinesie predpokladané efekty, naddimenzovany
vyber bude plytvanim prostriedkov. Prvym krokom je eliminacia systematickych chyb
a odovodneny predpoklad, ze vyber mé nejaké ndhodné resp. pravdepodobnostné rozdelenie.
Taktiez obsah vyskumu bude podmienovat’ rozsah vyberu.

Nasledne je zamerom Statistickej analyzy prepracovat’ sa na zaklade udajov o
vyberovom subore ku vSeobecnym zaverom o zakladnom subore. Kazdy zakladny subor je
charakterizovany urCitymi znakmi, ktoré moézeme opisat rozdelenim pravdepodobnosti a
Ciselnymi charakteristikami, ktoré nazyvame parametre znakov zékladného suboru.
Parametrami znakov zdkladného suboru st napriklad stredna hodnota, rozptyl a pod. V
realnych situdcidch nepozname rozdelenia pravdepodobnosti znakov na zékladnom subore ani
jeho parametre. Zo zdkladného suboru urobime ndhodny vyber, ktory tvori vyberovy Statisticky
subor. Na zéklade hodndt pozorovaného znaku na prvkoch vyberového siboru robime zavery
o rozdeleni pravdepodobnosti znaku na zdkladnom stibore resp. o jeho neznamych parametroch.
Nedostavame presné vysledky, ale len odhady parametrov.

Strednd hodnota p = E(X) arozptyl 6> = D(X) s najdobleZitej$imi parametrami
zakladného stiboru, ktoré vSak nepozname. Ak sme pre vyberovy subor vypocitali aritmeticky

priemer X a rozptyl s? podla [IV.1] a [V.9], a ako vysledok sme dostali konkrétne ¢isla, mame
tzv. bodovy odhad Statistickych parametrov, teda vyberovy odhad aritmetického priemeru x

je bodovym odhadom strednej hodnoty p, bodovym odhadom rozptylu ¢ je odhad vyberového
rozptylu s%.. Ak je vysledkom odhadov interval (Castej$i pripad), ktory s danou
pravdepodobnostou pokryva skutocnii hodnotu hladaného parametra, ide o intervalovy

odhad. Sirka intervalu vyjadruje presnost’ odhadu (¢im uzsi interval, tym presnej$i odhad).

160



Vyskum a $tatistika v spolo¢enskych vedach
(s humorom a laskou)

O sirke rozhoduje poziadavka na spolahlivost odhadu. Spolahlivost odhadu je zvolena
pravdepodobnost’
P=1-a [VI.1],

ze sa skuto¢nd hodnota parametra T v intervale nachadza. Tieto odhady potrebujeme ziskat’
viacsinou s vopred zadanou presnostou a spolahlivostou. Napr. mame zistit s 95%
spolahlivostou (P = 0,95, potom a = 0,05) a chybou odhadu mensou ako 15% (s = 0,15)
priemerny vek zien odchadzajtcich vo vybranom regioéne do pred¢asného dochodku a pod.

Intervalovy odhad umoziuje urcit' nielen jeden najlepsi odhad, ale cely interval
pravdepodobne moznych odhadov parametra zdkladného suboru. Interval, v ktorom sa

pravdepodobne nachadza parameter zakladného stuboru, sa nazyva interval spoPahlivosti.

T

Obr. VI.1. Grafické znazornenie vyznamu obojstranného intervalu spolahlivosti
(T1;T2) prizadanej hladine vyznamnosti o

Obojstranny interval spolahlivosti pouzivame napr., ked’ potrebujeme urcit’, Ze s pozadovanou
presnostou sa v lom nachadza strednd hodnota na danej hladine vyznamnosti. Napr. tlohou je
urcit’ na hladine vyznamnosti a = 0,05 priemerny pred¢asny starobny dochodok a jeho interval
spol'ahlivosti s presnostou s = 0,2. Parameter a zarucuje, Zze maximalne 5% vysledkov bude
mimo intervalu spolahlivosti a rozklad4 sa na obe strany intervalu. Pre symetrické rozdelenie
pravdepodobnosti je na kazdej strane ov/2.

Ak chceme zistit’ interval spolahlivosti odhadu, Ze parameter dosahuje maximalne
(minimélne) nejaka hodnotu, napr. & namerana hodnota spifia poziadavky uvedené
v technickych normach, vo vyhlaskach, vykonavacich predpisoch niektorych zdkonov a pod.,

pouzivame jednostranné intervaly spol'ahlivosti:
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1

Obr. VI.2. Grafické znazornenie vyznamu Pavo- a pravostranného intervalu
spoPlahlivosti (T1;00) resp. (-0;T2) prizadanej hladine vyznamnosti o

Obr.V1.3. Grafické znazornenie hodnét hranic intervalov (kvantilov, kritickych hodnot)
normovaného normailneho rozdelenia N(0;1), ktoré odpovedaji roéznym hladinam
vyznamnosti o pre avostranny (a), obojstranny (b) a pravostranny interval spolahlivosti

(c) [5].

Pre praktické vypocty hl'adania intervalu spolahlivosti, ako si ukaZzeme o chvil'u, su kvantily,
teda hranice intervalov N(0;1) pre rozne hladiny vyznamnosti a tabelované. Napr. hl'adate
hranice intervalu spolahlivosti pri hladine vyznamnosti o = 0,05. Hranice intervalu budii mat’
P=(1-0a/2; 0/2)=(0,025; 0,975)=(-0,975; 0,975). Pre hodnotu P = 0,975 v tabul'’kach najdeme
hodnotu kvantilu up = 1,960 a interval spolahlivosti bude (-1,96; 1,96). a je mala
pravdepodobnost’, predstavujiica riziko chybného zaveru (odhadu). Cim je mensie o, tym je
Sirsi interval spolahlivosti, teda vicSia spolahlivost, ze odhad je spravny, ale tym mensia
presnost’ odhadu.

Hladdme teraz minimalny rozsah vyberu, potrebny pre zaistenie pozadovanej presnosti

a spol'ahlivosti. Podl'a charakteristik vyberového siboru mame niekol’ko pripadov:
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1. Zékladny stibor ma normalne rozdelenie N(u,62). Vyberovy subor s rozsahom n>30, sme
ziskali prostym ndhodnym vyberom s vratenim vybraného prvku vzdy spat’ do suboru.

Bodovy odhad strednej hodnoty u je odhad vyberového aritmetického priemeru. Smerodajna
chybu odhadu aritmetického priemeru s; dostaneme z vyberovej smerodajnej odchylky s podla

[V.10]
)
5; = — [VI.2]
vn
Ak si oznacime pripustnu chybu odhadu d, ktora je stanovena podla povahy sledovanej tilohy

a ktoru je mozné akceptovat, tak je dand ako

|*x—pul <=d alebo
Xx—p =d alebo
d < x—pnu [VI.3]

Je to trochu narocnejsie, preto sa vratte na chvilu do III. kapitoly, kde sme okrem iné¢ho
preberali normalne rozdelenie ndhodnej premennej N(u;62) aj normované normélne rozdelenie
N(0;1), ktoré sa da ziskat’ z normalneho rozdelenia tak, ze pre kazdi nameranu alebo inak
ziskanu hodnotu X normalneho rozdelenia vypocitame jej odchylku od strednej hodnoty p, teda

X - p a vysledok vydelime smerodajnou odchylkou o, bol to vzt'ah [II1.14]:
X—p

u —_—
o

u je tzv. normovana odchylka a normované normalne rozdelenie nadobuda tvar [II1.15]:

1 —u?
f(u) =—=.e 2
V27

Pomocou tabulieck s hodnotami u sme si potom dokazali jednoducho vypocitat
pravdepodobnosti, Ze ndhodnéd premenna sa bude nachadzat’ v nejakom intervale, resp. najst’
prislusny interval. Predpokladdme (da sa to dokonca dokazat’, ale nechajme nejakt zdbavu aj
matematikom), ze aj trochu iné Statisticka veli¢ina

X -4

u, = n [VI.4]
s

ma tiez rozdelenie pravdepodobnosti, ktoré sa blizi k normovanému normalnemu rozdeleniu
N(0;1). Tento postup teda mozeme s dobrym svedomim pouzit na vypocet intervalu

spolahlivosti pre odhad strednej hodnoty zakladného suboru u £d .
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Interval spol'ahlivosti odhadu strednej hodnoty p pomocou vyberového aritmetického priemeru
= kded =u % bude:

X Py
— s L — 5 . ..
X—us.— =Zp= X+ us.— pre obojstranny interval
7V 7 v
- — S ’ T
HE= XT U, —= pre pravostranny interval
\"'n
— 5 - s x
X— U, — = |1 pre lavostranny interval [VI.5]
vn

kde u, je tabelovana hodnota kvantilu N(0;1) pre hladinu vyznamnosti o, pripustnd chyba

odhadu je
Y
d= u, —r— [VI.6]
Vn
kde u, = uz  pre dvojstranny symetricky interval, u, = u, pre jednostranny interval.

Intervaly [VL.5] potom nazyvame 100.(1-a) percentny obojstranny (Pavo, pravostranny)
interval spol’ahlivosti. Ako vidime, chyba, ktorej sa pri odhade dopustame je tym mensia, ¢im
je vacsi rozsah vyberového stiboru n. Zo vztahu [VI.5] l'ahko ur¢ime minimalny rozsah vyberu

n, potrebny na zaistenie pozadovanej presnosti a spol'ahlivosti odhadu:

. s,
n= (.u.p.a [VI.7]
2. Zarovnakych podmienok bude rozsah vyberu bez vratenia nyy 0 nie¢o mensi ako s vratenim

vybraného prvku do stiboru ny, takze [VI.7] méze posluzit' ako dobry odhad aj v tomto

pripade.

Najlepsi vyber je ziadny vyber, teda praca so zakladnym stiborom. Ale ked’ze to nejde,
je potrebné si uvedomit’, ako uz bolo uvedené, presnost’ a spolahlivost’ idu proti sebe. ZvySovat’
ich spolo¢ne mozno len zvySovanim rozsahu vyberu.

Nesl'ubili sme Citatelovi, ze to bude vzdy I'ahké. Na druhej strane, pokial’ mé trochu
trpezlivosti a pracovitosti a dokdze vstrebat’ latku tejto kapitoly a vytvorit’ si pre jej pouzitie
v centralnom nervovom systéme nové obvody, dostava sa do finale popisne;j Statistiky, pretoze
si dokaze celkom slusne kvantitativne odhadnit’ potrebny rozsah vyberového stboru
a deskriptivnu Statistiku zavfsit' vypoctom intervalov spolahlivosti odhadov sledovanych
parametrov. Dajme si vSak radSej priklad:

Pr.VIL.1.: Urobme si odhad, Ze v hlavnhom meste s poctom obyvatel'ov 600 tis. potrebuju asi 2%
populacie v starSom veku isti formu opatrovatel'skej sluzby. Zavedenie opatrovania seniorov

v domdcom prostredi sa v mnohych smeroch ukazuje ako dostatocnd az optimélna sluzba
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socialnej pomoci. Potrebujeme odhadnut’ pocet vsetkych (dobrovolnych i profesionalnych)
opatrovatel'ov, ktori by zvladli tato ulohu, preto je nutné na hladine vyznamnosti a=0,05
stanovit' odhad, kol'kym seniorom mdze priemerne jeden terénny socialny pracovnik denne
poskytnut’ opateru s rozptylom 1.

Riesenie: PocCet seniorov, ktorym je potrebné poskytnut’ opatrovatel'ska sluzbu je 2% zo 600000
obyvatelov mesta = 12000. Ako prvy ndstrel odhadu sme s jednym opatrovatelom stravili

v teréne 10 pracovnych dni, s vysledkami ndhodne pridelenych sluzieb:

Den (1 |2|3|4|5/6(7| 8 |9)10

wkon | 17 |6 |5|7|6|9|4|12|5]| 5

Standardnymi postupmi popisnej §tatistiky sme vypo¢itali nasledovné parametre:

Pocet (rozsah suboru) n=10
Stcet vykonov: =70
Stredna hodnota: x=7
Smerodajna odchylka: s = 2,748737
Minimélna hodnota: Xmin = 4
Maximélna hodnota: Xmax = 12
Rozpitie: R=8

Pre spresnenie strednej hodnoty priemernych dennych vykonov opatrovatelov potrebujeme
urobit’ prieskum medzi viacerymi opatrovatelmi. Pre odhad poctu prvkov vyberového
Statistického suboru opatrovatel'ov sme pouzili nasledujtiice hodnoty:

Smerodajnd odchylka s = 2,748737, vypocitana z predchadzajuceho suboru podla [V.9],

pozadovana presnost d = 1 (druhd odmocnina z rozptylu v zadani), pozadovana hladina
vyznamnosti a=0,05, z toho pre dvojstranny symetricky interval a/2=0,025 a 1-a/2=0,975.
V tabul'kach N(1;0) tejto hodnote prislucha kvantil up, = 1,96. Potrebny vyber sme vypocitali
podrla posledného vyrazu, ktory sme sa nauéili [VI.7]:

s, 2,748737_,
n= (u,2)"= (1,96.————) =29,02542 =30

Urobili sme ndhodny vyber 30 mesacnych pracovnych vykazov terénnych opatrovatelov,
ktorym sa denné navstevy a sluzby pridel'uji losovanim. Ich vykony st ndhodnou veli¢inou
s normalnym rozdelenim. Z mesaénych vykazov sme zistili hodnoty priemernych dennych

vykonov, ktoré su v tabulke:
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i Xi i Xi i Xi
1 11 11 5 21

2 8 12 8 22 5
3 7 13 7 23 8
4 13 14 6 24 15
5 6 15 5 25 9
6 11 16 15 26 12
7 10 17 8 27 9
8 8 18 12 28 10
9 15 19 4 29 7
10 3 20 11 30 10

Tento subor sme premleli cez Standardnti Analyzu ddt v Exceli, tak ako v minulej kapitole, ale

rozsirili sme ju ako vzdy o vypocet smerodajnej odchylky o a variaéného koeficientu V(%):

Sloupecl
Stf. hodnota 9
Chyba stf. hodnoty 0,575356
Median 8,5
Modus 8
Smér. odchylka 3,151354
Rozptyl vybéru 9,931034
Spicatost -0,40055
Sikmost 0,304574
Rozpatie 12
Minimum 3
Maximum 15
Soucet 270
Pocet 30
G 3,098387
V(%) 34,42652

Dvojstranny interval spol’'ahlivosti dostaneme pomocou vzt'ahu [VI. 5] nasledovne:

A =9+1,96. 2252 — 941 177698 ~ 9+1

Vn ' +30

[}

[

X— U — Zp=Z X+ u

L
o n

(=] )
L] )

Priemerny denny vykon opatrovatelov je 9 so smerodajnou odchylkou 3 a intervalom
spolahlivosti na hladine vyznamnosti a=0,05: (8;10). Za tychto podmienok by bolo potrebné
pre odkazanych seniorov zabezpeCit priemerne asi 1333 opatrovatelov, pricom s 95%

pravdepodobnostou by potrebné sluzby malo zabezpecit’ 1200 az 1500 opatrovatel'ov.
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Pre vypocet intervalu spolahlivosti mame k dispozicii funkciu v EXCELI; syntax:
CONFIDENCE(alpha;standard_dev;size), kde dosadzujeme za alpha kriticki hodnotu,
napr. a=0,05; za standard_dev hodnotu smerodajnej odchylky s; za size rozsah, v naSom

pripade 30.

Ak je pripustna chyba d zadané percentudlne, potom vo vztahu [VI.7] bude namiesto

smerodajnej odchylky s figurovat’ variaény koeficient V:

. 4

n= (‘u"'E: 2 [V1.8]

Pr.VI.2.: V domove socialnych sluzieb su problémy s vodou. Zdroj, na ktory je pripojeny ma
vydatnost’ 5 litrov/min. Priemernd dennd spotreba vody na hlavu v celej populécii sa odhaduje
na 90 az 140 litrov, v domove v dosledku zvysenej hygieny je to asi 150 £ 30 litrov. Je potrebné
odhadnut priemernu spotrebu vody na hlavu s chybou 15% a zistit’ na hladine vyznamnosti 0,1,
pre kol'ko klientov bude zdroj vody postacujuci, alebo ¢i je potrebné sa zamerat’ na dodatocné
zdroje, pretoze efektivna prevadzka zariadenia je pri minimalnom mnozstve 50 klientov a 10%
sa musi pripocitat’ na spotrebu zamestnancov.

Riesenie:

Pocet klientov N, t.j zdkladny stibor méze byt teoreticky neobmedzeny, resp. aj niekolko
stoviek. Vodny zdroj s vydatnostou 5 1/min dava denne 7200 litrov vody. Je potrebné zistit’
priemernu dennti spotrebu vody na klienta s chybou max.15% a kritickou hodnotou o = 0,1;
ked’ sa uvadza, Ze dennd spotreba na hlavu v takychto zariadenia byva asi 150 + 60 litrov, teda
p = 150, 6=60. Vyberieme ndhodne n klientov, pri ktorych budeme nejaky Cas sledovat’
priemernu spotrebu. Pripustnil odchylku mame v %: d = 15%. Pouzijeme vztah [VI1.8], nato si

vopred vypocitame variacny koeficient V(%) podl'a vztahu [V.11]

o 60
—.100=——+=100=40%
x 150

V =
Na hladine vyznamnosti a = 0,1 uréime aj pravostranny interval spolahlivosti priemernej
spotreby vody. Pre 1-a = 0,9 mame hodnotu kvantilu N(0,1) z tabuliek: uq = 1,282. Potom

z [VL.8] pre rozsah vyberu dostaneme:

A 40, N
n= (u,-)*=(1,28272)" = 11,687 = 12

Pre 12 klientov dostaneme pozorovanim priemernu dennu spotrebu vody:

I 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12
ni[l/den] | 105 | 94 | 121 | 153 | 154 | 86 | 141 | 113 | 107 | 121 | 122 | 135
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Tento vyberovy subor premelieme excelovskou Statistickou analyzou a dostaneme vysledok:

Sloupecl
Stf. hodnota 121
Chyba stf.
hodnoty 6,264377
Median 121
Modus 121

Smér. odchylka 21,70044
Rozptyl vybéru 470,9091

Spicatost -0,78381
Sikmost 0,101843
rozpatie 68
Minimum 86
Maximum 154
Soucet 1452
Pocet 12
c 22,66537
V(%) 18,73171

Pre pravostranny interval spolahlivosti by sme pouzili zo vztahu [VI.5]

T+ u, . ==121+ 1,282.22

=121 + 8, apravostranny interval spolahlivosti pre

1

7

ra

strednt1 hodnotu 121 pri a=0,1 by bol (-c0; 129).

Pozor! Je tu vSak jeden problém: Pre malé sibory sn < 30 je pouzitie Statistiky u,
a normované¢ho normalneho rozdelenia N(0;1) nedostato¢ne presné. Vtedy sa pouziva iné
vyberové rozdelenie, ktoré sme si zatial' len spomenuli, Studentovo t-rozdelenie s (n-1)

stupfiami voP’nosti, ktoré je tiez symetrické a ma normovanu vyberovu charakteristiku

e=*"F m [V1.9]

Zaviedol ho britsky matematik a chemik W.S.Gosset (1876-1937), ked’ popijal a hodnotil
kvalitu produktov dublinského pivovaru Guinness. Samozrejme, Ze po dobrom a tazkom
tmavom pive musel dosiahnut’ skvel¢ matematické vysledky, ale z dovodov zmluvy o utajeni
ich nesmel publikovat’, tak pouzil pseudonym Student. Aby odlah¢il svedomiu, tak prehovoril
majitel’'ov prosperujuceho pivovaru na kompletni opravu dublinskej katedraly sv. Patricka.

Interval spol’ahlivosti (dvojstranny, podobne aj jednostranny) je potom dany vztahom

s L s
SpHEX+t L a.— [VI.10]
n Jn

x = tn—i

(S1F=1
X1} b8

=]

v
kde kritick¢ hodnoty £,_,, pre dané a a poCet stupfiov volnosti (n-1) sa dostupné taktiez

v Statistickych tabulkach.
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Pre nas priklad bude hl'adanie pravostranného intervalu spol'ahlivosti nasledovné:
5

n—-1a*'® —
VR

pH=x+1t

Prea=0,1je P(1-0)=0,9 at,_ s, = 15,090 = 1,363

Dostaneme interval p< ¥+ t, ;. .—=121+1,363.22 =121+ 8,54 = 130 a

-
=
Bl

pravostranny interval spolahlivosti pre stredntt hodnotu 121 pri a=0,1 by bol (-o0; 130), teda
o nieco vacsi.

Konecény vypodet:

Mame vyberovy odhad priemernej hodnoty dennej spotreby vody na hlavu =121 s odhadom
jej vyberovej smerodajnej odchylky sz= 6,3. Pre minimélny pocet 50 klientov je priemerna

denna spotreba vody 121x50 = 6050 litrov s odchylkou + 50x6,3 =+ 315. Vypocitané hodnoty
musime zvysit’ esSte o 10%, aby sme zaratali spotrebu zamestnancov:

Odhad priemernej dennej spotreby vody v zariadeni socialnych sluzieb 6050x1,1 = 6655,
s odhadom smerodajnej odchylky priemeru + 315x1,1 =£347: X =6655 £347.

Pre maximélnu spotrebu vody v zariadeni s 50 klientmi pouzijeme hornt hranicu intervalu
spolahlivosti t.j. 130 1/defi/klienta. Pre 50 klientov to bude 50x130 = 6500 litrov za detia s 10%
pre zamestnancov 6500x1,1 = 7150 litrov/den. Pri kritickej hodnote o = 0,1 mame 90%
pravdepodobnost’, ze denna spotreba vody zariadenia socidlnych sluzieb s 50 klientmi
nepresiahne hranicu 7150 litrov denne, pricom vydatnost’ zdroja vody je 7200 litrov denne.
Vodohospodarov by sme mali presvedCit, ze zdroj je dostacujuci, pokial nezvySime pocet
klientov.

Castou tlohou bude, aky podet prvkov vyberového suboru zo zékladného suboru
s normalnym rozdelenim n je potrebny, aby chyba pri odhade nepresiahla nejaktl zadanu
hodnotu d; pritom prvy orienta¢ny nahodny vyber diva vyberové charakteristiky X£s.
Pr.VL3.: Sledujete vydavky rodin s malymi detmi na hry podobné hazardnym (karty, ruleta
a pod.), ktoré by mohli v mladej generécii stimulovat’ zaujem o skuto¢ny hazard a pripadne
gamblerstvo. Predpokladdme, ze vydavky podliehaji normalnemu rozdeleniu. Ak pri
orienta¢nom ndhodnom vybere ziskate strednu hodnotu mesaénych vydavkov 45 £ 5 (v €), aky
pocetny musi byt ndhodny vyber vasho skumania, aby chyba pri odhade strednej hodnoty
nebola vicésia ako 40%, t.j. d = 0,4? Vo vzt'ahu [VI.7] pre kriticki hodnotu a= 0,05

mate uz vSetko k dispozicii: Statistika uz(0,975) = 1,960 z tabuliek:

169



Vyskum a $tatistika v spolo¢enskych vedach
(s humorom a laskou)

S, 5 .,
n= (u,7)"=(1,96.)*= 600

Potrebny rozsah vasho vyberu je 600.
3.Pripad: Pri zistovani intervalu spoPahlivosti pre smerodajna odchylku o resp. rozptyl o2
pouzijeme d’alie vyberové rozdelenie: %2- rozdelenie (Citaj chi kvadrat rozdelenie) s k=(n-1)

stupfiami voPnosti. y2-rozdelenie je asymetrické ako ukazuje obr. V1.4, [6]:

f;,-(:l.?) XZ) 1
0.51 71,
| — k=3
0.4 — f—1
. — k=6
0.3 k=9
0.2t
0.1
0.0 t t t t t t T t T
0 1 2 3 4 ) 6 7 8

Obr. VI.4. Pravdepodobnostna funkcia x2- rozdelenia nahodnej premennej pre k stupiiov
volnosti, k = n-1, pri réznom k.
Pre odhad rozptylu zdkladného suboru s normalnym rozdelenim o2 mozno pouZit’ rozptyl pre

vyberovy subor s? podl'a [V.9]:

n

52 = ! Z(x.—zjz [VI.11]

n—1
i=1

Zo zékladného suboru sa ndhodne vyberie n prvkov a vypocita sa odhad vyberového rozptylu
s2. Rozptyl s? nema symetrické rozdelenie, ale rozdelenie x2. (1-a.) %-ny interval spol'ahlivosti
pre odhad rozptylu zékladného stiboru je

a) obojstranny interval spolahlivosti pre disperziu o

ST P
((n 21_).s ;(n _ 1).s ) [VL12]
Xg_k X

A

o
1 —E.k
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b) lavostranny interval spol’ahlivosti pre disperziu c*
(n—1).s2
(@ [V1.13]
y &
Sk
¢) pravostranny interval spolahlivosti pre disperziu ¢?
(n—1).s*

O —5——) [VL.14]

1-k

Pre uréenie intervalu spolahlivosti vypoéitame z [VI.11]

n

Sn-1) = ) (- %’

i=1

a hodnoty xz_ksﬁ pre (1-a) a stupne vol'nosti k=n-1 tabelované.

Pr.VI1.4.: Pri sledovani dlhodobej nezamestnanosti sa malo zistit' 95%-nym intervalovym
odhadom rozptyl doby, pocas ktorej nezamestnani napriek vlastnym aktivitdm i aktivitim uradu
prace nemohli zamestnanie najst. Bolo ndhodne vybranych 20 dlhodobo nezamestnanych

s dlZkou nezamestnanosti v mesiacoch:

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12 |13 |14 | 15|16 |17 | 18 | 19 | 20

ni |12 |18 (13 |18 |13 |16 (11 |17 (20 |15 |14 (14 | 15|16 |17 | 15|13 (13 |16 | 14

Predpokladajme, Ze doba nezamestnanosti je ndhodna premennd s normalnym rozdelenim

N(w;6?). Spocitame vyberovy aritmeticky priemer ¥ = 15, odchylky |A| a ich kvadraty A?

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 (11 (12 |13 |14 | 15|16 | 17 | 18 | 19 | 20

nj |12 |18 (13 |18 (13 |16 |11 |17 | 20| 15|14 |14 | 15|16 |17 | 15|13 (13 | 16 | 14

Al | 3 3 2 3 2 1 4 2 5 0 1 1 0 1 2 0 2 2 1 1

A2 | 9 9 4 9 4 1 16 | 4 25| 0 1 1 0 1 4 0 4 4 1 1

s?(n—1) = X, (x;,— X)*=98

n-1 = 19. Potom =z tabuliek

1-a = 0,95; teda a=0,05 a «/2=0,025; 1-o/2 = 0,975; k
A, — rozdeleniapre (1-p)

x1-—k x0975 49 — 8,91

2 _ .2 _
x%k = Xoo2519 — 32,9

4

Vztah [VI.12] ddva interval

(n—1).5* (n—1).s 98 98
> > ) = g5 giaar=(8:11)
2, 1 32,9'8,91

@
2

Sk
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Rozptyl doby dlhodobej nezamestnanosti pokryva s 95%-nou pravdepodobnostou interval
v mesiacoch? (3;11).

%2 vyzeral najprv dost’” exoticky a odstradujiico, so zaujimavym , madrym‘ nadzvom, ale
videli ste, ako 'ahko sa s nim pomocou tabuliek v pripade hl’'adania intervalu pracuje. Budeme
ho este potrebovat’ aj v inych tlohach induktivnej Statistiky, ked’ pride ich cas.

Pr.VL5.: Ked’ cisér Yao, najvyznamne;jsi potomok zakladatel'a civilizacie Ciny Zitého cisdra,
prechadzal krajinou, videl ako straZnici sptitavaju muza.

,,Co si urobil?* — spytal sa ho.

,Ukradol som jedlo, lebo po vel'kom suchu zomierame s rodinou hladom,* — zafalo odvetil
nestastnik. Cisar zostupil z voza k nemu a rozkdzal, aby ho napriek protestom tiez sputali,
pretoze ako vladca krajiny je tiez zodpovedny za to, Ze 'udia pri nepriazni osudu z hladu kradnu.
Celé blizke 1 d’aleké okolie sa prislo podivat’, ako tam sputany cisar stoji, mnohi boli pohnuti
k slzam, k vyznaniam vlastnych nepravosti a ochotni prijat’ spravodlivy trest. V priebehu vlady
tohto zakladatel'a dynastie Xia sa l'ud'om zilo dobre. V krajine vladol pokoj a spravodlivost’,
bol vSak nezmieritel'ny vo¢i neporiadnikom a flakacom. Ked’ mu posielali pribuznych, aby im
pridelil nejaky urad, ako napriklad dvoch
vzdialenych prasynovcov Hi a Ho, nebol k nim
prili§ zhovievavy. Ked’ze sa samol'ubo chvalili
svojimi vedomostami z matematiky, astrologie
a niecoho, o by sa dalo nazvat’ Statistikou, poveril
ich pri slavnostnom ceremonidly dvora strazenim
Styroch svetovych stran. K tomu patrilo vopred
upozornit’ cisdra na bliziace sa zatmenie slnka,

pretoze jeho nepriatelia Sirili spravy, Ze nebeské

sily su s jeho vladou nespokojné a mohli to zneuzit'.

Obr.VL.5: Zatmenie Slnka, Francia 1999 [8]

Niekol'kokrat synovcov upozornil na dolezitost’ ich tiradu a potrebnu preciznost’ sluzby.
V pripade, Ze by s nimi nebol spokojny, musel pripustit’ exemplarne tresty. Na rodinu mal
dokonca prisnejsie kritéria, pretoze podla rodiny mohli l'udia posudzovat celti vladu aj
panovnika, ale Hi aj Ho to brali len ako vladarske klis¢. Uz mali moznost’ ochutnat’ skvelé vina
podhorskej oblasti nad meandrami Zltej rieky, vynikajice likéry dvornych dodavatelov

a vedeli, ze v prilahlych stvrtiach Zakazaného mesta sa daji bez problémov vyhl'adat’ najkrajsie
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konkubiny celej krajiny. Peniaze im teraz, ked’ su takymi d6lezitymi tradnikmi, nebudu chybat’
a navySe mozu predavat astrologické horoskopy, o ktoré je vel’ky zdujem, len sa musia naucit’
pri predaji tychto hliposti Uplne vazne tvarit. Kto by sa v takom krasnom svete zaoberal
nejakymi nudnymi pozorovaniami oblohy alebo zbyto¢ne pocital!

Aby zahrali nejaku aktivitu, dali si pisarmi priniest’ zdznamy o doterajSich zatmeniach
slnka a vybrali si poslednych 12 zapisov. Do tabul’ky si zaznamenali pocet dni, ktoré uplynuli

od posledného zatmenia a medzi zatmeniami podl'a cyklu Saros:

xi [dni]
19740
19775
19776
19738
19742
19769
19743
19773
19768
19747
19745
19746
X1 19756
X11-X12 10

OO (NOD|N[DRWIN|FP =

=
o

[
Y

=
N

Aj ked’ sa im uz nechcelo prili§ pocitat’, pod tabulku si urobili eSte aritmeticky priemer poctov
dni prvych 11 kompletnych medziobdobi medzi zatmeniami X;; a od tejto hodnoty od¢itali
pocet dni, ktoré ubehlo od posledného zatmenia az do dneSného dia x12. Tymto jednoduchym
sposobom im vyslo, Ze najbliZsie zatmenie slnka by malo byt’ najskor —
0 10 dni. Tapli si bujaro pravymi rukami na znak, aki st fantasticki; :
a usudili, Ze s takou somarinou nepobezia hned’ za cisarom. Mohol by
ich eSte poverit’ d’alSou ulohou a vonku na nich ¢akaji neobycajné
zazitky. Zavolali sluZobnictvo a dali pripravit’ nosidla.

Cisar Yao vladol mudro a prezieravo. Neponechaval dolezité
zalezitosti jednostranne len na turadnikov, ktori nepdsobili Uplne
doveryhodnym dojmom. Pomyslel na svojich uéitelov, troch starych
mudrcov z pustovni v prekrasnej Tiesrniave troch bran, ktori sa vzapéti
ako vzdy ohlasili v jeho pracovni. Predlozil im na posudenie problém,

ba aj to, ¢o pocitali jeho prasynovcovia.
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Mudri mali schopnosti nahliadnut’ do podstaty veci a problémov a vidiet’ javy aj cez
priepast’ ¢asu do minulosti i do d’alekej buducnosti. Ked’ zbadali data, zbledli a chvil'u sa chveli,
ale ihned doplnili tabulku mladencov o hodnoty odchylok aich druhych mocnin, druhé
mocniny odchylok s¢itali. Cisdra Yao mali radi, bol to ich vydareny ziak, preto sa bez slov
dohodli, ze pre neho dolezité vypocty, hlavne interval spolahlivosti rozptylu, odhadnl na

vysokej 95% trovni:

i Xi |A| A?
1 19740 16 256
2 19775 19 361
3 19776 20 400
4 19738 18 324
5 19742 14 196
6 19769 13 169
7 19743 13 169
8 19773 17 289
9 19768 12 144
10 19747 9 81
11 19745 11 121
12 19746 spolu 2510

Cas bol proti cisarovi, preto zjednotili svoje mysle v hlbokej meditacii, aby sa im
v duchu z dialok buducich vekov, vynorili dve ¢isla, ktorymi potrebovali sucet Stvorcov

odchylok vydelit’, aby dostali interval spolahlivosti rozptylu:

7

xl‘g-k = Xoo7si40 — 302
xék - 13.025:10 =20,5
Interval spol’ahlivosti rozptylu 6* dostali teda 'ahko

((}n.—1j).s2 (n—1).s*> 2510 2510

Y& (122;784)

Xz, 1z, 20,5 3,2

Interval spol'ahlivosti smerodajnej odchylky o rozptylu dostali ako odmocninu hranic

intervalu pre rozptyl:

(n—1)s2 _ ".’.'-n—l_fl.s!> e 12510 10756 1’2510)

——— ¥y + [—5——) = (19756— |——:19756 +

k B 1.3, y20.5 N 32
\ 2

= (19756 — 11; 19756 + 28)

11— |

Aj trom mudrym aj cisarovi bolo jasné, Ze zatmenie mohlo byt uz vcera a ze s vel'kou
pravdepodobnost'ou, ba takmer istotou, nastane kazdu chvilu v priebehu budtcich 27 dni

a zostali v mihotavom $ere niekol’kych lampiénov zamiknuto sediet’. Ticho noci prehlusovalo
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len silné kvékanie Ziab v jazierkach palacovych zéhrad a nepokoj vtactva, akoby priroda tusila
blizke udalosti vesmirneho rozsahu.
Skor zo zvyku, kazda pracu urobit’ poriadne a dotiahnut’” do konca, spracovali pre

prvych 11 hodndt suboru dni medzi zatmeniami, popisnu Statistiku:

Sloupecl

Stf. hodnota X 19756
s(X) 4,776838
Median 19747
Modus

Smér. odchylka |15,84298
Rozptyl vybéru 251
Spicatost 2,182537
Sikmost 0,208018
rozpatie 38
Minimum 19738
Maximum 19776
Soucet 217316
Pocet 11

Aby sa ubezpecili o ,,normalite* suboru, teda, ze pracovali korektne, zobrali odhad smerodajnej

odchylky (je to nas§ vztah [VI.11] ale aj hodnota v predchadzajicej tabulke: s = 16), potom

hodnoty usporiadali podla velkosti. Nasledne kazdej hodnote priradili hodnotu
pravdepodobnosti normélneho rozdelenia pomocou excelovskej funkcie NORMDIST (x,
mean, stand-dev, 0), kde x je postupne hodnota zo stipca usporiadanych hodnét, mean je
priemer, stand_dev je odhad smerodajnej odchylky, v tomto pripade 16, a nula je nula. Dostali
tabulku ak tomu si zaSpicatenym uhlikom, akvamarinom arumelkou na vlastnorucne

vyrobeny papier namalovali graf:

i X normdist
19738 | 0,013242

19740 0,015123
19742 | 0,017003
19743 | 0,017924
11| 19745 | 0,019686
10| 19747 | 0,021285
19768 | 0,018821
19769 | 0,017924
19773 | 0,014179
19775 | 0,012319
19776 | 0,011416

N o~ b~

W N0l O ©
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0,025

0,02

0,015

0,01

0,005

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Pri nedostatku ¢asu na narocnejsie testy, im dal obrazok urcitu orientaciu, ze subor dostato¢nu
,hormalitu® ma. S hlbokou poklonou popisany a pomalovany jemny hodvabny papier so
svojou pecat'ou podali cisarovi a rozplynuli sa.

Cisar Yao bol aj rozvazny. Svoju rolu v tom vSak zohrala aj skutocnost’, ze nechcel
pocuvat’ na rodinnych oslavach sustavné nariekavé Skriekanie svojich pratiet. Preto sa rozhodol,
ze da Hi a Ho eSte prilezitost’ svoju pracu odviest’ poriadne a predlozit’ mu vysledky. Pocké
eSte jeden den.

Hi aHo sa velmi dobre zabavali. Dievcatad boli krasne, ale najlepSie sa citili
v hostincoch pre pocestnych, kde bola dobrd hudba a kde sa vzdy naslo aj zopar zabavnych
chlapikov, ktori rozpréavali veselé historky, ako pouzivali svoju neandertalsku Statistiku. Mohli
sa kadecomu priucit’. Ani ich nenapadlo, aby sa vratili do palaca a tak zostali vonku este d’alSiu
noc.

Ked’ sa zobudili napoludnie treticho diia, napriek silnej opici hned’ vytusili, Ze nie€o nie
je v poriadku, vSade bolo pocut’ krik, a akoby sa zvecerievalo. Vojaci pobehovali a patrali po
sprisahancoch, ktori chceli vyuzit zacinajiice zatmenie slnka a zvrhnit' ciséra. Ale to uz
prichddzali zamraceni paladcovi drabi z cisarskej gardy a Hi a Ho odrazu vedeli, ze hlava ich uz
dlho boliet nebude [7].

4. pripad: Odhad relativnej pocetnosti zdkladného stiboru 7. Ak je sledovany statisticky znak
v zékladnom subore rozdeleny alternativne (dno — nie; niekoho vo volbach volim alebo
nevolim; muz alebo Zena; zamestnany alebo nezamestnany apod.) mdzeme pomocou
vyberového suboru intervalovo odhadnit podiel, teda relativnu pocetnost’ jednotiek so
sledovanou vlastnost'ou v zdkladnom subore. Podobne ako pri binomickom rozdeleni nahodne;j
premennej, pravdepodobnost’ ziskame ako podiel poctu ,,priaznivych® javov m ku vsetkym

v m
mozZnym n: P=—
n
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Niekol'ko poznamok: Pre dostatocne velky rozsah siboru n sa binomické rozdelenie blizi
k nasej spokojnosti k normdlnemu. Tato aproximécia (nahradenie binomického rozdelenia

normalnym) je dobrd, ked’ je relativna pocetnost’ nie prili§ vzdialena hodnote 0,5: © — 0,5.

9
1-z'

Niekedy sa pouziva podmienka na pozadovany rozsah vyberu v tomto pripade: n =

Statistika na ziskanie intervalu spol'ahlivosti odhadu relativnej po&etnosti je

p—T

u =f.\"n [VI.15]
V(1 — )

Interval spol’ahlivosti odhadu relativnej pocetnosti zdkladného stboru bude na hladine

vyznamnosti 1- Ea (resp. 1-a pri jednostrannych intervaloch):

—— —
- o PE"D o . [FETD
Pty T PTUE

N N

) [VI.16]
n

kde u su tabelované kvantily N(0,1) pre hladinu vyznamnosti a. Pre stanovenie minimalneho
potrebného rozsahu vyberu (nezavisly vyber tak, aby sa neprekrocila pozadovana chyba d)
plati:

(1 - 7)
dZ

n =, [VI.17]

Relativhu pocetnost’ zakladného suboru 7 nepozndme, ale ked si pre jednotlivé
pravdepodobnosti p urobime suciny p.(1-p), vidime z obr. VI.6, Ze tento sucin je maximalny
pri hodnote p = 0,5, preto ked’ vo vztahu[ VI.17] pouzijeme hodnotu p = 0,5; tak mame pri
danej hladine vyznamnosti taky rozsah vyberu n, ktory ndm zabezpeci nielen pozadovanu, ale

aj lepSiu presnost’ d.

0,3

0,25 ~

p(1-p)
o
=
(V2]

0,1

0,05

Obr.V1.6: Zavislost’ stii¢inu p.(1-p) na pravdepodobnosti pe(0;1).
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Pr.VL.6.: Pri sledovani xenofébnych postojov obyvatel'stva potrebujeme zistit' interval
spolahlivosti odhadu relativnej pocetnosti tych, ktori na otdzku, ¢i maji radi cudzincov
odpovedaju zaporne. Tento odhad chceme realizovat’ na hladine vyznamnosti a =0,1 tak, aby
chyba odhadu bola mensia ako 5% (d=0,05). Aky ma byt’ rozsah vyberového suboru n?

o =01 —>a/2=005al-a/2=0,95 Ztabulick N(0;1) zistime ui.o2 = 1,645. Potom z
[ VI.17] dostaneme

, A(1—7)
I

, 0,5.05
n=mu, = 1,645

FE _ W = 270

Pr.VL.7.: V istej krajine vstupujui do parlamentnych volieb dve politické strany, RAB (Radost’
a Buducnost’) a ZAP (Zodpovednost’ a pracovitost’). Populisticka strana RAB, 'udovo nazvana
rabiati, slubuje vysoké socidlne istoty, ktoré zabezpeci stat, ,,janosikovsku* ekonomiku, chlieb
a hry, a obranu pred hegemonistickymi snahami svojich susedov. Zapéci sl'ubuju vytvorenie
podmienok na tvorivost, inovaciu, neustdle vzdelavanie, na spolocnost, kde kazdy obcan
aktivne prevezme zodpovednost' za vlastny zivot a ochranu dostanu len znevyhodneni a
taktiez chce presadit’ kultarne obohacovanie sa vztahmi so susedmi. Predvolebny prieskum ma
zistit’ preferencie strany RAB v populécii, pricom sa orientacne ukazuje, Ze by mohla ziskat’ az
70% hlasov zacastnenych voli¢ov. Prieskumnd agentura si urcila interval, v ktorom sa vysledok
bude pohybovat’ medzi 60 a 80%. Na hladine vyznamnosti oo = 0,05 urobila ndhodnym vyberom
prieskum vo vzorke 400 respondentov tak, aby chyba odhadu neprekrocila 5%.

Pokial’ je ocakédvand hodnota populacnej relativnej pocetnosti v nejakom intervale, vo
vypocte potrebného rozsahu suboru sa vzdy berie hranica, blizsia k 0,5. V tomto pripade bude
n=20,6. Dalej o =0,05>a/2=0,025a 1 - o/2 =0,975. Z tabulieck N(0;1) zistime ui-o,2 = 1,96.
d=0,05. Potom z [ VI.17] agentura dostala

2 7[(1_ 7[) 62 0,6.0,4 370
n=u,———= 1, C—
p d? ’ 0,052

Predvolebny prieskum agentura realizovala na vzorke 400 respondentov a zistila vysledok aj
s intervalom spol'ahlivosti odhadu m:
Stranu RAB by volilo 76,2% opytanych respondentov, ktori sa chystaja ist’ volit, s 95%-nym

intervalom spol'ahlivosti v zmysle [ VI.16] :

(p—u i’—mil_le- +u l'_m{il—x))_(o 762+ 1,96 llO"24
P 1'35'\| n P 1'?\1 n T T 400

teda medzi 71,4 az 81,0%.

y= (0,714; 0,81)
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Pr.VL8.: Mierne okyseleny vodny roztok ndhrady cukru, bieleho a ¢erveného umelého farbiva
a zelatiny dala firma na trh ako novy ovocny prirodny jogurt PROSOLIS s neobycajnymi
vyzivovymi a zdravotnymi vlastnostami, odporacany hlavne pre moderné Zeny a pre deti.
Reklamnd agentiira musi zabezpecit’ jeho predajnost’ v krajine a odhadnut’ jej tirovent. Po 30
dilovej intenzivnej kampani si reklamna agentira urobila prieskum na 95% hladine
vyznamnosti s 2% chybou, aky podiel Zien si bude denne kupovat minimalne 1 jogurt
PROSOLIS. Odhad velkosti zakladného stuboru kiipyschopnych zien je 2 000 000.

Vstupné udaje pre zistenie intervalu spolahlivosti odhadu relativnej pocetnosti zien, kupujtcich
denne jogurt PROSOLIS:

Pripustné chyba odhadu: 2% — d = 0,02

Hladina vyznamnosti odhadu: o = 0,05 —a/2 = 0,025 a1 - a/2 = 0,975. Z tabuliek N(0;1)
zistime uj-q2 = 1,96.

Velkost’ zakladného suboru: N =2 000 000

Potrebny rozsah vyberového suboru pri uvedenych podmienkach bol vypocitany podla

[ VI.17], pre tento vypocet bola pouZiti hodnota © = 0,5:

L —

,0,5.0,5
n=1 » N

= = 1,96".——— = 2400
d* 0,02°

Na 2400 respondentiek ndhodného nezavislého vyberu sa realizoval prieskum, pritom sa zistilo,
ze 65% znich si rozhodne bude jogurt PROSOLIS kupovat. Interval spolahlivosti odhadu

relativnej poCetnosti zakladného suboru je podla [ VI.16]:

(p-u M= llw)—(o 65T 1,96. |
P -5 = P =5y n 7% /2400

'0,25

)= (0,63; 0,67)

Ak hranice intervalu vynasobime velkostou zakladného suboru, dostaneme s 95%
pravdepodobnostou achybou do 2% odhad absolutnej dennej predajnosti nového
propagovaného jogurtu PROSOLIS v krajine v intervale, ¢o je vyznamna informdcia pre
vyrobcu:
(0,63.2000000; 0,67.2000000) = (1 260000;1 340000)

Pr.VL9.: Mate pred sebou dblezité rozhodnutie o smerovani vasho naro¢ného kvantitativneho
vyskumu. Davate na misky vah vSetky pre a proti, a koncom tyzdna chcete kompetentnym
organom predlozit’ svoje jasne podlozené a racionalne odovodnené rozhodnutie; je tu vSak
maly, ale zdsadny problém: Koncom tyzdna je piatok trinasteho! A aj ked’ neverite na povery,
ved’ ste moderny vyskumnik, ale o ked’ platia, aj ked’ im neverite?! Nast'astie, mate poruke

moderné metddy Statistickej analyzy. Preverite si, €i je piatok trindsteho vhodny deii na velké
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rozhodnutia tym, ze zistite ako sa inym l'udom v tento dent vodilo. Bude to napr. odhad
relativnej pocetnosti mrzutosti v piatok trindsteho na hladine vyznamnosti a=0,05 s presnostou

d=10%. Hravo si podla [ VI.17] spocitate rozsah vyberu, ktory musite pre splnenie zadanych

podmienok realizovat’ (v tabul’kach kvantilov N(0,1) je ui.o2 = 1,96; pretoze a=0,05 —1-a/2
=0,975;d=0,1):

, M(1—7)
. —

,0,5.0,5
n=u, = 1,96".————=

d? 70,12
Je krasna neskora noc a vy zabezpecujete ndhodny vyber tak, zZe bez rozmyslania vytukavate
za sebou na mobile Cisla. Realizovany pokus bude pre vas ten, ked’ sa druha strana s vami spoji.
Priaznivy vysledok budu predstavovat’ vSetky priame i nepriame kladné odpovede na otazku:
Mali ste uz niekedy v piatok trindsteho velké mrzutosti? Teda po odfiltrovani detom, matkam
a mladezi nepristupnych vyrazov, to budu napr. odpovede: ,,Ano, ty ...“; Samozrejme, o sa tak
idiotsky pytas...; ,, ...; ,,Ak eSte raz zavolas, tak aj ty budes mat’ vel'’ké mrzutosti, ty ...“ a pod.
Ked’ ste realizovali cely vyber n = 96 respondentov a dostali ste 81 kladnych odpovedi,

mate odhad relativnej poCetnosti mrzutosti v piatok trinasteho

Zda sa vam to predsa len trochu odstraSujlce, preto si urobite eSte podl'a [ VI.16] interval

spolahlivosti odhadu relativnej pocetnosti zdkladného suboru
|I1t(:1 —n) (M(1-—m

— 0,25
(p—u, a. p+u, a )y —(0,84T1,96. 1222y~ (0,74; 0,94)
=2/ n -3/ n | 96

“ N “ N N

Zistili ste s chybou mensou ako 10%, na beznej hladine vyznamnosti a = 0,05, ze 74 az 94%

populacie malo v piatok trindsteho velké mrzutosti. A odlozite svoje rozhodnutie na pondelok.

| A
o2 | y

v
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ZHRNUTIE

Dostali sme sa k zdveru naro¢nejSej, ale vel'mi uzito¢nej kapitoly s mnozstvom novych
poznatkov a informécii, pre praktické pouzivanie publikacie si preto urobme malé upratovanie:
Ziakladny sibor — subor prvkov velkého rozsahu, ktory nesie sledovanti charakteristiku
a z ktorého sa vyber uskutociiuje. Predpokladame, ze vyber sa da uskutoc¢nit’ a ze ma ndhodny
charakter, t.j. Ze kazdy prvok zakladného siboru mé rovnakt pravdepodobnost’ dostat’ sa do
vyberu. Jeho rozsah je N. Charakteristiky u; o3 62, rozdelenie N(u;6?).

Vyberovy subor — stibor ndhodne vybranych prvkov zo zdkladného stiboru. Rozsah je n.
Charakteristiky: X; s; s?
n>30 — vel’ky subor resp. vel'ky rozsah vyberového suboru; n<30, maly subor resp. maly rozsah
vyberového suboru.
Vybery s opakovanim — vybrany prvok sa po kontrole vrati naspat’ do zdkladného suboru, ¢ize
pocet prvkov v zakladnom subore sa nemeni, ide o nezavislé javy.
Vybery bez opakovania — vybrany prvok sa po kontrole nevrati naspét’ do zakladného suboru
a teda pocet prvkov v lom sa postupne meni (zmensuje), ide o zavislé javy.
Vyberové metddy umoziuju riesit’ tlohy typu:
1. odhad charakteristik zakladného suboru pomocou vyberovych charakteristik

+ urcovanie intervalov spolahlivosti,
2. tlohy urcovania rozsahu vyberovych stiborov.

Na zéklade stanovenej chyby, ktord nema byt pri odhade charakteristiky zdkladného stiboru
prekrocena, sa urcuje najmensi rozsah vyberového stiboru
Normovana vyberova charakteristika # ma tvar napr.

xX—u
u= An VI.18
u po Vn [ ]

Vlastnosti vyberovych charakteristik:
a) konzistentnost’ — ¢im viac sa blizi vyberovy subor k zékladnému, tym viac sa blizi vyberova

charakteristika charakteristike zdkladné¢ho stiboru. Napr. n—>N tak X — L.

b) nestrannost’ — bez systematickych chyb.
c) eficientnost’ - vyberova charakteristika ma mat’ ¢o najmensi rozptyl (charakteristiky maja

byt’ o najvydatnejsie).
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Bodovy odhad vyberovych charakteristik je dany jednym ¢islom napr.: aritmeticky priemer,

rozptyl:
1 ens L n
% = Xy T X3 T xn_zl:ixi
n n
) n
2 1 - —\2 )
s = E (x; — x) potom s = 4/s°
n—1 : ’
i=1

Intervalovy odhad vyberovych charakteristik udava interval pokryvajuci odhadovany
parameter s urcitou vopred predpisanou pravdepodobnostou a chybou.

Interval spol’ahlivosti nazyvame interval, ktory bude obsahovat’ charakteristiku zdkladného
suboru s urcitou pravdepodobnostou. Pravdepodobnost’, ze skuto¢na hodnota parametra sa
bude nachadzat’ v danom intervale, je p=1- a. Parameter o je mald pravdepodobnost, ktora
predstavuje riziko mylného zaveru. Pod pravdepodobnostou a rozumieme pravdepodobnost’,
ze skutocnd hodnota parametra bude lezat’ mimo hranic intervalu spolahlivosti, nazyva sa aj
hladina vyznamnosti alebo kriticka hodnota. Pripustni chybu oznacujeme d. d aj 1-o. sa
stanovuje vopred. Riziko mylného zaveru sa zmensi, ak sa zvacsi 1-o. Cim je o mensie, tym
je interval Sir8i, t.j. zase mensia presnost’.

Stanovenie intervalovych odhadov:

1. Interval spolahlivosti strednej hodnoty:
1.1. Zakladny subor ma normalne rozdelenie N(u,6%). Vyberovy stibor n>30, disperzia o? je

znama:.

T -
=i=1 ¥

n

Vyberovy odhad strednej hodnoty: x¥ =

Normovana vyberova charakteristika ma tvar

xX—u
u, = N
P o

a rozdelenie N(0;1). u,, je pre r6zne kritick¢ hodnoty p = 1- a, resp. 1-a/2 tabelované.

Interval spol'ahlivosti odhadu strednej hodnoty p zékladného stiboru pomocou vyberového
aritmetického priemeru 3, kde d = u,,.— bude:

vn

—_— 5 . r — . ro.
X—us.— Sp= X+ us.— pre obojstranny interval
7V 7V
- — s ’ »
BE X+ u, — pre pravostranny interval
VR
s -~ ’, 3
X— U, . — = pre lavostranny interval
o J
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a minimalny rozsah vyberu n, potrebny na zaistenie pozadovanej presnosti a spolahlivosti

odhadu je:

5.2
n= (u”'E‘ =

1.2. Z4kladny sabor ma normalne rozdelenie N(u,02). Disperzia 6% je neznama (Castejsi pripad),
n<30:
Normovana vyberova charakteristika ma tvar

_F-u

t,= N
@ o

a Studentovo t-rozdelenie. £, je pre rozne kritické hodnoty p = 1- @, resp. 1-a/2 a pre (n-1)

stupniov vol'nosti tabelované.

Interval spol’ahlivosti:

— s -~ -~ r—— | s . .
X—t, 2 =-Sp=xT L, == pre obojstranny interval
J— s ro.
p=x+1t, = I pre pravostranny interval
o '3 v
v d -~ 4 .
X—t, 42 ==H1 pre lavostranny interval
AN

2. Interval spolahlivosti odhadu rozptylu zakladného suboru:
Interval spol’ahlivosti pre smerodajni odchylku o resp. pre rozptyl 62 pomocou vyberového

rozdelenia 2 s k=(n-1) stupfiami voPnosti sa vypocita nasledovne:

Normovana vyberova charakteristika ma tvar

B (n—1).5°

2
x p

Zo zékladného suboru sa ndhodne vyberie n prvkov a vypocita sa odhad vyberového rozptylu
s2. Rozptyl s? nema symetrické rozdelenie, ale rozdelenie 2. (1-o.) %-ny interval spol'ahlivosti
pre odhad rozptylu zékladného stiboru je

a) obojstranny interval spolahlivosti pre disperziu ¢?

(n— 1:).52. (n—1).s52

)

xZ 2
o o
E.k 1—2—,1:

b) lavostranny interval spol’ahlivosti pre disperziu c*

(n—1).s2
(n - s . @)
Xglk
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¢) pravostranny interval spolahlivosti pre disperziu ¢?

(n—1).s2
Xy
Pre uréenie intervalu spol'ahlivosti vypo¢itame z [VI.11] s* (n— 1) = X%, (x; — X)*

a hodnoty xi.kSﬁ pre (1-a) a stupne vol'nosti k=(n-1) tabelované.

3. Interval spoPlahlivosti odhadu relativnej pocetnosti zdkladného stiboru .
Statistika na ziskanie intervalu spolahlivosti odhadu relativnej pocetnosti (alternativne
rozdelenie p = m/n) je
p—7T
uU=—-". Vn
V(1 — 7
Interval spol’ahlivosti odhadu relativnej pocetnosti zdkladného stboru bude na hladine
vyznamnosti 1- g (resp. 1-a pri jednostrannych intervaloch):
[ ] i
(M(1—m) Itn(l —X)
(p—u, _a. ————iptu _a I—)
2 n ) n
N N
kde u su tabelované kvantily N(0,1) pre hladinu vyznamnosti a. Pre stanovenie minimalneho
potrebného rozsahu vyberu (nezavisly vyber tak, aby sa neprekrocila pozadovana chyba d)
plati:

a(1— 7)
d2

= 12
n = up.
Ak relativnu pocetnost’ zdkladného stiboru T nepozname, berieme hodnotu p = 0,5 a mame pri

danej hladine vyznamnosti taky rozsah vyberu n, ktory ndm zabezpeci nielen pozadovanu, ale

aj lepSiu presnost’ d.
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Netispe¥n4 revoliicia,

ataman? Za to nemédZe chi
kvadrat, ale vodka...
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VII. AKko si vybrat’ eSte lepSie
alebo hypoteticka spokojnost’

V Statistike nejde ani tak o to veci chapat, ako skor si na ne zvyknut.
John von Neumann (volne parafrazované
podla citatu o matematike)

,» 10 nedopadne dobre,” — smutne sa pousmial Jara Cimrman v rohu restauracie Pod
Vysehradem, zameranej na rybie Speciality, ked’ skladal svoje New York Times, kde sa prave
docital, ze Nor Roald Amundsen otocil svoju lod’ zo severu na juh ihned’, ako sa dozvedel, ze
severny pol dobyl Ameri¢an Robert Peary; a zac¢al nahdnat’ Brita Roberta F.Scotta. A mal
pravdu: Ked Scott s vynalozenim vSetkych sil a po skonzumovani posledného polarneho
ponika dorazil k najjuznejSiemu bodu
zemegule, zistil, Ze Amundsen ho
predbehol o035 dni. Scott aceld jeho
vyprava zostali pochovani v zafalstve
avo vecnom lade. Amundsenovi na
spiato¢ne;j ceste  kalilo  radost’ [EEEES
z vitazstva nielen zl¢ pocasie, ale aj
nevysvetlitelnd zdhada vyrezavanej

palice z Ceskej lipy, zapichnutd v l'ade

presne v bode prediZenia zemskej osi,
na ktorej sa v Iucoch nizkeho slnka trblietal zaveseny ozdobny medailonik, skryvajuci
fotografiu nezndmeho muza s dvomi Inuitkami.

Jara Cimrman nemyslel vSak na tuto tragédiu, juzny p6l ho uz nezaujimal. Objednal si
porciu arktického tuniaka a na zahriatie horuci grog. Bol rozhodnuty. Aj ked’ doteraz uspesne
skryval svoje vitazstva pri dobijani pélov, aby to nezneuzila propaganda nendvidenej c. a k.
monarchie, musela dostat’ prednost’ vedecka pravda pred politikdrcenim [1], [2].

Mal pri sebe dennik vypravy, ktorti zacal samozrejme zo Zeme cisdara Frantiska Jozefa
1., na rozdiel od Pearyho, ktory tvrdosijne Startoval z okraja Gronska, z Ellesmerovho ostrova.
Musel prejst’ prakticky 900 km, teda o 140 km viac ako Peary, ale jeho vyhodou bola mala
podetnost’ vypravy. Styria otuzilci, ktorych vzal v Prahe do vypravy, sa zostali kupat
v miestnych gejziroch. V zdvereCnej faze tak vysStartoval len s dvomi Inuitkami, ktoré
udrziavali teplo rodinného krbu. Po pociato¢nej polarnej trudnomysel'nosti povzbudzoval Jara

Cimrman vo svojej minivyprave dobri ndladu vymyslanim roéznych zabavnych az
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roztopaSnych odmien pre toho (t), kto prvy dosiahne vytyceny denny ciel. Kazda z Inuitiek
pohanala jeden pretekarsky psi zaprah, ¢im sa dosiahla nadpriemerna rychlost’ postupu. Ked’
sa ho pytali na smer, tak Cimrman, ktory v tej dobe este neprenikol uplne do tajov inuitského
jazyka, krical (kvoli silnému severaku) stereotypne: ,,Na sever! Na sever!*

Po tretom grogu vytiahol zapisniky Roberta Pearyho i Fredericka Cooka. Ziskal ich od
nateSen¢ho vycapnika v tmavom gronskom pube, ktory ich dostal do zalohy za sekeru, ¢o mu
zanechali premrznuti navstevnici. MnoZstvo udajov, ktoré mal k dispozicii musel usporiadat’
a porovnat. Rozhodol sa aplikovat svoju metdodu CUSATEHY (Cimrmanov univerzalny
Statisticky algoritmus testovania hypotéz). Vysledky mienil predlozit’ priamo v jame levovej,
v kongrese Spojenych $tatov, kde sa chystal v kulodroch prejednat’ nové buduce usporiadanie
Europy v pripade, Ze by vypukla svetova vojna, o ¢om bol presvedceny, ze je na spadnutie.

Podstatou Cimrmanovej metédy CUSATEHY bolo, Ze si stanovil tri objektivne
hypotézy, ktoré sa rozhodol otestovat’:

H.1: Frederick Cook dosiahol severny pél ako prvy.

Ho: Robert Peary dosiahol severny p6l ako prvy.

Hi: Jara Cimrman dosiahol severny pol ako prvy.

Minus prvu hypotézu Jara Cimrman zamietol okamzite z niekol’kych dévodov:

a) mal zvlast vyvinuty a neustdlym precviCovanim praktickych uloh posiliiovany hlboky
Statisticky cit,

b) nemal rad zaporné hypotézy, k praci vzdy pristupoval pozitivne a zaporné hypotézy od
tohto okamihu podla vSetkych zndmych dokumentov z jeho Zivota uz nikdy nepouzival,

c¢) podl'a miestoprisaznych vypovedi gronskych domorodcov Frederick Cook bol v ¢ase jeho
vypravy postihnuty silnym zachvatom morskej choroby a pevninu nikdy neopustil; chronicky
skorbut, prejavujlci sa pri dlhodobom poldrnom pobyte mu zatienil badatel'ské myslenie,
ktoré si potom fabulovalo ako chcelo.

Sustredil sa na dve hypotézy: Nultu, v ktorej dal dzentlmensky prednost’ svojmu
rivalovi, a na alternativnu hypotézu komentovanu slovami:*“ Na pole nie je miesto pre dvoch!*
Obaja badatelia merali vden, ked boli presvedfeni, ze sa nachiddzaji na pdle,
niekol’kondsobne svoju vzdialenost od po6lu pomocou presného sextantu vychyrenej
viedenskej firmy Schwetz und Sohn, ktory umozioval merania so smerodajnou odchylkou
6=150 m. Vysledky takychto merani podla Cimrmana podliehali normalnemu rozdeleniu.
Dost’ prace mu dalo rozlustit’ vSetky zaznamy, niekol'’kokrat rozmocené snehom a vysusené
vlastnym telom polarnikov, ktoré si zaznamenal do tabulky ¢iasto¢ne na okraj N.Y.Times

a ¢iastocne na obrus stola (s.z.C. je severnd zemepisna Sirka po zapocitani vsetkych korekcii):
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Jara Cimrman 5.4.1909 Robert Peary 6.4.1909
c. VZd'all' . vzdial. od .

od pélu s.z.S. p6lu [m] s.z.S.

[m]

1 0 90°00°00" 0 88°33'30”
2 -150 90°00°05” -1200 88°34°10”
3 450 89°59°45" 1200 88°32°50"
4 300 89°59°50" -450 88°33°45"
5 -150 90°00°05” -450 88°33°45"
6 -150 90°00°05” 900 88°33°00”
7 0 90°00°00" -600 88°34°00"
8 -150 90°00°05” 1800 88°32°30"
9 -300 90°00°10"
10 150 89°59°55"
u 0 90°00°00"" 150 88°32°50""

Dostal 2 nezavislé Statistické subory nezavislych merani odchylok od pdélu s rovnakou

smerodajnou odchylkou 6=150 m. Nakreslil si obrazok v materinskom jazyku [3]:

libovolné stanovenid mez

alternativni hypotéza nulovi hypotéza

nulovi hypotéza se zamita nulovi hypotéza se nezamita

Obr.VIL1. Testovanie Statistickych hypotéz podl’a Jairy Cimrmana
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Potom si v duchu povedal: Pravy kopcek bude predstavovat’ normdalne rozdelenie merani
Pearyho, l'avy moje. Ak si zvolim nejaké spolocné Statistické kritérium pre oba kopceky,
ktoré bude mat’ normované normalne rozdelenie N(0;1), vypocitam ho a ak jeho hodnota bude
vicsia resp. rovna tabulkovej hodnote N(0;1) pre nejaku kritickti hodnotu o napr. ako byva
zvykom 0=0,05, tak rozdiel medzi strednymi hodnotami stiborov je Statisticky nevyznamny,
t.j. nesmiem nulova hypotézu zamietnut' a musim uznat’, Ze Peary na poéle bol. Ak vSak bude
vypocitand hodnota pod kritickou, musim nulovi hypotézu zamietnut’ a prijat’ hypotézu
alternativnu. Chvil'u uprene hl'adel na prekryvajucu sa oblast’ a melancholicky prehodil:
,»Ach, budem sa na to musiet’ eSte v prihodna chvilu pozriet’...*
Cimrmanov d’alsi testovaci postup bol nasledovny:
1. Formulacia nultej hypotézy po pretaveni do Statistického jazyka znamenala, ze stredna
hodnota nameranych odchylok Pearyho - po bude rovnaka ako jeho - pi. Ked'Zze Cimrman
vedel, kde stal, to znamenalo, Ze mdze objektivne prijat’ hypotézu o tom, ze Peary dobyl
severny pol len vtedy, ked’ stdl na tom istom mieste ako on, matematicky vyjadrené, na
hladine vyznamnosti a = 0,05 plati

Mo = M1 [VIL.1]
2. 95%-n0 hladinu vyznamnosti, t.j. pre kriticki hodnotu a = 0,05 vybral Cimrman ako
Standardny postup pre podobné testy. Alternativna hypotéza vtomto pripade, teda Zze
Cimrman stal na pole a Peary nie, znamenala za rovnakych podmienok, Ze strednd hodnota
Cimrmanovych odchylok vzdialenosti od polu bude mensSia ako Pearyho:

Mi<Ho [VIL.2]
K nej si tiez nakreslil obrazok [4] :

Jednostranny test
N(O, 1)

a3 %

0,85
0,05

%

T 0

zamitd se Hy

Obr.VIL.2. Lavostranny test Statistickej hypotézy Ho proti Hi pre pi<po podla Jary
Cimrmana, ktorému na Pavej ruke po polirnej vyprave zostal kompletny pocet prstov.
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Hodil ockom do Statistickych tabuliek, ktoré mal vzdy poruke a zistil, ze tabul’kova hodnota
pre lavostranny test pre pi<po bude ug = uo,05 = -U1-0,05 = -Uo,95 = -1,645.

3. Aby mohol vyuzit’ tabul’ky normovaného normalneho rozdelenia N(0;1), objednal si d’alsi
grog, prizmuril o¢i nad skuto¢nostou, Ze ide o vcelku malo rozsiahle Statistické subory a ako

testovacie kritérium si zvolil

Hy — Ky

w, = —a 0 [VIL3]
’ 1.1
yny  om,

Vo vztahu [VIIL. 3] uz vSetko poznal, tak vypocital

Hy — Hg 0—150
u, = 1 = ——— = —2,1082
(r ., 1r (1 .1
a. \' n, n, lSO.NIE ?5

Kriticki oblast’ pre zamietnutie Ho, teda pre platnost’ l'avostrannej alternativnej hypotézy
oznaCil W (podla nemeckého podstatného mena die Wahr, pretoze bol presvedéeny, ze
pravda zvitazi):

W,=(— @ —1,645)
4. Po tomto mu zostala uz len radostna interpretacia vysledku testu Statistickej hypotézy
o Statistickej vyznamnosti resp. bezvyznamnosti rozdielu dvoch strednych hodnét.

Kedze u, < u,, vypocitand hodnota Statistického kritéria jednoznacne spadla do kriticke;

oblasti pre zamietnutie Ho a pre prijatie Hi. Hypotézu, Ze Peary bol na severnom pole je nutné

zamietnut’ a prijat’ hypotézu, Ze na péle bol s 95% pravdepodobnostiou Jara Cimrman.

Ako vzdy mal Cimrman pre svoje tvrdenia v zalohe eSte niekol’ko poistiek:

- ako si mozno v§imnut, pripojil k tabul’ke aj jednotlivymi polarnymi badatel'mi sextantom
namerané hodnoty severnej zemepisnej Sirky (s.z.$.), z ktorych vyplyvalo, ze Peary sa
k polu priblizil len na vzdialenost’ asi 160 km, alebo ze vobec nevie nardbat’ s narocnym
meracim pristrojom a vlastne ani vtedy a mozno ani nikdy doteraz Peary nevie, kde je.
A vbbec mu nepomohla pozndmka v polarnom denniku:

- Je taky mraz, Ze sa mi lepia prsty na ten sprosty sextant. Zaokruhlim to na 89°57°, aby to
vyzeralo doveryhodne. Nedam si po tolkej namahe predsa vitazstvo odriftovat ladom!

- poslednym tromfom v rukave vSak zostal datum dobytia polu, ktory jasne nasvedcoval na

Cimrmanovo prvenstvo.
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Kongres USA bol Cimrmanovou §tatistickou analyzou vel'mi zarazeny a vzapiti sa
strhla prudkd hadka medzi republikdnmi a demokratmi a vazna vnutropolitickd kriza.
Kongresmani hodili Pearyho cez palubu. Zlomovy okamih nastal, ked” Cimrman popisoval
ako dlhé hodiny stdl na pdle a svet sa tocil okolo neho ako uprostred kolotoca; ani nie tak
kvoli slavnostnosti a neopakovatel'nosti chvile ale preto, lebo odrazu (bol aj trochu zméteny
a toCila sa mu hlava) nevedel kadial domov. Nech by sa pustil akymkolI'vek smerom, vsetko
bolo na juh, ale spravne tusil, Ze nie kazda cesta je spravna. Zachranila ho spasonosna
myslienka, svojou jednoduchostou hodna génia. Zohol sa tak, pokial’ mu to tulenie kozuSiny
dovolovali, Ze mal hlavu medzi kolenami a dolu hlavou odrazu pozeral vlastne na sever.
Stacilo sa otocit’ ¢elom vzad, presne podla priruc¢iek c. a k. administrativneho velenia
rakusko-uhorskej armédy, a cesta na juh bola otvorena.

Definitivnemu celosvetovému potvrdeniu Cimrmanovho vitazstva zabranili az
finan¢ni magnati z Wall Streetu, ktori sa zl'akli jeho moZnej slavy a toho, ze Cimrmanova
Statisticka metoda CUSATEHY by mohla po jej spopularizovani priviest krajinu k velkému
hospodarskemu krachu a celil historiu zahmlili. Cimrman vSak v tom ¢ase uz davno oral na
inom poli, stopy po jeho polarnych dobrodruzstviach a objavoch nachadzame v zndmych
1 menej zndmych umeleckych vybojoch velikana (divadelné hry, zivé obrazy a i.).

Skor nez si zovSeobecnime testovanie Statistickych hypotéz uvedieme niekolko
poznamok, aj ked’ patria skor do $irSej problematiky metodologie vyskumu [5], [6]:

Hypotéza je urditym predpokladom vyslovenym o javoch vnasom okoli. Statisticka
hypotéza je jednoduchy vyrok o nejakom spravani sa pravdepodobnostnych (ndhodnych)
premennych, ktoré sa daju kvantitativne stanovit — merat, porovnavat. Prva premennt
vacsinou vyberame z dvoch alebo viacerych urovni a da sa zistit, druhd premennd byva
meratel'na. Statistickou hypotézou st napr. vyroky:

Seniori lahsie podliehaju zavislosti na hazardnych hrach ako ludia v strednom veku.
Manzelstva uzavreté pred nadobudnutim plnoletosti su menej stabilné ako manzelstva
uzavreté zrelymi partnermi nad 18 rokov.

Vo velkych mestich je nizsia hranica veku prvej skiisenosti s nepovolenou drogou ako
v malych.

Statisticka hypotézu mozno vyjadrit aj implikaciou ,,ak — tak*, napr.:

Ak sa zvysi pocet profesiondlnych napr. poradenskych psychologov v poradenskej cinnosti
uradov prdce, tak sa znizi dlhodoba nezamestnanost.

Ak sa zlepsi starostlivost’ o imigrantov, tak sa zlepsi ich uplatnenie na trhu prace.
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Ak sa predlZi povinnd Skolska dochddzka, zlepsia sa nasi Studenti v medzindrodnom
porovnavani urovne vzdelavania.

Urovne prvej premennej byvaju vyjadrené vié§inou stupiovanym porovnanim typu
,»lepsi, horsi, mens$i, vacsi, mladsi, starSi, l'ahSie, tazSie,” a podobne. V prvom vyroku su
urovne premennej seniorsky vek a stredny vek, porovnanie javu medzi Uroviiami (sklon
k nekontrolovateInym hazardnym hram) je vyrazom ,,I'ahSie*, ktoré umoziuje polozit’ otazky
a vyskum na potvrdenie tejto hypotézy kvantifikovat' (merat Cas straveny pri hazardnych
hrach, vlozené resp. prehraté peniaze, relativna pocetnost’ vyskytu gamblerstva v populdcii,
atd’.). Podobne sa daju kvantifikovat’ vztahy medzi premennymi vo formulacii hypotéz
pomocou implikacie. Na hypotézu sa musi dat’ jednoznacne odpovedat, napr. formou jej
potvrdenia alebo zamietnutia. Toto sa nazyva testovanie Statistickej hypotézy.

Hypotézou, obzvlast Statistickou, aj ked’ sa to nezda, nie s vyroky typu:

Rano vstanem a pravdepodobne sa obarim cajom.
Co budyi robit Studenti VS cez prazdniny?

Urady prace znizia nezamestnanost o 25% Statisticky na 95% hladine vyznamnosti.

Ci sa nam to paci alebo nie, formulovanie hypotéz je v niektorych oblastiach dost’
zasadny problém, od ktorého sa odvija kvalita celého d’alsSiecho vyskumu. V predchadzajicej
kapitole pri hladani intervalov spolahlivosti sme sa uZz nieco naucili z oblasti pouzivania
normovanych vyberovych Statistik, o praci so Statistickymi tabulkami, o hl'adani intervalov
spolahlivosti pokryvajucich vysledok Statistickej analyzy a podobne. Ked’ si Citatel' k tomu
priberie zopar uzito¢nych informacii z metodoldégie testovania hypotéz (odporacame aspoii
[7]), tak nielen, Ze by nemal mat’ potom problémy s pochopenim obsahu tejto kapitoly, ale
testovanie hypotéz sa mu moze stat mimoriadne uzitoénym Statistickym nastrojom. Na
obr.VIL.3 je vSeobecnd schéma testovania Statistickych hypotéz.

Takze mame nejaky vyrok o rozdeleni pravdepodobnosti nejakého znaku, resp. jeho
parametrov — Statisticki hypotézu, a overujeme jeho spravnost’, ¢ize testujeme hypotézu. Pri
testovani kladieme oproti sebe dve navzajom si odporujice hypotézy. Hypotézu, ktorej
platnost’ overujeme, nazyvame testovanou alebo nulovou hypotézou Hp. Je to najCastejSie
opak toho, ¢o chceme dokazat. Oproti nej kladieme alternativnu hypotézu Hy. VysSie sme
mali ndznak testovania Statistickej hypotézy o rovnosti strednych hodnét 2 suborov

s normalnym rozdelenim a s rovnakym znamym rozptylom 2. Zapis je :

Hp: o= 1 oproti Hy: o # i [VII4.]
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Takato alternativna hypotéza sa nazyva dvojstranna, jej platnost moéze byt v nejakom
intervale nalavo aj napravo od intervalu pre prijatie nulovej hypotézy. Lavostranna alebo
pravostranna alternativna hypotéza sa zapise v zavislosti od konkrétneho rieSeného problému:

Hp:po<pr  vesp. Hi o> [VILS.]

Obr.VIL.3. Obecna schéma testovania Statistickych hypotéz

Na testovanie nulovej hypotézy oproti alternativnej vyberieme a pouZijeme nejaké

vhodné testovacie kritérium, ktoré sa nazyva aj testovacia Statistika. Aj ked’ sa uz Citatel'ovi

zacina zdat, Ze vie toho zo Statistiky strasne vela, o Com sa mu esSte predneddvnom ani
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nesnivalo, jeho vyber nie je otdzkou jednorazového naucenia sa, ako sa to ma robit.
Nepomoze ani len jedna jedina publikacia alebo webovska adresa, na ktort je ochotny sa
mrknuat’. Ale netreba sa zl'aknut’, jednoducho je potrebné s tym pracovat’, pozriet’ si ako na to

i8li pri podobnych problémoch ini, vyhl'adat’ rézne priklady, pripadne prijat’ dobru radu napr.:

pozorovana hodnota — predpokladani hodnota pri Hy

testovacia statistika = - —
smer.odchylkapozor.hodnoty/\n

Ked sa vam to nejakym sposobom podari a viac-menej raciondlne ste si to aj
odovodnili, je potrebné sa zaoberat oborom hodnét (intervalom), ktoré moze testovacia
Statistika nadobudat’. Cely interval si rozdelime na dve oblasti:

- kriticky obor W je interval zamietnutia testovanej hypotézy,

- doplnkovy obor je interval prijatia testovanej hypotézy.
Ak hodnota testovacej Statistiky (kritéria) padne do kritického oboru, Ho musime zamietnut’;
ak padne do doplnkového oboru, nemozno ju zamietnut, hypotézu Ho potom na hladine
vyznamnosti testu & prijimame. Pre ndzornost’ si pozrime obrazky VII.4 az VIL.6, aj ked’ proti

cimrmanovskym obrazkom tiez nie st vyhrady [7, 8].

1

Obr.VIL.4: Doplnkovy a kriticky obor pre prijatie resp. zamietnutie testovanej hypotézy
Obr. VII.4 je nazorné zobrazenie oblasti prijatia resp. zamietnutia testovanej hypotézy.

Modry gaussian predstavuje rozdelenie pravdepodobnosti testovacej Statistiky pre nulova

hypotézu Hy. Na zvolenej hladine vyznamnosti a je interval 1-a (teda vSetky hodnoty menSie
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ako kritickd hodnota a) intervalom hodnét testovacieho kritéria, kde Ho nemozno zamietnut’.
Interval a (vSetky hodnoty >a) je kritickym oborom Wg, v ktorom Hy zamietame.

Cerveny kopéek predstavuje rozdelenie pravdepodobnosti testovacej Statistiky pre
alternativnu hypotézu Hi. Na zvolenej hladine vyznamnosti o je interval 1-B (teda vSetky
hodnoty > ako kritickd hodnota a) intervalom hodnét testovacieho kritéria, kde Hi nemozno
zamietnut’ a Ho zamietame. Interval B (vSetky hodnoty < a) je doplnkovym oborom, v ktorom
Hy nezamietame. Kritickii hodnotu a pri testovani hypotéz nazyvame hladina alebo stupei
vyznamnosti testu. Voli sa podl'a potreby a = 0,01; 0,05; 0,1 ai. a je teda pravdepodobnost’
zamietnutia spravnej hypotézy, teda miera rizika omylu. Na obr.VIL.2. bol znazorneny
lavostranny test prijatia resp. neprijatia Statistickej hypotézy Ho pri hladine vyznamnosti testu
a = 0,05 s rozdelenim pravdepodobnosti N(0;1). Pre porovnanie je na obr. VILS dvojstranny
test prijatia resp. neprijatia Statistickej hypotézy Ho pri hladine vyznamnosti testu o = 0,05
s rozdelenim pravdepodobnosti N(0;1). Z obrazkov je jasné, ¢o predstavuje kriticka hodnota o

a ako sa s nou pri jednostrannych resp. dvojstrannom teste naraba.

Oboustranny test
N0, 1)
a=5%
0,95
0,025 0,025
% >
1,96 0 1,96

< >
zamila se H, zamits se H,

Obr. VILS.: Dvojstranny test prijatia resp. zamietnutia nulovej hypotézy Hy [4]

Interval 1-B je interval zamietnutia nulovej hypotézy Ho anezamietnutia alternativnej
hypotézy Hi. Nazyva sa sila testu.
Testovana nulova hypotéza Hp sa Casto formuluje ako predpoklad, ze rozdiel medzi

porovndvanymi charakteristikami je ndhodny, napr. rozdiel medzi vyberovym priemerom *
a priemerom zdkladného stuboru p je ndhodny a potom v skuto¢nosti nulovy: ¥ - p = 0, teda

ich rovnost’. V praxi hladinu vyznamnosti testu a, na ktorej chceme Hp zamietnut,, alebo

nezamietnut, volime ¢im niz§iu, aby sme ¢im viac eliminovali riziko zamietnutia pravdivej
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nulovej hypotézy, teda zamietnutia, aj ked testovana hypotéza plati. V Statistike sa vola
chyba I. druhu.

Chyba II. druhu B je pravdepodobnost’, Ze nezamietneme testovanti nulovi hypotézu
Hy aj ked’ je nespravna. Spravne zamietnutie nepravdivej hypotézy je potom sila testu 1-p.
Vidime, Ze chyby I. all. druhu sa navzijom vylu¢uji a dopinaju, mozeme si od fyzikov
pozic¢at' vyraz, ze si vzdjomne komplementarne. Ak zmensime pravdepodobnost’ chyby
I.druhu, teda chybu, ze zamietneme pravdiva hypotézu, zvacsi sa nam chyba II.druhu, teda, ze
nezamietneme nepravdiva hypotézu a zaroven sa zmen$i sila testu. Podrobne sa touto
problematikou zaoberdme, pretoze je pre prax dolezitd. Uz sme sa s tym stretli pri Bayesovej
podmienenej pravdepodobnosti, ako aj v prikladoch pouzitia niektorych testov
a vySetrovacich metod, ktoré maji vzdy istd pravdepodobnost’ potvrdenia diagnézy alebo
pritomnosti nejakej latky, aj ked pacient chorobu nemd ana druhej strane istd
pravdepodobnost’ negativnej odozvy, aj ked’ ju ma. Kedze jedna chyba zavisi od druhej
nepriamo Umerne, je potom ulohou ich velkost’ vzdjomne optimalizovat’ aj z hladiska
vyznamu pre konkrétny problém. Aj ked vécSinou ddvame prednost’ znizovaniu chyby
I.druhu (Casto sa aj v Statistike analyzy zaoberaji len chybou I.druhu, alebo napriklad stdna
prax v krajindch, nazyvanych demokratické, uprednostituje v pripade nejasnosti ako omnoho
pripustnejsie riziko prepustenie vinného ako potrestanie nevinného), su pripady, kedy moze
byt chyba Il.druhu omnoho vyznamnejsia. Prikladom moéze byt vypustenie Hubblovho
teleskopu na obeznu drahu zeme bez kontroly optiky. Preverilo sa vSetko na potvrdenie
ocakavaného stavu, teda na elimindciu chyby I.druhu. Usetrilo sa na kontrole optiky, teda
hypotézy, ze by teleskop fungoval horsie, asi 20 000 dolarov. Oprava vo vesmirnom priestore
stala viac ako 1,5 mld. dolarov. V humanitnych vedach, ale hlavne v biomedicinskej Statistike

ma preto problematika chyb a testovania Statistickych hypotéz mimoriadne postavenie.

Ho

plati neplati

%’ | pozitivny + B, chyba II.
- D
n ~
O O
= & negativny o, chyba I. +
=

Tab. VII.1.: Vznik chyby I. a II. druhu pri testovani Statistickych hypotéz
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Pozrite si eSte raz obrazok VIIL.4: Sila testu 1 - B sa zvysi, ked hranicu intervalu 1 - a
posunieme dol'ava, teda na ukor velkosti doplnkového intervalu. Sila testu pri danej velkosti
o by sa mohla zvysit aj oddialenim kopcekov, teda je zdvisld od toho ako je vzdialena

hodnota alternativnej hypotézy napr. priemeru od nulovej, ozname si to A = X - .

Vo viacerych kontextoch nazyvame A ako velkost’ u€inku, ktory sledujeme alebo ocakévame.
Vicsia variabilita roztiahne a ,,znizi* kopceky, zmensi plochu pod nimi a tym aj znizi silu
testu. Ich zuZenie a zvysenie sa dosiahne zvysenim rozsahu suboru n. Tieto imernosti mozno
zhrnut’ do vztahu:

Y

[VIL6.]

o
Zavislost’ sily testu 1 - B od rozsahu stiboru sme prevzali zo [7] a je na obr. VIL6. pre rozne

hladiny vyznamnosti testu (a= 0,015 0,05; 0,105 0,20).

1.0+

0.6+

Sila testu

0.4+

0.2+

00 | | | | |

Velikost vybéru
e 0.01 = 0.05 a 0.10 ¢ 0.20

Obr.VIL6.: Zavislost’ sily testu od rozsahu siboru pri réznych hodnotach a [7].

Podobné nomogramy na bezvypoctovy odhad potrebného rozsahu vyberového stiboru
je mozné najst’ v roznych publikacidch zaoberajucich sa medicinskou biostatistikou napr. [9].
Ked’ze my radi pocitame, uved’'me si vzt'ah pre stanovenie potrebného rozsahu vyberu suboru
v jednoduchom teste hypotézy o strednej hodnote E(X) normalneho rozdelenia pri zndmom

rozptyle o? (Ho: pu=Lo), s testovacim kritériom
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X— g —
u, =——.\/n
N o

Je to vyber zo zdkladného siboru z normalnym rozdelenim N(po, 6?), z ktorého vyberieme

nahodne n prvkov a zistujeme, ¢i je rozdiel medzi X a gy na nejakej hladine vyznamnosti
) 0

testu o Statisticky vyznamny alebo nie. Pre rozsah vyberového stboru sa da pouzit pri

dvojstrannom teste:

o

‘ . - 2
n= [(ul_g — 1"1—[3) - n ] resp.
. 2 J — Hg
- ; o 2
n=[(u_,+ ui_ﬂ.)_y — ] [VIL7.]
0

pri jednostrannom teste, kde u,, si hodnoty v tabul’kach normovaného normalneho rozdelenia

N(0;1) pre zadané pravdepodobnosti. Casto pouZivané hodnoty st uvedené v tabul’ke:

p ‘ 0,90 ‘ 0,95 ‘ 0,975 ‘ 0,99

u, ‘ 1,283 ‘ 1,645 ‘ 1,960 2,326

Tab. VIL2.: Hodnoty kvantilov N(0;1) pouZivanych v testoch pre najviac pouzivané
pravdepodobnosti p = 1-a, resp. p = 1-p.

A ¢o s tym vSetkym? Myslim, Ze je nacase, aby sme spolu zacali testovat’ asponl niektoré typy
Statistickych hypotéz. Nebudete na to potrebovat’ genialitu Jary Cimrmana, sta¢i trocha
pozornosti a usilovnosti.

Pr.VIL1.: Ako jedno zopatreni zlepSenia pracovnych podmienok boli na urade prace
vymenené okna za nové. Na jednej strane bola znizena hlucnost’ z dopravy zvonku, na druhe;j
strane boli ist¢ pochybnosti ¢i sa novym vnltenym vetranim cez membranové vetracie
protipelové mriezky nezhorSili mikroklimatické podmienky v interiéroch kanceldrii
a nepribudlo respiracnych problémov. Poskytnutim tucelového grantu pre zdatnych Studentov
bola Skola poziadana, aby Statisticky zistila a vyhodnotila praceneschopnost’ zamestnancov
UP na respiraéné ochorenia pred a po namontovani novych okien a urobila kvalifikované
Zavery.

Usilovni Studenti sa s chut'ou pustili do prace:

Krok I: Sformulovali si pracovnu testovan nulti hypotézu.
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Ho: InStalacia novych okien snovym vetranim asystémom cirkuldcie vzduchu ma
nevyznamny vplyv na priemernd mesaénii praceneschopnost’ zamestnancov UP v désledku
respiraénych ochoreni.

Alternativna hypotéza Hi: Uvedena zmena ma vyrazny vplyv na PN pre respiraéné choroby.
Krok II: Stanovili si hladinu vyznamnosti testu hypotézy Standardne o = 0,05; a pustili sa do
zberu dat. V obdobi niekolkych rokov pred instalaciou novych okien bola priemerna
praceneschopnost’ zamestnancov UP na respiraéné ochorenia 1,95 dni/mesaéne s normalnym
rozdelenim N( 1,95; 0,01). Preto mohli polozit: p=1,95; c =0,1; o = 0,05=.
l-a=1-3=0,95; 1-0/2 = 0,975. ui-o = u1-p = 1,645 a uj.a2 = 1,96 (tab.VIL.2).

Krok III. Vypocéet rozsahu vyberového suboru z [VIL.7.]za podmienky, aby rozdiel

neprekroCil X — py = 0, 11 Pre jednostranny test (lavostranny alebo pravostranny):

: . o 2 : .01 *
n= [(4'“1—4_ ui_ﬁ_).y _— ] = [(1,645+ 1,.645_),m ] =
_0 ,
Pre obojstranny test:
y o 2 . .01 %
n= [(ul_g —ui_[,}) ] = [(1960+1,645).552 ] =10

Krok IV. Zber tudajov: V priebehu niekol’kych rokov ziskali Studenti pre 10 ndhodne
vybranych zamestnancov priemerni mesaénil praceneschopnost’ v diloch za mesiac s

diagn6zami respiracné ochorenia, ktoré zhrnuli v tabulke:

i 1 2 3 4 S 6 7 8 9 10 X s

d/m 22 120 | 1,8 123 | 21 1,8 | 2420 |19 | 21 ]206] 02

Tab. VIL3.: Priemerné mesacné PN na respira¢né choroby 10 zamestnancov

Krok V. Studenti si zvolili ako testovacie kritérium

X— g —
u, = An
P o

Krok VI. Obojstranné testovanie hypotézy.
Ho: po=1,95

Hi:p #1,95

n=10; o =0,05;s = 0,2

£=2,06 > %-po=0,11

|

—u
u, = -

— 0.1
» _— Vv

= T-.V1021,74
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Test uskuto¢nime 3 spdsobmi:
a) Stanovenie kritického oboru
Wa = (-00; -U1-0/2) U (U1-a/2; ) = (-00; - 1,96) U (1,96; o0)

Ked'ze u, = 1,74 &€ W, tak Ho na hladine vyznamnosti testu oo = 0,05 nemdzu zamietnut’.

Nové okna s novym systémom vetrania maji Statisticky zanedbatelny vplyv na
praceneschopnost’ zamestnancov v dosledku respiracnych ochoreni.
b) Test pomocou intervalu spol’ahlivosti. Hranice 100.(1-a) %-ného empirického intervalu

spolahlivosti strednej hodnoty X pri o= 0,05 a s = 0,2 st podla [VI.5]

(Xmin ;Xmax ) = (X + uz —_) = (2,06 + 1,96.%} = (2,06-0,124; 2,06+0,124) = (1,936; 2,184).

Pretoze ¥ = 1,95 € (1,936; 2,184), Ho na hladine vyznamnosti testu o = 0,05 nemozno

zamietnut’.

c) Test pomocou p-hodnoty. Vo IV. kapitole sme sa naucili pracovat’ s funkciou hustoty
pravdepodobnosti a s distribu¢nou funkciou rozdelenia néhodnej premennej a vyuzivat’ na to
aj EXCEL. p-hodnotu pri testovani hypotéz definujeme ako najmensiu pravdepodobnost’, pri
ktorej mozno Ho zamietnut. Z takejto definicie samozrejme Studenti vel’a uzitku nemaju, znie
to vel'mi ucene ako celé testovanie hypotéz, ale nie je to vel’ka veda. Pozrime si spolu obrazok
VILS. pre dvojstranny test prijatia resp. zamietnutia hypotézy. Mame dve oblasti, v ktorych
zamietame Ho, zIté chvostiky vlavo a vpravo. Vypocitame pravdepodobnost’ p(1,74) pre nasu
hodnotu testovacieho kritéria u, = 1,74 (z tabulick alebo v EXCELI funkciou
NORMSDIST(up)) a hodnotu pravdepodobnosti 1-p(1,74), zoberieme mensiu a vynasobime
2, pretoze mame 2 oblasti. Ak je vysledok mensi ako hladina vyznamnosti testu oo = 0,05, tak
Ho zamietame. Studenti sa toho chopili: p(1,74) = 0,95907, 1-p(1,74) = 0,04093. MenSiu
hodnotu vynésobili 2: 2x(1-p(1,74)) = 2x0,04903 = 0,08186 > o = 0,05, preto Ho nemozno na
tejto hladine zamietnut’.

Krok VII. Lavostranné testovanie hypotézy.

Ho: p=1,95

Hi:p< 1,95

a) Test pomocou kritického oboru:

W = (-90; uq) = (-90; 0,05) = (-0; -1,645)

u, = 1,74 & W, tak Ho na hladine vyznamnosti testu o, = 0,05 nemdZu zamietnut’.
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b) Test pomocou intervalu spol’ahlivosti. Hranice 100.(1-a) %-ného empirického intervalu
spolahlivosti strednej hodnoty X pri o= 0,05 a s = 0,2 st

(-0} Xmax) = (—0; % + Uy, .—2) = (—; 2,06 + 1,645, =) = (—w; 2,164

V- - 10~

x=1,95 € (-0; 2,164), Ho na hladine vyznamnosti testu o = 0,05 nemozno zamietnut’.

c) Test pomocou p-hodnoty. Pravdepodobnost’ p(-o0; 1,74) = p(1,74) = 0,95907.

0,95907 > a = 0,05, preto Hyo nemozno na tejto hladine zamietnut’.

Krok VIII. Pravostranné testovanie hypotézy.
Ho: p=1,95

Hi:p> 1,95

a) Test pomocou kritického oboru:

Wo = (U1-o; ) = (0,955 ) = (1,645; 0)

u, = 1,74 €W, tak Ho na hladine vyznamnosti testu o = 0,05 zamietli v prospech

pravostrannej hypotézy.
b) Test pomocou intervalu spol’ahlivosti. Hranice 100.(1-a) %-ného empirického intervalu
spolahlivosti strednej hodnoty X pri o= 0,05 a s = 0,2 st

0.2

w) = {1,956; «)

(Xminy 00) = (X — uy_y.—=; ®) = (2,06 — 1,645.

X =195 € (1,956; ), Hy na hladine vyznamnosti testu o = 0,05 zamietli v prospech

pravostrannej hypotézy.

c) Test pomocou p-hodnoty. Pravdepodobnost’ p(1,74; «) = 1-p(1,74) = 1-0,95907 =
0,04093.

0,04093 < a = 0,05, preto Ho na hladine vyznamnosti testu a = 0,05 zamietli v prospech
pravostrannej hypotézy.

Mozno sa vam zda, ze vysledok testu hypotézy, Ze vymena okien mé zanedbatelny
vplyv na respiracné ochorenia zamestnancov tradu, neddva ziaden doévod k radosti z poznania
alebo z estetického zazitku. Potom ale asi nie ste riaditel’ doty¢ného uradu ani jeho Svagor,
ktory vymenu okien ako zakazku realizoval. (Autori s pol'utovanim konstatuju, ze dodatoc¢ne
nedokazali zistit,, odkial’ Cerpali data v tomto priklade).

Vdaka usilovnym Studentom méame dostatocne podrobne prepocitany dost’ jednoduchy
anazorny priklad ako ndvod na testovanie. Uvediem eSte nejaké jednoduché ilustracné

priklady, ktorych udaje neboli ziskané terénnym vyskumom:
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Pr.VIL.2.: V programe zameranom proti domacemu nasiliu, ktoré sa vyskytuje asi v 30%
rodin s rozptylom 0,0225, sa ma zistit’, ¢i zahajenie prevadzok krizovych centier pre tyrané
matky s detmi su u¢innym nastrojom. Predpokladad sa, Ze moznost’ dovolat’ sa na krizovi
telefonicku linku a odist’ pri hrozbe nésilia do krizového centra znizi jeho vyskyt na hodnotu
0,1 (teda asi na 10%).

Ho: Zriadenie krizovych centier pre tyrané matky s detmi ma zanedbatel'ny vplyv na vyskyt
domaéceho nasilia; po=p=0,3 (t.j. 30% zo zadania). o= Voi=0,15

Hi: po=0,3; p=0,1; un < po, 0=0,15

Hladina vyznamnosti testu: o = 0,05 —» 1-a = 0,95; u;.« = 1,645. Kriticky obor pre
lavostranny test p < po:

Wa = (-00; ua) = (-00; uo,05) = (-0; -1,645)

Velkost ucinku: A= p - po =- 0,2

Vypocet rozsahu vyberu na potvrdenie alebo vyvratenie Ho podl'a [VIL. 7. ]:

2

=1( )—2 1 = [(1,645+ 1,645) 0,15 ] ~6
n=[u_g+u _g) Ty = [(1, ; o2 1 =
Sila testu 1-f: a = 0,05 —> u, = -1,645 (z tabuliek, alebo z EXCELU funkciou

NORMSINV(a)). Kvantil distribu¢nej funkcie ui-p dostaneme zo vztahu:
H— K, —

Uy = U T T.\“n [VIL.8]

Znamienko ,,+“ je pre pravostranni hypotézu .-, pre avostrannu. Pre naSu lavostranni

hypotézu dostaneme

k- K, — -0,2
—2 n=-1,645—

Uy_p = U — — V6=1,621133

o

Silu testu 1-B potom dostaneme opdt z tabulieck N(0;1), alebo v EXCELI funkciou
NORMSDIST (u-p):

1-B=0,948 (v bode p)

Zhriime si to:

Zo vstupnych parametrov socidlneho programu sme dostali 3 udaje délezité uz pri jeho
planovani:

Minimélny rozsah vyberového suboru na zamietnutie alebo nezamietnutie nulovej hypotézy,
ktory by sa sledoval v d'alSom programe

n==6

Kriticky obor pre l'avostranny test Q< po:
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Wa = (-0 ug) = (-00; -1,645)

Testovacie Statistické kritérium, ktoré by sa vypocitalo z terénnych dat, by bolo porovnavané
z kritickym oborom na zamietnutie Ho (ak testovacia Statistika padla do kritického oboru).
Sila testu:

1-B=0,948

V pripade zamietnutia Ho sa musi eSte urobit’ sila testu, aké je teda pravdepodobnost’ chyby
II. druhu (zamietnutie Ho aj ked je pravdiva). Prvy odhad sily testu hovori, ze
pravdepodobnost’ zamietnutia Ho aj keby bola pravdiva je len asi 5% (presnejsie f = 0,052),

teda v 1 pripade z 20, ¢o je vel'mi uspokojivé a moézeme zacat’ pracovat’ na projekte.

Bolo to tazké? ,,Samozrejme, Ze bolo!* — pocujeme vasu odpoved’ — ,.takmer vobec
nevieme o ¢o ide!*

Mate pravdu. Je to tazké. Ale aj to je normalne. Nemate na to zatial’ vytvorené v mysli
ziadne obvody, a ak vas to trochu upokoji, problematika sily testu byva Casto obchadzana
a zanedbavand aj v mnohych ucebniciach, prednaSkach a Statistikich. Mnohi tomu
jednoducho nerozumeju, alebo sa im tym nechct zaoberat. Maximalne vam povedia, Ze sa to
da vypocitat’ nejakym profesiondlnym softvérom, odsunt to d’aleko do budicnosti, mozno aj
preto, lebo vam nedoveruju a ak by ste to raz v buducnosti potrebovali, nech vés to niekto iny
nauci.

Pritom v celom priklade VIIL.2. bol oproti predchadzajicemu textu len jeden jediny

novy vzorec, ktory je potrebné poznat’ ato [VIL.8]. (Pre nadanejSich by sa to dalo mozno

pochopit’ aj na zaklade toho, co sme si povedali v predchddzajicich kapitolach o rozdeleni
pravdepodobnosti, o funkciach hustoty pravdepodobnosti, intervaloch a pod., ale to bolo uz
davno, ze?). Neuvadzame ho pre Studentov, aby sa to vSetko museli naucit naspamat’
a zblaznili sa, ale aby to mali kde vyhl'adat, keby to potrebovali. A kedy by to tak asi mohli
potrebovat’? Ked’ budu hrat’ so Statistikou poctivih hru a hlavne, ked’ bude v ich analyze Ho
zamietnutd. To je totiz zastavenie sa v polovici cesty, aj ked na takyto pristup natrafite
vo velkej vacsine pripadov.

Predstavme si, Zze nulovi hypotézu Ho z predchadzajuceho prikladu na hladine o =
0,05 po vykonani zberu dat a dokladnom testovani zamietneme v prospech alternativnej
hypotézy Hi. Zda sa vsetko v poriadku, namaha a financie investované do krizovych centier
su naozaj vyborny projekt. Ale ak by nidhodou z vypoctu sily testu vyslo, ze vilom je

pravdepodobnost’ zamietnutia Ho aj ked’ je pravdiva napr. 0,8 (t.j. 8 z 10, sila testu 1-$=0,2
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ap = 0,8), mozete cely test aj vyskum hodit’ do kosa, pretoze prakticky nemé vyznam, ani
ziadnu vypovednu hodnotu. Dobry den!
Hypotéz je vela, Statistické hypotézy majii v nich vSak predsa len

osobitné postavenie, pretoze ako bolo naznacené, musia mat isté vlastnosti.

Musi to byt nejaky jednoduchy vyrok obsahujici ndhodné premenné, ktorych
zberom aporovnanim sa da hypotéza jednoznane zamietnut' alebo
nezamietnut. VacSinou stav predstavujuci predchadzajuce status quo pred nejakym zésahom
polozime ako nulovu hypotézu, ktoru by sme testovanim najradSej zamietli. Takto na poli
biostatistiky sledujeme napr. Uc€inky liekov, intervencii, lieCebnych postupov, roéznych
diagnostickych technik a metodik a pod., preto ma v biostatistike testovanie hypotéz taky
vel'ky vyznam. ZI¢ jazyky tvrdia, s pripustnou mierou prehanania, zZe tym, Ze sa biostatistiky
zmocnili hlavne zdravotnicki pracovnici, stala sa dost’ nezrozumitel'nou ba az ,,vedeckou®, ale
napriek tomu uzitocnou interdisciplinarnou ¢innostou, ktorej vysledky mozno vyuzit aj
v humanitnych odboroch. Statistiky ako prevalencia, umrtnost’ a pod. sa moZu pohybovat’ aj
na stycnych hraniciach, napr. Statistika umrtnosti v suvislosti s drogami. Testovanie hypotéz
je jednym z nastrojov, ktoré je uzito¢né aplikovat' aj mimo zdravotnictva a biologickych
odborov.

Mozno nam v bioStatistike chyba trochu nadhlad nad medicinou. Dokaze dobre
spracovat’ data z jednotlivych izko zameranych problematik, otestovat’ rozne podsystémy,
zistit'  senzitivitu, hladinu vyznamnosti a Specifickost réznych medicinskych testov
a vySetreni, teda ndjst’ rozsah ich pouzitia, ale aj obmedzenia, a to dost’ vyznamné, ktoré su
ich neoddelitel'nou vlastnost'ou, ¢i sa nam to paci alebo nie. Spomeiite si na Bayesa v jedne;j
z predchadzajucich kapitol, kde sme sa mohli dopocitat’ k pravdepodobnosti pozitivneho
vyskytu niecoho nedobrého u pacienta pri vel'mi sluSnom diagnostickom teste len na urovni
tesne nad 30%! Napriek tomu sa mnohi (Statisticka vacSina? Nemame to overené, otestované,
bolo by to neandertdlske tvrdenie) inak velmi obetavi nasledovnici Hippokrata v bielom
plasti s vysledkom takéhoto testu na 95% hladine vyznamnosti, sa tvaria ¢asto bohorovne. To
je obraz dnesnej mediciny, pracujicej na urovni nadbozenskej viery v jej vSemocnost. Aby
nedoslo k omylu, nechceme tu predkladat’ anarchistické popierania vyznamu mediciny, ako to
robia rozni ,,alternativni liecitelia® najcastejSie s nie uplne ¢istymi imyslami. Ale je jasné, ze
Pudsky organizmus ako dynamicky systém vyvijajici sa v ¢ase a v neustdlej interakcii so
svojim okolim je stvoreny tak, Ze ma mnoho spétnych vézieb, vracajucich va¢sinu odchylok
samovolne do rovnovaznej polohy (priroda lieci, lekar uzdravuje), ale aj svoje hranice, kde

medicina pomdct’ jednoducho nemoze. Biostatistika ako nadhl’ad, by mohla viest’ k navratu
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k prirodzenej ucte a skromnosti mediciny k Boziemu dielu, ale aj ku skromnosti pacientov
v ich oCakavani a vicsej starostlivosti a zodpovednosti samych za seba. Mohla by pomoct
ocistit’ samu seba od mnozstva neandertalskych ucelovych statistik, ktoré sa za nou skryvaju.
Mohla by dat’ odpoved’ na niektoré zaujimavé otdzky v mnohych oblastiach, napr.:

Bez faloSnych nadeji predlozit redlne moznosti mediciny (a zdravotnictva ako dost’
postihnutého systému) v rieseni roznych medicinskych problémov.

InStrumentalizicia vySetrenia i lieCby a odcudzenie pacienta ako negativny faktor liecebného
procesu pri zachovani priority klinického postdenia.

Prirodzené moznosti pacienta pri zodpovednom pristupe samého k sebe.

Obrovské preliekovanie populacie, odhalenie systematickych odchylok od normalu
v zdravotnickom systéme vplyvom aktivit farmaceutickych spolo¢nosti. Uzito¢nost’ farméacie
a farmakolégie vs. ekonomické zaujmy farmaceutickych firiem. PRIMUM NON NOCERE.
Kvantifikovat’ pozitivne a negativne ekonomické, politické a socidlne vplyvy na vykonnost
zdravotnictva.

Bez nejakej tuzby po zriad’ovani d’al§ich iradov by biostatistika mohla podnietit’ vznik
komisie s vysokou pravomocou, ktora by mala moznost postihovat’” nekalti a klamliva
reklamu orientovant na zdravie a zdravotnictvo, ktord uz priamo ohrozuje l'udi. Komisia by
podl'a moznosti mala byt bez zéstupcov farmaceutickych firiem.

Uvedomit’ si mieru niekedy az prekvapujicej uspesnosti roznych alternativnych lieCitel'ov

i,liecitelov* ako realny Statisticky jav.
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Mnohi asi ndjdu eSte d’alSie a dolezitejSie strategické oblasti mediciny a zdravotnictva, ktoré
by sa mohla pokusit’ biostatistika vyriesit, ale vratme sa od 6dy na radost’ z biostatistiky na
zem. Oddychnime si d’al§im prikladom:

Pr.VIL3.: Istd Spickovd psychiatricka klinika sa rozhodla vykonat' Studiu ucinku série
vhodnych psychoterapeutickych sedeni s tazkou depresiou postihnutymi Studentmi
humanitnych odborov pred skuskou zo Statistiky v pokojnom prostredi, kde zarucovala, ze
v okruhu 10 km od kliniky sa nebude Ziaden Statistik pocas celého programu vyskytovat.
Velkost’ uc¢inku (ES = Effect size) kvantifikovala pomocou vhodného dotaznika (napr. HAS,
MADRS, alebo vlastnym — odbornici vedia o ¢o ide, ostanym je blizSia informacia teraz
zbytoc¢nd) pred a po sedeniach, pricom velkost skoére z dotaznikov ma normalne rozdelenie.
Vhodnost’ postupu na zniZenie depresie, teda uc¢inok, podrobila testu Statistickej hypotézy na
vysokej hladine vyznamnosti oo = 0,05. Poktsme sa spolu s odbornikmi zahibit' do projektu
a spolupracovat’ na tvorbe designu klinickej Studie:

Aj ked’ je dostato¢nd velkost’ ucinku ES prioritne zalezitostou klinickou a nie len Statistickou,
zaviedli niektori autori [10], [11] na prijateln(i orientaciu nasledujuce orientacné hladiny,

ktoré je potrebné spresnit’ pre konkrétnu tlohu:

ES Hodnota
Nizka 0,00 — 0,20
Stredna 0,21 — 0,50
Vysoka 0,51 — 0,75

Tab. VIL4.: Hladiny ES podla [10], [11]

Velkost uéinku ES si definovali nasledovne:

Ly — I

0'” 0

Lo je strednd hodnota (aritmeticky priemer) pred aplikaciou psychoterapeutického programu a
pi po aplikacii: A = - Ho

Ho: Program psychoterapeutickych sedeni ma Statisticky minimalny vplyv na lie¢bu hlbokej
depresie Studentov napriklad takej politologie pred sktiskou zo Statistiky. pi = po na hladine

vyznamnosti testu a = 0,05; B = 0,20; 0= 50; po =45

Hi: Program psychoterapeutickych sedeni mé Statisticky vyznamny vplyv na liecbu hlboke;j
depresie Studentov politoldgie pred skiskou zo Statistiky. 1 < po

Rozsah vyberového stiboru pre klinicka $tadiu podl'a [VIL. 7.] bude:
o 2

n=[(u;q _‘ui—B:)'? — I ]
0
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Pre CastejSie pouzivanie kvantilov rozdelenia N(0;1) si ich este raz uved’ v tabul'ke VIL.5:

a u(1-a/2) | u(1l-a) B u(1-B)
0,001 |3,290527|3,090232| 0,05 |1,644854
0,005 |2,807034|2,575829| 0,10 |1,281552
0,01 |2,575829|2,326348| 0,15 |1,036433
0,05 1,959964 | 1,644854 0,20 |0,841621
0,1 1,644854 | 1,281552 0,25 0,67449
Tab.: VILS.: NajéastejSie pouZivané tabul’kové hodnoty kvantilov N(0,1).

Potom rozsah suboru pre testovanie nulovej hypotézy voci lavostrannej hypotéze p < 27

dostaneme

o 2

\ . .50 7
n= [(“1-« "'“-1-;3_)-? _— ] = [(1,645+0, 84).E ] =48
0

Kriticky obor pre l'avostranny test | < Lo:

Wq = (-005 ug) = (-00; -1,645)

Pracovnici kliniky maja pripravené vsetko, mézu zacat’ pracovat’ so Studentmi, na konci im
dat HAS dotaznik ajeho vysledky spracovat. Dokoncit’ testovanie Statistickej hypotézy
a v pripade, ze budu moéct zamietnut Ho, tak pri akceptovatelnej sile testu radostnych
Studentov moZzu poslat’ na opravny termin zo Statistiky a svoju Studiu publikovat’ v odbornom

casopise.

Ak sa vam zd4, ze ste to nejako zvladli a ze zivot je vlastne dost’ fadny, teraz to pride!
Mame pre Citatel'ov (nielen pre Studentov) uZzasnu spravu: Aj mnoho inych velikdnov vedy
okrem Jary Cimrmana chcelo zanechat po sebe stopu ak tomu im najlepSie poslizila
Statistika ako mlada veda, v systematike eSte obcCas trochu trpiaca detskymi chorobami. Dalo
by sa takmer zvolat: Co velikan, to novy test! A mame ich takmer bezbrehé mnoZstvo,
prakticky na vSetky potrebné a myslitelné, ba ¢asto aj nemyslitené prilezitosti. Dosledkom
toho byvaju mnohé konferencie, pracovné konflikty, oponentské diskusie a tvorivé stretnutia
Statistikov neocakavane zivé. Je to naozaj otvorené badatel'ské pole pre mladych zacinajicich
vyskumnikov a vedcov na realiziciu svojich intelektudlnych vybojov, ktoré mézu dokonca
skoncit’, ktohovie, aj d’alsSim novym, doteraz nezndmym testom nazvanym podl’a jeho autora.
A tak sa stat uspeSnym, sldvnym anesmrtelnym. Nam vSak prislucha v tejto chvili
skromnejS$ia Uloha urobit’ si aspont elementdrnu systematicki prechadzku zelenym héajom

testov Statistickych hypotéz.

208



Vyskum a $tatistika v spolo¢enskych vedach
(s humorom a laskou)

Asi najschodnejsie je rozdelenie testov podl'a obsahu:
- testy dobrej zhody
- testy priemerov
- testy rozptylov

- Specidlne testy (test ndhodnosti, nezdvislosti, extrémnych odchylok, ai.

Takmer vo vSetkych predchadzajicich prikladoch testovania sme mlcky alebo aj
nahlas predpokladali, ze vychadzame z nejakého znadmeho, najlepSie normalneho rozdelenia.
Ak by to nebola pravda, mohli sme sa dopustit aj zavaznych chyb vo vypoctoch.
V matematike a teda aj v Statistike je nieco iné si len tak povedat’ a nieco iné si to dokéazat’
alebo aspon spocitat’. Testy dobrej zhody sluzia prave na to, aby v pripade, Ze si to problém
vyzaduje, bolo mozné uz kvalifikovane povedat’, Ze subor dat podlieha napr. rovhomernému,
exponencialnemu alebo normélnemu rozdeleniu.

a) Pearsonov parametricky y2- test dobrej zhody.

Je vel'mi pouzivany a jednoduchy. Hodnoty pozorovani zaradime do k tried pocetnosti:

fip, f2py ..., fip. Porovndme ich s pocetnostami, ktoré by zodpovedali teoretickému rozdeleniu
(nemusi to byt nevyhnutne len normalne rozdelenie N(u;c?): fit, fat, ..., fke. Testovanou
hypotézou Ho bude hypotéza o zhode medzi pozorovanym a teoretickym rozdelenim. Ako

testovacie kritérium pouzijeme Statistiku

L 12
X2 = Z (f”fA [VIL10]
i=1 e

Statistika %2 v pripade platnosti Ho ma y2- rozdelenie s (k-1) stupfiami volnosti. Ho zamietame
na hladine vyznamnosti o, ak vypocitana hodnota x%> %2a(k-1), ktort najdeme v tabul’kach,

pricom fi; v kazdom intervale musi byt fi > 5.

Pr.VIL. 4.[12]: Skupinka dopravnych policajtov, Cerstvych absolventov matfyzu, v ramci boja
proti alkoholu za volantom dostala za ilohu zistit, ¢i vikendové (piatok az nedel’a) dopravné
nehody pod vplyvom alkoholu vyznamne prevysuju rovnaké dopravné nehody v pracovnych
diloch tyzdia (pondelok az Stvrtok). Dostali na to z ministerstva ¢as 10 mesiacov, nad ¢im sa
pousmiali a thned” vyhladali zdznamy nehodovosti za posledny rok. Zistili priemerné pocty

nehdd pod vplyvom alkoholu v rdzne dni tyzdina nasledovne:
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7213
-t

dent | po ‘ ut ‘ st

‘ pi ‘ SO ‘ ne | spolu

i |15 ‘11 ‘ 14 ‘

O

‘17 ‘27 ‘26 |119

Rozhodli sa pracovat’ na dost’ vysokej hladine vyznamnosti testu o = 0,05.
Ho: Rozdelenie nehodovosti pod vplyvom alkoholu v tyzdni je rovnomerné. Potom teoretické
pocetnosti fiiaz f7, = 119/7 = 17.

Hi: Rozdelenie nehodovosti pod vplyvom alkoholu v tyZdni nie je rovnomerné.

Zostrojili tabul’ku z pozorovanych, teoretickych a vypocitanych hodnot (A =fi, - fi;):

dein |fip fi ¢ A? A £y
po 15 17 410,235294
ut 11 17 36(2,117647
st 14 17 910,529412
st 9 17 64 |3,764706
pi 17 17 0 0
(o) 27 17 100 5,882353
ne 26 17 81|4,764706

spolu 119 119 17,29412
X 17

Xi6) 12,59159

KedZze x> x*a(k-1) tj. 17,3>12,6, Hy o rovhomernom rozdeleni nehodovosti pod vplyvom
alkoholu v tyzdni zamietli.

Pouvazovali eSte, ze pri rovnomernom rozdeleni by musela byt pocetnost’ nehod v 4 dioch
tyzdna (po az §t) 4/7 zo 119 —» fi; = 68 av 3 ditoch (pi az ne) 3/7 zo 119 teda fr; = 51.
Skuto¢né hodnoty boli: fi,, = 49 a f,, = 70. Ked’ to vlozili do vzt'ahu [VII.10] aby otestovali

novu Ho, Ze nehodovost’ v tyzdni je rovnaka ako cez vikend proti Hi, Ze cez vikend je vicsia:

12,39

k , -~ 7 , ~2 - ~ 2
oy Z (fip — Fie)” (49— 68)° L (70-51)" _
= 4 fis 68 51
v 2a(k-1)= x20,05(1) = 3,84 podla tabuliek.
KedZe x> x2a(k-1) t.j. 12,39 >3,84, Hy o rovnomernom rozdeleni nehodovosti pod vplyvom

alkoholu v tyzdni zamietli v prospech Hi, Ze cez vikend je vyrazne vysSia. 9 mesiacov a 29

dni nemuseli uz robit’ vyskum a mohli sa venovat’ ochrane vodic¢ov a plynulosti dopravy.
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Hodnoty kvantilov x2- rozdelenia pre rdzne o a rozne stupne volnosti mozno dostat’ aj
v EXCELI cez funkciu CHIINV(a; k-1). Cely test je mozné jednoducho v EXCELI
realizovat’ tak, e si pozorované hodnoty dame do jedného stipca (napr. Al az A7) a vedla
teoretické hodnoty (B1 az B7), pouzitim funkcie CHITEST(actual range;expected range),
kde za actual_range vlozime mySou rozsah pozorovanych hodndt (Al az A7 v naSom
pripade) aza expected_range zase rozsah ocakdvanych teoretickych hodndt (Bl az B7).
Vrati nam do nového okienka hodnotu pravdepodobnosti %2- rozdelenia. Potom pouZijeme
funkciu CHIINV(p; k-1) (v nasom ilustracnom pripade CHIINV(vypocitana hodnota cez
CHITEST; 6)) a dostaneme vyslednt hodnotu testovanej Statistiky, ktoru uz len porovname

s tabul’kovou hodnotou ziskanou cez CHIINV(a; k-1) v nasom pripade CHIINV(0,05; 6).

b) Kolmogorovov-Smirnovov test dobrej zhody

V Castych pripadoch, kedy neméme pozorované hodnoty rozdelené do tried, alebo ide o malé
rozsahy suborov, resp. v triede je pocetnost’ mensia ako 5 pouzivame radsej Kolmogorovov-
Smirnovov jednovyberovy resp. dvojvyberovy test. (K-S test). Pri jednovyberovom K-S teste
(napr. zhody s normélnym rozdelenim) mame n pozorovani nejakej ndhodnej premennej Xi,

usporiadané podla velkosti do variatného radu. Vypoclitame aritmeticky priemer X
a smerodajnii odchylku o. Vypocitame ku kazdej i-tej hodnote podiel i/n a hodnotu

distribu¢nej funkcie F(x;) normélneho rozdelenia, najlepsie pomocou EXCELU a jeho funkcie

NORMDIST(xi, X; 6;1) a rozdiel

i
D, = |F(xi)—; | [VIL11]

Najvicsiu hodnotu z nich max(Di) porovndme s tabul’kovymi kritickymi hodnotami K-S testu
Don. Ak max(Di) > Dgn tak Ho ozhode vyberového stboru s normalnym rozdelenim

zamietame.

Dvojvyberovy K-S test posudzuje zhodu rozdeleni 2 suborov resp., ze 2 vyberové subory
pochadzaju z toho istého zdkladného stiboru. Ako testovacie kritérium sa v tomto pripade
pouzije Statistika

D, = |F1(x,;)—F2(x,,)l [VIL.12]
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Maximalna hodnota zrozdielov hodnot distribu¢nej funkcie 1. a 2.siboru sa porovnava
s tabul'’kovou kritickou hodnotou ako v predchadzajucom pripade. Tabul'ky mozno néjst’ aj na
webe napr. [13]. Pre vicSie rozsahy suboru (n>30) kriticki hodnotu mozno odhadntt

zo vzt'ahu:

D, = "1 In 2 11.13
an = \|5- . [VIL.13]

Je to dost’ jednoduché, ale jednoduchy priklad to najlepSie vysvetli:

Pr.VIL 5.: (Pocta Ray Bradburymu a Arthurovi C.Clarkovi, ilustracné foto SITA,AP).
Umely ostrov visel nad tretou celkom sympatickou ’
planétou inak nudného hviezdneho systému uZz
niekol’ko tisic jej obehov okolo hviezdy, ale stale sa
nevedeli rozhodnit, ¢i sa na nej nachadza
inteligentny zivot, ba zivot vobec. Zakotvili v bode,
kde ich nebolo mozné zamerat ani nijako
spozorovat, aj keby na planéte nejakd vyspela
atechnicky zdatnd civilizdcia bola. Sledovali

niektoré ukazy, ako primitivne autodesStrukéné

Stiepenia atobmov a iné premeny energie, odstredivé

drahy niektorych telies alebo intenzivny elektromagneticky smog, ale vSetko to mohlo byt len
prejavom slepej ndhody, nevyznamnymi odchylkami v beznom usporiadani subatomarnych
Castic pri danych podmienkach. Nakoniec dostali suhlas Najvyssej medzigalaktickej rady na
vynimku z etického kdédexu aurobili nahodny odber 10 ks zvlaStnych dvojnohych
a dvojrukych predmetov prevazne na baze kyslika, vodika a uhlika. VSetky techniky a procesy
nadviazania kontaktu vSak uplne zlyhédvali, az si niekto spomenul na prastary test na
uréovanie stupiia inteligencie nazvany IQ, pouzivany kedysi na sledovanie Struktr omnoho
primitivnejSich ako nerasty, kamene a kryStaly v ich materskom kute Univerza. Prieskumnici
si urcili nulova hypotézu, Ze ak akokol'vek nizka hladina inteligencie odobranych vzoriek
bude podliehat’ norméalnemu rozdeleniu, budu sa planéte este nejaky ¢as venovat’, preto zvolili
jednovyberovy K-S test s vysledkami v tabul'ke premietnutej v temnom priestore s mrazivym

pozadim hortcich hviezd:
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i x [1Q] i/10 F(x) | p=|Fx-i/10]|
1 108 0,1 |0,288822| 0,188822
2 109 02 |0,348973| 0,148973
3 109 0,3 |0,348973| 0,048973
4 109 04  |0,348973| 0,051027
5 109 0,5 |0,348973| 0,151027
6 110 06 |0,413186| 0,186814
7 110 0,7 |0,413186| 0,286814
8 110 0,8 |0,413186| 0,386814
9 111 09 |0,479814| 0,420186
10 128 1 0,997583 | 0,002417
X 111,3 max D 0,420186
c 5,9264 D(0,05;10) 0,41

Ako to dali dokopy? V 1.stipci je &islo testu IQ po usporiadani podl'a velkosti. V druhom
stipci su zistené hodnoty IQ testu desiatich z planéty nahodne odobratych entit a pod tym ich
aritmeticky priemer a smerodajna odchylka. 3.stipec je jednoducho vydelené poradové &islo
iriadku poctom pozorovani, teda 10, to predstavuje teoretické normélne normované
rozdelenie. 4.stlpec dostali pomocou najnovsej medzigalaktickej verzie MS EXCEL a jej

funkcie NORMDIST(xi, ¥; o31). V poslednom stipci urobili absolutnu hodnotu rozdielu

D=| F(xi-i/10 | .Maximalna hodnota zo vSetkych D je posudzovand hodnota Statistiky pre test.
V poslednom riadku vpravo je tabul’kova kritickd hodnota testu D(0,05;10).
Pretoze max(D) > Dqa tak Ho o zhode vyberového stiboru s normélnym rozdelenim na
hladine vyznamnosti testu o=0,05 zamietli atrochu rozladeni, Zze nenaSli ani néznak
inteligentného zivota na planéte ani v celom hviezdnom systéme s nizkou prognézou do
budiicnosti, sa odputali a odleteli do inych zaujimavych kutov Vesmiru. Nebolo tu ¢o a hlavne
komu ponuknut’.

Stretnutie najvyssich predstavitel'ov vel'moci a vplyvnych krajin Zeme sa dlho nieslo
v Standardnom konfrontacnom duchu presadzovania vlastnych zdujmov. Niekol’kokrat hrozilo
jeho konfliktné prerusenie, ale to by nebol dobry signdl svojim voliCom. Preto sa nakoniec
dohodli na vyhlaseni, ktoré malo odputat’ pozornost’ sveta od redlnych problémov. Bolo
konstatované, ze po neobyCajnom Usili atvorivom riadeni najmodernejSej vedy a celej
spolo¢nosti sa pravdepodobne podarilo nadviazat’ spojenie s mimozemskou civilizaciou, aj
ked’ to vedci este zd’aleka jednoznacne nepotvrdili. Zato vSak politici vyjadrili presvedcenie,

ze pravdepodobni navstevnici s reSpektom a obdivom vnimali nase pokroky v oblasti vedy,
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ekonomiky, priemyslu a kultiry, nevynimajic nasu skvelu Statistiku, ktoré budia nepochybne

obohatenim oboch stran pri bliziacich sa kontaktoch.

Testami priemeru sme sa zaoberali aspoil ilustratne na zaciatku kapitoly. Boli to testy
parametrov strednych hodnét jedného suboru (Pr.VIL.1.) a dvoch stborov (Jara Cimrman),
nazvané v Statistickom Zargdne ako u-testy, v ktorych je testovacia Statistika u, vzt'ahovana
na normované normélne rozdelenie N(0;1). Castejsie sa vyskytuji ¢-testy, kde §tatistikou je na

prvy pohlad rovnaké kritérium

t, = ‘_""a“o n pre jeden subor, resp.
t, = a”— % resp. pre stredné hodnoty 2 suborov [VII.14]
ymi n2

taktiez obojstranné alebo jednostranné (pravo-, lavostranné) a kritickd hodnota #,(n-1) sa
vyhl'add ztabuliek Studentovho rozdelenia. Pouziva sa predovSetkym v pripade mensich

rozsahov vyberov a pri nezndmych rozptyloch.

Pr.VIL.6. (Jednovyberovy t-test): Velky boss nebol spokojny hlavne s jeho dlhoro¢nym
dilerom Degesom. Vedel, bola to zdedena mudrost’ otcov, Ze po Case musi dilerov obmenit’,
pretoze sa dostdvaju do priliSnej rutiny a zacinaju Spekulovat. Zdalo sa mu, ze zisky
z Degesovych obchodov klesajti, ale chcel si to najprv overit. Dobri 'udia mu doniesli
informdcie, ako jazdi v novucickom drahom aute po peSej zéne, provokuje policajtov
a v baroch striela po l'ud'och, ¢o sa mu zakéhokol'vek dovodu znepacili; aje k svojim
zakaznikom arogantny. To nebolo dobré pre biznis, preto si vzal Degesove vysledky
poslednych dvoch tyzdnov, aby sa na ne pozrel odbornym okom skliseného manaZera
a Statistika, a preveril, ¢i jeho odovzdané trzby poklesli Statisticky vyznamne oproti
pozadovanym 10 000.- € za den. Naro¢né vypocty pre dolezité rozhodnutia nemohol zverit
ani svojim najbliz§im a najoddanejSim pracovnikom, pretoze ti nedokazali spocitat, ani kol'ko
Pudi dnes odkraglovali. Pouzil len beznli hladinu vyznamnosti a = 0,05; ved’ iSlo o Zivot.
Dennd trzba Degesa za predaj drog v 2 tyzdiioch v € bola:

8500, 1100, 9400, 7600, 8600,10900, 7400, 7000,7400, 11300, 8800, 8600, 8500 a 8200.
Nalial si slusnu davku brandy, zapalil vonava cigaru a schuti sa pustil do prace. Z udajov

o trzbe vyratal aritmeticky priemer ¥ = 8800 s vyberovou smerodajnou odchylkou s = 1436,

pretoze nepoznal rozptyl 2. Nulové hypotéza, ktorl sa rozhodol testovat’, bola pre neho
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Ho: p = po (Deges ho neokrada) oproti alternativnej hypotéze Hi: n < po (Deges ho okrada
dost’ vyznamne). Zvolil si testovaciu Statistiku [VII.14]

X— g —

t= S n

s
so Studentovym t-rozdelenim s (n-1) stupfiami volnosti. Kritickd hodnota Studentovho
rozdelenia pre a = 0,05 a pocet stupiiov volnosti n - 1 = 13 je ton-1 = 1,771 (pouzil tabulky,
pre istotu si to porovnal s EXCELOM, ked mu druhd karafa brandy precistila mozog
a spomenul si, ze EXCEL po¢ita vzdy len obojstrannti hypotézu t.j. s polovinou toho, ¢o mu
vlozil a/2, tak pre l'avostranni hypotézu p < po musel do prislusnej funkcie TINV(a, n-1)
vlozit’ za o dvojnasobnu hodnotu a=0,1 inak by mu EXCEL pocital len s a=0,025). Kriticky
obor je pomocou tabuliek a EXCELU
Wa = (-0, ~ta,n-1)) = (-0, -to,05;13) = (-00,-1,771)

Vypocital

xX—pu, — 8800—10000 —
t= Nn= V142 —-3,130
s 1436

Vedel, ze nulova hypotézu Ho m6ze zamietnut’ na hladine vyznamnosti testu o = 0,05 vtedy,

ked |tl > ton1 o |%\?| > to,n-1, resp. ked’ hodnota testovacieho kritéria padne do

kritického oboru, ¢ize ked’ te Wq. A padla.
Zabafkal z cigary, uSkrnul sa neprijemnym uSkl'abkom, z ktorého behal mraz po chrbte,

zdvihol telefon a strucne prikéazal: ,,Namiesajte kvalitny beton!*

Pr.VIL7. (Dvojvyberovy t-test pre stredné hodnoty): Bola to zvlastna, zapadajiucim slnkom
do cervena podfarbena scéna. Na kopci nad Dunajom v podvecernom napidtom tichu boli
zoradené jednotky princa Eugena, ktoré len tazko zakryvali Gnavu po tazkom a dlhom
prechode kopcov a mociarov popri rieke. Pod kopcom klacala elitnd jednotka tureckych
janiciarov, ich odvazny a hrdy velitel Turcin Poni¢an na znak priatel'skych umyslov stal pred
princovym koniom s vystretymi rukami a poddval mu svoj zahnuty ozdobeny mec. Nebola to
pasca, uskok? Ale princa Eugena Savojského upokojil jeho verny pobocnik na bojovych
vypravach, Michael Olahus z vyznamnej vetvy duchovnej slachty, ktorej predstavitel'om bol
Clen protiosmanskej ligy a ostrihomsky arcibiskup Nicolaus III. Olah, ktory vedel, Ze mlady
velitel’ tureckej elitnej gardy ndhodou stretol v Hornom Uhorsku svoju matku a spoznal svoje

rodné korene 1 korene celej druziny.
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Princ nariadil vojsku kratky tichy odpocinok
azvolal bojovu poradu. Od Tur¢ina Ponicana sa

dozvedeli aktudlnu situédciu, ale aj neuteSeny pomer sil:

LN
Princ mal necelych 50 000 dost’ vyCerpanych muzov, <2 Q
zatial' ¢o sultdn Mustafa II. ich mal viac ako 100 000. < (|
A zacalo byt jasné, preco sultdn napriek vyhodnému a

pomeru sil ustupuje: Chcel po prekroceni rieky Tisy
zaujat za jej mostom eSte vyhodnejSie, prakticky
neporazite'né postavenie. Princ, jeho generali i janiciari
na seba bezradne pozreli, len Michael Olahus v kute
bojového stanu za blikotania fakiel’ nie¢o usilovne pocital. Bola noc 10. septembra 1697.

Mal dva subory: Vlastni armadu, v ktorej musel od¢itat’ ranenych a tplne vyc€erpanych, a po

porade s 20 dostojnikmi ziskal odhad, teda x¥; = 40000 muzov s odhadom smerodajnej

odchylky s; = 24500 a osmanské vojsko Mustafu II., ktoré po nasilnom zverbovani

obyvatel'stva a nasadeni otrokov mohlo mat’ rozsah podla vyjadrenia 10 janiCiarov X; =

120000 muzov so smerodajnou odchylkou s = £80000. Zapisal si n;= 20 (20 ddstojnikov,
ktori mu poskytli ¢iselny odhad poctu muzov) a n2 = 10 (jani¢iarov). Stret na otvorenom poli
by bol nezmyslom. Co by sa viak stalo, keby nepriatel'a napadli v polovici presunu cez rieku,
aké by mali Sance? Prelozené do Statistického jazyka, dalo by sa prijat’ Ho, zZe by sa stredné
hodnoty suborov poctu bojovnikov vyrovnali? Teda

Ho : p1 = p2 oproti Hy @ pi # pa; o= 0,05

Michael Olahus si opit’ prepisal vstupné udaje:

X1 =40000; s; =£24500; s;>= 600250000; n;=20
X2 =60000; s> =£40000; s;>= 1600000000; n>= 10

Ako testovaciu charakteristiku zvolil zo [VII1.14]

kde s je spolo¢na smerodajna odchylka, ktori dostaneme trochu naméhavejsie zo vztahu

(1 1
s=5,. —+— [VILI.15]
» \J n, n,

kde
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a — —
(n, —1).5%+ (n, — 1).55
s="'1 )-5 F (1, ~ 1).5, [VIL16]
N n, +n, —2

Po trochu tazkopadnom vypocte dostal pre s = 11757,5 apre testovaciu
charakteristiku

t = 1,701036. Tabul'kova kriticka hodnota te(12; + 15, — 2) = t,05(28) = 1,701131. Ked'Ze t <
t«(ny + n, — 2), Ho nebolo potrebné zamietnut’ a dalo sa predpokladat, Ze odchylky

strednych hodndt poctov bojovnikov v oboch zoskupeniach pri polovicnom prechode Turkov
cez most na hladine vyznamnosti o = 0,05 st viac-menej vyrovnané.

Princovi Eugenovi doslo, Ze spanok sa odklad4. K mostu cez Tisu pri malo znamom
meste Zenta docvalali v prava chvilu. V ten deni zahynulo alebo sa v Tise utopilo asi 30 000
Turkov, na druhej strane padlo 500 bojovnikov a zacal sa postupny upadok Osmanskej rise.

V predchédzajicom priklade nemali vojskd vela casu, inak je potrebné eSte pred
testovanim urobit’ predbezny test na Statisticka blizkost’ rozptylov dvoch stuborov, nazvany
Fisherov F-test, teda Ho: o = o3 oproti Hy: o3 £03:

Ho sa zamieta na hladine vyznamnosti o, ak
F=—==>F(n,—1;n, — 1) [VII.17]

kde prvé hodnoty (s} a mysu vzdy vidsie zdvojice hodnét) a F(ny, — 1;m, —1) je
tabelovana hodnota Fisherovho rozdelenia pre 2 stupne volnosti (1, — 1; 11, — 1).
Michael Olahus sa dopo¢ital dodatoéne, ze F<F(n, — 1;n, —1) = 2,947652 <2,665556

a taktiez Ho nemusel zamietnut’.

Nie bez zaujimavosti je aj testovanie rozptylov ANOVA, alebo jednoduchy parovy t-
test na rovnost’ strednych hodnot 2 suborov, neparametricky znamienkovy test, alebo test
odl'ahlych extrémnych hodndt, pretoze aj ked’ sa ndm nejaka zistena hodnota vo vyberovom
subore prili§ nepaci, to este nie je dovod, aby sme ju zo suboru vylucili. To je skér dovod, ze
vyber avyberovy stbor ovplyviiujeme. Vylucenie odlahlej hodnoty, zatazenej velkou
systematickou chybou sa dé urobit’ na zéklade testu (Dixonov, Grubbsov a i.).

Uz viackrat som spomenul, Ze urobit’ spravny a dobry vyber je dost’ velky problém,
spadajuci viac do metodologie ako do Statistiky. Ako urobit’ napr. ndhodny vyber? Mozno to
skusit’ losovanim zo zakladného suboru tak, ze prvkom zdkladného stiboru pridelime ¢isla
z generatora nahodnych Cisel atie potom losujeme. Alebo podobnym spdsobom. Problém

vSak moze nastat’, a to ¢i generdtor nahodnych ¢isel (nejaky softvér, ktory mam k dispozicii)
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naozaj generuje ndhodné cisla. Skusme si otestovat’” pomocou jedovyberového K-S testu

generator ndhodnych ¢isel v EXCELI, ktory mame k dispozicii:

Pr.VIL 8.: Urobim si v EXCELI tabulku pre 20 hodnét F; rovnomerného rozdelenia (ak je to
naozaj ndhodny vyber), ktoré som dostal funkciou generatora nahodnych cisel RAND()
v EXCELI. D je max.hodnota d, a D(a;n) = D(0,05;20) = 0,294 najdem v tabulkach K-S
kritickych hodnot.

i i/20 Fi d=|Fii/20|
1 0,05| 0,083116| 0,033116
2 0,1| 0,088404| 0,011596
3 0,15] 0,112827| 0,037173
4 0,2|0,130461| 0,069539
5 0,25| 0,165427| 0,084573
6 0,3]0,172891| 0,127109
7 0,35| 0,189972| 0,160028
8 0,4|0,221692| 0,178308
9 0,45| 0,260614| 0,189386
10 0,5|0,263225| 0,236775
11 0,55| 0,351411| 0,198589
12 0,6|0,485374| 0,114626
13 0,65| 0,637237| 0,012763
14 0,7| 0,699771| 0,000229
15 0,75] 0,702131| 0,047869
16 0,8|0,736751| 0,063249
17 0,85| 0,74413| 0,10587
18 0,9|0,793859| 0,106141
19 0,95| 0,795046| 0,154954
20 1| 0,904985| 0,095015

D 0,236775

D(0,05;20) 0,294

Kedze D < D(a;n), nemézem zamietnut, ze moj generator nahodnych ¢isel mi ddva naozaj
vyberovy stbor ndhodnych ¢isel, nebudem sa musiet’ poobzerat’ po inom softvéri. Trochu sa
pri teste vasho generatora ndhodnych cisel pohrajte stym, ako vlozit' ndhodné ¢islo do
3.stipca, aby sa vzdy opdtovne neprepoéitavalo a aby ste cely 3.stipec mohli usporiadat’ podl'a

vel'kosti od najmensieho po najvicsie a potom subor testovat’.
Dotkli sme sa moznosti EXCELU pri testovani hypotéz. Pokial’ viete, Co robite, mdze to byt’

celkom dobry pomocnik. Cez listu kliknete na Udaje a potom vpravo hore na Analyza dt,

objavi sa vdm opét’ okno Analytické nastroje. V nich sa daju ngjst’ tieto uzitocné moznosti:
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- Anova: jeden faktor
- Anova: dva faktory s opakovanim
- Anova: dva faktory bez opakovania
- Dvojvyberovy F-test pre rozptyl
- Dvojvyberovy parovy t-test na strednu hodnotu
- Dvojvyberovy t-test s rovnostou rozptylov
- Dvojvyberovy t-test s nerovnostou rozptylov
- Dvojvyberovy z-test na strednu hodnotu
Test ANOVA (analyza rozptylov) predstavuje narocnejsie testovanie viacerych suborov, kde

testy zhody strednych hodndt st nahradené F-testami zhody rozptylov.

Dvojvyberovy F-test pre rozptyl sme si robili uz na konci Pr.VIL.7 pomocou vztahu [VIL.17].
Musi predchadzat’ dvojvyberové t-testy.

Pri pozorovani dvoch zavislych kvantitativnych znakoch X a'Y, z ktorych mézeme urobit’
vyberovy subor n dvojic (xi, yi), pricom X ma rozdelenie N(ui; 61%) a Y zase N(u2; 622),

vypocitame rozdiely di = xi- yi, nasledne aritmeticky priemer d a vyberovii smerodajnii
odchylku spodla [V.9] Nulova hypotézu Ho: pi = p2 testujeme parovym t-testom

s testovacou Statistikou

t=—.n [VIL.17]

| A

Ho zamietame na hladine vyznamnosti testu o ako vzdy ak
lt] =t (n—1)
kde t,(n — 1) je tabelovana hodnota Studentovho rozdelenia pre (n-1) stupfiov vol'nosti.

Dvojvyberovy t-test s rovnost'ou rozptylov sme pouzili v pr. VIL.7, pokial’ by ndm Fisherov F-
test nepotvrdil rovnost’ rozptylov tak musime pouzit Dvojvyberovy t-test s nerovnostou

rozptylov. z-test je ndAm znamy u-test so Statistikou u. Priklad v EXCELI:

Pr.VIL 9.: Vyskumna skupina vplyvu hudby na spravanie klientov reedukacného centra pre
mladistvych s ADHD si urobila 2 ndhodné vyberové stbory po 10 ziakov. V prvom sa
zamerala pocas vyskumu na uputanie pozornosti na vaznu hudbu, na narocnejSie objasnenie
jej krasy a praktické ukazky. Vaznu hudbu poclvali Ziaci aj na praxi a pri fyzickej praci.
Cinnost druhej skupiny sprevadzala na pozadi intenzivnej§ia az hladiska variability
hudobnych vyrazovych prostriedkov vel'mi jednoduché rockova hudba. V skimanom obdobi
vyhodnocovali v kazdej skupine prejavy nasilia (agresivita, Sikana a pod.), ktorej sa jednotlivi

ziaci dopustili, alebo sa stali jej obetami. Vysledky su v tabul’ke:
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ziak¢é. |12 (3(4|5|/6|7[8|9]|10
klasika [2 |0 |1 (3|00 (4]2|2]| 1
rock (0742|566 |6|7]| 2

Parovy t-test v EXCELI mal otestovat’ nulova hypotézu, Ze nie je rozdiel v prejavoch nasilia

ziakov vplyvom druhu pocuvanej hudby, teda

Ho: 1 = p2 oproti alternativnej hypotéze Hi: i # po
Krok 1: Preniesli sme si tabul’ku do EXCELU.

Krok 2: Cez Analyza dat a Analytické nastroje si zvolime Dvojvyberovy pdrovy t-test na

strednu hodnotu, klikneme na neho. Do riadku Soubor I vloZzime mySou rozsah buniek,

v ktorych je prvy riadok udajov pre klasicku hudbu (napr. C3:L3), podobne do riadku Soubor

2 vlozime mySou rozsah buniek, v ktorych je druhy riadok tdajov pre rockovu hudbu (napr.

C4:L4). Hypoteticky rozdil strednich hodnot zvolime 0, pretoze testujeme, ze rozdiel medzi

strednymi hodnotami je nulovy. Hladinu vyznamnosti testu Alfa dame 0,05. Do Vystupni

oblast vlozme mySou okienko, kde chceme umiestnit’ vystupna tabul’ku tdajov a stlacme OK.

Dostali sme:

Krok 3: Tabul’ka je to pekna, eSte si ujasnime, ¢o v nej mame:

Dvouvybérovy parovy t-test na stfedni

hodnotu

Soubor 1 | Soubor 2
Stf. hodnota 1,5 4,5
Rozptyl 1,833333|5,833333
Pozorovani 10 10
Pears. korelace -0,18687
Hyp. rozdil str.
hodnot 0
Rozdil 9
t Stat -3,18198
P(T<=t) (1) 0,005575
t krit (1) 1,833113
P(T<=t) (2) 0,011149
t krit (2) 2,262157

Riadok strednd hodnota je jasna: i = 1,5; p2=4,5
Rozptyl: 61> = 1,833 a 52> = 5,833

Pozorovanie: je pocet prvkov kazdého suboru n =n; = n

Pears.korelace je hodnota Rearsonovho koeficientu koreldcie, ktord urcuje stupenn zavislosti

medzi siborom 1 a 2. Koreldciou sa budem zaoberat’ coskoro v niektorej z nasledujucich

kapitol.
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Hypoteticky rozdiel strednych hodndt sme si dosadili 0.
Riadok, pre mna nie uplne pochopitelne nazvany Rozdil udava pocet stupiiov volnosti (n-1),

pre ktory z tabuliek vybral pri a=0,05 kriticka hodnotu t, (n — 1) = t,,5(10— 1) = 1,833.

V nasledujucom riadku £Stat je hodnota testovace;j Statistiky t =-3,18198.

V poslednych 4 riadkoch st dve hodnoty pravdepodobnosti P, ak by sme testovanie robili cez
pravdepodobnost’, alebo kritické hodnoty t.

Vriadku t krit (1) uvadza tabulka t. (n—1) =ty,5(10— 1) =1,833. Tato hodnotu

modzeme pouzit’ pri jednostrannom testovani.

V riadku t krit (2) uvadza tabul’ka ta(n— 1) = t;,4,:(10—1) = 2,262157. Tato hodnotu

modzeme pouzit’ pri dvojstrannom testovani. Testujeme uz sami:
Krok 4: Dvojstranny test:
Ho: pi = po; Hiz pu # w2
Kriticky obor Wq = (-0; -2,262) U (2,262; o0); t =-3,182
Vysledok testu: te W, preto Ho zamietame v prospech Hi, Ze typ hudby ma vplyv na
agresivitu spravania ziakov reeduka¢ného centra.
Krok 5:
Lavostranny test:
Ho: pi=p2; Hir i< p2
Kriticky obor W, = (-o0; -1,833)
Vysledok testu: te W, preto Ho zamietame v prospech Hi, Ze vplyvom klasickej
hudby sa prejavuje nizSia agresivita spravania ziakov reedukacného centra ako pod vplyvom

jednoduchej ¢isto rytmickej rockovej hudby.

Trvalo nam to dlho aje toho trochu vela, ale len preto, Ze sme vSetko do podrobnosti
vysvetlovali. Ak si to prejdete eSte raz pozorne a uvedomite si, Co vSetko mozete vynechat’,
zistite, ze mate vrukach skvely, ucinny, struény a rychly ndstroj na vase testovanie.
Dvojvyberovym t-testom musi predchadzat dvojvyberovy F-test rovnosti rozptylov, ale
vSetko prebieha uz viac-menej spdsobom, ako bolo uvedené v predchadzajucom priklade.
Celu krasu testovania hypotéz a radost’ z nich si méze Student a Citatel’ vychutnat’ samozrejme
len po istom osvojeni, teda po prepocitani istého mnozstva prikladov a po pouziti na niektoré
vlastné ulohy a riesené problémy. Nevzdat’ to, neprejst’ popri tom bez povSimnutia, neprepast’

prilezitost’. Neponahl'at’ sa priliS. V tejto stvislosti si povedzme davnejsi pribeh, s ktorym sa
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dalo stretnat’ na réznych web
blogoch ako so skutocnym
pribechom Huslista v metre:
Bolo chladné januarové rano
roku 2007, na stanici metra
vo Washingtone D.C, hral
muz na husliach necelt
hodinu niekolko diel J. S.

Bacha, medziinym aj jeho

huslové koncerty a-mol a E-
dur. V priebehu hry preslo stanicou viac ako 2000 I'udi cestou do prace. Niektori si ho vSimli,
poniektori sa aj na nepatrny okamih pristavili. Zanedlho huslista dostal prvy dolar. Zena bez
zastavenia hodila peniaze do klobtika a pokracovala v chddzi. Po Siestich minutach sa mlady
muz oprel o stenu, aby pocuval, potom sa pozrel na hodinky a zacal znovu kracat’. O desat’
minut sa pri iom zastavil trojro¢ny chlapec, ale jeho matka ho nahlivo potiahla. Dieta sa
opit’ zastavilo a pozeralo na huslistu, ale matka potiahla silnejSie a dieta pridalo do kroku, po
cely Cas otacajuc hlavu. Toto sa opakovalo eSte aj s niekol’kymi d’alSimi detmi, ale kazdy
rodi¢ - bez vynimky — prinutil svoje deti ist’ d’alej. Po triStvrte hodine, v ktorej hudobnik hral
bez prestavky bolo mozné bilancovat’: Iba Sest’ I'udi sa zastavilo, aby chvil'u poctvali. Asi
dvadsat’ mu dalo peniaze, ale kracali d’alej normalnym tempom. Muz vyzbieral celkovo 27
dolarov. Prestal hrat a nastalo ticho. Bez povSimnutia, bez potlesku.V ramci socidlneho
experimentu inkognito huslistom bol Joshua Bell, jeden z najvéacsich sucasnych hudobnikov
na svete. Hral jedny z najzlozitejSich a najkrajSich diel aké boli kedy napisané, a aj ked’ to nie
je najdolezitejSie, na husliach za 3,5 miliéna dolarov. Dva dni predtym Joshua Bell vypredal
divadlo v Bostone, kde bola priemernd cena listka 100 dolarov za sedenie a poclvanie

rovnakej hudby, akl hral v metre...
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Smie¥na hypotéza, Adamko.
Kvéli jednému jabiéku sa elte

nikdy nikomu nié nestalo...
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VIII. Den zavislosti
alebo ked’ vSetko spolu suvisi

V skole sa mladi ludia ucia vsetkému, co je potrebné, aby sa mohli stat’ profesormi.

Anonymny autor

Provizorna chatr¢ uprostred neobyvanej krajiny, docasné sidlo sibirskej vedeckej
expedicie Moskovskej univerzity, vedenej profesorkou M. Bykovovou, tazko stonala pod
narazmi ladového severdku a podobné stony vydavala aj dusa pani profesorky a s fiou aj celého
niekol’ko¢lenného vedeckého timu. Mraz im nevadil, na ten boli odmalicka zvyknuti, ale akoby
sa stratil ciel’ ich vyskumu a celej expedicie, snezny muz Yetti [1]. UZ niekol'’ko dni sa vobec
neukdzal. Ked’ si pani profesorka Bykovova spomenula na jeho Siroku chlpatt hrud’ a ohnivé
krvavocervené oci, cela sa roztriasla:

,»INaozaj tam nezostalo uz ani trochu vodky?!* — zrevala, az sa na chvil'u odml¢ali vonku
zuriace zivly a vyskumnici sa hlbSie zahrabali do svojich pelechov. Destilaény pristroj uz
déavnejsie rozbil ich meteorolog, ale aj tak boli jeho predpovede nani¢, tak ho poslali zohnat’
novy. Panovala ponurd nélada, vedecky pokrok stagnoval. A nalada by sa tak skoro nezlepsila,
keby nemali v expedicii aj malého AljoSu, jedného z najstarSich ale aj najveselSich ¢lenov
vypravy, ktory sa do nej dostal pre svoju spolo¢enskil povahu. Okrem kryobiologie sa ako
svojmu konicku venoval Statistike a s vytrvalostou hrani¢iacou az s obsesiou si do svojich
dennikov zaznamenaval kazdy detail, Gplne vSetko, od poctu a ¢asu ulovenych sobov
a medvedov, cez vykyvy pocasia, pravidelnost kupania, aZ po dizku spanku jednotlivych
¢lenov vypravy. Preto nebola Ziadna ndhoda, ako sa to ostatnym zdalo, ked’ veselo prehodil:

,» Vydrzte chlapci (pani profesorku rodovo neodliSoval), zajtra Yetti urCite pride.*
Mysleli si, ze si vymysla, aby ich nejako rozobral, rozveselil, ba aj pani profesorke prebehlo
myslou, ¢i by ho tiez nemala poslat’ do tundry nieCo zohnat’, ale AljoSa vytiahol svoj dennik
a zacal im ukazovat’ svoje zdznamy. Aj ked’ pre sméd a zimu nemohli v sporo osvetlenej chatrci
dobre vidiet, aby im ubehol nejako Cas, predsa len sustredili isti pozornost’ na jeho vyklad:
,Podl'a mojich zaznamov by sa tu zajtra mali zastavit' Nenci a Cukoti na svojej pravidelnej
obchodzke so sobimi zdprahmi a nieCo ndm priniest’.*

Vsetci ozili, takato pravidelnost’ eSte nevypozorovali. Domorodci urcite prinesi potrebné
potraviny a vystroj, ale hlavne obnovia pre vypravu nevyhnutné zasoby silnych domorodych

repnych destilatov.
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,2Mam tu zaujimavu tabul’ku priemernej dennej spotreby vodky v nasej expedicii® — vSetci sa
nepokojne zamrvili — ,,ale istym riadenim osudu, alebo vedeckou intuiciou doplnent aj o pocty
¢lenmi expedicie udavanych kontaktov s Yettim.*

Aljosa je predsa len chlapdk, pomyslela si veduca vypravy, aj ked’ rozprdva mozno Uplne
z cesty. Okrem radostnej spravy dava tomu esSte aj vedecky rozmer.

,» Vylucil som v deliridch uvadzané udaje nasho byvalého meteoroldga, pravdepodobne vyrazne
zat'azené systematickou chybou a preto nevedecké,* — vSetci prikyvovali a ddvali mu za pravdu,
nech je tej pl'uhe meteoroldgovi I'ad 'ahky!

,» Tak som si to sparoval a dostal som tabulku:*

i Spotreba [I/den] | VYetti
1 0,5 1
2 1 0
3 4 3
4 5 2
5 7 19
6 7 8
7 9 12
8 12 16
9 15 29

10 15 15

11 23 11

12 27 22

13 27 14

14 31 38

15 35 49

Tabulka VIIIL.1. Hodnoty zavislosti frekvencie vyskytu Yettiho od mnozZstva
spotrebovaného alkoholu vedeckou expediciou.

..V prvom stipci je &islo pozorovania. V druhom som si zoradil spotrebu vodky za defi celou
expediciou variacne zoradenii podla velkosti, avtretom je ktomu priradend hodnota
frekvencie udajného vyskytu Yettiho. V tom st zahrnuté vsetky formy vyskytu a kontaktu
so sneznym muzom od jednoduchého pozorovania, ze sa tu obsSmieta, az po osobnu
konverzaciu, druzné popijanie, tancovanie s Yettim ¢i spanie s nim. Ked’ som si to vyniesol do

grafu, dostal som obrazok:*
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Kontakt s Yettim v zavislosti od

0 spotreby destilatu

50 '
40 *

30 ®

frekvencia kontaktov

20 'S
/ ’
10 *
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denna spotreba vodky expediciou v (1)

Obr.VIIL.1. Grafické vyjadrenie zavislosti frekvencie kontaktov so sneZnym muZom od
mnoZzstva spotrebovaného repného destilatu.

Zacinalo to byt fakt zaujimavé, zavislost’ sa javila nespochybnitelne.
,»Vzal som 2 body, napr. 3. a 12. a ked’Ze mi ihned’ do oka udrela priamka ako obraz linearnej
zavislosti, zapisal som si jej rovnicu (my sme si ju uviedli v 1.kapitole na obr.1.9.):*
y=ax+b
V nej premennd X je tzv. nezavisle premenna,
v nasom pripade je to spotreba alkoholu, pretoze ho
pijeme nezavisle od ¢ohokol'vek a kolko chceme.
Druhd premennd y uz je zavisle premennd, pretoze
jej hodnota zéavisi od hodnoty x. Je to pocet |
akychkol'vek kontaktov s Yettim, ktoré uvadzaji |
Clenovia expedicie po vypiti prisluSného mnozstva
samohonky. Tak som si do rovnice dosadil najprv
hodnoty jedného bodu (x=4; y=3) a potom druhého
vybraného bodu (x=27; y=22) a dostal som dve
rovnice:*
L 3=4a+b
II. 22=27a+b

227



Vyskum a $tatistika v spolo¢enskych vedach
(s humorom a laskou)

,»Z toho som uz I'ahko dostal smernicu priamky, ¢ize linearnej zavislosti a = 0,826 a koeficient
b = -0,304; ktory sa prili§ nelisi od nuly,” — pokracoval zanietene Aljosa az lapal v mrazivom
vzduchu po dychu.
,Viem, ze je to len vel'mi priblizny vypocet, uzatvaral Aljosa —,ale nech sa to zoberie
z ktorejkol'vek strany, ak zajtra pridu so svojim nakladom domorodci, tak podla v§etkého pride
aj Yetti!*

Nastala neopisatel'na radost’, vytiahli sa balalajky a harmoniky a ako sa vravi, vo vede
Stastie praje pripravenym — nasiel sa eSte posledny demizonik repovice. Dlho do noci sa tundrou

ozyvali spev a hlasné bujaré vykriky na nerozoznanie od Yettiho. Zivot mal opit’ perspektivy.

Dotkli sme sa vel'mi zaujimavej oblasti korelacie a regresie.

Korelicia — je obecna zavislost medzi dvomi, a vo vSeobecnosti aj medzi viacerymi znakmi
v Statistickom subore. Udava stupen zavislosti.

Regresia — podrobne;jsi priebeh korelacnej zévislosti. Odpoveda na otdzku, aka bude hodnota
zavisle premennej v i-tom bode y; ak pozndme hodnotu nezdvisle premennej x;. Hned’ na
zaCiatku chceme upozornit, Ze je to oblast, v ktorej sa mimoriadne dari neandertalskej
Statistike. Pre nas plati, ze tieto otazky mozno zodpovedat’ pre znaky x a y, ktoré st zavislé. Pre
nezavislé to nie je mozné. Preco to hovorime? To nie je vobec samozrejmé. Predstavme si dva
nezavislé znaky, ktoré majl rastici trend priblizne rovnakym tempom napr. rast poctu drzitel'ov
strelnych zbrani na jednej strane a rast poc¢tu milovnikov ceredlnej stravy na druhej. Aj ked’
vypoctom prislusnych koeficientov a charakteristik dostaneme vysoku zavislost’ premennych,
aj tak tieto dva javy nebudu spolu suvisiet. Ale staci sa trochu poobzerat po masmedidlnom
svete a nebudete sa stacit’ divit, o vSetko sa didva do suvisu, aké ,,objavné“ korelacie boli
odhalené a musime sa im vraj prispdsobit’! Senzacné kauzality novinarov a reklamnych
pracovnikov neustale udivuju svet. Niekol'ko prikladov:

Fajcenie vraj stimuluje rychlost myslenia. Inokedy je fajcenie dosledkom prilis
kratkeho kojenia jedinca v doj¢enskom veku, tak si to vynahradzuje zastupnym dodato¢nym
rieSenim — cigaretou. Jedenie morskych ryb zvysuje inteligenciu. Casté byva aj zamiefanie
pri¢iny aucinku: VysSie dane sposobuju ekonomické problémy firmdm a zniZenie
konkurencieschopnosti. Znizenie konkurencieschopnosti firiem vedie k menSiemu obratu,
k men$im daniovym odvodom a k nutnosti zvysit dane. Toto vSetko sa d4 podlozit’ vysledkami
vypoctov koreldcie a regresnou analyzou. Zdéa sa vSak, ze dost’ v tom vyniké zdravotnicka

Statistika, alebo to, €o sa za fiou Casto skryva.
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Ak ste vcelku zdravy jedinec v istom veku a ndhodou sa docitate, ze vedecké Stadie
s vysledkami vypoc¢tov na mnoho desatinnych miest potvrdzuji nebyvaly narast
neurodegenerativnych chorob (Parkinson, Alzheimer a pod.), pritom neuvadzajua, Ze to viac-
menej odpoveda rastu populacie a predlzovaniu 'udského veku; a ze uz v mladSom veku mozno
pozorovat’ prvé vazne priznaky, napriklad zabudanie, ste v pasci. Lebo zabtidate. Coskoro
zistite, ze vd’aka tomuto informa¢nému Sumu su preplnené cakarne vsetkych neurologickych
ambulancii. Neurologia sa stala ve'mi popularnou a vynosnou aktivitou. Ak mate znamosti, tak
sa po riadnej namahe prepracujete az k Odbornikovi. Ten vdm samozrejme predpise poriadny
liek. Ste zachraneny od Alzheimera, ale bohuzial’ v tomto svete ni¢ nie je dokonalé, a lieck ma
vedl'ajSie ucinky a trasom zacinate vyzerat’ ako parkinsonik. To ni¢, prida sa liek proti trasu,
ten vSak trochu pdsobi na traviaci systém. Je nutné nasadit’ intravendéznu medikamentdznu
liecbu, ale aby ste neboli preliekovany, pridaju sa nejaké vitaminy a vyzivové doplnky. Neda
sa vSak nic¢ robit’, nejako vam nefunguju obli¢ky, puchni vam nohy, aj pankreas si robi ¢o chce,
je potrebné nasadit’ lieky, ktoré urobia zasadny obrat vo vaSom organizme plus lieky na spanie.
Ak mate $tastie, tak vam to len prudko znizi systolicky aj diastolicky krvny tlak a zacinate byt’
postupne dementny. Vratite sa na neurologiu, kde Odbornik vitazoslavne zvola: Je to
Alzheimer!

Co v skutoénosti ponuka regresna analyza?

- Mobze dat’ nejaky analyticky vztah, rovnicu, ktord popisuje vztah medzi zavislymi
nahodnymi premennymi.

- Moze potvrdit tedriu resp. hypotézu, ktort sme si vytvorili o suvislosti medzi premennymi
a pritom kvantitativne odhadnut’ velkosti a znamienka prislusnych koeficientov vztahu.

- Moze predpovedat’ hodnoty zavisle premennej. To je uz prognostika resp. predikcia. Ako
povedal Niels Bohr, dansky vedec a nobelista za fyziku, predpovedat’ nieco je dost’ tazkeé,
hlavne ak ide o buducnost’. Pozrime sa teda, o ndm koreldcia a regresia v skuto¢nosti
umoznuje:

Mame dvojrozmerné pozorovanie. Napr. vzdelanie — nezamestnanost’, vek - miera dlhodobe;j
nezamestnanosti, drogova zavislost — kriminalita, a i. Jeho wvysledky, teda dvojice
pozorovanych hodndt, je mozné spracovat’ do tabuliek alebo graficky. Medzi pozorovanymi

Statistickymi znakmi moéze nastat’ jeden z nasledujucich pripadov:

1. Zhoda

2. Protiklad

3. Nezavislost’
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Na nasledujtcich obrazkoch VIII.2a az VIIIL.2e su graficky znazornené mozné vzt'ahy medzi

premennymi:
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VIIl.2d Bez korelacie - nezavislost

VIIl.2e Nelinearna korelacia

Ciselna charakteristika pre korelaciu je koeficient korelacie r, ktory vypo¢itame ako

= Xy (x,—%)(y:—¥) [VIIL1.]
VI (= %) Y2, (v — ¥)?

alebo sa pouziva aj vztah s kovarianciou x a y (cov(x;y)):
cov(x;y) Xy—X.y
B c,.0,

0,0,

[VIIL2.]

¥

kde x.y je aritmeticky priemer sucinov X;.yi a X. ¥ je sucin aritmetickych priemerov znakov x

ays; o, a g, su smerodajne odchylky znakov x a y. r nadobida hodnoty z intervalu
re{(—1;1).

Nie je to také hrozné ako to na prvy pohlad vyzerd, uved’'me si jednu ddlezitu tabul'ku a radsej

jednoduchy priklad:
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Koeficient korelacie r

Sila zavislosti znakov x a 'y

lrl =0 Uplna nezéavislost’
0<|r[<0,3 Prakticky nulova, ziadna zavislost’
0,3<[r[<0,5 Mierna zavislost’
0,5<|rl<0,7 Vyzna¢na zavislost
0,7<|rl<0,9 Vysoka zavislost’
0,9<|rl<1 Prakticky uplné zavislost’
lr|=1 Uplna zavislost

Tabulka VIIL2: Vel’kost’ koeficientu korelacie r a sila zavislosti znakov x a 'y

Pr.VIIL.1: Sledovalo sa zhorSovanie (nérast) priemeru znamok 7 Studentov strednych $kol yi

od intenzity (poctu) aplikacie drogy za tyzden xi. Pre vypocet koeficientu korelacie bola

spracovana pracovna tabulka VIIL.3:

i Xi yi Xi-X yi-¥ Xi. i (xi - X)? i-y)?
1 1 0,5 -2 -1,3 0,5 4 1,69
2 2 -0,1 -1 -1,9 -0,2 1 3,61
3 2 1,2 -1 -0,6 2,4 1 0,36
4 3 2,6 0 0,8 7,8 0 0,64
5 4 1,3 1 -0,5 5,2 1 0,25
6 4 3,9 1 2,1 15,6 1 4,41
7 5 3,2 2 1,4 16 4 1,96
Sucet 21 12,6 0 0 47,3 12 12,92
priemer | X =3 Yy =18 X .Y =6,757143 0x=1,309307 | ©,=1,358571
Grafické zndzornenie dava predstavu o zavislosti premennych:
ZhorSovanie prospechu od intenzity
zneuzivaniadrog vybranymi
- stredoSkolakmi

-

(=]

= 2

‘E. 2

g &

s ¢

5 0

1 0 2 4 6
pocet uzitia drog/tyzden

Obr.VIIL3: Zavislost’ zhorSovania prospechu od intenzity aplikiacie drogy vybranymi

Studentmi strednych $kol
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Vo vztahu [VIIL1.] resp. [VIIL.2.]toho pozndme uz dost, tak mozno vyhodnotit' silu

pozorovanej zavislosti, do akej miery jeden Statisticky znak vplyva na druhy:
_ cov(x;y) XTy-—xy _ 6,757143—-3. 18
0.0,

= =0,76296 = 0,76

0,.0, 1,309307.1,35871

Podrla tabul’ky VIIIL.2 ide o vysoku zavislost’ medzi uzivanim drog a zhorSovanim prospechu

v Skole pre vybranych stredoskolakov.

Pr.VIIL.2: V okresnom meste,
spravnom centre regionu s vel'mi
vysokou nezamestnanost'ou
obklopenom horami dochadzalo
k castym otravam jedovatymi
hubami. Dobrovol'ni
humanitarni pracovnici si popri
svojej praci u mykologov zistili,
ze vSetky blizke lesy nie su

z hladiska vyskytu jedovatych

hub ni¢im vynimo¢nym.
Rozhodli sa pocCas sezony
usporiadat’  sériu  naucnych
prednasok o spdsobe spravneho zberu huib so zdoéraznenim jeho nebezpecenstiev s praktickymi
ukdzkami arozdavanim inStruktdznych plagétikov. Zdalo sa im, Ze to ma vyznam, ale

potrebovali si to Statisticky overit. Pozbierali vysledky pozorovani a zhrnuli to do tabul’ky:

i pocet pocCet otrav | x-xp y-yp X.y (x-xp)**2 | (y-yp)**2
1 0 12 -19 6 0 361 36
2 4 7 -15 1 28 225 1
3 7 11 -12 5 77 144 25
4 11 8 -8 2 88 64 4
5 19 5 -1 95 0 1
6 20 3 1 -3 60 1 9
7 21 0 2 -6 0 4 36
8 31 8 12 2 248 144 4
9 34 4 15 -2 136 225 4
10 43 2 24 -4 86 576 16
% 190 60 0 0 11400 1744 136
priemer| ¥ =19 ¥ =6 X.y =818 0,x=13,21 G,=3,69

Tabul’ka VII1.4: Poéty nducénych prednasok a otrav hubami s pomocnymi vypocétami
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Overili si to najprv graficky a potom vypoctom:

Naucné prednasky a otravy hubami

[ )
N =
*—

pocet otrav hubaml
N = (e} (o5} o
L 2 /
/ |
. /
L 2
L 2

0 T A 4 \

0 10 20 30 40 50
pocet naucnych prednasok o zbere hub

Obr.VII1L.4: Graficka korelacia medzi po¢tom naucnych prednasok o zbere hub a poctom
otrav hubami v meste vybraného regionu.

Dosadenim do [VIIL.2.] uz 'ahko dostaneme hodnotu korelaéného koeficientu r = - 0,66 ¢o

predstavuje uz vyznacnu zavislost’ Statistickych znakov pri negativnej korelécii, takze mozno

predpokladat’, Ze nau¢né prednasky mali vplyv na pokles poctu otrédv jedovatymi hubami.

Citatel' spravne tusi, Ze aj pri tychto vypoétoch vam moze pomdct’ velmi efektivne
avelmi jednoducho napr. EXCEL. Ak méte vstupné data v 2.stipcoch v EXCELIL, v okne
Analyza dat mate funkciu Korelace. Ked si na fu kliknete, tak len mySou Standardne vlozite
Vstupnui oblast’, t.j. bunky, v ktorych mate vlozené udaje nezavisle a zavisle premennej (x;
ayi); Vystupnii oblast’, t.j. aspon jednu vol'ni bunku mimo vstupnej oblasti a kliknete OK.
Vyhodi vam to minitabulku s vysledkom vypoctu korelacného koeficientu r, napr. v poslednom

priklade, ktorti porovnate s tab.VIIL.2. o sile zavislosti. A je to!

Sloupec 1 Sloupec 2

Sloupec 1 1
Sloupec2 -0,66117 1

Takymto spdsobom si mozete vel'mi rychlo vypocitat’ korelacny koeficient z tvodnej sibirske;j
historky tejto kapitoly: r = 0,81. To uZ je vel'mi sluSné zavislost,, navodzujuca tusenie, Ze bola

odhalené nejaka neznama kauzalita. Ale naozaj?
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Ako vo viacerych inych, tak aj na tomto pre istotu vel'mi vypuklom priklade sa snazime
poukazat’ na uskalia, ktoré na vas ¢ihaji. Prvé je v nds samotnych. Predpokladajme, Ze sme
vynalozili zna¢né usilie na ziskanie primarnych alebo vyhrabanie sekundarnych dat a chceme
si dokdzat’ nejaky vel'mi zaujimavy jav, ktory si doteraz nikto nev§imol. Teda stat’ sa slavnym.
Moézeme podlahnut’ pokuSeniu a mozno by nam to aj do znaénej miery zjednodusilo pracu,
povedat’, Ze korelacia, ktorti sme vypocitali je aj dokazom kauzality pre naSe potreby, pritom
zovSeobecnenie z vypocitaného na to, co chceme dokéazat’, nemusi byt pravdivé. Napriklad,
chceme dokézat’ existenciu Yettiho, potvrdzuji ndm nasu hypotézu aj vypovede celej sibirske;j
expedicie, dokonca aj nejaka korelacia vychadza dost’ presved&ivo. Tazkosti st v interpretacii.
Aj tato korelacia je pravdiva, ked’ urobime syntézu, Ze je to potvrdenie zavislosti poctu tvrdeni
o kontaktoch s Yettim, zaznamenanych c¢lenmi expedicie v situacii extrémneho
neurofyziologického stavu ovplyvneného vysokou intoxikaciou etanolom, od mnozstva
spotrebovaného destilovaného alkoholu. A nie zavislost’ poctu redlnych kontaktov od nejakého
iného redlneho ukazu, napr. od mnozstva skonzumovaného destilatu.

Existuje mnozstvo l'udi a zdujmov, ktori sa vas snazia a budu snazit’ zmanipulovat’.
Bohuzial' len nepatrnd cast’ z tychto pokusov ide na vrub l'udskej hluposti. Vicsinou je
to vysoko sofistikovana cinnost, v ktorej nechybaju kvalitné poznatky zo Statistiky,
psychologie, propagandy, tvorby verejnej mienky, gramatiky, vizudlnych vnemov a neviem
¢oho este vSetkého.

Krasnu tradiciu prace so slovom a jeho uc¢inkoch na l'udsktt mysel’ i emécie udava jeden
pribeh z pociatku 20. storocia v Parizi, kde sa v bohémskej Stvrti Montmartre stretavali umelci
z celého sveta. Pri jednom takomto veCernom stretnuti v miestnych razovitych kaviarnickach
sa niekto spytal Jamesa Joycea, pdvodom irskeho spisovatela, ¢o cez den robil. Samozrejme
odpovedal, ze pisal. Iny predhodil otazku, aby bolo veselo, Ze ¢o napisal. Joyce, ako ho
hodnotime dnes, jeden z najvacsich spisovatel'ov 20 .storocia a vobec postav svetovej literatury,
odpovedal: Jednu vetu...

Nemusime zachadzat’ na Gizemie literarnej kritiky, je to len okrajovy fakt, Ze jeho vety
su vybrusené brilianty, ale pre nase ucely je dolezité, Ze tento spisovatel’ zostal vo svojom
povolani pravdivy, autenticky, nezapredal svoj talent, neprostituoval slovom. Ako protiklad
chceme uviest, ze existuje dost” schopnych odbornikov na slovo, pracujucich v reklame,
v zurnalistike, v politike a pod., ktori vyuzivaji svoje schopnosti na klamanie. Vel'mi I'ahko
zahmlia kritické miesto analyzy, napr. okolo metodiky vyskumu sibirskej expedicie a zdoraznia

jej prislusnost’ k renomovanej Moskovskej univerzite a pod. Ak si nedame pozor, hravo
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a bravirne nas dostanu tam, kde chcli, samozrejme na omnoho ,jemnejSich® Skalach
vyjadrovacich prostriedkov ako v nasom pribehu.

Vsetky totalitné rezimy v poslednych obdobiach mali také institucie ako ministerstva
propagandy a Skolenych odbornych pracovnikov, ktori dokdzali vyznam nejakej informécie,
ktora sa nedala uplne popriet, aspon jemne posunit. Kolko zadpadnych intelektudlov verilo
spravam o raji na zemi v Stalinovom Rusku? Este donedavna sa v§eobecne verilo, Ze sovietske
atbmové bomby s nejakym sposobom lepSie, obranné, pokusy snimi menej Skodiace
atmosfére a planéte, atdmovy program je viac ,mierovy”“. Aked aj boli nejaké
neodskriepiteI'né nedostatky, rychlo sa spustila chvala na Stalina, Ze dostal krajinu z feudalnej
zaostalosti medzi technicky vyspelé jadrové mocnosti. Aby nedoSlo k omylu, pre nas su
atomové bomby zI¢ ako vSetky zbrane namierené proti 'ud’om a kdekol'vek na svete. HiroSima
a Nagasaki su neprijatel'né. Ale kto chce, mdze si dnes uz vyhl'adat’ informécie, ak cenu museli
za to vSetko zaplatit’ predovSetkym ruski l'udia. Vyvoj americkej atdmovej bomby stal pri
tirazoch a nehodach Zivot niekol'ko udi, vi¢sinou vedcov, ktorych mena st zname. Statistické
subory dat umrti v tejto oblasti v Rusku spojené so zruinovanim vlastnej ekonomiky su
neporovnatelné a ich rozsah je neuveritel'ny, keby som uvadzal len najnizsie odhady, vyzeralo
by to ako nejaka moja propaganda [2].

Nebud’'me vsak smutni, Ze sme taki hlipi a Casto naletime neandertalcom, pretoze napr.
reklama je uplne profesionalna Cinnost' s nepredstavitelnym finanénym obratom. Tieto
finan¢né prostriedky by do toho nikto nehadzal, keby to nefungovalo. Aj preto nam Statistika
moze sluzit’ ako vel'mi G€inny obranny nastroj [3].

Zda sa vam, ze sme prili$ rychlo zanechali testovanie Statistickych hypotéz? A cnie sa
vam za nimi? Ale to sa da bez problémov napravit’:

Existuje nejaky vel'mi uzitocny obecny jav patriaci do studnice poznania 'udstva, napr.
ze aktivita somnambulikov rastie s narastanim Mesiaca. Zakladny subor zavislosti javu Y na
jave X s prvkami (Xk; yk), kde k je ve'mi vel'ké kladné celé Cislo, st vSetci lunatici. Koeficient
korelacie zakladného suboru ozna¢me p. (V pripade, ktory Studujete mozno jeho velkost’ na
zaklade toho ¢o sa hovori, odhadnut’ az na p =0,8). Aby ste si uvedeny jav overili, nemodZzete
testovat’ cely zakladny subor, musite urobit’ vyber. Vyberovy subor podrobite skiimaniu,
zozbierate prvky vyberového suboru (Xi; yi) a vypocitate si vySSie uvedenym spdsobom
vyberovy koeficient korelacie r. Nakol’ko vyberové charakteristika r charakterizuje aj zakladny
subor a jeho charakteristiku p, sa da zistit’ testom vyznamnosti koeficientu koreldcie r. Test

vyznamnosti r sa d4 urobit’ dvojstranne alebo jednostranne:
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1. Dvojstranny test vyznamnosti koeficientu korelécie r:
Ho: p = 0 (ziadna zavislost medzi Y a X), Hi: p # 0 (existuje Statisticka zavislost)).
Testovacia Statistika pri hladine vyznamnosti testu o ma tvar:

[
|n— 2

t=r. [VIIL 3]

\| 1—172

ktora ma Studentovo rozdelenie o (n-2) stupnioch vol'nosti. Ako vzdy Ho rutinne zamietame na

hladine vyznamnosti o ak |¢| = ta(n — 2) kde tz(n — 2) najdeme v tabulkach Studentovho

o
3

rozdelenia. V opa¢nom pripade, teda ak |¢| < ta(n — 2), nulovi hypotézu nemozno zamietnut’

a na hladine vyznamnosti a predpokladdme, Ze korelacia nema Statisticky vyznam.

2. Lavostranny test vyznamnosti koeficientu korelacie r:

Ho: p = 0 (ziadna zavislost’ medzi Y a X), Hi: p < 0 (existuje Statistickd zavislost’, zdporna
korelacia). Ho zamietame, ak t << —t_ (n — 2), v prospech alternativnej hypotézy, Ze existuje
zaporna korelacia medzi pozorovanymi znakmi Y a X. Ak t = —t_(n — 2), Ho nezamietame
a korelécia nie je Statisticky vyznamna.

3. Pravostranny test vyznamnosti koeficientu korelacie r:

Ho: p = 0 (ziadna zavislost’ medzi Y a X), Hi: p > 0 (existuje Statistickd zavislost’, kladna
korelacia). Ho zamietame, ak t = t_(n — 2), v prospech alternativnej hypotézy, Ze existuje
kladna korelacia medzi pozorovanymi znakmi Y a X. Ak t << £ (n— 2), Ho nezamietame
a korelécia nie je Statisticky vyznamna.

Pr.VIIL3: Presved¢te zopar nahodne vybranych svojich priatelov a priateliek —
somnambulikov, s ktorymi sa radi prechddzate po noc¢nych strechach, aby ich manzelsky
partneri zaznamenavali frekvenciu prihod somnambulizmu v r6znych fdzach Mesiaca, napr.
cez novomesiac, cez prvu 1/8, cez V4, Y2, ¥4 az po spln a zo zozbieranych hodndt urobte vzdy

aritmeticky priemer. UloZzte si to po zaokruhleni na celé ¢isla do tabul’ky:

Faza Mesiaca [+] 0 12,5 25 50 75 100

Frekvencia aktivit lunatikov 2 0 4 5 1 5

EXCEL vam pomdéze s vypoctom vyberového koeficientu korelacie, ale ak chcete pocitat’

postupujte podla [VIIL. 1.] resp. [VIIL.2.]:
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Fdza Frekvencia
Mesiaca aktivit
[%] lunatikov

Faza Mesiaca [%] 1
Frekvencia aktivit
lunatikov 0,440288 1

Vas vysledok r = 0,44 nie je vel'mi osliujtci, aj tab.VIIL.2 uvadza pre tuto hodnotu len miernu

zavislost. Urobite preto test. Vypoditate testovacie kritérium podl'a [VIIIL. 3]

|‘ n—2 |l 6 —2
t=r. | > = 0,440288. ~ 0,981
Nl—r \|1—0,1938535

V tabul'k4ch Studentovho rozdelenia najdeme
ta(n—2) = tgq,:(4)=2,776
2
—t,(n—2) = —tyo5(4) = —2,132
to(n—2) = top5(4) = 2,132

Testujeme:

1. Obojstranny test: [¢| <¢ ta(n — 2), nulovi hypotézu nemozno zamietnut a na hladine

vyznamnosti a=0,05 predpokladdme, ze korelacia nema Statisticky vyznam.

2. Lavostranny test: t = —t,(n — 2), Ho nezamietame a korelacia nie je Statisticky vyznamna.
3. Pravostranny test vyznamnosti korelacného koeficientu r:

Ho nezamietame v prospech alternativnej hypotézy, pretoze t << t (n— 2).

Urobte si vzdy aj graficka vypoved’, obrazok je casto dost’ ndzorny.

Zavislost somnambulizmu na fazach Mesiaca

>
3 *
=
w 3
-
= /
e}

1 L 4

O % T T T T T 1

0 20 40 60 80 100 120

faza Mesiaca (%)

Obr.VIIL.5: Graficka korelacia medzi intenzitou somnambulizmu a fazami Mesiaca
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Niekedy sa na posudenie variability koeficientu korelacie pouziva koeficient determinacie (aj
koeficient spolahlivosti) 2. V naSom priklade r’= 0,194. Ten vyjadruje, Zze len v 19,4%
variability lunatickych prihod mozno pripustit’ vplyv faz Mesiaca. Ostatné?

Korelaciou zistujeme zavislost dvoch znakov a orientaéne jej silu. Mdzeme si
otestovat’ koeficient korelacie. Analytické vyjadrenie zdvislosti dostaneme, ked zistime
matematicky vztah medzi premennymi, ¢o sme uz v zaciatku publikacie nazvali funkciou:
y=f(x). Z grafického zobrazenia bodov vyberového suboru mozno ¢asto uz usudit’ o aky typ
zavislosti pojde a vytvorit’ si model. Najjednoduchsi je model jednoduchej linedrnej zavislosti

y=ax+b [VIIL 4]

Z experimentalnych udajov dvojic (xi; yi) linedrna regresia umoznuje urcit’ koeficienty aa b
a tym vlastne preloZit’ experimentalne body optimalnou tzv. regresnou priamkou metédou
najmensich Stvorcov tak, aby odchylky regresnej priamky a experimentalnych hodnét e; boli o
najmensie. Zaroven ur¢i Statistickii spolahlivost’ vypocitaného regresného modelu a dava
v Statisticky ,,rozumnom* intervale moznost’ predpovedat’ hodnotu znaku y, ked’ pozname znak
x. Koeficient a nazyvame smernica priamky; b je jej kvocient, t.j. hodnota yo ked’ x=0. Ked’
mame n experimentalnych bodov pre

y;=a.x; + b;kdei=1,2,3,..,n [VIIL.5]

tak pre koeficienty a a b platia vzt'ahy:

@ YiXi X1 Yi— MYIXLY

(Xrx)’ — n. Y0 a2

n, 2 n n n
(XY — N L XY

b= >
nyyxt - (1 x)

[VIIL 6]

resp.
b=y—a¥x [VIIL7]
Sucet druhych mocnin (Stvorcov) odchylok regresnej priamky a experimentalnych hodndt si

oznaéme E?:

E2=) e=) [%—(ax +b)F  [VIL8]
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5

Ozna¢me s = \j ktora sa nazyva Standardné odchylka rezidui, alebo regresnej priamky. Ak

n-2’

mame viac modelov, model s miniméalnou hodnotou s je najlepsi.

Potom mozno odhadnat’ smerodajné odchylky koeficientov priamky vzt'ahmi:

5
S, = |
|g~_xz _ (2ix;)”
| =it n
N
a
| 1 -
H'“xi
s, =5. | . [VIIL.9]
I 2 (_A—llxi_)~
sz n

Dajt sa na tom robit’ testy na rozptyl (ANOVA), testy vyznamnosti koeficientov a a b a d’alSie
kuazla, ale uz aj tak to vyzera dost’ narocné, vzorce trochu kostrbaté a az ezoterické. Ale netreba
sa ich zlaknut’, naozaj vas privedi k vytizenym hodnotdm. Je potrebné vediet, ¢o chcete:
Priamku prelozenu cez experimentélne data, ktora ich bude najlepsie vystihovat’. A ako to uz
v Statistike byva, eSte niekol’ko udajov, aby ste sa mohli na fiu na nejakej trovni spolahnut’.
Napriek zdanlivej naro¢nosti vzorcov VIIL.3 az VIIL9, vSetko za vas urobi EXCEL cez funkciu

Regrese v Analyza dat.

Pr.VIIL4.: Rodina, ktora ponukala I'ud'om zabavu, radost’ zo Zivota a splnenie aj skrytych
tuzob, otvorila novu siet’ klimatizovanych kasin v Style secesnych palacov, technologicky
vybavenych lepSie ako centrum riadenia kozmickych letov. Predpokladané zisky sa vSak
nedostavovali, beznd populacia bola uz vybavend asponl pudovym Statistickym myslenim,
finan¢n4 kriza tiez urobila svoje. Najvyssie vedenie rodiny sa rozhodlo zmenit’ stratégiu a zistit’,
na aku klientelu je nutné sa zamerat’. Po predbeznom prieskume sa zacinal crtat’ paradox, Ze
najvyhodnejSie bude oslovit’ ekonomicky neaktivnu, ale pritom svojpravnu Cast’ populacie —
seniorov. Program Stastnd staroba, ktory rodina velkoryso financovala mal za tilohu zistit’ dva
jednoduché fakty:

1. Priemernt vysku uspor seniora po 40 az 50 rokoch tvrdej prace.

2. N§jst’ vzt'ah medzi poklesom kognitivnych funkcii a schopnostou vlozit’ isté % svojich uspor

do hazardnych hier.
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Ked’ze rodina mala priatelov na vsetkych vyznamnych miestach, medziinym sudcov,
bankarov, finan¢nikov a dantovych tradnikov, prvy bod 'ahko odhadla na priblizni hodnotu
250000.- US $ na seniora.

V druhom bode musela skupina odbornikov urobit’” vyskum. Pokles kognitivnych
funkcii seniorov sledovali jednoduchym Folsteinovym testom MMSE s maximalnym skore 30
bodov pri ich plnom zachovani. Nédhodne vybranych seniorov vzali na plateny prijemny
a fyzicky nenédrocny pobyt v luxusnom zariadeni pri mori, ktoré tiez patrilo rodine, kde sa
okrem inych zabav v rdmci pobytu mohli stretavat’ v spolocenskej miestnosti, v ktorej si mohli
zahrat’ r6zne hazardné hry so Zetonmi, ktoré dostali v rovnakom mnoZzstve na zaciatku. Pokial’
by nehrali, alebo usetrili resp. aj vyhrali, tak za zetony, ktoré na konci mali, si mohli nakupit’
pri odchode najroznejsie daréeky v predajniach zariadenia. Ulohou milych obsluhujicich
dievcat bolo obdivne pocuvat’ klientov a bez akéhokol'vek natlaku navodit’ situaciu, aby kazdy
senior, aj ked’ bol este kratko predtym schopny do krvi sa v obchode pohadat’ pre 10 centov,
zacal hrat’. Technicky persondl zabezpecil, aby vstup do hry bol sprevadzany pociatocnou
vyhrou, ocenenou aj uznanim okolia. Vysledkov experimentu sa potom zmocnili odbornici,

ktori si ich najprv zhrnuli do tabul’ky:

i test MMSE | ZI. Uspor i test MMSE | ZI. Uspor i test MMSE | ZI. Uspor
1 8 1 11 8 0,6 21 16 0,6
2 20 0,2 12 27 0,2 22 26 0
3 20 0,5 13 12 0,9 23 26 0,1
4 12 0,5 14 12 0,7 24 22 0,4
5 27 0,1 15 16 0,5 25 14 0,4
6 16 0,6 16 26 0,5 26 24 0,4
7 24 0,2 17 14 0,9 27 18 0,4
8 4 0,9 18 14 0,8 28 20 0,6
9 10 0,8 19 24 0,3 29 18 0,3
10 22 0,7 20 18 0,6 30 22 0,3

Tab. VIILS.: Hodnoty skore testu kognitivnych schopnosti MMSE a zlomku uspor, ktoré
su seniori ochotni v urdcitej situdcii utratit’ na hazardnych hrach.

Potom v EXCELI cez Koreldciu v Analyze ddt ziskali Standardnym sposobom minitabul’ku:

test
MMSE %
test
MMSE 1
Zlomok
uspor -0,79074 1
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Farebne si zvyraznili hodnotu koeficientu korelacie r = -0,79074, Co predstavuje vysoku
zavislost’ statistickych znakov. V d’alSom kroku v okne Analyza ddt vybrali funkciu Regresia,
vlozili do Vstupnej oblasti Y bunky s hodnotami zlomku uspor, ktoré seniori vlozili do hazardu;
do Vstupnej oblasti X bunky s hodnotami testu kognitivnych funkcii MMSE seniorov. Klikli si
na okienka Popisky, Hladina spol’ahlivosti 95% a Vystupnd oblast’, do ktorej vlozili nejaké
vol'né policko. Este klikli na Rezidua, Standardné rezidua a Graf regresnej priamky, potvrdili
OK. Dostali dost’ rozsiahlu vystupnu zostavu, v ktorej si farebne zvyraznili najdolezitejSie

potrebné udaje:

VYSLEDEK
Regresni statistika
Nasobné R 0,790742
Hodnota spolehlivosti R 0,625273
Nastavena hodnota spolehlivostiR  0,61189
Chyba stf. hodnoty 0,165232
Pozorovani 30
ANOVA
Rozdil SS MS F Vyznamnost F

Regrese 1 1,275557 1,275557 46,72102 2E-07
Rezidua 28 0,764443 0,027302
Celkem 29 2,04

Koeficienty Chyba stf. hodnoty  tStat  Hodnota P Dolni 95% Horni 95% Dolni 95,0% Horni 95,0%
Hranice 1,099478 0,092747 11,85462  1,98E-12 0,909495 1,289461  0,909495  1,289461
test MMSE -0,0333 0,004872 -6,83528 2E-07 -0,04329 -0,02332  -0,04329 -0,02332
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REZIDUA
Pozorovdni  Ocekdvané % Rezidua Normovand rezidua

1 0,966261 -0,06626 -0,40812

2 0,833043 0,166957 1,028323

3 0,833043 -0,23304 -1,43537

4 0,766435 0,033565 0,206736

5 0,699826 -0,19983 -1,23077

6 0,699826 0,200174 1,232917

7 0,699826 0,000174 0,001071

8 0,633217 -0,23322 -1,43644

9 0,633217 0,266783 1,643175
10 0,633217 0,166783 1,027252
11 0,566609 0,033391 0,205665
12 0,566609 -0,06661 -0,41026
13 0,566609 0,033391 0,205665
14 0,5 -0,2 -1,23185
15 0,5 0,1 0,615923
16 0,5 -0,1 -0,61592
17 0,433391 0,166609 1,026181
18 0,433391 -0,23339 -1,43751
19 0,433391 0,066609 0,410258
20 0,366783 -0,06678 -0,41133
21 0,366783 0,333217 2,052362
22 0,366783 0,033217 0,204593
23 0,300174 -0,00017 -0,00107
24 0,300174 0,099826 0,614852
25 0,300174 -0,10017 -0,61699
26 0,233565 -0,13357 -0,82266
27 0,233565 -0,23357 -1,43858
28 0,233565 0,266435 1,641033
29 0,200261 -0,10026 -0,61753
30 0,200261 -0,00026 -0,00161

a este jeden obrazok, ktory si radsej upravili:

Hodnoty testu MMSE a zlomku utratenych I
uspor na hazard

1,2
-
ECTw Y .
g 038 o
<) [ | &
& 06 . -144
2 2 [ | ¢ # zlomok
g 0,4
% 0,2 ¢ * .‘ H M teoret

L 2 4
O T T T T \’ 1
0 5 10 115 20 25 30
test MMSE

Obr.VIIL.6: Graficka regresia (Cervene teoretickd) z idajov skére testu kognitivnych
funkcii a zZlomku vynaloZenych dspor na hazard vybranych seniorov
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1.tabul’ka, 1.riadok: Nasobné R je absolitna hodnota vyberového koeficientu korelacie
|r|=0,790742

Hodnota predstavuje vysoku zavislost’ Y na X.

1.tabul’ka, 2.riadok: Hodnota spol'ahlivosti R je hodnota koeficientu determinécie

= 0,625273

Hodnota r? znamen4, Ze viac ako 62,5% pripadov za uvedenych podmienok sa déa pripisat’
vplyvu poklesu kognitivnych schopnosti seniorov na ochotu utratit’ vel'kt €ast’ svojich tspor na

hazardné hry.

B

Dalsi farebne zvyrazneny riadok je Chyba strednej hodnoty: Je to hodnota s = |I ktort sme

N n-2’

si uviedli vysSie a ktora sa nazyva Standardné odchylka rezidui, alebo regresnej priamky s
s =0,165232

Pod iou je rozsah vyberového stiboru: n = 30

Druhou tabul’kou je tabul’ka analyzy rozptylu ANOVA: V 1.stipci su poéty stupiiov volnosti (1
pre regresiu), o nie¢o d’alej hodnota testovacieho kritéria Fisherovho testu F = 46,72. Ak by
chceli odbornici mafie testovat, tak by pouzili hodnotu vyznamnesti F = 0. T4 udava
pravdepodobnost’, ktorej by sa dopustili, keby zamietli Ho o Statistickej nevyznamnosti
linedrneho regresného modelu. Teda ak je rovnd nule mohli Ho zamietnut’ na I'ubovolnej
hladine vyznamnosti.

ZaujimavejSou je tretia tabulka hodnot parametrov linedrneho regresného modelu y = a.x+b:
V l.riadku a 1.stipci je hodnota koeficientu b, v 2.riadku a 1.stlpci je hodnota koeficientu a.
a=-0,0333

b =1,099478

Z toho sa da uZz zostrojit’ rovnicu priamky

y=-0,0333.x+1,099478

V 2.stlpci st smerodajné odchylky koeficientov

ob = 0,092747

ca = 0,004872

V d’alSom st uvedené hodnoty testovacieho kritéria t Studentovho rozdelenia na testovanie Ho:
b= 0, resp. Ho: a= 0 ahranice intervalu spolahlivosti odhadu koeficientov na hladine
vyznamnosti o = 0,05 ako sme si uviedli vo vstupnom excelovskom okienku.

Posledna tabul’ka je tabul’ka rezidui.
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Vedenie rodiny sa nad vysledkami regresnej analyzy spokojne usmievalo, pretoze uznavali
dobru poctivu pracu. Rovnica

y=-0,0333.x +1,099478

s prisluSnymi Statistickymi ozdobkami ako st smerodajné odchylky a intervaly spolahlivosti
im hovorila, Ze pokial’ ich klienti nemaji ohrozené kognitivne funkcie (skore testu = 30) tak
hraci su ochotni minit’ mozno len 10% svojich uspor. ZhorSenie na polovicu (skére = 15) uz
odhaduje schopnost’ utratit’ aspoit 60% svojich uspor, o d’alsim znizovanim este rastie. Zisky
boli zarucené.

Ked' si skupinka Smejdov z naich zemepisnych §irok isla za Velki: midku uzivat svoje
tazko zarobené peniaze za takmer nasilny predrazeny predaj bezcenného tovaru starym 'ud’om,
zarazili ich vo vstupnych foyeroch kasin vSadepritomné fotografie starSich I'udi, ziariacich
Stastim a radost’'ou po velkej vyhre.

V kone¢nom dosledku korelacia a regresia nebola az takad tazka a dostali ste do ruk
velmi zaujimavy a silny nastroj pre vasu pracu. Odhalenie doteraz skrytych ale realnych
suvislosti, je vzdy velkym krokom v poznani. Trochu naroc¢nejsia je nelinearna regresia, teda
spracovanie modelu, v ktorom zavislost medzi zavislymi znakmi mé iny priebeh ako priamku.
Nevyhybajte sa tomu. Nie Ze by to nebolo riesiteIné, ale spociatku je vhodné pri istom stupni
naroc¢nosti, aby ste sa vtom neutopili, vstipit do spoluprace s odbornikom, ktory to ma
v pracovnej naplni a musel to vystudovat’, alebo ktorého to jednoducho z nejakého zdhadného
dovodu bavi.

Zavislosti mozno skimat’ aj medzi kvalitativnymi znakmi. V prvom kroku je nutnost’
overit, ¢i vobec existuje Statisticky vyznamna zavislost’ medzi pozorovanymi Statistickymi
znakmi. Miera z4vislosti sa potom posudzuje pomocou
jej sily resp. intenzity, (vid’ [3], [4] ardzna literatira
uvedend v predchadzajucich kapitolach).
NajpouzivanejSie postupy na overenie zavislosti dvoch
kvalitativnych znakov K a L je:

x2- test pre asocia¢ni tabulku 2 x 2; (v rozireni pre

kontingencnu tabulku)

v2- test pre asociaénu tabul’ku 2 x 2.

Vseobecny tvar tzv. asociacnej tabul’ky 2x2 pri pozorovani dvoch alternativnych znakov K a L

mozno vo vSeobecnosti zapisat’ v tvare:
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K\L 1 0 Sudet

1 a b a+b

0 c d c+d
Sucet | a+c | b+d n

Tab. VIII.6.: VSeobecna asocia¢na tabul’ka 2 x 2

n je pocet pozorovani. a,b,c,d su pocetnosti vyskytu vSetkych 4 kombinacii urovne javu K a L.
1,0 st trovne alternativneho znaku (napr. muz - Zena, 4no - nie, kladny resp. zaporny postoj
ai.)

Testovacie kritérium pre Ho: Statistické znaky K a L st nezavislé, bude v pripade n>40 (pre
20<n<40 musi byt kazda z pocetnosti a,b,¢,d >5, v opa¢nom pripade sa musi pouzit’ F-test):

) n.(ad — bc)?

£ (a+ b)(at+c)(b+d)(c+d) [VIII.10]

Testovacie kritérium sa porovna s tabul’kovou hodnotou yZ(1). Ho o nezavislosti znakov
K a L sa zamieta, ak y* = y2(1) v prospech H; o zavislosti §tatistickych znakov. Ak sa zisti

zavislost, jej sila sa dd odhadnit’ pomocou Cramerovho koeficientu kontingencie C:

| 2
\ n+ y?

[VIIL.11]

Na pomoc je tu tabul’ka:

C Sila, suvislost’
0,0-0,1 Ziadna
0,1-0,3 mala
0,3-0,5 stredna
nad 0,5 velka

Tab. VIIL.7.: Cramerov koeficient kontingencie a sila zavislosti
Pr.VIILS.:Pri sledovani miery korupcie tiradov v krajine bolo ndhodnym vyberom anonymne
oslovenych 420 beznych obcanov a 100 uradnikov s otdzkou, ¢i mali sktisenost’ s korupciou

uradnikov na jednej alebo druhej strane barikady. Vysledky st v kontingencnej tabulke 2 x 2:

status skusenost’ s korupciou | spolu
ano nie

obcéan 410 10 420

uradnik | 5 95 100

spolu 415 105 520
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Testovala sa nulova hypotéza Ho, Ze nie je Statisticky rozdiel v skuisenosti s korupciou medzi
beznymi obcanmi a uradnikmi, oproti tazsie logicky vysvetliteInej alternativnej Hi, Ze je medzi
rOéznymi statusmi Statisticky vyznamny rozdiel, na hladine vyznamnosti testu a=0,05.
Testovacie kritérium podl'a [VIII.10] dava

n.(ad — bc)? _520.(410.95 —10.5)°
(a+b)(a+c)(b+d)(c+d)  420.415.105.100

7.

X

= 430

Xa(1) = xo0s(1) =3,841.
Ho o nezavislosti znakov status a skiisenost’ s korupciou uradnikov sa zamieta, pretoze
x> = x2(1)v prospech H; o zavislosti tatistickych znakov.
Silu tejto zavislosti d4 kontingencna analyza pomocou Cramerovho koeficientu kontingencie C
(vztah VIIL.11.):

l‘ X l‘ 430

€= ln+ 2" Jsz0+a30 = »°7°
NPT XN

Na zéklade tabulky VIII.7. mozno usudit, ze ide o vel’ka zavislost’. V niektorych pripadoch,
ked” mame alternativne znaky, je Specidlnym pripadom kontingencie asociacia, potom
predchadzajicu kontingen¢nt tabul’ku mozno nazvat’ asociacna tabulka 2x2 a mierou zavislosti

je asociacny koeficient Ck,r:

o

ad — bc x-
Cxir =5 — — — S
Ja+c)b+d)(a+hb)(c+d) T

[VIIL12]

s podobnou interpretaciou ako pri C. Pre zavislost medzi statusom obc¢ana resp. tiradnika a jeho
aktivnou ¢i pasivnou skusenost’ou s korupciou uradnikov vychadza asociacia az Cg,r = 0,909.
Je to dost’ nepochopitel'né, preco je taky obrovsky rozdiel v tejto sktisenosti medzi
beznymi obfanmi (Castd skusenost’ s korupciou uradnikov) a uradnikmi (takmer nulova
sktsenost’), pretoze nie je jasné, s kym obcania korupént sktsenost’ vlastne mali. Jedna
moznost’ je, Ze vSetci obCania z nejakych iracionalnych anarchistickych a tazko odhalitel'nych
dovodov klamu, pretoze krajina si vybera do Statnej sluzby len kvalitnych uchddzacov v zmysle
zakona a cez mimoriadne naro¢né vyberové konania. Navyse 5 tradnikov, ktori uviedli svoju
sktsenost” s korupciou bolo z jedného pracoviska a priznalo, ze raz ddvno, uz je to urcite
premlc¢ané, vzali spolu od stranky jednu celozrnnu ty¢inku méacanu v ¢okolade; stile sa
rozhoduju, ¢ ju maju zaniest’ na Urad boja proti korupcii.
Pr.VIIL.6.: Po porazke fasizmu a skonceni II. svetovej vojny nastal ¢as obnovy. V Nemecku

okrem iné¢ho bola spolo¢nost’ postavend pred otazky strategického vyznamu a smerovania
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v budicnosti. Celonarodna diskusia bola zamerana na budovanie demokratickej spolocnosti.
Bol akttny nedostatok odbornikov na ¢okol'vek, tak sa diskutovalo, ¢i v niektorych ddlezitych
oblastiach nezamestnat’ aj 'udi zo ,,starych® Struktar, aby to aspon nejako fungovalo. Padali
otazky, ako je mozné budovat demokraticki spolocnost’ bez dobrého sudnictva, ¢i je
v sudnictve mozné zamestnat’ ¢lenov byvalej vladnej NSDAP, ktorych predtym sudili v zmysle
poziadaviek totality, ako budi nestranni, ako sa odrazu obratia a pomdézu demokraciu

vybudovat’. Do diskusie sa zapojili aj Statistici:

status zamestnat’ v sudnictve ¢lenov NSDAP | spolu
ano nie

obcéan 1025 2810 3835

¢len NSDAP | 65 235 300

spolu 1090 3045 4135

Urobili vyber 4135 T'udi, ktorych sa pytali na ich ndzor zamestnat’ v sudnictve byvalych sudcov
fasistického rezimu pre budovanie demokratickej spolo¢nosti a testovali Ho, ¢i je na hladine
vyznamnosti a=0,05 Statisticky rozdiel medzi ndzormi beznych obcanov, ktori boli va¢sinou
proti, a ¢lenov byvalej NSDAP.

Pomocou [VIIL. 10] vypocitali testovaciu charakteristiku

. n.(ad — bc)? e
L asb)(arb+d)c+d)

Tabulkova hodnota y2(1)= y2,s(1)=3,841. Ho o nezavislosti znakov obéan a ¢len
byvalej NSDAP sa nezamieta, pretoze y> == y=(1). Pre istotu urobili podla [VIIL.12] aj

vypocet pre asociacny koeficient Ckr:

| 2
X~ 0,023

oL {

Bolo jasné, Ze vSetky oblasti spolo¢nosti si uvedomili vaznost’ situdcie a spolocne sa vyjadrili
k buducnosti. V oblasti stdnictva, ale aj v dalSich oblastiach uskutocnili dokladna
denacifikédciu spolo¢nosti. Po niekol’kych desatrofiach sa Nemecko stalo lidrom moderne;j

Eurdpy.
Ponechdavame uz na Citatel'a radost’ z d’alSieho testovania kvalitativnych tidajov, urcite

si pride na svoje. Ved’ prikladov na to ndjde okolo seba netirekom, sta¢i sa len poobzerat’ a mat’

naozaj otvorené oci.
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Pén profesor! V4¥ odhad

parametrov antigraviticie
nebol tiplne sprévny...
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IX. Zopar myslienok o (ne)etike vyskumu

Mordalka je postoj voci ludom, ktorych nemame radi.

Oscar Wilde

V poslednych kapitolach sa chceme spolu svami zamysliet nad tym, ¢o je
vo verejnych aj neverejnych diskusidch vo vyskume casto povazované za ,,nutné zlo* ¢i
,povinnu jazdu®“. Budeme hovorit’ o etike. Hned” v uvode je nevyhnutné povedat’ si na rovinu,
ze ,.etika vyskumu® je neoddelitelnou sucastou moralnej integrity vyskumnika, najmé jeho
doveryhodnosti v postupoch vyskumného procesu, vd’aka ktorému sa dopracuje k platnym
vysledkom. V praxi to znamend, Ze ani tie najlepSie etické kodexy nemusia zaistit’ bezpecie
respondenta, pokial nie je etika sucast’ou zvnltornenej moralnej integrity vyskumnika.

Samotny pojem etika pochadza z gréckeho ,.ethos”, ¢o znamena ,,charakter” a jeho
vztah ku mravnosti, ¢o vo vztahu k etike vyskumu ponuka niekol’ko ddlezitych otazok. Tie
by sme si mali polozit’ vzdy, ked” sa chceme pustit’ do vyskumu, a to bud’ pre néstoj¢ivy pocit,
ze som zodpovedny akademik a ,,mal by som robit” asponi nejaky vyskum®, pre natlak dekana
¢i veduceho katedry alebo, v tom najlepSom pripade, chcem zistit’ nieCo nové a dopatrat’ sa
blizsie k pravde. Ponikame vam pred realizaciou vyskumu niekol’ko ,,etickych® otdzok, ku

ktorym si nevéhajte polozit’ d’alSie, ktoré¢ vas prave napadnu:

e Bude vas vyskum sluzit’ v prospech skimaného problému, pripadne I'udi, ktori sa
vyskumu zacastnia?

e Ktoré etické dilemy najviac ovplyviiuju vas vyskum, hlavne vyber vyskumného
problému?

e Aké etické principy ovplyviiuju dizajn vasho vyskumu, vyber vzorky
respondentov, metodologiu...?

e Maite informovany suhlas respondentov s ucastou na vasom projekte? Chrani viac
vas alebo skimaného?

e Akymi etickymi principmi sa budete riadit’ pri rozhodovani o tom, ¢o
z vyskumnych zisteni zverejnite?

o Aké filozofické, nabozenské alebo ideologické vychodiska ovplyviiuji vas

vyskum? Majt vplyv na vasu zaujatost’?
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Preco je etika vo vyskume déleZita?

Najtragickejsie priklady potreby etiky vyskumu vyplynuli z hroznych zverstiev druhej
svetovej vojny, pocas ktorej pod zamienkou vedeckého vyskumu boli na Zidoch, Rémoch &i
inych rasovych/etnickych ¢i inych menSindch péachané v nacistickych vyhladzovacich
koncentra¢nych taboroch zverstva, aké si uprostred 20. storofia v humanisticky naladenej
a krestanskej Eurdpe plnej ,,osvietenstva“ nevedel niekto ani len predstavit. Vysledky
odhaleni desivych lekdrskych experimentov na véziioch schovavajicich sa za vyskum
realizovany v mene vedeckého pokroku bolo vytvorenie Norimberského kodexu (1949) —
etického kodexu, ktory okrem iného vo svojom Uvode uvadza, ze Gcast’ na vyskume musi byt
vzdy dobrovolnia avedoma. Coskoro potom nasledovali dalsie etické koédexy vratane
Helsinskej deklaracie (1964), ktora nariad’uje, Ze vSetky vyskumné projekty biomedicinskeho
vyskumu, na ktorych sa zcastiiujii l'udia, musia starostlivo zhodnocovat vSetky mozné
a pravdepodobné rizikd aj do budicna, ktoré z vyskumu pre ucastnikov vyplyvaja. Vznikli
rozne organizacie arady, ktorych ulohou je kontrolovat’ etiku vyskumu v tzv. rozvojovych
krajinach, prijimali sa etick¢ kddexy na urovni krajin, stavovskych organizacii, univerzit
alebo zaujmovych zdruZeni a etika sa postupne stdva aj v nasej ,,etikou nepobozkanej* Casti
strednej Eurépy neodmyslite'nou sti¢ast'ou vsetkych serioznych vyskumov.

Samozrejme, treba jednym dychom dodat’, Ze extrémne pripady neetického spravania
sa vyskumnikov, akého sme svedkami v totalitnych rezimoch, si vo vedeckej komunite skor
vynimkou, ako pravidlom. Ich délezitym odkazom pre kazdého vyskumnika je poznanie, ¢o
sa moze stat’, ak eticky rozmer vyskumu prestane byt’ jeho neoddelitelnou sucastou. Oponenti
mozZu namietat, ze zverstva predsa pachali lekdri a socidlni pracovnici, zdravotné sestry ¢i
psychologovia alebo pedagdgovia by sa takéhoto niecoho nikdy nedopustili alebo dopustit’
vzhl'adom na charakter socialneho vyskumu nemohli. Aj v ,,naSich® vodach vSak existuje
niekol’ko prikladov poruSenia etiky hoci snie tak zdvaznymi nasledkami ako boli tie

v koncentra¢nych taboroch.
Etika vyskumu neexistuje vo vakuu

Jedenym z najznamejSich socidlnych vyskumnych projektov, pri ktorych mozno
hovorit’ o etickom zlyhani, je vyskum zroku 1963 o ,poslusnosti vo¢i autoritdm* pod

vedenim znameho amerického socidlneho a experimentidlneho psychologa Stanleyho

Milgrama. Tento odbornik na duSevné zdravie sa rozhodol pochopit’ podmienky poslusnosti
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jednotlivcov voci autoritam. Jeho vyskumny protokol vyzadoval oklamat’ dobrovolnikov.
Experiment sa uskutoénil na Yalovej univerzite. Utastnikov ziskaval prostrednictvom
inzeratu v miestnych novinach, v ktorom ponukal odmenu 4,50 doldra. V reklame sa
uvadzalo, Ze ide o experiment sivisiaci s u¢enim. Uastnikom bol predstaveny iny
experimentalny subjekt, ktory vSak bol v skutoCnosti asistentom experimentatora. Potom boli
dobrovol'nici ndhodne rozdeleni do dvojic "uditel’ - ziak", pricom vsSetko bolo nastavené tak,
aby skutoénym respondentom bol ucitel. "Ucitel" videl, ako "Ziaka" odviedli do vedlajSej
miestnosti, priputali ho na stolicku, aby z nej nemohol sdm vstat,, a na zapéstie mu pripevnili
elektrédu napojenti na generator Sokov, ktory ovladal "ucitel". Generator Sokov nebol
skuto¢ny, ale vyzeral velmi vierohodne a "ucitel" nemal mat’ Ziadne pochybnosti o jeho
funkénosti. "Ziak" mal reagovat’ pridanim prislusného slova do dvojice stladenim 1 zo 4
tlacidiel, ¢im sa na paneli pred "ucitelom" sediacim vo vedl'ajSej miestnosti rozsvietilo 1 zo 4
Stvorcov.

"Ucitel" mal k dispozicii mikrofon, pomocou ktorého kladol "Ziakovi" otazky, panel,
na ktorom sa rozsvietenim jeho Casti signalizovala odpoved’ "Ziaka", a generator elektrickych
Sokov pripojeny k "ziakovi". Generator mal 30 spinadov vedla seba, oznaCenych zlava
doprava od 15 V do 450 V s 15 V krokom medzi jednotlivymi spina¢mi. Okrem hodnoty
vo voltoch boli spinace oznacené v skupinach po 4 slovach, priCom prva skupina mala nazov
"lahky Sok" aposledna skupina "nebezpecenstvo: silny Sok". Posledné dva spinace za
poslednou skupinou boli oznacené iba XXX. "U¢itelovi" bolo povedané, ze experiment bude
skamat’ vplyv trestu na ucenie. V pripade nespravnych odpovedi "Studenta" mu "ucitel™
pomocou spinaca na generatore Sokov ustedril elektricky Sok. Po nespravnej odpovedi
"ucitel™ vzdy pouzil d’alsi spinac v poradi, t. j. sila elektrického Soku sa po kazdej nespravne;j
odpovedi zvysila o 15 V. Experimentator povedal "ulitelovi", ze Soky mézu byt vel'mi
bolestivé, ale nezanechaju trvalé nasledky.

Odpovede "ziaka" boli vopred uréené a pomer nespravnych a spravnych odpovedi bol
priblizne 3 ku 1. Pri Soku 300 V sa "ziak" kopol do spoloc¢nej steny a od tohto momentu
v teste neodpovedal, ale experimentitor povedal "ucitelovi", Ze mlcanie sa povazuje za
nespravnu odpoved’ a v teste treba pokracovat’. Pri 315 V "Student" opét’ kopol do steny a od
tej chvile uz o sebe nedaval vediet. Ak "ucitel" nechcel pokracovat’ v teste, experimentator ho
vzdy povzbudil rovnakymi vopred urenymi vetami v rovnakom poradi: "Prosim,
pokracujte", "Experiment si vyZzaduje, aby ste pokracovali", "Je nevyhnutné, aby ste

pokracovali" a nakoniec "Nemate na vyber, musite pokracovat™.
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Vsetci ucastnici experimentu pokracovali do 300 V a 65 % z nich dosiahlo koniec
stupnice, napriek tomu, Ze sa Casto zdrdhali a prejavovali obavy o zdravie "ziaka".
Experiment sa neskor opakoval v niekol'kych variantoch (percenta v zatvorkach uvadzaju,
kol’ko respondentov pokracovalo az do konca) - "ziak" nevydaval pocas celého experimentu
ziadny zvuk (100 %), pri 300 V "ziak" buchal do steny (65 %), "ziak" a "ucitel"" sa nachadzali
v tej istej miestnosti (40 %), experiment sa uskutocnil v kancelarii, a nie v areali Skoly (48 %),
"ucitel" drzi ruku "obete" na elektrode (30 %), "ucitel" dostava prikazy od experimentatora
cez telefon (21 %), "ucitel™ si mdze zvolit’ silu Soku (2,5 %), experimentatora nahradi bezny
obcan (20 %), experimentu sa zucastnuju len Zeny (65 %), pri experimente su pritomni dvaja
vedci a jeden z nich sa vzoprie pri 150 V (10 %).

Po experimente sa "ulitel™ a "Student" stretli a respondenti boli informovani, Ze boli
oklamani. Napriek tomu bol Milgram kritizovany za neetickli povahu vyskumu. Riesili sa

najmi tieto etické otazky:

Klamanie uc¢astnikov
Silny stres, ktory Gcastnici zazili

Experiment mohol mat’ dlhodoby vplyv na sebavedomie

W bbb =

Pravo kedykol'vek odist’ bolo porusené

Experiment Stanleyho Milgrama oklamal dobrovolné subjekty zapojené do vyskumu bez
toho, aby od nich ziskal informovany suhlas. Protokol tohto experimentu navySe
neumozinoval pokusnym osobam ukoncit’ experiment, aj ked niektoré z nich protestovali
a ziadali, aby bol zastaveny. Okrem toho niektori aktéri prezivali nadmerny stres,
v presvedceni, ze mézu inému ¢loveku sposobit’ smrt’ Sokom. Tu je dolezité polozit’ si otazku:
Ospravedliiuje konecny ciel’ stidie jeho prostriedky? Alebo trocha filozoficky: Je eticky
spravne dosahovat dobry ciel zlymi prostriedkami? To su otdzky staré¢ ako filozofia ¢i
teologia sama — teda asi ako l'udstvo samo. Osciluji od jednoznac¢ného stanoviska ,,dobry ciel
nemozno dosiahnut’ zlymi prostriedkami‘ cez ,,tedrie mensieho zla ¢i vacsieho dobra® az po
jednoduchy cynizmus ,,ucel svéti prostriedky*.

Napriek legitimnym otazkam je poziadavka spravat sa eticky nevyhnutnou
podmienkou pri vSetkych typoch vyskumov, obzvlast na 'ud’och. Povinnostou vyskumnika je
prestudovat’ si etické kodexy svojej profesie, etické kodexy vyskumu a pripady etického
zlyhania vyskumnikov, z ktorych mozno cerpat’ ponaucenie. Pri €itani etickych kodexov

netreba zabudat’ na ,,ducha® kdédexu. Velmi Casto sa totiz etické pravidld vyznacuju skor
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dodrziavanim litery nez samotného etického principu — hodnoty, ktoru zastreSuje. Nasa
vyskumnicka etika Casto zacina a kon¢i podpisanim informovaného suhlasu, ktory neraz
chrani viac vyskumnika ako sktimaného. Tuto sktsenost’ vidno na Slovensku casto pri
vyskumoch v marginalizovanych komunitach alebo pri 'ud’och, ktori si pre vek ¢i socialne
postavenie nevedia ucinne vydobyt svoje prava (seniori ubytovani v zariadeniach socialnych
sluzieb, 'udia s mentalnym postihnutim, I'udia so skisenost’ou s duSevnym ochorenim a pod.).

Etika vyskumu neexistuje vo vakuu. Na jednej strane je univerzalna, ale zaroven
velmi konkrétna vzhladom na osobitd situdciu ¢i Specifikd respondenta. Autondémia
skimaného, informovany sthlas alebo dovernost’ ¢i prospech vyskumu pre skiimaného je
vysoko individudlnou zélezitostou odvijajucou sa od skutoénych okolnosti. Hlavnou etickou
zdsadou vyskumu teda nie je ani tak, CI sa uplatituje moralny koncept vo vyskume, ale AKO
sa uplatituje. To uz je na svedomi kazdého z nés, do ktoré¢ho vdm vstupovat’ nemozeme a ani

nechceme.
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Zaver
alebo novy zaciatok

Vsetko ma svoj cas a svoju chvilu, kazde usilie pod nebom.
Kaz 3,1

Na chvilku sa obzrieme spét, len letmym pohladom na cestu, ktort sme spolu
absolvovali. Dufajme, ze pritom neskamenieme ako Lotova Zena, ved nas caka esSte vela
prace. Niekedy sme sa citili ako v labyrinte, ale podarilo sa ndm z neho dostat’. Bola to cesta,
obCas trochu hrbolatd ado kopca, cesta nesmierne zaujimavou zelenou krajinou
elementarneho poctu pravdepodobnosti a Statistiky. Nezabludili sme do nepreniknutel'nych
huastin, ani sme sa neSplhali na prili§ vysoké konciare, na§ vykon zodpovedal nasej kondicii.
Pre pochopenie ¢asto novych amélo zrozumitelnych pojmov boli vzdy dopihané
jednoduchymi prikladmi. Difam, vSak, Ze sme si tito neobyc¢ajnu krajinu obl'tibili. Dostali
sme zékladné vedomosti a schopnosti ako pracovat’ s niektorymi objektmi, ako ziskat

vysledok, ako ho interpretovat’, hlavne v nasledujucich oblastiach:

- Vypocet pravdepodobnosti nejakého javu na klasickej predstave pravdepodobnosti.

- Zber Statistickych tdajov, triedenie, tabulkové spracovanie dat, pocetnosti
a relativnych po&etnosti. Statisticky subor.

- Grafické spracovanie, kolacovy, Giarovy a stipcovy graf tdajov, histogram, grafy
rozdelenia pravdepodobnosti a suctové grafy.

- Popisné charakteristiky suboru, stredné hodnoty, charakteristiky variability a tvaru.

- Intervaly spolahlivosti, vyber, rozsah vyberu.

- Hypotézy a testovanie Statistickych hypotéz.

- Stidium zavislosti kvantitativnych a kvalitativnych Statistickych javov, linearna

regresia, asociané tabul’ky.
Bol to prvy zoznamovaci vylet, zostalo toho eSte naozaj dost’ na pokrocilejsi kurz, ale

hlavna myslienka, zédkladné pravidlo, ktoré sa tiahlo celou naSou exkurziou ako ¢ervena nit’

a ktoré je potrebné si zvyraznit’ znie:
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V Statistike nie je matematika to, Coho sa treba obavat’

Je zaujimavé, ze mnoZzstvo rozumnych I'udi vie, Ze pokial’ by si chceli na klaviri zahrat’
Cajkovského koncert b-mol, alebo na gitare nejaki Bachovii skladbicku, napr. bourée zo suity
e-mol, BWV 996, musia sa naucit’ nieco z tedrie hudby, noty, stupnice, akordy, pozriet’ sa ako
to robili stari majstri, nieco z renesancie, z baroka, klasicizmu, romantizmu i moderny a vel’a,
vela cvicit. Podobne, ked’ si chcete zahrat’ hokej alebo futbal, musite poznat’ pravidla, ziskat’
nejaku techniku a trénovat’. To sa tyka vlastne kazdej ¢innosti. Pokial’ su vSak postaveni pred
nejaky pojem, ktory zavana matematikou, okamzite sa stavaju do niektorej zdvoch
extrémnych poloh: Na akykol'vek vykon v matematike musi bud’ ¢lovek padnit mudry
zneba, alebo na to nema. To samozrejme nie je pravda. Matematika je do znacnej miery
normalna l'udska cinnost, vyzadujica poznanie pravidiel hry aisté naberanie kondicie.
Verime, ze asponn lo - interval Citatelov tejto publikdcie v jej zévere uz tomu rozumie.
A nerezignuje. PretoZe na rezignaciu sa spoliehaju prave ti, ktori do Statistiky prenikli, ale
vybrali sa neandertalskou cestou jej zneuzitia.

Statistika ma vstupy, samotni analyzu v uz$om slova zmysle a vystupy. Nevelké
mnozstvo aplikovanej matematiky prevazuje len vo faze analyzy, ale to sa da osvojit’ si naozaj
bez vagsich ¢ dokonca neriesitelnych problémov. TaZie je to v oblasti vstupov, teda uz pri
vyskumnom zamere, pri vybere otazok, ktoré sa budu riesit’, metodik, ktoré sa budu pouzivat’,
pri ziskavani vstupnych tidajov a pri odhadoch moznych chyb a problémov spojenych s celym

procesom. Tu plati druhé zlaté pravidlo:

Vysledok Statistickej analyzy nie je lepSi ako vstupné udaje

Podobne je to s vystupmi. Interpreticia dosiahnutych vysledkov je neoddelite'na

sucast’ Statistiky, pritom od matematiky je uz dost’ d’aleko. Plati tretie pravidlo:
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Statistika je taka, aki su Pudia, ktori ju robia

Téato publikacia sa nesustredila len na matematické problémy Statistickej analyzy, aj
ked” im déva prioritu, ale v labyrinte metdd sa snazila poukéazat’ aj na to, na ¢o je potrebné si
dat’ pozor. Je to rovnako ddlezité, ako samotné vypocty. Neandertdlci, ktori sa nejakym
zvlastnym ,prirodzenym® vyberom cCasto dostavaju na dolezité a vplyvné miesta
v spolo¢nosti, nemaju strach z teroristov, z anarchistov, z rebelov ¢i revolucionarov, ale urcite
ho maji zo Statistickej gramotnosti populacie. Takto sa Statistika stdva mocnou zbrafiou
v rukéch asponi trochu rozmyslajucich l'udi. A vtomto kontexte moze byt aj vel'mi svieza
a zabavna. Ked’ sa ndhodne vyskytne akakol'vek odchylka, fluktuacia od rovnovaznej hodnoty
v malo vzdelanej spolo¢nosti, mdze sa zdat oproti nizkej urovni, zktorej sa odchylila,
vyznamnd. Taka spolocnost’ sa potom nestaci divit, aké ,,osobnosti jej vo vSetkych
oblastiach, v politike, v kultire a umeni, vo vzdeldvani ¢i riadeni, v medidlnom prostredi
iv Sporte, prudko vyrastli. Pokial sa vyskytne vyznamné fluktuacia na podstatne vyssej
urovni vzdelania apoznania, je v prislusSnom pomere pravdepodobnejSie, Ze je naozaj
vyznamna.

Zhrime si teda v zavere aj niektoré poznatky o tom, ako nés Statistika, ked to
pripustime, valcuje, ako snami manipuluje. A ako sa branit, ved’ Casto ide o majetok,
dokonca o Zivot:

- Svelkou rezervou absorbujte do svojho poznania vSetky bombastické a prakticky
denne servirované Statistiky z medialneho priestoru. Pokial’ ide o komer¢né a tob6z
bulvarne média, tak je potrebné si uvedomit’, ze im ide len o Statistiku sledovanosti
resp. Citanosti pre zadavatel'ov reklamy.

- Opatrne narabajte so Statistikami predkladanymi z prostredia politickych subjektov
v demokratickom systéme, ktoré neustdle vedu boj o vasu pozornost’ a v kone¢nom
dosledku aj o priazen. Ich Statistiky, niekedy aj pravdivé, byvaju Casto zdmerne
neuplné. Pokial sa nachadzate v systéme, ktory je vzdialeny od Standardov
demokratického Statu, neverte vladnym a politickym Statistikdm vdbec.

- Neverte prili$ presnym a t'azko dostupnym Statistikdm.

- Neverte holym priemerom, uvddzanym bez prisluSnej variability, vdc¢Sinou nieco
dolezité skryvaju.

- Neverte Statistikdm, kde sa objektivne nedd urobit’ vhodny (nestranny, objektivny,

nahodny) vyber.
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- Neverte Statistikdm bez potrebného vysvetlenia, hlavne v reklame. Pozor na grafy,
Casto sa vas snazia vizualne ovplyvnit'.

- Velmi opatrne prijimajte spravy oréznych zaujimavych az neuveritelnych
zavislostiach, korelaciach a pod. Niekedy staci zistit, ¢i ide o naozaj zavislé javy.
Taktiez je dobre si uvedomit’, ¢o je pricina a ¢o dosledok nejakého javu.

- Je dobre si vzdy polozit’ niekol’ko otdzok: Kto to hovori a ¢o hovori? Je to zmysluplné,
je to uplné alebo nieco chyba? Aky je vyber? Dal sa urobit’ nestranny vyber? Bol
dostatocny? Je interpretacia naozaj odpoved’ou na pdvodnu otazku?

- Nepodliehajte Statistikam (t.j. nenakupujte, nemeiite prudko stravovacie zvyky a pod.
pod ich vplyvom), pokial im naozaj nerozumiete. VA¢Sinou st za nimi komercéné
zaujmy.

- VSimnite si, ze napriek tomu, Ze rastie vyspelost mediciny a farmaceutického
priemyslu, nie je populécia zdravsia, prave naopak, pocit ,,chorobnosti“ je neobycajne
vysoky.

- Uvedomte si, ako podlichalo zdravotnictvo v poslednych desatrociach mddnym
vlndm, uved’'me niektoré: najprv to boli problémy vyzivy (napr. cholesterol, rézne
vitaminy), neskor sa to priklonilo viac k ortopédii a kibom (nutnost’ ,vyZivovat™
nadmerne opotrebované kiby), nasledne k neurolégii (Alzheimer, Parkinson a pod.),
v sucasnosti badat’ trend smerom k psychiatri. Kazdd médna vlna priniesla mohutny

vzostup prislusnych ochoreni a zdchranu zo strany farmaceutickych spolo¢nosti.

Urcite si tento zoznam doplnite o vlastné skiisenosti s tym, ako na nas neandertalska
Statistika priamo alebo nepriamo vplyva, ohlupuje nas, taha nam z peniazenky financie, alebo
dokonca ohrozuje zivot. Tym sa Statistika moze stat’ aj ndvodom na prezitie, alebo aspon na
znizovanie vplyvu neandertalcov v spolocnosti.

Vsetko to, o nechceme aby robili ini ndm, samozrejme nemdzeme robit’ ani my inym.
Takze normalne narabanie so Statistikou sa tyka predovSetkym néas samotnych. A v kazdej
situdcii, dokonca aj vtedy, ked’ sa to pre nds nezdéa byt’ najvyhodnej$im rieSenim.

Vybrali sme sa spolu na vel'mi zaujimavu nel’ahku put’, ktora teraz niekto viac, niekto
menej uspesSne koncime. Bola to vSak predovsetkym cesta za dobrodruzstvom poznania. Je to
samozrejme len jedna z mnohych moznych ciest, ktorymi sa dalo ist, aurcite nie je bez
omylov a nedostatkov, ako vSetko l'udské pocinanie. Mozno jej vytknit' uz samotny vyber
prikladov, udalosti a pribehov, ktoré mali na Statistiku vplyv; taktiez nedostatky v citaciach

autorov, ¢i v presnosti a preciznosti niektorych tvrdeni a vypoctov. Viaceri Citatelia dokonca
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nebudt s mnohymi mojimi tvrdeniami stihlasit’ a vtedy budem spokojny, pretoze v nich boli
vyvolané zachvevy kritického rozumu, a to je omnoho cennejsie ako fakt, Ze sa to pripadne
obrati proti mne.

Spolu sme si mohli overit, ako to v Statistike funguje, ako sa naSim snaZenim
dopracujeme k poznatkom, postupom a vedomostiam, ktoré¢ mézu 'ndom pomadhat, ale aj
Skodit. Presli sme od prvych nesmelych anezrelych pokusov pochopit’ zakladné metody
pravdepodobnosti a Statistiky az k si¢asnym trochu sofistikovanejsim a po vSetkych strankach
naro¢nym projektom a postupom vyskumu. Je vSak toho eSte omnoho viac, ¢o nevieme.

Statistika, ako sme &astejsie zdoraziiovali, nie je vyklad sveta. A uréite neplati, Ze kto
rozumie Statistike, rozumie vSetkému alebo vsetko vie. Pokial’ naSe poznanie do urcitej miery
vzrastlo, dvojnasobne by mala narast’ nasa skromnost’. P4¢i sa ndm jedna legenda o otcovi
kybernetiky, ktory bol aj velkym priekopnikom matematiky néhodnych procesov,
o americkom vedcovi Norbertovi Wienerovi (1894-1964), zndmom svojou zabudlivostou.
Ked’ sa jeho rodina prestahovala do nového domu, manzelka mu pre istotu napisala nova
adresu na kus papiera.

,,Prosim ta, neblazni,” — ohradil sa Wiener — ,,ved’ nieCo tak dolezitétho nemo6zem
zabudnut’!*

Papier si vSak stréil do vrecka. Neskor ho zaujal nejaky matematicky alebo Statisticky
problém a ako ho riesil, popisal vSetky papiere, ktoré mal poruke, a aj vo vreckach. Papiere sa
povalovali po celej pracovni, ale ked’ chcel ist’ ve¢er domov, odrazu nevedel kam. Nakoniec
sa pobral, ako jediné mozné rieSenie, na svoju stari adresu, kde na schodisti pred domom
sedelo malé dievcatko.

,»Prepa¢ malicka, ale nevies ndhodou, kam sa prestahovali Wienerovci?*

,» 1o je v poriadku, oci, mama ma poslala, aby som ta doviedla domov...*
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Vyskum a $tatistika v spolo¢enskych vedach
(s humorom a laskou)

Tabul’ka P1: Kvantily normovaného normalneho rozdelenia N(0,1)

P Up P Up P Up P Up

0,50 | 0,000000000| 0,75 |0,674490| 0,950 |1,644854| 0,975 |1,959964
0,51 |0,025068908| 0,76 |0,706303| 0,951 |1,654628| 0,976 |1,977368
0,52 |0,050153583| 0,77 |0,738847| 0,952 |1,664563| 0,977 |1,995393
0,53 |0,075269862| 0,78 |0,772193| 0,953 |1,674665| 0,978 |2,014091
0,54 |0,100433721| 0,79 |0,806421| 0,954 |1,684941| 0,979 |2,033520

0,55 |0,125661347| 0,80 |0,841621| 0,955 |1,695398| 0,980 |2,053749
0,56 |0,150969215| 0,81 |0,877896| 0,956 |1,706043| 0,981 |2,074855
0,57 |0,176374165| 0,82 |0,915365| 0,957 |1,716886| 0,982 |2,096927
0,58 |0,201893479| 0,83 |0,954165| 0,958 |1,727934| 0,983 |2,120072
0,59 |0,227544977| 0,84 |0,994458| 0,959 |1,739198| 0,984 |2,144411

0,60 |0,253347103 0,85 1,036433| 0,960 |1,750686| 0,985 |2,170090
0,61 0,279319034| 0,86 |[1,080319| 0,961 |1,762410| 0,986 |2,197286
0,62 0,305480788 | 0,87 [1,126391| 0,962 |1,774382| 0,987 |2,226212
0,63 0,331853346| 0,88 [1,174987| 0,963 |1,786613| 0,988 |2,257129
0,64 |0,358458793 0,89 |1,226528| 0,964 |1,799118| 0,989 |2,290368

0,65 |0,385320466| 0,900 |[1,281552| 0,965 |1,811911| 0,990 |2,326348
0,66 |0,412463129| 0,905 |[1,310579| 0,966 |1,825007| 0,991 |2,365618
0,67 |0,439913166| 0,910 |[1,340755| 0,967 |1,838424| 0,992 |2,408916
0,68 |0,467698799| 0,915 |[1,372204| 0,968 |1,852180| 0,993 |2,457263
0,69 |0,495850347 | 0,920 |1,405072| 0,969 |1,866296| 0,994 |2,512144

0,70 |0,524400513 | 0,925 [1,439531| 0,970 |1,880794| 0,995 |2,575829
0,71 |0,553384720| 0,930 |1,475791| 0,971 |1,895698| 0,996 |2,652070
0,72 |0,582841507 | 0,935 |[1,514102| 0,972 |1,911036| 0,997 |2,747781
0,73 |0,612812991| 0,940 |1,554774| 0,973 |1,926837| 0,998 |2,878162
0,74 |0,643345405| 0,945 |[1,598193| 0,974 |1,943134| 0,999 |3,090232

Pre P<0,5 plati vzt'ah u, =- uys,
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Tabulka P2: Distribuéna funkcia N(0;1). Pre x<0: ®(—x) = 1-®(x)
Pre kvantily N(0;1) plati: x, = —x,_,

X ‘ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,0 | 0,500000 | 0,503989 | 0,507978 | 0,511966 | 0,515953 | 0,519939 | 0,523922 | 0,527903 | 0,531881 | 0,535856
0,1 0,539828 | 0,543795 | 0,547758 | 0,551717 | 0,555670 | 0,559618 | 0,563559 | 0,567495 | 0,571424 | 0,575345
0,2 | 0,579260 | 0,583166 | 0,587064 | 0,590954 | 0,594835 | 0,598706 | 0,602568 | 0,606420 | 0,610261 | 0,614092
0,3|0,617911 | 0,621720 | 0,625516 | 0,629300 | 0,633072 | 0,636831 | 0,640576 | 0,644309 | 0,648027 | 0,651732
0,4 | 0,655422 | 0,659097 | 0,662757 | 0,666402 | 0,670031 | 0,673645 | 0,677242 | 0,680822 | 0,684386 | 0,687933

0,5|0,691462 | 0,694974 | 0,698468 | 0,701944 | 0,705401 | 0,708840 | 0,712260 | 0,715661 | 0,719043 | 0,722405
0,6 | 0,725747 | 0,729069 | 0,732371 | 0,735653 | 0,738914 | 0,742154 | 0,745373 | 0,748571 | 0,751748 | 0,754903
0,7 | 0,758036 | 0,761148 | 0,764238 | 0,767305 | 0,770350 | 0,773373 | 0,776373 | 0,77935 | 0,782305 | 0,785236
0,8 | 0,788145 | 0,791030 | 0,793892 | 0,796731 | 0,799546 | 0,802337 | 0,805105 | 0,807850 | 0,81057 | 0,813267
0,9 0,815940 | 0,818589 | 0,821214 | 0,823814 | 0,826391 | 0,828944 | 0,831472 | 0,833977 | 0,836457 | 0,838913

1,0 | 0,841345 | 0,843752 | 0,846136 | 0,848495 | 0,850830 | 0,853141 | 0,855428 | 0,857690 | 0,859929 | 0,862143
1,1 |0,864334 | 0,866500 | 0,868643 | 0,870762 | 0,872857 | 0,874928 | 0,876976 | 0,879000 | 0,881000 | 0,882977
1,2 | 0,884930 | 0,886861 | 0,888768 | 0,890651 | 0,892512 | 0,894350 | 0,896165 | 0,897958 | 0,899727 | 0,901475
1,3 | 0,903200 | 0,904902 | 0,906582 | 0,908241 | 0,909877 | 0,911492 | 0,913085 | 0,914657 | 0,916207 | 0,917736
1,4 | 0,919243| 0,920730 | 0,922196 | 0,923641 | 0,925066 | 0,926471 | 0,927855 | 0,929219 | 0,930563 | 0,931888

1,5|0,933193 | 0,934478 | 0,935745 | 0,936992 | 0,938220 | 0,939429 | 0,940620 | 0,941792 | 0,942947 | 0,944083
1,6 | 0,945201 | 0,946301 | 0,947384 | 0,948449 | 0,949497 | 0,950529 | 0,951543 | 0,952540 | 0,953521 | 0,954486
1,7 | 0,955435 | 0,956367 | 0,957284 | 0,958185 | 0,959070 | 0,959941 | 0,960796 | 0,961636 | 0,962462 | 0,963273
1,8 | 0,964070 | 0,964852 | 0,965620 | 0,966375 | 0,967116 | 0,967843 | 0,968557 | 0,969258 | 0,969946 | 0,970621
1,9|0,971283| 0,971933 | 0,972571 | 0,973197 | 0,973810 | 0,974412 | 0,975002 | 0,975581 | 0,976148 | 0,976705

2,0 0,977250 | 0,977784 | 0,978308 | 0,978822 | 0,979325 | 0,979818 | 0,980301 | 0,980774 | 0,981237 | 0,981691
2,10,982136 | 0,982571 | 0,982997 | 0,983414 | 0,983823 | 0,984222 | 0,984614 | 0,984997 | 0,985371 | 0,985738
2,2 0,986097 | 0,986447 | 0,986791 | 0,987126 | 0,987455 | 0,987776 | 0,988089 | 0,988396 | 0,988696 | 0,988989
2,3 0,989276 | 0,989556 | 0,989830 | 0,990097 | 0,990358 | 0,990613 | 0,990863 | 0,991106 | 0,991344 | 0,991576
2,4 0,991802 | 0,992024 | 0,992240 | 0,992451 | 0,992656 | 0,992857 | 0,993053 | 0,993244 | 0,993431 | 0,993613

2,5/ 0,993790 | 0,993963 | 0,994132 | 0,994297 | 0,994457 | 0,994614 | 0,994766 | 0,994915 | 0,995060 | 0,995201
2,6 | 0,995339 | 0,995473 | 0,995604 | 0,995731 | 0,995855 | 0,995975 | 0,996093 | 0,996207 | 0,996319 | 0,996427
2,7 | 0,996533 | 0,996636 | 0,996736 | 0,996833 | 0,996928 | 0,997020 | 0,997110 | 0,997197 | 0,997282 | 0,997365
2,8 0,997445 | 0,997523 | 0,997599 | 0,997673 | 0,997744 | 0,997814 | 0,997882 | 0,997948 | 0,998012 | 0,998074
2,90,998134 | 0,998193 | 0,998250 | 0,998305 | 0,998359 | 0,998411 | 0,998462 | 0,998511 | 0,998559 | 0,998605

3,0 | 0,998650 | 0,998694 | 0,998736 | 0,998777 | 0,998817 | 0,998856 | 0,998893 | 0,998930 | 0,998965 | 0,998999
3,1 0,999032 | 0,999065 | 0,999096 | 0,999126 | 0,999155 | 0,999184 | 0,999211 | 0,999238 | 0,999264 | 0,999289
3,2 0,999313 | 0,999336 | 0,999359 | 0,999381 | 0,999402 | 0,999423 | 0,999443 | 0,999462 | 0,999481 | 0,999499
3,3/ 0,999517 | 0,999534 | 0,999550 | 0,999566 | 0,999581 | 0,999596 | 0,999610 | 0,999624 | 0,999638 | 0,999651
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Tabulka P3: Kvantily Studentovho t — rozdelenia pre k-stupifiov volnosti, pre
obojstranny t-test (2a.)

k\p 0,9 0,95 0,975 0,99 0,995

3,077684 | 6,313752 | 12,70620 | 31,82052 | 63,65674
1,885618 | 2,919986 | 4,302653 | 6,964557 | 9,924843
1,637744 | 2,353363 | 3,182446 | 4,540703 | 5,840909
1,533206 | 2,131847 | 2,776445 | 3,746947 | 4,604095
1,475884 | 2,015048 | 2,570582 | 3,364930 | 4,032143

v A W N

1,439756 | 1,943180 | 2,446912 | 3,142668 | 3,707428
1,414924 | 1,894579 | 2,364624 | 2,997952 | 3,499483
1,396815 | 1,859548 | 2,306004 | 2,896459 | 3,355387
1,383029 | 1,833113 | 2,262157 | 2,821438 | 3,249836
10  |1,3721841,812461|2,2281392,763769 | 3,169273

O 00 N O

11 |1,3634301,795885 | 2,200985 | 2,718079 | 3,105807
12 |1,356217|1,782288|2,178813 | 2,680998 | 3,054540
13 |1,3501711,770933 | 2,160369 | 2,650309 | 3,012276
14  |1,345030 | 1,761310 | 2,144787 | 2,624494 | 2,976843
15  |1,340606 | 1,753050 | 2,131450 | 2,602480 | 2,946713

16  |1,336757|1,745884 | 2,119905 | 2,583487 | 2,920782
17 |1,3333791,739607 | 2,109816 | 2,566934 | 2,898231
18 |1,330391 | 1,734064 | 2,100922 | 2,552380 | 2,878440
19 |1,3277281,729133 | 2,093024 | 2,539483 | 2,860935
20 |1,3253411,724718|2,085963 | 2,527977 | 2,845340

21 |1,3231881,720743 |2,079614 | 2,517648 | 2,831360
22 |1,321237]1,717144|2,073873 | 2,508325 | 2,818756
23 |1,319460 | 1,713872 | 2,068658 | 2,499867 | 2,807336
24 |1,3178361,710882 | 2,063899 | 2,492159 | 2,796939
25  |1,3163451,708141|2,059539 | 2,485107 | 2,787436

26 |1,314972|1,705618 | 2,055529 | 2,478630 | 2,778715
27  |1,313703|1,703288 | 2,051830 | 2,472660 | 2,770683
28 |1,3125271,701131|2,048407 | 2,467140 | 2,763262
29 |1,3114341,699127 | 2,045230 | 2,462021 | 2,756386
30 |1,310415|1,697261|2,042272 |2,457262 | 2,749996
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Tabul’ka P4: Kvantily x* — rozdelenia pre k—stupiiov vol’nosti

k\p 0,001 0,005 0,01 0,025 0,05 0,1

1 1,5708E-06 3,92704E-05 0,000157 0,000982 0,003932 0,015791
2 0,00200100 0,010025084 0,020101 0,050636 0,102587 0,210721
3 0,02429759 0,071721775 0,114832 0,215795 0,351846 0,584374
4 0,09080404 0,206989093 0,297109 0,484419 0,710723 1,063623
5 0,21021260 0,411741904 0,554298 0,831212 1,145476 1,610308
6 0,38106676 0,675726778 0,872090 1,237344 1,635383 2,204131
7 0,59849375 0,989255685 1,239042 1,689869 2,167350 2,833107
8 0,85710483 1,344413088 1,646497 2,179731 2,732637 3,489539
9 1,15194955 1,734932909 2,087901 2,700390 3,325113 4,168159
10 | 1,47874346 2,155856482 2,558212 3,246973 3,940299 4,865182
11 | 1,83385267 2,603221895 3,053484 3,815748 4,574813 5,577785
12 |2,21420933 3,073823653 3,570569 4,403789 5,226029 6,303796
13 |2,61721815 3,565034584 4,106915 5,008751 5,891864 7,041505
14 | 3,04067253 4,074674969 4,660425 5,628726 6,570631 7,789534
15 | 3,48268448 4,600915599 5,229349 6,262138 7,260944 8,546756
16  |3,94162785 5,142205451 5,812213 6,907664 7,961646 9,312236
17 | 4,41609273 5,697217119 6,407760 7,564186 8,671760 10,08519
18 | 4,90484882 6,264804719 7,014911 8,230746 9,390455 10,86494
19  |5,40681605 6,843971456 7,632730 8,906517 10,11701 11,65091
20 |5,92104075 7,433844283 8,260398 9,590778 10,85081 12,44261
21 |6,44667658 8,033653456 8,897198 10,28290 11,59131 13,23960
22 |6,98296847 8,642716463 9,542492 10,98232 12,33801 14,04149
23 |7,52923981 9,260424795 10,19572 11,68855 13,09051 14,84796
24 |8,08488159 9,886233535 10,85636 12,40115 13,84843 15,65868
25 |8,64934365 10,51965217 11,52398 13,11972 14,61141 16,47341
26 |9,22212686 11,16023749 12,19815 13,84391 15,37916 17,29189
27 |9,80277697 11,80758738 12,87850 14,57338 16,15140 18,11390
28 |10,3908792 12,46133599 13,56471 15,30786 16,92788 18,93924
29 |10,9860535 13,12114895 14,25645 16,04707 17,70837 19,76774
30 |11,5879511 13,78671996 14,95346 16,79077 18,49266 20,59923
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TabulPka P4: Kvantily x* — rozdelenia pre k—stupiiov vol’nosti (pokracovanie)

k\p 0,9 0,95 0,975 0,99 0,995 0,999

1 2,70554397 3,841459149 5,023886 6,634897 7,879439 10,82757
2 4,60517019 5,991464547 7,377759 9,21034 10,59663 13,81551
3 6,25138846 7,814727764 9,348404 11,34487 12,83816 16,26624
4 7,77944034 9,487729037 11,14329 13,2767 14,86026 18,46683
5 9,23635694 11,07049775 12,8325 15,08627 16,7496 20,51501
6 10,6446407 12,59158724 14,44938 16,81189 18,54758 22,45774
7 12,0170366 14,06714043 16,01276 18,47531 20,27774 24,32189
8 13,3615661 15,50731306 17,53455 20,09024 21,95495 26,12448
9 14,6836566 16,91897762 19,02277 21,66599 23,58935 27,87716
10 | 15,9871792 18,30703805 20,48318 23,20925 25,18818 29,5883
11  |17,2750085 19,67513757 21,92005 24,72497 26,75685 31,26413
12 |18,5493478 21,02606982 23,33666 26,21697 28,29952 32,90949
13 |19,8119293 22,3620325 24,7356 27,68825 29,81947 34,52818
14  |21,0641442 23,68479131 26,11895 29,14124 31,31935 36,12327
15  |22,3071296 24,99579013 27,48839 30,57791 32,80132 37,6973
16 | 23,5418289 26,29622761 28,84535 31,99993 34,26719 39,25235
17 | 24,7690353 27,58711164 30,19101 33,40866 35,71847 40,79022
18 | 25,9894231 28,86929943 31,52638 34,80531 37,15645 42,3124
19  |27,2035711 30,14352721 32,85233 36,19087 38,58226 43,8202
20 |28,4119806 31,41043286 34,16961 37,56623 39,99685 45,31475
21 |29,6150894 32,67057337 35,47888 38,93217 41,40106 46,79704
22 |30,8132823 33,92443852 36,78071 40,28936 42,79565 48,26794
23 |32,0068997 35,17246163 38,07563 41,6384 44,18128 49,72823
24 |33,1962443 36,4150285 39,36408 42,97982 45,55851 51,1786
25 34,381587 37,65248413 40,64647 44,3141 46,92789 52,61966
26 |35,5631712 38,88513865 41,92317 45,64168 48,28988 54,05196
27 |36,7412168 40,11327205 43,19451 46,96294 49,64492 55,47602
28 |37,9159226 41,33713813 44,46079 48,27824 50,99338 56,89229
29  |39,0874698 42,55696777 45,72229 49,58788 52,33562 58,30117
30 |40,2560238 43,77297178 46,97924 50,89218 53,67196 59,70306
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To je zvl4¥tne?! Pri modelovych
cvideniach v¥etko fungovalo...
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