Losungshinweise

Zu 3.2.1 Parallel- und Zentralprojektion — dreidimensionale Objekte darstellen

Zu KV 3.2.1.1: Warm Up — Kérper erkennen und beschreiben

@ Ordne den abgebildeten Kérpern die passenden Namen zu:

@ eées

Zvlinder Haus mit Satteldach KeiI (bzw. Dreiecksprisma) ]
Haus mit Tonnendach Prisma ] [ Pyramide
@ Fulle die Tabelle aus:
Prisma (Dreiecks-) Zylinder  Haus mit Haus mit Keil (bzw.
Pyramide Tonnendach Satteldach Dreiecksprisma)

Anzahl Ecken 12 4 0 4 10 6
Anzahl Flachen 8 4 3 4 7 5
Anzahl Kanten 18 6 2 6 15 9

Hinweis: Durch eine Verwendung von zwei Farben beim Haus mit Tonnendach, scheint dieses
mehr Kanten zu haben, als es eigentlich sind.

@ a) Hier skizzieren die Schilerinnen und Schiler weitere geometrische Kor-
per, wie beispielsweise die Kugel, welche unter Umstanden als besonders

herausfordernd empfunden wird.

b) Die Lehrkraft sollte die Schilerinnen und Schiler hier auffordern, die
mathematische Fachsprache (Ecken, Kanten, Flachen) zur Beschreibung
der geometrischen Kérper zu verwenden.
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Losungshinweise

Zu KV 3.2.1.2: Wir erstellen eigene geometrische Kérper

@ Konstruktion geometrischer Korper, beispielhaft im CAD-Programm Tinkercad™:

au

G011 () reiecks:Prisma an
o G| [F] sechseck-prisma
aoao

i) -

=) -

(links: Dreiecks-Prisma, rechts: zusammengesetztes Sechsecks-Prisma)

Hinweis: Die Korper sollten in der Lange, Breite und Hohe max. 6cm grol? sein.

@ Wir zeichnen unsere geometrischen Korper in verschiedenen Ansichten

Hier basteln die Schiilerinnen und Schiler zunachst eine Raumecke (siehe KV 3.2.1.2) und
zeichnen anschlieBend eine Dreitafelprojektion (bestehend aus Seiten-, Vorder- und Drauf-
sicht bzw. Grundriss) ihrer in Aufgabe 1 erstellen geometrischen Korper.

Beispielhafte Dreitafelprojektion des in Tinkercad™ erstellten Sechsecks-Prisma:

Seitenansicht Vorderansicht

Draufsicht
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Zu 3.2.1 Parallel- und Zentralprojektion — dreidimensionale Objekte darstellen

Zu KV 3.2.1.3: Wir erstellen Schragbilder unserer geometrischen Kérper

Beispielhafte Darstellung von zwei Schragbildern unseres Sechsecks-Prismas aus KV 3.2.1.2:

/

/ N
o
& / \
v = i
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Losungshinweise

Zu KV 3.2.1.4: Vergleich verschiedener Projektionsarten

(1)

Dreitafelprojektion

- Verschiedene Ansichten des gleichen Objektes = -
- Projektionsstrahlen treffen senkrecht auf die -
Projektionsebene
- Dreiverschiedene Blickrichtungen auf das
Objekt (von der Seite, von vorne, von oben) -
- Beijeder der drei Ansichten handelt es sich um
eine senkrechte Parallelprojektion -
- Zur Projektionsebene parallel verlaufende
Kanten des Korpers werden unverzerrt
abgebildet -

Zentralprojektion (mdgliche Schilerbeschreibung):
Die im CAD-Programm verwendete Ansicht ent-
spricht keiner der zuvor kennengelernten Projekti-

onsarten. Denn die zueinander parallel verlaufenden

Kanten des Wiirfels werden hier nicht parallel zuei-
nander abgebildet. Verlangert man die in der Pro-

grammansicht nach hinten verlaufenden Kanten des

Waiirfels, schneiden sie sich in einem Punkt (siehe
Darstellung rechts).

Schragbild

Schragbild-Darstellung eines Objektes
Projektionsstrahlen treffen in einem
bestimmten Winkel (# 90°) auf die
Projektionsebene

Schiefe Parallelprojektion in die Aufrissebene:
Kavalierprojektion (auch Frontschau genannt)
Schiefe Parallelprojektion in die
Grundrissebene: Militdrprojektion (auch
Vogelschau genannt)

Zur Projektionsebene parallel verlaufende
Kanten des Korpers werden unverzerrt
abgebildet

Der Winkel, in welchem die
Projektionsstrahlen auf die Projektionsebene
treffen, wird Projektionswinkel genannt, oft
wird hier ein Winkel von 45° bzw. 135°
verwendet.

Kanten des Korpers, welche nicht parallel zur
Projektionsebene liegen, werden verkirzt
dargestellt.

DV,
(o 4

Horizont
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Zu 3.2.1 Parallel- und Zentralprojektion — dreidimensionale Objekte darstellen

Zu KV 3.2.1.5: Die Zentralprojektion

@ Zur zeichnerischen Bestimmung des Fluchtpunktes siehe Darstellung in den Losungshinwei-
sen zu KV 3.2.1.4, Aufgabe 2.

@ Fluchtpunktbestimmung unseres Sechsecks-Prismas:

Horizont
(T[4

@O0 (2] sechseck-Prisma
GD'..

ODRoT «

Objekt

@ Es handelt sich bei einer fotografischen Darstellung unseres Kérpers um die Projektionsart
einer Zentralprojektion (wie auch in unserem Screenshot aus dem Programm Tinkercad™, vgl.
Abbildung oben). Die Projektionsstrahlen verlaufen hier nicht parallel zueinander, sondern sie
gehen alle durch einen Punkt, den sogenannten Augpunkt. Kanten oder Elemente des Kor-
pers, welche in Wirklichkeit parallel zueinander verlaufen, werden dabei auf Geraden abge-
bildet. Diese Projektionsart ist typisch fir Fotografien (oder auch Landschaftsgemalde), da
diese einer Abbildung als Zentralprojektion entsprechen, wobei die Linse des Fotoapparates
der Augenlinse (des linken oder rechten Auges) entspricht.
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Losungshinweise

Zu 3.2.2 Prismen - Oberflachen stempeln und berechnen
Zu KV 3.2.2.1: Warm Up

@ Um welche geometrischen Korper handelt es sich hier?

[ Pyramide ] [ [ Wiirfel
[ Quader ] [ Zylinder ]
@ Welche geometrischen Korper gehéren zu den abgebildeten Netzen?
[ Wiirfel ] [ Kegel [ Quader ]

O

O
[ Zylinder ] [ Wiirfel ]
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Zu 3.2.2 Prismen - Oberflachen stempeln und berechnen

@ a) Falsch, da die Kanten doppelt gezahlt wurden. Der Wiirfel hat 12 Kanten.
b) Richtig, der Quader hat 8 Ecken, in denen jeweils drei Seitenflachen zusammentreffen.
c) Falsch, ein Zylinder besteht aus 1 rechteckigen Mantelflache und 2 kreisformigen Flachen.

Zeichne folgende Figuren und berechne den Flacheninhalt:

Hier beispielhaft flr das Trapez dargestellt:

C A=>(a+c)-h
Fira =5cm,c = 2cmund h = 2cm
h A 1
A= E(Scm+ 2cm) - 2cm = 7cm?
d
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Losungshinweise

Zu KV 3.2.2.2: Wissensspeicher — Prisma

@ Die Bestandteile eines Prismas

Ein Prisma ist ein geometrischer Kérper mit zwei deckungsgleichen Vielecken als Grund- und

Deckflache.
Die Seitenflachen sind immer rechteckig.
Prismen werden nach der Form ihrer Grundflachen benannt.

@ Beschrifte dieses Prisma mit den neuen Fachbegriffen.

geometrischer Korper
,Dreiecks-Prisma“

3 rechteckige
Seitenflachen

Vielecke

[ deckungsgleiche

\ S

[Sechsecks-Prisma] | Vierecks-Prismal [Dreiecks-Prismal Fiinfecks-Prisma|

Richtig oder falsch? Begriinde.

a) Richtig, da die beiden Vielecke durch eine Verschiebung ineinander abbildbar sind.

b) Falsch, Dreiecks- oder Flinfecks-Prismen haben keine zwei zueinander parallelen
Seitenflachen.
c) Richtig, 1 Grund-, 1 Deckflache und 6 Seitenflachen.

d) Richtig, ein Wiirfel ist ein besonderes Vierecks-Prisma mit 6 kongruenten Flachen.

e) Falsch, es gibt neben den geraden Prismen auch schiefe Prismen.
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Zu 3.2.2 Prismen - Oberflachen stempeln und berechnen

Zu KV 3.2.2.3: Wir erstellen ein Prisma — Planung und Konstruktion

@ Die Schiilerinnen und Schiiler sollen ein Prisma im CAD-Programm entwerfen. Zunachst sollen
sie Uiberlegen und beschreiben, wie sie dabei vorgehen wollen. Dazu skizzieren sie ihr ausge-
wabhltes Prisma.

@ AnschlieBend konstruieren die Schiilerinnen und Schiler ihr Prisma im CAD-Programm und
beschreiben moglichst genau, wie sie dabei vorgegangen sind. Im CAD-Programm Tinkercad™
kann ein Prisma beispielsweise erstellt werden, indem ein Polygon aus der Seitenleiste aus-
gewahlt und anschliefend die Anzahl der Seiten eingestellt wird (vgl. Screenshot aus Pro-
gramm).

Volumenkdrper Bohrung

Seiten —QO 6
Bevel O 0
Segmente () 1

Polygon

@ Prismen-Netz abdrucken

a)—d) In dieser Aufgabe werden die 3D-gedruckten
Prismen als Stempel genutzt. Dabei konnen sie
durch Ausprobieren verschiedene Netze zu ihren
3D-gedruckten Prismen finden (wie z. B. bei dem
geometrischen Korper ,Wirfel”, hier ist es im
Schulunterricht Ublich, dass verschiedene Wiirfel-
netze betrachtet werden).

Mithilfe eines Geodreiecks kdnnen die Umfiange der gestempelten Netze nun nachgezeichnet
werden. Diese Netze sollen entlang der mit den Geodreiecken eingezeichneten Umfange aus-
geschnitten werden, damit ein Falten mdéglich wird. Wie in den Anregungen zur Unterrichts-
gestaltung festgehalten, konnen die Netze durch das Falten um das 3D-gedruckte Prisma
herum Uberprift werden.

© Waxmann Verlag, 2021, F. Dilling et al.: Praxishandbuch 3D-Druck im Mathematikunterricht



Losungshinweise

3D-gedrucktes Prisma und Netz vergleichen

a)—d) In diesen Aufgaben sollen die 3D-gedruckten
Prismen und die erstellten Netze in Bezug auf be-
stimmte charakteristische Eigenschaften vergli-
chen werden. Dazu sollen die Grund- und Deckfla-
chen des 3D-gedruckten Prismas schraffiert und
alle daran anliegenden Kanten in derselben Farbe
markiert werden. AnschlieBend sollen die Gibrigen
Kanten in einer anderen Farbe markiert werden.
Nun soll das Gleiche auch fiir die entstandenen
Netze durchgefiihrt werden (vgl. Foto).
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Zu 3.2.2 Prismen - Oberflachen stempeln und berechnen

Zu KV 3.2.2.4: Die Oberfliache eines Prismas

@ Beispielhafte Berechnung des Oberflacheninhalts eines regelmaRigen Dreiecks-Prismas:

Der Oberflacheninhalt setzt sich insgesamt zusammen aus:
2 x Dreiecksflache
3 x Rechtecksflache

Dreiecksflache Ap:

1
h. a=3cm,hg = 4cm
A
Ap = §3cm - 4cm = 6cm?
d
Rechtecksflache Ap:
A=a-b
a A
a=3cm,b=7cm
b Agp = 3cm - 7cm = 21cm?

Gesamtflache:
Agesame = 24Ap + 34p = 2(6cm?) + 3(21cm?) = 75cm?

@ Die unterschiedlichen Lésungswege der Schiilerinnen und Schiiler kénnen hier beispielsweise
daraus resultieren, dass die Schiilerinnen und Schiiler verschiedene Prismen gewahlt haben
und/oder bei der Berechnung unterschiedlich vorgegangen sind. Zum Beispiel haben einige
zunachst eine einzelne Seitenflache gemessen und dann deren Flacheninhalt berechnet, wo-
hingegen andere mit der Bestimmung des Flacheninhalts der Grundflache begonnen haben.
Insgesamt sollen die Schiilerinnen und Schiiler erkennen, dass sie fiir die Berechnung des
Oberflacheninhalts dahnlich vorgehen, ndamlich indem sie die Flacheninhalte der Seitenflachen
und der Grund- sowie Deckflache berechnen und anschlieBend addieren.
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Losungshinweise

@ Allgemeine Formel zur Berechnung des Oberflacheninhaltes eines Prismas:

Flr ein gerades Prisma mit der Grundflache G und der Mantelflaiche M lautet die Formel fir
den Inhalt der Oberflache O:

0=26+M=2G+u-hy

Die Mantelflache M ergibt sich als Produkt aus dem Umfang u der Grundflachenfigur und
der Kérperhohe h;, des Prismas.

Die farbig markierten Prismen und Netze konnen die Schilerinnen und Schiiler dabei unter-
stlitzen, Grund- und Deckflache sowie die Mantelflache zu identifizieren. AuRerdem kénnen
sie erkennen, welche Seitenlangen zur Berechnung bendtigt werden.

Eventuell haben die Schilerinnen und Schiler die Teilflichen der Mantelflache oder die
Grund- und Deckflache noch einzeln ausgewiesen (bspw. fiir ein Dreiecks-Prisma drei Recht-
ecksflachen aufgefiihrt). Ist dies der Fall, dann soll in dieser Aufgabe noch einmal eine zusam-
menfassende Formel fiir den Oberflacheninhalt eines Prismas in nachfolgender Form notiert
und erlautert werden.

0=2-A;+ Ay, mitd,, =u-hy
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Zu 3.2.2 Prismen - Oberflachen stempeln und berechnen

Zu KV 3.2.2.5: Forscheraufgaben

@ Das schiefe Prisma

a) Basierend auf den bisherigen Erfahrungen sollen die Schiilerin-
nen und Schiiler ihr Vorgehen zur Konstruktion eines schiefen
Prismas (vgl. Abbildung am Rand) im CAD-Programm planen, ein
schiefes Prisma skizzieren und dieses anschlieBend in der Soft-
ware konstruieren.

b) Auch die schiefen Prismen der Schilerinnen und Schiiler sollen
nun zum Stempeln von Netzen genutzt werden (ahnlich wie bei Aufgabe KV 3.2.2.3).

c) Die Schwierigkeit dieser Aufgabe liegt gerade darin, dass die Schilerinnen und Schiiler er-
kennen mussen, dass sie bspw. bei einem schiefen Vierecks-Prisma zur Berechnung der Man-
tel und Grund- bzw. Deckflache die Flache eines Parallelogramms berechnen miissen. Dies
resultiert daraus, dass bei schiefen Prismen die Grundflache nicht senkrecht nach oben zur
Deckflache verschoben wird.

@ Zerlegen von Prismen im CAD-Programm

a)—c) Wie beispielhaft in den nachfolgenden Screenshots, die mithilfe des CAD-Programms
Tinkercad™ erstellt wurden, zu sehen ist, kann ein Prisma (hier ein Sechseck-Prisma) mithilfe
der ,,Bohrungs-“ und ,Gruppierungsfunktion” in Einzelteile zerlegt werden. In unserem Bei-
spiel entstehen dadurch ein Vierecks-Prisma mit trapezférmiger Grundflache, ein Vierecks-
Prisma mit parallelogrammférmiger Grundflache und ein Dreiecks-Prisma. Diese Teilprismen
konnen 3D-gedruckt werden und zu einem Sechsecks-Prisma zusammengelegt werden.

ooy
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Losungshinweise

Zu 3.2.3 Ebenen im Raum definieren - analytische Geometrie mit CAD-Software

Zu KV 3.2.3.1: Warm Up — Ebenengleichungen

@ Koordinatenform:

Egyixe —x,+x3 =1, Epy: —x3 — 2%, + 2x3 = 2

Parameterform:

0 1 0 0 1 0
Ea):ic’=<0>+r-<O>+S-<1),Eb):9?=(0)+r-<0)+s-(1)
1 -1 1 1 0,5 1

Normalenform:
X1 0 1 X1 0 -0,5
X3 1 1 X3 1 1

Ea):
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Zu 3.2.3 Ebenen im Raum definieren - analytische Geometrie mit CAD-Software

Zu KV 3.2.3.2: Der Befehl ,,Versatzebene*

@ a) Durch den Befehl Versatzebene, wird die Hohe oder Tiefe eines 3D-Modellraums durch

2

)

Skizzen und sogenannter Konstruktionsgeometrie aufgespannt, ohne dabei selbst einen
Volumenkorper zu entwickeln. Dabei muss ein Wert fiir den Versatz eingegebenen wer-
den (in unserem Fall 20mm),
wodurch eine Hilfskonstruktion
erstellt wird, die dann zur Orien-

tierung und zur Platzierung der f
eigentlichen Modell-Geometrie -
dient. P i

b) Wenn wir wissen, dass zwei Ebe-
nen parallel zueinander liegen,
reicht es, von einer Ebene einen
Punkt zu wahlen und den Ab-
stand dieses Punktes von der anderen Ebene zu bestimmen. Da wir im Programm Fu-
sion360 den Abstand von 20mm bereits festgelegt haben und dieser (minimale) Abstand
des gewadhlten Punktes von der anderen Ebene immer gleich ist, ist die (Versatz-)Ebene
eindeutig festgelegt.

c) Koordinatenform: Eyixz =2
0 1 0
Parameterform: Ep;x=(0|+r-(0|+s-[1
2 0 0
X1 0 0
Normalenform: Ey:|{*2]—(0]]-{0|=0
X3 2 1

Die Pyramide lasst sich erstellen, indem zunachst die Grundflache und ein Punkt fir die Pyra-
midenspitze definiert werden. Mit dem Befehl , Erhebung” kann anschlieRend die Pyramide
konstruiert werden. Alternativ kann die Grundflache gezeichnet werden und anschlieRend li-
near mit einem Verjlingungswinkel von 45° extrudiert werden.

Die Ebene, in der eine der Pyramidenseiten liegt, ldsst sich wie folgt beschreiben:

Koordinatenform:  Eg:xy +x, =5

0 1 0
Parameterform: Eg:x=(5]|+r-|-1]+s-(0
0 0 1
X1 0 1
Normalenform: E¢:[{*2]—[5]|:|l1)=0
X3 0 0

Die Punkte der Ursprungsebene werden um den Abstand 10mm senkrecht zur Ebene verscho-
ben. Damit bleiben die Spannvektoren und Normalenvektoren erhalten.
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Losungshinweise

Zu KV 3.2.3.3: Der Befehl ,,Ebene an Winkel“

@ a) Zur Erinnerung: In KV2, Aufgabe 2 haben wir mithilfe der
Erhebungsfunktion unsere quadratische Pyramide er-
stellt. Mithilfe des ,, Ebene an Winkel“-Befehls kann eine
weitere Konstruktionsebene (z.B. zum ,,Skizze erstellen”)
an Kanten bei Volumenkoérpern oder an Koordinatenach-
sen (hier der z-Achse) erstellt werden.

b) Eine Ebene im Raum ist durch eine Gerade und einen
Punkt, der nicht auf der Geraden liegt, eindeutig be-
stimmt. Die Gerade, welche in diesem Fall die z-Achse ist, und der Punkt kann durch den

Winkel von 45° zur y-z-Ebene bestimmt werden, in diesem Fall also P(—1|1]0).

c¢) Koordinatenform:
E:x1 + xz - 0

Parameterform:

0 1 0
pis = (o) #r-(-1) - o] S
0 0 1 R

Normalenform:

X1 0 1
X3 0 0
@ a) Koordinatenform:

E: x1 = 10
Parameterform:

10 0 0
E:x=(0|+7r- 1> +s- O> T
0 0 1 ~

Normalenform:
X1 10 1
(2)-(2)] (o)
X3 0 0

@ Es bleiben im Vergleich zur Ebene aus Aufgabe 2 nur einzelne Punkte erhalten, namlich diese,
welche auf der Kante des Wiirfels liegen. Diese Kante kann nun als Gerade interpretiert wer-
den. Damit kann der Spannvektor der Geraden auch als Spannvektor der beiden Ebenen ge-
wahlt werden. Als Stiitzvektor beider Ebenen kann ein Punkt auf der Geraden gewahlt wer-

.

-
.
?
-
?
.‘/

E:

MRS LA

E:

den.
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Zu 3.2.3 Ebenen im Raum definieren - analytische Geometrie mit CAD-Software

Zu KV 3.2.3.4: Der Befehl ,,Ebene durch zwei Kanten“
@ Zeichnung der x-y-Ebene mithilfe des Befehls ,, Ebene durch zwei Kanten“:

a) Man kann die x- und y-Achse auswahlen.
b) Mit zwei beliebigen nicht kollinearen Achsen, die
innerhalb der Ebene liegen, kann die Ebene eben-
falls beschrieben werden.
c¢) ZweiAchsen kdnnen als zwei Geraden im Raum an-
gesehen werden, mit denen eine Ebene eindeutig - \
festgelegt werden kann (unter der Bedingung, dass <
sie sich schneiden oder parallel verlaufen).
d) Die Koordinatenachsen missen sich schneiden
oder parallel zueinander sein.
@ Die zweite Achse muss parallel zur urspriinglichen Achse == “#*"
sein und damit auch zur y-Achse. Andernfalls waren die
Achsen windschief und spannen damit keine Ebene auf.
Fiir die folgenden Ausflihrungen haben wir eine zur y-
Achse parallele Gerade im Abstand von 50mm in positive
z-Richtung gewahlt. . 4

@ a) Koordinatenform: E:x; +x3 =5
Parameterform:

rrefe)er(e) e ) |

Normalenform: :

X\ /0\] /1 _
(x2> B <0> | (0> B 0 T ’.","'d
x3 5 1 " -d_a "",-"

b) —

Unterschiede: ‘

i) Bei der Definition Gber zwei Achsen muss zunachst gepriift werden, ob diese Achsen windschief oder
identisch sind, bevor eine Ebene dariiber ,aufgespannt” und eindeutig festgelegt werden kann. Sie
bilden sozusagen zwei Geraden im Raum, die jeweils durch Angabe eines Spannvektors und eines
Stitzvektors beschrieben werden kénnen. Mit diesen Angaben lasst sich bei sich schneidenden Gera-
den direkt die Ebene bestimmen. Sind die Geraden parallel zueinander, so kann ein weiterer Spann-
vektor lber die Verbindung zweier beliebiger Punkte auf je einer der Geraden angegeben werden.

ii) Bei einer Definition iber die Parameterdarstellung stellt sich die Frage einer windschiefen Lage
nicht, da die Spannvektoren keine festgelegte Lage im Raum besitzen, sondern lediglich eine Richtung
bestimmen. Die Lage der Ebene im Raum wird durch einen Stlitzvektor angegeben.
Gemeinsamkeiten:

Uber beide Méglichkeiten i) und ii) kann eine Ebene eindeutig festgelegt werden. Die Lage der Ebene
wird jeweils durch einen Stiitzvektor bzw. Punkt auf einer Geraden angegeben. Die ,Orientierung”
wird durch zwei Spannvektoren bzw. zwei Geraden festgelegt.

E:

=.- -
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