
代数学方法
卷二：线性代数
李文威 著

ker′ ker ker′′

X ′ X X ′′ 0

0 Y ′ Y Y ′′

coker′ coker coker′′

2024-04-10



网络版
2024年 4月

编译日期: 2024-04-10

本书将由高等教育出版社发行

李文威
个人主页: www.wwli.asia
(含勘误表等信息)

本作品采用知识共享署名 4.0国际许可协议进行许可. 访
问 http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/查
看该许可协议.

https://www.wwli.asia
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


目录

导言 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

内篇

第一章 范畴论拾遗 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
1.1 子商 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
1.2 像, 余像和严格态射 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
1.3 加性范畴: 核, 余核 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
1.4 推广: 交换环上的线性范畴 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
1.5 由函子观极限. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
1.6 滤过归纳极限. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
1.7 Kan 延拓 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
1.8 以极限构造 Kan 延拓 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
1.9 Gabriel–Zisman 局部化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
1.10 沿局部化作 Kan 延拓 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
1.11 伴随函子定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
习题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

第二章 Abel 范畴 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
2.1 Abel 范畴的定义 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
2.2 初识复形 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78



ii 目录

2.3 若干图表引理. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
2.4 格论一瞥 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
2.5 直和分解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
2.6 子对象和同构定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
2.7 单性和半单性. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
2.8 正合函子, 内射对象和投射对象 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
2.9 Serre 子范畴和 K0 群 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
2.10 Grothendieck 范畴 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120
习题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

第三章 复形 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
3.1 加性范畴上的复形 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
3.2 Hom 复形与同伦 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136
3.3 映射锥 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
3.4 相反范畴上的复形 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147
3.5 双复形 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
3.6 Abel 范畴上的复形 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155
3.7 映射锥和长正合列 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158
3.8 练习: Hochschild 同调与上同调 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164
3.9 截断函子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172
3.10 双复形的上同调 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175
3.11 解消 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179
3.12 经典导出函子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188
3.13 实例: lim1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197
3.14 实例: Ext 和 Tor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201
3.15 K-内射和 K-投射复形 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207
习题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 214

第四章 三角范畴与导出范畴 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221
4.1 三角范畴的定义 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224
4.2 基本性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229
4.3 三角范畴的局部化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 237
4.4 导出范畴 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 242
4.5 态射和扩张 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 249
4.6 三角函子与局部化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 257
4.7 导出函子通论. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 262
4.8 有界导出函子. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 267



目录 iii

4.9 实例: RHom . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 271
4.10 实例: R lim 作为同伦极限. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 275
4.11 无界导出函子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 278

4.12 实例: K-平坦复形和 L
⊗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 281

习题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 291

第五章 谱序列 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 295
5.1 滤过与分次结构 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 296
5.2 谱序列的一般定义 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 299
5.3 正合偶 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 303
5.4 滤过微分对象的谱序列 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 306
5.5 滤过复形的谱序列 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 310
5.6 双复形的谱序列及其应用. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 314
5.7 谈谈乘法结构. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 319
习题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 322

外篇

第六章 群的同调与上同调. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 327
6.1 G-模及其解消 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 330
6.2 群的同调与上同调 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 336
6.3 低次上同调: 叉同态和群扩张. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 343
6.4 诱导模 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 348
6.5 群的变换 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 352
6.6 重访群扩张 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 358
6.7 实例: 循环群与自由群 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 362
6.8 有限指数子群. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 366
6.9 Lyndon–Hochschild–Serre 谱序列 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 371
6.10 杯积运算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 376
6.11 Tate 上同调 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 387
6.12 pro-有限群的上同调 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 392
6.13 非交换上同调 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 400
习题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 408

第七章 单子论 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 415
7.1 幺半范畴上的代数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 417



iv 目录

7.2 实例: 微分分次结构 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 426
7.3 闭幺半范畴 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 431
7.4 案例研究: dg-范畴的闭结构 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 434
7.5 从余代数到 Hopf 代数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 438
7.6 Beck 单子性定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 447
7.7 森田理论 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 455
7.8 识别模范畴 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 465
7.9 应用: 模的下降 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 468
7.10 应用: Galois 下降 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 472
7.11 Galois 下降和 H1 的关联 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 477
习题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 483

第八章 单纯形方法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 491

8.1 单纯形对象 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 493
8.2 单纯形集 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 496
8.3 实例: 范畴的脉 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 498
8.4 几何实现函子. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 502
8.5 Dold–Kan 对应 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 508
8.6 同调计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 517
8.7 杠构造 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 521
8.8 双单纯形对象. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 527
8.9 闭结构 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 533
8.10 重访映射锥 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 537
习题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 540

第九章 对偶性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 545

9.1 幺半范畴中的对偶性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 547
9.2 对偶性: 迹和维数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 555
9.3 对偶性的实例. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 559
9.4 自同态余代数. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 566
9.5 重构定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 572
9.6 Hopf 代数的重构 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 578
9.7 淡中范畴 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 583
9.8 有限群的淡中–Krein 定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 588
习题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 592



目录 v

附录 A 关于 Abel 范畴的延伸内容 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 595
A.1 米田嵌入的稠密性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 595
A.2 紧对象和可展示范畴 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 598
A.3 Gabriel–Popescu 定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 602
A.4 局部有限 Abel 范畴 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 604
习题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 607

附录 B 简介 ind-对象和 pro-对象 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 609
B.1 楔子: pro-有限群 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 610
B.2 关于 ind-对象与 pro-对象 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 613
B.3 范畴的 Ind 化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 617
B.4 函子的 Ind 化与延拓. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 620
B.5 Abel 范畴的 Ind 化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 622
B.6 Freyd–Mitchell 嵌入定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 626
习题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 627

参考文献 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 631

符号索引 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 637

名词索引暨英译 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 639





导言

呈献给读者的这部作品是 [51] (简称卷一) 的续作, 目的是在读者了解代数学中的
基本结构的前提下, 介绍可以合理地泛称为线性代数的一系列方法, 思想和技巧. 这些
方法的应用贯穿当代数学的方方面面, 而为了尽可能全面地回应实际需求, 便有必要将
相关技术锻造为更纯粹也更精练的形式. 范畴与函子对此是不可或缺的语言.

本书分为内篇, 外篇和附录三大部分, 主要面向从事相关研究或抱有兴趣的高年级
本科生, 研究生, 教研人员和自学者. 预设的背景知识包括对群, 环, 模, 域等代数结构
与范畴论的了解; 卷一足以涵盖这些基础, 但除去些许符号差异, 其他优秀教材也同样
胜任. 撰书的动机已在卷一导言说明, 初心无改, 不必复述.

何谓线性代数
按照代数学界的理解, “线性” 泛指与具有加法及其逆运算, 亦即减法的种种结构相

关连的性质. 加减法进一步给出取整数倍的运算, 而一个立即的推广是考虑来自某个
环 R 的纯量乘法. 典型例子莫过于左 R-模和右 R-模, 而 Z-模即交换群. 对于给定的
R-模 (以下默认为左模) 可以探讨其子模和商模, 以及考虑模同态 f 的核 ker(f), 余核
coker(f) 及像 im(f), 它们全是来自基础代数学的老友; 至少, R 为域亦即向量空间的
情形是广为人知的.
自 20 世纪以降, 人们逐渐在实践中意识到: 将 R-模及同态的研究扩及 R-模构成

的复形, 亦即一列满足 dn+1dn = 0 的模同态

· · · → Xn−1 dn−1

Xn dn

Xn+1 dn+1

· · ·

非但有益, 方便, 而且往往是必要的. 关于同态的条件有时表作 d2 = 0, 复形的全套资



2 导言

料则常简写为 (Xn, dn)n, (X, d) 或 X. 由于采取上标递增的记法, 复形又称上链复形;

若改用下标递降的记法 · · · → Xn

dn
Xn−1 → · · · , 所得的数学对象称为链复形, 它和

复形的差别仅是形式上的.
单个 R-模 M 可以看作复形的特例, 相当于取 X0 = M 而其他项全部取零. 对于

给定的复形 X, 由于 dndn−1 = 0, 可以定义其第 n 个上同调为商模
Hn(X) := ker (dn)

/
im
(
dn−1

)
.

满足 ∀n Hn(X) = 0 的复形称为正合列或零调复形. 对于链复形, 我们相应地有同
调 Hn(X) := ker(dn)/ im(dn+1). 复形 (或链复形) 的上同调 (或同调) 经常蕴藏数学对
象的重要信息.

对于模或者其他具备某种线性操作的数学结构, 例如稍后要介绍的 Abel 范畴中的
对象, 复形及其上同调的研究是通称为同调代数的学科的经典内容; 这是本真意义的
“线性代数” 的一个真子集, 也是本书核心, 其来由不妨略述一二.

同调简史
数学不必基于史学, 然而鉴往知来, 有益无害. 我们且将同调理论的发展人为地划

分为几个阶段.

草创时期 同调代数发展的第一推手是拓扑. B. Riemann 和 E. Betti 在 19 世纪后
期研究了曲面的亏格, 以及称为 Betti 数的高维推广. 在世纪之交, 这套思路在 H.
Poincaré 手里发展为更加严谨的体系. 粗略地说, Poincaré 的原始思路是将空间剖分为
多边形, 多面体或者其高维版本的黏合, 从记录黏合方式的矩阵来计算 Betti 数或它们
的挠版本, 并说明它们都是拓扑不变量.

在 1925 年的一篇短文中, E. Noether 阐明如何将同调定义为一个交换群, 而 Betti
数及其挠版本不过是派生的数值. 这已经接近了代数拓扑学中的现代定义: 对带有剖
分的空间 E 和交换群 A 定义相应的链复形 C(E,A), 它记录剖分的黏合方式, 则 E 的
A-系数同调群定义为 Hn(E;A) := Hn(C(E,A)), 而另有对偶的方式来定义上同调群
Hn(E;A).

自此直到 1950 年左右, 代数拓扑学进入了一个百花齐放的时期. 从代数的立场看,
值得称道的发展包括:

� 同调 (或上同调) 的泛系数定理, 这说明整系数情形足以确定系数在一般交换群 A

的同调 (或上同调), 具体描述涉及以后将深入讨论的 Tor (或 Ext) 函子.

� 上同调的杯积, 这是上同调群所具有的一种乘法结构.

� 所谓非球面空间, 意指满足 n > 1 =⇒ πn(E) = 0 的连通空间 E, 其中 πn(E) 代
表相对于选定基点的 n 次同伦群. W. Hurewicz 证明了非球面空间的同调和上同
调群完全由 π1(E) 确定, 而且能按代数方式给出. 这是群上同调理论的滥觞.
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同调代数的另一推手来自代数学内部. 经典例子当属不变量理论中的 Hilbert 合冲
定理 (1890 年): 以现代语言来说, 合冲定理断言多项式环 k[X1, . . . , Xn] 上的模总有长
度 ≤ n 的自由解消.

同样关乎代数问题的还有 Ext 函子: 对于交换群 A 和 B, 交换群的短正合列
0 → A → E → B → 0 又称群扩张; 精确到同构, 它们和群 Ext1(B,A) 的元素一一对
应. 此外, 若将 B 换作一般的群 G, 则群扩张的分类自然地引出群上同调 H2(G,A) 的
代数定义.

环上的求导运算是很早就得到代数学家关注的问题. G. Hochschild 在 1942 年对
环 R 定义了现今称为 Hochschild 同调与上同调的不变量, 其 n = 1 次项分类所有求导
运算. 这些构造能扩及更一般的 (R,R)-双模 M , 它们在现代数学前沿中继续扮演要角.
值得一提的还有 J. Leray 在二战期间关于层和谱序列的工作, 他的动机始于和偏

微分方程相关的不动点问题. 层是几何学中承载局部–整体信息的结构, 谱序列则提
供计算层上同调的强大工具. 受 Leray 理论以及冈洁在多复变领域的工作所影响, H.
Cartan 等人在战后着手重写代数拓扑学的基础, 同调代数也随之改头换面.

Cartan–Eilenberg革命 H. Cartan 和 S. Eilenberg 的著作 [8] 汪洋闳肆, 在很长一段
时期内被视为正典. 该书标志了同调代数发展的新时期, 主要贡献包括:

� 定义了内射模和投射模, 以及模的内射解消和投射解消;

� 在模论框架下定义了右导出函子和左导出函子, 由此给出 Ext 和 Tor 函子的一般
定义, 引入了模的内射维数和投射维数, 这些工具不久便在交换环论中大展身手;

� 借此解释了先前的种种构造, 例如群的上同调, 以及 Hochschild 同调与上同调;

� 系统地建立了谱序列及其乘法结构的一般理论.

“同调代数” 一词也渊源于 [8]. 随着宏大理论的出现, 同调代数步入了它的青春
时期.

Abel 范畴 以几何的, 或精确地说是层论的立场来衡量, 模论框架下的同调代数理论
并不足够. 我们希望容许比环 R 上的左模范畴 R-Mod 更一般的范畴 A, 它也应当具有
某种 “线性” 的意味. 这方面的初次尝试来自 1955 年 D. Buchsbaum 的博士论文, 同时
也是 [8] 的附录; 他对模论中的正合列的概念予以抽象.

如今通行的方案则来自 A. Grothendieck 的论文 [16], 对应的范畴称为 Abel 范
畴. 这是具有核及余核的加性范畴, 并且要求其中的所有态射 f : M → N 皆严格;
所谓严格性, 大致对应到模论中熟知的同构定理 M/ ker(f) ∼→ im(f). 在该篇著作中,
Grothendieck 还进一步
� 依靠长正合列的概念定义了 δ-函子, 泛 δ-函子并给出后者的刻画, 说明导出函子
是泛 δ-函子的特例;

� 给出关于合成函子求导的 Grothendieck 谱序列;
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� 定义了一类特殊的 Abel 范畴, 现称为 Grothendieck 范畴, 对之确立了内射解消
的存在性.

这些理论使层上同调的研究得以在更一般的空间上开展, 对几何学的发展是极其
关键的.

导出范畴 J.-L. Verdier 在 1963 年的博士论文中定义了 Abel 范畴 A 的导出范畴
D(A), 动机来自 Grothendieck 在研究代数几何中的对偶性时面临的困难, 这些障碍
促使人们寻求一种新的框架, 其中操作的不再只是上同调, 而是复形本身, 但必须形
式地向复形范畴 C(A) 添入拟同构之逆. 所谓拟同构, 是指在上同调层次诱导同构
Hn(f) : Hn(X)

∼→ Hn(Y ) 的复形态射 f : X → Y , 而添逆的构造则称为 Gabriel–
Zisman 局部化, 它是环的局部化在范畴层次的推广.

导出范畴 D(A) 携带的信息多于上同调, 它的操作方式也有所不同: 我们必须以
D(A) 中称为好三角的一族态射列

X
f
Y

g
Z

h
X[1]

来替代 A 或复形范畴 C(A) 中的短正合列, 其中 X[1] 意谓复形 X 的平移:

X[1]n = Xn+1, dnX[1] = −d
n
X .

这些构造被 Verdier 进一步抽象为称作三角范畴的一类结构. 从拓扑来观照, 导出范畴
的三角结构同样自然: 好三角可以类比于同伦论中的上纤维列. 这关系到我们稍后要讨
论的同伦代数. 也正是出于同伦论的考量, D. Puppe 在 1962 年独立地发现了类似的结
构, 但他写下的条件不含 Verdier 的八面体公理.

尽管导出范畴在应用上并非完美, 这套语言直到 21 世纪初依然是几何学家与代数
学家的首选. 举例明之, 一则突出应用是主要由柏原正树和 Z. Mebkhout 等人发扬光大
的 D-模理论, 其中的一些基本操作只在导出范畴层次方有合理定义.
另外, 环 R 的导出范畴 D(R) := D(R-Mod) 也可以视作 R 的一种不变量. 若两个

环的导出范畴作为三角范畴相等价, 则称它们是导出等价的环. 围绕导出等价的一系
列问题和方法是代数表示论中的一支主流, 这方面的先驱有 D. Happel 和 J. Rickard
等人.

同伦代数 读者想必记得, 同调代数的拓扑源头是对空间作剖分, 由之定义合适的链复
形或复形来萃取拓扑不变量. 第一步所涉及的剖分有种种变体, Eilenberg 和 Zilber 在
1950 年定义的单纯形集便是其中一员, 而单纯形集能进一步推广为给定范畴中的单纯
形对象. 这套语言的诠释力特别广泛, 比如拓扑空间的同伦论能在单纯形集的框架下开
展, 而称为 “脉” 的构造又将范畴解释为一类特殊的单纯形集.

如果我们向这幅图像加入一点 “线性”, 产物何如? Dold–Kan 对应 (1958 年) 给出
Abel 范畴中的单纯形对象和复形理论的直接联系. 取交换群范畴 Ab 为例, Dold–Kan
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对应是一对显式给出的伴随等价

N : sAb Ch≥0(Ab) : Γ

其中 sAb 是 Ab 上的单纯形对象范畴, Ch≥0(Ab) 是 Ab 上的非负次链复形范畴. 对于
复形范畴, 我们可以翻转标号或过渡到相反范畴来处理.

Dold–Kan 对应能够从拓扑层次诠释关于链复形的许多定义和构造. 借由单纯形方
法, 同调代数中统称 “杠构造” 的一类解消也能得到统一的解释.

同伦是单纯形理论的核心观念. 涉及单纯形的代数学方法有时也被称为同伦代数,
其威力在 D. Quillen 发展的高阶 K-理论中有突出表现, 且不限于此.
综之, 线性代数学中的单纯形方法可谓是拓扑学, 特别是同伦论与同调代数在一个

更高层次上的合流, 后继的无穷范畴理论则是它在 21 世纪初鼓舞的另一波浪潮.

本书旨趣
编排目标 之前的介绍表明所谓的线性代数粗分为两支主干, 一是 Abel 范畴理论, 二
是搭建在 Abel 范畴上的复形理论. 本书围绕这两个方面, 力求为读者提供理解当代数
学所需的观念与技术. 内容既包括应用中涉及的代数方法, 也包括它们所要求的理论基
础. 由于这些方法主要服务于基础数学研究, 所服务的范围又务求其广, 是故本书的另
一则定性是 “纯粹应用数学”.

本书还力求兼顾教材与参考书的双重属性, 为此必然要顾及细节和体系建构. 不同
目标之间互存张力, 而且必须在有限的篇幅内完成命意, 铺排和点题, 这就为全书的编
排带来巨大挑战, 却是一个必须接下的挑战.

落实到内容方面, 导出范畴, 导出函子和谱序列是当代数学工作者的必备常识, 然
而对初学者不无难度, 障碍主要在观念和定义. 本书内篇便以此为目标进行铺排, 并为
外篇的讨论奠定基础. 为了论述通畅, 也为了适当节约篇幅, 我们不会亦步亦趋地重走
历史, 而更多的是依循后见之明的逻辑顺序.
受上述种种目标约束, 文艺批评家所称的 “灵氛” 便不免在文字中隐没, 代之的是

体系和严格论证所不时带来的滞重感. 与滞重相对的这种灵氛是数学之于人心最初的,
兴许也是最终的叩鸣, 然而依笔者之见, 轻盈灵动, 单刀直入的写法或见诸理论初创时
期, 或者是依托完备的参考书籍为后援, 而这些依托须嵌入原生的语言文化, 为一切读
者共享. 笔者选择负重, 但盼望随着本书的面世, 未来的作者们能享有轻装上阵的自由.

本书编撰过程中广泛参考了相关著作, 包括但不限于 [46, 33, 23, 37, 48] 等, 此外
[42] 和 nLab 网站也起了很大帮助.

https://ncatlab.org


6 导言

路径与取舍 本书既要兼顾各种领域, 各种风格, 另一方面也要在古典与现代之间寻求
平衡点, 以使这些内容对初学者也具有一定的可读性. 为此, 折衷是笔者的写作总方针,
但怀着折衷心理翻开一本书的读者却罕有; 折衷带来迂回, 所以本书的理路无论对哪位
观者都不走测地线, 这是无可奈何的.
基于相同理由, 本书对内容的取舍也难让人人满意. 譬如几何取向的读者看不到层

和 t-结构, 而代数表示论取向的读者也无法找到倾斜理论; 之所以不提, 是因为在未深
入接触这些学科的前提下, 不可能对相关理论有足够的动机.

范畴爱好者可能认为本书的进路至多是半经典的. 话虽如此, 读者也可能会察觉正
文和习题为某些进阶视角预留了接口, 比如 dg-范畴, 单子论和单纯形对象等题材, 尽管
其处理方式全是蜻蜓点水. 这些内容可以视为针对无穷范畴理论的热身, 由此便指向了
较线性代数更为深刻的崭新世界, 称为高等或高阶代数, 这已经超出本书的探讨范围了.

关于取舍, 还有必要说明本书处理一般的 Abel 范畴, 直接从公理出发来建立基本
性质, 这点和一些只考虑模的同调代数教材有所不同. 容许一般 Abel 范畴不但符合理
论的彻底性与实践的必要性, 即使我们将出发点自限于模, 这点对于函子范畴和 Serre
商之类的构造也是必需的. 由于模论中的图追踪无法直接扩及一般场景, 关于 Abel 范
畴的一些基础结果需要十分迂回的证明. 为了帮助理解这些细节, 本书期望读者对于模
的复形及其上同调有最初步的经验, 比如 [51, 第六章] 的内容, 但这不是逻辑上的必需.
著名的 Freyd–Mitchell 嵌入定理断言每个 Abel 小范畴都能正合而且全忠实地嵌

入 Mod-R, 其中 R 是某个环. 一旦承认这点, Abel 范畴的许多基本事实便能够化到具
体的模范畴 Mod-R 来检验. 我们将在附录 §B.6 给出嵌入定理的证明. 由于证明本身
不算容易, 而且依赖关于 Abel 范畴的一些基本性质, 定理并未在本质上简化 Abel 范畴
理论, 它起到的更多是启发作用.

使用指南
功能说明 为了兼顾作为参考书的功能, 适度的体系感是必要的, 因此各章节主要按照
逻辑顺序安排, 前后依存关系在内篇尤其突出, 少部分必要但偏离主干, 或较具技术性
的题材则划入附录.
对于自学的读者, 具体阅读哪些内容需视自身兴趣和需求而定. 内容的抉择主要在

于外篇, 内篇则是共通的基础框架, 尽管细化到节的尺度, 内篇仍有部分内容属于选读.
部分较为抽象或技术性的细节可以在初学时酌情省略, 而涉及附录的部分则建议先跳
过, 或仅作快速浏览. 关于这些取舍的详细建议, 请见各章和各附录开头的说明, 尤其是
阅读提示部分.

如之前谈及旨趣时所述, 我们不得不将数学思想包裹在层层的文字障里. 自学者必
须痛下功夫, 像在翻腾的浓云里捕捉闪电一般, 从中识别真正的数学.

对于将本书作为参考用途的读者, 笔者在撰写时已经尽量采取模块化的写作, 方便
分段阅读; 这不单体现于章节的剪裁, 也体现于以下两点.
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� 本书尽量采用当代文献中标准的符号, 辅以回顾和说明, 而导言结尾的凡例部分
和书末索引则是理解符号的另一利器.

� 各种陈述或证明中总会不厌其烦地插入各种交叉参照, 方便对内容已有一定知识
的读者快速理解, 高效建图.

特别地, 笔者希望本书能帮助备课或参与讨论班的读者迅速组装所需的知识点, 然后熔
铸为自己的语言.

至于教学用途, 必须坦然承认: 由于排课结果不以个人意志为转移, 笔者在写作期
间几乎没有在课堂上锻炼这些材料的机会, 效果如何不得而知. 以过去经验衡量, 即使
课堂上省略细节, 全书也明显超过一学年的容量, 而内篇在简约模式下或能压缩入一个
学期. 如果作为主教材来使用, 教师必须先将本书内容分割; 笔者希望先前提到的模块
化设计能降低此工作的难度.

缺少课堂锻炼还带来另外两个后果. 一是本书难免还有许多未发现的错误, 二是
缺乏经典教材的圆润感. 这里既有现实条件的因素, 也是笔者水平所限, 只能请读者海
涵了.

关于习题 各章和附录的末尾均配有习题, 按照对应内容在正文中的顺序来排列, 有时
带提示. 其目的多半是补充性质, 提供实例, 以及扩展眼界. 部分习题旨在帮助读者熟
悉技巧, 涉及的技术性一般不强. 少部分习题则要求补全正文省略的细节, 这些细节或
者是琐碎的, 或者是简单的, 更常是兼而有之. 总之, 笔者期望初学的读者能尽量尝试做
题, 但不必有自我强迫的心态, 不必非全做不可.

范畴及其大小 本书多数内容以范畴语言表述, 这是因为实践为证, 范畴论确实是理解
和处理代数问题的高效手段. 然而线性代数或所谓同调代数并非范畴论的分支, 正如概
率论并非测度论的分支一般.

和一些教材不同, 本书和卷一都要求范畴的全体对象和态射构成集合, 不许对象仅
成 “类”. 作为在定义中排除真类的代价, 严格来说须引入 Grothendieck 宇宙的概念来
衡量集合大小, 并且假设所有集合都属于某个宇宙 U , 详见 [51, 假设 1.5.2, 注记 1.5.6].
倘若具体问题具体分析, 则关于存在足够多宇宙 (等价地说, 足够的强不可达基数) 的
这一公理往往可以弱化. 由于非关本书核心, 我们不再深究.

结构总览
建议读者从导言结尾的凡例部分起步, 其目的是确认全书的符号和惯例. 除此之

外, 不鼓励初学者严格地循序阅读, 除非对抽象方法已经有充分高的接受度. 各章开头
将提供详细的摘要和阅读须知.

首先是筑基的内篇.

B 第一章: 范畴论拾遗 回顾并补全必需的范畴论知识, 重点包括严格态射, 加性范
畴中的核及余核, Kan 延拓, Gabriel–Zisman 局部化等主题.



8 导言

B 第二章: Abel 范畴 建立 Abel 范畴的基础理论, 辅以 Grothendieck 范畴等内容.

B 第三章: 复形 讨论加性范畴上的复形, 双复形, 同伦和映射锥等基本概念, 并在
Abel 范畴的情形讨论上同调. 后半部从经典视角讨论导出函子及 Ext, Tor, lim1

等特例. 为了处理无界复形, 末尾还探讨了 K-内射和 K-投射解消.

B 第四章: 三角范畴与导出范畴 引入三角范畴和三角函子的一般概念, 然后着重讨
论 Abel 范畴的导出范畴, 以及导出范畴之间的导出函子. 经典视角下的 Ext 和
Tor 等将相应地升级为 RHom 和 L

⊗.

B 第五章: 谱序列 从谱序列的一般定义和正合偶出发, 逐步细化到滤过复形和双复
形的谱序列, 以及它们在代数场景下的应用. 正合偶对于滤过复形的谱序列并非
绝对必要的.

其次是涉及应用或谓拓展内容的外篇.

B 第六章: 群的同调与上同调 探讨群的同调, 上同调和种种相关计算或实例. 该章
还讨论 Tate 上同调, pro-有限群的上同调, 以及非交换上同调, 它们在应用中各
自占据要地.

B 第七章: 单子论 从幺半范畴上关于 “代数”的一般概念出发, 先讨论和复形相关的
微分分次结构. 其次在论述包括余代数, 双代数和 Hopf 代数等实例后转向 Beck
单子性定理. 该章的后半部考虑模论, 介绍森田理论, 然后以单子性定理处理模的
平坦下降和 Galois 下降.

B 第八章: 单纯形方法 包括单纯形对象和单纯形集的一般理论, Dold–Kan 对应, 以
及基于单子语言的杠构造. 最后几节涉及广义 Eilenberg–Zilber 定理, 以及映射
锥的拓扑诠释.

B 第九章: 对偶性 从幺半范畴中的对偶性出发, 在给出基本例子后探讨重构定理与
淡中范畴. 本章内容和复形没有直接关系.

根据原计划, 外篇本应包括表示理论的基本知识, 预想它在体系中能扮演一个自然
的角色. 后期考虑到篇幅已经过长, 而且现有多部成熟教材, 遂打消设想.
附录部分条列如次.

B 附录 A: 关于 Abel 范畴的延伸内容 和 Abel 范畴直接或间接相关的素材, 或者是
正文所引, 或者属支线内容.

B 附录 B: 简介 ind-对象和 pro-对象 从 pro-有限群的理论入手, 顺势引入 ind-对象
和 pro-对象的概念, 探讨范畴与函子的 Ind 化, 然后在 Abel 范畴的特例证明
Freyd–Mitchell 嵌入定理, 作为一则应用示范.

最后, 笔者的个人主页提供包括勘误表在内的最新补充信息, 不限于本书, 欢迎读
者关注. 如发现书中错误, 敬请来信指正.
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凡例
本书的符号惯例和卷一相同. 在此不避繁琐地予以摘述.

基本规范 本书使用标准的逻辑符号 ∀, ∃, =⇒ 等等. 符号 ∃! 代表 “存在唯一的...”,
符号 ⇐⇒ 代表 “当且仅当”. 证明的结尾标注 �. 符号 A := B 意谓 “A 被定义为 B”.
如果一个数学对象的定义不依赖于种种辅助资料的选取, 则称之为良定义的.

箭头 ∼→ 代表对象之间的同构, 有时也不加方向地记为 '. 符号 1:1 或 1:1←→ 代表
集合之间的双射, 亦即一一对应. 形如 F (·) 的符号意在凸显映射或函子 F 带有的变量.
符号 n� m 代表 n 充分大于 m. 例如 n� 0 代表 n 充分大, 而 n� 0 代表 −n

充分大.
本书将大量使用交换图表的语言. 最简单的情形是

A B

C

f

h
g

交换 定义⇐⇒ g ◦ f = h,

这里的 f , g, h 可以是映射, 同态, 或者一般范畴中的态射. 依此类推以理解更复杂的交
换图表.

集合与序结构 本书采用 Zermelo–Fraenkel 公理集合论, 并且承认选择公理.
空集记为 ∅. 符号 A ⊂ B 意谓 A 是 B 的子集, 容许相等, 真包含则记为 A ( B;

差集记为 A r B := {a ∈ A : a /∈ B}, 无交并记为 A t B. 给定映射 f : A → B, 符号
a 7→ b 意谓 a ∈ A 被 f 映为 b ∈ B, 而 f |A′ 意谓 f 在子集 A′ ⊂ A 上的限制. 集合 A

到自身的恒等映射记为 id = idA. 集合 A 的元素个数, 势或曰基数在本书被记为 |A|.
基于 [51, 定义 1.2.1], 所谓偏序集是一个集合 P 配上一个服从于反身性, 传递性和

反称性的二元关系 ≤; 如果不要求反称性, 则得到预序集. 符号 x < y 意谓 x � y. 偏序
集 (P,≤) 常简记为 P .

� 若 m ∈ P 满足 ∀x ∈ P, x ≥ m ⇐⇒ x = m, 则称 m 为 P 中的极大元; 以 ≤ 代
≥ 可定义极小元的概念. 它们一般而言并不唯一.

� 设 S 是 P 的子集. 若 b ∈ P 满足 ∀x ∈ S, x ≤ b, 则称 b 是 S 在 P 中的上界. 同
理可以定义 S 的下界.

� 若 b ∈ P 是 S 的上界, 而且任何其他上界 b′ 皆满足 b′ ≥ b, 则称之为 S 的上确
界, 记为 supS. 上确界若存在则唯一. 同理可定义 S 的下确界 infS.

偏序集之间的映射 f : P → Q 若满足 a ≤ b =⇒ f(a) ≤ f(b) 则称为保序的; 若
f : P → Q 为双射, f 和 f−1 皆保序, 则称 f 为偏序集之间的同构, 或称保序双射.
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若偏序集 P 的任两个元素皆可比大小, 则称为全序集. 若非空全序集 P 的所有非
空子集皆有极小元, 则称 P 为良序集. 有一类特殊的良序集称为序数, 而序数之间可比
大小. 简略勾勒如下.

� 对于任意序数 α, 我们有 α =
{
β :序数, β < α

}
;

� 若序数 κ 作为集合不与任何 < κ 的序数等势, 则称之为基数;

� 任意集合 S 的基数 |S| 定义为其等势类中的最小序数, 这里用到一件事实: 任意
集合皆可赋予良序 (需要选择公理), 而良序集同构于唯一的序数;

� 特别地, 对任意序数 α 皆有 |α| ≤ α.

这是 von Neumann 的观点, 可参阅 [51, §1.2] 或 [21]. 这比基数作为等势类的寻常定义
稍加曲折, 但也有其便利.
有限序数可以视同非负整数: 任何 n ∈ Z≥0 都有对应的全序集 n, 作为集合按

0 := ∅ 和 n + 1 := {0, . . . , n} 递归地定义, 序结构的定义是自明的. 最小的无穷序数 ω

即良序集 0 ≤ 1 ≤ · · · , 它也是可数基数 ℵ0.
我们选定一个 Grothendieck 宇宙 U 来区分集合的大小: U 的元素称为 U -集, 与

U -集等势者称为 U -小集, 或简称小集. 若基数 µ 作为集合是 U -小集, 则称为小基数.
我们假定所有集合 X 都属于某个 U ; 详见 [51, 假设 1.5.2] 和相关讨论.

范畴 关于范畴的约定和 [51, §1.5, 定义 2.1.3] 相同: 一个范畴 C 的所有对象和所有态
射都构成集合, 分别记为 Ob(C) 和 Mor(C). 任两个对象之间的态射集记为 HomC(·, ·),
或简记为 Hom(·, ·). 对象 X 的恒等态射记为 idX . 单态射以箭头 ↪→ 标识, 满态射则以
箭头 � 标识; 单态射又称嵌入.

� 对于任意范畴中的态射 f : X → Y 和任意对象 T , 由 f 诱导态射的拉回 f∗ 与推
出 f∗ 运算, 它们定义在 Hom 集上:

f∗ : Hom(Y, T )→ Hom(X,T ), f∗ : Hom(T,X)→ Hom(T, Y )

β 7→ βf α 7→ fα.

� 子范畴按子集的符号记为 C′ ⊂ C; 若 HomC′(X,Y ) = HomC(X,Y ), 则称 C′ 为全
子范畴.

� 两个范畴 C1 和 C2 的积 C1 × C2 以 Ob(C1)×Ob(C2) 为对象集, 从对象 (X1, X2)

到 (Y1, Y2) 的态射定义为 HomC1(X1, Y1) × HomC2(X2, Y2) 的元素, 而态射合成
是分量各自合成给出的. 由此可见任意一族范畴的积 ∏

i Ci 如何定义. 按此亦可
定义 Cn := C × · · · × C (共 n 项), 或更一般的 CI , 其中 I 是集合. 见 [51, 定义
2.3.1].
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举例明之, 任何预序集 (P,≤) 都给出相应的范畴 P, 其对象集为 P 而

∀a, b ∈ P, HomP(a, b) =
{
独点集 {?}, a ≤ b
∅, 其他情形.

作为特例, 0 可视同空范畴, 无对象, 无态射; 而 1 视同恰有一个对象 0 和一个态射 id0

的范畴.
满足 Mor(C) = {idX : X ∈ Ob(C)} 的范畴称为离散范畴, 它们通过 C 7→ Ob(C) 和

集合一一对应.

术语: 小范畴与大范畴 本书选定 Grothendieck 宇宙 U . 设 C 为范畴. 若 Mor(C) 是
U -小集, 则称 C 是 U -小范畴; 若仅要求 HomC(X,Y ) 对所有 X,Y ∈ Ob(C) 都是 U -小
集, 则称之为 U -范畴. 1)

例如所有 U -集连同其间的映射构成 U -范畴 Set, 它并非 U -小范畴. 另一方面, 如
果不选定 U , 则所有集合构成一个真类, 并非本书意义下的范畴. 类似地, 本书以 Grp
(或 Ab) 标记所有建立在 U -集上的群 (或交换群) 所成的范畴, 它们是 U -范畴.
为了理解大小确实成问题, 读者不妨留意到 Hom 函子 HomC : Cop×C → Set 仅对

U -范畴 C 方能定义.
若无另外说明, 本书论及的范畴默认为 U -范畴, 并且将 U -小范畴简称为小范畴; 未

必是 U -范畴的范畴则另称为大范畴.
大范畴在许多构造中难以避免, 特别是和函子范畴或局部化相关的理论. 凡是大范

畴可能出现, 而且确实有实质影响之处, 我们将明确标出.

函子和函子范畴 范畴 C 到其自身的恒等函子记为 idC . 函子 F : C → D 映 C 的态射
f : X → Y 为 D 的态射 Ff : FX → FY . 若 HomC(X,Y )→ HomD(FX,FY ) 对所有
X 和 Y 都是单射 (或双射), 则称 F 忠实 (或全忠实); 若 D 的所有对象都同构于某个
FX, 则称 F 本质满.

以偏序集所对应的范畴为例, 保序映射 P → Q 无非是函子 P → Q.
两个函子间的态射 ϕ : F → G 在一些文献中又称自然变换, 有时也以双箭头

ϕ : F ⇒ G 标注; 态射 ϕ 由一族相容的态射 (ϕX : FX → GX)X∈Ob(C) 构成, 也可以用
[51, §2.2] 介绍的 2-胞腔图表记为

C D.

F

G

ϕ

往后论及 Ab-范畴 (见 §1.3) 或 k-线性范畴时 (见 §1.4), 对函子还会加上相应的条件.

1)在许多文献中, 范畴的对象集理解为类, 任两个对象之间的 Hom 集则是集合. 因此他或她们的 “类” 相
当于本书的集合, “集合” 相当于本书的 U-集, 而她或他们的 “范畴” 基本相当于本书的 U-范畴.
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给定函子 B C D ER F

G

L 和态射 ϕ : F → G, 我们自然地得到态射
Lϕ : LF → LG 和 ϕR : FR→ GR. 另一方面, 态射 ϕ : F → G 和 ψ : G→ H 可以作
合成 ψϕ : F → H. 这些合成运算可以用 2-胞腔的合成, 亦即图表的拼贴来表述; 行将
回顾的三角等式是一个基本例子.

从范畴 C 到范畴 D 的所有函子构成函子范畴 DC , 也记为 Fct(C,D); 注意到除非
C 小, DC 往往是 “大范畴”. 作为函子范畴的特例, 对于 n ∈ Z≥0 和对应的全序集 n, 可
以定义 Cn, 细说如下.

� 按定义, C0 := 1;
� 存在唯一的函子 C → 1, 故 1C = 1;
� 指定函子 1→ C 相当于指定 C 的对象, 故 C1 ' C;
� C2 以 C 中的态射为对象, 以态射之间的交换方块为态射.

综上, 0 可谓始范畴, 1 = [•] 可谓终范畴, 而 2 = [• → •] 可以设想为游走的箭头.

范畴 C 的相反范畴 Cop 和 C 有相同的对象集; 任何态射 f : X → Y 都可以视
同 Cop 中的态射 Y → X, 记为 fop 以资区别; 另一方面, Fct(C,D)op 则自然地等同于
Fct(Cop,Dop). 从 C 过渡到 Cop 相当于倒转箭头, 这一机制在范畴论中称为对偶性.

若一对函子 F : C � D : G 满足 GF ' idC 和 FG ' idD, 则称它们互为拟逆; 有
拟逆的函子称为范畴之间的等价, 这是范畴论中的基本概念. 若严格的等式 GF = idC
和 FG = idD 成立, 则称它们为范畴之间互逆的同构.

代数结构 群的幺元 (即单位元) 在乘法符号下记作 1, 交换群的幺元在加法符号下记
作 0. 群 G 的相反群 (倒转乘法顺序) 记为 Gop. 设 H 是 G 的子群, 则 H 在 G 中的
指数记为 (G : H), 它也等于陪集的个数 |G/H| 或 |H\G|.

除非另外说明, 环都是含幺元的结合环, 交换环上的代数亦同; 环 R 的乘法幺元记
为 1 或 1R, 所有可逆元对乘法构成群 R×. 域或整环 R 的特征记为 char(R). 环 R 的
相反环记为 Rop, 其乘法顺序和 R 相反.

设 r 为交换环 R 的非零元. 如果加法群同态 R
乘以 r

R 有非零的核, 则称 r 为零
因子. 交换环中由元素 x, y, . . . 生成的理想记为 (x, y, . . .).

交换环 R 上以 X1, X2, . . . 为变元的多项式代数写作 R[X1, X2, . . .] 的形式, 形式
幂级数环记为 RJX1, X2, . . .K. 若 M 是幺半群, 相应的幺半群 R-代数记为 R[M ].

按惯例, Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C 依序代表整数环, 有理数域, 实数域和复数域. 若 q 是
素数的幂, 则 Fq 代表有 q 个元素的有限域. 设 F ↪→ E 是域的嵌入, 则相应的域扩
张或曰扩域记为 E|F , 其次数记为 [E : F ]; 若 E|F 是 Galois 扩张, 记其 Galois 群为
Gal(E|F ).

几种基本代数结构给出的常用范畴标注如下.
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幺半群 Mon

群 Grp

交换群 Ab = Z-Mod

左或右 R-模 R-Mod 或 Mod-R

k-向量空间 Vect(k)

(R,S)-双模 (R,S)-Mod

k-代数 k-Alg

交换 k-代数 k-CAlg

R, S: 任意环,

k: 域 (向量空间情形)

k: 交换环 (代数情形)

模范畴 k-Mod 不分左右.

若 k 选定, 而 R 和 S 都是 k-代数, 则探讨 (R,S)-双模时默认双模结构来自于左
R⊗

k
Sop-模结构; 换言之, 我们要求 k 的左乘和右乘等效.

左或右 R-模之间的同态群记如 HomR(X,Y ) 之形. 对于 (R,S)-双模, 采取类似的
记法 Hom(R,S)(X,Y ).

对于交换环 R 及其乘性子集 U , 相应的局部化记为 R[U−1].

一如集合范畴 Set 的情形, 此处的群, 环, 模等等都默认实现在 U -集上, 其中 U 是
选定的 Grothendieck 宇宙. 因此表列的所有范畴都带有指向 Set 的忘却函子. 本书谈
及的拓扑空间范畴 Top, 紧 Hausdorff 空间范畴 CHaus 等实例也带如是假设: 所论的
空间都是实现在 U -集上的.

伴随性 伴随对 (F,G, ϕ) 指的是一对函子 C C′
F

G
连同一族典范双射 ϕX,Y :

HomC′ (FX, Y )
∼→ HomC (X,GY ), 亦即函子之间的态射

ϕ : HomC′ (F (·), ·)
∼→ HomC (·, G(·)) : Cop × C′ → Set.

伴随对也经常表作 F : C C′ : G 的形式, 代表 F 是 G 的左伴随, 或者说 G

是 F 的右伴随. 资料 ϕ 经常省略, 而伴随对相应地记作 (F,G).

伴随对中的 ϕ 可以等价地以单位态射 η : idC → GF 和余单位态射 ε : FG→ idC′
来刻画. 为了使 (F,G, η, ε) 给出伴随对, 充要条件是它们满足所谓的三角等式

Gε ◦ ηG = idG, εF ◦ Fη = idF ,
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见 [51, (2.6) + 命题 2.6.5]; 等价的写法是 2-胞腔合成的等式

C′ C C′ CG

idC′

F

ε

idC

G

η

= C′ C

G

G

idG ,

C C′ C C′F

idC

G

η

idC′

F

ε

= C C′

F

F

idF .

详见 [51, 注记 2.6.6].

极限 考虑函子 α : I → C.

� 函子 α 的归纳极限若存在则记为 lim−→α, 或者 lim−→i∈Ob(I) α(i): 它是 C 的对象, 带
有一族态射 α(i)→ lim−→α, 由泛性质确定.

� 类似地, α 的投射极限若存在则记为 lim←−α, 或者 lim←−i∈Ob(I) α(i): 它带有一族态射
lim←−α→ α(i), 由泛性质确定.

两种极限是对偶的, α : I → C 的 lim−→ 和 αop : Iop → Cop 的 lim←− 是一回事. 有鉴于此,
本书也经常将 lim←− 涉及的函子写作 Iop → C 的形式.

在许多文献中, lim−→ 也称为余极限, 记为 colim, 而 lim←− 则称为极限, 记为 lim. 若无
其他说明, 本书的 “极限” 泛指 lim−→ 和 lim←−.

若 I 是小范畴, 则相应的 lim−→ 或 lim←− 称为小极限. 按照 [51, §2.8] 的标准术语, 如果
范畴 C 具备所有的小 lim←− (或小 lim−→), 则称 C 完备 (或余完备). 此概念依赖 U 的选取.

为了确定符号, 以下选定范畴 C 来回顾极限的几种常用特例. 详细定义见诸 [51,
§2.7] 或其他教材. 以下泛性质中出现的 T 指代 C 中的任意对象, 而 I 是任意集合.
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极限名 输入 对象 典范态射 泛性质

等化子 X Y
f

g
ker(f, g) ker(f, g) ι

X

Hom(T, ker(f, g)) ψ

 ϕ ∈ Hom(T,X) :

fϕ = gϕ

 ιψ

1:1

余等化子 (同上) coker(f, g) Y
p

coker(f, g)

Hom(coker(f, g), T ) ψ

 ϕ ∈ Hom(Y, T ) :

ϕf = ϕg

 ψp

1:1

积 (Xi)i∈I
∏
i∈I

Xi
∏
j∈I

Xj
pi

Xi

Hom

T,∏
i∈I

Xi

 ψ

∏
i∈I

Hom(T,Xi) (piψ)i∈I

1:1

余积 (同上)
∐
i∈I

Xi Xi
ιi ∏

j∈I

Xj

Hom

⨿
i∈I

Xi, T

 ψ

∏
i∈I

Hom(Xi, T ) (ψιi)i∈I

1:1

有限积 (或余积) 也写作 X1 ×X2 × · · · (或 X1 tX2 t · · · ) 之形. 在 C 为加性范畴
的情形, 我们经常将余积 ∐

i 用模论的直和符号写作
⊕

i.
等化子/余等化子和积/余积各自都是对偶的. 这些基于泛性质的刻画也可以如 [51,

§2.7] 写成交换图表, 或以 §A.1 将回顾的米田嵌入来诠释. 设 ∐
i∈I Xi 和

∏
j∈J Yj 存

在, 则泛性质给出双射

Hom

∐
i∈I

Xi,
∏
j∈J

Yj

 1:1 ∏
i∈I
j∈J

Hom(Xi, Yj), ψ 7→ (pjψιi)i,j .

B 终对象 对应于 I = ∅ 的积若存在, 则称为 C 中的终对象, 暂记为 Z. 按惯例∏
i∈∅ := {∅}, 所以 Z 的泛性质是: Hom(T,Z) 对所有 T ∈ Ob(C) 皆是独点集.

B 始对象 对应于 I = ∅ 的余积若存在, 则称为 C 中的始对象, 暂记为 S, 其泛性质
是: Hom(S, T ) 对所有 T ∈ Ob(C) 皆是独点集.

B 零对象和零态射 若 C 的对象 0 兼为始对象和终对象, 则称之为零对象; 出入零
对象的态射存在且唯一. 对任何 X,Y ∈ Ob(C), 合成态射 X → 0 → Y 给出
Hom(X,Y ) 中的典范元素, 称为零态射.

由于从任何对象 X 到零对象的同构若存在则唯一, 习惯称 X 是零对象或写作
X = 0, 而不说 X 同构于零对象.
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继续回顾两类重要的极限, 它们相互对偶.

名称 输入 对象 典范态射 泛性质

纤维积
(
Xi

fi
Z

)
i∈I

∏
i∈I

(Xi → Z)

∏
j∈I

(Xj → Z)

Xi

pi

Hom

T,∏
i∈I

(Xi → Z)




(ξi : T → Xi)i∈I :

∀i, j ∈ I,

fiξi = fjξj



1:1 ψ 7→(piψ)i

纤维余积
(
Z

gi
Xi

)
i∈I

∐
i∈I

(Z → Xi)

Xi

⨿
j∈I

(Xj → Z)

ιi

Hom

⨿
i∈I

(Z → Xi), T




(ξi : Xi → T )i∈I :

∀i, j ∈ I,

ξigi = ξjgj



1:1 ψ 7→(ψgi)i

在纤维积的泛性质中取 ψ = id 可见 fipi = fjpj 对所有 i, j 皆成立, 由此得典范态
射 ∏

i∈I(Xi → Z) → Z. 同理, 对纤维余积取 ψ = id 可见 ιigi = ιjgj 对所有 i, j 皆成
立, 由此得典范态射 Z →

∐
i∈I(Z → Xi).

有限多个对象的纤维积 X1 ×
Z
X2 ×

Z
· · · 或纤维余积 X1 t

Z
X2 t

Z
· · · 可以化约到两个

对象的情形. 我们将形如

X ×
Z
Y X

Y Z

p1

p2
和

Z X

Y X t
Z
Y

ι1

ι2

的交换图表分别称为拉回或推出图表, 并且称 X ×
Z
Y → Y 为 X → Z 的拉回, 称

Y → X t
Z
Y 为 Z → X 的推出; 注意到 X,Y 的角色是对称的. 推而广之, 与上图同构

的交换图表也分别称为拉回和推出, 详见 [51, 定义 2.8.5].
本书的记号是在拉回 (或推出) 图表的方块的中心标记 � (或 �).
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翻译 本书关于翻译的惯例和 [51] 一致; 所用译名仍力求和 [50] 兼容, 除非该书的翻译
有明显的不妥或错误.

索引列出的术语附英译. 一来是帮助有阅读或撰写英文文章需求的读者, 二来是供
母语非中文的读者作参考; 最后, 由于历史的原因, 了解外文对于理解许多数学符号的
意涵仍是必要的.



内篇





第一章 范畴论拾遗

顾名思义, 本章介绍后续各章所需的若干范畴论工具, 方便读者温故知新. 部分内
容见于 [51] 或类似教材, 然而出于回顾概念和统一符号的理由, 本章依然予以重述. 其
他基本术语则可参照本书导言.

� 在 §§1.1—1.2, 我们先简单介绍子对象和商对象, 当然也包括单态射和满态射的一
般性质, 然后介绍态射 f 的像 im(f) 和余像 coim(f), 以及满足 “像即余像” 的态
射, 称为严格态射. 这些是适用于一般范畴的基本概念.

� §§1.3—1.4 是本章的线性部分, 该处介绍了态射集上具有加法群结构的一类特殊
范畴, 称为 Ab-范畴; 保持态射加法的函子称为加性函子. 对这些范畴可以定义态
射的核及余核, 作为模同态的核及余核的推广. 具备零对象和有限积的 Ab-范畴
称为加性范畴; 在加性范畴中可以讨论对象的有限直和, 而有限直和之间的态射
能够以类似于矩阵运算的方式进行操作.

推而广之, 加法结构还能升级为来自某个交换环 k 的纯量乘法, 由此得到 k-Mod-
范畴和 k-线性范畴的概念. 这些带有线性结构的范畴是本书的主要关切.

� §§1.5—1.6 是关于极限的基础知识. 特别地, 定义 1.5.2 将引入关于一个函子
F : C → D 是否保 (自 C 到 D) 或生 (自 D 到 C) 极限的说法, 此外我们也探讨共
尾函子和滤过归纳极限, 这些术语方便而且重要.

� §§1.7—1.8 讨论的左和右 Kan 延拓是范畴论的一类基本操作. 适当条件下, 它们
可以用 lim−→ 或 lim←− 来构造; 论证不无曲折, 但思路是简单的, 要点在于以极限来表
述函子延拓问题的 “最佳逼近”. 我们也记录一则并不显然的定理 1.7.7, 它阐明绝
对左/右 Kan 延拓和伴随对之间的联系.
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� §1.9 介绍的 Gabriel–Zisman 局部化 (本书简称 “局部化”) 是向范畴中的一族态
射 S 形式地添逆的构造, 它可类比于环的局部化, 但具体细节复杂不少; 为了对
取逆后的产物有更好的掌控, 实践中经常设 S 为定义 1.9.5 所谓的乘性系. 局部
化在本书的主要应用是构造导出范畴, 其次则是用于在 §2.9 定义 Abel 范畴的
Serre 商. §1.10 将说明如何沿着范畴的局部化作 Kan 延拓, 不妨将之设想为函子
的局部化, 这是之后理解导出函子的关键.

� §1.11 讨论的伴随函子定理刻画了左伴随或右伴随函子在适当条件下的存在性;
在本书中, 它主要应用于 §2.10 对 Grothendieck 范畴的研究. 伴随函子定理在数
学中的用处不止于此, 所以本节有其独立价值, 而该处探讨的生成元和余生成元
(定义 1.11.8) 也是必须掌握的概念.

本章内容较多地借鉴了 [23, 37].

阅读提示
Abel 范畴和复形的基本理论仅需要本章的 §§1.1—1.4, 其后的 §§1.5—1.6 对此
起到辅助作用, 本书其他章节也会反复引用. 导出范畴理论涉及本章的 §§1.7—
1.10, 相关内容的用途不限于此, 但读者可衡量自身需求, 待学习导出范畴之前再
行阅读. 最后的 §1.11 仅应用于 §2.10, 然而其中关于生成元和余生成元的知识
是必备的, 读者必要时可回头查阅.

1.1 子商
首先回顾单态射和满态射的概念. 选定范畴 C.

� 态射 f : X → Y 称为单态射, 也标作 f : X ↪→ Y , 如果左消去律成立:

∀T ∈ Ob(C), ∀g, h : T → X, fg = fh ⇐⇒ g = h;

� 态射 f : X → Y 称为满态射, 也标作 f : X � Y , 如果右消去律成立:

∀T ∈ Ob(C), ∀g, h : Y → T, gf = hf ⇐⇒ g = h.

不难读出 f : X → Y 单等价于 f∗ : Hom(T,X) → Hom(T, Y ) 对所有 T 皆单;
f : X → Y 满等价于 f∗ : Hom(Y, T ) → Hom(X,T ) 对所有 T 皆单. 态射的单性和满
性相互对偶: f 单当且仅当 fop 满.

例 1.1.1 若一对态射 f, g : X → Y 的等化子 ker(f, g) 存在, 则泛性质说明典范态射
ι : ker(f, g)→ X 单. 同理,若余等化子 coker(f, g)存在则典范态射 p : Y → coker(f, g)
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满. 另一则平凡的观察则是: 若 C 有零对象, 依惯例记为 0, 则 0→ X 单而 X → 0 满.
请读者验证这些细节.

命题 1.1.2 考虑态射 X
a
Y

b
Z. 假设 b 单或者 a 满, 则 ba : X → Z 为同构当且仅

当 a 和 b 都是同构.

证明 一个方向是显然的. 以下假设 ba 为同构而 b 单. 命 c := a(ba)−1 : Z → Y , 则
bc = idZ . 又由 b(cb) = (bc)b = b 和 b 单可知 cb = idY (左消去律), 故 b 是同构, 从而 a

亦然. 在 Cop 中操作便得到 a 为满态射的情形.

对于代数学中常用的范畴如 Set, Ab 和 R-Mod 等, 态射的单性或满性等价于它作
为映射的单性或满性. 在这些例子中, 我们还能进一步探讨子集, 子群等. 这一概念能
推及一般的范畴, 但需要多一道工序. 我们用偏序集的语言来表述.
考虑范畴 C 及其对象 X. 对于一对单态射 fi : Si ↪→ X, 其中 i = 1, 2. 若存在

g : S1 → S2 使得 f2g = f1, 则记作 (S1, f1) ⊂ (S2, f2), 或简记为 S1 ⊂ S2; 留意到 f2 的
单性蕴涵 g 若存在则唯一, 而且是单态射. 此处定义的 ⊂ 尚不是偏序关系: 若 S1 ⊂ S2

而且 S2 ⊂ S1, 则称 S1 和 S2 等价; 这也相当于说存在交换图表

S1 S2 S1

X

g1

f1
f2

g2

f1

从唯一性遂得 g2g1 = idS1
, 同理 g1g2 = idS2

. 换言之, S1 和 S2 等价当且仅当存在同构
g : S1

∼→ S2 使得 f2g = f1, 而且此同构唯一. 这当然是代数学中的标准论证.
类似地, 对于一对满态射 fi : X � Qi, 其中 i = 1, 2, 若存在 g : Q2 → Q1 使得

gf2 = f1, 则 g 唯一而且满, 记作 Q1 � Q2. 同理, 若 Q1 � Q2 且 Q2 � Q1, 则称 Q1

和 Q2 等价; 这也相当于说存在唯一的同构 g : Q2
∼→ Q1 使得 gf2 = f1.

二元关系 ⊂ (或 �) 在等价类上定义偏序. 此处借用了集合的包含符号 ⊂, 虽有混
淆之虞, 却和代数学中其他子结构 (子群, 子模, 子空间等) 的记法保持了一致.

定义 1.1.3 取定范畴 C 及其对象 X. 形如 S ↪→ X 的单态射 (或形如 X � Q 的满
态射) 对上述等价关系构成的等价类称为 X 的子对象 (或商对象), 它们构成偏序集
(SubX ,⊂) (或 (QuotX ,�)), 其中 idX : X → X 给出唯一的极大元.

子对象和商对象相对偶: 对 C 定义的 (SubX ,⊂) 和对 Cop 定义的 (QuotX ,�) 是
一回事. 为了论述方便, 本节主要探讨子对象情形. 由于等价关系中的同构 g 是唯
一的, 论证时可以放心选取等价类的代表元 f : S ↪→ X, 或进一步简记为 S; 回忆到
f∗ : Hom(·, S)→ Hom(·, X) 是单射.

引理 1.1.4 对 X 的所有子对象 S1, S2 皆有

S1 ⊂ S2 ⇐⇒ ∀T ∈ Ob(C), Hom(T, S1) ⊂ Hom(T, S2),
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右式的 Hom(T, S1) 和 Hom(T, S2) 理解为 Hom(T,X) 的子集.

证明 方向 =⇒ 是容易的, 至于 ⇐= , 取 T := S1 并考虑 idS1 ∈ Hom(S1, S1) 在
Hom(S1, S2) 中的像, 此即所求的 g : S1 → S2.

假定 C 有零对象, 而 (Xi)i∈I 是一族对象. 对所有 (i, j) ∈ I × I 定义 δij ∈
Hom(Xi, Xj) 如下: i = j 时 δij = id, 否则 δij 定为零态射. 若 (Xi)i∈I 的积和余积存
在, 则 (δij)i,j 确定典范态射

δ :
∐
i∈I

Xi →
∏
i∈I

Xi. (1.1.1)

对于行将回顾的加性范畴而言, 当 I 有限时 δ 总是同构, 对一般的范畴未必如此.

引理 1.1.5 设 X → Z 为单态射, 则它沿着 Y → Z 的拉回 X ×
Z
Y → Y (假设存在) 亦

单. 类似地, 满态射的推出亦满.

证明 鉴于对偶性, 处理单态射情形即可. 命 p2 : X ×
Z
Y → Y 为纤维积带有的典范态

射. 问题归结为对所有对象 T 证明

Hom(T,X) ×
Hom(T,Z)

Hom(T, Y )

Hom
(
T,X ×

Z
Y

)
Hom(T, Y )

1:1 泛性质

(p2)∗

是单射,然而 X → Z 单蕴涵 Hom(T,X)→ Hom(T,Z)单,而左上到右下是自明投影.

引理 1.1.6 设 (fi : Xi → Z)i∈I 为一族单态射, 则从
∏
i∈I(Xi → Z) (假设存在) 到 Z

的典范态射亦单. 类似地, 给定一族满态射 (gi : Z → Xi)i∈I , 从 Z 到
∐
i∈I(Z → Xi)

(假设存在) 的典范态射亦满.

证明 类似引理 1.1.5, 问题化为证∏
i∈I (Hom(T,Xi)→ Hom(T, Z))

Hom
(
T,
∏
i∈I(Xi → Z)

)
Hom(T, Z)

1:1 泛性质

的第二行是单射, 然而条件蕴涵 Hom(T,Xi)→ Hom(T, Z) 单.

转回关于子对象和商对象的讨论.

定义 1.1.7 给定任意范畴 C 及其对象 X,Y . 若 Y 可以实现为 X 的子对象的商对象,
则称 Y 为 X 的子商.
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如考虑商对象的子对象, 则相当于在 Cop 中讨论子商. 下述结果表明两者对某一类
范畴是殊途同归的, 包括之后将探讨的 Abel 范畴; 见推论 2.1.7.

命题 1.1.8 设范畴 C 具有有限纤维积和纤维余积, 而且满态射的拉回仍满, 单态射的
推出仍单, 则子商可以等价地定义为商对象的子对象.

证明 考虑 C 中的子商图表 Y � Z ↪→ X. 记 W := X t
Z
Y . 态射 X → W 是 Z → Y

的推出, 故根据引理 1.1.5 为满; Y → W 是 Z → X 的推出, 故根据条件为单. 这就说
明 Y ↪→ W � X, 给出 X 在 Cop 中的子商. 由于条件自对偶, Cop 中的子商同样给出
C 中的子商.

一旦有了上述的 “子商 = 商子” 性质, 可以推得子商的子商依然是子商.
子商的定义未指定它如何实现为子对象的商对象. 以 C = Ab 情形为例, Z/2Z 是

Z/4Z 的子商, 它既可以是 Z/4Z 的商对象, 也可以是 Z/4Z 的子对象 2Z/4Z.

1.2 像,余像和严格态射
选定范畴 C. 对于任意态射 f : X → Y , 纤维余积 Y t

X
Y 若存在, 则自带一对典范

态射 Y ⇒ Y t
X
Y . 对偶地, 纤维积 X ×

Y
X 若存在, 则自带一对典范态射 X ×

Y
X ⇒ X,

经常称为投影态射.

定义 1.2.1 (像和余像) 设 f : X → Y 为范畴 C 中的态射. 假定 Y t
X
Y 存在; 若等化子

ker
(
Y ⇒ Y t

X
Y
)
存在, 则称为 f 的像, 记为 im(f); 它带有典范单态射 im(f) ↪→ Y .

对偶地, 假定 X ×
Y
X 存在, 若余等化子 coker

(
X ×

Y
X ⇒ X

)
存在, 则称为 f 的

余像, 记为 coim(f); 它带有典范满态射 X � coim(f).

注记 1.2.2 应用 ker 和 coker 的对偶性, 立见 im(f) 在 C 中存在当且仅当 coim(fop)

在 Cop 中存在, 而且 im(f) = coim(fop).

以下引理非但实用, 也颇能说明像和余像的实质.

引理 1.2.3 设 f : X → Y 有 coim(f) (或 im(f)), 则对于任何单态射 j : Y ′ ↪→ Y (或
满态射 q : X � X ′), 若态射 g : X → Y ′ 满足 jg = f (或 g : X ′ → Y 满足 gq = f), 则
存在唯一的 g 使下图交换:

X Y

coim(f) Y ′

f

g

g

j 或
X Y

X ′ im(f).

f

q

g

g
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证明 两种版本相互对偶,讨论 j 的情形即可. 记 p1, p2 为纤维积的投影态射 X×
Y
X ⇒

X. 因为 jgp1 = fp1 = fp2 = jgp2 而 j 单, 故 gp1 = gp2. 于是 coim(f) 作为余等化子
的泛性质唯一地确定 g 使得图表交换.

对 coim(f) 和 im(f) 先后应用引理 1.2.3, 不难看出存在态射 coim(f)→ im(f) 使
下图交换:

X Y

coim(f) im(f)

f

(1.2.1)

而且基于单 (或满) 态射的左 (或右) 消去律, 这般态射 coim(f)→ im(f) 还是唯一的.

定义 1.2.4 (严格态射) 设 im(f) 和 coim(f) 存在. 若 (1.2.1) 中的 coim(f)→ im(f) 为
同构, 则称 f 为严格态射.

举例明之, 对于 C = Set, 所有态射皆严格, 像和余像无非是集合论意义下的像. 本
章习题将有更多实例.

命题 1.2.5 给定态射 X
f

Y
g
Z, 存在唯一的态射 α : coim(f) � im(gf) 和

β : coim(gf) ↪→ im(g) 使下图交换

X coim(f)

im(gf)

α

Z im(g)

coim(gf).

β

前提是所论的 coim 和 im 存在.

证明 以 α 的版本为例, 唯一性来自满态射 X � coim(f) 的右消去律, 存在性则是引
理 1.2.3 的右图施于

X Y Z

coim(f) im(gf)

f g

的产物, 其中的 coim(f)→ Y 是 coim(f)→ im(f) ↪→ Y 的合成.

引理 1.2.6 考虑 C 中的态射 f : X → Y , 则

f 满 ⇐⇒ im(f)
∼→ Y, f 单 ⇐⇒ X

∼→ coim(f).

证明 基于对偶性, 处理第一个等价即可. 设 f 满, 由于典范态射 i1, i2 : Y ⇒ Y t
X
Y

满足 i1f = i2f , 故 i1 = i2, 从而 im(f) := ker(i1, i2) = Y .
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反之设 im(f)
∼→ Y , 同样由它和 i1, i2 的合成相同可知 i1 = i2. 设若 Z ∈ Ob(C)

而 g1, g2 : Y ⇒ Z 满足 g1f = g2f , 则泛性质确定 g : Y t
X
Y → Z 使得 gj = gij (其中

j = 1, 2), 故 g1 = g2; 由此可见 f 满.

命题 1.2.7 设 f 是严格态射, 则 f 是同构当且仅当 f 既单又满.

证明 设 f 是既单又满的严格态射, 将其分解为 X � coim(f)
∼→ im(f) ↪→ Y , 然后应

用命题 1.1.2 和引理 1.2.6.

以上论证涉及形如 X � C ↪→ Y 的图表, 其合成等于 f ; 这称为态射 f : X → Y

的满–单分解. 实践中面对的不仅是这些分解本身, 还有其间的态射.

引理 1.2.8 考虑实线部分的交换图表

X C Y

X ′ C ′ Y ′

e

a

m

ϕ b

e′ m′

并且假设 e 和 e′ 满 (或 m 和 m′ 单).

(i) 若存在虚线所示之 ϕ, 使得图表左半 (或右半) 交换, 则另一半也交换; 此 ϕ 若存
在则唯一.

(ii) 若 a 满 (或 b 单), 而且 ϕ 存在, 则 ϕ 满 (或单).

证明 设 ϕ : C → C ′ 使图表左半部交换, 而且 e 和 e′ 满. 等式 ϕe = e′a 和 e 的满性
唯一确定 ϕ. 因为图表外框交换, 此时 m′ϕe = m′e′a = bme 和 e 的满性进一步给出
m′ϕ = bm, 亦即右半部交换. 若进一步要求 a 满, 则由 e 和 e′ 的满性可见 ϕe = e′a 满,
从而 ϕ 也满.

以上各证出了 (i) 和 (ii) 的一半. 至于 ϕ 使图表右半交换而 m,m′ 单的情形, 论证
完全类似, 或者说是对偶的.

定义 1.2.9 选定 f : X → Y , 将它的全体满–单分解作成范畴 epi.mono(f), 其中的态
射定义为交换图表

C

X Y.

C ′

m

ϕ

e

e′ m′

在引理 1.2.8 中取 a = idX 和 b = idY , 可见上图的 ϕ 若存在则唯一, 而且它既满
且单. 换言之, epi.mono(f) 来自预序集. 本节仅考虑满–单分解的一种特殊情形.

命题 1.2.10 设范畴 C 的所有态射都是严格的, 则任意态射 f : X → Y 都有满–单分解
X � C ↪→ Y , 而且此分解精确到范畴 epi.mono(f) 的同构是唯一的.
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证明 取 C = im(f) 可知分解存在. 关于唯一性, 命题 1.2.7 和之前的讨论表明
epi.mono(f) 的态射必为同构, 问题化约为给出 epi.mono(f) 的态射 ϕ : C → im(f).

引理 1.2.3 右图代入 X
q
� C

g
↪→ Y , 可见存在 ϕ 使图表

C

X Y

im(f)

ϕ 右半交

换; 根据引理 1.2.8 可知全图交换. 明所欲证.

从外框交换推导子图交换是常见技巧, 以后还会反复运用.

1.3 加性范畴: 核,余核
本节将涉及函子保 lim−→ 或 lim←− 的概念, 这是范畴论的基础内容, 可参考 [51, 定义

2.8.8] 或 §1.5 的简要回顾. 首先回顾 Ab-范畴和加性范畴的定义, 详见 [51, §3.4].

� 我们称范畴 C 是 Ab-范畴或者预加性范畴, 如果所有 Hom(X,Y ) 都赋有交
换群的结构, 群运算写作加法 (换言之, Hom 集都是 Z-模), 使得合成映射
Hom(Y, Z)×Hom(X,Y )→ Hom(X,Z) 总是 Z-双线性映射; 因此, 在 Ab-范畴中
可以讨论态射 0 ∈ Hom(X,Y ). 对 Ab-范畴可以谈论其 Ab-子范畴, 而全子范畴自
动是 Ab-子范畴.

� 设 C1, C2 为 Ab-范畴, 若函子 F : C1 → C2 在 Hom 集上诱导群同态, 则称 F 为加
性函子. 谈论 Ab-范畴之间的等价时, 对应的函子及其拟逆总默认为加性函子.

我们需要一则简单而基本的观察. 按惯例, Z-模之间的线性映射意谓模的同态.

命题 1.3.1 设 C 和 C′ 是 Ab-范畴.

1. 给定一对伴随函子 F : C C′ : G , 其中 F , G 皆是加性函子, 则伴随同构
ϕ : HomC′(F (·), ·)

∼→ HomC(·, G(·)) 是线性的.

2. 对于任意 α : I → C, 极限的泛性质中的同构

HomC
(
lim−→α, T

)
' lim←−
i∈Ob(I)

HomC(α(i), T ), T ∈ Ob(C)

是线性的, 前提是极限存在. 对 lim←− 亦同.

证明 对于 (i), 依 [51, 定义 2.6.3] 之后的讨论, ϕ 由伴随对的单位 η 和余单位 ε 确定:

ϕ(f) = Gf ◦ ηX , ϕ−1(g) = εY ◦ Fg, f ∈ HomC′(FX, Y ), g ∈ HomC(X,GY );

既然态射合成是双线性的, ϕ 因而是线性的. 对 (ii) 的论证类似: 所论同构由态射对
ιi : α(i)→ lim−→α 的合成描述, 因此是线性的.
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在 Ab-范畴中 X1 ×X2 存在当且仅当 X1 tX2 存在, 此时有典范同构 X1 tX2
∼→

X1 ×X2, 这一结构称为双积, 见 [51, 定义 3.4.8, 定理 3.4.9].
推而广之, n 个对象 X1, . . . , Xn 的双积是一个对象 Z 配上态射族 Xi Z

ιi

pi
,

(i = 1, . . . , n) 使得

piιj =

{
id, i = j

0, i 6= j

n∑
i=1

ιipi = idZ . (1.3.1)

此时态射族 ιi : Xi → Z 和 pi : Z → Xi 各自诱导出同构
n∐
i=1

Xi
∼→ Z

∼→
n∏
i=1

Xi.

按惯例, n = 0 对应的双积定为零对象.
若 Ab-范畴 C 有零对象, 则 [51, 引理 3.4.11] 保证任意 X,Y ∈ Ob(C) 之间的零态

射等于先前定义之 0 ∈ Hom(X,Y ), 而先前之 ∐n
i=1Xi

∼→
∏n
i=1Xi 正是 (1.1.1) 定义的

态射 δ; 请读者按 (1.3.1) 进行简单的验证.

约定 1.3.2 记 n 元双积 Z 为 X1⊕· · ·⊕Xn; 若 C 中存在 2 元双积 X1⊕X2, 则可以按
典范同构 X1 ⊕X2 ⊕X3 ' (X1 ⊕X2)⊕X3 迭代构造所有 n 元双积 (n ∈ Z≥1). 另外,

X⊕n := X ⊕ · · · ⊕X
n 项

.

积带有的对角态射 δX : X → X⊕n 及余积带有的对偶版本 δ̌X : X⊕n → X 由性
质 piδX = idX = δ̌Xιi 刻画 (1 ≤ i ≤ n); 它们可以具体地表作 δX =

∑n
i=1 ιi 和

δ̌X =
∑n
i=1 pi.

定义 1.3.3 (加性范畴) 满足下述条件的 Ab-范畴 C 称为加性范畴:
� 存在零对象 0;
� 任两个对象 X,Y 都有双积 X ⊕ Y .

如果加性范畴的 Ab-子范畴本身也是加性范畴, 则称之为加性子范畴. 加性范畴中任意
有限个对象 X1, . . . , Xn 都有双积 X1⊕· · ·⊕Xn,又称为这些对象的直和,而 X1, . . . , Xn

则称为其直和项.

加性范畴之间的加性函子 F : C1 → C2 保一切有限积和有限余积, 原因是:
� F 保双积 (见 [51, 命题 3.4.13]),
� F 保零对象 (这是因为 F (idX) = idFX , 而零对象的刻画是 id = 0, 见 [51, 引理
3.4.11]).
设 C 是 Ab-范畴 (或加性范畴), 则反范畴 Cop 也自然地成为 Ab-范畴 (或加性范

畴), 使得对所有对象 X,Y , 写作 f 7→ fop 的映射 HomCop(Y,X) → HomC(X,Y ) 是群
同构.
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今后以 0 兼表加性范畴中的零对象和零态射, 这不会导致混淆. 任一族态射
fi : Xi → X ′i (i = 1, . . . , n) 自然地诱导 f1 ⊕ · · · ⊕ fn :

⊕
iXi →

⊕
iX
′
i, 它也可以具体

表作 ∑n
i=1 ι

′
ifipi.

例 1.3.4 范畴 Ab 是加性范畴: 其 Hom 集上的群结构是同态的逐点相加 (f + g)(x) =

f(x) + g(x), 零对象是零群, 双积 X1 ⊕ X2 则按寻常的方法定义. 同理可知 R-Mod
也是加性范畴, 其中 R 是环, 而忘却函子 R-Mod → Ab 是加性函子. 类似地, 考
虑 C 上的 Banach 空间构成的范畴 BanC, 态射取为连续线性映射, 这也给出加性
范畴: 态射的加法仍是逐点相加, 零对象是零空间; 对于 Banach 空间 (Xi, ‖ · ‖i)
(取 i = 1, 2), 双积 (X1 ⊕ X2, ‖ · ‖) 则可定为向量空间的直和 X1 ⊕ X2 配上范数
‖(x1, x2)‖ := max{‖x1‖1, ‖x2‖2}, 其中 xi ∈ Xi.

命题 1.3.5 设 f, g : X → Y 是加性范畴中 C 的一对态射, 则 f + g 等于以下交换图表
按第一行的合成

X X ⊕X Y ⊕ Y Y

X ×X Y × Y Y t Y

δX f⊕g

∼

δ̌Y

f×g ∼
∼

其中 f × g 来自积的函子性, 而 Y × Y ∼→ Y t Y 是 (1.1.1) 定义的 δ 之逆.

证明 以 ιXi , ι
Y
i 和 pXi , p

Y
i 标记双积带有的自然态射 (i = 1, 2). 将 δX 和 δ̌Y 用这些态

射表出, 则容易验证左右两个三角交换. 第一行的合成也可以类似地确定: 表 f ⊕ g 为
ιY1 fp

X
1 + ιY2 gp

X
2 以计算

δ̌Y (f ⊕ g)δX = δ̌Y ι
Y
1 fp

X
1 δX + δ̌Y ι

Y
2 gp

X
2 δX = f + g. (1.3.2)

至于方块部分的交换性, 且将双积 X ⊕ X 和 Y ⊕ Y 直接等同于余积, 则这相
当于说

X tX Y t Y

X ×X Y × Y

ftg

f×g

交换; 然而这无非是 (1.1.1) 的函子性, 证明毫无困难.

推论 1.3.6 设 C 和 C′ 为加性范畴, F : C → C′ 为函子.

(i) F 保有限积当且仅当 F 保有限余积.

(ii) 若 F 保有限积 (等价地: 保有限余积), 则 F 是加性函子.

(iii) 若 F 保零对象和双积 ⊕, 则 F 是加性函子.
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(iv) 若 F 是等价, 则 F 及其拟逆都是加性函子.

(v) 若 F : C C′ : G 为伴随对, 则 F , G 皆是加性函子; 因此命题 1.3.1 在此
适用.

证明 对于 (i), 由于零对象兼为空积和空余积, 考虑任意 X,Y ∈ Ob(C) 的积和余积即
可. 这归结为下述观察: 典范同构 δ : FX t FY ∼→ FX × FY 分解为

FX t FY → F (X t Y )
∼→ F (X × Y )→ FX × FY.

对于 (ii), 注意到在命题 1.3.5 中, 图表沿 的合成无关 Hom 集的加法结构,
仅涉及范畴中的有限积, 有限余积及其特例零对象, 以及它们带有的典范态射.

对于 (iii), 回忆到所有有限积 (或有限余积) 皆可由零对象和双积 ⊕ 来构造.
若 (F,G) 为伴随对, 则 F 保 lim−→ 而 G 保 lim←−, 见 [51, 定理 2.8.12]; 另一方面, 等价

保所有极限. 因此 (iv) 和 (v) 都是 (ii) 的特例.

事实上, 命题 1.3.5 对加法的描述表明加性范畴 C 的 “加性” 乃是范畴 C 的一种性
质, 而非额外的结构.

定义 1.3.7 设 C 为具有零对象的 Ab-范畴, f : X → Y 为 C 中的态射.

� 若等化子 ker(f, 0) 存在, 则称 ker(f) := ker(f, 0) 连同 ker(f) ↪→ X 为 f 的核.

� 若余等化子 coker(f, 0) 存在, 则称 coker(f) := coker(f, 0) 连同 Y � coker(f) 为
f 的余核.

特别地, ker(f)→ X → Y 和 X → Y → coker(f) 的合成按定义都是 0.

对核以及余核, 可以有几种互补的视角.

� 先考虑 ker(f). 对任意态射 g : T → X, 既然 T
g
X

0
Y 的合成必为 0, 于是

ker(f) = ker(f, 0) 作为等化子的泛性质可表述为交换图表:

T

ker(f) X Y.

∃!g′
g 0

f

� 考虑 coker(f). 对任意态射 h : Y → T , 既然 X
0
Y

h
T 的合成必为 0. 于是

coker(f) = coker(f, 0) 作为余等化子的泛性质可表述为交换图表:

X Y coker(f).

T

f

0
h

∃!h′
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� 以上两者显然相互对偶: coker(f) = ker(fop), ker(f) = coker(fop).

由于通过零对象分解的态射正是 0, 泛性质也有基于拉回和推出图表的刻画, 请读
者疾速验证:

ker(f) X ×
Y
0 X

0 Y

'

� f

X Y

0 Y t
X
0 coker(f).

f

�
'

(1.3.3)

注记 1.3.8 一般的等化子 ker(f, g) 可以化约到上述的核: 考虑态射

T X Yh f

g
,

条件 fh = gh 等价于 (f − g)h = 0, 由此立得 ker(f, g) = ker(f − g, 0) =: ker(f − g).
对偶地, coker(f, g) = coker(f − g, 0) =: coker(f − g).

今后主要考虑 C 为加性范畴的情形.

命题 1.3.9 对于加性范畴 C 中的态射 X
f
Y

g
Z, 存在交换图表

ker(gf) X ×
Y
ker(g)

X

∼
Z t
Y
coker(f) coker(gf)

Z

∼

其中 X ×
Y
ker(g)→ X (或 Z → Z t

Y
coker(f)) 是纤维积 (或余积) 自带的典范态射, 前

提是所论的 ker, coker 和极限皆存在.

证明 基于 (1.3.3), 分段作纤维积得典范同构 ker(gf) ' X ×
Z
0 ' X ×

Y
(Y ×

Z
0) '

X ×
Y
ker(g). 对偶性给出 coker(gf) 的情形.

等化子及余等化子的函子性诱导核及余核的函子性, 以交换图表刻画为

ker(f) X Y

ker(g) X ′ Y ′

∃! a

f

b

g

X Y coker(f)

X ′ Y ′ coker(g).

a

f

b ∃!

g

(1.3.4)

以下结果说明拉回 (或推出) 保核 (或余核).

命题 1.3.10 若加性范畴 C 中的图表

X Y

X ′ Y ′

f

a b

g
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是拉回 (或推出) 图表, 则 (1.3.4) 的态射 ker(f)→ ker(g) (或 coker(f)→ coker(g)) 为
同构, 前提是所论的 ker 和 coker 存在.

证明 对偶性将论证归结为拉回的情形. 对任意对象 T , 由泛性质可以验证

Hom(T, ker(f)) ' ker [Hom(T,X)→ Hom(T, Y )]

' ker
[
Hom(T, Y ) ×

Hom(T,Y ′)
Hom(T,X ′)→ Hom(T, Y )

]
= ker [Hom(T,X ′)→ Hom(T, Y ′)] ' Hom(T, ker(g)),

其中每个箭头都是典范的. 米田引理遂蕴涵 ker(f) ∼→ ker(g); 详见定理 A.1.1 的回顾.

引理 1.3.11 设 C 为加性范畴, f : X → Y 为 C 中的态射, 则:

(i) f 是单态射 (或满态射) 当且仅当 ker(f) = 0 (或 coker(f) = 0);

(ii) f 是零态射等价于 ker(f) ∼→ X, 也等价于 Y
∼→ coker(f);

(iii) 给定 k : Y → Z (或 k′ :W → X), 存在唯一的交换图表如下:

ker(kf) ker(f)

X

∃!

或
coker(fk′) coker(f)

Y

∃!

前提是所论的核 (或余核) 存在. 若 k 单 (或 k′ 满), 则 ker(f) ∼→ ker(kf) (或
coker(fk′) ∼→ coker(f)).

证明 先考虑 (i). 基于对偶性, 仅需处理单态射情形. 按定义, f 为单态射等价于对任
一对态射 g1, g2 : T → X 都有 f(g1 − g2) = 0 ⇐⇒ g1 − g2 = 0. 这相当于说对任意
g : T → X, 下式成立: fg = 0 当且仅当 g 分解为 T → 0→ X. 这无非是说零对象符合
ker(f) 的泛性质.

同理, 对 (ii) 证 f = 0 ⇐⇒ ker(f) ∼→ X 即可. 然而 ker(f) = ker(f, 0), 所求的等
价容易归结为等化子的定义.

至于 (iii), 同样仅考虑 ker 的情形,

{g ∈ Hom(T,X) : fg = 0} {g ∈ Hom(T,X) : kfg = 0}

Hom(T, ker(f)) Hom(T, ker(kf))

⊂

1:1 1:1

当 k 单时第一行取等号. 应用米田引理以完成证明.

在加性范畴中, 定义 1.2.1 介绍的像和余像有简单的描述.
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命题 1.3.12 设 f : X → Y 为加性范畴 C 中的态射, 则有典范同构

im(f) ' ker [Y → coker(f)] ↪→ Y,

coim(f) ' coker [ker(f)→ X] � X;

前提是所论的核, 余核皆存在.

证明 基于对偶性, 以下仅考虑 im(f). 考虑典范态射 i1, i2 : Y → Y t
X
Y . 应用米田引

理, 问题化为对所有 T ∈ Ob(C) 验证

Hom (T, im(f)) = {h : T → Y | i1h = i2h}

=

 h : T → Y ∀S ∈ Ob(C), ∀s1, s2 : Y → S,

s1f = s2f =⇒ s1h = s2h


s:=s1−s2

 h : T → Y ∀S ∈ Ob(C), ∀s : Y → S,

sf = 0 =⇒ sh = 0


=

 h : T → Y T
h
Y � coker(f)

合成为 0

 ∼← Hom (T, ker [Y → coker(f)]) .

以上第一个等式缘于 im(f) := ker(i1, i2). 对于第二个等式, 先将 h 的条件改写为对所
有 s′ : Y t

X
Y → S 皆有 s′i1h = s′i2h, 再用纤维余积的泛性质

Hom
(
Y t
X
Y, S

)
1:1 Hom(Y, S) ×

Hom(X,S)
Hom(Y, S)

s′ 7−→ (s′i1, s
′i2) =: (s1, s2).

第四个等式是按余核泛性质化简到 S = coker(f) 的产物.

最简单的例子是当 f 为零态射时, 引理 1.3.11 (ii) 蕴涵 im(f) = 0 = coim(f).

例 1.3.13 承接例 1.3.4 的讨论. 考虑范畴 R-Mod. 模同态 f : A → B 总有核以及
余核, 按经典方式取为 ker(f) = f−1(0) 以及 coker(f) = B/{f(a) : a ∈ A}. 据定义
立见 im(f) 是 f 在集合论意义下的像, coim(f) = A/ ker(f), 而 (1.2.1) 中的典范态射
coim(f) → im(f) 无非是模论里的典范同构 A/ ker(f) ∼→ im(f). 因此 R-Mod 中所有
态射皆严格.

接着考虑例 1.3.4 的加性范畴 BanC. 连续线性映射 f : X → Y 的核是寻常的
ker(f) = f−1(0), 仍是 Banach 空间; 另一方面, coker(f) = Y /{f(x) : x ∈ X} 带有商
范数. 对之 (1.2.1) 的态射化为

coim(f) X/f−1(0) {f(x) : x ∈ X} im(f)

x+ f−1(0) f(x)

∈ ∈
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右边带诱导自 Y 的拓扑, 左边则带 X 的商拓扑. 设 f : X → Y 为 Banach 空间之间的
连续线性单射, f 像稠密而非满, 此时 coim(f) = X → Y = im(f) 非同构, 因而 BanC

中存在非严格的态射.

1.4 推广: 交换环上的线性范畴
加性范畴的 Hom 集具有加法群的结构, 而在许多情景中, Hom 集还进一步带有来

自某个交换环 k 的纯量乘法. 例如在 k-Mod 中, 每个 Hom 集自然地都是 k-模, 而态射
的合成是 k-双线性的.

定义 1.4.1 设 k 为交换环. 若范畴 A 中的 Hom 集都带有 k-模结构, 使得态射合成
Hom(Y, Z)× Hom(X,Y ) → Hom(X,Z) 对所有对象 X,Y, Z 都是 k-双线性映射, 或者
换言之有交换图表

Hom(Y, Z)×Hom(X,Y ) Hom(X,Z)

Hom(Y, Z)⊗
k
Hom(X,Y )

合成

∃! k-模同态

则称 A 同这些资料成为 k-Mod-范畴.
设 F : A → A′ 为 k-Mod-范畴之间的函子, 若 Hom(X,Y )→ Hom(FX,FY ) 对所

有 X,Y ∈ Ob(A) 都是 k-模同态, 则称 F 是 k-线性函子.

注意到 k-Mod 对张量积 ⊗ := ⊗
k
成为幺半范畴, 因此 k-Mod-范畴这一称呼和 [51,

§3.4] 中关于充实范畴的术语一致. 先前介绍的 Ab-范畴即 Z-Mod-范畴; 相反地, 忘却
k-Mod-范畴上的纯量乘法, 就得到 Ab-范畴.

例 1.4.2 仅有一个对象的 k-Mod-范畴无非是 k-代数, 对应由 A 7→ EndA(?) 给出, 此
处 Ob(A) = {?}.

命题 1.3.1 的论证原封不动地照搬, 给出以下结果.

命题 1.4.3 设 A 和 A′ 是 k-Mod-范畴.

1. 给定一对伴随函子 F : A A′ : G , 其中 F , G 皆是 k-线性的, 则伴随同构
HomA′(F (·), ·) ∼→ HomA(·, G(·)) 是 k-线性的.

2. 对于任意 α : I → A, 双射

HomA
(
lim−→α, T

)
' lim←−
i∈Ob(I)

HomA(α(i), T ), T ∈ Ob(A)

是 k-线性的, 前提是极限存在. 对 lim←− 亦同.
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如无另外申明, 今后 k-Mod-范畴之间的函子和等价都默认为 k-线性的.

定义 1.4.4 若给定的加性范畴 A 带有 k-线性结构, 与原有的 Ab-结构相容, 则称此资
料为 k-线性范畴.

这相当于在 §1.3 的讨论中以 k-Mod-范畴替代 Ab-范畴. 本章关于加性范畴的结果
多数能扩及 k-线性的情形, 论证并无二致. 唯一的例外关乎推论 1.3.6: 在加性范畴中,
Hom 集的加法能由范畴本身的性质来刻画, 但论及 k-纯量乘法则不然; 相应地, k-线性
范畴之间的函子 (乃至于等价) 没有自动成为 k-线性的理由.

以下搜集关于 k-线性的几则结果. 回顾任意范畴 A 的中心 Z(A) := End(idA), 其
元素是恒等函子 idA 到自身的态射, 写作 (aX)X∈Ob(A), 其中 aX ∈ EndA(X). 中心对
态射合成构成交换幺半群; 见 [51, 定义 2.3.8, 命题 2.3.9]. 若 A 是 Ab-范畴, 则 Z(A)
相对于合成与加法 (aX)X + (bX)X := (aX + bX)X 成为交换环.

命题 1.4.5 设 A 为 Ab-范畴, 则有双射

{A 上的 k-Mod-范畴结构} 1:1←→ Hom环(k, Z(A)).

映法如下. 若指定了 A 上的 k-Mod-范畴结构, 对每个 a ∈ k 和 X ∈ Ob(A), 定义
aX := a · idX ∈ EndA(X), 则 a 7→ (aX)X∈Ob(A) ∈ Z(A) 是环同态. 反之, 给定属于右
式的环同态 a 7→ (aX)X∈Ob(A), 以 a · f := f ◦ aX = aY ◦ f 定义 A 上的 k-Mod-范畴结
构, 其中 f ∈ Hom(X,Y ).

证明 刻画 (aX)X∈Ob(A) ∈ Z(A)的条件正是 f ◦aX = aY ◦f ,其中 f ∈ Hom(X,Y )任
取. 若 A带有 k-Mod-范畴结构,命 aX := a · idX ,则双线性蕴涵 f ◦aX = f ◦ (a · idX) =

(af) ◦ idX = (a · idY ) ◦ f = aY ◦ f , 故 (aX)X∈Ob(A) ∈ Z(A). 其余验证是平凡的.

作为推论, Ab-范畴 A 自然地成为 Z(A)-Mod-范畴.

1.5 由函子观极限
函子 F : C → D 和极限间的种种关系大致可以分成两个方向. 以 lim−→ 为例, 给定函

子 α : I → C, 试问:

� 设 lim−→α 存在, 其像 F
(
lim−→α

)
是否给出 lim−→(Fα)?

� 设 lim−→Fα 存在, 它能否 “提升” 到 C 上? 此提升在何种意义下唯一?

此处主要讨论 lim−→ 的情形; 这些结果对于 lim←− 当然也有对应的版本; 鉴于对偶性,
细节不必重复.

我们以锥和范畴 (α/∆) 的语言来梳理 lim−→.
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约定 1.5.1 相对于给定的函子 α : I → C, 称 C 中满足下述条件的资料 (L, (fi)i∈Ob(I))

为以 α 为底, 以 L 为顶点的锥:
� L 是 C 的对象,
� 每个 fi : α(i) → L 都是 C 的态射, 具备相容性条件 fj ◦ α(i → j) = fi, 其中
[i→ j] 取遍 Mor(I).

按 [51, §2.7] 的语言, 这些锥构成范畴1) (α/∆); 具体地说, 当底 α 固定, 从锥
(L, (fi)i) 到锥 (M, (gi)i) 的态射是交换图表

L

α(i) M α(j)

α(i→j)

gi

fi

gj

fj (1.5.1)

其中 i → j 取遍 Mor(I), 态射合成按明显的方式操作. 按定义, lim−→α 连同其自带的典
范态射族 ιi : α(i)→ lim−→α 是 (α/∆) 的始对象.

函子 F 按自明的方式诱导函子 (α/∆)→ (Fα/∆), 映锥 (L, (fi)i) 为 (FL, (Ffi)i).
设 lim−→α 存在, 倘若 lim−→Fα 也存在, 则在 (Fα/∆) 中存在唯一态射

lim−→Fα→ F (lim−→α),

它是同构当且仅当
(
F (lim−→α), (Fιi)i

)
给出 lim−→Fα.

倒转箭头, lim←−α 可刻画为 (∆/α) 的终对象. 在所论 lim←−存在的前提下, 在 (∆/Fα)

中存在唯一态射
F lim←−α→ lim←−Fα.

定义 1.5.2 给定 F : C → D 和函子 α : I → C, 考虑锥范畴之间的函子 (α/∆) →
(Fα/∆).

� 称 F 保此 lim−→, 如果 (α/∆)→ (Fα/∆) 映始对象 (假如存在) 为始对象.

� 称 F 返此 lim−→, 如果仅 (α/∆) 的始对象 (假如存在) 方能被映为 (Fα/∆) 的始对
象.

� 称 F 生此 lim−→, 如果

– lim−→Fα存在 =⇒ lim−→α存在;
– F 保此 lim−→, 返此 lim−→.

对于 lim←− 同样有相应的概念, 以 Cop 和 Dop 代 C 和 D 即可相互过渡.

1)此处 ∆ 的严格含义是对角函子 C → CI , 见例 1.6.3, 按拼音命名. 但也无妨按照象形原则将 ∆ 想成
“锥”, 见图 (1.5.1).
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注意: 这些概念系于所论的 α, 比如 F 完全有可能保有限的 lim−→而不保一般的 lim−→.
给定 α, 函子生 lim−→ (或 lim←−) 相当于说 D 中定义此极限的锥可以唯一地提升到 C,

并且使后者给出 C 中相应的极限; 唯一性来自定义中关于返 lim−→ (或 lim←−) 的条件. 这一
观点将在稍后的例 1.5.6 和命题 1.5.7 中清楚呈现.

命题 1.5.3 全忠实函子返一切 lim−→ 和 lim←−.

证明 以 lim−→ 为例. 设 F 全忠实, 则 (α/∆) 的始对象的泛性质可在取 F 后在 (Fα/∆)

中验证.

顺势引入一个方便的概念.

定义 1.5.4 满足以下条件的函子 F 称为保守的: 态射 f ∈ Mor(C) 为同构当且仅当
Ff ∈ Mor(D) 为同构.

注记 1.5.5 若 F 是保守函子, 则只要 lim−→α 存在, 而且 F 保此 lim−→, 则 F 也必然返
此 lim−→. 缘由如下: 设 L ∈ Ob((α/∆)) 被映为 (Fα/∆) 的始对象; 考虑 (α/∆) 中的唯
一态射 lim−→α → L, 由于 F 保此 lim−→, 它在 F 之下的像必为同构, 从而保守条件确保
lim−→α→ L 也是同构.

在此前提下, 关于 F 生 lim−→ 的定义中可以去除返 lim−→ 的条件.

例 1.5.6 以下来验证从群范畴 Grp 到集合范畴 Set 的忘却函子 U 生所有小 lim←−.
这是 lim←− 在 Grp 和 Set 中的具体构造的推论, 见 [51, 例 2.7.5 和 2.8.7]. 详言之,

取小范畴 I 和函子 β : Iop → Grp. 作为集合,

lim←−Uβ =

 (xi)i ∈
∏
i∈Ob(I) Uβ(i) ∀[i→ j] ∈ Mor(I),

β(i→ j)(xj) = xi

 ,

投影 pi : lim←−Uβ → Uβ(i) 映 (xj)j 为 xi. 眼下的任务是:

1. 赋予 lim←−Uβ 群结构, 使得每个 pi 都是群同态, 并说明这样的群结构唯一;

2. 对此群连同投影同态族 (pi)i 验证 lim←−β 的泛性质.

显然 lim←−Uβ 是直积
∏
i β(i) 的子群, 记为 lim←−β ∈ Ob(Grp), 这是使每个 pi 皆为群

同态的唯一群结构. 这就完成了第一点.
接着对锥

(
lim←−β, (pi)i

)
验证泛性质. 考虑 Grp 中任意的锥 (L, (qi)i), 其中 qi :

L → β(i). 泛性质给出唯一的映射 ϕ : UL → lim←−Uβ 使得 piϕ = qi 恒成立. 事实上 ϕ

具体写作 y 7→ (qi(y))i∈Ob(I), 故它升级为群同态 L→ lim−→β. 验证完毕.

基于完全类似的论证, 可以说明从紧 Hausdorff 空间范畴 CHaus 到 Set 的忘却函
子也生所有小 lim←−. 相关验证属于本章习题.

次一则结果涉及形如 CJ 的函子范畴 (可能是 “大” 范畴, 但无妨), 这需要两步
准备.
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� 设 J 为集合, J 份 C 的积 CJ 定义为: Ob
(
CJ
)
= Ob(C)J , Mor

(
CJ
)
= Mor(C)J .

对每个 j ∈ J 皆有自明的投影函子 pj : CJ → C.

给定范畴 I 和函子 α : I → CJ , 若对对每个 j 都存在 lim−→(pjα), 则 lim−→α 也存在,
其构造方式是 “逐点” 或曰 “逐对象” 地取极限: lim−→α =

(
lim−→(pjα)

)
j∈J

.

� 设 J 为范畴, 对之可考虑函子范畴 CJ . 对每个 j ∈ Ob(J) 都有求值函子
evj : CJ → C, 映对象 F 为 Fj, 映态射 ϕ = (ϕj′)j′∈Ob(J) 为 ϕj . 稍后将考虑形如
α : I → CJ 的函子及其 lim−→; 注意到 α 可视同函子 I × J → C, 取值写作 α(i, j).

两套符号是兼容的: 若 J 是离散范畴, 视之为集合, 则 CJ 无非是先前讨论的积.
对于一般的 J , 忘却函子 F : CJ → COb(J) 映对象 F 为 (Fj)j∈Ob(J), 映态射 ϕ 为
(ϕj)j∈Ob(J). 因此 evj = pjF .

命题 1.5.7 设 J 和 C 为范畴.

(i) 忘却函子 F : CJ → COb(J) 生 lim−→ 和 lim←−.

(ii) 设 I 为范畴,而且所有始自 I 的函子在 C 中皆有 lim−→ (或 lim←−),则所有形如 I → CJ

的函子在 CJ 中也有 lim−→ (或 lim←−).

(iii) 承上, 对每个 j ∈ Ob(J), 求值函子 evj : CJ → C 保这些 I 给出的 lim−→ (或 lim←−);
换言之, CJ 中的极限也是 “逐点” 或逐对象地定义的.

证明 考虑 lim−→ 情形即可. 对于 (i), 选定 α : I → CJ , 假设 lim−→Fα 存在, 由锥(
(X(j))j∈Ob(J),

(
ιi = (ιi,j)j∈Ob(J)

)
i∈Ob(I)

)
给出, 其中 ιi,j : α(i, j)→ X(j). 我们希望将它提升为 CJ 中的锥, 使之给出 lim−→α.
首先观察对所有 j 必有 X(j) = lim−→α(·, j). 对于所有态射 j → j′, 极限的函子性

(见 [51, 引理 2.7.4]) 遂给出唯一的态射 X(j → j′) : X(j)→ X(j′) 使下图交换

α(i, j) α(i, j′)

X(j) X(j′)

ιi,j ιi,j′

X(j→j′)

i ∈ Ob(I).

依此升级 j 7→ X(j) 为函子 X : J → C, 升级 ιi : α(i, ·) → X 为 CJ 的态射. 不难验证
(X, (ιi)i) ∈ Ob(α/∆), 以下验证它是始对象. 由于函子 F 保守, 返 lim−→ 的条件不用再
验证.
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给定 (L, (fi)i) ∈ Ob(α/∆), 由 lim−→Fα 的泛性质确定唯一的态射 ϕ = (ϕj)j :

FX → FL, 使下图三角部分对所有 (i, j) 交换:

X(j) X(j′)

α(i, j) L(j) L(j′)

ϕj

X(j→j′)

ϕj′
ιi,j

fi,j L(j→j′)

若能说明方块对所有 j → j′ 皆交换, 则 ϕ 升级为 L→ X. 外框已知交换, 故

ϕj′X(j → j′)ιi,j = L(j → j′)fi,j = L(j → j′)ϕjιi,j

对所有 i 成立; 始自 X(j) 的态射由它和所有 ιi,j 的合成确定, 故方块交换.
至于 (ii), 考虑函子 α : I → CJ . 根据此前讨论, Fα : I → COb(J) 有 lim−→, 它是逐对

象地定义的. 由 (i) 可在 C 中生出 lim−→α, 而关于 evj 保这些 lim−→ 的断言 (iii) 则是构造
的直接结论.

1.6 滤过归纳极限
数学分析的一则常识是数列的极限可以由任何子数列来计算, 这点在范畴论中体

现为共尾的概念. 我们先从连通性切入.

定义 1.6.1 设 I 为任意范畴, 若 Ob(I) 6= ∅, 而且对任何 i, i′ ∈ Ob(I), 总存在 n ≥ 1

和态射
i = i0 ← i1 → i2 ← i3 → i4 ← · · · → i2n = i′,

则称 I 是连通的.

介绍一则辅助概念, 后续几节将反复运用.

定义 1.6.2 (逗号范畴,见 [51,定义 2.4.7]) 给定范畴 I, J 和函子 H : J → I. 设
i ∈ Ob(I).

� 按定义, 逗号范畴 (i/H) (或 (H/i)) 的对象是资料 (j, i → Hj) (或 (j,Hj → i)),
其中 j ∈ Ob(J) 而 i→ Hj (或 Hj → i) 是 I 的态射; 资料之间的态射是 J 中使
下图交换的态射 f : j → j′:

i

Hj Hj′
Hf

或
i

Hj Hj′.
Hf

态射合成与恒等态射的定义是自明的.
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� 上述范畴分别带有投影函子 Πi/ : (i/H) → J 和 Π/i : (H/i) → J , 映对象
(j, i→ Hj) (或 (j,Hj → i)) 为 j, 映态射 f 为 f .

� 任何 I 中的态射 i → i′ 皆诱导自明的函子 (i′/H) → (i/H) 和 (H/i) → (H/i′),
使下图交换:

(i′/H) (i/H)

J
Πi′/ Πi/

(H/i) (H/i′).

J
Π/i Π/i′

例 1.6.3 考虑函子 α : I → C, 视同 CI 的对象, 另外考虑对角函子 ∆ : C → CI , 映任意
对象为对应的常值函子. 定义 1.6.2 的 (α/∆) 无非是约定 1.5.1 介绍的 “锥” 范畴, 而函
子 Πα/ 萃取锥的顶点.

定义 1.6.4 对于函子 H : J → I, 若 (i/H) 对每个 i ∈ Ob(I) 皆连通, 则称 H 共尾; 若
H 是子范畴的嵌入态射, 则称子范畴 J 共尾.

容易验证若 I → J 和 J → K 皆共尾, 则合成函子 I → K 亦然. 请读者练习.
以下结果说明极限可以在共尾的范畴中计算. 回忆到 H 诱导 Hop : Jop → Iop.

命题 1.6.5 若 H : J → I 共尾, 则:

� 当 α : I → C 给定, lim−→α 存在当且仅当 lim−→αH 存在, 此时有典范同构 lim−→αH '
lim−→α;

� 对偶地, 当 β : Iop → C 给定, lim←−β 存在当且仅当 lim←−βH
op 存在, 此时有典范同

构 lim←−βH
op ' lim←−β.

证明 仅处理 lim−→. 依照 §1.5 的语言, 证明函子 (α/∆)→ (αH/∆) 为等价即可; 它映以
α 为底的锥 (L, (fi)i) 为以 αH 为底的锥 (L, (fHj)j).
首先证明它本质满. 考虑 L ∈ Ob(C) 和满足相容性条件 gj′ ◦ αH(j → j′) = gj 的

一族态射 gj : αH(j)→ L, 其中 j ∈ Ob(J). 对任意 i ∈ Ob(I), 因为 (i/H) 非空故可取
j 和 i → H(j). 定义 fi := gj ◦ [α(i) → αH(j)]. 这和 i → H(j) 的选取无关: 诚然, 若
有 (i/H) 中的态射

i

H(j) H(j′′) H(j′)
H(j′′→j) H(j′′→j′)

则按构造易见
gj ◦ [α(i)→ αH(j)] = gj′′ ◦ [α(i)→ αH(j′′)] = gj′ ◦ [α(i)→ αH(j′)].

由于 (i/H) 连通, 这足以说明 fi 是良定义的. 上述讨论也蕴涵 (fi)i 满足相容性条件,
因为对于任意 i→ i′ 和 i′ → H(j′), 总可以假设 fi 是由资料 j := j′ 和 i→ i′ → H(j)

确定的. 综上 (L, (fi)i) ∈ Ob((α/∆)) 映至 (L, (gj)j).
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接着说明它全忠实. 给定 (α/∆) 的态射 (L, (fi)i)→ (L′, (f ′i)i) 相当于给定 C 的态
射 θ : L → L′, 使得 θfi = f ′i 恒成立, 而这点只须对足够 “深” 的 i 来验证; 对每个 i

取 j ∈ Ob(J) 以及 i → H(j), 则条件可化约为 θfH(j) = f ′H(j), 亦即 θ 是 (αH/∆) 的
态射.

定义 1.6.6 根据 [51, 定义 2.7.6], 具备以下条件的范畴 I 称为滤过的.
� 对所有 i, j ∈ Ob(I), 存在 k ∈ Ob(I) 和态射 i→ k ← j.
� 对 I 中任一对态射 f, g : i → j, 存在态射 k ∈ Ob(I) 和态射 h : j → k, 使得
hf = hg.
若 I 是滤过范畴, α : I → C 是函子, 则对应的 lim−→α 也称为滤过的.

例 1.6.7 一类常见的滤过范畴来自滤过偏序集2). 任何偏序集 (P,≤) 都给出相应的范
畴 P, 使得 x ≤ y ⇐⇒ HomP(x, y) 6= ∅. 如果 P 是滤过范畴, 则称 (P,≤) 为滤过偏
序集. 偏序集滤过当且仅当任两个元素 i, j 都有共同上界 k. 全序集显然滤过.

命题 1.6.8 设 I 是滤过范畴, 则全子范畴 J 共尾当且仅当对每个 i ∈ Ob(I) 皆存在
j ∈ Ob(J) 和态射 i→ j; 此时 J 也是滤过的.

证明 “仅当” 方向显然. 对于 “当” 的方向, 给定 j ← i→ j′, 其中 j, j′ ∈ Ob(J), 滤过
性质确保存在交换图表

j k j′

j j′

i

使得 k ∈ Ob(J). 这说明 J 共尾.
至于 J 的滤过性质, 任取 i, j ∈ Ob(J), 由 I 滤过可知存在 k0 ∈ Ob(I) 连同态射

i → k0 ← j; 再取 k ∈ Ob(J) 连同态射 k0 → k, 便有 J 中的态射 i → k0 ← j. 至此验
证了滤过范畴的第一个条件. 同样思路可处理第二个条件.

例 1.6.9 命 OFinI :=
{全子范畴 J ⊂ I : Ob(J)有限}, 它对 ⊂ 构成滤过偏序集: 对任

意 J,K ∈ OFinI , 将对象集取并便是 J 和 K 的共同上界.

这一构造有何用处? 考虑任意函子 α : I → C (或 β : Iop → C), 它限制到全子
范畴 J 上, 给出 α|J (或 β|Jop). 如果 J ⊂ K, 则有自然的态射 lim−→α|J → lim−→α|K (或
lim←−β|Kop → lim←−β|Jop), 前提是所论极限存在. 以下结果解释了从对象有限的情形 “滤
过地” 逼近任意极限的一种方法.

2)在作为极限的下标来运用时, 经常可以用滤过偏序集来代替滤过范畴, 详见注记 A.2.3 和附录 A 习题的
说明.
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命题 1.6.10 在以上情境中, 有典范同构

lim−→
J∈OFinI
⊂

lim−→α|J
∼→ lim−→α

(或 lim←−β
∼→ lim−→J∈OFinI

⊂
lim←−β|Jop ), 前提是左式 (或右式) 的二重极限存在.

证明 以 lim−→ 情形为例, 泛性质给出集合的典范双射

Hom
(
lim−→
J

lim−→α|J , S

)
' lim←−

J

Hom
(
lim−→α|J , S

)
' lim←−

J

lim←−Hom(α|J , S),

其中 S ∈ Ob(C) 任取, 右式是集合的二重 lim←−. 问题化为对一族集合 (Xi)i∈Ob(I) 连同
满足相容性的态射族 (fi→j : Xj → Xi)[i→j]∈Mor(I) 验证双射

lim←−
i∈Ob(I)

Xi lim←−
J∈OFinI

lim←−
j∈Ob(J)

Xj

(xi)i
(
(xj)j∈Ob(J)

)
J∈OFinI

.

1:1

对每个 J , 集合的 lim←− 其具体构造是

lim←−
j∈Ob(J)

Xj =

(xj)j ∈
∏
j∈J

Xj : ∀[i→ j] ∈ Mor(J), fi→j(xj) = xi

 ,

双射因而是明显的: lim←−iXi 的每个坐标 xi 和每个相容性条件 fi→j(xj) = xi 都能被某
个 J ∈ OFinI 捕捉.

回忆到范畴 Set 具有所有的小 lim−→ 和 lim←−. 滤过小 lim−→ 具有特别良好的描述.

命题 1.6.11 设 I 为滤过小范畴, α : I → Set 为函子. 在集合
⊔
i∈Ob(I) α(i) 上定义以

下二元关系: 对于 x ∈ α(i) 和 y ∈ α(j), 关系 x ∼ y 意谓存在 I 中的态射 i → k ← j,
使得 α(i→ k)(x) = α(j → k)(y). 那么 ∼ 是等价关系, 而且

lim−→α =

 ⊔
i∈Ob(I)

α(i)

/ ∼ .
证明 见诸 [51, 定义 2.7.6] 之下的讨论.

今后将上述之 lim−→α 的元素表作 [xi0 ], 其中 i0 ∈ Ob(I) 而 [xi0 ] 为含 xi0 ∈ α(i0)
的等价类. 另一方面, 对于一般的小范畴 J 和函子 β : Jop → Set, 我们将 lim←−β 的元素
表作 (yj)j∈Ob(J) 之形, 其中 yj ∈ β(j) 满足相容性条件 β(j′ → j)(yj) = yj′ .
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接着考虑形如 α : I × Jop → Set 的函子, 其中 I, J 是小范畴; 对变元 I 和 J 可以
分别取 lim−→ 和 lim←−. 对于任意 (i0, j0) ∈ Ob(I × J), 自然映射的合成

lim←−
j

α(i0, j)→ α(i0, j0)→ lim−→
i

α(i, j0);

对 i0, j0 皆有函子性. 变动 j0 给出典范映射 lim←−j α(i0, j)→ lim←−j lim−→i
α(i, j), 继而变动

i0 以得到典范映射
e : lim−→

i

lim←−
j

α(i, j)→ lim←−
j

lim−→
i

α(i, j). (1.6.1)

如采取代表元的记法, 则 e 映 [(xi0,j)j ] 为 ([xi0,j ])j .
若 Mor(J) 是有限集, 则称范畴 J 是有限的; 这相当于要求对象集和任两个对象之

间的态射集皆有限. 次一结果将用于 §1.9.

命题 1.6.12 设 I 为滤过小范畴, J 为有限范畴, α : I × Jop → Set 为函子. 此时
(1.6.1) 的映射 e 是双射.

证明 首先说明 e 满. 给定 (bj)j∈Ob(J) ∈ lim←−j lim−→i
α(i, j), 将每个 bj 表为 [xij ,j ]. 由于

I 滤过而 J 有限, 能取 ij 为常值 i ∈ Ob(I). 对 J 中的每个态射 j → j′, 我们有

[α(i, j → j′)(xi,j′)] = [xi,j ] .

再次应用 I 滤过和 J 有限的性质, 可以取足够 “深” 的 i → i1 并以 i1 代 i, 以确保
α(i, j → j′)(xi,j′) = xi,j 对所有 [j → j′] ∈ Mor(J) 成立. 故 e ([(xi,j)j ]) = (bj)j .
其次说明 e 单. 设 e(x) = e(y). 因为 I 滤过, 可取 i ∈ Ob(I) 使得 x 有代表元

(xi,j)j 而 y 有代表元 (yi,j)j , 故对所有 j ∈ Ob(J) 皆有 [xi,j ] = [yi,j ]. 因为 I 滤过而 J

有限, 按先前方法调整 i 可确保 xi,j = yi,j 对所有 j 皆成立, 故 x = y.

1.7 Kan延拓
本节从函子的延拓问题出发. 考虑范畴 C, D, E 和函子 K, F 如下图:

C

D E

K

F

∃? L

按照范畴论的基本精神, 我们希望找到虚线所示的函子 L 连同同构 F ' LK. 此问题
一般无解; 例如可能存在 f ∈ Mor(C) 使得 Kf 为同构, 而 Ff 非同构. 退而求其次, 我
们至少可以问: 是否存在一个最佳逼近? 答案由泛性质刻画, 分为左右两种版本.

定义 1.7.1 (D. Kan) 考虑范畴 C, D, E , 函子 K : C → D 和 F : C → E .
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� 函子 F 沿 K 的左 Kan 延拓意谓如下资料 (LanK F, η), 其中

– LanK F : D → E 是函子,
– η : F → (LanK F )K 是函子之间的态射,

使得下述泛性质成立: 对任何资料 L : D → E 和 ξ : F → LK, 存在唯一的态射
χ : LanK F → L 使得 ξ = (χK)η (态射的纵/横合成), 或以 2-胞腔图解为

C

D E

K

F

L

ξ
=

C

D E

K

F

LanK F

η

L

χ

.

� 函子 F 沿 K 的右 Kan 延拓意谓如下资料 (RanK F, ε), 其中

– RanK F : D → E 是函子,
– ε : (RanK F )K → F 是函子之间的态射,

使得下述泛性质成立: 对任何资料 R : D → E 和 δ : RK → F , 存在唯一的
θ : R→ RanK F 使得 δ = ε(θK), 或用 2-胞腔图解为

C

D E

K

F

R

δ
=

C

D E

K

F

RanK F

ε

R

θ

.

如在定义中将 C, D, E 换成 Cop, Dop, Eop, 则函子的走向不变, 但态射倒转. 因此
左 Kan 延拓和右 Kan 延拓是相互对偶的概念.
如引进函子范畴 EC 和 ED, 则左, 右 Kan 延拓的泛性质分别断言双射

HomED (LanK F,L)
1:1 HomEC (F,LK)

χ 7−→ (χK)η,

HomED (R,RanK F )
1:1 HomEC (RK,F )

θ 7−→ ε(θK);

(1.7.1)

它们的逆分别是定义 1.7.1 中的 (L, ξ) 7→ χ 和 (R, δ) 7→ θ.

命题 1.7.2 给定范畴 C, D, E 和函子 K : C → D, F : C → E . 引进函子范畴间的拉回
函子 K∗ : ED → EC .

(i) 精确到 ED 中的唯一同构, 左 Kan 延拓 (LanK F, η) 若存在则唯一; 右 Kan 延拓
亦同.
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(ii) 若沿 K 的左 Kan 延拓 (或右 Kan 延拓) 对所有 F 皆存在, 则它们可以升级为
K∗ 的左伴随函子 LanK : EC → ED (或右伴随函子 RanK : EC → ED); 由定义
1.7.1 中的 η (或 ε) 构成的态射族正是伴随对中的单位 (或余单位) 态射.

证明 对于 (i), 按照寻常的套路应用定义 1.7.1 所述的泛性质即可.
对于 (ii). 注意到 LK = K∗(L) 而 RK = K∗(R), 所求的伴随关系正是 (1.7.1) 的

内容; 同理可得关于单位或余单位态射的断言, 见 [51, 命题 2.6.5].

按惯例, 我们经常省略 Kan 延拓中的资料 η 或 ε. 若沿 K 的左 Kan 延拓 (或右
Kan 延拓) 对所有 F 都存在, 由 (iv) 得到的函子 LanK (或 RanK) 也有相应的唯一性,
这来自于伴随对的唯一性 [51, 命题 2.6.10].

注记 1.7.3 由于 Kan 延拓的定义仅涉及 2-胞腔的合成, 它可以扩及一般的 2-范畴, 而
此处相当于 2-范畴 Cat 的特例; 详见 [51, §3.5].

对于任何范畴 C, 记唯一的函子 C → 1 为 !; 指定函子 1 → C 相当于指定 C 的对
象. 对任何范畴 E 及其对象 X, 记 ∆(X) : C → E 为合成 C ! 1

常值 X
E ; 它是映一切

对象为 X, 映一切态射为 idX 的常值函子.

例 1.7.4 (极限作为 Kan延拓) 设 F : C → E 为函子. 考虑图表

C

1 E
!

F

那么 Lan! F (或 Ran! F ) 存在当且仅当 lim−→F (或 lim←−F ) 在 E 中存在, 而且此时的 Kan
延拓即此极限.

以 (Lan! F, η) 为例, Lan! F : 1 → E 可视同 E 的对象, 而 η 是 EC 中的态射
F → ∆(Lan! F ). 泛性质相当于说资料 (Lan! F, η) 给出范畴 (F/∆) 的始对象; 这正是
§1.5 对 lim−→F 的表述.

例 1.7.5 (伴随对作为 Kan延拓) 考虑一对函子 F : C D : G . 如果 (F,G) 扩
充为分别以 η : idC → GF 和 ε : FG → idD 为单位和余单位的伴随对, 则 (G, η) 给出
LanF (idC) 而 (F, ε) 给出 RanG(idD).
为了解释这点, 我们首先说明拉回函子 G∗ : CC CD : F ∗ 也自然地扩充为

伴随对. 观察到 η 诱导 id∗C = idCC → F ∗G∗ = (GF )∗, 类似地 ε 诱导 G∗F ∗ → idCD ; 两
者仍记为 η 和 ε. 必须对 (G∗, F ∗, η, ε) 验证刻画伴随对的三角等式. 概略地说, 这是对
(F,G, η, ε) 的三角等式在函子范畴中取拉回 (−)∗ 的形式产物, 细节谨付读者思索.
此伴随关系给出典范双射 HomCD (G∗idC

=G

, L)
∼→ HomCC (idC , F ∗L

=LF

), 其中的函子

L : D → C 任取, 而且取 L = G时 idG 被映为 η. 将 LanF (idC)的泛性质表述为 (1.7.1)
的双射, 立见 (G, η) 给出 LanF (idC). 关于 RanF (idC) 的论证完全类似.
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实践表明 Kan 延拓的概念在一些场景下还需要进一步的强化3), 在之后关于导出
函子的研究中尤其如此.

定义 1.7.6 考虑范畴 C, D, E , 函子 K : C → D 和 F : C → E .

� 设右 Kan 延拓 (RanK F, ε) 存在. 我们称函子 M : E → F 保 RanK F , 如果 2-胞
腔的合成

C

D E F

K

F

RanK F

ε

M

=:

C F

D

MF

K M RanK F
Mε

给出 MF 沿 K 的右 Kan 延拓.

� 设左 Kan 延拓 (LanK F, η) 存在. 我们称函子 M : E → F 保 LanK F , 如果 2-胞
腔的合成

C

D E F

K

F

LanK F

η

M

=:

C F

D

MF

K M LanK F

Mη

给出 MF 沿 K 的左 Kan 延拓.

� 如果左 Kan 延拓 (LanK F, η) (或右 Kan 延拓 (RanK F, ε)) 被所有从 E 出发的
函子保持, 则称此 Kan 延拓为绝对的.

下一步是确立伴随对与绝对 Kan 延拓的关系. 这一结果对导出函子的进阶研究
大有裨益, 学习其证明也有益于熟悉 Kan 延拓和 2-胞腔的操作. 请考虑一对伴随函子
F : C C′ : G , 由单位 η : idC → GF 和余单位态射 ε : FG→ idC′ 确定. 另外给
定函子

K : C → D, K ′ : C′ → D′.

以下将系统地以 2-胞腔图表来标记函子, 其间的态射及其合成, 以简化论证. 在 2-胞
腔的操作中, 我们将不加说明地交换态射的纵合成与横合成; 这是合规的, 见 [51, 引理
2.2.7].

定理 1.7.7 (G. Maltsiniotis [34]) 设 K ′F 有沿 K 的绝对右 Kan 延拓 LF , 而 KG 有
沿 K ′ 的绝对左 Kan 延拓 RG, 相关资料如下图:

C C′

D D′

F

K K′

LF

α

C′ C

D′ D.

G

K′ Kβ

RG

3)一个常见的强化版本称为逐点 Kan 延拓, 按下不表.
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此时存在唯一的 η : idD → RG ◦ LF 和 ε : LF ◦RG→ idD′ , 使得关于 2-胞腔合成的下
述等式成立:

C C′ C

D′ D

idC

η

β

RG

=

C C′

D D′ DLF

idD

α

RG
η

C′ C C′

D D′

idC′

ε

LF

α =

C′ C

D′ D D′
β

RG

idD′

LF
ε

进一步, 如是之 η 和 ε 使得 (LF,RG) 成为伴随对.

证明 首务是 η 和 ε 的存在性和唯一性. 因为 RG 是绝对左 Kan 延拓, 2-胞腔

C′ C

D′ D D′

G

K′ Kβ

RG LF

= (LF )β : LF ◦K ◦G→ LF ◦ RG ◦K ′

使 LF ◦ RG 成为 LF ◦K ◦G 沿 K ′ 的左 Kan 延拓; 另一方面, 我们又有

C′ C C′

D D′

G

idC′

F

K

ε

K′

LF

α = ε(αG) : LF ◦K ◦G→ K ′ ◦ idC′ = K ′.

于是左 Kan 延拓的泛性质确定唯一的 ε, 使之满足断言中的 2-胞腔合成等式.
关于 η 的情况是对偶的, 只需要注意到 (RG)α : RG ◦LF ◦K → RG ◦K ′ ◦F 同样

使 RG ◦ LF 给出右 Kan 延拓, 这是因为 LF 是绝对右 Kan 延拓.
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问题归结为对 η 和 ε 验证单位和余单位的三角等式, 亦即验证 2-胞腔合成的等式:

D′ D D′ D

id

id

= D′ D

RG

RG

id , D D′ D D′

id

id

= D D′

LF

LF

id ,

不致歧义的箭头略去不标. 且先验证第一个等式. 基于 (RG, β) 作为左 Kan 延拓的泛
性质, 说明两边合成 β 张出的 2-胞腔相等即可. 以第一式为例, 从下式左项起步:

C′ C

D′ D D′ D

id

id

ε

η =

C′ C C′

D D′ D

id
ε

id

η

其中用到了 ε 的刻画. 继续用 η 的刻画和 η 和 ε 所满足的三角等式, 化右项为

C′ C C′ C

D′ Did

id

ε

η

β =

C′ C

D′ D

β

id

=

C′ C

D′ D

β

id

这就导出第一条三角等式. 第二条的验证方法是对偶的.

1.8 以极限构造 Kan延拓
一如 §1.7, 本节仍考虑函子 K : C → D 和 F : C → E , 目标是研究 LanK F 和

RanK F 的存在性.
回忆 §1.7 开头的讨论. Kan 延拓的动机是寻求函子 G : D → E 使得 F ' GK, 或

者至少求其最佳逼近. 如何对 d ∈ Ob(D) 定义 Gd? 唯一线索是当 d = Kc 时, Gd 在
同构意义下应该取作 Fc. 这就启发我们用所有 Fc 的 lim−→ (或 lim←−) 来逼近 Gd, 极限取
遍所有 c ∈ Ob(C) 和态射 Kc→ d (或 d→ Kc). 不同方向的极限将具有相互对偶的泛
性质. 以下便来阐明这一构造.
给定 d ∈ Ob(D), 按照定义 1.6.2 的方式定义范畴 (K/d) 和 (d/K), 以及投影函子

Π/d : (K/d)→ C, Πd/ : (d/K)→ C.
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今后重点在于合成函子 FΠ/d : (K/d) → E 和 FΠd/ : (d/K) → E , 它们分别映对象
(c,Kc→ d) 和 (c, d→ Kc) 为 Fc. 在所论极限存在的前提下, 先作几点观察.

� 任何 d→ d′ 皆诱导典范态射 lim−→FΠ/d → lim−→FΠ/d′ ; 其刻画是使得图表
Fc Fc

lim−→FΠ/d lim−→FΠ/d′

(1.8.1)

对每个 (c,Kc → d) ∈ Ob((K/d)) 交换 (它诱导 (c,Kc → d′) ∈ Ob((K/d′))), 而
纵向箭头是 lim−→ 自带的态射. 这是极限函子性的体现, 参看 [51, 引理 2.7,4] 及其
证明.

� 考虑 (c,Kc
id
Kc) ∈ Ob(K/Kc), 得到典范态射 ηc : Fc→ lim−→FΠ/Kc.

� 任何 c→ c′ 皆诱导典范态射 lim−→FΠ/Kc → lim−→FΠ/Kc′ , 使下图交换:

Fc Fc′

lim−→FΠ/Kc lim−→FΠ/Kc′ .

ηc ηc′

鉴于对偶性, lim←−FΠd/ 当然也具备相应的性质, 如典范态射 εc : lim←−FΠKc/ → Fc 等.
次一定理的陈述将基于这些函子性.

定理 1.8.1 考虑函子 K : C → D 和 F : C → E .

(i) 若对于每个 d ∈ Ob(D), 极限 lim−→(FΠ/d) 在 E 中存在, 则 (LanK F )(d) :=

lim−→(FΠ/d) 连同 (1.8.1) 给出的函子性确定左 Kan 延拓 LanK F : D → E , 相
应的 η : F → (LanK F ) ◦K 来自先前讨论的 (ηc)c∈Ob(C).

(ii) 若对于每个 d ∈ Ob(D), 极限 lim←−(FΠd/) 在 E 中存在, 则 (RanK F )(d) :=

lim←−(FΠd/) 连同 (1.8.1) 的对偶版本确定右 Kan 延拓 RanK F : D → E , 相应的
ε : (RanK F ) ◦K → F 来自先前讨论的 (εc)c∈Ob(C).

(iii) 若 K : C → D 全忠实, 则 (i) 所构造的 η (或 (ii) 所构造的 ε) 必为同构.

证明 基于对偶性, 以下仅处理 LanK F 的情形. 对于 (i), 我们将逐一验证定义 1.7.1
的泛性质.

给定函子 L : D → E 和 ξ : F → LK. 对每个 d ∈ Ob(D) 和 (K/d) 的对象
(c,Kc → d), 以及 (K/d) 中由 f : c → c′ 决定的态射 (c,Kc → d) → (c′,Kc′ → d), 有
交换图表

Fc LKc Ld.

Fc′ LKc′

ξc

Ff LKf

ξc′
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运用 lim−→ 的泛性质即得 χd : (LanK F )(d)→ Ld, 其刻画是使图表

Fc (LanK F )(d)

LKc Ld

ξc χd

L(Kc→d)

(1.8.2)

对所有 (c,Kc→ d) ∈ Ob((K/d)) 皆交换, 第一行的箭头是 lim−→ 自带的态射.
兹证明 (χd)d∈Ob(D) 给出 χ : LanK F → L. 对给定之 d→ d′, (c,Kc→ d) 及其像

(c,Kc→ d′), 比较 (1.8.1) 与 (1.8.2), 问题归结为证图表
Ld

Fc LKc

Ld′

L(d→d′)
ξc

L(Kc→d)

L(Kc→d′)

交换. 这当然是自明的.
下一步是验证

∀c ∈ Ob(C), ξc = χKcηc : Fc→ LKc. (1.8.3)

既然 ηc 是从 Fc = FΠ/Kc(c,Kc
id

Kc) 到 (LanK F )(Kc) 的典范态射, (1.8.3) 无非
(1.8.2) 的特例.

最后说明使 (1.8.3) 成立的 χ : LanK F → L 唯一. 选定 d 并考虑 (K/d) 的任意对
象 (c,Kc→ d) 及相应的图表

Fc

(LanK F )(Kc) (LanK F )(d)

LKc Ld

ηc

(LanK F )(Kc→d)
χKc χd

L(Kc→d)

其中 Fc → (LanK F )(d) 如 (1.8.2); 方块部分因 χ 的自然性交换, 三角交换则缘于
(1.8.1). 已知 χKcηc = ξc, 故 Fc → (LanK F )(d)

χd

Ld 合成为 L(Kc → d)ξc. 让
(c,Kc→ d) 变动, 则此族等式唯一地确定了 χd.

综上可知 (LanK F, η) 确实是左 Kan 延拓.
现在考虑 (iii). 取定 c ∈ Ob(C). 因为 K 全忠实, 易见 (K/Kc) 有终对象

(c,Kc
id
Kc), 而 ηc : Fc→ lim−→FΠ/Kc 正来自于此终对象, 故为同构.

注记 1.8.2 若 C 是小范畴, 则 (K/d) 和 (d/K) 对每个 d ∈ Ob(D) 也都是小范畴. 因
此, 当 E 余完备 (或完备) 时, 定理 1.8.1 和命题 1.7.2 表明 K∗ : ED → EC 必有左伴随
函子 LanK (或右伴随函子 RanK).



52 第一章 范畴论拾遗

例 1.8.3 (预层的逆像) 取 E := Set, 它是完备而且余完备的. 考虑拓扑空间之间的连
续映射 f : X → Y . 命 C := OpenY 为以 Y 中开子集为对象, 以开子集的包含映射
为态射的范畴; 类似地, D := OpenX . 现在定义映开子集 V ⊂ Y 为 f−1V 的函子
OpenY → OpenX , 以下视同函子 K : Openop

Y → Openop
X . 熟悉层论的读者应已看出

Open∧Y := SetOpenop
Y 的对象按定义无非是 Y 上的预层, 而 K∗ : Open∧X → Open∧Y 是

预层范畴之间的正像函子, 映 X 上的预层 F 为 Y 上的预层 V 7→ F(f−1V ). 这一情形
下, 正像的左伴随即 LanK 由定理 1.8.1 给出, 映 Y 上的预层 G 为

U 7→ lim−→
V⊂Y :开子集
满足 U⊂f−1V

G(V ), U ⊂ X :开子集,

U ⊂ f−1V
对应于

Openop
X 的态射 K(V )→ U.

毫不意外, 这正是层论中对 G 定义的逆像.

1.9 Gabriel–Zisman局部化
Gabriel–Zisman 局部化, 在此简称局部化, 是向范畴中的一族态射添逆的最经济方

式, 相关理论渊源于 [14]. 它是由泛性质刻画的.

定义 1.9.1 (P. Gabriel, M. Zisman) 设 C 为范畴, S 是 Mor(C) 的子集, 它包含所有恒
等态射, 并且对态射合成封闭. 所谓 C 对 S 的局部化意指一个范畴 C[S−1] (容许是
“大” 范畴), 连同函子 Q : C → C[S−1], 称为局部化函子, 它们满足以下条件:

� 对所有 s ∈ S, 其像 Q(s) 是 C[S−1] 中的同构;

� 对所有范畴 D (仍容许是 “大” 范畴) 和函子 F : C → D, 若 S 中的态射皆被 F

映为同构, 则存在唯一的函子 F [S−1] : C[S−1]→ D 使得 F = F [S−1]Q.

按惯例, 我们经常省略资料中的 Q. 某些文献如 [23, Definition 7.1.1] 对局部化给
出比较松弛的泛性质4).

以下说明局部化的唯一性, 精确到唯一的同构.

命题 1.9.2 若资料 (C[S−1], Q) 和 (C[S−1]′, Q′) 都是 C 对 S 的局部化, 则存在唯一
一对函子 C[S−1] C[S−1]′

G

G′
使得 GQ = Q′, G′Q′ = Q, 而且 G′G = idC[S−1],

GG′ = idC[S−1]′ .

4)依 2-范畴的视角, 更自然的泛性质是: Q∗ : DC[S−1] → DC 对所有 D 皆为全忠实, 而且 G ∈ Ob
(
DC)

同构于某个 Q∗(F ) = FQ 当且仅当 G 映 S 的元素为同构. 定义 1.9.1 中的 Q 自动有此性质—全忠实的部
分见诸命题 1.9.4, 其余则是容易的.
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证明 因为 Q′ 映 S 为同构, 泛性质给出唯一的 G 使得 GQ = Q′; 同理, 存在唯一
的 G′ 使得 G′Q′ = Q. 由于 G′GQ = Q, 在泛性质中取 D = C[S−1] 和 F = Q 可见
G′G = idC[S−1]; 同理可得 GG′ = idC[S−1].

命题 1.9.3 设局部化 (C[S−1], Q) 存在. 记 Sop 为 S 在 Mor(Cop) 中对应的像, 则存在
与 Q 相容的范畴等价 C[S−1]op � Cop[(Sop)−1].

证明 基于局部化的唯一性, 对定义 1.9.1 中的所有范畴及函子取 (−)op 即是, 因为这
并不改变函子的走向.

问题归结为探讨局部化的存在性及其构造. 对于一般的 C 和 S, 可以通过形式地
向 C 添逆来构造 C[S−1], 思路类似于自由群. 更为具体地说, Ob(C[S−1]) = Ob(C), 而
C[S−1] 的态射形式地表现为有限长的 “锯齿”

· · · bt−1as−1 · · · =

 · · · Y W · · ·

X Z U

s a t b


其中 a, b, . . . ∈ Mor(C) 而 s, t, . . . ∈ S, 按显然的方式定义合成运算和 Q, 但要对由

s−1t−1 = (ts)−1, ss−1 = id, s−1s = id

等等所生成的等价关系取商; 请见 [14, I.1.1] 的勾勒. 有鉴于此, 局部化可设想为态射
的某种分式运算.

构造是普适的, 但缺陷同样明显, 主因是等价关系难以操作; 比方说, 难以刻画有哪
些 f, g ∈ Mor(C) 会满足 Qf = Qg. 所幸实践中遭遇的 S 经常是定义 1.9.5 行将介绍的
左 (或右) 乘性系, 此时 C[S−1] 的描述能够简化, 使得上述锯齿图表可以 “拉直”, 以将
任何态射表作 as−1 (或 s−1a) 之形.
在介绍乘性系之前, 且先记录上述构造的一条简单性质.

命题 1.9.4 局部化函子 Q : C → C[S−1] 必为本质满, 而且对于任意范畴 D 和函子
A,B : C[S−1]→ D, 自明的映射

HomDC[S−1](A,B)→ HomDC (AQ,BQ)

是双射. 换言之, Q∗ : DC[S−1] → DC 是全忠实函子.

证明 不妨按前述方式具体实现局部化. 将 Q 在对象集上的映射写作 X 7→ X; 这是双
射, 故 Q 本质满. 由此立见 HomDC[S−1](A,B)→ HomDC (AQ,BQ) 是单射.
至于满性, 设 ϕ = (ϕX)X∈Ob(C) ∈ HomDC (AQ,BQ). 对于任意 X = QX, 定义 D

中态射 ϕ̃X : AX → BX 为 ϕX . 问题化为说明 ϕ̃ := (ϕ̃X)X ∈ HomDC[S−1](A,B). 换言
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之, 须对 C[S−1] 中的所有态射 f : X → Y 验证 D 中的交换图表

AX BX

AY BY .

ϕ̃X

Af Bf

ϕ̃Y

按照态射的 “锯齿” 构造, f 分解为一连串形如 Qa 或 (Qs)−1 的态射, 其中
a ∈ Mor(C) 而 s ∈ S, 上图的交换性遂归结为 ϕ 的相应性质.

定义 1.9.5 满足以下性质的子集 S ⊂ Mor(C) 称为 C 中的左乘性系.

(S1) 对所有 X ∈ Ob(C) 都有 idX ∈ S.

(S2) 对所有 f, g ∈ S, 若合成 gf 存在则 gf ∈ S.

(S3) 给定态射 X
s∈S

Z
f
Y , 存在 C 的态射 X

f ′

W
s′∈S

Y 使 sf ′ = fs′, 图解作

X W

Z Y

s∈S

f ′

s′∈S

f

交换.

(S4) 设 f, g : X → Y 为 C 中态射, s : Y → W 属于 S. 若 sf = sg, 则存在 S 中的态
射 t : Z → X 使 ft = gt. 图解作

Z X Y W.
t∈S

交换

f

g

s∈S

图表中的虚线部分都是所断言存在的态射.
如果 S 在 Mor(Cop) 中的像 Sop 为左乘性系, 则称 S 为 C 中的右乘性系; 这相当

于将条件 (S3) 和 (S4) 的箭头反转. 称兼为左, 右乘性系的 S 为 C 中的乘性系.

约定 1.9.6 对于给定的左或右乘性系 S, 今后在交换图表中总将属于 S 的箭头画作�
之形, 以资区别.

选定 X ∈ Ob(C). 循上述约定, 对左乘性系 (或右乘性系) S 定义范畴 S/X (或
SX/) 如下.

Ob
(
S/X

)
:=
{态射 X � Z

}
, Mor(S/X) :=

交换图表 X Z

W

 ,

Ob
(
SX/

)
:=
{态射 X � Z

}
, Mor(SX/) :=

交换图表 X Z

W

 .
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注意到若 S 是左乘性系, 则 (Sop)X/ = (S/X)op.

引理 1.9.7 若 S 是左乘性系 (或右乘性系), 则 Sop
/X (或 SX/) 是滤过范畴.

证明 基于之前观察到的对偶性, 以下只论右乘性系情形. 对于 SX/ 的任意对象
i : X → Z 和 j : X → Z ′, 以 (S3) 的相应版本构造交换图表

Z W

X Z ′

j′

i

j

i′

则 k := i′j ∈ S 给出 SX/ 的对象, 连同 SX/ 的态射 i
j′

k
i′

j.

设 i, j 如上. 对于 SX/ 的任一对态射
Z Z ′

X

f

g

i j
(交换图表), 以 (S4)

的相应版本可得 h : Z ′ � W 使得 hf = hg. 记 k := hj : X � W , 视为 SX/ 的对象,

我们在 SX/ 中得到交换图表 i j k
f

g

h . 此即滤过范畴的所有条件.

令 X,Y ∈ Ob(C). 以下将对左乘性系和右乘性系的情形分别定义集合 M l
X,Y 和

Mr
X,Y . 注意: 它们未必是小集.

� 设 S 为左乘性系, 将 C 中形如 X Z Ys a 的图表简记为 (Z; s, a). 这
些资料构成集合 M l

X,Y .

� 设 S 为右乘性系, 将 C 中形如 X Z Ya s 的图表简记为 (Z; a, s). 这
些资料构成集合 Mr

X,Y .

定义二元关系 ∼ 如下 (Z; s, a) ∼ (Z ′; s′, a′) (或 (Z; a, s) ∼ (Z ′; a′, s′)) 当且仅当存
在如下形式的交换图表:

Z

X W Y

Z ′

s a

s′ a′

Z

X W Y

Z ′

a

a′

s

s′

(左乘性系) (右乘性系)

(1.9.1)

留意到对任何 f : X → Y , 条件 (S1) 蕴涵 (X; idX , f) ∈ M l
X,Y 而 (X; f, idY ) ∈

Mr
X,Y . 两套定义显然对偶.
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引理 1.9.8 对于左乘性系 (或右乘性系) S 和任意 X,Y , 以上定义的 ∼ 是 M l
X,Y (或

Mr
X,Y ) 上的等价关系. 事实上我们有双射

M l
X,Y / ∼ lim−→

[X↢Z]
∈Ob(Sop

/X
)

Hom(Z, Y ),

[Z; s, a]

[
Z

a
Y

]
1:1

Mr
X,Y / ∼ lim−→

[Y↣Z]
∈Ob(S/Y )

Hom(X,Z)

[Z; a, s]

[
X

a
Z

]
1:1

其中 [Z; s, a] (或 [Z; a, s]) 代表含 (Z; s, a) (或 (Z; a, s)) 的等价类.

证明 考虑函子 α : Sop
/X → Set, 映对象 X � Z 为 Hom(Z, Y ), 则按定义

M l
X,Y =

⊔
X↢Z

α(X � Z),

而因为 Sop
/X 滤过 (引理 1.9.7), 不难检验 M l

X,Y 上来自 (1.9.1) 的二元关系 ∼ 转译为命
题 1.6.11 中的等价关系, 这也顺带证出与 lim−→ 的双射. 关于 Mr

X,Y 的版本论证相同.
注意到 §1.6 在探讨集合的滤过 lim−→ 时默认 lim−→ 是小的, 从而对应的 lim−→ 仍落在

Set 中; 此处的 S/X 和 S/Y 未必是小范畴. 然而欲证断言不涉及集合的大小, 论证也可
以适当地表述, 使其不依赖 Grothendieck 宇宙的选取.

等价类 [Z; s, a] (或 [Z; a, s])应理解为行将构造的 C[S−1]中的态射 as−1 (或 s−1a).

定义–命题 1.9.9 对于左乘性系 S, 任意 X,Y 和资料 (U ; s, a) ∈ M l
X,Y 和 (V ; t, b) ∈

M l
Y,Z , 用 (S3) 将之扩展为以下交换图表

W

U V

X Y Z

r c

s
a t

b

则 [V ; t, b] ◦ [U ; s, a] := [W ; sr, bc] ∈ M l
X,Z/ ∼ 只依赖 [U ; s, a] 和 [V ; t, b]. 对右乘性系

也有对偶的结果.

证明 首先固定 (V ; t, b) 而在等价类中变动 (U ; s, a). 鉴于 (1.9.1), 问题化为对交
换图表

U W

X Y V Z.

U ′ W ′

s a

r

c

bt

s′
a′

x

r′

c′
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证明 (W ; sr, bc) ∼ (W ′; s′r′, bc′). 应用 (S3) 以获取对象 Q 和态射 q, k 使
Q W

W ′ U

k

q

r

xr′

交换.

结合前一图表可得 tc′k = a′r′k = axr′k = arq = tcq. 依 (S4) 知存在 w : P � Q

使得 c′kw = cqw. 综上, 不难验证
W

X P Z

W ′

sr bc

bc′kws′r′kw

qw

kw
s′r′ bc′

交换, 亦即 (W ; sr, bc) ∼ (W ′; s′r′, bc′).

至于 (U ; s, a) 固定而 (V ; t, b) 在等价类中变动的情形, 论证类似.

定义–定理 1.9.10 设 S 为范畴 C 中的左乘性系.

(i) 可定义范畴 C[S−1]l (容许是大范畴) 使得其对象集为 Ob(C), 任两个对象 X,Y

之间的 Hom 集为 M l
X,Y / ∼, 对象 X 的恒等态射为 [X; idX , idX ], 态射合成则由

定义–命题 1.9.9 的二元运算给出.

(ii) 可定义函子 Ql : C → C[S−1]l 使得它在对象集上是恒等映射, 在态射集上映
f : X → Y 为 [X; idX , f ].

上述断言的对偶版本对右乘性系 S 同样成立, 相应的资料记为 Qr : C → C[S−1]r.

证明 基于对偶性, 以下仅探讨左乘性系的情形.
对于 (i), 验证 C[S−1]l 中态射合成的性质即可. 定义–命题 1.9.9 的运算显然

使 [X; idX , idX ] 满足恒等态射的条件, 故验证结合律即可. 考虑 (A; s, a) ∈ M l
X,Y ,

(B; t, b) ∈M l
Y,Z , (C;u, c) ∈M l

Z,W . 应用 (S3) 三次得到交换图表
•

• •

A B C

X Y Z W

s a t b u c

整幅图表给出 M l
X,W 的元素, 左下部分给出 [B; t, b] ◦ [A; s, a] 的代表元, 右下部分则给

出 [C;u, c] ◦ [B; t, b] 的代表元, 这就足以说明结合律
[C;u, c] ◦ ([B; t, b] ◦ [A; s, a]) = ([C;u, c] ◦ [B; t, b]) ◦ [A; s, a].
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对于 (ii), 验证 Ql 保持态射的结构即可. 显然 [X; idX , idX ] 满足恒等态射的条件.

现在考虑 C 中的态射 X
f
Y

g
Z. 图表

X

X Y

X Y Z

f

f g

说明 Ql(gf) = Ql(g)Ql(f).

定理 1.9.11 (P. Gabriel, M. Zisman) 设 S 为 C 中的左乘性系 (或右乘性系), 则资料(
C[S−1]l, Ql

)
(或

(
C[S−1]r, Qr

)
) 给出 C 对 S 的局部化.

证明 基于对偶性, 以下仅对左乘性系的情形验证定义 1.9.1 的条件. 记 Q = Ql. 若
f : X → Y 属于 S, 则图表

X

Y Y Y

f f
f

表明 [X; f, f ] = [Y ; idY , idY ]; 从而下图说明 [X; f, idX ] = [X; idX , f ]−1:

X

X X

X Y X

f f

X

X X

Y X Y

f f

综之, Q 确实映 S 的元素为同构.
接着考虑给定的函子 F : C → D, 映 S 为同构. 定义 F [S−1] : C[S−1]l → D

如下: 它映对象 X 为 FX, 映态射 [U ; s, a] ∈ HomC[S−1]l(X,Y ) 为 (Fa)(Fs)−1 ∈
HomD(X,Y ). 显然 F [S−1] 映 C[S−1]l 中的恒等态射为 D 中的恒等态射. 对定义–命题
1.9.9 的图表应用函子 F , 再将 F (S) 中的箭头取逆, 立见 F [S−1] 保持态射的合成. 性
质 F [S−1]Q = F 是明白的. 由于 C[S−1]l 中的态射都形如 (Qa)(Qs)−1, F [S−1] 也只
能如是定义.

约定 1.9.12 设若 S 为乘性系, 则命题 1.9.2 表明两种不同的局部化相互等同, 记之为
Q : C → C[S−1].

推论 1.9.13 设 S 为 C 中的左乘性系 (或右乘性系), 则 C 中态射 f, g : X → Y 满足
Qlf = Qlg (或 Qrf = Qrg) 当且仅当存在 s ∈ S 使得 fs = gs (或 sf = sg).
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证明 对左乘性系 S 验证 “仅当” 部分即可. 若 Qlf = Qlg, 则 C[S−1]l 的构造蕴涵存
在交换图表

X

X U Y

X

f

s a

g

由此知 fs = a = gs.

推论 1.9.14 设 S 为 C 中的左乘性系 (或右乘性系), 则 Ql (或 Qr) 映单态射为单态射
(或映满态射为满态射).

证明 仅证左乘性系的情形. 设 f : X → Y 为 C 中的单态射. 设 α, β : QlW ⇒ QlX

满足 (Qlf)α = (Qlf)β. 从 (S2) 和 (S3) 足以将 α 和 β 分别以 M l
W,X 的元素 (U ; s, a)

和 (U ; s, b) 表出, 细节留给读者练习. 于是条件蕴涵 Ql(fa) = Ql(fb), 代入推论 1.9.13
可知存在 t ∈ S 使得 fat = fbt, 故 at = bt, 从而 α = β.

注记 1.9.15 在种种基本的范畴论操作中, 我们希望能尽量避免大范畴. 定义–定理
1.9.10 提到了 C[S−1]l (或 C[S−1]r) 可能是大范畴, 道理在于引理 1.9.8 中的 lim−→ 未必
小, 其产物未必落在 Set. 这是一个略为棘手的问题.

然而当 S 满足以下条件时, C[S−1]l (或 C[S−1]r) 确实不 “大”: 假定 Sop
/X (或 SX/)

对所有 X ∈ Ob(C) 都有共尾 (定义 1.6.4) 的小子范畴, 则根据命题 1.6.5, 所论的 lim−→
可以限制到该子范畴上, 从而给出 Set 的对象. 如果 C 已是小范畴, 则此条件自动成立.

引理 1.9.16 设 S 为范畴 C 中的左乘性系 (或右乘性系), 则局部化函子 Ql (或 Qr) 保
有限 lim←− (或有限 lim−→).

证明 仅论 S 为左乘性系的情形. 设 J 为有限范畴, 且函子 β : Jop → C 对应的 lim←−
存在. 由引理 1.9.8 可知对于任意 X ∈ Ob(C), 我们有典范双射

HomC[S−1]l

(
QlX,Ql lim←−β

)
' lim−→
X↢Z

HomC
(
Z, lim←−β

)
' lim−→
X↢Z

lim←−
j∈Ob(J)

HomC (Z, β(j)) .

对末项应用引理 1.9.7 和命题 1.6.12, 进一步将其转化为

lim←−
j∈Ob(J)

lim−→
X↢Z

HomC (Z, β(j)) ' lim←−
j∈Ob(J)

HomC[S−1]l
(
QlX,Qlβ(j)

)
.

严格来说, §1.6 在范畴 Set 中操作, 此处的 Hom 集则未必落在 Set; 但这只是枝微末
节, 见引理 1.9.8 证明中的相关讨论.
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定理 1.9.17 设 C 是 Ab-范畴, 而 S 为其中的左乘性系 (或右乘性系).

(i) 此时 C[S−1]l (或 C[S−1]r) 具有典范的 Ab-范畴结构, 使得 Ql (或 Qr) 成为本质
满加性函子.

(ii) 如果 C 是加性范畴而且 S 为乘性系, 则 C[S−1] 也是加性范畴.

(iii) 将 Ab-范畴扩及 k-线性范畴 (其中 k 是交换环), 上述性质仍成立; 定义 1.9.1 中
的泛性质里若取 F 为 k-线性的, 则相应的函子 F [S−1] 亦然.

证明 对于 (i), 考虑左乘性系情形足矣. 我们须对 C[S−1] 的态射集定义加法. 设
f, g ∈ HomC[S−1]l(X,Y ). 因为 Sop

/X 滤过 (引理 1.9.7), 存在 C 的态射 s : U � X 和
a1, a2 : U → Y , 使得 f = [U ; s, a1], g = [U ; s, a2]. 以此定义

f + g := [U ; s, a1 + a2] ∈ HomC[S−1](X,Y ).

特别地, 零态射可写作 [U ; s, 0], 而 −[U ; s, a] = [U ; s,−a]. 尚需证明 f + g 无关代表元
的选取, 这点同样可以基于 Sop

/X 的滤过性质来处理, 琐碎细节略去. 一旦承认这是良定
义的, 则容易验证 Ab-范畴的定义, 并验证 Q 是加性函子.

鉴于加性范畴的定义 1.3.3 和引理 1.9.16, 由 (i) 推得 (ii).
至于 (iii), 若 C 是 k-线性的, 则 HomC[S−1] 上的纯量积定为 t · [U ; s, a] = [U ; s, ta],

其中 t ∈ k. 容易验证这满足一切所需条件.

例 1.9.18 (环的局部化) 给定环 R 相当于给定仅有单个对象 ? 的 Ab-范畴 C, 使得
R = EndC(?). 若 R 交换, 则关于 S ⊂ R = Mor(C) 的左, 右乘性子集条件无异; 此时
Ab-范畴 C[S−1] 对应的环正是 R 的局部化 R[S−1], 见 [51, §5.3]. 对于一般的 R, 本节
的理论给出了构造非交换局部化的途径; 相关理论也是非交换环论的一支, 详见 [28,
§10A].

例 1.9.19 (中心局部化) 记加性范畴 C 的中心为 Z(C), 它是交换环; 见命题 1.4.5 前的
讨论. 对于环 Z(C) 的任意乘性子集 S, 不难验证态射集

{sX ∈ EndC(X) : s ∈ S, X ∈ Ob(C)}

是乘性系. 对应的 C[S−1] 固然可以按之前的分式运算来构造, 捷径则是取

Ob(C[S−1]) := Ob(C), HomC[S−1](X,Y ) := HomC(X,Y ) ⊗
Z(C)

Z(C)[S−1],

其态射按自明的方式作合成. 相关验证谨留作本章习题.

注记 1.9.20 对于一般的 C 和 S, 局部化函子 Q : C → C[S−1] 具有全忠实右伴随的情
形是格外有趣且重要的; 带此性质的局部化称为反射局部化. 附录 §A.3 将要介绍的
Gabriel–Popescu 定理便是一类典型例子.
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注记 1.9.21 (积范畴的局部化) 最后, 考虑范畴 Ci 及其中的左 (或右) 乘性系 Si, 其中
i = 1, 2. 相应的局部化函子记为 Qi : Ci → Ci[S−1i ]. 那么 S1 × S2 显然也是 C1 × C2 的
左 (或右) 乘性系. 根据定义–定理 1.9.10 的构造, 容易验证

(Q1, Q2) : C1 × C2 → C1[S−11 ]× C2[S−12 ]

是相应的局部化. 这点可以推广到任意多个范畴的积.

1.10 沿局部化作 Kan延拓
假设 C 对 S ⊂ Mor(C) 的局部化 Q : C → C[S−1] 存在. 本节探究函子的延拓问题:

给定范畴 E 和函子 F : C → E , 试问可有以下交换图表?

C

C[S−1] E

Q F

∃?

由于 F 未必映 S 中的态射为同构, 虚线所示的函子未必存在. 尽管如此, 依然可
以探究延拓问题的最优逼近, 即左 Kan 延拓 (LanQ F, η) 和右 Kan 延拓 (RanQ F, ε).
今后将省略资料 η 和 ε. 本节旨在对选定之 C, S 和 F 寻求 LanQ F 和 RanQ F 存在的
充分条件; 一旦它们存在, 命题 1.7.2 便确保唯一性. 相关内容将用于导出函子的研究,
见 §4.6.

处理这一问题的思路是精心选取 C 的子范畴. 我们沿用 §1.9 的惯例, 将属于 S 的
态射标作�.

本节论证不涉及关于集合大小的假设.

命题 1.10.1 设 I 为 C 的全子范畴, S ⊂ Mor(C) 是左乘性系 (或右乘性系). 命
T := S ∩Mor(I).

(i) 若假设 T 是 I 中的左乘性系 (或右乘性系), 则以上资料诱导函子 I[T−1]l →
C[S−1]l (或 I[T−1]r → C[T−1]r).

(ii) 假定以下条件: 对 S 中的所有态射 s : W → Y (或 s : Y → W ), 若 Y ∈ Ob(I)
则存在态射 g : V → W 使得 sg ∈ T (或 g : W → V 使得 gs ∈ T ). 此时 T 是左
乘性系 (或右乘性系), 而 (i) 的函子是全忠实函子.

证明 基于对偶性, 考虑左乘性系情形即可. 断言 (i) 的函子来自局部化的泛性质; 在
态射层次, 它映任何等价类 [U ; s, a] (相对于 T ) 为 [U ; s, a] (相对于 S).
至于 (ii), 首先验证 T 是左乘性系. 定义 1.9.5 的 (S1), (S2) 皆自明. 对于 (S3), 给
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定 X
t� Z

f← Y , 在 C 中可构造图表

X W

Z Y ;

t∈T

f ′

s′∈S

f

再取 g : V → W 使得 s′g ∈ T , 则 s′g 和 f ′g 合乎 (S3) 的规格. 对 (S4) 的论证方式
相同.

设 X,Y ∈ Ob(I). 对 C[S−1]l 中由 X � U → Y 代表的态射, 按条件可取
V → U 使 V → U → X 合成属于 T ; 故 HomI[T−1]l(X,Y ) → HomC[S−1]l(X,Y ) 为
满. 类似手法说明 M l

X,Y 中的等价 ∼ 皆可在 I 中实现, 表明 HomI[T−1]l(X,Y ) →
HomC[S−1]l(X,Y ) 为单.

以下引理仅对右乘性系 S 表述, 左乘性系的情形是对偶的.

引理 1.10.2 设 S ⊂ Mor(C) 是右乘性系. 对给定的 X := QX ∈ Ob
(
C[S−1]

)
, 按定

义 1.6.2 的方式定义范畴 (Q/X); 今后将 (Q/X) 的对象 (Y,QY → X) 用 C 的图表
Y

a
U

s� X 代表 (非唯一).
按 §1.9 的方式定义范畴 SX/. 考虑函子 SX/ → (Q/X), 映对象 [X

t� V ] 为图表

V = V
t� X 确定的 (V,QV → X), 则这是共尾函子 (定义 1.6.4).

证明 对于断言中的 [X
t� V ], 指定从 (Y,QY → X) 到对应的 (V,QV → X) 的态

射相当于指定 C 的态射 b : Y → V , 使得图表 Y
b
V

t� X 表出 C[S−1] 的态射
QY → X.

当 Y
a
U

s� X 给定, 下图将 (Y,QY → X) 映向来自 SX/ 的对象:

Y U X (Y,QY → X)

U U X (U,QU → X)

a

其次, 考虑 SX/ 的对象 [X
ti� Vi] 和从 (Y,QY → X) 映向其像的态射, 由

bi : Y → Vi 确定 (i = 1, 2). 按 (1.9.1) 右图取交换图表

V1

Y W X

V2

u1

b

b1

b2

u

t1

t2
u2



§1.10 沿局部化作 Kan 延拓 63

故 ui : [X � Vi]→ [X
u�W ], 而 b 也确定从 (Y,QY → X) 到 u 所对应的 (W,QW →

X) 的态射. 综上易得共尾函子所需的全部条件.

命题 1.10.3 设 I 为 C 的全子范畴, S ⊂ Mor(C) 是左乘性系 (或右乘性系), T :=

S ∩Mor(I). 假设下述 “解消条件” 成立: 对任意 X ∈ Ob(C), 存在 s : U → X (或
s : X → U), 其中 U ∈ Ob(I) 而 s ∈ S.

(i) 此时 T ⊂ Mor(I) 是左乘性系 (或右乘性系), 而 I[T−1]→ C[S−1] 是等价.

(ii) 进一步假设函子 F : C → E 映 T 的元素为同构, 则 RanQ F (或 LanQ F ) 存在,
使得下图精确到同构是交换的:

C[S−1] E

I[T−1]

RanQ F 或 LanQ F

等价

其中 I[T−1]→ E 由局部化的泛性质确定.

(iii) 对 X ∈ Ob(C), 按 §1.9 的方式定义范畴 S/X 和 SX/; 在 (ii) 的前提下, 存在典范
同构5)

(RanQ F ) (QX) ' lim←−
[X↢Y ]∈Ob(Sop

/X
)

FY,

(LanQ F ) (QX) ' lim−→
[X↣Y ]∈Ob(SX/)

FY.

Kan 延拓自带的态射 ε : (RanQ F )Q → F (或 η : F → (LanQ F )Q) 在 (iii) 的场
景下由 idX ∈ Ob(Sop

/X) (或 idX ∈ Ob(SX/)) 对应的项 FX 确定.

证明 讨论右乘性系即可. 易见命题 1.10.1 (ii) 的条件成立, 故 T 是右乘性系, 其局部
化记为 Q′ : I → I[T−1]; 另记命题 1.10.1 (ii) 的全忠实函子 I[T−1] → C[S−1] 为 ιQ.
解消条件还确保 ιQ 是本质满的, 从而是等价. 断言 (i) 得证.
现在处理断言 (ii). 记 ι : I → C 为包含函子. 根据泛性质, 存在 F ′ : I[T−1] → E

使得下图交换:
C

I C[S−1] E

I[T−1]

Q Fι

Q′ ιQ
F ′

5)第一式极限的下标取 Ob(Sop
/X

) 是因为我们惯用 lim←−i β(i) 代表函子 β : Iop → C 的 lim←−.
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任取 ιQ 的拟逆函子 ι−1Q . 以下论证 F ′ ◦ ι−1Q 给出左 Kan 延拓 LanQ F , 或者等价
地说, LanQ F 存在而且 F ′ ' (LanQ F ) ◦ ιQ.

为了证明 LanQ F 存在, 按照定义 1.6.2 的方式定义函子 Π/X : (Q/X) → C, 其中
X := QX ∈ Ob

(
C[S−1]

)
. 鉴于定理 1.8.1 (i), LanQ F 的存在性化为说明 lim−→FΠ/X 对

所有 X 皆存在.
接着运用引理 1.10.2 的共尾函子 SX/ → (Q/X) 和命题 1.6.5, 化 lim−→FΠ/X 为

lim−→[X↣U ]
FU , 其中 lim−→ 在 SX/ 上取.

进一步,既然 SX/ 滤过 (引理 1.9.7),解消条件连同命题 1.6.8确保满足 U ∈ Ob(I)
的对象 [X � U ] 构成 SX/ 的共尾全子范畴, 再次应用命题 1.6.5 遂可将 lim−→ 限制到
U ∈ Ob(I) 的情形来考量.

我们的目的是证明 lim−→FΠ/X 存在, 或等价地说 lim−→[X↣U ]
FU 存在. 原问题只依

赖 X 的同构类, 故断言 (i)将此化简到 X ∈ Ob(I)的情形. 然而下图给出 SX/ 的态射:

U X

X X

其中 U ∈ Ob(I)

标为 � 的箭头取 F 后皆为同构. 这就说明此时 lim−→FU 非但存在, 而且取常值 FX;
注意到这顺带说明了 F ′ ' (LanQ F ) ◦ ιQ. 至此证出 (ii).

最后考虑 (iii). 对于 X ∈ Ob(C), 先前的论证已说明 lim−→[X↣Y ]∈Ob(SX/)
FY 存在并

给出 (LanQ F )(QX). 在此对应下, 左 Kan 延拓自带的态射 ηX 当然地由 [X
id� X] 对

应的项确定; 详见 §1.8 的构造.

命题 1.10.4 在命题 1.10.3 的条件下, RanQ F (或 LanQ F ) 是 F 沿 Q 的绝对右 Kan
延拓 (或绝对左 Kan 延拓); 见定义 1.7.6.

证明 命题 1.10.3 设置的第一个条件只关乎 C 的左乘性系 (或右乘性系) S 和子范畴
I, 无关 F ; 第二个条件仅要求 F 映 T := S ∩Mor(I) 为同构. 特别地, 对于任意函子
M : E → F , 关于 F 的条件直接遗传给 MF : C → F .

以下仅论 LanQ F 情形. 沿用命题 1.10.3 证明中的符号, LanQ F 具体取作

C[S−1]
ι−1
Q

I[T−1] F ′

E

之合成, 其中 ιQ 和 F ′ 皆来自局部化的泛性质. 于是 M(LanQ F ) = MF ′ι−1Q . 基于交
换图表

I C E F

I[T−1]

F M

F ′ MF ′
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可知 MF ′ 也由局部化的泛性质诱导. 对 C MF F 考虑命题 1.10.3 的构造, 可知
LanQ(MF ) =MF ′ι−1Q . 换言之 LanQ F 被 M 保持.

1.11 伴随函子定理
日常生活中, 函子经常以伴随对的形式出现. 考虑范畴 C, D 和一对函子

F : C D : G

使得 (F,G) 构成伴随对; 此时 F 保 lim−→ 而 G 保 lim←−, 前提是所论的极限存在. 逆观之,
自然的问题是: 若函子 F : C → D 保 lim−→, 如何确保它有右伴随? 若函子 G : D → C 保
lim←−, 如何确保它有左伴随? 许多情况下可以明确写出伴随函子, 但某些场合则需要抽象
的存在性. 这类结果统称为伴随函子定理. 所需条件粗分为两类: 第一, 为了运用保 lim−→
(或保 lim←−) 的条件, 须设 C (或 D) 余完备 (或完备), 第二, 我们还需要一些和集合大小
密切相关的条件.

首务是以适当方式来改述伴随函子的存在性; 基于对偶性, 以下仅陈述左伴随的
情形.

对于函子 G : D → C 和 c ∈ Ob(C), 按照定义 1.6.2 得到范畴 (c/G), 其对象是形如
(d, c

f
Gd) 的资料.

引理 1.11.1 函子 G : D → C 有左伴随当且仅当对于所有 c ∈ Ob(C), 范畴 (c/G) 有始
对象.

证明 取定 c. 在 (c/G) 中指定态射 (d0, c
β0

Gd0) → (d, c
β

Gd) 相当于指定
α : d0 → d 使得图表

Gd0 Gd

c

Gα

β0 β

交换. 由此可见 (d0, β0) 是 (c/G) 的始对象当且仅当

HomD(d0, d) HomC(c,Gd)

α β := (Gα)β0

(1.11.1)

对每个 d ∈ Ob(D) 都是双射. 这是以下论证的基石.
设 G 有左伴随 F 而 c ∈ Ob(C). 兹断言 Fc 连同伴随对的单位态射 ηc : c →

G(Fc) 给出 (c/G) 的始对象. 考虑任意 (d, c
β

Gd). 在 (1.11.1) 中给出的映射
HomD(Fc, d) → HomC(c,Gd) 映 α 为 (Gα)ηc; 然而这正是伴随对在 Hom 集上给出的
双射, 故 (Fc, ηc) 确实为始对象.
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反之设 (c/G) 对于所有 c 都有始对象, 记为 (Fc, ηc : c → G(Fc)). 既然始对象精
确到唯一同构是唯一的, 它们构成函子 F : C → D, 而 (ηc)c∈Ob(C) 给出 η : idC → GF .
对所有 (c, d) ∈ Ob(C)×Ob(D) 按 (1.11.1) 定义双射

ϕc,d : HomD(Fc, d)→ HomC(c,Gd)
α 7→ (Gα)ηc.

它们对 c, d 显然具有函子性. 因此 (F,G, ϕ) 确定了以 η 为单位的伴随对.

定义 1.11.2 设 E 为范畴. 称 Ob(E)的非空小子集 Γ为弱始系,如果对每个 e′ ∈ Ob(E)
皆存在 e ∈ Γ 使得 HomC(e, e′) 非空. 若 e ∈ Ob(E) 而 {e} 是弱始系, 则我们称 e 本身
是弱始对象.

始对象必然是弱始对象. 同理可定义弱终系和弱终对象.

引理 1.11.3 若 Γ 是范畴 E 的弱始系, 而且积 e :=
∏
x∈Γ x 存在, 则 e 是弱始对象.

证明 对任何 e′ ∈ Ob(E), 存在 y ∈ Γ 和 y → e′. 取 e
投影

y → e′ 的合成.

回到伴随函子定理的讨论. 为了应用引理 1.11.1 的判准, 必须研究定义 1.6.2 的投
影函子 Πc/ : (c/G)→ D.

命题 1.11.4 设范畴 D 完备, 函子 G : D → C 保小 lim←−. 取定 c ∈ Ob(C).

(i) 函子 Πc/ 是保守的 (定义 1.5.4), 并且生所有小 lim←− (定义 1.5.2).

(ii) 范畴 (c/G) 完备.

(iii) 函子 Πc/ 映单态射为单态射.

证明 对于 (i), 保守性质为显然. 关键在于对给定的 β : J → (c/G), 映 j ∈ Ob(J) 为
(dj , c

fj
Gdj) 者, 将 lim←−j dj 连同它自带的投影态射提升为 (lim←−j dj , c

f
G(lim←−j dj)),

并说明它给出 lim←−β. 具体取法是令 f 为以下交换图表第一行的合成

c lim←−j Gdj G(lim←−j dj)

Gdj′

∃!

fj′

∃!
∼

j′ ∈ Ob(J).

其余验证皆属例行公事, 见 §1.5 的相关例证, 在此略去.
断言 (ii) 来自 D 的完备性和 (i).
现在考虑 (iii). 第一步是如下观察: 对于任意范畴中的态射 f : a→ b, 直接操演定

义可得

f 单 ⇐⇒
a a

a b

ida

ida f

f

是拉回图表.
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今考虑 (c/G) 中从 (d′, c → Gd′) 到 (d, c → Gd) 的单态射, 由 D 中的态射
ι : d′ → d 确定. 由 (i) 可知

(d′, c→ Gd′) ×
(d,c→Gd)

(d′, c→ Gd′) =

(
d′ ×

d
d′, c→ G

(
d′ ×

d
d′
))

.

左式等同于 (d′, c → Gd′), 两个投影态射对应 idd′ , 从而 d′ ×
d
d′ 也按相同方式等同于

d′. 换言之, ι 单.

引理 1.11.5 设范畴 E 完备. 若 E 有弱始系 Γ, 则 E 有始对象.

证明 完备性和引理 1.11.3 确保 E 有弱始对象 e. 其次, 取 E 的全子范畴 I 使得
Ob(I) = {e}; 这是小范畴. 完备性确保包含函子 I → E 有 lim←−, 记为 x, 它带有典范态
射 i : x→ e. 泛性质读作

i∗ : HomE(t, x) {φ ∈ HomE(t, e) : ∀θ, θ′ ∈ HomE(e, e), θφ = θ′φ}

ψ iψ

1:1

(1.11.2)

其中 t 是 E 的任意对象. 由此立见 i 是单态射.
下面说明 x 是始对象. 给定 y ∈ Ob(E), 任取 e → y, 记 x

i
e → y 的合成为 f .

对任意 g : x → y, 考虑等化子 j : ker(f, g) ↪→ x. 存在态射 k : e → ker(f, g). 因此有
ijk : e→ e. 在 (1.11.2) 中取 ψ = idx 可得 (ijk)i = (ide)i = i. 左边消去单态射 i 给出
jki = idx; 于是 f = fjki = gjki = g. 明所欲证.

以下结果肇自 P. Freyd, 又称广义伴随函子定理.

定理 1.11.6 (P. Freyd的伴随函子定理) 考虑 C 和 D.

(i) 设 D 是完备范畴, 函子 G : D → C 保小 lim←−. 则 G 有左伴随函子当且仅当如下
的解集条件成立: 对任意 c ∈ Ob(C), 存在一族态射 (fi : c→ Gdi)i∈I , 其中 I 是
小集, 使得对每个态射 f : c → Gd 皆存在 i ∈ I 和态射 α : di → d 使 f 分解为

c
fi

Gdi
Gα

Gd.

(ii) 设 C 是余完备范畴, 函子 F : C → D 保小 lim−→. 则 F 有右伴随函子当且仅当如下
的余解集条件成立: 对任意 d ∈ Ob(D), 存在一族态射 (gi : Fci → d)i∈I , 其中 I

是小集, 使得对每个态射 g : Fc→ d 皆存在 i ∈ I 和态射 β : c→ ci 使 g 分解为

Fc
Fβ

Fci
gi

d.

证明 仅探讨 (i). 任取 c ∈ Ob(C), 引理 1.11.1 蕴涵 G 有左伴随当且仅当 (c/G) 有始
对象. 解集条件无非是说 (c/G) 有弱始系 {(di, c→ Gdi) : i ∈ I}, 其中 I 是小集. 始对
象既是弱始对象的特例, 故 “仅当” 方向是明显的. 对于另一方向, 引理 1.11.5 将问题
进一步化约为证 (c/G) 完备. 然而这无非是命题 1.11.4 (ii) 的内容.
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例 1.11.7 考虑群范畴 Grp 及遗忘函子 U : Grp → Set. 已知 Grp 完备, 而 U 保小
lim←−. 为了以定理 1.11.6 得出 U 的左伴随 F : Set → Grp, 亦即从集合构造相应的自由
群, 关键在于对每个小集 c 验证解集条件.

考虑任意 d ∈ Ob(Grp) 和映射 f : c → Ud. 分解 f 为 c → Us
Uι

Ud, 其中 s 是
f(c) 在 d 中生成的子群, ι : s→ d 为包含同态. 以生成集 f(c) 和关系来展示 s, 可见这
些资料 (s, c→ Us) 的全体同构类构成一个小集 I. 如是确立解集条件.
对于其他代数结构如 Ab, R-Mod 等等如法炮制, 同样得到遗忘函子的左伴随, 详

见 [33, Chapter V, §6] 后半部的讨论. 同理, 对于任意交换环 k, 对 k-代数取其乘法幺
半群给出从 k-Alg 到 Mon 的遗忘函子 U ; 同样技巧可证 U 有左伴随, 映幺半群 M 为
k[M ], 见 [51, 定义 5.6.1].
伴随函子定理 1.11.6 的进路不但对诸般代数结构一体适用, 在自由群的情形还比

经典构造 [51, §4.8] 更简洁.

行将介绍的特殊伴随函子定理 1.11.13 以关于生成元和子对象的条件来取代解集
条件. 暂且岔题来定义范畴中的生成元和余生成元; 在 §2.10 等处还会用到这些概念.

定义 1.11.8 设 E 为范畴, Σ 为 Ob(E) 的非空小子集.

� 当以下条件成立时, 称 Σ 是生成系: 给定 E 中任何一对态射 f, g : x→ y, 若对所
有 s ∈ Σ 和所有态射 ε : s→ x 皆有 fε = gε, 则 f = g. 若 {s} 是 E 的生成系, 则
称 s 是 E 的生成元.

� 当以下条件成立时, 称 Σ 是余生成系: 给定 E 中任何一对态射 f, g : x→ y, 若对
所有 s ∈ Σ 和所有态射 δ : y → s 皆有 δf = δg, 则 f = g. 如果 {s} 是 E 的余生
成系, 则称 s 是 E 的余生成元.

这两套概念显然相互对偶.

引理 1.11.9 设 Σ 是 Ob(C) 的小子集. 若 C 的对象皆能表为 Σ 的元素的 lim−→ (或 lim←−),
则 Σ 是生成系 (或余生成系).

证明 以 lim−→ 为例, 态射 lim−→α =: x→ y 由它和所有 α(i)
ιi lim−→α 的合成唯一确定.

例 1.11.10 且看生成元和余生成元的若干初步例子.

� 在 Set中,独点集 {pt}是生成元: 考虑一对映射 f, g : X → Y ,指定 ε : {pt} → X

相当于指定 x ∈ X,故 fε = gε对所有 ε成立等价于 f 和 g 处处相等. 集合 {0, 1}
是余生成元, 因为若存在 x ∈ X 使得 f(x) 6= g(x), 则可取 δ : Y → {0, 1} 使得
δ(f(x)) 6= δ(g(x)).

� 设 CHaus 为紧 Hausdorff 空间和其间的连续映射构成之范畴. 独点集 {pt} 仍是
生成元. 余生成元则可由区间 [0, 1] 给出, 这是因为对于任意紧 Hausdorff 空间
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Y 和相异点 a, b ∈ Y , Urysohn 引理 [52, 定理 6.3.1 和推论 7.2.6] 给出连续映射
δ : Y → [0, 1] 使得 δ(a) = 0 而 δ(b) = 1.

� 设 R 为环, 在 R-Mod 中 R 是生成元, 因为指定 R-模同态 R → M 相当于指定
M 的元素. 取余积可知任何非零自由 R-模皆是生成元.

� 考虑小范畴 E 的米田嵌入 hE : E → E∧. 此时 hE(Ob(E)) 是 E∧ 的生成系. 这是
米田嵌入的稠密性定理 A.1.3 连同引理 1.11.9 的立即结论.

特殊伴随函子定理涉及另一个关于集合大小的概念. 请先回忆定义 1.1.3 引入的偏
序集 (Sube,⊂) 和 (Quote,�), 其中 e 是某范畴 E 的对象.

定义 1.11.11 称一个范畴 E 是良幂的 (或余良幂的), 如果对于每个 e ∈ Ob(E), 集合
Sube (或 Quote) 是小集.

良幂性质在本节将与完备性搭配. 对 Sube 的每个元素任选代表元 s ↪→ e; 因此可
以对任何子集 S ⊂ Sube 谈论其纤维积

∏
s∈S (s ↪→ e) 存在与否, 不依赖代表元的选法.

对偶地, 我们也可以谈论子集 S ⊂ Quote 的纤维余积
∐
s∈S (e� s) 存在与否.

� 若 E 完备, 则良幂蕴涵对于所有 e, 一切子集 S ⊂ Sube 都有纤维积.

� 若 E 余完备, 则余良幂蕴涵对于所有 e, 一切子集 S ⊂ Quote 都有纤维余积.

引理 1.11.12 设 E 为完备良幂范畴. 若存在余生成系 Σ ⊂ Ob(E), 则 E 有始对象.

证明 取 e :=
∏
s∈Σ s. 令 x 为 Sube 中所有元素的纤维积 (仅此处涉及良幂条件). 以

下验证 x 是 E 的始对象.
按构造, x ↪→ e 是偏序集 (Sube,⊂) 的下确界; 特别地, Subx = {x}. 对于任何对象

y 和 f, g ∈ HomE(x, y), 等化子 ker(f, g) 因而只能是 x 自身, 导致 f = g. 为了说明 x

是始对象, 尚须对每个 y 证 HomE(x, y) 非空.
在 E 中取积 ∏

s∈Σ s
HomE(y,s). 定义态射 i : y →

∏
s∈Σ s

HomE(y,s), 使得它在每个
s ∈ Σ 与 δ ∈ HomE(y, s) 对应的分量上的投影正是 δ. 由于 Σ 是余生成系, 易证 i 单.
现在对每个 s ∈ Σ 取对角态射 ds : s→ sHomE(y,s), 然后构作拉回图表

z y

e
∏
s∈Σ s

HomE(y,s).

j i�
∏

s∈Σ ds

引理 1.1.5 确保 j 亦单, 给出 e 的子对象. 但 x 是 Sube 的下确界, 于是存在 x ↪→ z. 复
取 x ↪→ z → y 的合成即所求.

定理 1.11.13 (特殊伴随函子定理) 设 C, D 为范畴.

(i) 函子 G : D → C 若满足下述条件则有左伴随.
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� D 完备而且良幂, G 保小 lim←−;
� 存在余生成系 Σ ⊂ Ob(D).

(ii) 函子 F : C → D 若满足下述条件则有右伴随.

� C 余完备而且余良幂, F 保小 lim−→;
� 存在生成系 Σ ⊂ Ob(C).

证明 根据对偶性, 处理 (i) 即可. 仍旧以引理 1.11.1 将之化约为证 (c/G) 有始对象,
其中 c ∈ Ob(C), 策略是应用引理 1.11.12.

命题 1.11.4 (ii) 表明 (c/G) 完备. 此外, 循定义 1.11.8 和 (c/G) 的定义易见所有形
如 (d, c→ Gd), 其中 d ∈ Σ 的资料构成 (c/G) 的余生成系; 特别地, 由于 Σ 小, 易见这
是小集.

设 e = (d, c → Gd) ∈ Ob((c/G)). 子对象是单态射的同构等价类, 而根据命题
1.11.4, 投影函子 Πc/ : (c/G) → D 是保单态射的保守函子, 故 Πc/ 诱导保序嵌入
Sube ↪→ Subd. 至此证得 (c/G) 良幂.

推论 1.11.14 若完备良幂范畴 D 具有余生成系 Σ, 则 D 余完备.
对偶地, 若余完备余良幂范畴 C 具有生成系 Σ, 则 C 完备.

证明 证 D 的版本即可. 设 I 为小范畴. 鉴于例 1.6.3, 证 (α/∆) 对所有 α : I → C 皆
有始对象即可; 鉴于引理 1.11.1, 这又等价于说对角函子 ∆ 有左伴随. 易见 ∆ 保小 lim←−
和小 lim−→, 故应用定理 1.11.13 即可.

例 1.11.15 令 ι : CHaus→ Top 为从紧 Hausdorff 空间范畴到拓扑空间范畴的包含函
子. 例 1.11.10 已说明 CHaus 有余生成元 [0, 1]. 基于 Tychonoff 定理 [52, 定理 7.7.2],
易证 CHaus 完备, 而 ι 保小 lim←− (细节留给读者). 此外, 小集的幂集依然小, 故 CHaus
良幂, 而定理 1.11.13 (i) 给出 ι 的左伴随 C : Top → CHaus. 在点集拓扑学中, C(X)

称为空间 X 的 Stone–Čech 紧化; 伴随对的单位给出典范态射 ηX : X → ιC(X). 引
理 1.11.12 和定理 1.11.13 中的构造手法和 Stone–Čech 紧化的经典构造是一致的.

伴随函子定理可以给出函子可表的充分条件. 关于可表函子的介绍见诸 [51, 定义
2.5.2] 或定义 A.1.2. 要点是以下观察: 若函子 G : D → Set 有左伴随 F , 则 G 可表. 诚
然, 考虑独点集 {pt} 和 rG := F ({pt}), 于是典范双射

HomD (rG, d) ' HomSet ({pt}, Gd) ' Gd, d ∈ Ob(D)

蕴涵 G ' HomD(rG, ·).

推论 1.11.16 若完备良幂范畴 D 有余生成系 Σ, 则函子 G : D → Set 可表当且仅当它
保小 lim←−.

证明 “仅当” 方向是可表函子的一般性质. 至于 “当” 的方向, 定理 1.11.13 确保 G 有
左伴随 F : Set→ D, 接着应用前述观察.
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习题
1. 考虑群范畴 Grp. 证明群同态 ϕ : H → G 是 Grp 中的单 (或满) 态射当且仅当它作为映
射是单射 (或满射). 包括 [51] 在内的一些文献没有充分解释这一事实.
提示 只论 “仅当” 方向. 对于单态射的情形, 考虑从 kerϕ 到 H 的同态. 至于满态射, 问
题在于说明若 ϕ(H) 6= G, 则存在相异的群同态 f, g : G ⇒ K, 使得它们限制在 ϕ(H) 上
相同. 一种方法是取 K 为两份嵌入 ϕ(H) ↪→ G 所定义的融合积 [51, 定义 4.8.5], 然后分
别取 f 和 g 为 G 向两份副本的嵌入; 既约表达式的唯一性 [51, 引理 4.8.7] 蕴涵 f 6= g.

2. 说明在拓扑空间范畴 Top 中, f : X → Y 的像是 f(X) 带 Y 的子空间拓扑, 余像是 f(X)

带 X 的商拓扑; 对严格单态射和严格满态射给出相应的拓扑解释.

3. 设范畴 C 具有有限 lim−→ 和有限 lim←−. 证明关于态射 f : X → Y 的以下陈述相互等价.

(i) f 是严格满态射.

(ii) 典范态射 coim(f)→ Y 是同构.

(iii) X ×
Y
X ⇒ X

f
Y 是余等化子图表.

(iv) f : X → Y 给出某一对态射 a, b :W ⇒ X 的余等化子.

提示 回忆到满性等价于 im(f)
∼→ Y (引理 1.2.6) 以及命题 1.1.2, 不难证明 (i) ⇐⇒

(ii) ⇐⇒ (iii) =⇒ (iv). 为了说明 (iv) =⇒ (ii), 考虑实线部分的交换图表:

W X Y

X ×
Y
X X coim(f)

a

b
(a,b) id

f

余等化子的泛性质给出虚线箭头, 说明它和 coim(f)→ Y 互逆.

4. 设范畴 C 具有有限 lim−→ 和有限 lim←−. 证明若态射 f 有右逆 (或左逆), 则 f 是严格满态射
(或严格单态射). 提示 若 fg = idY , 则 f 是 gf 和 idX 的余等化子.

5. 证明任何范畴上的加性范畴结构若存在则唯一. 提示 应用命题 1.3.5.

6. 对照例 1.5.6 的情形, 考虑从紧 Hausdorff 空间范畴 CHaus 到集合范畴 Set 的遗忘函子
U , 证明 U 生所有小 lim←−. 说明它不生所有小 lim−→.

7. 令 I 为所有有限集相对于满射所成的范畴. 证明 Iop 不是 §1.6 所谓的滤过范畴.

8. 在 Kan 延拓的定义 1.7.1 中, 证明任何态射 F → F ′ 都诱导典范态射 LanK F → LanL F ′

和 RanK F → RanL F ′, 前提是这些 Kan 延拓存在. 试刻画这些诱导态射.

9. 令函子 K,F 如 §1.7. 证明若函子 M : E → F 有左伴随 (或右伴随), 则 M 保 RanK F
(或 LanK F ).
提示 基于对偶性, 且设 M 有右伴随 N , 以 η′ : id → NM 和 ε′ : MN → id 为单位和
余单位. 对于任意函子 L : D → F , 我们有典范双射

HomFD (M(LanK F ), L) ' HomED (LanK F,NL)
(1.7.1)
' HomEC (F,NLK) ' HomFC (MF,LK) .
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运用 η′ 和 ε′ 的一般性质, 验证上述双射在 L = M(LanK F ) 时映 id 为 Mη, 其中 η 是
LanK F 自带的态射.

对于一般的 L, 以熟知的技巧 (参照米田引理的证明) 验证上述双射将任意 ϕ :

M(LanK F )→ L 映为合成

(ϕK)(Mη) :MF
Mη

M(LanK F )K
φK

LK.

10. 考虑函子图表
D

C D′

EF

G

其中 EF 是 G 的左伴随, 相应地有余单位态射 ε : EFG → idD′ . 证明若对于任意范畴
X , 函子 F ∗ : XD → X C 皆是全忠实的, 则 E 也能实现为 FG 的左伴随, 相应的余单位仍
为 ε.

提示 以下论证取自 [14, I.1.3.1 Lemma]. 取伴随对 (EF,G)的单位态射 η : idC → GEF .
取 X = D, 得 η′ : idD → FGE 使得 η′F = Fη. 对 η′ 和 ε 检验伴随对 (E,FG) 的三
角等式即可. 首先 (FGε)(η′FG) = (FGε)(FηG) = idFG. 另一方面, 取 X = D′ 可见
(εE)(Eη′) = idE 等价于 (εEF )(Eη′F ) = idEF ; 然而 (εEF )(Eη′F ) = (εEF )(EFη) =

idEF .

11. 考虑伴随对 F : C D : G , 并且记

S :=
{
s ∈ Mor(C) : Fs可逆} ;

这使 F 唯一地分解为 C Q
C[S−1]

H D. 证明以下陈述相互等价.

(i) 函子 G 全忠实.

(ii) 余单位 ε : FG→ idD 为同构;

(iii) H 是范畴之间的等价, QG 为其拟逆;

(iv) 对任意范畴 X , 函子 F ∗ : XD → X C 皆是全忠实的.

也请陈述此一结果的对偶版本.

提示 以下论证取自 [14, I.1.3 Proposition]. 首先 (i) ⇐⇒ (ii) 较为容易, 可见 [51, 第
二章, 习题 8] 的提示.

对于 (ii) =⇒ (iii), 问题在于证 QGH ' idC[S−1]; 命题 1.9.4 将之化为证 QGHQ ' Q.
考虑伴随对的单位 η : idC → GF . 由 (εF )(Fη) = idF 知 Fη 为同构, 故 Qη : Q

∼→
QGF = QGHQ.

对于 (iii) =⇒ (iv), 注意到 H 是等价蕴涵 H∗ 全忠实, 对 Q∗ 则可用命题 1.9.4.

对于 (iv) =⇒ (ii), 在前一道习题中代入 E = idD, 可见 FG 是 idD 的左伴随, 相应的余
单位态射是 ε; 因为 idD 的左伴随精确到同构是唯一的, 故 ε 为同构.
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12. 设 S 是范畴 C 中的左乘性系. 证明 C[S−1]l 中的所有交换图表

QlX QlX ′

QlY QlY ′

Qlf

α β

Qlg

皆来自于 C 中的交换图表

X X ′

U U ′

Y Y ′

f

g

其中 f, g ∈ Mor(C) 给定, 而 � 照例代表属于 S 的态射. 请对右乘性系表述相应的版本.
提示 将 α 和 β 分别用资料 (U†; s, a) 和 (U ′; t, b) 表出. 应用 (S3) 得到 W , h, r 和 C
中的交换图表

W U ′

U† X ′.

h

r t

fs

这说明下图的上半部方块交换:
X X ′

W U ′

Y Y ′

f

sr

h

ar

t†

b†

g

至于下半部, 论证它取 Ql 之后交换, 然后以推论 1.9.13 取 U � W 将其调整为所求的交
换图表.

13. 验证例 1.9.19 中关于中心局部化的细节. 证明该处定义的 C[S−1] 和定理 1.9.17 给出的局
部化作为 Z(C)[S−1]-线性范畴相互等价.

14. 补全命题 1.11.4 (i) 证明的细节.

15. 以伴随函子定理 1.11.6 构造任两个群 G, H 的自由积 G ? H; 相关概念请见 [51, 定义
4.8.9].

16. 设 F(X) 是集合 X 上的自由群. 证明典范映射 ι : X → U(F(X)) 是单射, 其中 U 是从群
范畴到集合范畴的遗忘函子. 提示 设 x 6= y 是 X 的元素. 存在群 H 连同集合的映
射 f : X → U(H) 使得 f(x) 6= f(y).

17. (P. Freyd) 设范畴 D 完备, 函子 G : D → Set 保小 lim←−, 并且满足如下的解集条件: 存
在小子集 Γ ⊂ Ob(D) 使得对每个 d ∈ Ob(D) 和 p ∈ Gd, 存在 x ∈ Γ, q ∈ Gx 和态射
f : x→ d 使得 (Gf)(q) = p. 证明 G 可表.
提示 表 ({pt}/G) 的对象为资料 (d, p), 其中 d ∈ Ob(D) 而 p ∈ Gd. 条件相当于说
Γ♮ := {(x, q) : x ∈ Γ, q ∈ Gx}是 ({pt}/G)的弱始系. 说明 ({pt}/G)有始对象 (rG, uG).
参照 (1.11.1) 的论证, 说明对所有 d 都有双射

HomD(rG, d) HomSet ({pt}, Gd) Gd

α (Gα)(uG).

∼
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Abel 范畴是具有核, 余核, 而且所有态射皆严格的加性范畴; 它们是环 R 上的左模
范畴 R-Mod 或右模范畴 Mod-R 的推广, 其上可以开展对于内射对象, 投射对象, 复形,
同调/上同调以及正合列等种种概念的研究.

模范畴可谓是 Abel 范畴的原型, 却不足以穷尽 Abel 范畴的底蕴, 这点可以从两方
面来说明.

1. 在一般的 Abel 范畴中, 对象无元素可言, 态射亦非映射, 因此模范畴中的图追踪
方法不再适用, 而必须从对象与函子的操作来推导最基本的几种正合列. 突出的
例子是 §2.3 讨论的蛇形引理和五项引理, 其证明基于图追踪的某种代替品 (引理
2.3.1); 即便如此, 论证也比模范畴的版本复杂不少.

2. 即便从模范畴或其 Abel 子范畴出发, 在探讨函子范畴, 局部化或 Serre 商时也会
引出抽象 Abel 范畴. 在几何学和拓扑学的场景中, 层论的研究自然地导向这类
构造.

Freyd–Mitchell 嵌入定理 B.6.3 断言任何 Abel 小范畴都能全忠实地嵌入某个
Mod-R, 而且嵌入函子保正合列. 一旦接受这一结果, 关于正合列的许多断言便容易化
约到 Mod-R 情形. 这种化约技巧让图追踪仍有用武之地, 但是它主要提供心理层面的
慰藉, 因为一方面这回避了 Abel 范畴的本质, 另一方面, 无论如何证明嵌入定理都避不
开 Abel 范畴的若干核心事实, 总须白手起家. 本章内容不依赖嵌入定理, 逻辑上也不
依赖模论, 但预期读者对模范畴上的同调代数有基本的了解; 追图技能依然有益, 就学
习次第来说兴许还是必要的, 建议读者参考 [51] 或其他教材的相关内容. 本书附录的
§B.6 将把嵌入定理作为 Ind 化技巧的一则应用来推导.

余完备, 具有生成元, 而且滤过小 lim−→ 正合的 Abel 范畴称为 Grothendieck 范畴,
这是最后一节 §2.10 探讨的主题; 这些条件和集合大小的假设直接相关. Grothendieck
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范畴在几何学中频繁出现, 它们具有更好的性质, 比如说完备性 (推论 2.10.9), 以及存
在典范内射解消 (定理 2.10.14). 相较于一般的 Abel 范畴, Grothendieck 范畴之于模
范畴是一种更接近的类比, 这一断言的实义当由附录的 Gabriel–Popescu 定理 A.3.2 来
解释.

模论中几个基本的同构定理对于一般的 Abel 范畴依然适用. 关于子对象, 商对象,
直和分解, 不可分解对象, 单对象, 合成列等基本概念也是如此; 这些都是代数学的关注
重点. 本章的 §§2.5—2.7 将予以处理. 譬如关于直和分解的 Krull–Remak–Schmidt 定
理便有抽象推广 (定理 2.5.9). 格论语言对此是实用的, 详见 §2.4 的解说. 必须指出的
是, 涉及无穷直和的各种陈述往往在 Grothendieck 范畴中方能成立.

本章的 §2.9 从子 Abel 范畴的定义与刻画入手, 然后介绍 Abel 范畴对一类子
Abel 范畴 (称为 Serre 子范畴) 的取商操作 (称为 Serre 商); 这些商由泛性质刻画, 可
以由 §1.9 介绍的局部化来构造. 该节也将对 Abel 范畴介绍 K0 群及其初步性质, 包
括 Euler–Poincaré 原理 (定理 2.9.11) 和 K0 对 Serre 商的正合列 (命题 2.9.13). 这些
技术都是实际应用中所常见的. 必须指出, K0 群的构造涵盖较 Abel 范畴更广泛的一
类结构, 称为正合范畴, 相关理论可参阅 [7], 而 K0 群不过是一列交换群 Kn 的起点
(n ∈ Z≥0). 高阶 K-群的合理解释需要同伦论的观点, 特别是 “谱” 的概念, 不属本书范
围.

阅读提示
如上所述, 读者应该对模范畴上的具体操作有一定程度的了解. 对于复形及其上
同调的基础理论, 必须掌握 §§2.1—2.8 的内容; §2.9 除了子 Abel 范畴之外的内
容在后续部分较少用到, 但仍属常识, 并且和导出范畴部分的某些定义相关. 关
于 Grothendieck 范畴的 §2.10 属于补充内容, 需要相对复杂的论证和附录知识,
初学者可先略过.
表作资料 (Xn, dn)n (其中 dn : Xn → Xn+1) 的复形又称上链复形; 若改用下标
记为 (Xn, dn)n, 其中 dn : Xn → Xn−1, 则称之为链复形. 除 §8 之外, 本书主要
采用上链复形的记法.

2.1 Abel范畴的定义
在 §1.3 已经介绍了何谓 Ab-范畴及加性范畴. 本章探究的 Abel 范畴是一类具有

特殊性质的加性范畴.

定义 2.1.1 (Abel范畴) 设 A 是加性范畴. 若 A 的所有态射都有核以及余核, 而且所
有态射皆严格 (定义 1.2.4), 则称 A 为 Abel 范畴.

如果 A 本身还是 k-线性范畴 (定义 1.4.4), 则称之为 k-线性 Abel 范畴.
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注记 2.1.2 Abel 范畴具有所有的有限 lim←− 和有限 lim−→, 这是因为有限积和有限余积存
在 (都是双积), 而等化子和余等化子也都存在 (注记 1.3.8), 借此足以构造一切有限 lim←−
和有限 lim−→; 详见 [51, 定理 2.8.3].

根据例 1.3.13, 对任何环 R, 范畴 R-Mod 都是 Abel 范畴, 以 Rop 代 R 可知右模
范畴 Mod-R 亦然; 取特例 R = Z 可见 Ab 是 Abel 范畴. 同一例子中考虑的 BanC 则
非 Abel 范畴, 因为 BanC 有非严格的态射.

命题 2.1.3 若加性范畴 A 是 Abel 范畴, 则 Aop 亦然.

证明 核与余核相对偶, 而注记 1.2.2 表明 A 中的 coim(f)→ im(f) 无非是 Aop 中的
coim(fop)→ im(fop).

从已有的 Abel 范畴构造新的 Abel 范畴的一种抽象方式是取函子范畴. 首先注意
到若 A 是 Ab-范畴, 则对任意1)范畴 I, 函子范畴 AI 也自然地是 Ab-范畴, 方式是对函
子 F,G : I ⇒ A在 HomAI (F,G)中 “逐对象”地定义加法为 (ϕi)i+(ψi)i := (ϕi+ψi)i.

命题 2.1.4 设 A 为 Abel 范畴. 对于任意范畴 I, 函子范畴 AI 也是 Abel 范畴.

证明 基于命题 1.5.7 逐对象地构造 AI 的有限积/余积, 核/余核. 态射的像/余像; 典
范态射 coim → im 因而也有逐对象的构造. 由此对 AI 将 Abel 范畴的所有条件化到
A 上来验证.

Abel 范畴中的态射 f : X → Y 皆有唯一的满–单分解 (命题 1.2.10), 具体取作
X � (coim(f) ' im(f)) ↪→ Y . 于是引理 1.3.11 (iii) 即刻给出

ker(f) = ker[X → im(f)], coker(f) = coker[im(f)→ Y ].

注记 2.1.5 对于 Abel 范畴中的态射 X
f
Z

g
Y , 纤维积的构造 (参看注记 2.1.2) 表

明 X ×
Z
Y 无非是 X ⊕ Y Z

(f,0)

(0,g)
的等化子, 亦即 ker[X ⊕ Y

(f,−g)
Z]. 当然地, 纤

维积带有的态射 X ← X ×
Z
Y → Y 来自投影 X

p1
X ⊕ Y

p2
Y .

对于 X ′
f ′

Z ′
g′

Y ′, 纤维余积的构造则将 X ′ t
Z′
Y ′ 实现为 coker[Z ′

(−f ′,g′)

X ′ ⊕ Y ′], 而态射 X ′ → X ′ t
Z′
Y ′ ← Y ′ 来自 X ′

ι1
X ′ ⊕ Y ′

ι2
Y ′. 这些性质在模的情

形理应是显然的.

下一条结果尔后将被反复运用.

1)若不希望 AI 成为大范畴, 则应当设 I 是小的. 此处无实质影响.
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命题 2.1.6 若 Abel 范畴 A 中的图表

X Y

X ′ Y ′

f

a b

g

是拉回 (或推出) 图表, 而且 g 满 (或 f 单), 则图表同时也是推出 (或拉回), 而且 f 满
(或 g 单).

证明 处理拉回图表的情形即可. 兹断言
� X

(a,f)
X ′ ⊕ Y 给出 ker

[
X ′ ⊕ Y

(g,−b)
Y ′

]
;

� (g,−b) : X ′ ⊕ Y → Y ′ 满.
诚然, 关于 ker 的断言是缘于注记 2.1.5 对 X ' X ′ ×

Y ′
Y 作为核的描述; 又因为

g = (g,−b)ι1, 故 g 满蕴涵 (g,−b) 满.

综上可见 Y ′ = im((g,−b)) ∼← coker[X
(a,f)

X ′ ⊕ Y ]. 对此调换视角, 代入注记
2.1.5 关于纤维余积作为余核的描述, 立见

X Y

X ′ Y ′

f

−a −b

g

是推出图表; 左右两列分别合成自同构 −idX 和 −idY 后复归原图, 仍是推出. 应用推
出情形下已知的 coker(f) ∼→ coker(g) (命题 1.3.10), 即得 f 满 (引理 1.3.11).

推论 2.1.7 Abel 范畴中的子商可以等价地定义为子对象的商对象, 或商对象的子对象.

证明 命题 2.1.6 说明命题 1.1.8 可施于任何 Abel 范畴.

对于任意环 R 上的左模范畴 R-Mod, 以上结果当然是熟知的; 右模范畴亦然.

2.2 初识复形

本节的起点是 Abel 范畴中满足 gf = 0 的态射 X
f
Y

g
Z. 取 ker(g) ↪→ Y �

coker(f) 的合成 ker(g) → coker(f); 我们关心的是它的满–单分解. 对之有两种相互对
偶的视角.

引理 2.2.1 设 Abel 范畴 A 中的态射 f : X → Y , g : Y → Z 满足 gf = 0.
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(i) 存在唯一的态射 ϕ, ψ 使以下图表交换:

X Y

coim(f) ker(g)

f

ϕ

Z Y

im(g) coker(f)

g

ψ

(2.2.1)

而且 ϕ 为单, ψ 为满.

(ii) 态射 ker(g)→ coker(f) 有下图所示的两种满–单分解, 由唯一的同构 coker(ϕ) '
ker(ψ) 相联系:

ker(ψ)

ker(g) coker(f).

coker(ϕ)

典范

∼

典范

证明 首先考虑 (i). 左右图表相互对偶 (注记 1.2.2 和命题 2.1.3): 右图相当于在 Aop

中考虑 Z
gop

Y
fop

X, 故对 (2.2.1) 考虑 ϕ 的情形即可.
条件 gf = 0 相当于说 f 通过 ker(g) ↪→ Y 分解. 将此代入关于余像的引理 1.2.3

即得 ϕ. 其次, 基于 X → coim(f) 的满性, f 的分解 X � coim(f)
f
Y 是唯一的, 其

中的 f 既可取为 coim(f)
ϕ

ker(g) ↪→ Y 的合成, 亦可取为 coim(f)
∼→ im(f) ↪→ Y 的

合成, 后者单蕴涵 ϕ 单.
为了推导 (ii), 兹断言存在唯一的单态射 coker(ϕ) ↪→ coker(f) (或满态射 ker(g) �

ker(ψ)) 使下图交换:

X Y coker(f)

coim(f) ker(g) coker(ϕ)

f

ϕ
典范

Z Y ker(g)

im(g) coker(f) ker(ψ)

g

ψ 典范

承认这点, 便可读出 (ii) 的图表中的两路满–单分解, 即其外框部分, 其中路同构则由命
题 1.2.10 唯一地给出.
问题归结为构造上图. 因为两者对偶, 讨论左图即可. 引理 1.3.11 (iii) 说明

coker(ϕ) 也等同于合成 X → ker(g) 的余核, 故所求态射来自余核的函子性, 由 (1.3.4)
刻画. 单性何来? 命题 1.3.9 将合成态射的余核表为原余核的推出, 具体地说即是

ker(g) Y

coker [X → ker(g)] coker(f)

� (推出图表)

其中所有态射都是典范的. 于是命题 2.1.6 蕴涵第二行为单.
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在引理 2.2.1 的场景中, 记

H
[
X

f
Y

g
Z

]
:= coker

[
im(f)

ϕ
ker(g)

]

' ker
[
coker(f)

ψ
im(g)

]
;

(2.2.2)

它也可以刻画为 ker(g) → coker(f) 的满–单分解的中项. 不出所料, (2.2.2) 具有函
子性.

命题 2.2.2 给定 Abel 范畴中的交换图表

X Y Z

X ′ Y ′ Z ′

f

a

g

b c

f ′ g′

g′f ′ = 0, gf = 0,

存在唯一的态射 Φ : H[X → Y → Z]→ H[X ′ → Y ′ → Z ′] 使下图交换:

ker(g) H[X → Y → Z] coker(f)

ker(g′) H[X ′ → Y ′ → Z ′] coker(f ′)

由 (b, c) 诱导 Φ 由 (a, b) 诱导

两侧垂直箭头来自核以及余核的函子性, 水平箭头如引理 2.2.1.

证明 根据引理 1.2.8 的熟悉套路, Φ 若存在则是唯一的, 而且验证 Φ 使右侧方块交换
即可. 构造如下. 因为 im(g) = ker[Z → coker(g)], im(g′) = ker[Z ′ → coker(g′)], 核的
函子性给出唯一的 im(g)→ im(g′) 使下图的右半部交换:

coker(f) im(g) Z

coker(f ′) im(g′) Z ′;

ψ

c

ψ′

引理 1.2.8 的套路说明左半部也交换. 由此诱导的 ker(ψ)→ ker(ψ′) 即所求.

命题 2.2.3 给定满足 gf = 0 和 g′f ′ = 0 的态射, 存在典范同构

H
[
X

f
Y

g
Z

]
⊕H

[
X ′

f ′

Y ′
g′

Z ′

]

' H
[
X ⊕X ′

f⊕f ′

Y ⊕ Y ′
g⊕g′

Z ⊕ Z ′
]
.
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证明 取双积带有的态射 ι, p 等等, 如 (1.3.1). 按照命题 2.2.2 的函子性, 它们也诱导
相应的

H [X → Y → Z] H [X ⊕X ′ → Y ⊕ Y ′ → Z ⊕ Z ′] H [X ′ → Y ′ → Z ′] .
ι

p p

ι

基于命题 2.2.2 对诱导态射 Φ 的刻画, 我们还知道 (a, b, c) 7→ Φ 与合成兼容, 保持
加法, 映 0 为 0, 映 id 为 id. 综之, 在 H[· · · ] 层面诱导出的态射也满足双积所需的等式
(1.3.1).

注意: 以上陈述对于一般 Abel 范畴中的无穷余积或无穷积未必成立.

定义 2.2.4 (复形) 设 A 是加性范畴. 考虑 A 中的一列态射

· · · → Xn dn

Xn+1 dn+1

Xn+2 → · · · ,

它可以仅含有限项, 也可以沿单边或双边无穷延伸, 或者成环状. 若 dn+1dn = 0 对所有
n 成立, 则称资料 (Xn, dn)n 为复形, 常记为 (X•, d•), X• 或 X. 习惯称 Xn 为复形 X

的第 n 次项.

本章主要着眼于 Abel 范畴的情形, 这时可以探讨复形的上同调和正合性.

定义 2.2.5 (上同调和正合列) 设 A 是 Abel 范畴.

� 对于复形 X, 按 (2.2.2) 定义它在非端点项 Xn 处的上同调为

Hn(X) = Hn(X•, d•) := H
[
Xn−1 dn−1

Xn dn

Xn+1

]
.

� 若 Hn(X) = 0, 则称复形 X 在 Xn 处正合; 这等价于 im(dn−1) = ker(dn). 处处
正合的复形称为正合列; 正合复形也称为零调的.

上同调的性质是本书主题之一, 将在 §3.6 继续探讨.

注记 2.2.6 (链复形的同调) 如在定义 2.2.4 中改取递降的标号, 用下标记作

· · · → Xn

dn
Xn−1 → · · · , dn−1dn = 0,

则前述定义可以全盘照搬. 基于拓扑学的渊源, 经常称标号递增版本 (X•, d•) 为上链复
形, 称递降者 (X•, d•) 为链复形. 对于 Abel 范畴中的链复形 X, 定义它在 Xn 处的同
调为 A 的对象

Hn(X) = Hn(X•, d•) := H
[
Xn+1

dn+1

Xn

dn
Xn−1

]
.
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在代数学中, 复形 (亦即上链复形) 和链复形仅只是记法有差异, 其间的过渡直截
了当: 对于加性范畴 A, 内部解决的方案是作镜射

Xn := X−n, dn := d−n.

另一种方案是反转箭头, 这涉及相反范畴: 将 A 上的复形

· · · → Xn dn

Xn+1 → · · ·

置于 Aop 中考察, 则变为链复形

· · · ← Xn

dn+1

Xn+1 ← · · · ,
Xn := Xn, dn+1 := dn,op.

当 A 是 Abel 范畴时, 以反转箭头定义 Aop 上的链复形 (X•, d•), 则有典范同构
Hn(X•) ' Hn(X•), 特别地, X• 正合当且仅当 X• 正合. 为了说明这点, 仅须注意到
H[X

f
Y

g
Z] 可以刻画为 ker(g)→ coker(f) 的满–单分解的中项, 如在 Aop 中考量,

这也正是 ker(fop)→ coker(gop) 的满–单分解的中项.

复形的正合性可以分段考察. 往后将不加说明地运用以下几种典型.

B 单态射 复形 0→ X ′
f
X 正合等价于 ker(f) = 0, 亦即 f 单 (引理 1.3.11); 这也

等价于 X ′
∼→ coim(f) (引理 1.2.6).

B 满态射 对偶地, 复形 X
g
X ′′ → 0 正合等价于 g 满, 也等价于 im(g)

∼→ X ′′.

B 核 考虑复形 0→ X ′
f
X

g
X ′′. 按 (2.2.1) 将 f 通过 X ′ � im(f) ↪→ ker(g) 分

解. 兹断言 0 → X ′ → X → X ′′ 正合当且仅当 X ′ → ker(g) 是同构; 这也相当
于说精确到同构, 上述正合列总是 0 → ker(g) → X

g
X ′′ 的形式, 由态射的核

给出.

论证不难. 考虑 (2.2.1). 复形在 X 处正合等价于 im(f)
∼→ ker(g), 在 X ′ 处正合

等价于 X ′
∼→ im(f); 再施命题 1.1.2 于 X ′ � im(f) ↪→ ker(g) 便是.

B 余核 对偶地, 复形 X ′
f
X

g
X ′′ → 0 按 (2.2.1) 诱导态射 coker(f) → X ′′. 此

复形正合当且仅当 coker(f) ∼→ X ′′. 所以精确到同构, 这型正合列来自余核.

B 短正合列 形如 0 → X ′ → X → X ′′ → 0 的正合列称为短正合列. 以上两条一并
给出两种等价而相互对偶的正合性刻画:

� X ′ → X 单, 而 X ′′ = coker[X ′ ↪→ X];
� X → X ′′ 满, 而 X ′ = ker[X � X ′′].
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作为应用, 每个态射 f : X → Y 都给出短正合列

0→ ker(f)→ X → im(f)→ 0, 0→ im(f)→ Y → coker(f)→ 0,

它们拼接为正合列 0→ ker(f)→ X
f
Y → coker(f)→ 0.

另外, 若 f 能置入形如

L′
λ
L→ X

f
Y → R

ρ
R′′

的正合列, 其中 λ, ρ 皆为同构, 则正合性将导致 L → X 和 Y → R 皆为 0, 从而有
ker(f) = 0 和 im(f) = Y , 亦即 f 为同构. 这是判定同构的常用技巧.
在 §1.3 回顾的双积给出一类格外简单的短正合列, 命题 2.5.3 将予以刻画.

命题 2.2.7 令 X1, X2 为 Abel 范畴 A 的对象, 则 0→ X1

ι1
X1 ⊕X2

p2
X2 → 0 是

短正合列.

证明 取短正合列 0→ X1
id
X1 → 0→ 0 和 0→ 0→ X2

id
X2 → 0, 命题 2.2.3 说

明其直和仍然正合.

2.3 若干图表引理
本节的论证取法 [23, Chapter 8, 12]. 我们从正合性的一个判准入手, 不妨视其为

图追踪 [51, §6.8] 在一般 Abel 范畴中的代替品. 以下选定 Abel 范畴 A.

引理 2.3.1 设 X ′
f
X

g
X ′′ 为复形, 则此复形正合当且仅当对于任何满足 gh = 0

的态射 S
h
X, 存在态射 S′ → X ′ 和满态射 S′ � S 使得下图交换

S′ S

X ′ X.

h

f

证明 考虑 “仅当” 的方向. 首先, f 和 h 皆通过 ker(g) 分解, 依此取 S′ := S ×
ker(g)

X ′,

而 S′ → S 和 S′ → X ′ 取为纤维积的自然态射. 正合性蕴涵 X ′ � ker(g), 故命题 2.1.6
蕴涵 S′ → S 亦满.
考虑 “当” 的方向. 对 S := ker(g) 自带的态射 h : S ↪→ X, 按条件得到下图的实

线部分
S′ S

X ′ X

hα

f
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而虚线部分的 α 来自 gf = 0 对 f 所给出的分解. 兹断言上图交换. 外框部分和右下三
角已知交换. 于是左上三角的两路态射左合成 h 后相等; 既然 h 单, 这表明左上三角也
交换, 断言得证. 最后, 上图表明 α 右合成 S′ → X ′ 为满, 故 α 满; 综上, f 有满–单分
解 X ′ � ker(g) ↪→ X, 导致 im(f) = ker(g). 正合性得证.

关于图追踪在一般 Abel 范畴中的其他替代方案, 可见 [42, Tag 05PL].
言归正传, 接着讨论实用中不可或缺的蛇形引理. 考虑图表

ker′ ker ker′′

X ′ X X ′′ 0

0 Y ′ Y Y ′′

coker′ coker coker′′

f g

u v

δ (2.3.1)

其中

� X ′
f
X

g
X ′′ → 0 和 0→ Y ′

u
Y

v
Y ′′ 为给定的正合列,

� ker′ := ker[X ′ → Y ′] ↪→ X ′, 而 ker 和 ker′′ 依此类推,

� Y ′ � coker′ := coker[X ′ → Y ′], 而 coker 和 coker′′ 依此类推,

� ker′ → ker 和 coker′ → coker 等态射来自核及余核的函子性 (1.3.4).

因此 (2.3.1) 是每列和中间两行皆正合的交换图表. 以下说明如何构造虚线标出的
连接态射 δ : ker′′ → coker′.

第一步是从 (2.3.1) 构造行正合的交换图表

0 ker(g) X ×
X′′

ker′′ ker′′

0 ker(g) X X ′′ 0

0 Y ′ Y coker(u) 0

coker′ coker′ t
Y ′
Y coker(u) 0

s

�

g

u

�

t

(2.3.2)

其中
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� � 和 � 代表相应的方块是拉回和推出, 既然拉回保核而推出保余核, 这就解释了
图中的左上和右下方块;
� 命题 2.1.6 可施于 (2.3.2) 的 � 和 � 部分, 这就解释了 X ×

X′′
ker′′ → ker′′ 满而

coker′ → coker′ t
Y ′
Y 单;

� 箭头 ker(g) 99K Y ′ 无非自然态射 ker(g)→ ker(v), 来自核的函子性 (1.3.4);
� 同理, 余核的函子性给出虚线箭头 X ′′ ' coker(f)→ coker(u).
观察到 (2.3.2) 中 ker(g) 99K Y ′ → coker′ 合成为 0, 这是因为它右合成 X ′ �

im(f)
∼→ ker(g) 之后为 0; 同理, ker′′ → X ′′ 99K coker(u) 合成为 0, 因为它左合成

coker(u) ∼→ im(v) ↪→ Y ′′ 之后为 0.
记 (2.3.2) 中路的合成态射为 δ0 : X ×

X′′
ker′′ → coker′ t

Y ′
Y . 上述观察即刻给出

δ0s = 0, tδ0 = 0.

于是 δ0 具唯一分解

X ×
X′′

ker′′ � coker(s) ∃! ker(t) ↪→ coker′ t
Y ′
Y.

已知 (2.3.2) 的右上和左下角水平态射分别是满的和单的, 故 coker(s) ∼→ ker′′ 而
coker′ ∼→ ker(t). 综之即得所求的典范态射 δ : ker′′ → coker′.

注记 2.3.2 连接态射的典范性有更明确的表述如下. 考虑交换图表
X ′ X X ′′ 0

0 Y ′ Y Y ′′

X ′ X X ′′ 0

0 Y ′ Y Y ′′

使得每行皆正合. 相应地有 ker′, ker′ 等等; 那么连接态射 δ, δ 可置入交换图表

ker′′ coker′

ker′′ coker′.

δ

自然态射 自然态射

δ

按定义, 为此只需说明 δ0 和 δ0 也能放入相应的交换方块. 一切归结遂为核, 余核, 积,
余积的函子性. 细节谨留给读者.

稍后的证明将用到如下两点观察.

� 连接态射的构造自对偶: 若将 (2.3.1) 放在 Aop 中考量, 则所有箭头反转, ker′ 和
coker′ 等等的角色对调, 所得 Aop 中图表仍和 (2.3.1) 相似, 只是旋转半圈; 相应
的连接态射放回 A 中考量, 仍从 ker′′ 打向 coker′, 它和先前构造的 δ 吻合.
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� 态射 ker→ ker′′ 可分解为 ker→ X ×
X′′

ker′′ → ker′′. 于是细观 (2.3.2) 可见态射

ker→ ker′′ δ coker′ ↪→ coker′ t
Y ′
Y, ker→ X ×

X′′
ker′′

δ0 coker′ t
Y ′
Y

的合成相等, 但右式也和 ker → X → Y → coker′ t
Y ′
Y 有相等的合成, 即 0. 由此

归结出
ker→ ker′′ δ coker′ 合成为 0. (2.3.3)

定理 2.3.3 (蛇形引理) 考虑 Abel 范畴 A 中的图表 (2.3.1), 则 ker′ → ker → ker′′ δ

coker′ → coker → coker′′ 是正合列. 如果图表中 f : X ′ → X 单 (或 v : Y → Y ′′ 满),
则 ker′ → ker (或 coker→ coker′′) 亦然.

证明 最后一部分的断言是简单的: 若 f 单, 则 ker′ ↪→ X ′
f
X 之合成亦单, 故

(2.3.1) 交换蕴涵 ker′ → ker 单. 倒转箭头可得 v 满的情形.
主要问题是第一部分断言的正合列. 基于先前已观察到的对偶性, 只需证明

ker′ → ker→ ker′′ → coker′ 正合.
首先说明 ker′ → ker→ ker′′ 是复形. 这是因为 ker′ → ker→ ker′′ 是 X ′ → X →

X ′′ 诱导的, 而后者合成为 0. 接着应用引理 2.3.1来证明正合性: 假设态射 ψ : S → ker

使得 S
ψ

ker→ ker′′ 合成为 0, 我们寻求交换图表

S′ S

ker′ ker ker′′

X ′ X X ′′

h

ψ
0

f g

(2.3.4)

其中的 ker′ ← S′
h
S 有待构造. 为此, 首先对 S

ψ
ker → X 的合成应用引理 2.3.1

以获取交换图表
S′ S

X ′ X X ′′.

h

0

f g

于是 S′ → X ′ → Y ′
u
Y 和 S′

ψh
ker → X → Y 一样合成为 0, 而 u 单, 故

S′ → X ′ → Y ′ 合成为 0. 这使 S′ → X ′ 通过 ker′ 分解, 给出 (2.3.4) 的所有箭头.
现在观察 (2.3.4) 的左半部: 其外框和下半方块交换; 熟悉的引理 1.2.8 遂说明上半

方块也交换. 综之, ker′ → ker→ ker′′ 正合.
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以下处理 ker→ ker′′ δ coker′. 首先 (2.3.3) 说明这是复形. 正合性仍有赖于引理
2.3.1: 假设态射 ψ : S → ker′′ 满足 δψ = 0, 我们寻求形如

S0 S

ker ker′′
ψ (2.3.5)

之交换图表. 关于 δ 的构造中已经说明 X ×
X′′

ker′′ → ker′′ → 0 正合, 故存在交换图表

S1 S

X ×
X′′

ker′′ ker′′ 0.

ψ 0 (2.3.6)

考虑 S1 → X ×
X′′

ker′′ → X → Y
v
Y ′′. 比较上图和 (2.3.1), (2.3.2)可知此合成为

0,故 S1 → X ×
X′′

ker′′ → X → Y 可分解为 S1

ξ
Y ′

u
Y . 以下论证 S1

ξ
Y ′ → coker′

合成为 0. 出发点是交换图表

S ker′′ coker′

S1 X ×
X′′

ker′′ coker′ t
Y ′
Y

X Y

ψ δ

δ0

上图第一行合成为 δψ = 0, 故第二行亦然, 从而 S1

ξ
Y ′

u
Y → coker′ t

Y ′
Y 合成

为 0. 因为 Y ′
u
Y → coker′ t

Y ′
Y 和 Y ′ → coker′ → coker′ t

Y ′
Y 有相同的合成, 而在 δ

的构造中已说明 coker′ → coker′ t
Y ′
Y 为单, 故 S1

ξ
Y ′ → coker′ 的确合成为 0.

下一步是对正合列 X ′ → Y ′ → coker′ 应用引理 2.3.1, 得到交换图表

S0 S1

X ′ Y ′ coker′ .

k ξ
0

记 λ 为 S0 � S1 → X ×
X′′

ker′′ → X 的合成. 分别记态射 X ′ → Y ′ 和 X → Y 为
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a 和 b. 综上可得交换图表

S0 S1 X ×
X′′

ker′′

X ′ Y ′ X

X Y

k λ
ξ

a

f u
b

b

其中两个方块的交换性已知, 三角交换来自 λ 的定义, 右侧梯形交换则缘于之前对 ξ 的
讨论.

由此立见 bλ = bfk, 故 λ− fk : S0 → X 通过 ker = ker(b) ↪→ X 分解. 最后请端
详图表

S0 S1 S

ker ker′′

X X ′′.

λ−fk

ψ

g

若能说明上部方块交换即可完成 (2.3.5) 设定的目标. 下部方块和弓形部分已知交换,
熟知的论证遂将问题归结为外框的交换性. 注意到 g(λ− fk) = gλ, 于是外框的交换性
归结为已知的交换图表 (见 (2.3.6)):

S0 S1 S

X ×
X′′

ker′′ ker′′

X X ′′.

λ

ψ

g

这就验证了全部所需的条件.

连接同态 δ 和定理 2.3.3 在模范畴 R-Mod 的情形大大地简化, 见 [51, 命题 6.8.6].

命题 2.3.4 (五项引理) 考虑 Abel 范畴 A 中行正合的交换图表:

X1 X2 X3 X4 X5

Y1 Y2 Y3 Y4 Y5

f1 f2 f3 f4 f5

(i) 若 f1 满而 f2, f4 单, 则 f3 为单 (仅涉及前四列);

(ii) 若 f5 单而 f2, f4 满, 则 f3 为满 (仅涉及后四列);
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(iii) 若 f1 满, f5 单而 f2, f4 皆为同构, 则 f3 为同构.

证明 显然 (i) 和 (ii) 对偶, 而 (iii) 是 (i)—(ii) 和命题 1.2.7 的推论, 以下仅证 (i).

设态射 h : S → X3 满足 f3h = 0, 目标是证明 h = 0. 合成 S
h
X3 → X4

f4
Y4

为 0, 故合成 S
h
X3 → X4 也为 0. 引理 2.3.1 施于正合列 X2 → X3 → X4 遂给出交

换图表
S′ S

X2 X3.

h

今将构造交换图表
S′′′ S′′ S′

X2

X1 Y1 Y2.

f2

f1

方式如下: 既然 S′ → X2

f2
Y2 → Y3 因 f3h = 0 合成为 0, 对 S′ → Y2 和正合列

Y1 → Y2 → Y3 应用引理 2.3.1, 便给出右半部; 应用引理 2.3.1 于 S′′ → Y1 和正合列
X1

f1
Y1 → 0, 便给出左半部.

取合成态射 S′′′ → S′ 并考量下图

S′′′ S′ S

X1 X2 X3 X4

Y1 Y2

h

f1 f2

兹断言图表交换. 唯一问题显然是左上方块: 将其中的 和 同合成 f2, 则因为方块
X1 X2

Y1 Y2

和 S′′′ S′

Y1 Y2

皆交换, 而 f2 单, 可知左上方块也交换.

由此知 S′′′ � S′ � S
h
X3 合成为 0, 从而 h = 0. 明所欲证.

本节介绍的只是众多图表引理中最常用的两则. 基于双复形的语言, G. Bergman
发现了包罗万象的蝾螈引理, 它可以统摄蛇形引理和同调代数中一些经典的图表引理,
请雅好此道的读者移步 [3].
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2.4 格论一瞥
本节旨在简介称为格的一类偏序结构. 这有助于厘清 Abel 范畴的结构.
以下将考虑种种偏序集 (P,≤), 其对应的范畴记为 P.
对于偏序集 (P,≤) 的任何一族子集 S, 对之有上界, 下界, 上确界 supS 和下确界

infS 的概念. 子集 S ⊂ P 有上确界 (或下确界) 当且仅当 S 中所有对象在范畴 P 中的
余积 (或积) 存在, 此时该上确界 (或下确界) 即是此余积 (或积).

定义 2.4.1 如果偏序集 (P,≤) 中的任两个元素 a, b 都有上确界 a ∨ b 和下确界 a ∧ b,
则称 (P,≤) 为格. 若进一步要求 (P,≤) 本身有上界和下界, 则它们皆唯一, 分别记为 1

和 0, 此时称 P 为有界格.
若 a, b 是偏序集 (P,≤) 的元素, a ≤ b, 则 [a, b] := {x ∈ P : a ≤ x ≤ b} 对 ≤ 也构

成偏序集, 称为 a, b 确定的区间.

若 P 为格, 则 P 中的区间皆对 ∨ 和 ∧ 封闭, 并且皆是有界格. 若 P 是有界格则
P = [0, 1], 而且 x ∧ 0 = 0, x ∨ 0 = x = x ∧ 1, x ∨ 1 = 1 对所有 x ∈ P 皆成立.
按范畴的观点, a ∧ b, a ∨ b, 1, 0 分别对应到两个对象的积, 余积和范畴中的终对象

(即空积), 始对象 (即空余积), 请读者自行验证.
为了示范 ∧ 和 ∨ 的操作, 我们来证明以下事实: 若 a[, a, b ∈ P 满足 a[ ≤ a, 则

a[ ∨ (a ∧ b) ≤ (a[ ∨ b) ∧ a. (2.4.1)

根据上确界定义, 问题首先化为证 a[ ≤ (a[ ∨ b) ∧ a 和 (a ∧ b) ≤ (a[ ∨ b) ∧ a. 根据下确
界定义, 这又分别化为证

a[ ≤ a[ ∨ b, a[ ≤ a, a ∧ b ≤ a[ ∨ b, a ∧ b ≤ a;

第三式归结为 a ∧ b ≤ b ≤ a[ ∨ b, 其余自明.

定义 2.4.2 设 P 为格.

� 当以下性质成立时, 称 P 为模格: 若 a[, a, b ∈ P 满足 a[ ≤ a, 则

a[ ∨ (a ∧ b) = (a[ ∨ b) ∧ a.

� 设 P 为有界格. 若 x, c ∈ P 满足 x ∨ c = 1, x ∧ c = 0, 则称 c 是 x 在 P 中的补.

且来考察格的基本例子.

� 正整数集 Z≥1 对于整除关系构成格 (x | y ⇐⇒ x ≤ y): x ∨ y = lcm(x, y) 而
x ∧ y = gcd(x, y). 请读者验证这是模格, 有下界 1 而无上界.
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� 取 R 为环, M 为左 R-模, 其子模构成的集合 SubM 对 ⊂ 构成有界模格: x ∨ y =

x+ y 而 x ∧ y = x ∩ y; 上界为 M 而下界为 {0}. 这是 “模格” 一词的渊源.

� Hilbert空间 H 的所有闭子空间对 ⊂构成有界格: x∨y := x+ y 而 x∧y = x∩y.
可以证明当 H 为无穷维时这不是模格 (Birkhoff–von Neumann).

注记 2.4.3 格的定义也含藏对偶性. 对集合 P 上给定的偏序 ≤, 可考虑其相反偏序
≤op: x ≤op y ⇐⇒ x ≥ y; 这相当于用 Pop 代替 P. 若 (P,≤) 是格 (或有界格), 则
(P,≤op) 亦然. 而且 (P,≤) 中的 ∧,∨, 0, 1 分别对应 (P,≤op) 中的 ∨,∧, 1, 0.

引理 2.4.4 设 P 为格, 则 P 为模格当且仅当以下性质对 P 中的所有区间 I 都成立:
若 c[, c 皆是 x ∈ I 在 I 中的补, c[ ≤ c, 则 c[ = c.

证明 若 P 为模格, 则任意区间 I 亦然. 不妨假设 I = P ; 对于断言中的 x, c[, c,
我们有

c = c ∧ 1 = c ∧ (x ∨ c[) = c[ ∨ (x ∧ c) = c[ ∨ 0 = c[.

反之, 假定关于补的条件对所有区间成立. 设 a[, a, b ∈ P 满足 a[ ≤ a. 命

b ∧ a ≤ c1 := a[ ∨ (b ∧ a) ≤
∵(2.4.1)

a ∧ (b ∨ a[) =: c2 ≤ b ∨ a[.

今将证明 c1, c2 皆是 b 在 [
b ∧ a, b ∨ a[

] 中的补, 从而 c1 = c2. 首先按定义验证 c1 ≤ a,
故

b ∧ a ≥ b ∧ c1 = (a[ ∨ (b ∧ a)) ∧ b ≥
∵(2.4.1)

(a[ ∧ b) ∨ (b ∧ a) = b ∧ a,

于是 b ∧ c1 = b ∧ a. 另一方面, b ∨ c1 = a[ ∨ (b ∧ a) ∨ b = a[ ∨ b. 综之, c1 的确是 b 在[
b ∧ a, b ∨ a[

] 中的补.
格的对偶性 (注记 2.4.3) 将 a[, a 的序关系互换, ∧ 和 ∨ 互换, c1 和 c2 的角色也互

换. 以上论证在 (P,≤op) 中操作遂说明 c2 是 b 在 [
b ∧ a, b ∨ a[

] 中的补.

命题 2.4.5 设 a, b 为模格 (P,≤) 的元素, 则存在偏序集的同构

[a ∧ b, a] [b, a ∨ b]

x x ∨ b

y ∧ a y

1:1

称之为标准同构.

证明 双向的映射显然良定义而且保序. 对于 x ∈ [a∧b, a],模格的定义给出 (x∨b)∧a =

(a ∧ b) ∨ x, 右式即 x. 对偶地, y ∈ [b, a ∨ b] 蕴涵 (y ∧ a) ∨ b = y (注记 2.4.3), 故双向映
射互逆.
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初等代数学中的 Zassenhaus 引理 (见 [51, 引理 4.6.4], 确切地说是其模论版本) 及
其推论可以用格论进行提炼.

定理 2.4.6 (模格的 Zassenhaus引理) 设 (P,≤) 为模格. 给定元素 u[ ≤ u 和 v[ ≤ v,
则有下图

u[ ∨ (u ∧ v) (u ∧ v) ∨ v[

u ∧ v

u[ ∨ (u ∧ v[) (u[ ∧ v) ∨ v[

(u[ ∧ v) ∨ (u ∧ v[)

其意义是图的各项满足

x

y

≥

x y

x ∧ y

x ∨ y

x y

. (2.4.2)

此外, 存在区间的标准同构[
u[ ∨ (u ∧ v[), u[ ∨ (u ∧ v)

]
∼←
[
(u[ ∧ v) ∨ (v ∧ v[), u ∧ v

]
∼→
[
(u[ ∧ v) ∨ v[, (u ∧ v) ∨ v[

]
,

它们由命题 2.4.5 中的映射 x ∨ u[ ∨ (u ∧ v)← [ x 7→ x ∨ (u[ ∧ v) ∨ v[ 实现.

证明 最后一部分的同构是对图中两个平行四边形运用命题 2.4.5 的结果, 关键在检查
(2.4.2) 的关系. 注意到图表对 u↔ v, u[ ↔ v[ 左右对称, 故端详左半部即可. 各项之间
的偏序不难看透. 接着验证 ∧ 情形: 按模格定义导出(

u[ ∨ (u ∧ v[)
)
∧ (u ∧ v) =

(
u[ ∧ (u ∧ v)

)
∨ (u ∧ v[) = (u[ ∧ v) ∨ (u ∧ v[).

至于 ∨ 的情形, 由 u ∧ v[ ≤ u ∧ v 立见

u[ ∨ (u ∧ v[) ∨ (u ∧ v) = u[ ∨ (u ∧ v).

由此即知 (2.4.2) 成立.

以下考虑格中的有限降链, 写作 x0 ≥ x1 ≥ · · · ≥ xr 的形式 (r ∈ Z≥0). 插入有限
多个中间项所得的降链称为原降链的加细; 如果插入项包含某个 y /∈ {x0, . . . , xr}, 则称
之为真加细.



§2.4 格论一瞥 93

定义 2.4.7 对于模格中的两条等长降链 x0 ≥ · · · ≥ xr 和 x′0 ≥ · · · ≥ x′r, 当以下条件成
立时称两者是等价的: 存在 {0, . . . , r} 到自身的双射 σ (亦即重排), 使得对每个 i 都存
在偏序集的同构

τi : [xi+1, xi] '
[
x′σ(i)+1, x

′
σ(i)

]
,

并且 τi 分解为有限多个标准同构 (命题 2.4.5) 或其逆的合成.

定理 2.4.8 (模格的 Schreier加细定理) 考虑模格 (P,≤) 中的降链

x0 ≥ · · · ≥ xr, y0 ≥ · · · ≥ ys,

使得 x0 = y0, xr = ys, 其中 r, s ∈ Z≥0. 那么两者有等价的加细.

证明 论证与群的情形 [51, 定理 4.6.6] 无异, 皆基于定理 2.4.6, 在此略陈梗概. 定义

xi,j := xi+1 ∨ (xi ∧ yj), yj,i := (xi ∧ yj) ∨ yj+1,

其中对 xi,j 要求 0 ≤ i < r 而 0 ≤ j ≤ s, 对 yj,i 要求 0 ≤ i ≤ r 而 0 ≤ j < s. 那么
xi,j+1 ≤ xi,j , xi,0 = xi, xi,s = xi+1, 所以 (xi,j)i,j 按此顺序加细了 x0 ≥ · · · ≥ xr; 同理,
(yj,i)j,i 加细 y0 ≥ · · · ≥ ys. 在定理 2.4.6 中取 u[ = xi+1, u = xi 和 v[ = yj+1, v = yj

可得
[xi,j+1, xi,j ] ' [yj,i+1, yj,i] ,

而且此同构能分解为标准同构及其逆. 明所欲证.

今后仅考虑严格升/降链.

定义 2.4.9 选定偏序集 P 及其元素 a < b. 若 P 中的降链 b = x0 > · · · > xr = a 无真
加细, 则称之为 [a, b] 的合成列.

合成列的长度定义为上述之 r ∈ Z≥0; 留意到 r = 0 当且仅当 a = b.

定理 2.4.10 (模格的 Jordan–Hölder定理) 设 a < b 为模格 (P,≤) 的元素, 则 [a, b]

的任两个合成列都等长, 并且在定义 2.4.7 的意义下相互等价.

证明 这是定理 2.4.8 的直接推论.

关键在于哪些偏序集中的区间具有合成列. 类比于熟知的模论情形, 这点可以由升
链/降链条件来确保.

定义 2.4.11 设 (P,≤) 为偏序集, 若 P 中不存在无穷升链 x1 < x2 < x3 < · · · , 则称
P 是 Noether 的; 若不存在无穷降链 x1 > x2 > x3 > · · · , 则称 P 是 Artin 的. 既是
Artin 又是 Noether 的偏序集称为有限长度的.

若 (P,≤) 具有 Noether (或 Artin, 或有限长度) 之性质, 则其子集亦然. 易证
Noether (或 Artin) 条件等价于 P 的任意非空子集都含有相对于 ≤ 的极大元 (或极小
元). 本章主要将这些概念应用于子对象构成的偏序集, 见定义 1.1.3.
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定义 2.4.12 选定范畴 C. 我们称 C 的对象 X 是 Noether (或 Artin, 或有限长度) 的,
如果其子对象构成的偏序集 (SubX ,⊂) 是 Noether (或 Artin, 或有限长度) 的.

焦点转回一般的偏序集.

引理 2.4.13 考虑偏序集 (P,≤) 的元素 a ≤ b.

(i) 若 [a, b] 是有限长度的, 则其中的链都能加细为合成列; 特别地, [a, b] 有合成列.

(ii) 若假设 [a, b] 是模格, 并且有合成列, 则 [a, b] 是有限长度的.

证明 无妨设 a < b. 对于 (i), 给定链 y0 > · · · > yr, 说明每个 [yi, yi+1] 都有合成列即
可. 不妨设 yi = a 而 yi+1 = b. Artin 条件确保存在极小之 x0 ∈ [a, b] 使得 x0 > a. 同
理, 若 x0 6= b 则存在极小之 x1 ∈ [a, b] 使得 x1 > x0, 依此类推. 根据 Noether 条件, 步
骤必在有限步内停止, 给出之链 b > · · · > x0 > a 无真加细.

对于 (ii), 选定合成列 b = x0 > · · · > xr = a. 定理 2.4.8 表明任意有限长度的链
· · · > yi > yi+1 > · · · 都与上述合成列有等价的加细, 故链长不能超过合成列的长度.
于是 [a, b] 是有限长度偏序集.

定义 2.4.14 设 (P,≤) 是有限长度的有界模格. 任取 P 的合成列 1 = x0 > · · · > xr =

0. 称 r ∈ Z≥0 为 (P,≤) 的长度.

定理 2.4.10 说明长度良定义, 无关合成列的选取; (P,≤) 的长度为 0 当且仅当 P

是独点集.

2.5 直和分解
首先讨论如何以矩阵表示直和之间的态射. 相关论证和模论的情形 [51, §6.3] 如出

一辙, 在此仅作简要回顾.
选定加性范畴 A. 考虑 A 的对象 X1, . . . , Xn 和 X ′1, . . . , X

′
m. 定义 1.3.3 介绍的直

和 ⊕n
i=1Xi 带有一族态射 Xj

ιj ⊕n
i=1Xi

pj
Xj . 同理对

⊕m
i=1X

′
i 亦有 p′j , ι

′
j 等等.

积和余积的泛性质给出

Hom

 n⊕
j=1

Xj ,

m⊕
i=1

X ′i

 ∼
φ 7→(p′iφ)i

m∏
i=1

Hom

 n⊕
j=1

Xj , X
′
i


∼

(p′iφ)i 7→(p′iφιj)i,j
n∏
j=1

m∏
i=1

Hom(Xj , X
′
i).
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因此任意态射 φ :
⊕n

j=1Xj →
⊕m

i=1X
′
i 对应到矩阵

M(φ) = (φij)1≤i≤m
1≤j≤n

=


φ11 · · · φ1n
... . . . ...

φm1 · · · φmn

 , φij := p′iφιj : Xj → X ′i.

反过来说, 任何由 φij : Xj → X ′i 构成的矩阵M = (φij)1≤i≤m
1≤j≤n

都唯一确定了态射
φ 使得M =M(φ). 态射合成与矩阵乘法匹配:

M(ψφ) =M(ψ)M(φ)

其中矩阵元的相乘由合成 Hom(X ′j , X
′′
i )×Hom(Xk, X

′
j)→ Hom(Xk, X

′′
i ) 给出.

引理 2.5.1 给定 A 中的一族态射 φi : Xi → X ′i, 其中 i = 1, . . . , n, 令 φ :=

(φ1, . . . , φn) :
⊕n

i=1Xi →
⊕n

i=1X
′
i. 则 φ 是同构 ⇐⇒ 每个 φi 都是同构.

证明 方向 ⇐= 属显然. 至于 =⇒ , 记矩阵M(φ−1) 为 (ψij)i,j , 那么

M(φ−1)M(φ) =


ψ11φ1 · · · ψ1nφn

... . . . ...

ψn1φ1 · · · ψnnφn

 =


idX1

. . .

idXn


故 φ1, . . . , φn 左可逆; 同理可知它们右可逆.

仍考虑直和分解 X '
⊕n

i=1Xi, 其中 n ≥ 1 而 ∀i, Xi 6= 0; 由此得到态射族
ιi : Xi → X 和 pi : X → Xi. 对每个 1 ≤ i ≤ n, 命 ei := ιipi ∈ End(X), 它们具备以
下性质. 回忆到环 End(X) 的幂等元意谓满足 e2 = e 的元素 e ∈ End(X); 不致混淆时,
我们也说 e 是 A 的幂等元.

(E1) 每个 ei 皆是幂等元: e2i = (ιipi)(ιipi) = ιi(piιi)pi = ιipi.

(E2) 正交性: i 6= j =⇒ eiej = ιipiιjpj = 0.

(E3) 等式 ∑n
i=1 ei = 1 在环 End(X) 中成立.

今后一律视直和项 Xi 为 X 的子对象, 并将分解写作等式 X =
⊕n

i=1Xi. 若进一
步要求 A 是 Abel 范畴, 则满足 (E1)—(E3) 的幂等元族 e1, . . . , en ∈ End(X) 反过来
定义 X 的子对象

Xi := ker

∑
j 6=i

ej

 = im(ei), i = 1, . . . , n
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一方面它们带有单态射 Xi

ιi
X,另一方面 ei : X → X 唯一地分解为 X

pi
Xi

ιi
X.

这正是直和所需的资料.
从幂等元 e1, . . . , en 到直和项 X1, . . . , Xn 的过渡无需 Abel 范畴的全部性质; 我们

只须假设 A 是具零对象的 Ab-范畴, 使得幂等元皆有核; 这种范畴称为 Karoubi 范畴
或 伪 Abel 范畴. 本章习题部分将有进一步讨论.

命题 2.5.2 给定 Abel 范畴 (或更一般的 Karoubi 范畴) A 的对象 X 6= 0 和 n ∈ Z≥1,
以上构造给出双射

{直和分解 X =
⊕n

i=1Xi} {(ei)ni=1 ∈ End(X)n :满足 (E1)—(E3)} .1:1

直和项 X1, . . . , Xn 的重排对应到 e1, . . . , en 的重排.

证明 如 [51, 命题 6.12.4].

对于 n = 2 的特例, 直和分解联系于一类特殊的短正合列, 称为分裂短正合列.

命题 2.5.3 对于 Abel 范畴中的短正合列 0→ X ′
f
X

g
X ′′ → 0, 以下陈述等价.

(i) 存在 s : X ′′ → X 使得 gs = idX′′ .

(ii) 存在 r : X → X ′ 使得 rf = idX′ .

(iii) 存在图表 X ′ X X ′′
f

r

g

s
使 X ' X ′ ⊕X ′′, 见 §1.3 关于双积的回顾.

(iv) 映射 g∗ : Hom(S,X)→ Hom(S,X ′′) (映 ϕ 为 gϕ) 对一切对象 S 皆满.

(v) 映射 f∗ : Hom(X,S)→ Hom(X ′, S) (映 ψ 为 ψf) 对一切对象 S 皆满.

当上述任一条件成立时, 称短正合列 0 → X ′ → X → X ′′ → 0 分裂. 陈述 (i) 的态射
s : X ′′ → X, (ii) 的 r : X ′ → X 与 (iii) 的同构 X

∼→ X ′ ⊕X ′′ (且记为 Φ) 之间相互对
应如下

� 从 Φ 到 s: 取合成 X ′′
ι2
X ′ ⊕X ′′ Φ−1

X;

� 从 s 到 r: 态射 idX − sg : X → X 唯一地分解为 X
r
X ′

f
X, 此即所求之 r;

� 从 r 到 Φ: 取 (r, g) : X → X ′ ⊕X ′′, 此为同构.
此外, 给定 s 或相应的 r, 与 (iii) 的直和分解对应的正交幂等元是

e′ := fr = idX − sg, e′′ := sg = idX − fr.

证明 模的情形见 [51, 命题 6.8.5]; 由于其证明仅涉及 Hom 集里的代数操作和双积的
刻画,而这些性质在 Abel范畴中同样成立,论证可以一字不易地照搬. 这里不再赘述.
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在命题 2.5.3 的场景中, 给定 f : X ′ → X 和 g : X → X ′′, 当 gs = idX′′ 时称 s 为
g 的一个截面, 当 rf = idX′ 时称 r 为 f 的一个收缩; 这些术语源于拓扑学. 截面和收
缩的存在性分别蕴涵 g 满, f 单, 反之则不然.

另外, 注意到命题的 (i) — (v) 整体是自对偶的.

定义 2.5.4 设 S 为 Abel 范畴 A 中的非零对象. 若 S = S′ ⊕ S′′ 蕴涵 S′ = 0 或
S′′ = 0, 则称 S 是不可分解对象.

推论 2.5.5 Abel 范畴中的非零对象 X 不可分解当且仅当

∀e ∈ End(X), e2 = e ⇐⇒ (e = 0 ∨ e = 1).

证明 应用命题 2.5.2.

我们希望研究形如 X = X1 ⊕ · · · ⊕Xn 的分解, X 6= 0 而每个 Xi 皆是不可分解对
象. 问题分成存在性和唯一性. 对于模的情形, 这是 Krull–Remak–Schmidt 定理的内
容, 见 [51, 推论 6.12.9]. 对于一般的 Abel 范畴则需要一些准备. 以下参照 [25] 的进路.

定义 2.5.6 设 A 为任意范畴. 其中的双链意谓资料 (Xn, αn, βn)
∞
n=0, 其中 Xn 是 A 的

对象而 Xn Xn+1

αn

βn

是其间的态射, αn 满而 βn 单 (n ∈ Z≥0). 对于 A 的对象 X,

当以下条件成立时称 X 满足双链条件: 对于所有满足 X0 = X 的双链 (Xn, αn, βn), 当
n� 0 时 αn, βn 皆是同构.

以下结果是 [51, 引理 6.11.5] 的推广.

引理 2.5.7 (Abel范畴中的 Fitting引理) 设 A 为 Abel 范畴, X 为其中满足双链条件
的非零对象, f ∈ End(X).

(i) 当 n � 0 时 ker(fn) 和 im(fn) 与 n 无关, 分别记为 ker(f∞) 和 im(f∞). 我们
有 X = ker(f∞)⊕ im(f∞).

(ii) 若 X 不可分解, 则 f 在环 End(X) 中或者可逆, 或者幂零.

证明 对 n ∈ Z≥0 定义 Xn := im(fn), 因此 X0 = X. 应用命题 1.2.5 和 coim ∼→ im
得到满态射 αn : Xn → Xn+1 (由 f 诱导) 和单态射 βn : Xn+1 → Xn. 如是遂有双链
(Xn, αn, βn)

∞
n=0.

当 n � 0 时 αn 和 βn 为同构. 因此可以良定义 X 的子对象 im(f∞) := im(fn),
其中 n � 0, 相应的单态射记为 ι : im(f∞) ↪→ X. 而 ker(fn) = ker[X → im(fn)] 在
n� 0 时也是与 n 无关的子对象 ker(f∞).
于是当 n � 0 时态射 α2n−1 · · ·αn : Xn → X2n 可逆, 记其逆为 ψ : im(f∞)

∼→
im(f∞). 命

p := ψfn : X → im(f∞), ker(p) = ker(f∞) (n� 0).
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从 pι = idim(f∞) 可知 e := ιp ∈ End(X)为幂等元, im(e) = im(f∞), ker(e) = ker(f∞),
代入命题 2.5.2 即见 (i) 的分解.

若 X 不可分解,则或者 im(f∞) = 0而 ker(f∞) = X,此时 f 幂零,或者 im(f∞) =

X 而 ker(f∞) = 0, 此时 f 可逆. 此即 (ii).

回忆 [51, 定义 6.12.3]: 若 S 是环, 而且 S r S× 是双边理想, 则称 S 为局部环.

推论 2.5.8 设 Abel 范畴中的非零对象 X 满足双链条件, 则 X 不可分解当且仅当
End(X) 是局部环.

证明 引理 2.5.7 说明若 X 不可分解, 则 End(X) 的元素或者幂零或者可逆, 二者必居
其一. 剩下的论证仅涉及 End(X) 的环结构, 和 [51, 引理 6.12.6] 无异.

现在可以陈述 Krull–Remak–Schmidt 定理在 Abel 范畴中的版本.

定理 2.5.9 (M. Atiyah) 设 X 是 Abel 范畴中的非零对象.

(i) 若 X 满足双链条件, 则存在 n ∈ Z≥1 和不可分解子对象 X1, . . . , Xn, 使得
X =

⊕n
i=1Xi, 而且每个 End(Xi) 都是局部环.

(ii) 设 X 能分解为
⊕n

i=1Xi 和
⊕m

j=1X
′
j , 其中每个 Xi, X ′j 皆不可分解, End(Xi),

End(X ′j) 皆是局部环. 那么 n = m, 并且存在从 {1, . . . , n} 到自身的双射 σ 使得
Xi ' X ′σ(i) 对所有 i 皆成立.

证明 问题在于论证满足双链条件之 X 必然有如 (i) 的分解, 其余只涉及 End 环中的
代数操作, 和 [51, 定理 6.12.8] 无异. 故以下假设双链条件成立.

注意到若有分解 X = Y ⊕Z, 其中 Y 非零, 则 Y 也满足双链条件: 诚然, 对于满足
Y0 = Y 的双链 (Yn, αn, βn)

∞
n=0, 取 Xn := Yn⊕Z 和 α̃n := αn⊕ idZ , β̃n := βn⊕ idZ 则

得到满足 X0 = X 的双链, 而引理 2.5.1 蕴涵 α̃n (或 β̃n) 为同构当且仅当 αn (或 βn)
亦然.

若 X 已不可分解, 推论 2.5.8 蕴涵 End(X) 是局部环, 此即 (i). 若断言 (i) 对
X 不成立, 则必存在非零子对象 X1, Y1 使得 X = X1 ⊕ Y1 而且断言 (i) 对 X1 不
成立. 对 X1 续行如是操作, 给出 X1 = X2 ⊕ Y2; 迭代给出双链 (Xn, αn, βn)

∞
n=0, 其

中 αn : Xn � Xn+1 和 βn : Xn+1 ↪→ Xn 来自 Xn = Xn+1 ⊕ Yn+1, 恒非同构, 而且
X0 := X, 与双链条件矛盾. 明所欲证.

实践中的要点是知悉双链条件何时成立. 一个充分条件如下.

命题 2.5.10 设 X 是 Abel 范畴中的有限长度对象 (定义 2.4.12), 则 X 满足双链条件.

证明 给定双链 (Xn, αn, βn)
∞
n=0 满足 X0 = X. 那么 (im(β0 · · ·βn))∞n=0 是偏序集



§2.6 子对象和同构定理 99

SubX 中的降链; 因为 βn 皆单, 当 n� 0 时 Artin 条件给出交换图表

Xn+1 im(β0 · · ·βn) X0

Xn im(β0 · · ·βn−1)

βn

∼

∼

∼

此时 βn 为同构. 同理, 对升链 (ker(αn · · ·α0))
∞
n=0 应用 Noether 条件并利用 αn 的满

性, 当 n� 0 时可得行正合交换图表

0 ker(αn−1 · · ·α0) X0 Xn 0

0 ker(αn · · ·α0) X0 Xn+1 0

∼

αn−1···α0

αn

αn···α0

此时 αn 为同构.

习题部分将介绍更多推导双链条件的方法.

2.6 子对象和同构定理
本节取定 Abel 范畴 A. 对于 A 的任何对象 X, 其子对象构成的偏序集按 §1.1 的

惯例标为 (SubX ,⊂).
本节的结果对于 A = R-Mod 的情形都是熟知的, 其中 R 是任意环; 但对于 Abel

范畴需要不同的论证.

定义 2.6.1 令 X 为 A 的对象.

� 给定 X 的子对象 X ′, 相应的商定为 X/X ′ := coker[X ′ → X], 它自然是 X 的商
对象. 任何满态射 f : X � X ′′ 皆可理解为 X 对 ker(f) 的商.

� 给定 X 的一族子对象 X1, . . . , Xn, 相应的交与和分别定义为
X1 ∩ · · · ∩Xn := X1 ×

X
· · · ×

X
Xn,

X1 + · · ·+Xn := im
[
X1 ⊕ · · · ⊕Xn

σ
X

]
,

其中 σ 由诸 Xi ↪→ X 诱导 (可想成求和). 它们自然地是 X 的子对象: X1 ∩ · · · ∩
Xn 的情形归结为引理 1.1.6, 而 X1 + · · ·+Xn 的情形则来自定义.

举例明之, 上同调的定义可以用商改写为

Hn(X) := ker(dnX)/ im(dn−1X ).
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推而广之, 对于任何集合 I 和 X 的一族子对象 (Xi)i∈I , 只要它们在 X 上的纤维
积 (或它们在 A 中的余积 ⊔

i∈I Xi) 存在, 同样方法可以良定义 ⋂
i∈I Xi (或

∑
i∈I Xi).

此定义的角色由下述事实阐明.

命题 2.6.2 给定 X 的一族子对象 (Xi)i∈I . 一旦它们在 X 上的纤维积 (或在 A 中的
余积

⊔
) 存在, 便给出 (Xi)i∈I 在偏序集 (SubX ,⊂) 中的下确界 (或上确界).

证明 按构造可见 ⋂
j∈I Xj ⊂ Xi ⊂

∑
j∈I Xj 对每个 i 皆成立.

接着考虑子对象 Y ↪→ X. 对于交的情形, 假定 ∀i ∈ I, Y ⊂ Xi, 亦即存在一族交

换图表
Y X

Xi

, 则纤维积的泛性质给出态射 Y →
⋂
i∈I Xi 使得 Y ⊂

⋂
i∈I Xi. 对

于和的情形, 假定 ∀i ∈ I, Xi ⊂ Y . 以余积的泛性质构作交换图表∐
i∈I Xi X

Y.

σ

代入引理 1.2.3 可知 ⊔
i∈I Xi → Y 唯一地通过 coim(σ) ' im(σ) 分解, 与映入 X

的态射兼容, 此即 ∑
i∈I Xi := im(σ) ⊂ Y .

约定 2.6.3 鉴于命题 2.6.2, 我们也不妨绕开纤维积或余积, 直接将一族子对象 (Xi)i∈I

的交 ⋂
iXi (或和

∑
iXi) 定为它们在 SubX 中的上确界 (或下确界), 前提是它存在.

此处总默认指标集 I 是小集. 若 I 带有滤过偏序, 而 i ≤ j =⇒ Xi ⊂ Xj , 则上确界∑
i∈I Xi 也可以合理地记作递增并

⋃
i∈I Xi.

推论 2.6.4 对于任意对象 X, 偏序集 (SubX ,⊂) 是定义 2.4.1 意义下的有界格.

证明 任两个子对象 Y, Z 的上确界是 Y + Z, 下确界是 Y ∩ Z; 偏序集 SubX 的上界
为 X, 下界为 0.

本节着眼于 (SubX ,⊂) 的结构, 但商对象的版本 (QuotX ,�) 实无不同, 这是基于
显然的倒序双射 SubX ' QuotX : 子对象 X ′ 和商对象 X ′′ 对应, 当且仅当它们能置入
短正合列 0→ X ′ → X → X ′′ → 0. 故今后不另外讨论.

定义 2.6.5 给定态射 f : X → Y 及子对象 X ′ ↪→ X, Y ′ ↪→ Y , 记

f−1(Y ′) := X ×
Y
Y ′, f(X ′) := im

[
X ′ ↪→ X

f
Y

]
;

它们分别是 X 和 Y 的子对象. 这给出双向的保序映射 SubX SubY
f(·)

f−1(·)
.

引理 2.6.6 给定 f : X → Y 如上.
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(i) 对一切 X ′ ∈ SubX 和 Y ′ ∈ SubY , 皆有

X ′ ⊂ f−1(Y ′) ⇐⇒ f(X ′) ⊂ Y ′.

(ii) 给定 SubX (或 SubY ) 的一族元素 (Xi)i∈I , (Yi)i∈I , 我们有

f

(∑
i∈I

X ′i

)
=
∑
i∈I

f(X ′i), f−1

(⋂
i∈I

Y ′i

)
=
⋂
i∈I

f−1(Y ′i ),

前提是所论的交与和存在.

证明 对于 (i), 循定义可知 X ′ ⊂ f−1(Y ′) 等价于存在交换图表

X ′ Y ′

X Y.

∃

f

因为 f(X ′) 是 X ′ ↪→ X
f
Y 的余像, 引理 1.2.3 表明这般交换图表一一对应于

X ′ f(X ′) Y ′

X Y

∃

f

此即 (i). 若考虑与偏序集对应的范畴 SubX 等等,则 (i)相当于说 f(·) : SubX → SubY
是 f−1(·) : SubY → SubX 的左伴随函子. 既然积 (或余积) 对应下确界 (或上确界), 因
而 (ii) 是 [51, 定理 2.8.12] 的推论.

命题 2.6.7 考虑子对象 i : A ↪→ X, j : B ↪→ X, 则态射 (i, j) : A ⊕ B → X 为同构当
且仅当

A ∩B = 0, A+B = X.

此外, 交换图表
A ∩B A

B A+B

δ1

δ2 i

j

既是推出又是拉回, 其中 δ1 和 δ2 是典范态射.

证明 定义 ∆ : A ∩ B → A⊕ B 为对角态射, 其刻画为 pi∆ = δi (其中 i = 1, 2); 另定
义反对角态射 ∆− : A ∩B → A⊕B 使得 p1∆

− = −δ1 而 p2∆
− = δ2.
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注记 2.1.5 蕴涵 ∆ 使得 A ∩ B := A×
X
B
∼→ ker

[
A⊕B

(i,−j)
X

]
. 若以 (i, j) 代

(i,−j), 则 A⊕B → X 的像仍是 A+B, 而其核由 ∆变为 ∆−. 于是有行正合交换图表
X

0 A ∩B A⊕B A+B 0
∆−

(i,j)

因此 (i, j) : A⊕B → X 为同构当且仅当 A+B = X 而且 A ∩B = 0.
注记 2.1.5 将 A t

A∩B
B 等同于 (A⊕B)/ im(∆−). 于是我们有交换图表

A ∩B A

B (A⊕B)/ im(∆−)

A+B

δ1

δ2
i

j

'

而且其左上方块是推出图表, 故整个外框亦然. 因为 δ1 单, 命题 2.1.6 蕴涵它也是
拉回.

易言之, B 是 A在格 SubX 中的补 (定义 2.4.2)当且仅当 (i, j) : A⊕B ∼→ X; 后者
也经常写作等式 A⊕ B = X. 以此为起点, 可以递归地用格论语言刻画 X 能否表为有
限多个给定子对象 X1, . . . , Xn 的直和, 结论和模论的情形是类似的. 至于无穷多个子
对象的情形, 一般需要在 Grothendieck 范畴中操作, 见 §2.10, 相关内容划入本章习题.

模论奠基于几个基本同构定理; 参看 [51, 命题 6.1.11, 6.1.12, 6.1.13]. 以下将扩之
于一般的 Abel 范畴 A.
定理 2.6.8 选定对象 X.

(i) 对任何态射 f : X → Y , 存在典范同构 X/ ker(f) ∼→ im(f) 使得图表

X im(f)

X/ ker(f)

∼ 交换.

(ii) 选定子对象 Z ↪→ X, 记自然态射 X � X := X/Z 为 π. 存在保序双射

{Y ∈ SubX : Z ⊂ Y } SubX

Y π(Y ) = Y /Z =: Y

π−1(Y ) Y ,

1:1
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符号如定义 2.6.5; 若 Y ⊃ Z 如上, 则存在典范同构 X/Y
∼→ X/Y 使图表

X X

X/Y X/Y∼

交换, 并且 Y1 ∩ Y2 = Y1 ∩ Y2, Y1 + Y2 = Y1 + Y2.

(iii) 对于 Y, Z ∈ SubX , 存在典范同构 Y /(Y ∩ Z) ∼→ (Y + Z)/Z 使图表

Y Y + Z

Y /(Y ∩ Z) (Y + Z)/Z∼

交换.

证明 鉴于短正合列 0→ ker(f)→ X → im(f)→ 0, 断言 (i) 仅是复述定义.
至于 (ii). 给定 Y , 首先构造行正合的交换图表

0 Z Y Y /Z 0

0 Z X X 0

∃!

π

虚线箭头源自余核的函子性 (1.3.4). 应用定理 2.3.3 立见 ker[Y /Z → X] = 0 而
X/Y

∼→ coker[Y /Z → X]; 特别地,

Y /Z = im[Y → X] = π(Y ) ∈ SubX , X/Y ' X/π(Y ).

先前已说明 (ii) 的双向映射皆保序. 以下证明它们互逆. 给定 Y , 因为 Y ↪→ X 是
X → X/Y 的核, 命题 1.3.9 表明 π−1(Y ) := X ×

X

Y ↪→ X 是合成态射 X → X → X/Y

的核, 但后者又是 X → X/Y 的核, 这就将子对象 π−1(Y ) 等同于 Y .
反之给定 Y , 记 Y := X ×

X

Y = π−1(Y ). 试端详拉回图表

Y Y

X X.π

�

第二行的 π 既然满, 命题 2.1.6 蕴涵第一行亦满, 这就说明 Y = π(Y ).
最后, 等式 Y1 ∩ Y2 = Y1 ∩ Y2, Y1 + Y2 = Y1 + Y2 是 Y ↔ Y 保序的直接推论.
对于 (iii), 考虑行正合的交换图表

0 Y ∩ Z Y Y /(Y ∩ Z) 0

0 Z Y + Z (Y + Z)/Z 0

∃!θ
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其中 θ 来自余核的函子性. 命题 2.6.7 蕴涵左侧方块是推出. 推出保余核 (命题 1.3.10),
故 θ 是同构. 明所欲证.

推论 2.6.9 考虑交换图表

ker(g′) W Y coker(g′)

ker(g) X Z coker(g)

k

g′

f ′ f c

g

其中 k, c 是函子性 (1.3.4) 刻画的态射. 若中间方块是拉回 (或推出), 则 c 单 (或 k 满).

证明 处理拉回情形即可. 由于沿 f 的拉回可以分步进行, 问题简化为 f 满和 f 单两
种情形. 若 f 满, 命题 2.1.6 蕴涵中间方块也是推出, 此时 c 是同构. 若 f 单, 将沿 g 的
拉回分段拆成

W im(g)×
Z
Y Y

X im(g) Z;

f ′

g′′

f� �

命题 2.1.6 蕴涵 W → im(g)×
Z
Y 满, 从而 coker(g′) = coker(g′′). 问题遂简化到 f, g 皆

单的情形. 此时 W = Y ∩X, 而 c 分解为 Y /(Y ∩X)
∼→ (Y +X)/X ↪→ Z/X.

定理 2.6.10 对于所有对象 X, 偏序集 (SubX ,⊂) 都是定义 2.4.2 意义下的有界模格.

证明 已知 (SubX ,⊂) 为有界格. 以下考虑 SubX 中的任一区间 [Y1, Y2]. 引理 2.4.4 将
问题化约为下述断言: 对于所有 A,B,C ∈ [Y1, Y2],(

A,B 皆是 C 的补, A ⊂ B) =⇒ A = B. (2.6.1)

首先, 定理 2.6.8 (ii) 的保序双射将 (2.6.1) 简化到 Y1 = 0 而 Y2 = X 之情形. 关于
补的前提借由命题 2.6.7 化为 A⊕C ∼→ X

∼← B ⊕C, 其中的同构由从 A,B,C 到 X 的
单态射 ιA, ιB , ιC 诱导. 按假设, 存在 α : A→ B 使得 ιA = ιBα. 如是则有交换图表

B ⊕ C X

A⊕ C

(ιB ,ιC)

(ιA,ιC)
(α,idC)

故 (α, idC) 为同构, 根据引理 2.5.1, 这又蕴涵 α 为同构. 故 (2.6.1) 得证.

模格性质是将模论中的一些标准论证移植到 Abel 范畴上的重要桥梁.
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2.7 单性和半单性
本节取定 Abel 范畴 A.

约定 2.7.1 按惯例, 将 Abel 范畴中一族对象 (Xi)i∈I 的余积
∐
i∈I Xi (假设存在) 写

作⊕
i∈I Xi 的形式, 称为其直和. 当 I 有限时, 一切回归定义 1.3.3 的约定.

定义 2.7.2 若 A 的对象 X 非零, 而且 SubX = {0, X}, 则称 X 为单对象.

对象 X 单相当于说对于任何短正合列 0 → X ′ → X → X ′′ → 0, 或者 X ′ = 0 或
者 X ′

∼→ X, 二者必居其一; 等价地说, X ∼→ X ′′ 或 X ′′ = 0 二者必居其一. 因此 X 在
A 中和在 Aop 中的单性相等价.
注意到 X 6= 0 ⇐⇒ idX 6= 0 ⇐⇒ End(X)非零环.

引理 2.7.3 (Schur引理) 选定对象 X,Y . 若 X (或 Y ) 为单对象, 则 Hom(X,Y ) 中的
非零态射皆单 (或满). 作为推论, 当 X 是单对象时 End(X) 是除环.

证明 设 X 单, f : X → Y 非零, 则必有 ker(f) = 0. 至于 Y 单的情形则可用对偶性
处理. 既单又满的态射是同构 (命题 1.2.7), 故取 X = Y 可知 End(X) 为除环.

已知 SubX 是有界模格 (定理 2.6.10). 引理 2.4.13 表明 X 是有限长度的当且仅当
偏序集 [0, X] 有合成列; 后者也简称为 X 的合成列. 有限长度对象 X 的长度定为

`(X) := SubX 的长度 ∈ Z≥0;

见定义 2.4.14. 注意到 `(X) = 0 ⇐⇒ X = 0. 按惯例, Y ( Z 意谓 Y ⊂ Z 且 Y 6= Z.

定义–定理 2.7.4 (Abel范畴的 Jordan–Hölder定理) 设 X 是有限长度对象. 任取 X

的合成列 X = X0 ) · · · ) Xr = 0; 精确到同构, 其子商 Xi/Xi+1 称为 X 的合成因子.
合成因子都是单对象; 它们构成的集合 (元素容许带重数) 记为 JH(X), 与合成列的选
取无关.

证明 合成因子必然单, 否则 X0 ) · · · ) Xr 有真加细. 设 X = X ′0 ) · · · ) X ′s 为
另一合成列. 定理 2.4.10 蕴涵它和 X0 ) · · · ) Xr 等价; 特别地, 它们的指标集之
间存在双射 i ↔ j, 使得区间 [Xi+1, Xi] 和

[
X ′j+1, X

′
j

] 可以通过模格中的标准同构
[a ∧ b, a] ∼→ [b, a ∨ b] (见命题 2.4.5) 相连接.
迄今一切都是格论语言, 然而定理 2.6.8 (iii) 表明这类区间同构对应于商对象在 A

中的同构
Xi/Xi+1 ' X ′j/X ′j+1.

变动 i↔ j 可见精确到同构和重排, 合成因子无关合成列的选取.
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注意到 JH(X) 的元素个数 (计入重数) 正是 `(X). 带重数的集合也能取并, 相当
于重数相加, 此运算仍记为 ∪.
引理 2.7.5 给定短正合列 0 → X ′ → X → X ′′ → 0. 对象 X 长度有限当且仅当
X ′, X ′′ 亦然; 此时 JH(X) = JH(X ′) ∪ JH(X ′′), 从而 `(X) = `(X ′) + `(X ′′).

证明 定理 2.6.8 (ii) 将偏序集 SubX′ 和 SubX′′ 分别嵌为 SubX 的区间 [0, X ′] 和
[X ′, X]. 故 X 长度有限蕴涵 X ′, X ′′ 长度有限. 反之设 X ′, X ′′ 长度有限, 取合成列

X ′ = X ′0 ) · · · ) X ′r = 0, X ′′ = X ′′0 ) · · · ) X ′′s = 0.

按定理 2.6.8 (ii)将每个 X ′′i 都提升为 X 的子对象 Yi ⊃ X ′,特别地 Y0 = X 而 Ys = X ′;
于是

X = Y0 ) · · · ) Ys ) X ′1 ) · · · ) X ′r = 0

是合成列, 其子商组成 JH(X ′) ∪ JH(X ′′).

定义 2.7.6 对象 X 称为

� 半单的, 如果存在一族单子对象 (Xi)i∈I 使得 X =
⊕

i∈I Xi;

� 分裂的, 如果所有短正合列 0→ X ′ → X → X ′′ → 0 皆分裂.

若所有对象皆半单 (或分裂), 则称 A 为半单 (或分裂) Abel 范畴2).

许多文献在半单对象的定义中要求 I 有限.

引理 2.7.7 若 X =
⊕n

i=1Xi, 其中 X1, . . . , Xn 为单对象, 则 X 是有限长度的,
JH(X) = {X1, . . . , Xn} (计重数), 而 `(X) = n.

证明 考虑合成列⊕n
i=1Xi )

⊕n−1
i=1 Xi ) · · · ) 0.

注记 2.7.8 对于一般的半单对象 X =
⊕

i∈I Xi, 关于 X 的 Noether, Artin 和有限长
度的性质全部等价于 I 有限, 这是因为通过从 I 添入 (或删去) 直和项, 极易在 SubX
中构造严格升链 (或严格降链).

我们希望了解分裂对象和半单对象的联系. 论证类似于模的情况 [51, 命题 6.11.4].

命题 2.7.9 设 X 是分裂对象,则 X 的子对象和商对象亦分裂. 若进一步设 X 是 Artin
对象, 则 X 是有限长度半单对象.

证明 给定短正合列 0 → X ′ → X → X ′′ → 0, 条件蕴涵 X ' X ′ ⊕X ′′, 故 X ′′ 嵌入
为 X 的子对象. 问题遂化约为证 X 的每个子对象 X ′ 皆分裂. 给定 X ′0 ⊂ X ′, 存在
Y ⊂ X 使得 X = X ′0 ⊕ Y . 问题化为证

X ′ = X ′0 ⊕ (Y ∩X ′).
2)文献中的定义不尽统一, 有人将这里的分裂 Abel 范畴称为半单 Abel 范畴.
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这是命题 2.6.7 的应用: 一方面 X ′0 ∩ (Y ∩X ′) ⊂ X ′0 ∩ Y = 0, 另一方面 SubX 是模格,
故 X ′0 + (Y ∩X ′) = X ′ ∩ (Y +X ′0) = X ′ ∩X = X ′. 上式得证.

进一步设 X 是 Artin 对象. 若 X 6= 0 则存在极小非零子对象 X1, 它必然单, 并
且存在直和分解 X = X1 ⊕ Y1. 注意到 Y1 仍是分裂 Artin 对象; 若 Y1 6= 0 则继续取
Y1 = X2 ⊕ Y2 等等. Artin 条件确保严格降链 X ) Y1 ) Y2 · · · 在有限步内停止, 给出
所求分解 X = X1 ⊕ · · · ⊕Xn.

我们也可以反过来问半单对象是否分裂. 对于一般的 Abel 范畴, 同样需要有限性
的假设.

命题 2.7.10 对选定的对象 X 考虑以下性质.

(i) X =
∑
Y ∈F Y , 其中 F 是 SubX 的某个有限子集, 每个 Y ∈ F 皆单;

(ii) X =
⊕

Y ∈F Y , 其中 F 是 SubX 的某个有限子集, 每个 Y ∈ F 皆单;

(iii) X 分裂.

我们有 (i) =⇒ (ii) =⇒ (iii).

证明 重复 [51, 命题 6.11.4] 中对 (i) =⇒ (ii) =⇒ (iii) 的论证.

注记 2.7.11 若要将命题 2.7.10 的陈述扩及无穷子集 F ⊂ SubX , 则应当要求 A 是
§2.10 行将介绍的 Grothendieck 范畴. 于是 Grothendieck 范畴的半单对象必分裂, 而
半单 Grothendieck 范畴自动分裂. 只要读者掌握了相关定义, 则论证类似于模的情形,
故留作本章习题.

2.8 正合函子,内射对象和投射对象
对于给定的函子 F : A → B, 可以谈论它是否保 lim−→ 或 lim←−, 详见 [51, §2.8] 或

§1.5 的介绍. 本节关注 A 和 B 为 Abel 范畴而 F 为加性函子的情形. 考虑 lim←−
(或 lim−→) 的特例 ker (或 coker), 对 A 中的任意态射 f : X → Y , 我们得到典范态射
F ker(f)→ kerF (f) 及其对偶版本 cokerF (f)→ F coker(f), 使得下图交换

F ker(f) kerF (f)

FX
F [ker(f)↪→X]

cokerF (f) F coker(f)

FY.
F [Y↠coker(f)]

� 若 F ker(f) ∼→ kerF (f) 对一切 f 都成立, 则称函子 F 保核;

� 若 cokerF (f) ∼→ F coker(f) 对一切 f 都成立, 则称 F 保余核.

如果 (X•, d•) 是 Abel 范畴中的复形, 则 (FX•, Fd•) 亦然, 问题在于正合性.



108 第二章 Abel 范畴

命题 2.8.1 设 F : A → B 为 Abel 范畴之间的加性函子. 以下陈述等价:

(L1) F 保核;

(L2) 设 0→ X ′
f
X

g
X ′′ 在 A 中正合, 则 0→ F (X ′)

Ff
F (X)

Fg
F (X ′′) 在 B

中正合;

(L3) F 保有限 lim←−.

对偶地, 以下陈述也等价:

(R1) F 保余核;

(R2) 设 X ′
f
X

g
X ′′ → 0 在 A 中正合, 则 F (X ′)

Ff
F (X)

Fg
F (X ′′)→ 0 在 B

中正合;

(R3) F 保有限 lim−→.

证明 基于对偶性, 以下仅讨论 (L1)—(L3).
(L1) =⇒ (L2). 形如 0 → • → • → • 的正合列恰好对应到态射的核, 见 §2.2 后

半部的说明.
(L2) =⇒ (L3). 一切有限 lim←− 都可以从有限积和等化子来构造. 已知加性函子保

双积, 而 F 保 ker 故保所有等化子 (注记 1.3.8). 因此 F 保有限 lim←−.
(L3) =⇒ (L1) 是平凡的.

对于加性函子 F 如上, 若 (X•, d•) 正合蕴涵 (FX•, Fd•) 正合, 则称 F 保正合列;
类似地, 我们也可以谈论 F 是否保短正合列; 两者实则是等价的.

命题 2.8.2 设 F : A → B 为 Abel 范畴之间的加性函子. 以下陈述等价:

(E1) F 保短正合列;

(E2) F 保正合列;

(E3) F 保有限 lim←− 和有限 lim−→.

证明 (E1) =⇒ (E2). 给定 A 中的正合列 (X•, d•), 将之拆解为短正合列

0 ker(dn) Xn ker(dn+1) 0ιn dn

其中的态射 dn 由 dn = ιn+1dn 刻画; 上标 n 可任取, 但 Xn 不能是正合列的右端点.

按假设 0 → F (ker(dn)) Fιn

F (Xn)
Fdn

F (ker(dn+1)) → 0 依然正合, Fdn =

Fιn+1Fdn. 于是这些短正合列重新组装为 B 中的正合列 (FX•, Fd•).
(E2) =⇒ (E3). 若 F 保正合列, 则它满足命题 2.8.1 的性质 (L2) 和 (R2).
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(E3) =⇒ (E1). 设 0 → X ′ → X → X ′′ → 0 在 A 中正合. 再度应用命题 2.8.1,
可见 0 → F (X ′) → F (X) → F (X ′′) 和 F (X ′) → F (X) → F (X ′′) → 0 皆正合, 故
0→ F (X ′)→ F (X)→ F (X ′′)→ 0 正合.

请留意到 (E3) ⇐⇒ (L3) ∧ (R3).

定义 2.8.3 (正合函子) 对于 Abel 范畴间的加性函子 F : A → B, 考虑命题 2.8.1 中的
条件 (L1)—(L3), (R1)—(R3) 以及命题 2.8.2 中的条件 (E1)—(E3).

� 若 (L1)—(L3) 之中的任一条成立, 则称 F 左正合.

� 若 (R1)—(R3) 之中的任一条成立, 则称 F 右正合.

� 若 (E1)—(E3) 之中的任一条成立, 则称 F 正合; 这也相当于说 F 左, 右皆正合.

举例明之, Abel 范畴之间的等价当然是正合函子. 另一则极端的例子是零函子: 它
映一切对象为零对象, 映一切态射为零态射; 这也是正合的.

根据引理 1.3.11, 左正合函子保持单态射, 右正合函子保持满态射.

注记 2.8.4 鉴于 (E1), 若已知 F 左正合 (或右正合), 则 F 正合等价于 F 保持满态射
(或单态射).

验证左/右正合性质的常用手段是伴随函子.

定理 2.8.5 考虑 Abel 范畴 A 和 B 之间的一对加性函子

F : A B : G.

设 F,G 可以扩充为伴随对 (F,G, ϕ), 则 F 右正合而 G 左正合; 事实上, 此时 F 保 lim−→
而 G 保 lim←−.

证明 应用 [51, 定理 2.8.12] 与命题 2.8.1 中的条件 (L3), (R3).

例 2.8.6 (极限的左/右正合性) 设 A 为 Abel 范畴, I 为任意范畴, 并且假设所有函子
α : I → A 都有 lim−→ (或 lim←−). 按命题 2.1.4 赋 AI 以 Abel 范畴的结构. 以下来说明函
子 lim−→ : AI → A (或 lim←−) 右正合 (或左正合).

讨论 lim−→ 的情形即可. 鉴于定理 2.8.5, 一种策略是说明 lim−→ 有右伴随. 定义对角函
子 ∆ : A → AI , 映一切 L ∈ Ob(A) 为常值函子 Ob(I) 3 i 7→ L. 此时有伴随对

lim−→ : AI A : ∆.

这是 lim−→ 的泛性质的立即推论: 在 AI 中给定从函子 α : I → A 到 ∆(L) 的态射相当于
给定一族相容的态射 fi : α(i) → L, 换言之, 即给定以 α 为底, 以 L 为顶点的锥; 相关
回顾可见 §1.5.
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例 2.8.7 设 f : R→ S 为环同态. 考虑左模范畴之间的函子

R-Mod S-Mod

S⊗
R
(·)

HomR(RS,·)

R→SF

其中遗忘函子 R→SF 无非是将一个 S-模通过 f 变为 R-模,函子 S⊗
R
(·)和 HomR(RS, ·)

的讨论则可见 [51, §6.6], 此处 RS 意谓视 S 为左 R-模. 根据 [51, 推论 6.6.8],(
S ⊗
R
−, R→SF

)
和 (R→SF , HomR(RS,−))

皆为伴随对. 定理 2.8.5 遂蕴涵

S ⊗
R
(·)右正合, Hom(RS, ·)左正合, R→SF 正合.

这些正合性质也可以直接从代数上验证. 举遗忘函子 R→SF 为例: 一列模同态
· · · →Mn dn

Mn+1 → · · · 是否为复形 (即 dn+1dn = 0), 或者是否正合 (即 im(dn) =

ker(dn+1)), 皆无关乎 R 或 S 的乘法, 而只依赖于 Mn 的加法群结构; 换言之, Z→SF :

S-Mod → Ab 已然是正合函子. 另一视角则是直接验证 R→SF 保持所有极限, 这点可
以就 [51, 定理 6.2.2] 的构造直接检查.

正合函子自动保持态射的 im ' coim (定义 1.2.1, 命题 1.3.12); 它还保持上同调.

命题 2.8.8 设 F : A → B 是 Abel 范畴间的正合函子. 对于 A 中的任何复形 (X•, d•),
在 B 中有典范同构

F Hn(X•, d•) ∼→ Hn(FX•, Fd•), n ∈ Z.

证明 问题化约到三项复形 X ′
f
X

g
X ′′ 的情形. 回归 (2.2.2) 的定义:

F

(
H
[
X ′

f
X

g
X ′′

])
= F coker [im(f)→ ker(g)]

' coker [F im(f)→ F ker(g)]

' coker [im(Ff)→ ker(Fg)] = H
[
FX ′

Ff
FX

Fg
FX ′′

]
,

涉及的所有同构都是典范的.

忠实正合函子具有特别良好的性质.

命题 2.8.9 对于 Abel 范畴之间的加性函子 F : A → B, 以下陈述等价:
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(i) F 正合而且忠实;

(ii) F 正合, 而且对所有 X ∈ Ob(A) 皆有 FX = 0 ⇐⇒ X = 0;

(iii) X ′ → X → X ′′ 在 A 中正合当且仅当 FX ′ → FX → FX ′′ 在 B 中正合.

证明 (i) =⇒ (ii): 若 FX = 0, 则 F (idX) = idFX = 0 蕴涵 idX = 0, 故 X = 0.
(ii) =⇒ (iii): 应用命题 2.8.8 处理上同调.
(iii) =⇒ (i): 条件已蕴涵 F 正合. 设 u : X → Y 满足 Fu = 0, 由于

X
id
X

u
Y

id
Y,

在 F 之下的像正合, 它本身亦正合, 从而 u = 0.

对于了解局部化 (见 §1.9) 的读者, 它给出正合函子的重要例子.

命题 2.8.10 (局部化的正合性) 设 A为 Abel范畴, S ⊂ Mor(A)为乘性系 (定义 1.9.5),
则定理 1.9.11 给出的范畴 A[S−1] 带有典范的 Abel 范畴结构, 使得局部化函子
Q : A → A[S−1] 正合.

证明 定理 1.9.17 赋予 A[S−1] 典范的加性范畴结构, 使得 Q 为加性函子. 今将说明
A[S−1] 中的每个态射 f 都有核及余核, 并且是严格态射. 根据 A[S−1] 的构造, 将 f 合
成一个来自 S 的同构之后, 可确保 f 是 A 中某个态射对 Q 的像, 这不影响欲证的性
质. 引理 1.9.16 说明 Q 保持一切有限 lim−→ 和 lim←−, 特别地, 它将 A 中的 ker, coker, im,
coim 映为 A[S−1] 中的相应构造, 因而也保持图表 (1.2.1). 如是表明 A[S−1] 是 Abel
范畴; 命题 2.8.2 的 (E3) 表明 Q 正合.

注意到如果进一步要求 A 是 k-线性的, 其中 k 是交换环, 则 Q 是 k-线性 Abel 范
畴之间的函子. 这同样是定理 1.9.17 的内容.

另一类格外重要的例子是 Hom 函子. 设 T 是 Abel 范畴 A 的对象, 则 Hom(T, ·)
给出函子 A → Ab, 而 Hom(·, T ) 给出函子 Aop → Ab; 在态射的层面上, 它们分别映
f : X → Y 为 Hom 上的 f∗ 和 f∗. 显然两者都是加性函子.
如果 A 是 k-线性 Abel 范畴, 则 Hom 函子可取值在 k-Mod 中, 成为 k-线性的函

子; 这层推广对此后的讨论影响甚小, 不另外阐述.

命题 2.8.11 (Hom函子左正合) 设 A 为 Abel 范畴, T 为 A 的对象. 那么 Hom(T, ·) :
A → Ab 和 Hom(·, T ) : Aop → Ab 都是左正合函子.

证明 基于对偶性 (以 Aop 代 A), 处理 Hom(T, ·) 即可. 问题归结为证 Hom(T, ·) 保
ker. 因为 Ab 中的 ker 无非是群论中定义的核, 一切转译为 ker 的泛性质.

定义 2.8.12 设 X 是 Abel 范畴 A 的对象. 若 Hom(X, ·) : A → Ab 是正合函子, 则称
X 为投射对象; 若 Hom(·, X) : Aop → Ab 是正合函子, 则称 X 为内射对象.
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依注记 2.8.4 和命题 2.8.11, 为了判断对象 X 是否投射 (或内射), 仅须检查函子
Hom(X, ·) (或 Hom(·, X)) 是否保持满态射. 因此:

� 对象 P 是投射的当且仅当对 A 中的任何正合列 Y
g
X → 0 和态射 P → X, 存

在 P → Y 使下图交换
P

Y X 0

∃

g

(相当于 g∗ : Hom(P, Y )→ Hom(P,X) 满.)

� 对象 I 是内射的当且仅当对 A 中的任何正合列 0→ X
f
Y 和态射 X → I, 存

在 Y → I 使下图交换
0 X Y

I

f

∃

(相当于 f∗ : Hom(Y, I)→ Hom(X, I) 满.)

引理 2.8.13 考虑 Abel 范畴中的短正合列 0→ X ′
f
X

g
X ′′ → 0. 若 X ′ 是内射对

象, 或者 X ′′ 是投射对象, 则此短正合列分裂.

证明 基于对偶性, 不妨设 X ′ 是内射对象. 在上述讨论中考虑交换图表

0 X ′ X

X ′

f

idX′
∃r

再将 rf = idX′ 代入命题 2.5.3.

引理 2.8.14 考虑 Abel 范畴 A 中一族对象 (Xi)i∈I . 设余积
∐
i∈I Xi (或积

∏
i∈I Xi)

在 A 中存在, 则它是投射 (或内射) 对象当且仅当每个 Xi 亦然.

证明 基于对偶性, 仅须考虑余积 ∐
i∈I Xi 情形. 泛性质给出函子的同构

HomA

(∐
i∈I

Xi,−

)
∼→
∏
i∈I

HomA (Xi,−) : A → Ab.

一切归结为以下的初等观察: 给定一族映射 (fi : Ai → Bi)i∈I , 其中 Ai, Bi 为集合, 则
诱导映射 (fi)i∈I :

∏
i∈I Ai →

∏
i∈I Bi 是满射当且仅当每个 fi 皆满.



§2.8 正合函子, 内射对象和投射对象 113

举例明之, 考虑环 R, 则所有自由 R-模皆是 R-Mod 的投射对象. 诚然, 问题
归结为证 R 本身是投射对象, 然而 Hom(R, ·) : R-Mod → Ab 同构于忘却函子
F : R-Mod→ Ab, 方法是映同态 ϕ : R→ X 为 ϕ(1) ∈ X, 由此知 Hom(R, ·) 正合.
自由模同时也是 R-Mod 的生成元, 见定义 1.11.8 和例 1.11.10. 兼为余生成元 (或

生成元) 的内射 (或投射) 对象格外实用. 谨奉上一则简单刻画.

命题 2.8.15 (内射余生成元和投射生成元) Abel 范畴 A 中的内射 (或投射) 对象 X 是
余生成元 (或生成元)的充要条件是: 对于任何 T ∈ Ob(A), T 6= 0,皆有 Hom(T,X) 6= 0

(或 Hom(X,T ) 6= 0).
这也等价于 Hom(·, X) (或 Hom(X, ·)) 是忠实正合函子.

证明 仅论 X 为内射对象的情形. 首先设 X 是余生成元. 对 T T
idT

0
应用余生

成元的定义, 知存在 δ ∈ Hom(T,X) 使得 δ = δ ◦ idT 6= δ ◦ 0 = 0.
现在考虑另一方向. 目标是说明若 h : S → T 非零, 则存在 δ ∈ Hom(T,X)

使得 δh 6= 0. 观察到存在 δ′ ∈ Hom(im(h), X), δ′ 6= 0. 关于满态射的考量表明
S � im(h)

δ′

X 合成非零; 现在应用 X 作为内射对象的性质 (见定义 2.8.12 之下的
讨论) 将 δ′ 延拓为 δ : T → X 便是.

关于忠实正合函子的断言是命题 2.8.9 的直接应用.

为了在 Abel 范畴上开展同调代数, 我们经常要求其中有足够的内射对象或投射
对象.

定义 2.8.16 设 A 为 Abel 范畴.

� 若对于所有 X ∈ Ob(A), 存在内射对象 I 和单态射 X ↪→ I, 则称 A 有足够的内
射对象.

� 若对于所有 X ∈ Ob(A), 存在投射对象 P 和满态射 P � X, 则称 A 有足够的投
射对象.

两个概念相对偶. 构造内射对象或投射对象的常见手段是运用正合函子的伴随, 细
说如下.

命题 2.8.17 考虑 Abel 范畴之间的一对函子 A B
F

G
, 并且假设 F 是正合函子.

� 若 G 是 F 的左伴随, 则 G 映 B 的投射对象为 A 的投射对象;

� 若 G 是 F 的右伴随, 则 G 映 B 的内射对象为 A 的内射对象.

证明 基于对偶性, 考虑 G 是左伴随的情形即可. 此时 G 必是加性函子 (推论 1.3.6).
设 P 为 B 的投射对象. 对于 A 中任意的正合列 (X•, d•), 我们有 Ab 中的复形的同构

HomA(GP,X•) ' HomB(P, FX•).
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因为 F 正合, (FX•, Fd•) 是正合列, 从而右式在 Ab 中正合. 这就说明 HomA(GP, ·) :
A → Ab 是正合函子. 证毕.

举例明之, 考虑环 R 和遗忘函子 F : R-Mod → Ab. 根据例 2.8.7, F 正合且有右
伴随 G := HomAb(R, ·). 命题 2.8.17 说明 G 映 Ab 的内射对象为 R-Mod 的内射对象,
而 Ab 的内射对象容易刻画: 它们无非是可除 Z-模. 这是模论中构造内射 R-模并说明
R-Mod 有足够内射对象的标准手法, 详见 [51, 定理 6.9.14].

另一方面, R-Mod 也有足够的投射对象: 对任意 R-模 X, 任取子集 A ⊂ X 使得 A

生成 X, 则 R⊕A � X.

例 2.8.18 以下的综合演练涉及抽象的 Abel 范畴, 它将在 §3.12 用于研究导出函子的
长正合列. 设 A 为 Abel 范畴. 考虑范畴 2 (图解为 0→ 1, 见本书导言关于范畴论的说
明). 函子范畴 A2 仍是 Abel 范畴 (命题 2.1.4): 它是 “箭头范畴”: 其对象是 A 的态射

X0 → X1, 其态射则是 A 中的交换方块
X0 Y0

X1 Y1

.

对于 i ∈ {0, 1}, 求值函子 evi : A2 → A 映对象 X0 → X1 为 Xi; 另外按以下方式
定义从 A 到 A2 的加性函子

L0 : X 7→ [X → 0], L1 : X 7→ [0→ X], H : X → [X
idX

X],

其中 X ∈ Ob(A), 它们在态射层面的定义自明. 现在来证明以下结果.
(i) 函子 ev0 和 ev1 皆正合, 皆映 A2 的内射对象 (或投射对象) 为 A 的内射对象 (或
投射对象). 此外函子 H, L0, L1 皆正合.

(ii) 函子 L0,H (或 H,L1) 映 A 的内射对象 (或投射对象) 为 A2 的内射对象 (或投
射对象).

(iii) 若 A 有足够的内射对象 (或投射对象), 则 A2 亦然.
因为 lim−→ 和 lim←− 在 A2 中是逐项构造的, 故 ev0, ev1 和 H, L0, L1 确实正合. 断言

(i) 的余下部分和 (ii) 渊源于 evi 满足的伴随关系, 图示如下, 其验证留作简单的习题:

A2 Aev0

H:左伴随

L0:右伴随

A2 A.ev1

L1:左伴随

H:右伴随

至于断言 (iii), 先论内射对象情形. 给定 A2 的对象 [X0

f
X1], 取单态射

εi : Xi ↪→ Ii, 其中 Ii 是内射对象, i ∈ {0, 1}. 由此得到 A2 中的两个态射, 记为交
换图表

X0 I0

X1 0

f

ε0

和
X0 I1

X1 I1

f

ε1f

id

ε1
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框出两列分别是 L0(I0) 和 H(I1), 由 (ii) 知皆为 A2 的内射对象, 其直和亦然 (引理
2.8.14). 于是交换图表

X0 I0 ⊕ I1

X1 I1

f

(ε0,ε1f)

投影

ε1

将 [X0

f
X1] 嵌入内射对象. 对于投射对象的情形, 改用函子 H 和 L1 便是.

例 2.8.18 的讨论可以从 A2 扩及一般的函子范畴 AC , 论证并无本质困难. 本章习
题将予以勾勒.

2.9 Serre子范畴和 K0 群
Abel 范畴的全子范畴自动继承 Ab-范畴的结构, 因此可以探讨全子范畴是否具有

加性或 Abel 范畴的性质.

定义 2.9.1 如果 B 是 Abel 范畴 A 的全子范畴, B 本身是 Abel 范畴, 而且包含函子
ι : B → A 正合 (定义 2.8.3), 则称 B 为 A 的 子 Abel 范畴.

命题 2.9.2 Abel 范畴 A 的全子范畴 B 是子 Abel 范畴当且仅当下述条件成立.

� 0 ∈ Ob(B);

� 若 X,Y ∈ Ob(B) 则 X ⊕ Y 也可以取在 B 中;

� 对于任意态射 f : X → Y , 若 X,Y ∈ Ob(B), 则 ker(f) 和 coker(f) 也可以取在
B 中.

证明 观察到这些条件自对偶. “仅当” 方向是明白的. 现在假设以上条件成立, 则 B 是
加性范畴, 而 ι : B → A 是加性函子. 接着说明 ι 保持有限 lim←− 和有限 lim−→. 首先 ι 保
持 0 和有限直和. 其次, 等化子可用 ker 来表示 (注记 1.3.8), 而条件表明子范畴 B 对
取 ker 封闭. 由此知 ι 保有限 lim←−, 而 lim−→ 之情形是对偶的.

回顾 im 和 coim 的定义 1.2.1, 配合上一步可知 B 也对之封闭. 对于 B 中的任意
态射 f , 图表 (1.2.1) 的典范态射 coim(f)

∼→ im(f) 是 A 的同构, 从而是 B 的同构. 综
上可知 B 是子 Abel 范畴.

定义 2.9.3 (J.-P. Serre) Abel 范畴 A 的全子范畴 T 若满足以下条件, 则称为 A 的
Serre 子范畴.

� 0 ∈ Ob(T );
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� 对于 A 中的任意短正合列 0→ X ′ → X → X ′′ → 0, 我们有 X ∈ Ob(T ) 当且仅
当 X ′, X ′′ ∈ Ob(T ).

若将最后一条放宽为: 对于 A 的任意正合列

W → X ′ → X → X ′′ → Y,

我们有 W,X ′, X ′′, Y ∈ Ob(T ) =⇒ X ∈ Ob(T ), 则称 T 为 A 的弱 Serre 子范畴3).

举例来说, 对于交换环 R, 所有 Noether (或 Artin) 模构成 R-Mod 的 Serre 子范
畴. 这是模论常识 [51, 引理 6.10.2].

若 T 是 A 的 Serre 子范畴 (或弱 Serre 子范畴), 则 T op 之于 Aop 亦然.
弱 Serre 子范畴 T 具有以下的饱和性质: 若 X ∈ Ob(A) 同构于 T 的对象, 则

X ∈ Ob(T ); 这是将最后一则条件施于正合列 0→ 0→ X
∼→ Y → 0 的结论.

推论 2.9.4 设 T 为 Abel 范畴 A 的弱 Serre 子范畴, 则 T 是 A 的子 Abel 范畴.

证明 验证命题 2.9.2 的条件即可. 首先 0 ∈ Ob(T ). 其次, 在弱 Serre 子范畴的定义中
代入以下正合列

0→ X → X ⊕ Y → Y → 0 (命题 2.2.7),

0→ 0→ ker(f)→ X
f
Y, X

f
Y → coker(f)→ 0→ 0,

可见 T 对直和与 ker, coker 封闭.

例 2.9.5 若 F : A → B 是 Abel 范畴之间的正合函子, 则所有满足 FX = 0 的对象构
成 A 的 Serre 子范畴, 记为 ker(F ).

定理 2.9.6 (Serre商) 设 T 为 Abel 范畴 A 的 Serre 子范畴, 则存在 Abel 范畴 A/T
(容许是大范畴) 连同本质满的正合函子 Q : A → A/T , 使得 ker(Q) = T , 并且以下泛
性质成立: 对所有 Abel 范畴 B 和满足 ker(F ) ⊃ T 的正合函子 F : A → B, 存在唯一
的正合函子 G : A/T → B 使得 F = GQ.

泛性质中的 G 是忠实函子当且仅当 ker(F ) = T .

证明 命 S := {f ∈ Mor(A) : ker(f), coker(f) ∈ Ob(T )}. 兹断言 S 是定义 1.9.5 所谓
的乘性系.

显然 S 包含所有恒等态射, 故 (S1) 成立. 设 f : X → Y 和 g : Y → Z 为 S 的元
素. 基于相互对偶的正合列

0→ ker(f)→ ker(gf)
f

ker(g),

coker(f)
g

coker(gf)→ coker(g)→ 0,

3)这个略显突兀的定义是为导出范畴量身定制的, 见 §4.4.
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立见 gf ∈ S, 故 (S2) 成立. 接着考虑态射 X
s∈S

Z
f
Y . 命 W := X ×

Z
Y , 带有态射

s′ :W → Y . 注意到 ker(s′) ' ker(s) (命题 1.3.10),而 f 诱导 coker(s′) ↪→ coker(s) (推
论 2.6.9), 由此可知 s′ ∈ S. 故 (S3) 成立. 最后考虑态射 X Y W

f

g

s∈S , 满足
sf = sg; 从 im(f − g) ↪→ ker(s) 可见 im(f − g) ∈ Ob(T ), 于是 Z := ker(f − g) ↪→ X

是 S 中的态射, 这验证了 (S4).
综上, S 是左乘性系. 诸条件自对偶, 故 S 也是右乘性系. 现在取 Q : A → A/T :=

A[S−1] 为局部化函子. 命题 1.9.4 表明 Q 本质满 (事实上 Ob(A) = Ob(A/T )); 命
题 2.8.10 表明 Q 是 Abel 范畴之间的正合函子. 注意到 idQX = Q(idX) 为 0 等价
于存在 U ∈ Ob(A) 使得 U

0
X 属于 S (基于推论 1.9.13 的简单练习), 后者蕴涵

X = coker[U 0
X] ∈ Ob(T ); 反之若 X ∈ Ob(T ) 则可取 U = X. 综上, ker(Q) = T .

以下验证泛性质. 若 ker(F ) ⊃ T , 则正合列 ker(s) → X
s∈S

Y → coker(s) 表明
F 映 S 为同构, 而局部化的泛性质确定所求之 G.
其次验证 G 正合. 首先定理 1.9.17 确保它是加性的. 由于 A[S−1] 中的任意态射

总可以适当地合成来自 S 的同构, 以确保它来自 A, 所以保核性质归结为 F 与 Q 的正
合性. 同理可知 G 保余核. 既然 Q 本质满而 ker(Q) = T , 忠实性质的刻画容易归结为
命题 2.8.9 的陈述 (ii).

注意到 A/T 被构造为局部化, 因此它有可能是 “大范畴”. 习题将给出 A/T 的另
一种描述, 以在 A 良幂 (定义 1.11.11) 的前提下控制 Serre 商的大小.

例 2.9.7 设 S 为交换环 R 的乘性子集. 定义 R-Mod 的全子范畴 T , 使得 M ∈ Ob(T )
当且仅当对每个 m ∈ M 皆存在 s ∈ S 使得 sm = 0. 容易验证 T 是 Serre 子范畴. 以
下说明 R-Mod/T 和 R[S−1]-Mod 等价.
诚然, M 7→M [S−1] := M ⊗

R
R[S−1] 给出正合函子 F : R-Mod→ R[S−1]-Mod, 映

T 为零, 故泛性质给出正合函子 G : R-Mod/T → R[S−1]-Mod. 易见 ker(F ) = T , 所以
G 忠实. 此外 G 本质满: 将任意 R[S−1]-模 N 视为 R-模, 请读者验证 R[S−1]-模的同
构 N ⊗

R
R[S−1] ' N .

于是问题归结为证明G是全忠实的. 给定 R[S−1]-模同态 ϕ :M1[S
−1]→M2[S

−1],
取 M0 :=

{
m ∈M1 : ϕ(m⊗ 1)来自M2

}
, 则包含映射 ι : M0 ↪→ M1 是 R-模同态,

coker(ι) ∈ Ob(T ), 而且图表 M1 M0 M2
ι ϕ|M0 在 R-Mod/T 中确定的态射映

至 ϕ. 明所欲证.

我们接着介绍和 Serre 子范畴密切相关的一种重要构造.

定义 2.9.8 设 A 为 Abel 范畴. 按如下方式定义交换群 K0(A), 群运算写作加法. 考虑
以 Ob(A) 为基的自由 Z-模 F , 记 X ∈ Ob(A) 对应的元素为 〈X〉 ∈ F . 令 R ⊂ F 为由
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如下元素生成的子模

〈X〉 − 〈X ′〉 − 〈X ′′〉 , 0→ X ′ → X → X ′′ → 0 : A中的短正合列,

则 K0(A) := F/R 称为 A 的 K0 群. 今后记 X ∈ Ob(A) 在 K0(A) 中的像为 [X].

引理 2.9.9 对于任意 Abel 范畴 A, 以下等式在 K0(A) 中成立.
(i) [0] = 0;
(ii) 设 X,Y ∈ Ob(A), 则 X ' Y 蕴涵 [X] = [Y ];
(iii) [X ⊕ Y ] = [X] + [Y ];

(iv) 若 0→ X1
f1

· · ·
fn−1

Xn → 0 为 A 中的正合列, 则
∑n
i=1(−1)i[Xi] = 0；

(v) 循 §2.6 的符号, 考虑 X 的一族子对象 X = X0 ⊃ · · · ⊃ Xr = 0, 则

[X] =

r−1∑
i=0

[Xi/Xi+1].

证明 考虑短正合列 0→ 0→ 0→ 0→ 0 可得 (i). 若 X ' Y , 则 0→ X
∼→ Y → 0→

0 配合 (i) 给出 (ii). 命题 2.2.7 的短正合列蕴涵 (iii).
对于 (iv), 不妨补上零项, 将正合列向左右无穷延伸. 考虑短正合列

0→ ker(f i)→ Xi → im(f i)→ 0, i = 1, . . . , n.

于是 [
Xi
]
=
[
ker(f i)

]
+
[
im(f i)

]
=
[
ker(f i)

]
+
[
ker(f i+1)

]
, 再取交错和即可.

最后, (v) 是借 0→ X1 → X0 → X0/X1 → 0 对 r 递归论证的结果.

注记 2.9.10 由于本书惯例是将群实现在小集上, 鉴于引理 2.9.9 (ii), 彻底规范的办法
应当是在定义 K0(A) 时要求 A 有一副小骨架 [51, 引理 2.2.12], 此处影响不大.

定理 2.9.11 (Euler–Poincaré原理) 设 · · · → Xi
diX

Xi+1 → · · · 是 Abel 范畴 A 中
的复形, 仅有限多项非零, 则等式

∑
i

(−1)i
[
Hi(X)

]
=
∑
i

(−1)i
[
Xi
]
, Hi(X) := H

[
Xi−1

di−1
X

Xi
diX

Xi+1

]
在 K0(A) 中成立.

证明 对每个 i 都有正合列

0→ ker
(
di−1X

)
→ Xi−1

di−1
X ker

(
diX
)
→ Hi(X)→ 0,

而且当 |i| � 0 时各项皆为 0. 应用引理 2.9.9 (iv) 在 K0(A) 中求和, 可得∑
i

(−1)i
([
Xi−1]+ [Hi(X)

])
=
∑
i

(−1)i
([
ker
(
di−1X

)]
+
[
ker
(
diX
)])

.

右式相消为 0, 整理后导出 ∑
i(−1)i

[
Hi(X)

]
=
∑
i(−1)i

[
Xi
]
.
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例 2.9.12 取 A 为除环 D 上的有限维向量空间所成之 Abel 范畴. 由于向量空间有基,
K0(A) = Z · [D]. 另一方面, 易见 [X] 7→ dimDX 确定群同态 dim : K0(A)→ Z, 映 [D]

为 1. 综上可知 dim : K0(A)
∼→ Z.

倘若容许无穷维向量空间, K0 群将是平凡的. 原因在于对任何 D-向量空间 V ,
由集合基数的考量可知存在 D-向量空间 W 使得 V ⊕ W ' W , 而且 dimDW =

max{dimD V,ℵ0}; 这将导致 [V ] = 0.

对于 Abel 范畴之间的正合函子 F : A → B, 由于 F 保短正合列, 故 [X] 7→ [FX]

确定群同态 K0(f) : K0(A) → K0(B). 因此若 A 是 B 的 Abel 子范畴, 则有自然同态
K0(A)→ K0(B).

命题 2.9.13 设 T 为 Abel 范畴 A 的 Serre 子范畴. 记其 Serre 商为 B := A/T , 则正

合函子 T → A
Q
B 诱导的同态给出加法群的正合列

K0(T )→ K0(A)
K0(Q)

K0(B)→ 0.

证明 首先 Q : A → B 本质满, 故 K0(A) → K0(B) 满. 其次, K0(T ) → K0(A) →
K0(B) 显然合成为 0. 问题在于证 ker(K0(Q)) ⊂ im [K0(T )→ K0(A)].

设 ∑n
i=1 ai[Xi] ∈ ker (K0(Q)), 其中 a1, . . . , an ∈ Z. 这相当于说存在一族 B 中的

短正合列 0→ Y ′j
fj

Yj
gj

Y ′′j → 0 和 bj ∈ Z, 其中 j = 1, . . . ,m, 使得等式
n∑
i=1

ai 〈QXi〉 =
m∑
j=1

bj
(
〈Yj〉 −

〈
Y ′j
〉
−
〈
Y ′′j
〉)

(2.9.1)

在以 Ob(B) 为基的自由 Z-模中成立. 由于 Q : A → B 在定理 2.9.6 中是以局部化构造
的, 回忆该定理和 §1.9 的内容可知
� Q 等同 Ob(A) 与 Ob(B), 故 (2.9.1) 导致 K0(A) 中的等式

n∑
i=1

ai[Xi] =

m∑
j=1

bj
(
[Yj ]− [Y ′j ]− [Y ′′j ]

)
; (2.9.2)

� 此外, 只要适当地以 B 中来自 S 的同构调整 Yj , Y ′j , Y ′′j 和 fj , gj , 还能确保存在
A 中的态射 uj , vj 使得 fj = Q(uj) 而 gj = Q(vj). 根据 Q(vjuj) = gjfj = 0 和
推论 1.9.13, 还可以继续用 S 调整, 使得 vjuj = 0.
于是对每个 1 ≤ j ≤ m, 在 A 中都有正合列

0→ ker(vj)→ Yj
vj

Y ′′j → coker(vj)→ 0,

0→ ker(uj)→ Y ′j
uj

ker(vj)→
ker(vj)
im(uj)

→ 0.
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由 Q 正合可见 coker(vj), ker(uj) 以及 ker(vj)
im(uj)

都是 T = ker(Q) 的对象. 由此在 K0(A)
中推得

[Yj ]− [Y ′j ]− [Y ′′j ] ∈ im [K0(T )→ K0(A)] .

上式代回 (2.9.2), 即得 ker(K0(Q)) ⊂ im [K0(T )→ K0(A)].

面对形如命题 2.9.13 的正合列, 屡试不爽的思路是设法将它左延, 亦即寻求一族高
阶 K-群 Ki(·), 其中 i ∈ Z≥0, 连同典范的正合列

· · · → Ki+1(B)→ Ki(T )→ Ki(A)→ Ki(B)→ · · ·

我们还期盼 (Ki(A))i≥0 蕴藏关于 A 的深刻信息, 而且在一定程度上是可算的. 这些内
容属于 K-理论, 应用范围可扩及所谓的正合范畴, 比 Abel 范畴更广. 由于相关构造基
于同伦论的见地, 本书无法细述, 请感兴趣的读者参阅 [53], 或 [7, §13.6] 的概述.

2.10 Grothendieck范畴
本节的主要陈述均关乎 Grothendieck 宇宙的选取, 不论 “大” 范畴.
请先回忆何谓小极限, 完备性和生成元 (定义 1.11.8).

定义 2.10.1 (Grothendieck范畴 [16]) 设 A 是 Abel 范畴. 当以下条件成立时, 我们
称 A 是 Grothendieck 范畴.

� A 是余完备的, 换言之, 它具备所有小 lim−→;

� A 有生成元;

� 对于所有滤过小范畴 I (见 §1.6), 函子 lim−→ : AI → A 正合, 或等价地说, 对于 AI

中的任何态射 α→ β → γ, 我们有

∀i ∈ Ob(I), 0→ α(i)→ β(i)→ γ(i)→ 0正合
=⇒ 0→ lim−→α→ lim−→β → lim−→ γ → 0正合.

由于例 2.8.6 已说明 lim−→ 保余核, 根据注记 2.8.4, 最后一则条件也等价于滤过小
lim−→ 保单态射. 以下论证颇能说明这一条件的用法.

命题 2.10.2 设 A 为 Grothendieck 范畴, 则对于任意小集 I, 取直和 (亦即余积) 给出
正合函子

⊕
I : AI → A.

证明 有限情形是明显的, 而命题 1.6.10 将⊕
I 表成有限直和的滤过 lim−→.

其次是一条貌不惊人却颇为实用的性质, 它同样基于滤过 lim−→ 的正合性.
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命题 2.10.3 取定滤过偏序小集 (I,≤). 设 A 是 Grothendieck 范畴, 或者更一般地说,
设 lim−→ : A(I,≤) → A 存在而且正合. 对于任意
� X ∈ Ob(A) 和子对象 Y ⊂ X,
� X 的子对象族 (Xi)i∈I , 满足 i ≤ j =⇒ Xi ⊂ Xj 者,

按照约定 2.6.3 的符号, 我们有

lim−→
i∈I

Xi
∼→
⋃
i∈I

Xi ⊂ X,

Y ∩

(⋃
i∈I

Xi

)
=
⋃
i∈I

(Y ∩Xi) ∈ SubX .

证明 由于 lim−→i
正合, 诸 Xi ↪→ X 和 lim−→ 的泛性质确定的典范态射 ι : lim−→i

Xi → X

仍然单. 若所有 Xi ↪→ X 都通过某个子对象 Z ⊂ X 分解, 则泛性质将 ι 分解为
lim−→i

Xi → Z ⊂ X. 这就表明 ι : lim−→i
Xi ↪→ X 确实给出 (Xi)i∈I 在 SubX 中的上确界.

第一式得证.
其次, 记商态射 X → X/Y 为 q, 则有 Y = ker(q) 和 Y ∩Xi = ker(q|Xi

). 考虑相
容的态射族 q|Xi

: Xi → X/Y ; 既然取 lim−→i
保核, 配合上一段遂有 Y ∩

(⋃
i∈I Xi

)
=⋃

i∈I(Y ∩Xi).

例 2.10.4 (模范畴) 设 R 为环, 则 R-Mod 是 Grothendieck 范畴. 诚然, 余完备性是熟
知的 [51, 定理 6.2.2], 滤过 lim−→ 的正合性则见诸 [51, 引理 6.8.3]. 作为 R = Z 的特例,
Ab 是 Grothendieck 范畴.

为了铺陈更深入的理论, 需要和生成元相关的一些准备.

定义 2.10.5 设 s 为范畴 C 的生成元. 若对于 C 中的所有单态射 i : S1 ↪→ S2, 相应的
i∗ : Hom(s, S1) ↪→ Hom(s, S2) 为双射当且仅当 i 为同构, 则称 s 为 C 的强生成元.

命题 2.10.6 设范畴 C 有强生成元, 而且对于所有对象 X 和单态射 Si ↪→ X (其中
i = 1, 2), 存在纤维积 S1 ∩ S2 := S1 ×

X
S2. 令 κ := |Hom(s,X)|, 则 |SubX | ≤ 2κ.

证明 设 s 为强生成元, X 为任意对象. 兹断言
SubX →

{
Hom(s,X)的子集}

S 7→ Hom(s, S)

为单射, 这将给出所求的性质.
给定 S1, S2 ∈ SubX 使得 Hom(s, S1) = Hom(s, S2). 设 S1 ⊂ S2, 则强生成元的定

义即刻导致 S1 = S2. 一般情形下, S1 ∩ S2 ⊂ Si (其中 i = 1, 2, 参见定义 2.6.1), 而且
作为 Hom(s,X) 的子集有

Hom (s, S1 ∩ S2) = Hom (s, S1) ∩Hom(s, S2) = Hom(s, Si), i = 1, 2.

由上一步可知 S1 = S1 ∩ S2 = S2. 明所欲证.
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命题 2.10.7 Abel 范畴中的生成元自动是强生成元.

证明 设 A 为 Abel 范畴, s 为其生成元. 对给定的单态射 i : S1 ↪→ S2, 考虑态射对

S2 S2/S1

q:商态射

0

若 i 非同构则 q 6= 0, 故生成元的定义说明存在 ε ∈ Hom(s, S2) 使得 qε 6= 0ε = 0; 此 ε

无法通过 S1 = ker(q) 分解.

推论 2.10.8 Grothendieck 范畴都是良幂而且余良幂的 (定义 1.11.11).

证明 由于 Abel 范畴中存在有限纤维积, 而任两个对象之间的 Hom 集按假设总是小
集, 结合命题 2.10.6 和 2.10.7 可得良幂性质. 此外, 在 Abel 范畴中 SubX 和 QuotX 总
是等势的.

推论 2.10.9 任何 Grothendieck 范畴 A 都是完备的; 换言之, 它具备所有小 lim←−.

证明 已知 A 余完备而且余良幂. 代入推论 1.11.14.

因此 Grothendieck 范畴有任意的小直和与小直积. 习题部分将说明 (1.1.1) 的典
范态射 δ :

⊕
i∈I Xi →

∏
i∈I Xi 为单; 这点对于模范畴的情形自属显然.

推论 2.10.10 设 A 为 Grothendieck 范畴, 则函子 G : Aop → Set 可表当且仅当它保
小 lim←−, 或更具体地说, G 将 A 中的小 lim−→ 化为 Set 中的小 lim←−.

证明 对 Aop 应用推论 1.11.16.

注意: 尽管 Grothendieck 范畴的定义非自对偶, 上述结果的对偶版本仍然成立; 见
推论 2.10.16.
以下着手说明 Grothendieck 范畴有足够的内射对象; 事实上, 我们将说明定义

2.8.16 中的 X ↪→ I 不仅存在, I 还可以取为以 X 为变量的函子。
引理 2.10.11 设 A 是 Grothendieck 范畴, s 为其生成元. 对象 I 是内射对象当仅当对
于所有单态射 X ↪→ s, 任何态射 X → I 都能延拓为 s → I; 换言之, 这些资料延拓为

交换图表
X I

s
∃

.

证明 内射性质等价于以下陈述: 对任意单态射 A ↪→ B, 所有态射 f : A → I 都能延
拓为 B → I. 故 “仅当” 方向显然.

现论证另一方向. 回忆到 A 良幂; 给定 I
f
A ↪→ B 如上, 考虑小集

S :=

 (A′, f ′) A ⊂ A′ ⊂ B (子对象),

f ′ : A′ → I 延拓 f

 ,
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它按延拓关系赋有偏序. 应用滤过 lim−→ 的正合性, 可知 S 的任何全序子集 T 都有上界

Ã := lim−→
(A′,f ′)∈T

A′, f̃ := lim−→
(A′,f ′)∈T

f ′ : Ã→ I.

Zorn 引理遂表明 S 有极大元 (A′, f ′). 目标是证 A′ = B. 设若不然, 则由于 s 是强
生成元, 存在 g : s → B 使得 g 无法通过 A′ ↪→ B 分解. 以下说明 f ′ 可以延拓为
A′ + g(s)→ I, 这将与 (A′, f ′) 的极大性矛盾.

令 Y := A′ ∩ g(s). 考虑实线部分的交换图表

ker(g) g−1(Y ) Y A′ I

s g(s)

g f ′

g

ϕ

f ′′

按假设, 存在虚线所示之 ϕ 使三角部分交换. 又由于 ϕ 在 ker(g) 上为零, 故存在虚线
所示之 f ′′ 使得 ϕ = f ′′g. 用 g−1(Y ) � Y 拉回 (满性缘于命题 2.1.6), 可推得 f ′ 和 f ′′

限制在 Y 上相同, 故它们按纤维余积的泛性质黏合为 A′ + g(s)→ I. 明所欲证.

行将介绍的是所谓 “小对象论证” 的一种变体. 请读者先简要浏览定义 A.2.7 及相
关讨论所涉及的正则基数, 以下内容需要其操作和简单性质.

定义 2.10.12 设 C 为具备所有滤过小 lim−→ 的范畴, I ⊂ Mor(C) 为任意子集, α 为正则
小基数.

(i) 当以下条件成立时, 称 X ∈ Ob(C) 相对于 I 是 α-小对象: 设 α̃ 为正则小基数,
α̃ ≥ α. 对于所有从滤过范畴 α̃ 到 C 的函子 β 7→ Yβ , 若态射 Yβ → Yβ′ 对所有
β ≤ β′ 皆属于 I, 则典范映射

lim−→
β

Hom (X,Yβ)→ Hom
(
X, lim−→

β

Yβ

)

(参阅 (A.2.1)) 是双射.

(ii) 若 X 相对于 Mor(C) 是 α-小的, 则称 X 为 α-小对象.

相对于选定的 I, 若 α ≤ α′, 则 α-小蕴涵 α′-小.

引理 2.10.13 设 A 是 Grothendieck 范畴, X 为其对象, α 为正则小基数. 若 α > κ :=

|SubX |, 则 X 相对于单态射是 α-小对象 (定义 2.10.12).

证明 考虑定义 2.10.12 (i) 中的资料 β 7→ Yβ , 并要求 β ≤ β′ 时 Yβ → Yβ′ 为单态射.
不失一般性, 不妨在该定义中取 α = α̃.
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由于 A 中的滤过 lim−→ 正合, 易见 Yβ → lim−→γ
Yγ 仍是单态射. 既然 Ab 中的滤过

lim−→ 也正合, lim−→
γ<α

Hom(X,Yγ)→ Hom(X, lim−→
γ<α

Yγ) 亦单, 问题化为证其满性. 以下将每个
Yβ 都视为 lim−→γ

Yγ 的子对象.
给定态射 f : X → lim−→γ

Yγ , 每个 β < α 都确定 X 的子对象 f−1(Yβ); 可设
f−1(Yβ) 6= X 对每个 β 成立, 否则无劳论证. 回忆到 f−1 由纤维积给出; 再次应用滤过
lim−→ 的正合性导出自然同构

lim−→
β

f−1(Yβ) ' f−1
(
lim−→
β

Yβ

)
= X.

由于子对象 f−1(Yβ) 的数量不超过 κ, 存在 α 的子集 S 使得 |S| ≤ κ, 而且左式可改为
lim−→β∈S .

考虑序数 σ := supS ≤ α. 兹断言 σ < α. 设若不然, 则由于 |S| ≤ κ < α 而
|S| ≥ cf(α) (命题 A.2.8 (ii)), 这将导致 cf(α) < α, 与 α 为正则基数的条件矛盾. 此断
言确保 f−1(Yβ) 总是 f−1(Yσ) 的子对象 (其中 β ∈ S). 这导致 f−1(Yσ) = X, 从而 f

通过 Yσ 分解. 证毕.

定理 2.10.14 (A. Grothendieck) 设 A 为 Grothendieck 范畴. 记 I 为由 A 中的内射
对象构成的全子范畴, 其包含函子记为 ι : I → A. 存在函子 F : A → I 连同态射
ϕ : idA → ιF , 使得每个

ϕX : X → F (X), X ∈ Ob(A)

皆为 A 中的单态射. 特别地, A 有足够的内射对象.

证明 选定生成元 s. 命 F0 为函子 idA. 第一步是对每个对象 X 构造推出图表
⊕

Y ∈Subs

⊕
ϕ:Y→X Y X

⊕
Y ∈Subs

⊕
ϕ:Y→X s F1(X)

ϕ(0,1)X�

命题 2.1.6 确保上图的 ϕ(0, 1)X : X → F1(X) 为单. 当 X 变动, X 7→ F1(X) 是从 A
到自身的函子, ϕ(0, 1) : F0 → F1 是态射.

推而广之,今将对所有小序数 α构造函子 Fα : A → A,连同态射族 ϕ(β, α) : Fβ →
Fα (其中 β ≤ α), 使得
� ϕ(α, α) = idFα ,
� ϕ(β, α)X : Fβ(X)→ Fα(X) 对所有 X 皆单,
� 若 γ ≤ β ≤ α 则 ϕ(β, α)ϕ(γ, β) = ϕ(γ, α).
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构造基于超穷递归 [51, §1.3]: 从 α = 0 的情形出发, 假设对每个序数 β < α 皆已定义
了 Fβ 和相应的态射族 ϕ(β′, β), 命

Fα(X) :=

{
F1(Fβ(X)), α = β + 1,

lim−→β<α
Fβ(X), α :极限序数,

其中 lim−→ 的构造是相对于 (ϕ(β′, β))β′≤β<α 而言. 鉴于 F1 的性质和滤过 lim−→ 保单态射,
ϕ(β, α) 的取法理应是明显的.

以引理 A.2.10 取正则小基数 α 使 α > |Subs|. 以下说明 FαX 对所有 X 都是内
射对象. 给定 Y ↪→ s 和 f : Y → FαX. 正则基数的定义 A.2.7 蕴涵 α 必为极限序数;
按 Fα 的构造, SubY ⊂ Subs 和引理 2.10.13 可知 f 通过某个 ϕ : Y → FβX 分解, 其
中 β + 1 < α. 考虑交换图表

Y
⊕

Y ′∈Subs

⊕
ϕ′:Y ′→FβX

Y ′ FβX

s
⊕

Y ′∈Subs

⊕
ϕ′:Y ′→FβX

s Fβ+1X FαX

通过 (Y,ϕ)

通过 (Y,ϕ)

�

凝神观照, 依此延拓 f 为 s → FαX. 引理 2.10.11 遂蕴涵 FαX 是内射对象. 最后, 取
F := Fα : A → I 和 ϕ := ϕ(0, α) 即所求.

推论 2.10.15 任何 Grothendieck 范畴皆有内射余生成元.

证明 取 Grothendieck 范畴 A 的生成元 s. 已知 Quots 是小集. 取定内射对象 I 连同
单态射⊕

Q∈Quots Q ↪→ I. 以下运用命题 2.8.15 的判准来说明 I 是余生成元.
设 T ∈ Ob(A) 非零. 存在非零态射 s→ T , 分解为 s� Q′ ↪→ T . 于是有

Q′
自明
↪→

⊕
Q∈Quots

Q ↪→ I.

根据内射对象定义, 此合成态射有延拓 T → I, 它显然非零. 明所欲证.

推论 2.10.16 设 A 为 Grothendieck 范畴, 则函子 F : A → Set 可表当且仅当它保小
lim←−.

证明 已知 A 有余生成元, 代入推论 1.11.16 便是.

关于 Grothendieck 范畴的进一步描述, 可参阅本书附录部分的 Gabriel–Popescu–
Kuhn 定理 A.3.2.
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习题

1. 说明自由 Z-模在 Z-Mod 中构成的加性全子范畴不是 Abel 范畴.

2. 设 X 是 Abel 范畴中的对象, Y, Z ∈ SubX . 考虑偏序集之间的同构

[Y ∩ Z, Y ] [Z, Y + Z]

SubY /(Y ∩Z) Sub(Y+Z)/Z

'

∼

'

∼

其中垂直箭头来自定理 2.6.8 (ii), 底部水平箭头来自定理 2.6.8 (iii) 的 Y /(Y ∩ Z) '
(Y + Z)/Z, 而顶部水平箭头则是 W 7→W + Z, 来自命题 2.4.5. 说明上图交换.

3. 设 k 为交换环, A 为 k-线性 Abel 范畴. 证明若 Hom(X,X) 对所有 X ∈ Ob(A) 都是
Artin k-模, 则 A 具备定义 2.5.6 的双链条件. 提示 给定双链 (Xn, αn, βn)

∞
n=0, 则

f 7→ βnfαn 确定 k-模的一列单同态 Hom(Xn+1, Xn+1) ↪→ Hom(Xn, Xn); 说明它是同构
当且仅当 αn 和 βn 皆为同构.

4. 若 Ab-范畴 K有零对象,而且对于所有 X ∈ Ob(K)和幂等元 e ∈ End(X),存在核 ker(e),
则称 K 为 Karoubi 范畴.

(i) 证明 Karoubi 范畴中的每个幂等元 e 都有余核, 而且有典范同构 ker(e) ' coker(e).

(ii) 对任意具有零对象的 Ab-范畴 C, 典范地构造 Karoubi 范畴 kar(C) 连同全忠实加性
函子 ϕC : C → kar(C), 使得对于每个 Karoubi 范畴 K, 函子

ϕ∗
C : Kkar(C) → KC , F 7→ FϕC

是等价; 这里的 KC 是所有加性函子 C → K 所成的函子范畴, 依此类推.

(iii) 若 k 是交换环, C 是 k-线性的, 则 kar(C) 也有自然的 k-线性结构.

一般称 kar(C) 为 C 的 Karoubi 包, 它是向 C 形式地添入所有直和项的产物.
提示 命 kar(C)的对象为形如 (X, e)的资料, X ∈ Ob(C)而 e ∈ End(X)是幂等元;态射
(X, p)→ (Y, q)由 C 中满足 qf = f = fp的态射 f : X → Y 确定,而 ϕC(X) = (X, idX).

5. 对给定的环 R, 验证所有投射 R-模构成一个 Karoubi 范畴, 它不是 Abel 范畴.

6. 设 Abel 范畴 A 具备所有小直和 ⊕
i∈I (或小直积 ∏

i∈I). 证明小集 Σ ⊂ Ob(A) 是生成
系 (或余生成系) 当且仅当对所有 X ∈ Ob(A) 皆存在 Σ 中元素的小直和 (或小直积) S
连同满态射 S � X (或单态射 X ↪→ S).
提示 对于生成系情形, “当” 的方向容易. 对生成系的 “仅当” 方向, 取自明态射

f :
⊕
s∈Σ

⊕
φ∈Hom(s,X)

s→ X;

对所有 (s, ϕ), 态射 ϕ 都通过 f 分解, 从而 s
φ′

X → coker(f) 合成总是 0, 以此推导
coker(f) = 0.
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7. 设 A,B,C 是 Abel 范畴中的对象 X 的子对象, 满足 A ∩ (B + C) = 0 = B ∩ C. 证明
A ∩B = 0 而 (A+B) ∩ C = 0.
提示 构造单态射 (A+B) ∩C → A, 并说明它通过 A ∩ (B +C) 分解, 不妨先尝试模范
畴的情形.

8. 证明有限生成 Z-模构成的 Abel 范畴有足够的投射对象, 但没有足够的内射对象.

9. (Schanuel 引理) 考虑任意 Abel 范畴中的投射对象 P , Q 和短正合列

0→ K → P
ϕ
M → 0,

0→ L→ Q
ψ
M → 0.

由此构造拉回图表
X P

Q M.

ψ′

ϕ′ ϕ

ψ

�

请给出短正合列 0→ L→ X
ψ′

P → 0 和 0→ K → X
ϕ′

Q→ 0, 然后证明存在同构
K ⊕Q ' L⊕ P . 提示 应用命题 1.3.10, 2.1.6.

10. 证明 Q/Z 是 Ab 的内射余生成元.

11. 详细验证例 2.8.18 中的伴随关系.

12. 设 C 为非空范畴, A 为 Abel 范畴. 对每个 c ∈ Ob(C), 求值函子 evc : AC → A 映 F 为
Fc.

(i) 假设 A 具备所有形如 ⊕
c∈Ob(C) 和

⊕
f∈HomC(c,c′) 的直和. 对每个 c ∈ Ob(C) 定义

函子 Lc : A → AC 如下: 在对象层次, (LcX)(c′) =
⊕

Hom(c,c′)X. 补全态射层面的
定义, 使得 Lc 成为 evc 的左伴随.

(ii) 承上, 证明若 A 有足够的投射对象, 则 AC 亦然.

(iii) 探讨对偶版本: 假设 A 具备所有形如 ∏
c∈Ob(C) 和

∏
f∈HomC(c′,c) 的积, 定义函子

Rc : A → AC 使得 (RcX)(c′) =
∏

Hom(c′,c)X, 给出 evc 的右伴随; 继而证明若 A
有足够的内射对象, 则 AC 亦然.

(iv) 探讨当 C = 2 时它们与例 2.8.18 的联系.

13. 承上题, 设 C 是小范畴. 证明若 s 是 A 的生成元 (或余生成元), 则所有 Lc(s) (或 Rc(s))
构成 AC 的生成系 (或余生成系), 其中 c 取遍 Ob(C), 前提是所需的直和 (或直积) 存在.
提示 以生成元情形为例, 对所有 c ∈ Ob(C) 和 AC 的态射 f : X → Y 皆有交换图表

HomA(s, Y (c)) HomAC (Lc(s), Y )

HomA(s,X(c)) HomAC (Lc(s), X).

∼

∼

f(c)∗ f∗

生成系所需的条件相当于说当 c 遍历 Ob(C), 第二列的所有 f∗ 唯一确定了 f .
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14. (Serre 商的直接构造) 对于 Abel 范畴 A 的 Serre 子范畴 T , 定义新的范畴使得它的对象
集等于 Ob(A), 而从 X 到 Y 的态射集等于

lim−→
X′⊂X,Y ′⊂Y

HomA(X ′, Y /Y ′), 其中 X/X ′, Y ′ ∈ Ob(T ).

(i) 补全态射合成的定义, 并且说明此范畴和定理 2.9.6 的 Serre 商 A/T 相等价.
提示 验证它具有定理 2.9.6 所述的泛性质.

(ii) 以此说明当 A 良幂 (定义 1.11.11) 时 A/T 也是 U-范畴, U 是选定的 Grothendieck
宇宙.

15. 设 B 是 A 的子 Abel 范畴, 而且对每个 X ∈ Ob(A) 都存在一列子对象 0 = X0 ⊂ · · · ⊂
Xn = X 使得 Xi/Xi−1 ∈ Ob(B), 则包含函子 B → A 诱导群同构 K0(B)

∼→ K0(A).
提示 以 Schreier 加细定理 2.4.8 说明 [X] 7→

∑n
i=1[Xi/Xi−1] 给出逆映射, 和子对象列

的选取无关.

16. 记 isom 为加性范畴 A 的所有对象的同构类所成集合; 记对象 X 的同构类在自由 Z-模
Z⊕isom 中的像为 〈X〉. 定义 K0 群的直和版本如下:

K⊕(A) := Z⊕isom/所有 〈X ⊕ Y 〉 − 〈X〉 − 〈Y 〉 生成的子模.
另记 ind 为不可分解对象的同构类所成的集合. 证明若 A 是 Karoubi 范畴, 而且所有非
零对象都有有限直和分解 X ' X1 ⊕ · · · ⊕Xk, 使得 Xi 6= 0 而 End(Xi) 是局部环 (见推
论 2.5.8 之前的讨论), 则有典范同构

Z⊕ind ∼→ K⊕(A).

提示 先回忆到 End(Xi) 是局部环蕴涵 Xi 不可分解; 可自证或见 [51, 引理 6.12.6]. 其
次应用 [51, 定理 6.12.8] 以得出分解的唯一性.

17. 设 A 为 Grothendieck 范畴, (Xi)i∈I 为一族对象, 其中 I 为小集. 证明 (1.1.1) 的典范态
射 δ :

⊕
i∈I Xi →

∏
i∈I Xi 为单.

提示 对所有有限子集 F ⊂ I 考虑交换图表⊕
i∈I Xi

∏
i∈I Xi

⊕
i∈F Xi

∏
i∈F Xi

δ

∼
δF

ιF

取滤过之 lim−→F⊂I: 有限 ιF δF 以推导 δ 为单态射, 见命题 1.6.10.

18. 证明若 A 是 Grothendieck 范畴, 则复形范畴 C(A) (见 §3.1) 和函子范畴 AC 都是
Grothendieck 范畴, 其中 C 是任意小范畴.

19. (直和的刻画)设 A为 Grothendieck范畴. 考虑 X ∈ Ob(A)及 X 的一族子对象 (Xi)i∈I ,
其中 I 是小集. 典范态射 ⊕

i∈I Xi → X 限制在每个 Xi 上都是包含态射 Xi ↪→ X. 证明⊕
i∈I Xi

∼→ X 当且仅当以下性质成立:

(i) X =
∑
i∈I Xi;
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(ii) 对任何 i ∈ I 皆有 Xi ∩
∑
j∈I
j 6=i

Xj = 0.

留意到 (ii) 的条件仅须对 I 的有限子集来检验. 当 I 本身有限时, 以上陈述适用于任意
Abel 范畴.
提示 性质 (i) 等价于典范态射满, (ii) 等价于典范态射单. 前者容易看出, 后者则可利用
滤过 lim−→ 化约到 I 有限的情况.

20. 考虑 Grothendieck 范畴 A 的对象 X.

(i) 试补全注记 2.7.11 的严谨证明. 提示 以前一道习题处理无穷直和.

(ii) 当以下条件成立时, 证明 X 分裂蕴涵 X 半单: 对任意非零之 Y ∈ Ob(A), 存在非零
子对象 Y0 ⊂ Y 使得偏序集 SubY0 r {Y0} 中每个链都有上界. 对 A = R-Mod 验证
此前提. 提示 不妨参考 [51, 命题 6.11.4] 证明的 (iii) =⇒ (i) 部分, 以及 [51,
引理 6.11.3] 的证明.
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复形的概念在 §2.2 已有初步介绍. 对于 Abel 范畴 A 上的复形 X = (Xn, dn)n, 上
同调 Hn(X) := ker(dn)/ im(dn+1) 从 X 萃取重要的不变量. 逆上同调全为零的复形即
正合列, 又称零调复形.

本章 §§3.2—3.5 有许多内容并不涉及上同调, 而适用于一般的加性范畴 A. 记 A
上的复形所成范畴为 C(A). 若无另外申明, 本章考虑的复形都是注记 2.2.6 所称的上
链复形, 提及 k 时均指任意交换环.
对于加性范畴 A 上给定的复形 X 和 Y , 同伦是 HomC(A)(X,Y ) 上的一个等价关

系, 它也可以从 §3.2 探讨的 Hom 复形 Hom•(X,Y ) 来理解. 当 A 是 Abel 范畴时, 同
伦不影响态射在上同调层次的作用. 其次, §3.3 介绍的映射锥 Cone(f) 将在导出范畴
的研究中扮演要角, 它与同伦密切相关, 两者都有直接的拓扑诠释.
双复形 X = (Xp,q,▷dp,q, △dp,q)p,q 可以设想为带有两个独立方向的复形, 也可以

等价地理解为 “复形的复形”; 双复形 X 能通过直和 (或直积) 摊平为复形 tot⊕X (或
totΠX), 称为 X 的全复形, 其确切定义涉及一些正负号, 这些细节是 §3.5 的主题.

同调代数的基本技巧之一是从复形的短正合列 0 → X ′
f
X

g
X ′′ → 0 导出上

同调的长正合列

· · · → Hn(X ′)
Hn(f)

Hn(X)
Hn(g)

Hn(X ′′)
连接态射

Hn+1(X ′)→ · · · ,

长正合列也可以从映射锥的观点来理解, 但需要一些不尽平凡的论证. 这些都是
§§3.6—3.7 的内容.
为了帮助读者熟悉复形的种种基本操作, §3.8将依托 (R,R)-双模M 的 Hochschild

同调 HHn(M) 和上同调 HHn(M) 进行一次整合演练. Hochschild 同调和上同调在数
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学中的用途甚广, 本章仅以教学为目的作粗浅介绍; 它们在此后各章还会作为例子反复
现身.

基于 §3.9 介绍的截断函子, 我们将在 §3.10 说明如何联系双复形的纵向或横向上
同调以及全复形的上同调, 这部分要求双复形具备某些有界性条件. 一些教材选择以谱
序列来处理这些性质, 本书则效法 [23], 迂回地予以直接证明.

对于 Abel 范畴 A 的对象 X, 所谓 X 的解消分成左右两种版本, 具体写作正合列

0→ X → I0 → I2 → · · · 或 · · · → P1 → P0 → X → 0.

这也相当于通过拟同构 X → I := (In)n 或 P := (Pn)n → X 将 X 代换为一个具有更
好性质的复形 I 或链复形 P ; 所谓拟同构, 是指在上同调或同调层次诱导出同构的态
射. 如要求所有 In (或 Pn) 为内射 (或投射) 对象, 便称之为 X 的内射 (或投射) 解消.
我们将在 §3.11 深入地探讨解消. 解消还具有同伦意义下的函子性和唯一性: 以内射解
消为例, 若在 A 中有实线部分图表

0 X ′ (I ′)0 (I ′)1 (I ′)2 · · ·

0 X I0 I1 I2 · · ·

f β0 β1 β2

使得两行皆正合, 每个 (I ′)n 皆为内射对象, 则存在虚线箭头 β0, β1, . . . 使全图交换, 而
且复形之间的态射 β : I → I ′ 精确到同伦还是唯一的. 这是定理 3.11.5 和引理 3.11.7
的综合运用, 背后有更广的表述.
事实上, §3.11 不仅考虑 A 的对象 X, 还扩及复形的解消, 相关结论包括方便的

Cartan–Eilenberg 解消 (定理 3.11.10); 复形版本的一些论证不免变得冗长, 尽管思路
终归是清晰的.

通过以内射 (或投射) 解消代替 A 的对象, 让左正合 (或右正合) 函子 F : A → B
作用于解消的每一项, 再取 Hn (或 Hn = H−n), 便引向了右导出函子 RnF (或左导出
函子 LnF ) 的经典定义, 而 A 中的短正合列诱导导出函子的长正合列; 详见 §3.12. 基
于复形的解消, 导出函子还能在下有界或上有界复形上求值, 经典文献中称此为超导出
函子.

从右 (或左) 导出函子及其长正合列自然地提炼出上同调 (或同调) δ-函子的概念,
而导出函子在其中是 “泛” 的. 命题 3.12.14 通过定义 3.12.11 的可拭 (或余可拭) 条件
来刻画泛 δ-函子, 这是 Grothendieck 的贡献. 与此相关的成套技术构成了经典同调代
数的核心内容.

另一个重要构造是双函子 F : A1 ×A2 → B 的右 (或左) 导出函子, 前提是 F 对两
个变元皆左 (或右) 正合; 日常范例包括 Ext 与 Tor 函子, 见 §3.14, 前者必然涉及相反
范畴上的复形. 定理 3.14.2 将考量称为平衡双函子的一类双函子, 说明对两个变元的求
导殊途同归, 其证明基于双复形的上同调的基本性质.
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在 A 有正合可数积的前提下, §3.13 讨论的 lim1 是右导出函子的另一类实例; 它
是 lim←− 的第一个右导出函子, 而更高阶的右导出函子全为 0 (定理 3.13.8). 为了获取确
保 lim1 = 0 的实用手段, 我们将在定义 3.13.11 引进 Mittag-Leffler 条件.

最后,我们在 §3.15探讨何谓 K-内射复形和 K-投射复形,然后定义 K-内射和 K-投
射解消. 它们分别是内射解消和投射解消对无界复形的自然推广; 由于 K-内射和 K-投
射是关于复形整体性质的定义, 它们比逐项定义的内射和投射解消显得更简洁自然. 借
由这些概念, 导出函子的定义便能够扩及无界复形. 问题在于这些解消的存在性: 定理
3.15.11 和 3.15.12 包含部分结果, 论证相对复杂, 需要关于 lim1 的一些性质.

阅读提示
处理 k-模复形 (k 是交换环) 的经验有助于更快地理解本章内容, 然而并非绝对
必要. 在第二章的基础上, 处理比模范畴更宽泛的 Abel 范畴也没有根本的困难.
读者若希望尽速理解导出函子的经典定义, 又缺乏拓扑方面的动机, 建议先略过
§3.3, §3.4 和 §3.7 中关于映射锥和映射柱的内容. 此外, §3.4 旨在联系 C(Aop)

和 C(A)op, 该处涉及的一些正负号需要细心处理, 但它们对整体思路影响甚微;
建议初次阅读时只看陈述, 跳过证明.
由于后续内容均不依赖 Hochschild 同调和上同调理论, 请读者衡量时间和兴趣
来决定略过与否; 这些内容并不困难, 而且在后续章节还会作为例子或注记被反
复提及.
同样地, §3.13 的内容在除 §3.15 之外的后续部分仅为例子出现. §3.15 的内容仅
在 §4.11 和 §4.12 引用; 倘若读者对无界导出函子兴趣不大, 则可先看定义部分
以及例 3.15.3, 省略其余.

3.1 加性范畴上的复形
定义 2.2.4 已初步介绍了复形的概念和常用记法. 选定加性范畴 A, 并考虑其上的

无穷长, 亦即无端点项的复形 X = (Xn, dn)n∈Z; 态射 dn 经常标为 dnX . 基于历史的缘
由, 这些态射 dnX 也被称为 “微分”.

定义 3.1.1 从复形 X 到 Y 的态射定义为资料 (fn)n∈Z, 也简记为 f , 其中 fn ∈
HomA(Xn, Y n) 须满足

dnY f
n = fn+1dnX , n ∈ Z.

全体复形及其间的态射构成范畴 C(A): 复形 X 到自身的恒等态射由 (idX)n :=

idXn 确定, 态射合成按 (gf)n = gnfn 定义. 加法 f + g := (fn + gn)n∈Z 使
HomC(A)(X,Y ) 成为交换群.

若 A 在定义 1.4.4 下是 k-线性的, 其中 k 是选定的交换环, 则 HomC(A)(X,Y ) 也
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同样对逐项的纯量乘法构成 k-模. 在本节的结果中, “加性” 一词全都可以代换为更广
泛的 “k-线性”, 但为了节约笔墨, 今后仅陈述加性版本.

复形定义中的关键性质是 dn+1dn = 0, 这点也可以用微分分次对象的语言改述1).

定义 3.1.2 (分次对象) 取 A 为任意范畴, 回忆积范畴 AZ 的构造:
� 其对象形如 X = (Xn)n∈Z, 其中 Xn ∈ Ob(A);
� 其态射形如 f = (fn : Xn → Y n)n∈Z, 无其他条件, 而合成是逐项 (或曰逐次) 操
作的, 亦即 (gf)n = gnfn;
� 定义 AZ 的自同构 T 为下述 “平移” 函子: (TX)n = Xn+1, (Tf)n = fn+1.

对象 X = (Xn)n 也称为 A 上的 Z-分次对象, 简称分次对象.
推而广之, AZm

的对象称为 Zm-分次对象, 写作 (Xn1,...,nm)n1,...,nm , 其态射则写
作 (fn1,...,nm)n1,...,nm . 此范畴带有一族相交换的平移函子 T1, . . . , Tm. 特例 m = 2 又
称双分次对象.

若 A 是加性范畴, 则 AZm 亦然: 态射相加, 对象作直和等一切操作都是逐次施
行的.

定义 3.1.3 (微分分次对象) 设 A 为加性范畴, 其上的微分分次对象定义为资料 (X, d),
其中 X ∈ Ob(AZ) 而 d : X → TX 满足 (Td)d = 0. 态射 (X, d) → (Y, d) 定义为满足
(Tf)d = df 的态射 f ∈ HomAZ(X,Y ).

将微分分次对象 (X, d) 中的 d 具体表成态射族 dnX : Xn → Xn+1, 则 d 的条件是
dn+1
X dnX = 0, 而态射的条件是 fn+1dnX = dnY f

n, 复归定义 3.1.1. 因此 A 上的微分分次
对象范畴同构于复形范畴. 本节将不加说明地切换两种视角.

研究复形的第一步是了解 C(A) 中的各种极限. 积范畴 AZ 的版本相对容易, 其极
限可以对每个 n ∈ Z 取, 亦即逐项或曰逐次地在 A 中构造. 以下说明如何将此提升到
C(A) 层次. 记 U : C(A)→ AZ 为忘却函子, 映微分分次对象 (X, d) 为分次对象 X.

引理 3.1.4 (极限的逐项构造) 任给函子 α : I → C(A), 记 α := Uα. 假设 lim−→α 存在,
则它可以唯一地升级为 C(A) 的对象, 使之给出 lim−→α; 对 lim←− 亦有相应结果.
按定义 1.5.2 的语言, 这相当于说忘却函子 U 生 lim−→ 和 lim←−.

证明 设 α : I → C(A) 映 i ∈ Ob(I) 为微分分次对象 α(i) = (α(i), di). 若 lim−→α 存
在, 则诸 di 确定 d : lim−→α → (T lim−→α ' lim−→Tα) (自同构 T 自动保 lim−→), 其刻画是交
换图表

lim−→α lim−→Tα T lim−→α

α(i) Tα(i)

d ∼

di

(i ∈ Ob(I)).

1)相关讨论将在 §5.2 接续.
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按此由 (Tdi)di = 0 推得 (Td)d = 0, 给出 (lim−→α, d) ∈ Ob(C(A)). 图表说明这是使
(α(i), di)→ (lim−→α, d) 为态射的唯一选法.

以下验证它在 C(A) 中作为 lim−→α 的泛性质. 在 C(A) 中给定一族相容的态射
fi : α(i) → L, 忘却给出 fi : α(i) → U(L), 它们唯一地确定 f : lim−→α → U(L). 关键在
于证 f 为 C(A) 的态射. 虽是意料之中, 我们还是郑重其事地作图

lim−→α lim−→Tα T lim−→α

α(i) Tα(i)

U(L) TU(L)

f

d ∼

Tf

fi

di

Tfi

dL

(i ∈ Ob(I)).

每个构件都可以按定义或构造验证交换性. 于是 dLf 和 (Tf)d 合成每个 α(i)→ lim−→α

皆交换, 由此推得 dLf = (Tf)d. 明所欲证.

命题 3.1.5 范畴 C(A) 是加性范畴; 如果 A 完备 (或余完备), 则 C(A) 亦然.

证明 以引理 3.1.4 将所需的极限逐次地化到 A 上.

定义 3.1.6 (平移函子) 设 X 为 C(A) 的对象, n ∈ Z. 定义复形 X[n] 如下:2)

(X[n])
k
:= Xk+n, dkX[n] := (−1)ndk+nX .

这给出加性函子 [n] : C(A) → C(A): 若 f : X → Y 为复形之间的态射, 则 f [n] :

X[n]→ Y [n] 由 f [n]k := fn+k 给出.

显然 X[n] 仍是复形, 故函子是良定义的. 以下性质属显然.

� [0] = idC(A).

� [n][m] = [n+m]. 因此 [n] 是从 C(A) 的自同构, 以 [−n] 为逆.

� (dnX)n∈Z 给出复形之间的态射 dX : X → X[1] (提示: dn+1
X dnX = 0).

约定 3.1.7 对于 A 的任何对象 S, 可将其视同复形 (Sn, dnS)n∈Z, 其中 S0 := S 而其余
项为 0, 并且 dnS 全取为零态射. 这给出全忠实加性函子 A ↪→ C(A). 推而广之, 对任意
n ∈ Z, 复形 S[−n] 是置 S 于第 n 次项, 其余各项为 0 之复形.

以下结果是自明的.

2)在 dX[n] 的定义中插入 (−1)n 是有好处的, 它也和不加正负号的版本 X[n]◦ :=
(
Xn+k, dk+nX

)
k
相互

同构: 考虑 n = 1 情形, 按 · · · ,+,−,+, · · · 定义 X[1]
∼→ X[1]◦ 便是.
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命题 3.1.8 给定加性函子 F : A → A′, 则 (Xn, dnX)n 7→ (FXn, FdnX)n 给出函子
CF : C(A) → C(A′). 它和平移函子相交换: [m] ◦ CF = CF ◦ [m] 对所有 m ∈ Z 皆
成立.

注记 3.1.9 本节一切结果都适用于注记 2.2.6 提及的链复形 (X•, d•). 链复形范畴上的
平移函子按

X[n]k := Xk+n, d
X[n]
k = (−1)ndXn+k

来定义. 若按 Xn = X−n 和 dn = d−n 进行过渡, 则链复形的平移 [1] 对应于复形的平
移 [−1].

3.2 Hom复形与同伦
先前已经定义过两个复形之间的 Hom. 本节说明如何将其升级为复形, 并且将态

射的合成升级为复形上的某种乘法. 仍取 A 为加性范畴. 当 k 是任意交换环而 A 是
k-线性范畴时, 本节所有陈述都有不言自明的 k-线性版本.
回忆到取 Hom 集给出函子 Hom : Aop × A → Ab. 不带上标的 Hom 指涉 A 或

C(A) 中的 Hom 集, 必要时将以下标区别范畴.

定义 3.2.1 (Hom复形) 设 X,Y 为 C(A) 的对象, 对每个 n ∈ Z 定义

Homn (X,Y ) :=
∏
k∈Z

HomA
(
Xk, Y k+n

)
;

态射的逐项合成给出

Homn (Y, Z)×Homm (X,Y ) −→ Homn+m (X,Z)

(g, f) 7−→ gf :=
(
gk+mfk

)
k∈Z .

(3.2.1)

注意到 dX = (dkX)k ∈ Hom1 (X,X), 对 dY 亦同, 按此定义

dn = dnHom•(X,Y ) : Homn (X,Y ) −→ Homn+1 (X,Y )

f 7−→ dY f − (−1)nfdX .

运算 (3.2.1) 显然满足结合律和对加法的分配律. 给定 C(A) 中的态射 u : X → X

和 v : Y → Y , 分别视同 Hom0(X,X) 和 Hom0(Y, Y ) 的元素, 则对每个 n ∈ Z 都
有同态

Homn(u, v) : Homn (X,Y ) −→ Homn (X,Y )

f 7−→ vfu.
(3.2.2)

定义–命题 3.2.2 以上资料 (Homn(X,Y ), dn)n∈Z 给出 C(Ab) 的对象, 称为 Hom 复
形. 当 X 和 Y 变动, 此构造连同 (3.2.2) 给出加性函子

Hom• : C(A)op × C(A)→ C(Ab).
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证明 先验证 dn+1dn = 0. 因为 d2Y = 0 = d2X , 直接计算给出
dn+1 (dnf) = dY (dY f − (−1)nfdX)− (−1)n+1 (dY f − (−1)nfdX) dX

= (−1)n+1dY fdX − (−1)n+1dY fdX = 0.

其次是函子性. 将 (3.2.2) 定义的 Hom•(u, v) 编入图表

Homn (X•, Y •) Homn (X•, Y •)

Homn+1 (X•, Y •) Homn+1 (X•, Y •) ;

dn

Homn+1(u,v)

dn

Homn+1(u,v)

由于 dXu = udX , vdY = dY v, 易见图表交换.

此外, 取 dHom•(X,Y ) 和平移相容. 证明比陈述容易得多.

引理 3.2.3 设 n,m ∈ Z 而 f ∈ Homn(X,Y ). 将 f 等同于 Homn−m(X,Y [m]) 的元素
f = (fk)k, 或 Homn−m(X[−m], Y ) 的元素 f = (fk−m)k, 则

dn−mHom•(X,Y [m])f
等同于

(−1)mdnHom•(X,Y )f,

dn−mHom•(X[−m],Y )f
等同于

dnHom•(X,Y )f.

这导致 Hom•(X,Y [m]) = Hom•(X,Y )[m] ' Hom•(X[−m], Y ).

证明 以第一式为例,

(dn−mHom•(X,Y [m])f)
k = dk+n−mY [m] fk − (−1)n−mfk+1dkX : Xk → Y k+n+1,

这也等于 (−1)m
(
dk+nY fk − (−1)nfk+1dkX

)
. 关于 f 的论证类似: 虽然 f 的情形缺少符

号 (−1)m, 依然有 Hom 复形的同构, 详见定义 3.1.6 的脚注.

定义于 (3.2.1) 的乘法运算还满足 Leibniz 律.

引理 3.2.4 设 X,Y, Z 为复形, (g, f) ∈ Homn (Y, Z) × Homm (X,Y ). 相对于 (3.2.1)
之乘法, 以下等式在 Homn+m+1(X,Z) 中成立

dn+m(gf) = (dng)f + (−1)ng(dmf).

证明 直接计算, 敬请读者练习.

引理 3.2.5 设 n ∈ Z 而 f ∈ Homn (X,Y ), 则 dnf = 0 等价于 f ∈ Hom (X,Y [n]).

证明 通过引理 3.2.3 将 f 视同 Hom0(X,Y [n]) 的元素, 从而将问题化约到 n = 0 情
形. 易见 d0f = 0 ⇐⇒ dY f = fdX .
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定义 3.2.6 设 n ∈ Z. 将 Hom(X,Y [n]) 视同 Homn(X,Y ) 的子集.
� 若 f, g ∈ Hom(X,Y [n]) 而 g − f = dn−1h, 则称 h 是从 f 到 g 的同伦.
� 对于 f, g 如上, 若存在从 f 到 g 的同伦 g, 则称 f 和 g 同伦. 与零态射同伦的 f

称为零伦的.
作为 n = 0 时的特例, f ∈ Hom(X,Y ) 零伦当且仅当存在一族态射 hm : Xm →

Y m−1 使得

∀m ∈ Z, fm = dm−1Y hm + hm+1dmX .

同伦是等价关系. 引理 3.2.5 在 Ab (或 k-Mod) 中给出关键等式

Hn (Hom•(X,Y ), d•) = Hom (X,Y [n])
/
{零伦态射}.

下一则结果说明零伦态射不但对加法封闭, 还构成理想.

引理 3.2.7 设 X
f
Y [m] 和 Y

g
Z[n] 为复形之间的态射. 若 f 或 g 零伦, 则

g[m] ◦ f : X → Z[n+m] 零伦.

证明 以下省略 d 的上标. 设 f = dh, 其中 h ∈ Hom−1(X,Y [m]). 将合成放在 Hom•

中理解, 不妨将 g[m] ◦ f 简写成 gf . 引理 3.2.4 蕴涵 d(gh) = (dg)h + (−1)ng(dh) =

(−1)ngf , 故 gf 零伦. 至于 g = dh 情形, 论证无异.

省略符号 dHom• , 引理 3.2.4 和 3.2.7 说明 Hom• 上的乘法 (3.2.1) 诱导

Hn (Hom•(Y, Z))×Hm (Hom•(X,Y ))→ Hn+m (Hom•(X,Z)) , (3.2.3)

二元运算 (3.2.3) 从 (3.2.1) 继承结合律和对加法的分配律.

定义 3.2.8 从 C(A) 定义范畴 K(A), 使得

Ob (K(A)) := Ob (C(A)) ,
HomK(A) (X,Y ) := H0 (Hom• (X,Y ) , d•Hom) ,

态射的合成由 (3.2.3) 确定, 取 n = m = 0.

观察到 K(A) 是加性范畴: 态射集的加法运算显然, 零对象来自 C(A) 的零对象,
而积 (或余积) 的存在性来自以下更一般的性质: 存在自然同构

HomK(A)

(
X,
∏
i∈I

Yi

)
'
∏
i∈I

HomK(A)(X,Yi)

或 HomK(A)

(∐
i∈I

Xi, Y

)
'
∏
i∈I

HomK(A)(Xi, Y ),
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其中 I 是任意集, 前提是 ∏
i∈I Yi (或

∐
iXi) 存在于 C(A) 层次. 由于在 C(Ab) 中取

直积和取 H0 可交换, 一切归结为 Hom 复形的显然同构

Hom•
(
X,
∏
i

Yi

)
'
∏
i

Hom•(X,Yi)

或 Hom•
(∐

i

Xi, Y

)
'
∏
i

Hom•(Xi, Y ).

平移函子 [n] 诱导加性范畴 K(A) 的自同构, 仍记为 [n]. 加性函子 C(A) → K(A)
在对象集上定为恒等映射, 在态射集上定为商映射. 下述泛性质是明白的.

命题 3.2.9 若 B 为 Ab-范畴, 而加性函子 F : C(A)→ B 映零伦态射映为零态射, 则 F

唯一地通过 C(A)→ K(A) 分解.

下一章的习题将说明 K(A) 通常不是 Abel 范畴.

注记 3.2.10 对于链复形 (注记 2.2.6) 也有相应的 Hom•:

Homn(X,Y ) :=
∏
k∈Z

Hom (Xk, Yk+n) ,

dnf = dY f − (−1)nfdX , f ∈ Homn(X,Y ).

事实上, 按注记 2.2.6 介绍的手法取 Xn = X−n, dn = d−n 等等, 则 (Homn(X,Y ), dn)n
正是对应到 (Homn(X,Y ), dn)n 的链复形:

Homn (X,Y ) =
∏
k∈Z

Hom (Xk, Yn+k)
h=−k ∏

h∈Z

Hom
(
Xh, Y h−n

)
= Hom−n (X,Y ) ,

而 dn 和 d−n 的关联类此. 当然, 对于链复形也有 K(A) 的相应版本.

给定加性范畴之间的加性函子 F : A → B, 对于任意 X,Y ∈ Ob(C(A)), 逐项取 F

给出 C(Ab) 的态射
Hom• (X,Y )→ Hom• (CF (X),CF (Y ))

(fn)n∈Z 7→ (F (fn))n∈Z,

两边同取 H0, 得到 HomK(A)(X,Y ) → HomK(B)(CF (X),CF (Y )). 如是得到函子 KF :

K(A)→ K(B) 使得下图交换

C(A) C(B)

K(A) K(B),

CF

KF

(3.2.4)

其第一行如命题 3.1.8. 这些构造和伴随对是兼容的.
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命题 3.2.11 考虑伴随对 (F,G, ϕ), 其中 F : A B : G 是加性范畴之间的加性
函子, 则

KF : K(A) K(B) : KG

也自然地成为伴随对.

证明 伴随对的资料 ϕ 是一族双射 ϕA,B : HomB(FA,B) ' HomA(A,GB), 对 A 和 B

具函子性. 命题 1.4.3 确保它们是线性的, 由此诱导复形的典范同构

Hom• (CF (X), Y ) ' Hom• (X,CG(Y )) ,

映 (fn)n∈Z 为 (ϕA,B(f
n))n∈Z. 鉴于 (3.2.4), 两边同取 H0 便使 KF 成为 KG 的左

伴随.

3.3 映射锥
本节仍取定加性范畴 A 和相应的复形范畴 C(A).

定义 3.3.1 给定 C(A) 中的态射 f : X → Y , 其映射锥 Cone(f) 定为以下复形

Cone(f)n := Xn+1 ⊕ Y n,

dnCone(f) := 矩阵表法
−dn+1

X 0

fn+1 dnY




Xn+1 Y n

Xn+2

Y n+1

: Xn+1 ⊕ Y n → Xn+2 ⊕ Y n+1,

其中 n ∈ Z. 由于 dnX[1] = −d
n+1
X , 另有简练记法

Cone(f) :=

X[1]⊕ Y,

dX[1] 0

f [1] dY

 .

易证 Cone(f) 仍是复形, 这是以下矩阵计算的结论:−dn+1
X 0

fn+1 dnY

−dnX 0

fn dn−1Y

 =

 dn+1
X dnX 0

−fn+1dnX + dnY f
n dnY d

n−1
Y

 .

例 3.3.2 设 f : X → Y 是 A 中的态射. 将 X,Y 视同 C(A) 的对象 (集中于 0 次项),

则 Cone(f) 无非是复形 [X
f
Y ] (次数为 −1, 0, 其他项全为 0).

以下两则函子性按定义是自明的.
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命题 3.3.3 给定 C(A) 中的交换图表

X X ′

Y Y ′

f

ϕ

f ′

ψ

则
( ϕ[1] 0

0 ψ

)
给出态射 Cone(f)→ Cone(f ′).

命题 3.3.4 设 F : A → A′ 为加性函子, f : X → Y 为 C(A) 中的态射. 相应的函子
CF : C(A)→ C(A′) 在 C(A′) 中满足典范同构

(CF )(Cone(f)) ' Cone(CF (f)).

映射锥可以置入以下的 “三角”, 这是今后一切理论的基础.

定义 3.3.5 考虑 C(A) 中的态射 f : X → Y . 对之可在 C(A) 中构造典范态射

Y
α(f)

Cone(f)
β(f)

X[1],

具体以矩阵表达如下:

α(f)n :=嵌入

 0

idY n

 : Y n → X[1]n ⊕ Y n,

β(f)n :=投影
(
idX[1]n 0

)
: X[1]n ⊕ Y n → X[1]n.

易见它们的确给出 C(A) 中的态射.

以下收集关于映射锥的几条同伦性质. 首先我们说明映射锥可以设想为态射的 “同
伦余核” 或 “同伦核”. 这是同伦论的基本思想在复形层次的体现.

命题 3.3.6 选定 C(A) 中的态射 f : X → Y . 存在典范双射

Hom (Cone(f), T ) {(u, h) : u ∈ Hom(Y, T ), h :从 uf 到 0 的同伦} ,

Hom (T,Cone(f)[−1]) {(v, k) : v ∈ Hom(T,X), k :从 fv 到 0 的同伦} ,

1:1

1:1

其中 T 为 C(A) 的任意对象, Hom := HomC(A). 更具体地说,
� ũ : Cone(f)→ T 的像 (u, h) 满足 u = ũ ◦ α(f),
� ṽ : T → Cone(f)[−1] 的像 (v, k) 满足 v = β(f)[−1] ◦ ṽ.

证明 首先处理 Hom (Cone(f), T ) 的情形. 态射 ũ : Cone(f)→ T 相当于一族 A 中的
态射 hn : Xn+1 → Tn 和 un : Y n → Tn, 其中 n ∈ Z, 所需条件写成矩阵等式

(
hn+1 un+1

)−dn+1
X 0

fn+1 dnY

 = dnT

(
hn un

)
.
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具体展开, 可见它相当于说 u = (un)n : Y → T 是 C(A) 中的态射, 而 h := (hn−1)n 满
足 d−1Hom•(X,T )h = uf . 此即所求的双射; 根据 α(f) 的定义, u = ũ ◦ α(f) 是自明的.

其次, 考虑态射 ṽ : T → Cone(f)[−1]. 这相当于 A 的态射族 vn : Tn → Xn 和
kn : Tn → Y n−1, 所需条件写作 dnX 0

−fn −dn−1Y

vn
kn

 =

vn+1

kn+1

 dnT (n ∈ Z).

它相当于说 v = (vn)n : T → X 是 C(A)中的态射,而 k := (−kn)n 满足 d−1Hom•(T,Y )k =

fv. 根据 β(f) 的定义, v = β(f)[−1] ◦ ṽ 亦属显然.

注记 3.3.7 (同伦余核,同伦核) 由命题 3.3.6 推得: 态射 u : Y → T (或 v : T → X) 满
足 uf (或 fv)零伦当且仅当它通过 α(f) : Y → Cone(f) (或 β(f)[−1] : Cone(f)[−1]→
X) 分解. 这自然让人联想到余核 (或核) 的泛性质, 差别在于:
� 此处以 uf (或 fv) 零伦来替代精确等式 = 0;
� 命题给出的分解 ũ (或 ṽ) 不仅坐实了 uf (或 fv) 零伦这一事实, 还包含了它如何
同伦于 0, 这是更高一阶的资料.

这些性质无法简单地在 C(A) 或 K(A) 中按照初等范畴论的概念来处理; 实际上
K(A) 中鲜少有核或余核. 基于此, Y → Cone(f) 又称 f 的同伦余核, 而 β(f)[−1] :
Cone(f)[−1]→ X 又称 f 的同伦核. 耐人寻味的是映射锥 Cone(f) 及其平移在此意义
下兼具 “余核” 以及 “核” 两种角色.

称 C(A) 中的态射 f 典范地同伦于 g, 如果存在典范的 h 使得 g − f = d−1h; 若 f

典范地同伦于 0, 则称它典范地零伦.

命题 3.3.8 选定加性范畴 A.

(i) 若 f : X → Y 是 C(A) 中的同构, 则 idCone(f) 典范地零伦.

(ii) 对于 C(A) 中的任意态射 f : X → Y , 定义 3.3.5 的态射满足于

β(f) ◦ α(f) = 0,

而 α(f) ◦ f 和 f [1] ◦ β(f) 皆典范地零伦.

证明 首先考虑 (i). 基于映射锥的函子性 (命题 3.3.3), 不妨设 f = idX . 定义

sn :=

0 idXn

0 0

 : Xn+1 ⊕Xn → Xn ⊕Xn−1, n ∈ Z.
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直接计算给出
dn−1Cone(idX)s

n + sn+1dnCone(idX) =−dnX 0

idXn dn−1X

0 idXn

0 0

+

0 idXn+1

0 0

−dn+1
X 0

idXn+1 dnX

 = idXn+1⊕Xn ,

故 s = (sn)n∈Z 使 idCone(idX) 零伦.
接着考虑 (ii). 易见 β(f) ◦ α(f) = 0. 剩下的同伦来自命题 3.3.6: 取 T = Cone(f),

则 ũ := idCone(f) ∈ Hom(Cone(f), T ) 使 α(f) ◦ f 零伦; 取 T = Cone(f)[−1], 则
ṽ := idCone(f)[−1] ∈ Hom(T,Cone(f)[−1])使 f ◦β(f)[−1]零伦,也使 f [1]◦β(f)零伦.

定义 3.3.5 自 f 引出两个新态射 α(f) 和 β(f). 精确到同伦, 它们的映射锥并不产
生新对象; 且从 Cone(α(f)) 入手来说明这点. 首先观察到

Cone(α(f))n = Y n+1 ⊕ Cone(f)n = Y n+1 ⊕Xn+1 ⊕ Y n.

按矩阵写法,

α(α(f)) =


0 0

idX[1] 0

0 idY

 : Cone(f)→ Cone(α(f)),

β(α(f)) =
(
idY [1] 0 0

)
: Cone(α(f))→ Y [1].

引理 3.3.9 对于 C(A) 中的态射 f : X → Y , 用矩阵写法可定义一对态射
−f [1]

idX[1]

0

 : X[1] Cone(α(f))
φ

ψ
:
(
0 idX[1] 0

)
.

它们满足 ψ ◦ φ = idX[1], 使下图在 K(A) 中交换

Cone(f) X[1] Y [1]

Cone(f) Cone(α(f)) Y [1]

idCone(f)

β(f)

φ

−f [1]

idY [1]

α(α(f)) β(α(f))

而且 φ, ψ 在 K(A) 中互逆.

证明 根据之前对 Cone(α(f)) 的描述, dnCone(α(f)) 按矩阵写法表作
−dn+1

Y 0 0

0 −dn+1
X 0

idY n+1 fn+1 dnY

 : Y n+1 ⊕Xn+1 ⊕ Y n → Y n+2 ⊕Xn+2 ⊕ Y n+1.



144 第三章 复形

问题化为在 C(A) 中验证以下断言:

� φ := (φn)n∈Z 和 ψ := (ψn)n∈Z 都是复形之间的态射;

� ψ ◦ φ = idX[1];

� ψ ◦ α(α(f)) = β(f);

� β(α(f)) ◦ φ = −f [1];

� 存在 s = (sn)n∈Z ∈ Hom−1 (Cone(α(f)),Cone(α(f))) 使得 idCone(α(f))−φ ◦ψ =

d−1Hom•(s).

前四条都是初等的. 以矩阵写法取

sn :=


0 0 idY n

0 0 0

0 0 0

 : Cone(α(f))n → Cone(α(f))n−1

则可验证最后一条断言.

至于 β(f) 的情形, 我们稍事修改, 考虑 −β(f)[−1] : Cone(f)[−1]→ X 的映射锥.

定义 3.3.10 对于 C(A) 中的态射 f : X → Y , 其映射柱定为

Cyl(f) := Cone
(
Cone(f)[−1]

−β(f)[−1]
X

)
.

它带有典范态射 X → Cyl(f)→ Cone(f).

映射柱有和映射锥相同形式的函子性 (命题 3.3.3). 鉴于注记 3.3.7, Cyl(f) 可与加
性范畴中的余像相比拟 — 它近乎 “核的余核” (命题 1.3.12), 因此也可以视作 f 的同
伦余像.

具体地说, Cyl(f)n = Cone(f)n ⊕Xn = Xn+1 ⊕ Y n ⊕Xn, 态射 X → Cyl(f) (或
Cyl(f)→ Cone(f)) 是向第三个直和项的嵌入 (或向前两个直和项的投影), 而

dnCyl(f) =

dnCone(f) 0

−β(f)n dnX

 =


−dn+1

X 0 0

fn+1 dnY 0

−idXn+1 0 dnX

 .

引理 3.3.11 对于 C(A) 中的态射 f : X → Y , 可定义一对态射
0

idY
0

 : Y Cyl(f)
φ

ψ
:
(
0 idY f

)
.
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它们满足 ψ ◦ φ = idY , 使下图在 K(A) 中交换

X Y Cone(f)

X Cyl(f) Cone(f)

idX

f

φ

α(f)

idCone(f)

而且 φ, ψ 在 K(A) 中互逆. 进一步, f 分解为 X → Cyl(f)
ψ
Y 的合成.

证明 请读者直接按定义验证 φ 和 ψ 确实给出复形的态射. 只要确立这点, 则
ψ ◦ φ = idY 一望可知. 接着证 φ 和 ψ 在 K(A) 中互逆: 类似于引理 3.3.9, 取

sn :=


0 0 −idXn

0 0 0

0 0 0

 : Xn+1 ⊕ Y n ⊕Xn → Xn ⊕ Y n−1 ⊕Xn−1,

s := (sn)n∈Z,

并且验证 idCyl(f) − φ ◦ ψ = d−1Hom•(s) 即可.

图表右侧方块在 C(A) 中已经交换. 至于左侧方块, 简单观察到 X → Cyl(f)
ψ
Y

合成为 f 便是.

引理 3.3.9 连同引理 3.3.11 表明: 精确到 K(A) 中的同构, 任何态射 f : X → Y 皆
能被一个简单得多的投影 Cone(α(f))[−1]→ Y (或嵌入 X → Cyl(f)) 来替换, 而且此
构造对 f 具函子性. 这在同调代数或同伦论中是一个重要思想.
映射柱在 f = idX 的特例另有妙用, 它可以用来诠释同伦. 对于熟悉同调论的读

者, 一切自有拓扑诠释, 但此处只论其代数版本.

命题 3.3.12 设 X 为 C(A) 的对象, 命 CylX := Cyl(idX). 注意到 CylnX = Xn+1 ⊕
Xn ⊕Xn.

(i) 在 C(A) 中有态射 X CylX X
i0

i1

j , 以矩阵记法对每个 n ∈ Z 定义为

in0 :=


0

0

idXn

 , in1 :=


0

idXn

0

 , jn :=
(
0 idXn idXn

)
,

它们满足 ji0 = idX = ji1, 而且 j 在 K(A) 中的像是同构.
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(ii) 对 C(A) 的任意对象 Y , 我们有双射
(f, g, h) f, g ∈ HomC(A)(X,Y )

h ∈ Hom−1(X,Y )

g − f = d−1Hom•(X,Y )h


1:1 HomC(A) (CylX , Y )

(f, g, h) 7−→ h̃ = (h̃n)n∈Z, h̃
n :=

(
hn gn fn

)
.

特别地, f = h̃i0 而 g = h̃i1.

证明 对于 (i), 注意到 i0 无非是定义 3.3.10 中的典范态射 X → Cyl(idX), 另一方面
i1 则是引理 3.3.11 中的态射 φ : X → Cyl(idX); 引理 3.3.11 的交换图表蕴涵两者在
K(A) 中给出同一个同构.
至于 j, 容易验证 jn+1dnCylX =

(
0 dnX dnX

)
= dnXj

n. 因此 j 确实是态射, 而
ji0 = idX = ji1 是自明的. 既然 i0 和 i1 在 K(A) 中是同构, j 亦然.

对于 (ii), 将 Hom0(CylX , Y ) 的任意元素 h̃ 表作 ((hn, gn, fn))n∈Z, 其中

hn : Xn+1 → Y n, fn : Xn → Y n, gn : Xn → Y n

都是 A 的态射. 省略上标并以矩阵记法来计算

h̃ dCylX =
(
h g f

)
−dX 0 0

idX dX 0

−idX 0 dX

 =
(
−hdX + g − f gdX fdX

)
,

dY h̃ =
(
dY h dY g dY f

)
.

因此 h̃ 是复形的态射当且仅当 f, g ∈ HomC(A)(X,Y ) 而 g − f = hdX + dY h.

注记 3.3.13 映射锥和映射柱当然有同调版本 (见注记 2.2.6): 给定链复形的态射
f : X → Y , 取

Cone(f)n := (X[−1]⊕ Y )n, Cyl(f)n := (X[−1]⊕ Y ⊕X)n,

dCone(f) :=

dX[−1] 0

f [−1] dY

 , dCyl(f) :=


dX[−1] 0 0

f [−1] dY 0

−idX[−1] 0 dX

 .

本节所有陈述都能移植到链复形的情形, 特别地, 存在典范态射

X
f
Y

α(f)
Cone(f)

β(f)
X[−1], X → Cyl(f)→ Cone(f).
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3.4 相反范畴上的复形
选定加性范畴 A. 本节旨在沟通 A 和 Aop 上的复形. 由于涉及 Aop 的函子经常出

现, 譬如 Hom 函子, 这一工序尽管简单却是必要的, 而其中涉及的一些正负号也需要适
度的留意. 建议初学的读者略过本节, 或者先大致地浏览.
以下内容分成三个面向: 复形, 同伦, 映射锥. 尔后将探讨的导出范畴版本 (命题

4.4.16) 是这些结果的直接应用. 回忆到若 f : X → Y 是 A 中的态射, 则 fop 代表 Aop

中对应的态射 Y → X.

定义–命题 3.4.1 加性范畴的同构 σ : C(Aop)→ C(A)op 定义如下: 对于 C(Aop) 的对
象 X, 在 A 中定义

(σX)n := X−n, dnσX = (−1)n+1
[
d−n−1,op
X : (σX)n → (σX)n+1

]
, n ∈ Z.

对于 C(Aop) 的态射 f = (fn : Xn → Y n)n, 其像 σf 取作 C(A) 的态射

(σf)n :=
(
f−n

)op
: (σY )n → (σX)n,

亦即 C(A)op 的态射 σX → σY . 对所有 m ∈ Z, 存在自然同构

sm : σ ◦ [m]
∼→ [−m] ◦ σ,

左式的 [−m] 视同从 C(A)op 到自身的函子 (严格写法应是 [−m]op).

证明 将 sm 逐步化到 m = 1 情形. 定义 s1 = (s1,X)X 如下. 对每个 n, 取

sn1,X : σ(X[1])n = X1−n X1−n = (σX)[−1]n.∼

(−1)n−1

(3.4.1)

一切归结为 sn+1
1,X d

n
σ(X[1]) = −d

−n−1,op
X[1] = d−n,op

X = (−1)ndn−1σX = dn(σX)[−1]s
n
1,X .

由于 n(n + 1) ≡ 0 (mod 2), 函子 σ 操作两次返回自身, 故它确实是范畴之间的
同构.

注记 3.4.2 当 A 是 Abel 范畴时, d•σX 带的正负号并不改变定义 2.2.5 介绍的上同调;
因此 H−n(σX) ∈ Ob(A) 对应到 Hn(X) ∈ Ob(Aop).

接着探讨 σ 和同伦的关系.

命题 3.4.3 以上定义的 σ 诱导加性范畴的等价 K(Aop)
∼→ K(A)op.
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证明 选定 C(Aop) 的对象 X,Y . 对于 f = (fk)k ∈ Hom−1C(Aop)(X,Y ), 用以下词典在
A 中定义对应的 σf ∈ Hom−1C(A)(σY, σX):

范畴 态射

Aop Xk
(−1)k+1fk

Y k−1 dk−1Y fk + fk+1dkX (d−1f)k

A (σY )−k+1
(σf)−k+1

(σX)−k (σf)−k+1d−kσY + d−k−1σX (σf)−k d−1(σf)−k

这便足以说明 HomK(Aop)(X,Y )
∼→ HomK(A)(σY, σX) = HomK(A)op(σX, σY ).

最后, 我们通过之前构造的 σ 和同构族 (sm)m 来比较 C(A) 和 C(Aop) 的映射锥.
这部分的细节是比较琐碎的.

命题 3.4.4 对于 C(Aop) 中的任意态射 f : X → Y , 在 C(A) 中3)有交换图表

σ (X[1]) σ (Cone(f)) σY σX

(σX)[−1] Cone(σ(f))[−1] σY σX

σ(β(f))

s1,X

σ(α(f))

θ

σ(f)

id id

α(σ(f))[−1] β(σ(f))[−1] σ(f)

其中 θ 是一个典范同构, 而 s1,X 是定义–命题 3.4.1 给出的同构.

证明 倘若将 Cone(f) 换作 X[1]⊕Y , 断言则是容易的, 所求同构取 (s1,X , idσY ) 即可.
这里的麻烦在于 dCone(f) 的矩阵有非对角项 f [1]. 尽管如此, 我们还是循相同方法, 以
(3.4.1) 来对每个 n ∈ Z 定义同构

θn : σ (Cone(f))n = σ (X[1])
n ⊕ (σY )n

∼
(s1,X ,id)n=((−1)n−1id,id)

(σX)[−1]n ⊕ (σY )n
换位

((σY )⊕ (σX)[−1])n ,

而 A 的态射 dnσ(Cone(f)) 按此对应到dnσY 0

∗ dn(σX)[−1]

 : ((σY )⊕ (σX)[−1])n → ((σY )⊕ (σX)[−1])n+1
.

如证明开头所述, 对角项不成问题, 重点在于确定矩阵的左下角元素. 基于定义–命题
3.4.1, 它等于 (−1)n+1 乘以 A 中的合成态射

(σY )n (σ(X[1]))n+1 (σX)[−1]n+1

Y −n X−n X−n

∼

(f−n)op sn+1
1,X =(−1)n

3)此处的 α(·) 和 β(·) 都是相对于 C(A) 来定义的. 若在 C(A)op 中考量, 则图表的箭头须倒转.
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的产物, 亦即 −σ(f)n. 由此可见
θ := (θn)n∈Z : σ(Cone(f)) ∼→ Cone(σ(f))[−1]

确实是 C(A) 中的同构. 一旦确立这点, 交换性的验证便没有本质困难.

毋庸赘言, 本节的结果也适用于链复形, 并且可以推广到 A 为 k-线性的情形.

3.5 双复形
本节依然取 A 为加性范畴. 约略地说, 双复形可以设想为复形的二维版本, 带有

纵, 横两个方向的微分态射.

定义 3.5.1 (双复形) 加性范畴 A 上的双复形意谓 A 中的一族对象 (Xp,q)(p,q)∈Z2 , 连
同态射 ▷dp,q : Xp,q → Xp+1,q 和 △dp,q : Xp,q → Xp,q+1, 满足于

▷dp+1,q▷dp,q = 0, △dp,q+1△dp,q = 0, ▷dp,q+1△dp,q = △dp+1,q▷dp,q.

上述资料照例简记为 (X•,•,▷d, △d), X•,• 或 X.

关于 ▷d, △d 的条件可简写为
▷d2 = 0, △d2 = 0, ▷d△d = △d▷d.

定义 3.5.2 给定加性范畴 A, 从双复形 X 到 Y 的态射意谓一族态射

f = (fp,q : Xp,q → Y p,q)(p,q)∈Z2 ,

使得对所有 p, q 都有

▷dp,qY fp,q = fp+1,q▷dp,qX , △dp,qY fp,q = fp,q+1△dp,qX .

上述关系可以简写为 ▷dY f = f▷dX 和 △dY f = f△dX .

一如命题 3.1.5 的情形, 这些定义使 A 上的所有双复形构成加性范畴 C2(A).
双复形 X 形象地表作

...
...

· · · Xp,q+1 Xp+1,q+1 · · ·

· · · Xp,q Xp+1,q · · ·

...
...

▷dp,q

△dp,q
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每行 (X•,q, d•,q) 和每列 (Xp,•, dp,•) 都是复形. 因此双复形可以按列或按行收纳.

定义 3.5.3 加性函子 FI : C2(A) → C(C(A)) 定义如下: 对于双复形 X, 取 (FIX)p =

Xp,• 而 dpFIX
= ▷dp,• : (FIX)p → (FIX)p+1. 类似地, 按 (FIIX)q = X•,q 和 dqFIIX

=
△d•,q 定义加性函子 C2(A)→ C(C(A)). 此处 p, q ∈ Z.

定义 3.5.2 蕴涵 FI, FII 都是加性范畴之间的同构. 示意如下:

...

(FIIX)q · · · Xp,q · · ·

...

· · · (FIX)p · · ·

dqFIIX

:= ▷dp,q

△dp,q

dpFIX
:=

(3.5.1)

定义 3.5.4 (全复形) 设 A 具有可数余积, 以直和符号
⊕
标记, 而 X 是 C2(A) 的对

象. 定义 A 上的复形 tot⊕(X) 如下:
� tot⊕(X)n :=

⊕
p+q=nX

p,q,
� dn : tot⊕(X)n → tot⊕(X)n+1 拉回到 Xp,q 等于 ▷dp,q + (−1)p△dp,q.

省略上标, 按定义写出 d2 : Xp,q → Xp+2,q ⊕Xp+1,q+1 ⊕Xp,q+2 可得

d2 =
(▷d2, (−1)p▷d△d+ (−1)p+1△d▷d, △d2

)
= (0, 0, 0).

在函子 tot⊕ 的构造中以积
∏ 代余积, 可以类似地得到 totΠX ∈ Ob(C(A)), 前提

是所论的积存在. 此处 dn : totΠ(X)n → totΠ(X)n+1 的定义和 tot⊕ 情形神似: 我们要
求 dn−1 投影到 Xp,q 等于

totn−1Π (X)
投影

Xp−1,q ⊕Xp,q−1 (▷dp−1,q,(−1)p△dp,q−1)
Xp,q

的合成; 同理可证 d2 = 0. 不致混淆时, tot⊕X 和 totΠX 都被称为 X 的全复形.
以下性质应当是自明的.

命题 3.5.5 在相应的条件下, tot⊕ 和 totΠ 都是从 C2(A) 到 C(A) 的加性函子.

在全复形的定义中, 上标 p 和 q 乍看并不对称. 为了消除这个错觉, 以下来定义
C2(A) 的加性自同构 swap, 使得 swap(X)p,q = Xq,p, 并且互换 ▷d 和 △d. 即将与之
搭配的还有符号 (−1)pq, 它和 [51, 定义–定理 7.4.4] 的 Koszul 符号律本质上是同一套
机制.
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命题 3.5.6 对每个 (p, q) ∈ Z2 和 C2(A) 的对象 X, 定义一族同构

rp,qX := (−1)pqidXp,q : Xp,q → swap(X)q,p.

� 设 A 有可数余积, 则 (rp,qX )(p,q)∈Z2 诱导同构 rX : tot⊕(X)
∼→ tot⊕(swap(X)).

� 设 A 有可数积, 则 (rp,qX )(p,q)∈Z2 诱导同构 rX : totΠ(X)
∼→ totΠ(swap(X)).

证明 对所有 (p, q) ∈ Z2, 图表

Xp,q Xp+1,q ⊕Xp,q+1

Xp,q Xp+1,q ⊕Xp,q+1

(−1)pq id

(▷d,(−1)p△d)

((−1)(p+1)q id,(−1)p(q+1)id)

((−1)q▷d,△d)

交换, 故 rX 确为复形之间的态射.

在关于 tot⊕X (或 totΠX) 的定义中, 可数余积 (或积) 的存在条件可以适当弱化:
如果对所有 n, 至多仅有有限个 (p, q) 满足 p + q = n 而 Xp,q 6= 0, 则全复形定义中的
余积 (或积) 化为有限直和. 这时可将两种全复形统一记为 tot(X). 定义 3.10.1 之后将
有进一步的讨论.

注记 3.5.7 准此要领, 对任何 k ∈ Z≥1 皆可定义 k 重复形为资料

(Xp1,...,pk ∈ Ob(A))p1,...,pk∈Z ,
1d, . . . , kd,

其中 idp1,...,pk : Xp1,...,pk → Xp1,...,pi+1,...,pk , 而
id2 = 0, idjd = jdid (省略上标).

全体 k 重复形构成加性范畴 Ck(A). 按定义 3.5.3 的方式还可以定义一族加性函子
Fi : Ck(A)→ C(Ck−1(A)) 使得每个 Fi 都是范畴等价 (k ≥ 2 而 i = 1, . . . , k).

在此情形下, 假设 A 有可数余积或积, 则可依样画葫芦地定义全复形函子

tot⊕ 或 totΠ : Ck(A)→ C(A).

细节与双复形的情形无异, 毋须赘述.

定义从 C2(A) 到自身的同构 [m]I := F−1I ◦ [m] ◦ FI 和 [m]II := F−1II ◦ [m] ◦ FII, 分
别对应到双复形的横向和纵向平移. 对所有 a, b ∈ Z 都有 [a]I[b]II = [b]II[a]I. 现在来研
究这些函子对全复形的影响, 以及它们和自同构 swap 的关系.

命题 3.5.8 对所有 X ∈ Ob(C2(A)) 和 (p, q) ∈ Z2, 记标准嵌入 Xp,q ↪→ tot⊕(X)p+q

为 ιp,q. 对所有 n ∈ Z, 定义
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� θnX : tot⊕ (X[1]I)
n → tot⊕ (X) [1]n, 使得它拉回到 X[1]p,qI = Xp+1,q 上等于

ιp+1,q;

� (θ′X)n : tot⊕ (X[1]II)
n → tot⊕ (X) [1]n, 使得它拉回到 X[1]p,qII = Xp,q+1 上等于

(−1)pιp,q+1.

则它们给出 C(A) 中的典范同构

θX = (θnX)n : tot⊕ (X[1]I)
∼→ tot⊕ (X) [1],

θ′X = ((θ′X)n)n : tot⊕ (X[1]II)
∼→ tot⊕ (X) [1],

连同反交换图表 (亦即: 两路合成差一个负号)

tot⊕ (X[1]I[1]II) tot⊕ (X[1]II) [1]

tot⊕ (X[1]I) [1] tot⊕(X)[2]

θX[1]II

θ′X[1]I θ′X [1]

θX [1]

和交换图表

tot⊕ (X[1]I[1]II) tot⊕(X)[2]

tot⊕ (swap(X)[1]I[1]II) tot⊕ (swap(X)) [2],

先 θ 后 θ′

rX[1]I[1]II rX [2]

先 θ′ 后 θ

其中 r 的定义如命题 3.5.6. 若以 totΠ 代 tot⊕, 仍然有同样的 θX , θ′X 连同相应的反交
换图表.

证明 直接按全复形的定义 3.5.4 和平移函子的定义 3.1.6 来验证 θX 和 θ′X 是复形的
态射, 细节繁而不难. 反交换图表则归结为如下观察: 图表

Xp+1,q+1 Xp+1,q+1

Xp+1,q+1 Xp+1,q+1

(−1)pid

id

(−1)p+1id

id

反交换.
现在考虑关于交换图表的断言. 选定 (p, q) ∈ Z2, 将两路合成拉回到 (X[1]I[1]II)

p,q

作比较. 先前已说明先 θ 后 θ′ (对 X) 和先 θ′ 后 θ (对 swap(X)) 分别给出

(−1)p+1, (−1)q ∈ Aut(Xp+1,q+1) (省略 id).

另一方面, rX[1]I[1]II 和 rX [2] 拉回 Xp+1,q+1 分别是 (−1)pq 和 (−1)(p+1)(q+1). 然而
(p+ 1)(q + 1)− pq ≡ (p+ 1)− q (mod 2). 明所欲证.
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作为上述反交换图表的简单推广, 请读者证明对于所有 a, b ∈ Z, 按两种方式
定义的

tot⊕(X[a]I[b]II) ⇒ tot⊕(X)[a+ b]

(先 θ 后 θ′ 和先 θ′ 后 θ) 相差 (−1)ab; 另一方面, 上述交换图表对 X[a]I[b]II 仍然成立.
以 totΠ 代 tot⊕ 亦同.
双复形的主要应用场景之一是关于双函子的研究. 何谓双函子?

约定 3.5.9 形如 F : A1 × A2 → B 的函子称为双函子. 一旦选定对象 Xi ∈ Ob(Ai),
便得到单变元函子 F (X1, ·) : A2 → B 和 F (·, X2) : A1 → B. 由此可以谈论 F 对各个
变元的加性, 正合性等诸多概念.

定义–命题 3.5.10 设 A1, A2, B 为加性范畴, 而且双函子 F : A1 ×A2 → B 对每个变
元都是加性的, 此时有相应的函子

C2F : C(A1)× C(A2) C2(B)

(X,Y ) (F (X,Y ))p,q := F (Xp, Y q),

▷dp,q = F (dpX , id) , △dp,q = F (id, dqY ) .

因此, 在 B 有可数余积或可数积的前提下, 可分别定义

C⊕F := tot⊕ ◦C2F : C(A1)× C(A2)→ C(B),
CΠF := totΠ ◦C2F : C(A1)× C(A2)→ C(B).

如果所论的 tot⊕ 和 totΠ 仅涉及有限直和, 则 C⊕ = CΠ 相等.

证明 双复形的条件 ▷d△d = △d▷d 是双函子定义的直接应用, 其余皆属显然.

双复形范畴中也有同伦的概念. 设 f, g : X → Y 是 C2(A) 中的一对态射, 则从 f

到 g 的同伦是指满足以下条件的两族态射

Y p−1,q Xp,q

Y p,q−1

hp,q

kp,q (p, q) ∈ Z2,

△dp−1,qhp,q = hp,q+1△dp,q, ▷dp,q−1kp,q = kp+1,q▷dp,q,

gp,q − fp,q = ▷dp−1,qhp,q + hp+1,q▷dp,q + △dp,q−1kp,q + kp,q+1△dp,q.

这是合理的: 从 △dh = h△d, ▷dk = k▷d和双复形的定义, 容易检查 ▷dh+h▷d+△dk+

k△d 总是给出 C2(A) 的态射.
双复形的同伦反映在全复形上. 详言之, 一旦有 (hp,q, kp,q)p,q∈Z, 便可以定义

ĥ ∈ Hom−1 (tot⊕(X), tot⊕(Y )), 使 ĥ 拉回到直和项 Xp,q 上等于

(hp,q, (−1)pkp,q) : Xp,q → Y p−1,q ⊕ Y p,q−1,
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这将使 tot⊕(g)− tot⊕(f) = d−1ĥ; 以相同手法处理 totΠ.
综上, 从双复形的同伦关系可以定义 K2(A) 连同函子 C2(A) → K2(A), 而在可数

余积 (或积) 存在的前提下, 函子 tot⊕ (或 totΠ) 下降为 K2(A)→ K(A).
回到加性范畴之间的双函子 F : A1 ×A2 → B, 要求它对每个变元都是加性的. 以

下是 (3.2.4) 的双函子版本.

命题 3.5.11 取双函子 F 如上, 则 C2F 分解为 K2F : K(A1)× K(A2)→ K2(B).
同理, C⊕F 或 CΠF 分解为 K(A1) × K(A2) → K(B), 分别记为 K⊕F 或 KΠF , 前

提是函子 C⊕F 或 CΠF 有定义.

证明 以 C⊕F 的情形为例, 问题在于对 C(A1) 的零伦态射 f1 = d−1g : X1 → Y1

和 C(A2) 的任意态射 f2 : X2 → Y2 说明对应的 (C2F )(f1, f2) : C2F (X1, X2) →
C2F (Y1, Y2) 零伦. 显然的取法是 hp,q := F (gp, fq2 ) 和 kp,q := 0; 因为 f2 是态射, h 的
确与 △d = F (id, d) 交换. 对第二个变元也类似地处理.

命题 3.5.8 给出典范同构

C⊕F (X[1], Y ) ' C⊕F (X,Y )[1] ' C⊕(X,Y [1]),

K⊕F (X[1], Y ) ' K⊕F (X,Y )[1] ' K⊕(X,Y [1]).

以 Π 代 ⊕ 亦同.

例 3.5.12 (Hom双复形) 考虑双函子 Hom(·, ·) : Aop × A → Ab, 它映对象 (S, T ) 为
HomA(S, T ). 以下说明 Hom 复形 Hom•(X,Y ) 典范地同构于合成函子

C(A)op × C(A)
(σ−1,id)

C(Aop)× C(A)
CΠ Hom(·,·)

C(Ab)

在对象 (X,Y ) 处的取值, 其中的 σ 如定义–命题 3.4.1.
为此, 我们首先考虑从 A×Aop 到 Ab 的双函子 F (T, S) = HomA(S, T ), 以及

C(A)× C(A)op (id,σ−1)
C(A)× C(Aop)

C2F C2(Ab).

设 X,Y ∈ Ob(C(A)). 称对象 (Y,X) 在上述合成函子之下的像 Hom•,•(X,Y ) 为 Hom
双复形. 鉴于显然的交换图表

C(A)op × C(A) C(Aop)× C(A) C2(Ab)

C(A)× C(A)op C(A)× C(Aop) C2(Ab)

' 对调

(σ−1,id) C2 Hom(·,·)

' 对调 swap

(id,σ−1) C2F

和命题 3.5.6, 原问题归结为证 totΠ Hom•,•(X,Y ) 典范地同构于 Hom•(X,Y ).
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细观定义可见
Homp,q(X,Y ) = HomA

(
X−q, Y p

)
,

▷dp,q = (dpY )∗ : HomA
(
X−q, Y p

)
→ HomA

(
X−q, Y p+1

)
,

△dp,q = (−1)q+1(d−q−1X )∗ : HomA
(
X−q, Y p

)
→ HomA

(
X−q−1, Y p

)
.

现在来确定 totΠ Hom•,•(X,Y ). 首先,

(totΠ Hom•,•(X,Y ))
n
=

∏
p+q=n

HomA
(
X−q, Y p

)
=
∏
k∈Z

Hom
(
Xk, Y k+n

)
(代入 k = −q), 此即 Homn(X,Y ). 下一步描述 dntotΠ Hom•,•(X,Y ): 它在 Homn+1(X,Y )

中的第 (p, q) 个坐标 (p+ q = n+ 1) 来自

Homp−1,q(X,Y ) Homp,q(X,Y )

Homp,q−1(X,Y ).

▷dp−1,q

(−1)p△dp,q−1

水平箭头是 (dp−1Y )∗, 而垂直箭头是 (−1)p+q(d−qX )∗ = −(−1)n(d−qX )∗. 和 Hom 复形的
定义 3.2.1 比较, 立见 totΠ Hom•,•(X,Y ) = Hom•(X,Y ). 明所欲证.

最后, 若 A 是 k-线性的, 则 Hom•,•(X,Y ) 升级为映至 C2(k-Mod) 的函子.

3.6 Abel范畴上的复形
本节设 A 为 Abel 范畴. 一如既往, 本节关于加性的陈述都能推广到 A 为 k-线性

的情形.
对 Abel 范畴上的复形 X 可以探讨上同调 (定义 2.2.5). 回忆到 [n] 不仅平移复形

的上标, 还将 d•X 乘上符号 (−1)n, 但后者并不改变各个 dX 的核与像. 由此得到

Hk (X[n]) = Hn+k (X) , k, n ∈ Z.

命题 3.1.5 已确保 C(A) 为加性范畴. 以下说明它还是 Abel 范畴.

命题 3.6.1 范畴 C(A) 是 Abel 范畴. 确切地说, 对所有 X,Y ∈ Ob(C(A)), 我们有
X ⊕ Y = (Xn ⊕ Y n, (dnX , dnY ))n∈Z, 而对于任何态射 f : X → Y , 可取

ker(f)n = (ker(fn))n∈Z , coker(f)n = (coker(fn))n∈Z ,
im(f)n = (im(fn))n∈Z , coim(f)n = (coim(fn))n∈Z .

设 C(A) 的态射 f 和 g 可合成且 gf = 0, 则 H := H
[
X

f
Y

g
Z

]
是以下复形:
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� 第 n 次项为 Hn := H
[
Xn

fn

Y n
gn

Zn

]
,

� 态射 dnH : Hn → Hn+1 由 dnX , dnY 连同 H[· · · ] 的函子性 (命题 2.2.2) 确定.

作为推论, X
f
Y

g
Z 正合当且仅当 Xn

fn

Y n
gn

Zn 对每个 n ∈ Z 皆正合.

证明 命题 3.1.5 业已说明如何以从复形到分次对象的忘却函子 U : C(A) → AZ 将所
需的 lim−→ 和 lim←− 逐次地化到 A 上; 根本在于 U 生 lim−→ 和 lim←− (引理 3.1.4). 这就给出关
于 X ⊕ Y 和 ker(f), coker(f) 等等的逐次构造.

特别地, 根据刻画 (1.2.1), 典范态射 coim(f) → im(f) 由 A 中的 coim(fn) →
im(fn) 给出. 逐次同构即复形同构. 综上, C(A) 的态射皆严格. 故 A 是 Abel 范畴. 对
于 H[X → Y → Z] 的描述也是类似处理.

注记 3.6.2 同理可证双复形范畴 C2(A), 乃至 k 重复形范畴 Ck(A) 仍是 Abel 范畴,
其中 k ∈ Z≥1; 见注记 3.5.7.

接着考察 C(A) 中的态射 f : X → Y , 命题 2.2.2 对每个 n ∈ Z 唯一地确定
Hn(f) : Hn(X)→ Hn(Y ), 使得下图交换:

ker(dnX) Hn(X) coker(dn−1X )

ker(dnY ) Hn(Y ) coker(dn−1Y ).

由 f 诱导 Hn(f) 由 f 诱导 (3.6.1)

对给定的态射 X
f
Y

g
Z, 此刻画即刻给出 Hn(gf) = Hn(g)Hn(f); 此外

Hn(idX) = idHn(X).

命题 3.6.3 (上同调作为函子) 对所有 n ∈ Z, 上述定义给出加性函子 Hn : C(A)→ A.

证明 性质 Hn(gf) = Hn(g)Hn(f) 和 Hn(id) = id 直接来自 (3.6.1) 的刻画; 同理可得
Hn(f1 + f2) = Hn(f1) +Hn(f2) 以及 Hn(tf) = tHn(f), 若 A 是 k-线性的而 t ∈ k.

复形之间的短正合列自动诱导上同调的长正合列, 这是长正合列在同调论中最初
等的形式.

命题 3.6.4 (短正合列诱导长正合列) 设 0 → X
f
Y

g
Z → 0 是 C(A) 中的短正合

列, 则基于定理 2.3.3 可导出 A 中的典范正合列
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· · · Hn−1(Y ) Hn−1(Z)

Hn(X) Hn(Y ) Hn(Z)

Hn+1(X) Hn+1(Y ) · · ·

Hn−1(g)

δn−1

Hn(f) Hn(g)

δn

Hn+1(f)

它具备如下的函子性: 若有 C(A) 中的行正合交换图表

0 X Y Z 0

0 X Y Z 0

则它们给出交换图表

· · · Hn(X) Hn(Y ) Hn(Z) Hn+1(X) · · ·

· · · Hn(X) Hn(Y ) Hn(Z) Hn+1(X) · · · .

证明 对每个 n ∈ Z 皆有正合列 coker(dnX)→ coker(dnY )→ coker(dnZ)→ 0: 对

0 Xn−1 Y n−1 Zn−1 0

0 Xn Y n Zn 0

取定理 2.3.3 之正合列的 coker 部分便是. 类似道理, 也有正合列 0 → ker(dnX) →
ker(dnY )→ ker(dnZ). 它们可以置入行正合的交换图表

coker(dn−2X ) coker(dn−2Y ) coker(dn−2Z ) 0

0 ker(dnX) ker(dnY ) ker(dnZ)

(3.6.2)

垂直箭头分别由 dn−1X , dn−1Y , dn−1Z 诱导, 具有形如 coker(dn−2)
dn−1

� im(dn−1) ↪→
ker(dn) 的满–单分解 (省略下标).

根据引理 1.3.11 (iii), 可从 coker(dn−2) � im(dn−1) 确定 (3.6.2) 中垂直箭头的核,
再由 (2.2.2) 依序得到 Hn−1(X), Hn−1(Y ), Hn−1(Z); 同理, 从 im(dn−1) ↪→ ker(dn) 确
定垂直箭头的余核, 则依序得到 Hn(X), Hn(Y ) 和 Hn(Z). 应用定理 2.3.3 以得出连接
态射 δn−1 : Hn−1(Z) → Hn(X) 和长正合列中涉及 Hn 和 Hn−1 的项. 应用注记 2.3.2
可得函子性.
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定义 3.6.5 (拟同构) 设 f : X → Y 为 C(A) 中的态射. 若 Hn(f) 对所有 n ∈ Z 皆为同
构, 则称 f 为拟同构.

命题 3.6.6 设 f : X → Y 为 C(A) 的态射, n ∈ Z. 若 f 零伦, 则 Hn(f) = 0.

证明 取 h ∈ Hom−1(X,Y ) 使得 f = dY h + hdX . 合成态射 ker(dnX) ↪→ Xn
hn+1dnX

Y n 为 0, 另一方面 dn−1Y hn 通过 im(dn−1Y ) 分解. 两者搭配给出 Hn(f) = 0.

推论 3.6.7 对所有 n ∈ Z, 上同调函子 Hn : C(A) → A 唯一地通过 K(A) 分解. 故拟
同构的概念可以扩及 K(A) 的态射. 若 f : X → Y 在 K(A) 中为同构, 则 f 是拟同构.

证明 结合命题 3.2.9 和 3.6.6.

3.7 映射锥和长正合列
长正合列是同调代数的主要工具, 本节旨在比较从短正合列构造长正合列的三种

方法. 精确到一些正负号, 它们殊途同归. 以下取 A 为 Abel 范畴.

命题 3.7.1 设 f : X → Y 为 C(A) 中的态射. 令 α(f), β(f) 如定义 3.3.5, 则

0→ Y
α(f)

Cone(f)
β(f)

X[1]→ 0

是 C(A) 中的正合列.

证明 回忆 α(f) 和 β(f) 的定义. 既然正合性可以逐次检验 (命题 3.6.1), 断言遂
归结为

0→ Y n
(0,id)

Xn+1 ⊕ Y n
投影

Xn+1 → 0,

对每个 n ∈ Z 的正合性, 此即命题 2.2.7 的内容.

给定 C(A) 中的态射 f : X → Y , 命题 3.7.1 的短正合列连同命题 3.6.4 给出 A 中
的长正合列

· · · → Hn(Y )
Hn(α(f))

Hn(Cone(f))
Hn(β(f))

Hn(X[1])

=Hn+1(X)

ξn

Hn+1(Y )→ · · · (3.7.1)

标为 ξn 者是诱导自短正合列的连接态射; 推论 3.7.5 将证明 ξn 无非是 Hn+1(f) :

Hn+1(X) → Hn+1(Y ), 所以映射锥的长正合列 (3.7.1) 其每段都是明确的, 都来自 f ,
α(f) 和 β(f).

下述结果则从另一个方向表明: 从 C(A) 中任意短正合列出发, 也可以自然地和映
射锥建立联系. 方式分两种.
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引理 3.7.2 给定 C(A) 中的短正合列 0→ X
f
Y

g
Z → 0, 则

Φ := (0, g) : Cone(f)→ Z, Φ′ := (f [1], 0) : X[1]→ Cone(g)

皆是复形之间的拟同构, 它们具有以下性质:

(i) Φ ◦ α(f) = g 而 β(g) ◦ Φ′ = f [1],

(ii) α(g)Φ + Φ′β(f) : Cone(f)→ Cone(g) 典范地零伦.

证明 端详 C(A) 的交换图表

0 X X 0 0

0 X Y Z 0

idX

idX f

f g

0 X Y Z 0

0 0 Z Z 0

f

g

g

idZ

idZ

每一行皆正合; 映射锥的函子性 (命题 3.3.3) 遂给出 C(A) 中的态射

0 Cone (idX) Cone
(
X

f
Y

)
Cone (0→ Z) 0

0 Cone(X → 0) Cone
(
Y

g
Z

)
Cone (idZ) 0

(3.7.2)
逐次考察, 并利用前述交换图表及映射锥的定义, 可见 (3.7.2) 每行皆正合. 此外, 容易
看出 Cone(f)→ Cone(0→ Z) ' Z (或 X[1] ' Cone(X → 0)→ Cone(g)) 即是 Φ (或
Φ′). 一旦知道它们是复形的态射, (i) 的等式便是自明的.

对 (3.7.2) 应用命题 3.6.4, 便对每个 n ∈ Z 得到正合列

Hn (Cone(idX))→ Hn (Cone(f))
Hn(Φ)

Hn(Z)→ Hn+1 (Cone(idX)) ,

Hn−1 (Cone(idZ))→ Hn(X[1])
Hn(Φ′)

Hn (Cone(g))→ Hn (Cone(idZ)) .

引理 3.3.8 (i) 和命题 3.6.6 表明左右端点项皆为 0, 故 Φ 和 Φ′ 是拟同构.
最后验证 (ii). 按照 Cone(f)n = Xn+1 ⊕ Y n 和 Cone(g)n = Y n+1 ⊕ Zn 将态射写

成矩阵

Z

Cone(f) Cone(g)

X[1]

α(g)

(
0
id

)
Φ

(
0 g

)

β(f)(
id 0

) Φ′ (
f [1]
0

)
, α(g)Φ + Φ′β(f) =

f [1] 0

0 g

 .
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另外取 s = (sn)n ∈ Hom−1 (Cone(f),Cone(g)) 为

sn :=

0 idY n

0 0

 : Xn+1 ⊕ Y n → Y n ⊕ Zn−1,

这也是唯一合理的取法. 直接的矩阵计算表明 dn−1Cone(g)s
n + sn+1dnCone(f) 等于−dnY 0

gn dn−1Z

0 idY n

0 0

+

0 idY n+1

0 0

−dn+1
X 0

fn+1 dnY

 =

fn+1 0

0 gn

 .

故 α(g)Φ + Φ′β(f) 确实零伦.

综上, 从 C(A) 中的短正合列 0→ X
f
Y

g
Z → 0 出发, 有三种方式在 A 中导

出长正合列
· · · Hn−1(Y ) Hn−1(Z)

Hn(X) Hn(Y ) Hn(Z)

Hn+1(X) Hn+1(Y ) · · · .

(A) 直接应用命题 3.6.4 得到长正合列

· · · Hn(Y ) Hn(Z) Hn+1(X) Hn+1(Y ) · · ·
Hn(g) δn Hn+1(f)

(B) 应用引理 3.7.2 的拟同构 Φ : Cone(f)→ Z, 配合 (3.7.1) 得出交换图表

· · · Hn(Y ) Hn (Cone(f)) Hn(X[1]) Hn+1(Y ) · · ·

· · · Hn(Y ) Hn(Z) Hn+1(X) Hn+1(Y ) · · ·

Hn(α(f)) Hn(β(f))

Hn(Φ)

Hn(g) ηn ξn

其中
� ηn := Hn(β(f))Hn(Φ)−1,
� ξn 是 (3.7.1) 中的连接态射 Hn+1(X) = Hn(X[1])→ Hn+1(Y ).

已知第一行正合, 故第二行亦然.
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(C) 同上, 但改用引理 3.7.2 的拟同构 Φ′ : X[1]→ Cone(g), 得到交换图表

· · · Hn(Z) Hn (Cone(g)) Hn(Y [1]) Hn+1(Z) · · ·

· · · Hn(Z) Hn(X[1]) Hn+1(Y ) Hn+1(Z) · · ·

Hn(α(g)) Hn(β(g))

(η′)n Hn(f [1])

Hn(Φ′)'

(ξ′)n

其中
� (η′)n := Hn(Φ′)−1 Hn(α(g)),
� (ξ′)n 来自 (3.7.1) (以 g 代 f) 中的连接态射 Hn+1(Y ) = Hn(Y [1]) →
Hn+1(Z).

已知第一行正合, 故第二行亦然.

这三种长正合列有何异同? 我们先来陈述结论.

� 构造 (A) 和 (B) 仅差一些负号: 命题 3.7.3 将说明 ηn = −δn, 而推论 3.7.5 则蕴
涵 ξn = Hn+1(f).

� 构造 (A) 和 (C) 的产物相同: 推论 3.7.4 将基于 (B) 的结果来说明 (η′)n = δn,
而推论 3.7.5 蕴涵 (ξ′)n = Hn+1(g).

� 因此 (B) 和 (C) 仅在连接态射 Hn(Z)→ Hn+1(X) 处差一个负号, 这点可由三角
范畴的旋转公理 (TR3) 得到解释, 详见之后的命题 4.4.7.

接着着手来确立这些关系.

命题 3.7.3 在上述场景中, ηn = −δn 对所有 n ∈ Z 皆成立.

证明 以下论证取自 [23, Proposition 12.3.6]. 由于论证比较曲折, 敬邀读者先尝试
A = R-Mod 的具体情形, 其中 R 是环; 图追踪 [51, §6.8] 的办法对之给出直截了当的
证明.

对于一般的 Abel 范畴 A, 首先选定 n ∈ Z, 取纤维积

S := coker(dn−1Y ) ×
coker(dn−1

Z )

Hn(Z).

连接同态 δn 如何构造? 它是施 (2.3.2) 于 (3.6.2) 的图表

coker(dn−1X ) coker(dn−1Y ) coker(dn−1Z ) 0

0 ker(dn+1
X ) ker(dn+1

Y ) ker(dn+1
Z )
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的产物, 在此调整为

S Hn(Z)

coker(dn−1Y ) coker(dn−1Z )

ker(dn+1
X ) ker(dn+1

Y ) ker(dn+1
Z )

Hn+1(X)

w

vu �

a

b c

(3.7.3)

的形式; 图中行列皆正合, 箭头 a 由 dnY 诱导, b 由 fn+1 诱导, 而箭头 u 的存在性和唯
一性是缘于右半部交换蕴涵 cav = 0. 细心回顾 (2.3.2) 的构造可见图表

Hn(Z)

S Hn+1(X)

ker
(
dn+1
X

)
δnw

u

交换; (3.7.4)

因为 w 已知满, 此图表也唯一地确定了 δn.

为了和映射锥作比较, 请按定义验证下图交换

ker(dn+1
X )⊕ coker(dn−1Y ) Xn+1 ⊕ coker

(
dn−1Y

)
coker

(
dn−1Cone(f)

)

ker(dn+1
Y ) 0⊕ ker

(
dn+1
Y

)
ker
(
dn+1

Cone(f)

)(b,a) dnCone(f)

∼

其中横向箭头的定义理应是自明的. 既然 (3.7.3) 的扇形部分交换, 上图蕴涵

S
(−u,v)

ker
(
dn+1
X

)
⊕ coker

(
dn−1Y

)
第一行
上图

coker
(
dn−1Cone(f)

) dnCone(f)

ker
(
dn+1

Cone(f)

)

的合成为 0, 故 S
(−u,v)

ker
(
dn+1
X

)
⊕ coker

(
dn−1Y

)
→ coker

(
dn−1Cone(f)

)
唯一地分解为
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S → Hn(Cone(f)) ↪→ coker
(
dn−1Cone(f)

)
. 兹断言下图交换:

S ker
(
dn+1
X

)
⊕ coker

(
dn−1Y

)
ker
(
dn+1
X

)
Hn+1(X)

Hn (Cone(f)) coker
(
dn−1Cone(f)

)
coker (dnX)

Hn(Z) coker
(
dn−1Z

)
.

w

(−u,v)

自明

投影

' Hn(Φ)

由 β(f) 诱导
由 Φ 诱导

(3.7.5)

诚然, 验证各个方块的交换性都是例行公事; 基于 (3.7.3) 的右上方块和 Φ = (0, g), 可
见图表 (3.7.5) 的

S ker
(
dn+1
X

)
⊕ coker

(
dn−1Y

)
Hn(Z) coker

(
dn−1Z

)
(−u,v)

w

部分也交换, 而又由于 Hn(Z) → coker(dn−1Z ) 为单, 与之合成立见 (3.7.5) 余下的左侧
弓形部分亦交换.

观察到 Hn(Cone(f)) ↪→ coker
(
dn−1Cone(f)

)
→ coker(dnX) 和 Hn(Cone(f))

Hn(β(f))

Hn+1(X) ↪→ coker(dnX) 的合成相同, 皆来自向 Xn+1 的投影. 故 (3.7.5) 进一步给出交
换图表

S ker
(
dn+1
X

)
Hn(Z) Hn (Cone(f)) Hn+1(X).

w

−u

∼

Hn(Φ)−1 Hn(β(f))

鉴于 (3.7.4), 这蕴涵 S
w Hn(Z) δn Hn+1(X) 和 S

w Hn(Z)
ηn

Hn+1(X) 的合成
差一个负号. 又因为 w 满, 故 ηn = −δn. 明所欲证.

推论 3.7.4 在上述场景中, (η′)n = δn 对所有 n ∈ Z 皆成立.

证明 沿用引理 3.7.2 的记号. 基于命题 3.7.3, 问题归结为证 (η′)n + ηn = 0, 但后者是
α(g)Φ + Φ′β(f) : Cone(f)→ Cone(g) 零伦 (引理 3.7.2 (ii)) 的直接结论.

推论 3.7.5 给定 C(A) 中的任意态射 f : X → Y , 长正合列 (3.7.1) 中的连接态射
ξn : Hn+1(X) ' Hn(X[1])→ Hn+1(Y ) 等于 Hn+1(f).
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证明 对短正合列 0 → Y → Cone(f) → X[1] → 0 应用引理 3.7.2, 可得拟同构
(0, β(f)) 及行正合交换图表

0 Y Cone(f) Cone(α(f)) 0

0 Y Cone(f) X[1] 0

α(f) α(α(f))

Φ=(0,β(f))

α(f) β(f)

引理 3.3.9 论及的态射 ψ : Cone(α(f))→ X[1] 正是此处的 (0, β(f)): 它的第 n 次项是
从 Y n+1⊕Cone(f)n = Y n+1⊕Xn+1⊕Y n 到 Xn+1 的投影. 该引理的交换图表遂给出

在 K(A) 中 f [1] ◦ (0, β(f)) + β(α(f)) = 0. (3.7.6)

现在回忆到 ξn : Hn(X[1])→ Hn+1(Y ) 是以下短正合列的连接态射:

0→ Y
α(f)

Cone(f)
β(f)

X[1]→ 0,

对此短正合列应用命题 3.7.3, 不难推得合成态射

Hn(Cone(α(f))) ∼
Hn((0,β(f)))

Hn(X[1])
ξn

Hn+1(Y )

等于 −Hn(β(α(f))). 然而 (3.7.6) 蕴涵 Hn(β(α(f))) = −Hn(f [1]) ◦ Hn((0, β(f))). 于
是 ξn = Hn(f [1]) = Hn+1(f).

推论 3.7.6 承上, f 是拟同构当且仅当 Hn(Cone(f)) = 0 对所有 n ∈ Z 成立.

证明 将推论 3.7.5 代入 (3.7.1) 的长正合列, 按图索骥.

3.8 练习: Hochschild同调与上同调
本节回归具体的数学. 取 k 为交换环, 将 k-模之间的张量积 ⊗

k
简写作 ⊗, 将 k-模

M 的 n 重张量积记为 M⊗n, 并约定 M⊗0 := k. 对于 k-代数 R, 按惯例, (R,R)-双模
带有的 k 的左乘和右乘默认相等, 因此 (R,R)-双模也等同于左 R⊗Rop-模.

定义 3.8.1 (杠复形) 选定 k-代数 R. 对每个 n ∈ Z≥0 定义 (R,R)-双模

BnR := R⊗R⊗n ⊗R = R⊗(n+2),

r(r0 ⊗ · · · ⊗ rn+1)r
′ = rr0 ⊗ · · · ⊗ rn+1r

′,

其中 r, r′, r0, . . . , rn+1 ∈ R. 对所有 n ≥ 1 定义双模同态

bn : BnR→ Bn−1R,

bn (r0 ⊗ · · · ⊗ rn+1) :=

n∑
k=0

(−1)k · · · ⊗ rkrk+1 ⊗ · · · .
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我们称 BR := (BnR, bn)n≥0 为 R 的杠复形; 这是注记 2.2.6 所谓的链复形.

经典的记法是将 r0 ⊗ · · · ⊗ rn+1 ∈ BnR 记作 (r0| · · · |rn+1). 这是 “杠” 的由来. 同
态 b的作用相当于以所有可能方式抽掉任一道杠,符号交错加总. 由此容易看出 b2 = 0:
诚然, b2(r0| · · · |rn+1) 是形如

(· · · |rh−1rh| · · · |rk−1rk| · · · ) 或 (· · · |rh−1rhrh+1| · · · )

的元素的线性组合; 要从 (· · · |rh−1| · · · |rk| · · · ) 抽杠得到这样的项, 恰有两种方式, 其符
号相消. 因此 BR 确实是链复形.

现将杠复形作下图所示的增广, 记为 B′R, 其中的态射 b0 也称为增广同态.

· · · B1R B0R (B−1R := R) 0

(r0|r1) r0r1

b2 b1 b0
∈ ∈

引理 3.8.2 增广后的链复形 B′R 正合; 更精确地说, 若将 B′R 视为 k-模构成的链复形,
则 idB′R 零伦.

证明 今将构造一族 k-模同态 hn : B′nR → B′n+1R, 其中 n ≥ −1, 使得 bn+1hn +

hn−1bn = idB′
nR

(当然地约定 h−2 = 0, b−1 = 0); 这将使 idB′R 零伦. 具体取

hn(r0| · · · |rn+1) = (1R|r0| · · · |rn+1),

然后按线性延拓到 B′nR 上. 对任意 n ≥ 0 和 r0, . . . , rn+1 ∈ R, 我们有

bn+1hn (r0| · · · |rn+1) = (r0| · · · |rn+1) +

n∑
k=0

(−1)k+1(1R| · · · |rkrk+1| · · · ),

hn−1bn (r0| · · · |rn+1) =

n∑
k=0

(−1)k(1R| · · · |rkrk+1| · · · ).

由此立见
(bn+1hn + hn−1bn)(r0| · · · |rn+1) = (r0| · · · |rn+1),

而因为 b0h−1(r) = b0(1R|r) = r, 此式对 n = −1 也平凡地成立.

复形 BR 及 B′R 的定义乍看出乎奇思妙想. 往后的例 8.7.7 将从余单子的高度来
观照这些链复形, 予以自然的解释.

约定 3.8.3 命 Re := R⊗Rop. 对于任意 (R,R)-双模 M , 包括 M = R 的特例, 今后
� 按 (r ⊗ r′)m = rmr′ 将 M 作成左 Re-模,
� 按 m(r ⊗ r′) := r′mr 将 M 作成右 Re-模.
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对所有 M , 依此可定义由 k-模构成的链复形 M ⊗
Re

BR 和复形 HomRe (BR,M).

定义 3.8.4 (G. Hochschild) 对所有 n, 定义 k-线性函子 HHn,HHn : (R,R)-Mod ⇒
k-Mod 如下:

Hochschild 同调 HHn(M) := Hn
(
M ⊗

Re
BR
)
,

Hochschild 上同调 HHn(M) := Hn (HomRe(BR,M)) .

对于特例 M = R, 上式所定义的对象分别称为 R 的 Hochschild 同调 HHn(R) 与上同
调 HHn(R).

为了简化 HHn(M) 和 HHn(M) 的描述, 兹引入两种 Hochschild 复形

C•(R,M) :=

[
· · · →M ⊗R⊗n

dn · · ·
d2

M ⊗R
d1

M

]
,

C•(R,M) :=

[
M

d0 Homk(R,M)
d1 · · · → Homk(R

⊗n,M)
dn · · ·

]
,

(3.8.1)

次数分别为 . . . , 2, 1, 0 和 0, 1, 2, . . ., 其他项补 0. 同态 dn 和 dn 按以下方式定义.

1. 依旧以杠标记 M ⊗R⊗n 的元素 m⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn 为 (m|r1| · · · |rn). 命

dn(m|r1| · · · |rn) =

(mr1|r2| · · · |rn) +
n−1∑
k=1

(−1)k(m| · · · |rkrk+1| · · · )

=:d′n(m|r1|···|rn)

+(−1)n(rnm|r1| · · · |rn−1).

(3.8.2)

2. 将 Homk(R
⊗n,M) 的元素视同 n 重 k-线性映射 Rn →M (见 [51, §7.5]). 命

(dnf)(r1, . . . , rn+1) =

r1f(r2, . . . , rn+1) +

n∑
k=1

(−1)kf(. . . , rkrk+1, . . .) + (−1)n+1f(r1, . . . , rn)rn+1.

对所有 n ∈ Z≥0, 我们有同构

M ⊗
Re

BnR M ⊗R⊗n

m⊗ (r0 ⊗ · · · ⊗ rn+1) (rn+1mr0|r1| · · · |rn|1R)

m⊗ (1R ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ 1R) (m|r1| · · · |rn)

∼
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和
HomRe(BnR,M) Homk(R

⊗n,M)

ϕ [(r1, . . . , rn) 7→ ϕ(1R, r1, . . . , rn, 1R)]

[r0 ⊗ · · · ⊗ rn+1 7→ r0f(r1, . . . , rn)rn+1] f.

∼

简短的计算表明 idM ⊗ bn 通过同构对应于 dn, 而 b∗n 则对应于 dn. 于是上述同构是复
形的同构, 给出

HHn(R,M) ' Hn(C•(R,M)), HHn(R,M) ' Hn(C•(R,M)).

建议初学的读者动手进行详细验证.

注记 3.8.5 设 R 交换, 则任意 R-模 M 按 rmr′ := rr′m 作成 (R,R)-双模. 这时
C•(M,R) (或 C•(M,R)) 成为 R-模的复形, 方式是命

r · (m|r1| · · · |rn) = (rm|r1| · · · |rn) 或 (r · f)(r1, . . . , rn) = rf(r1, . . . , rn),

因此 HHn(M) 和 HHn(M) 都升级为 R-模. 这点自然也可以从杠复形的层面来论证.

例 3.8.6 取 M = R = k, 按上述构造立见 d1, d2, . . . 依序是 0, id, 0, id 等, 于是
HH0(k) = k 而 HH≥1(k) = 0. 类似的论证给出 HH0(k) = k 和 HH≥1(k) = 0.

对于较高的次数 n, 按原始定义计算 HHn(M) 和 HHn(M) 一般是困难的. 之后的
例 3.14.11 和 3.14.6 将分别说明

HHn(M) ' TorR
e

n (M,R), HHn(M) ' ExtnRe(R,M),

前提是 R 作为 k-模分别是平坦和投射的; 届时就能以更简单的复形来计算 HHn 和
HHn 的一些特例. 对于一般的 R, 我们将在 §8 的习题部分介绍如何将 HHn 和 HHn

诠释为相对 Tor 和相对 Ext.

例 3.8.7 (零次情形: 中心和余中心) 首先来考察 HH0(M). 据定义可见 d0 : M =

C0(R,M)→ C1(R,M) = Homk(R,M) 映 m 为 [r 7→ rm−mr]. 因此
HH0(M) = {m ∈M : ∀r ∈ R, rm = mr}

右式可以合理地称为 M 的中心; 当 M = R 时, 它无非是环论意义的中心.
其次考虑 HH0(M). 记 [M,R] 为形如 mr − rm 的元素在 M 中生成的 k-子模, 其

中 m ∈M 而 r ∈ R. 由于 d1(m|r) = mr − rm, 我们有
im [d1 :M ⊗R→M ] = [M,R], HH0(M) =M/[M,R].

特别地, M = R 的特例给出所有 [r′, r] := r′r − rr′ 在 R 中生成的子模 [R,R], 对应
的 k-模 R/[R,R] 称为 R 的余中心. 一切满足 ϕ(rr′) = ϕ(r′r), 亦即性质近乎 “迹” 的
k-模同态 ϕ : R→ N 都唯一地通过 R/[R,R] = HH0(R) 分解.
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例 3.8.8 (一次情形: 求导) 现在来探讨 HH1(M). 记 [r,m] := rm−mr, 则
ker(d1) = {D ∈ Homk(R,M) : ∀r1, r2 ∈ R, r1D(r2)−D(r1r2) +D(r1)r2 = 0} ,
im(d0) = {[·,m] ∈ Homk(R,M) : m ∈M} .

关于 ker(d1) 的条件可以改写成 Leibniz 律 D(r1r2) = r1D(r2) + D(r1)r2. 具
此性质的 k-模同态 D 应当设想为取值在 M 上的求导运算, 它们构成的 k-模记为
Derk(R,M); 其中形如 [·,m] 的元素构成子模 Innk(R,M), 于是商模

HH1(M) = Derk(R,M)/Innk(R,M)

分类了 R 上所有取值在 M 的求导运算, 精确到 Innk(R,M).
现在假设 R 交换以诠释 HH1(M). 我们需要一些准备: 定义以符号 d̃r 为基的自由

R-模⊕
r∈RRd̃r, 再定义由以下元素生成的子模 N :

˜d(r + r′)− d̃r − d̃r′, d̃tr − td̃r, d̃rr′ − rd̃r′ − r′d̃r,

其中 r, r′ ∈ R 而 t ∈ k. 由此定义 R-模

ΩR|k :=
⊕
r∈R

Rd̃r
/
N

=
∑
r∈R

R dr, dr := d̃r 的像,

称之为 k-代数 R 的 Kähler 微分形式模; 它由以下泛性质刻画:

HomR(ΩR|k,M) Derk(R,M)

ϕ [r 7→ ϕ(dr)]

[dr 7→ D(r)] D.

∼

M : R-模,

请读者直接验证. 此同构表明 r 7→ dr 给出的 R → ΩR|k (对应于 ϕ = id) 是 “泛求导”.
相关内容理应是交换环论的主题, 点到为止.

回到 HH1(M). 继续要求 R 交换. 设 M 为 R-模, 按 rmr′ := (rr′)m 作成 (R,R)-
双模. 由此立见 d1 : M ⊗ R → M 为 0, 而 d2 : M ⊗ R⊗2 → M ⊗ R 的像由形如
(rm|r′)− (m|rr′) + (r′m|r) 的元素生成. 综上可得双向的 k-模同态

(M ⊗R)/ im(d2) M ⊗
R
ΩR|k

(m|r) + im(d2) m⊗ dr

(r′m|r) + im(d2) m⊗ r′ dr.

既有 im(d2) 和 ΩR|k 的描述, 例行的验证表明同态良定义而且互逆; 事实上, 它们还是
R-模的同构. 这就在R交换的情形给出HH1(M) 'M⊗

R
ΩR|k. 特别地, HH1(R) ' ΩR|k.
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Hochschild 同调和上同调有丰富的内涵, 它与求导和微分形式的联系并非偶然. 习
题将给出更多针对 Hochschild 上同调的诠释.

回到 Hochschild 链复形. 考虑到 Re 在 BnR 和在 M 上的作用, 直观的思路应是
将 Cn(R,M) 的元素 (m|r1| · · · |rn) 排列成环形

rn
m r1

r
2

于是 dn(m|r1| · · · |rn) 即以 n + 1 种方式抽杠, 交错加总的产物. 对于特例 M = R, 图
像有明显的旋转对称性. 从代数的视角, 我们对每个 n ∈ Z≥0 定义 k-模同态

tn : R⊗(n+1) R⊗(n+1)

(r0| · · · |rn) (−1)n · (rn|r0| · · · |rn−1);

这导致 tn+1
n = id. 它体现对称性.

旋转对称性通向循环同调理论. 从历史的角度, 研究循环同调至少有两个动机. 一
是为了寻求 de Rham 理论在非交换情形的类比. 二是着眼于 K-理论的研究与应用, 包
括指标定理的种种推广. 本节仅将 Hochschild 同调, 上同调与循环同调作为轻便的教
具, 目的在熟悉复形操作, 浅尝辄止. 有心深入的读者可参阅专著, 如 [29, 47] 等.
以下提及的复形 (或双复形) 均默认为链复形 (或链双复形).
对所有 n ≥ 0, 命 Nn := id + tn + · · · + (tn)

n ∈ Endk(R⊗(n+1)). 定义循环双复形
CC(R) = (CC(R)p,q)(p,q)∈Z2 为双复形

...
...

...

q · · · R⊗(q+1) R⊗(q+1) · · ·

q − 1 · · · R⊗q R⊗q · · ·

...
...

...

· · · p :偶数 p+ 1 :奇数 · · ·

dq+1 d′q+1

dq

Nq

d′q

id−tq

Nq−1 id−tq−1

各项都是 k-模, q < 0 的项全设为 0; 态射 dq 和 d′q 的定义见诸 (3.8.2). 观察到
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� 偶数列是 (3.8.1) 的 Hochschild 链复形 C•(R,R).
� 易证奇数列是增广杠复形 B′R, 但平移下标使它始于 0 次项. 于是引理 3.8.2 蕴
涵奇数列皆正合, 事实上它们在 K(k-Mod) 中为 0.
为了说明 CC(R) 确实是双复形, 需要以下观察. 论证是初等而且有趣的, 而且没有

本质上的困难, 故留作本章习题.

引理 3.8.9 设 R 为 k-代数. 对所有 q ∈ Z≥1, 有 Homk
(
R⊗(q+1), R⊗q

)
中的等式

dq(id− tq) = (id− tq−1)d′q, d′qNq = Nq−1dq.

对所有双复形 C = (Ci,j)(i,j)∈Z2 和 m ∈ Z, 定义其横向4)平移 CI[m] 为双复形
(Cm+i,j)i,j . 对所有 p ∈ Z, 定义简单粗暴的横向截断函子 σI,≤pC (或 σI,≥pC), 它将满
足 i > p (或 i < p) 的 Ci,j 代换为 0, 其余不变. 因此我们有双复形的短正合列 (注意顺
序!)

0→ σI,≤pC → C → σI,≥p+1C → 0. (3.8.3)

此外, 对所有 a ≤ b 定义函子 σI,[a,b] := σI,≤bσI,≥a = σI,≥aσI,≤b.
将这些函子应用于 CC(R), 再取全复形 totΠ (定义 3.5.4), 便抵达以下定义.

定义 3.8.10 (B. Feigin, B. Tsygan; A. Connes) 对 k-代数 R 和任意 n ∈ Z, 定义

HPn(R) := Hn (totΠ(CC(R))) (周期循环同调),
HCn(R) := Hn (tot (σI,≥0CC(R))) (循环同调).

它们都是函子 k-Alg→ k-Mod.

由于 σI,≥0CC(R) 落在第一象限, 其全复形仅涉及有限直和 ⊕
p+q=n
p,q≥0

CCp,q(R), 相
应的 tot 不必加下标.

按定义立见 HC<0(R) = 0,而 HC0(R)等于 R对 im[d1 : R⊗2 → R]和 im[id−t0] =
0 取商的产物, 亦即 R/[R,R]. 习题将给出更多特例的计算.
循环复形具备周期性 CC(R) = CC(R)I[−2], 导致同构 HPn(R)

∼→ HPn−2(R). 对
于循环同调, 对应的场景是 “左移两格” 的满态射

σI,≥0CC(R)→ (σI,≥0CC(R))I [−2]

CC(R)p,q →
{
CC(R)p−2,q (恒等), p ≥ 2

0, 0 ≤ p < 2.

它的核由 CC(R) 的第 0, 1 列, 亦即子双复形 σI,[0,1]CC(R) 给出. 这就定出循环同调的
Connes 周期算子 S : HCn(R)→ HCn−2(R).

定理 3.8.11 (A. Connes) 设 R 为 k-代数. 我们有典范的长正合列

· · · S HCn−1(R)
B HHn(R)

I HCn(R)
S HCn−2(R)→ · · · ,

4)本书的惯例是以下标 I 代表横向操作, 以 II 代表纵向操作.
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其中 S 是 Connes 周期算子, I 由嵌入 C•(R,R)
第 0 列

σI,≥0CC(R) 给出, 而 B 是适
当的连接同态.

证明 第一步是运用 (3.8.3) 得到双复形的短正合列

0 第 0 列 σI,[0,1]CC(R) 第 1 列 0.

取全复形只涉及有限直和; 逐次考察, 可见其产物仍是短正合列

0 第 0 列 tot
(
σI,[0,1]CC(R)

) 第 1 列 0.

C•(R,R) B′R

∼ ∼

已知 B′R 正合, 应用命题 3.6.4 的长正合列遂知 C•(R,R) → tot
(
σI,[0,1]CC(R)

) 是复
形的拟同构.

接着考虑定义 S 时提及的短正合列

0 σI,[0,1]CC(R) σI,≥0CC(R) (σI,≥0CC(R))I [−2] 0.

取全复形后仍是短正合列, 而根据上一步, 三个全复形的 n 次上同调分别等同于
HHn(R), HCn(R) 和 HCn−2(R). 明所欲证.

注记 3.8.12 以 CC′(R)p,q := Homk (CC(R)p,q, k) 定义上链复形意义下的循环双复形
CC′(R); 按定义 3.8.10 如法炮制, 得到

HPn(R) := Hn
(
tot⊕(CC′(R))

)
(周期循环上同调),

HCn(R) := Hn
(
tot
(
σ≥0I CC′(R)

))
(循环上同调)

等等,其中 σ≥0I 仍代表横向的暴力截断函子. 这时定理 3.8.11的长正合列仍有对应版本

· · · S HCn+1(R)
I HHn+1(R)

B HCn(R) S HCn+2(R)→ · · ·

对应的 Connes 周期算子 S 来自于 “右移两格” 的单态射, 亦即

σ≥0I CC′(R)→
(
σ≥0I CC′(R)

)
I
[2].

随着之后掌握的工具渐多, 我们还会反复回归 Hochschild 同调, 上同调以及循环同
调, 上同调的讨论.
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3.9 截断函子

本节伊始, 选定加性范畴 A.

定义 3.9.1 对复形 X ∈ Ob(C(A)) 采用以下术语, 并标注相应的全子范畴:

术语 有界 下有界 上有界

条件 |n| � 0 =⇒ Xn = 0 n� 0 =⇒ Xn = 0 n� 0 =⇒ Xn = 0

全子范畴 Cb(A) C+(A) C−(A)

推而广之, 对于 −∞ ≤ s ≤ t ≤ +∞, 我们记 C[s,t](A) 为满足 n /∈ [s, t] =⇒ Xn =

0 的复形构成的全子范畴, 并且记

C≥s(A) := C[s,+∞](A), C≤t(A) := C[−∞,t](A).

这些全子范畴都是加性范畴, 而 C+(A), C−(A) 和 Cb(A) = C+(A) ∩ C−(A) 还
是子 Abel 范畴. 平移函子 [n] 保持 C+(A), C−(A) 和 Cb(A) 不变, 但映 C[a,b](A) 为
C[a−n,b−n](A).

此外, A 自然地等同于 C≥0(A) ∩ C≤0(A).

对于任意 ? ∈ {+,−, b}, 态射同伦的概念 (定义 3.2.6) 可以限制到 C?(A) 上. 定义
3.2.8 因而有如下推广.

定义 3.9.2 对于 ? ∈ {+,−, b}, 我们有 K(A) 的加性全子范畴 K?(A), 它对平移函子保
持封闭.

今起要求 A 为 Abel 范畴. 我们将探讨如何将复形 X 的 < n (或 > n) 次部分截
断. 朴素的思路是将其余各项全换为 0. 此法简则简矣, 却打乱了上同调, 是故我们引入
更精细的版本.
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定义 3.9.3 (截断函子) 设 A 为 Abel 范畴, n ∈ Z. 给定复形 X, 命

τ≤nX · · · Xn−2 Xn−1 ker(dn) 0 0 · · ·

τ̃≤nX · · · Xn−2 Xn−1 Xn coim(dn) 0 · · ·

X · · · Xn−2 Xn−1 Xn Xn+1 Xn+2 · · ·

τ̃≥nX · · · 0 im(dn−1) Xn Xn+1 Xn+2 · · ·

τ≥nX · · · 0 0 coker(dn−1) Xn+1 Xn+2 · · ·

其中省略的项是自明的, 垂直方向仅标注除 id 和 0 之外的态射. 这给出左侧各复形之
间的态射; 注意到 coim ' im.

易见 τ≤n, τ̃≤n, τ≥n, τ̃≥n 都是加性函子. 我们有 τ≤n = [−n] ◦ τ≤0 ◦ [n], 对于 τ̃≤n,
τ≥n, τ̃≥n 亦同.

此外, 若 m ≤ n, 则有自明的满态射 τ≥mX � τ≥nX 和 τ̃≥mX � τ̃≥nX, 以及自
明的单态射 τ≤mX ↪→ τ≤nX 和 τ̃≤mX ↪→ τ̃≤nX.

引理 3.9.4 上述诸态射对所有 k ∈ Z 诱导 A 中的同构

Hk
(
τ≤nX

) ∼→ Hk
(
τ̃≤nX

)
'

{
Hk(X), k ≤ n
0, k > n

,

Hk
(
τ̃≥nX

) ∼→ Hk
(
τ≥nX

)
'

{
Hk(X), k ≥ n
0, k < n

,

以及 C(A) 中的短正合列

0→ τ̃≤n−1X → τ≤nX → Hn(X)[−n]→ 0,

0→ Hn(X)[−n]→ τ≥nX → τ̃≥n+1X → 0,

0→ τ≤nX → X → τ̃≥n+1X → 0,

0→ τ̃≤n−1X → X → τ≥nX → 0,

0→ τ≤nX → τ̃≤nX → Cone
(
idim(dnX)[−n−1]

)
→ 0,

此处 Hn(X)[−n] 按约定 3.1.7 理解. 所有态射对 X 皆具函子性.

证明 态射 τ̃≤n−1X → τ≤nX 在 n 次项是 im(dn−1) ↪→ ker(dn), 在其他项为 id; 态射
τ≤nX → Hn(X)[−n] 在 n 次项是

ker(dn) � ker(dn)/ im(dn−1) = Hn(X).
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态射 τ≥nX → τ̃≥n+1X 在 n 次项是由 dn 诱导的 coker(dn−1) � im(dn), 在其他
项为 id; 态射 Hn(X)[−n]→ τ≥nX 在 n 次项是

ker(dn)/ im(dn−1) ↪→ Xn/ im(dn−1) = coker(dn−1).

剩下的验证全是例行公事, 交给读者练习.

因此 τ≤n, τ̃≤n (或 τ≥n, τ̃≥n) 的效果确实是将次数 > n (或 < n) 的上同调截断.

注记 3.9.5 对于复形 X ∈ Ob(C(A)), 套用定义–命题 3.4.1 的函子 σ 可得 σX ∈
Ob(C(Aop)) = Ob(C(Aop)op). 精确到一些在此无害的正负号, 这相当于在复形中
倒转箭头再翻转标号. 鉴于 ker 和 coker 的对偶性, τ≥n(X) 在此操作下对应到
τ≤−n(σX) ∈ Ob(C(Aop)),如此等等. 同理,因为 im和 coim对偶, τ̃≥n(X) ∈ Ob(C(A))
对应于 τ̃≤−n(σX) ∈ Ob(C(Aop)).

相较于 τ̃≤n 和 τ̃≥n, 函子 τ≤n 和 τ≥n 有一些更方便的性质. 首先是伴随关系.

命题 3.9.6 对所有 n ∈ Z, 我们有伴随关系

HomC(A)(X,Y ) ' HomC≤n(A)

(
X, τ≤nY

)
, X ∈ Ob(C≤n(A))

HomC(A)(X,Y ) ' HomC≥n(A)

(
τ≥nX,Y

)
, Y ∈ Ob(C≥n(A)).

证明 就截断的定义看是明白的. 请读者写下对应的单位和余单位态射: 它们或者是定
义 3.9.3 写下的态射, 或者是 id.

其次, τ≤n 和 τ≥n 下降到 K(A) 的层面.

定义–命题 3.9.7 对所有 n ∈ Z, 函子 τ≤n (或 τ≥n) 自然地诱导从 K(A) 到其自身的函
子, 仍记为 τ≤n (或 τ≥n).

证明 设 h ∈ Hom−1(X,Y ). 对 τ≤n 的情形, 取 h
n

: ker(dnX) → Y n−1 为 hn 和
ker(dnX)→ Xn 的合成, 依照下图定义 h ∈ Hom−1

(
τ≤nX, τ≤nY

)
· · · Xn−2 Xn−1 ker(dnX) 0 0 · · ·

· · · Y n−2 Y n−1 ker(dnY ) 0 0 · · · ;

hn−2 hn−1
h
n

不难看出 τ≤n
(
d−1h

)
= d−1h.

至于 τ≥n 的情形,改取 hn+1 : Xn+1 → coker(dn−1Y )为 hn+1 和 Y n → coker(dn−1Y )

的合成, 以此定义 h ∈ Hom−1
(
τ≥nX, τ≥nY

)
; 其余思路类似. 两种情况当然是对

偶的.

以下简单而关键的性质直接导自定义 3.9.3.
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命题 3.9.8 对所有整数 a < b, n 和 X ∈ Ob(A) 都有

τ≤aτ≥b(X) = 0 = τ≥bτ≤a(X),

τ≤nτ≥n(X) ' Hn(X)[−n] ' τ≥nτ≤n(X) (典范同构).

3.10 双复形的上同调
本节旨在探讨双复形 X 沿水平或垂直方向的上同调, 以及它们和全复形的上同调

之间的关系. 相关结果将用于研究双函子的导出函子, 论证取法 [23, §12.5].
令 A 为 Abel 范畴. 一如既往地, 当 A 为 k-线性 Abel 范畴时, 所有结果都有相应

的推广.
回忆到定义 3.5.3 (或更显豁的图表 (3.5.1)) 引入了一对可逆加性函子

C2(A) C(C(A)),
FI

FII

以此对任意双复形 X 定义 (以下 p, q, n ∈ Z):

HpI (X) := Hp ◦FI =复形



...

Hp(X•,q+1,▷d)

Hp(X•,q,▷d)

...

△d

△d

△d


(参见命题 3.6.1),

HqII(X) := Hq ◦FII

=复形
[
· · ·

▷d Hq(Xp,•, △d)
▷d Hq(Xp+1,•, △d)

▷d · · ·

]
,

τ≤nI := (FI)
−1 ◦ τ≤n ◦ FI,

τ≤nII := (FII)
−1 ◦ τ≤n ◦ FII,

以及 τ̃≤nI , τ≥nI , τ̃≥nI 和 τ̃≤nII , τ≥nII , τ̃≥nII . 于是仍有函子之间的态射

τ≤nI → τ̃≤nI → idC2(A) → τ̃≥nI → τ≥nI ,

τ≤nII → τ̃≤nII → idC2(A) → τ̃≥nII → τ≥nII .

定义 3.10.1 对双复形 X 记 Supp(X) :=
{
(p, q) ∈ Z2 : Xp,q 6= 0

}
. 命 C2

f (A) 为由
C2(A) 的如下对象 X 构成的全子范畴: 我们要求对所有 n ∈ Z, 集合 {(p, q) ∈
Supp(X) : p+ q = n} 有限.
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例 3.10.2 如果 Supp(X) ⊂ Z2
≥0 (第一象限), 或 Supp(X) ⊂ Z2

≤0 (第三象限), 又或者
Supp(X) 是有限多个列或行之并, 则 X 是 C2

f (A) 的对象.

全复形 tot⊕(X) 和 totΠ(X) 对 C2
f (A) 的所有对象 X 都有定义, 无须对 A 另加条

件. 而且此时 tot⊕(X) = totΠ(X); 由此得到加性函子 tot : C2
f (A)→ C(A).

现在作一则简单然而必要的观察: 设 C2
f (A) 的对象 X 以及 n ∈ Z 给定, 则存在有

限子集 S ⊂ Z2, 使得 Hn (tot(X)) 由资料 (Xp,q,▷dp,q, △dp,q)(p,q)∈S 完全确定.

引理 3.10.3 全复形函子 tot : C2
f (A)→ C(A) 是正合函子 (定义 2.8.3).

证明 设 X
f
Y

g
Z 为 C2

f (A) 中的正合列. 回忆相关定义, 例如命题 3.6.1, 可见问
题在于对所有 n ∈ Z 证

⊕
p+q=n

Xp,q

⊕
p+q=n f

p,q ⊕
p+q=n

Y p,q
⊕

p+q=n g
p,q ⊕

p+q=n

Zp,q

是 A 中的正合列; 因为直和有限, 一切归结为 Xp,q
fp,q

Y p,q
gp,q

Zp,q 的正合性.

次一引理尽管看似复杂, 却纯粹是定义的操演, 它适用于任意加性范畴 A.
引理 3.10.4 设 h ∈ Z, 而 Y 为 C(A) 的对象. 由此构造
� C(A) 的对象 Y [−h];
� C(C(A)) 的对象 YI[−h]: 其 h 次项为 Y , 其余为 0.

此时有 C(A) 中的典范同构

(tot ◦F−1I )Cone
(
idYI[−h]

)
' Cone

(
idY [−h]

)
,

(tot ◦F−1I ) (YI[−h]) ' Y [−h].

证明 按定义, Cone
(
idYI[−h]

) 是 C[h−1,h](C(A)) 的对象 Y
idY

Y (集中于次数 h− 1

和 h). 因此 Z := F−1I Cone
(
idYI[−h]

) 等于下图所示的双复形:

n ∈ Z
...

...

(q = n− h+ 1) Y n−h+1 Y n−h+1

(q = n− h) Y n−h Y n−h

(p = h− 1) (p = h)

dY

id

dY

id

dY dY

··
·

··
·
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而 p /∈ {h− 1, h} 对应的列全为 0. 按全复形的定义 3.5.4 立见
tot(Z)n = Y n−h+1 ⊕ Y n−h = Y [−h]n+1 ⊕ Y [−h]n

= Cone
(
idY [−h]

)n
,

dntot(Z) =

(−1)h−1dn−h+1
Y 0

idY n−h+1 (−1)hdn−hY

 =

 −dn+1
Y [−h] 0

idY [−h]n+1 dnY [−h]


= dnCone(idY [−h])

.

第二个同构可以类似地检验, 但更加容易, 故留给读者.

引理 3.10.5 设 X 为 C2
f (A) 的对象, q ∈ Z.

(i) 自然态射 tot
(
τ≤qI X

)
→ tot

(
τ̃≤qI X

)
是拟同构;

(ii) 存在典范短正合列

0→ tot
(
τ̃≤q−1I (X)

)
→ tot

(
τ≤qI (X)

)
→ HqI (X)[−q]→ 0.

证明 在 C(C(A)) 中应用引理 3.9.4 得到短正合列

0→ τ≤qFI(X)→ τ̃≤qFI(X)→ Cone
(
idim

(
dqFIX

)
I
[−q−1]

)
→ 0,

0→ τ̃≤q−1FI(X)→ τ≤qFI(X)→ HqI (X)I[−q]→ 0.

符号 (· · · )I[· · · ] 的意义如引理 3.10.4. 现在对这些短正合列取 tot ◦F−1I . 引理 3.10.3 表
明 tot 正合, 此外 F−1I 当然也正合; 代入引理 3.10.4 遂有 C(A) 中的短正合列

0→ tot
(
τ≤qI X

)
→ tot

(
τ̃≤qI X

)
→ Cone

(
idim(dqFIX

)[−q−1]

)
→ 0,

0→ tot
(
τ̃≤q−1I X

)
→ tot

(
τ≤qI X

)
→ HqI (X)[−q]→ 0.

第二式即 (ii). 至于 (i) 则是第一式配合命题 3.6.4 和 3.3.8 (i) 的产物.

对于 C2(A) 的任意对象 X, 记 HI(X) 和 HII(X) 为如下双复形 (p, q ∈ Z):(
HI(X)p,•, △dp,•HI(X)

)
:= HpI (X), ▷d•,•HI(X) := 0,(

HII(X)•,q,▷d•,qHII(X)

)
:= HqII(X), △d•,•HII(X) := 0,

(3.10.1)

换言之, HI(X) (或 HII(X)) 是沿着 ▷d (或 △d) 方向对 X 取上同调的产物. 它们都是
C2(A) 到自身的函子. 进而可定义 HII HI(X) 和 HI HII(X), 两者都满足 ▷d = 0 = △d.

定理 3.10.6 设 f : X → Y 为 C2
f (A)中的态射. 若其诱导态射 HII HI(X)→ HII HI(Y )

是同构, 则 tot(f) : tot(X)→ tot(Y ) 是拟同构.
将条件换为诱导态射 HI HII(X)→ HI HII(Y ) 是同构, 结论亦同.
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证明 条件相当于说 C(A) 中的态射 HnI (f) : HnI (X)→ HnI (Y ) 对每个 n ∈ Z 皆是拟同
构. 证明第一步是化约到下式成立的情形:

q � 0 =⇒ τ̃≤qI (X) = 0 = τ̃≤qI (Y ). (3.10.2)

诚然, 设 r ∈ Z, 以引理 3.9.4 的函子截断, 可见原条件蕴涵 HnI
(
τ≥rI f

)
: HnI

(
τ≥rI X

)
→

HnI
(
τ≥rI Y

)
对所有 n 也是拟同构. 然而对于给定的 n, 从 C2

f (A) 的定义易见 r � 0 时
有交换图表

Hn(tot(X)) Hn(tot(Y ))

Hn
(
tot(τ≥rI X)

)
Hn
(
tot(τ≥rI Y )

)
Hn(tot(f))

∼ ∼

Hn(tot(τ≥r
I f))

(3.10.3)

第二行涉及的双复形满足 (3.10.2), 故今后不妨以 τ≥rI f 代替 f , 并假定 (3.10.2) 成立.
我们的目标是对选定的 n 证 Hn(tot(f)) 为同构.
对任意 q ∈ Z, 引理 3.10.5 (ii) 给出行正合的交换图表

0 tot
(
τ̃≤q−1I X

)
tot
(
τ≤qI X

)
HqI (X)[−q] 0

0 tot
(
τ̃≤q−1I Y

)
tot
(
τ≤qI Y

)
HqI (Y )[−q] 0

αq−1 βq '

其中垂直箭头来自 f . 以下证明 αq 和 βq 皆为拟同构. 若 αq−1 是拟同构, 则相应的长
正合列的函子性 (命题 3.6.4) 结合命题 2.3.4 将蕴涵 βq 也是拟同构. 另一方面, 引理
3.10.5 (i) 给出交换图表

tot
(
τ≤qI X

)
tot
(
τ̃≤qI X

)

tot
(
τ≤qI Y

)
tot
(
τ̃≤qI Y

)
拟同构

βq αq

拟同构

所以 βq 是拟同构蕴涵 αq 亦然. 由于 q � 0 时 αq 无非 0
∼→ 0, 由此便递归地推得 αq,

βq 对所有 q 都是拟同构.
回忆到 n ∈ Z 已选定. 和 (3.10.3) 的道理类似, 当 q � 0 时有交换图表

Hn(tot(X)) Hn(tot(Y ))

Hn
(
tot(τ≤qI X)

)
Hn
(
tot(τ≤qI Y )

)
Hn(tot(f))

Hn(βq)

∼

∼ ∼



§3.11 解消 179

故 Hn(tot(f)) 确实为同构.
最后, 相同论证仍适用于 HI HII(X)

∼→ HI HII(Y ) 的情形; 另一观点则是以命题
3.5.6 对换 HI 和 HII.

以上证明颇费周折, 例 5.6.3 将介绍基于谱序列的另证.

推论 3.10.7 设 X 为 C2
f (A) 的对象. 若 X 行正合, 换言之 (X•,q,▷d) 对每个 q ∈ Z 都

正合, 则 tot(X) 正合. 类似地, 若 X 列正合, 则 tot(X) 正合.

证明 若 X 行正合, 则 HII HI(X) = 0, 因此定理 3.10.6 蕴涵 tot(X) → tot(0) = 0 是
拟同构, 亦即 tot(X) 正合.

列正合情形的论证完全相同, 或者也可以借助命题 3.5.6 来相互过渡.

3.11 解消
设 A 为 Abel 范畴. 考虑复形 X ∈ Ob(C(A)). 若 Xn 对每个 n ∈ Z 都是 A 的内

射对象 (或投射对象), 则称 X 由内射对象 (或投射对象) 组成. 莫忘一则平凡事实: 0

既是内射对象也是投射对象.

定义 3.11.1 设 X ∈ Ob(C(A)).

� 设 X → I 为 C(A) 中的拟同构, 其中 I ∈ Ob(C+(A)) 由内射对象组成, 则称
X → I 为 X 的内射解消.

� 设 P → X 为 C(A) 中的拟同构, 其中 P ∈ Ob(C−(A)) 由投射对象组成, 则称
P → X 为 X 的投射解消.

以 Aop 代 A, 亦即倒转箭头, 可见内射解消和投射解消是相互对偶的概念.

例 3.11.2 作为最初步也最经典的特例, 考虑 X ∈ Ob(A) 的内射解消 X → I. 定义只
要求 I ∈ Ob(C+(A)), 但我们希望取到 I ∈ Ob(C≥0(A)). 这是可行的: 运用截断

X → I → τ≥0I.

为了说明其合成是内射解消, 须验证两条性质. 首先引理 3.9.4 说明这仍是拟同构.
其次, τ≥0I 仍由内射对象组成. 何以故? 考虑短正合列 0 → im

(
dn−1I

)
→ In →

coker
(
dn−1I

)
→ 0, 由于 n � 0 时 dn−1I = 0 而 n < 0 时 coker

(
dn−1I

)
' im (dnI ), 以引

理 2.8.13 和 2.8.14 可递归地说明 n ≤ 0 时

In ' im
(
dn−1I

)
⊕ coker

(
dn−1I

)
, 因而 coker

(
dn−1I

) 是内射对象;

递归起点是 n � 0, 此时上式化为 0 = 0 ⊕ 0. 取 n = 0 遂知 coker
(
d−1I

) 是内射对象,
故 τ≥0I 由内射对象组成.
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由于实践中关心的是足够 “深” 的解消, 上述观察表明无妨以 X → τ≥0I 代替
X → I, 使内射解消形如

· · · 0 0 X 0 0 · · ·

· · · 0 0 I0 I1 I2 · · ·

这也可以摊平, 视同 A 的正合列

0→ X → I0 → I1 → · · · , 每个 In 都是内射对象, n ≥ 0.

同理, 对于投射解消 P → X, 以 τ≤0P → P → X 的合成代替 P → X, 不妨设其
来自 A 的正合列

· · · → P−1 → P 0 → X → 0, 每个 Pn 都是投射对象, n ≤ 0.

上式惯常以链复形的写法记为 · · · → P1 → P0 → X → 0, 其中 Pn := P−n.

问题在于内射或投射解消的存在性. 基于对偶性, 无妨先讨论内射解消的构造. 最
简单的仍是 X ∈ Ob(A) 的情形. 假定 A 有足够的内射对象, 见定义 2.8.16. 首先任取
单态射 X → I0 使得 I0 为内射对象. 递归地假设已有正合列

0→ X → I0 → · · · → In, n ≥ 0,

使得 I0, . . . , In 皆为内射对象. 存在内射对象 In+1 和单态射 coker
[
In−1 → In

]
→

In+1, 取合成遂给出 In → In+1, 使得 0→ X → · · · → In+1 也正合. 反复操作即是 X

的内射解消.
在 A 有足够的投射对象的前提下, X ∈ Ob(A) 的投射解消 · · · → P 0 → X → 0 其

构造全然是对偶的. 这些构造可以扩及复形, 但需要一些有界条件, 详如下述.

定理 3.11.3 设 A[ 是 A 的加性全子范畴, 而且对 A 的每个对象 A 都存在单态射
A ↪→ B (或满态射 B � A) 使得 B ∈ Ob(A[), 则

(i) 对 C+(A) (或 C−(A)) 的所有对象 X, 存在拟同构

f : X → I (或 f : P → X),

使得 f 单 (或满), 而且 I ∈ Ob(C+(A[)) (或 P ∈ Ob(C−(A[))).

(ii) 更精确地说, 若 m ∈ Z 而 X ∈ Ob(C≥m(A)) (或 X ∈ Ob(C≤m(A))), 则可取
I ∈ Ob(C≥m(A)) (或 P ∈ Ob(C≤m(A))).

作为推论, 若 A 有足够的内射对象 (或投射对象), 则如上之 X 有内射解消 X ↪→ I

(或投射解消 P � X).
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证明 基于对偶性, 以下仅论 X 来自 C+(A) 的版本. 对于 (i), 递归地假设已有交
换图表

· · · Xn−1 Xn Xn+1 · · ·

· · · In−1 In

dn−1
X

fn−1

dnX

fn

dn−1
I

使得第二行是 A[ 的对象构成的复形, m� 0 =⇒ Im = 0, 每个 fm 皆单 (m ≤ n), 而
且当 m ≤ n− 1 时 fm 诱导同构 ker (dmX) / im

(
dm−1X

) ∼→ ker (dmI ) / im
(
dm−1I

)
.

我们希望将图表第二行右延. 首先假设

fn
(
im
(
dn−1X

))
= im

(
dn−1I

)
∩ fn (ker (dnX)) = im

(
dn−1I

)
∩ fn(Xn); (3.11.1)

留意到其中的包含关系 · · · ⊂ · · · ⊂ · · · 恒成立. 构造推出图表

Xn/ ker (dnX) Xn+1

In/
(
fn (ker (dnX)) + im

(
dn−1I

))
T

δ:由 dnX 诱导

α:由 fn 诱导 β

η

�

注意到 fn 单, 而 (3.11.1) 蕴涵(
fn (ker (dnX)) + im

(
dn−1I

))
∩ fn(Xn)

定理 2.6.10
fn (ker (dnX)) +

(
im
(
dn−1I

)
∩ fn(Xn)

)
= fn (ker (dnX)) + fn

(
im
(
dn−1X

))
= fn (ker (dnX)) ,

所以基于 §2.6 讨论的基本操作推知 α 也是单态射.
应用命题 2.1.6 两次, 可见推出图表中的 β 和 η 亦单. 取单态射 T ↪→ In+1 使得

In+1 ∈ Ob(A[), 由之得到合成态射

dnI : In � In/
(
fn (ker (dnX)) + im

(
dn−1I

)) η
T ↪→ In+1,

fn+1 : Xn+1
β
T ↪→ In+1.

显见 dnI d
n−1
I = 0 而 fn+1 单, dnI fn = fn+1dnX . 单态射 fn 对上同调诱导

ker (dnX)

im
(
dn−1X

) −→ ker (dnI )
im
(
dn−1I

) =
fn (ker dnX) + im

(
dn−1I

)
im
(
dn−1I

)
(∵ 定理 2.6.8 (iii)) ' fn (ker dnX)

fn (ker dnX) ∩ im
(
dn−1I

) ;
依据 (3.11.1) 和 fn 的单性立见此为同构. 右延成功.
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现在说明在一般状况下如何修改 In 以化约到 (3.11.1) 成立的情形. 兹考虑典
范态射

In In ⊕
(
Xn/ im

(
dn−1X

))
Xn/ im

(
dn−1X

)
Xn.

ι1

p1 p2

ι2 q

任选 J ∈ Ob(A[) 和单态射 j : In ⊕
(
Xn/ im

(
dn−1X

))
↪→ J . 定义合成态射

f ′ : Xn
(fn,q)

In ⊕
(
Xn/ im

(
dn−1X

)) j
J,

d′ : In−1
dn−1
I

In
ι1
In ⊕

(
Xn/ im

(
dn−1X

)) j
J.

容易看出 f ′ 单, ker(d′) = ker
(
dn−1I

) 和 f ′dn−1X = d′fn−1.
此外, 在 In ⊕

(
Xn/ im

(
dn−1X

)) 中操作可见
f ′(Xn) ∩ im(d′) = f ′

(
im
(
dn−1X

))
.

这表明以 d′ : In−1 → J (或 f ′ : Xn → J) 代替 dn−1I : In−1 → In (或 fn : Xn → In),
可以确保 (3.11.1) 成立.

最后讨论 (ii). 在上述构造中取 · · · = Im−2 = Im−1 = 0. 显见 (3.11.1) 对
n = m − 1 成立 (各项全为零), 所以图表右延过程中不产生次数 < m 的非零项. 明所
欲证.

推论 3.11.4 设 A 有足够的内射对象 (或投射对象), 则 X ∈ Ob(C(A)) 有内射解消
X → I (或投射解消 P → X) 当且仅当 n� 0 (或 n� 0) 时 Hn(X) = 0.

证明 就内射解消的情形为例. 解消定义中的拟同构条件导致 “仅当” 方向. 而在
m � 0 时, 截断函子给出拟同构 X → τ≥mX ∈ Ob(C+(A)), 依此将 “当” 的方向化约
到命题 3.11.3.

内射或投射解消的理论价值可以从以下基本结果得到说明, 它还蕴涵内射解消或
投射解消在同伦意义下唯一.

定理 3.11.5 取定 C(A) 中的拟同构 α : X → Y .

� 给定态射 γ : X → I, 其中 I 是 C+(A) 的对象, 由内射对象组成. 在 K(A) 中存
在唯一的态射 β 使下图交换:

Y

X

I

β

α

γ
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� 给定态射 γ : P → Y , 其中 P 是 C−(A) 的对象, 由投射对象组成. 在 K(A) 中存
在唯一的态射 β 使下图交换:

X

Y

P

α

γ

β

两个断言当然相互对偶. 稍后的定理 4.4.1 之后将给予简洁的处理. 在 α 单 (或满)
的情形, 还能进一步取到 β 使得第一个 (或第二个) 图表在 C(A) 中交换, 这是稍后的
引理 3.11.7 及其对偶版本的内容. 事实上, 本章的习题部分将对定理 3.11.5 给出基于
上述引理的直接论证, 附提示, 建议读者一试.

不论取哪种进路, 都离不开以下性质.

引理 3.11.6 设 C(A) 的对象 X 零调.

� 若 C+(A) 的对象 I 由内射对象组成, 则 HomK(A)(X, I) = 0.

� 若 C−(A) 的对象 P 由投射对象组成, 则 HomK(A)(P,X) = 0.

证明 处理 I 的情形即可. 取定 α ∈ HomC(A)(X, I). 我们寻求一族态射 hn : Xn →
In−1, 使得

αn = dn−1I hn + hn+1dnX , n ∈ Z. (3.11.2)

递归地假设已有 . . . , hn−1, hn 使 (3.11.2)对 . . . , αn−2, αn−1 成立. 这是合理的, 因
为当 n� 0 时可以取 . . . , hn−1, hn 全为 0. 我们寻求虚线标出的态射

In

X im (dnX) Xn+1
dnX

αn−dn−1
I hn

β
hn+1

使得全图交换. 首先,(
αn − dn−1I hn

)
dn−1X = dn−1I αn−1 − dn−1I

(
αn−1 − dn−2I hn−1

)
= 0.

因为 X 零调, 这诱导图示之态射 β. 其次, 因为 In 是内射对象, β 能延拓为 hn+1 :

Xn+1 → In. 明所欲证.

按导出范畴的视角, 定理 3.11.3 和 3.11.5 提供的信息已足够开展导出函子的研究.
行将介绍的几种解消则适合搭配谱序列来运用, 见 §5.6. 以下针对内射版本进行表述.
我们需要一些准备.

引理 3.11.7 设 α : X → Y 是 C(A) 中的拟同构, 而且 α 单. 给定 C(A) 中的态射
γ : X → I, 其中 I ∈ Ob(C+(A)) 由内射对象组成. 存在 C(A) 中的态射 β : Y → I 使
得 γ = βα.
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证明 借助 αn 将每个 Xn 视同 Y n 的子对象, 今后在符号中省略 αn. 我们逐步构造
βn; 当 n � 0 时命 βn = 0. 设已有满足条件的 . . . , βn−2, βn−1. 所求的 βn : Y n → In

在子对象 Xn 和 im(dn−1Y ) 上能且仅能按下述方式确定.

� 在子对象 Xn 上, βn 等于 γn.

� 在子对象 im(dn−1Y ) 上, βn 由 Y n−1
βn−1

In−1
dn−1
I

In 的合成所诱导. 为了使
这句话有意义, 兹断言 dn−1I βn−1 限制在 ker(dn−1Y ) 上为 0. 请端详交换图表

im(dn−2X ) ker(dn−1X ) Xn−1

im(dn−2Y ) ker(dn−1Y ) Y n−1 In−1 In.

γn−1

βn−1 dn−1
I

从对 . . . , βn−2, βn−1 的假设和 dn−1I dn−2I = 0 可知第二行合成为 0; 又因为 γ 是
复形之间的态射, ker(dn−1X )→ · · · → In 合成为 0. 综之可得交换图表

Hn−1(X) In

Hn−1(Y )

0

由 dn−1
I βn−1 诱导

然而拟同构的条件说明 Hn−1(X)
∼→ Hn−1(Y ). 断言得证.

如能证明子对象的等式

Xn ∩ im
(
dn−1Y

)
= im

(
dn−1X

)
,

则根据命题 2.6.7 的推出图表以及推出的泛性质, 态射可以延拓到 Xn + im(dn−1Y ), 进
而用 In 作为内射对象的性质延拓为 βn : Y n → In. 留意到包含关系 ⊃ 是明白的.
重点在于证 A 的任意态射 φ : T → Y n 若通过 Xn ∩ im

(
dn−1Y

) 分解, 则自动通过
im
(
dn−1X

)分解. 这般态射 φ必诱导 T → ker (dnX) = Xn∩ker (dnY ). 现在沿着交换图表

T ker(dnX) Hn(X)

im(dn−1Y ) ker(dnY ) Hn(Y )

φ

φ

的第二行作合成, 其产物为 0; 由 Hn(X)
∼→ Hn(Y ) 可知第一行也合成为 0. 于是 φ 通

过 im
(
dn−1X

) 分解.
按照构造, β = (βn)n 给出态射 Y → I, 而条件 γ = βα 同样由构造立得.
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引理 3.11.8 设 A,C ∈ Ob(C(A)). 对每个 n ∈ Z 定义 Bn := An ⊕ Cn, 它带有自明的

态射 An
in

Bn
pn

Cn. 我们有双射

HomC(A)(C,A[1])
1:1


态射族 (dnB)n∈Z 使 (Bn, dnB)n 成为复形, 而且

0→ A
(in)n

B
(pn)n

C → 0正合

 ,

具体方式是映 δ : C → A[1] 为矩阵表法所确定的

dnB =

dnA δn

0 dnC

 : Bn → Bn+1.

证明 一旦知道 (Bn, dnB)n 成为复形, 而且 (in)n 和 (pn)n 是复形的态射, 则 0→ A→
B → C → 0 的正合性可以逐项地检验, 不在话下.

使 dnBi
n = in+1dnA 和 dnCp

n = pn+1dnB 恒成立的充要条件是存在一族 δn : Cn →
An+1, 使得 dnB 能表为断言中的上三角矩阵. 问题归结为刻画使 dn+1

B dnB = 0 的 (δn)n.
例行的计算给出充要条件 dn+1

A δn + δn+1dnC = 0, 亦即 dnA[1]δ
n = δn+1dnC .

命题 3.11.9 (马蹄引理) 设 0 → A → B → C → 0 是 C(A) 中的短正合列, A,B,C ∈
Ob(C+(A)). 任取性质如定理 3.11.3 所述的内射解消 ε : A→ I 和 η : C → K, 则这些
资料扩充为 C+(A) 中的行正合交换图表

0 I J K 0

0 A B C 0

ε κ η

使得 κ : B → J 也是内射解消, 而且 κ 单.

读者不妨尝试对 A,B,C ∈ Ob(A) 的特例给出相对简单的证明.

证明 在 C(A) 中构造推出图表

0 I L C 0

0 A B C 0

�ε id

此处用到两则事实:
� 推出保余核 C;
� 命题 2.1.6 和 A→ B 的单性蕴涵 I → L 也是单态射.

特别地, 上图仍是行正合交换图表, 因而 L ∈ Ob(C+(A)). 同样应用命题 2.1.6 和 ε 单
可得 B → L 亦单.
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由于 In 内射, 引理 2.8.13 蕴涵短正合列 0→ In → Ln → Cn → 0 对每个 n 皆分
裂, 给出同构 Φn : Ln

∼→ In ⊕ Cn. 引理 3.11.8 遂确定 δ : C → I[1] 使得

Ln In ⊕ Cn

Ln+1 In+1 ⊕ Cn+1

Φn

∼

dnL en

Φn+1

∼

恒交换, 其中 en :=

dnI δn

0 dnC

 . (3.11.3)

同样可用引理 3.11.8 从任意 θ : K → I[1] 构造复形 J , 使得

Jn := In ⊕Kn, dnJ :=

dnI θn

0 dnK

 , 0→ I → J → K → 0正合.

我们希望取 θ 使得合成 Ln ∼
Φn

In ⊕ Cn
(id,ηn)

Jn 给出态射 L → J . 倘若此性质成
立, 则 L→ J 单; 记 κ 为 B → L→ J 的合成, 它仍然单. 容易验证断言中的图表交换.
由于 ε 和 η 都是拟同构, 命题 3.6.4 的长正合列, 其函子性连同五项引理 (命题 2.3.4)
表明 κ 也是拟同构, 因而是所求的内射解消.

如何取 θ? 为了使上述的 Ln → Jn 成为复形的态射, 根据 (3.11.3), 充要条件是idIn+1 0

0 ηn+1

dnI δn

0 dnK

 =

dnI θn

0 dnK

idIn 0

0 ηn

 , n ∈ Z;

换言之, δ = θη. 由于拟同构 η 是 C(A) 的单态射, 而 I[1] 由内射对象组成, 引理 3.11.7
确保有这般的 θ : K → I[1]. 证毕.

为了陈述下一个结果, 我们对给定的复形 X 和每个 p ∈ Z 定义

Bp := im
(
dp−1X

)
, Zp := ker (dpX) , Hp := Zp/Bp = Hp(X),

依此将 X 拆解为以下短正合列

0→ Zp → Xp
dpX

Bp+1 → 0, 0→ Bp → Zp → Hp → 0.

即将介绍的 Cartan–Eilenberg 解消可设想为这些短正合列的同步解消.

定理 3.11.10 (H. Cartan, S. Eilenberg) 设 A 有足够的内射对象. 对 C+(A) 的每个
对象 X, 存在满足以下条件的双复形 I, 连同 C(A) 中的态射 ε : X → (I•,0,▷d•,0), 其
中 ▷d 和 △d 来自 I 的双复形结构 (定义 3.5.1):

(i) 对所有 (p, q) ∈ Z2 都有 q < 0 =⇒ Ip,q = 0.

(ii) 取 N ∈ Z 使得 n < N =⇒ Xn = 0, 则对所有 (p, q) ∈ Z2 都有 p < N =⇒
Ip,q = 0.
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(iii) 对每个 p ∈ Z, 我们有 Xp ∈ Ob(A) 的内射解消

0→ Xp εp

Ip,0
△dp,0

Ip,1
△d(p,1) · · · .

(iv) 上述态射诱导 Zp := ker (dpX) 的内射解消

0→ ker (dpX)→ ker
(▷dp,0)→ ker

(▷dp,1)→ · · · .
(v) 类似地, Bp+1 := im (dpX) 有内射解消

0→ im (dpX)→ im
(▷dp,0)→ im

(▷dp,1)→ · · · .
(vi) 类似地, Hp := Hp (X) 有内射解消

0→ Hp (X)→ Hp
(
I•,0,▷d

)
→ Hp

(
I•,1,▷d

)
→ · · ·

=Hp
I (I), 请见 §3.10

.

具备上述性质的资料 (I, ε) 称为 X 的 Cartan–Eilenberg 解消.

证明 取 N ∈ Z 使得 n < N =⇒ Xn = 0. 之前已经定义了短正合列

0→ ZN → XN → BN+1 → 0, 0→ BN+1 → ZN+1 → HN+1 → 0,

0→ ZN+1 → XN+1 → BN+2 → 0, 0→ BN+2 → ZN+2 → HN+2 → 0,

...

为每个 Hn (或 Bn) 循例 3.11.2 的方式选定内射解消, 当 n < N (或 n ≤ N) 时取之为
0→ 0.
� 注意到 ZN = HN . 命题 3.11.9 将 ZN 和 BN+1 的内射解消一道扩充为 XN 的
内射解消 IN,•, 与第一个短正合列相容.
� 其次, 以命题 3.11.9 将 BN+1 连同 HN+1 的内射解消一道扩充为 ZN+1 的内射
解消, 与第二个短正合列相容.
� 现在重复同样操作, 得到 XN+1 的内射解消 IN+1,•, 连同 ZN+2 的内射解消, 分
别与第三和第四个短正合列相容.
依此类推, 对每个 n 得到内射解消 Xn → In,0 → In,1 → · · · , 当 n < N 时

In,• := 0. 以上构造也指明如何定义 In,m → In,m+1 以得到双复形 (I,▷d, △d); 须验证
▷d2 = 0, 但这点没有实质困难.

亦可将 ε 视同双复形的态射 X → I, 前提是将 X 等同于集中在第 0 行 (即横轴
q = 0) 的双复形.
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注记 3.11.11 对所有 p, q ∈ Z, Cartan–Eilenberg 解消涉及的短正合列

0→ ker
(▷dp,q)→ Ip,q

▷dp,q im
(▷dp,q)→ 0,

0→ im
(▷dp−1,q)→ ker

(▷dp,q)→ Hp
(
I•,q,▷d

)
=:HI(I)p,q

→ 0,

0→ im
(▷dp−1,q)→ Ip,q → coker

(▷dp−1,q)→ 0,

其左端都是内射对象, 故引理 2.8.13 蕴涵它们分裂. 回忆到分裂短正合列被一切加性函
子 F : A → B 保持. 当 q 固定, 上述短正合列对 F 的像遂给出复形 (F (I•,q), F (▷d))

的相应拆解; 特别地, 由此可见

F Hp
(
I•,q,▷d

)
' Hp

(
F (I•,q), F (▷d)

)
.

换言之, F 保持 Cartan–Eilenberg 解消中的横向上同调.

注记 3.11.12 Cartan–Eilenberg 解消给出为 X ∈ Ob(C+(A)) 构造内射解消的另一种
迂回手段. 首先将 X 看成集中在第 0 行的双复形. 易见 ε : X → I 成为 C2

f (A) 中的态
射. 按 §3.10 的符号, 对 X 和 I 先取纵向上同调 HII, 再取横向上同调 HI, 则诱导态射
HI HII(X)→ HI HII(I) 为同构. 定理 3.10.6 遂表明

tot(ε) : X = tot(X)→ tot(I)

是 C+(A) 中的拟同构. 注意到 totn(I) 对每个 n ∈ Z 都是内射对象的有限直和, 于是
我们得到内射解消 X → tot(I).

3.12 经典导出函子
本节目的是在不使用导出范畴语言的前提下, 说明如何对有足够内射对象 (或投射

对象) 的 Abel 范畴探讨种种左导出函子 (或右导出函子); 这已经囊括应用中常见的许
多上同调理论. 具体定义依赖于 §3.11 介绍的内射解消 (或投射解消).

定义 3.12.1 设 F : A → B 为 Abel 范畴之间的加性函子.

� 设 A 有足够的内射对象. 对每个 X ∈ C+(A) 选取内射解消 X → I; 对每个
n ∈ Z, 定义 F 的第 n 次右导出函子 RnF 在 X 处的取值为

RnF (X) := Hn(CF (I)).

� 设 A 有足够的投射对象. 对每个 X ∈ C−(A) 选取投射解消 P → X; 对每个
n ∈ Z, 定义 F 的第 n 次左导出函子 LnF 在 X 处的取值为

LnF (X) := H−n(CF (P )).
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这些函子取值都在 B 中. 依构造, 它们自带一族典范态射 Hn(CF (X)) → RnF (X) 和
LnF (X)→ H−n(CF (X)).

这一表述留下几个问题. 首先, 它们在何种意义下依赖于解消的选取? 其次, 以上
仅是对象层次的定义, 如何将其升级为函子? 左右两种导出函子显然相对偶, 故以下仅
论右导出函子. 我们且从第二个问题入手, 将基本工具表述成一则引理.

引理 3.12.2 考虑 C+(A) 中的图表 (实线部分)

X I

Y J

f β

X → I : 拟同构,

Y → J : 内射解消,

f : 任意态射,

此时在 K(A) 中存在唯一的态射 β, 使得图表在 K(A) 中交换.

证明 对 X → I 和 X
f
Y → J 应用定理 3.11.5.

反转箭头可在 C−(A) 中得到投射解消的版本. 事实上, 本章习题将证明当 X ↪→ I

时可取 β 使图表在 C(A) 中交换. 由于本节只关心 Hn(β), 故 K(A) 版本已然足够.
转回导出函子的讨论. 在 C+(A) 中考虑 f : X → Y 和内射解消 X → I, Y → J .

代入引理 3.12.2, 可见对于所有 n ∈ Z, 态射

RnF (f) := Hn(KFβ) : Hn(KF (I))→ Hn(KF (J))

仅依赖 f 和 X → I, Y → J , 而且一旦选定内射解消, 则有

RnF (f1 + f2) = RnF (f1) + RnF (f2),
RnF (gf) = RnF (g) RnF (f), RnF (id) = id.

取 X = Y , f = idX , 则上述讨论还蕴涵不同的内射解消给出相同之 (RnF )(X), 精
确到唯一的同构. 这一切表明 RnF (X) 一如范畴论中种种由泛性质刻画的对象, 在典
范同构的意义下不依赖辅助资料 (内射解消) 的选取, 并且 RnF : C+(A) → B 是加性
函子.

按构造, 如果 F,G : A → B 都是加性函子, 则每个态射 F → G 都典范地对所有
n ∈ Z 诱导 RnF → RnG. 一旦取定内射解消 X → I, 则 RnF (X)→ RnG(X) 具体由
CF (I)→ CG(I) 确定. 类似地, 它也诱导 LnF → LnG.

约定 3.12.3 以下谈论加性函子 F : A → B 的右导出函子 (或左导出函子) 时, 总默认
A 有足够的内射对象 (或投射对象).

定理 3.12.4 (导出函子的长正合列) 设 F : A → B 为 Abel 范畴之间的加性函子. 考虑
C(A) 中的短正合列 0→ X → Y → Z → 0.
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� 设 X,Y, Z ∈ Ob (C+(A)), 此时存在一族典范态射 δn = δnX,Y,Z : RnF (Z) →
Rn+1F (X) (其中 n ∈ Z), 使得我们有正合列

· · · → Rn−1F (Z) δn−1

RnF (X)→ RnF (Y )→ RnF (Z) δn Rn+1F (X)→ · · · .

� 设 X,Y, Z ∈ Ob (C−(A)), 此时存在一族典范态射 ∂n = ∂X,Y,Zn : LnF (Z) →
Ln−1F (X) (其中 n ∈ Z), 使得我们有正合列

· · · → Ln+1F (Z)
∂n+1

LnF (X)→ LnF (Y )→ LnF (Z)
∂n Ln−1F (X)→ · · · .

而且连接态射 δn 和 ∂n 具以下函子性: 设

0 X Y Z 0

0 X ′ Y ′ Z ′ 0

α β γ

是行正合交换图表, 则图表

RnF (Z) Rn+1F (X)

RnF (Z ′) Rn+1F (X ′)

δn

RnF (γ) Rn+1F (α)

δn

或
LnF (Z) Ln−1F (X)

LnF (Z ′) Ln−1F (X ′)

∂n

LnF (γ) Ln−1F (α)

∂n

对所有 n ∈ Z 皆交换.

证明 仅论 RnF 情形. 对短正合列 0→ X → Y → Z → 0 运用命题 3.11.9, 得到行正
合交换图表

0 I J K 0

0 X Y Z 0

其中每一列都是内射解消. 引理 2.8.13 确保 0→ In → Jn → Kn → 0 分裂, 于是它们
在 F 下的像也是分裂短正合列; 作为推论, 0 → CF (I) → CF (J) → CF (K) → 0 仍然
正合. 因此命题 3.6.4 给出态射族 δn 以及长正合列

· · · → Rn−1F (Z) δn−1

RnF (X)→ RnF (Y )→ RnF (Z) δn · · ·

连接态射 δn 的函子性比较复杂, 这里运用例 2.8.18 的 Abel 范畴 A2 来处理. 首
先将给定的行正合交换图表写作 A2 的短正合列

0→ [X
α
X ′]→ [Y

β
Y ′]→ [Z

γ
Z ′]→ 0.
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由例 2.8.18 已知 A2 有足够的内射对象, 于是可取内射解消 [X → X ′] ↪→ I 和
[Z → Z ′] ↪→ K, 再以命题 3.11.9 将之延拓为 C(A2) 中的行正合交换图表

0 I J K 0

0 [X → X ′] [Y → Y ′] [Z → Z ′] 0

(3.12.1)

使 [Y → Y ′]→ J 也是内射解消. 接着将 J n 展开为 [Jn → (J ′)n] 等等. 运用例 2.8.18
的函子 ev0 和 ev1 可知 Jn, (J ′)n 等等都是 A 的内射对象, 而 C(A) 中的态射 Y → J ,
Y ′ → J ′ 等等是内射解消. 综之, 这在原给定的交换图表之上竖起了相容的内射解消.
现将 (3.12.1) 的第一行展开为 C(A) 中的行正合交换图表

0 I J K 0

0 I ′ J ′ K ′ 0

因为每个 In 和 (I ′)n 皆是内射对象, 上图取 CF 之后依然行正合. 故 δn 的函子性化约
为命题 3.6.4 的相应陈述.

在经典场景下, 主要考虑的是函子 RnF 或 LnF 在 A 上的限制, 仍写作 RnF (X)

或 LnF (X) 的形式, X ∈ Ob(A). 这是通过 “摊平” 为正合列的内射解消 0 → X →
I0 → I1 → · · · (或投射解消 · · · → P 1 → P 0 → X → 0) 来计算的; 见例 3.11.2 的说明.
对复形定义的导出函子在早期文献中称为超导出函子, 更适合以导出范畴或谱序列来
处理. 是故以下聚焦于 X ∈ Ob(A) 的经典情形.

第一步是将定理 3.12.4 的长正合列提炼为 δ-函子的概念.

定义 3.12.5 设 A, B 为 Abel 范畴. 从 A 到 B 的一族上同调 δ-函子意谓以下资料:
� 一族加性函子 Fn : A → B, 其中 n ∈ Z≥0;
� 对 A 中的每个短正合列 0 → X → Y → Z → 0 指定一族态射 δn : FnZ →
Fn+1X (称为连接态射), 其中 n ∈ Z≥0, 它们对短正合列之间的态射具有函子性,
并且有正合列

0 F 0(X) F 0(Y ) F 0(Z)

F 1(X) F 1(Y ) F 1(Z)

F 2(X) F 2(Y ) · · · .

δ0

δ1
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从上同调 δ-函子 (Fn, δn)n≥0 到 (Gn, ηn)n≥0 之间的态射是一族态射 ϕn : Fn → Gn,
要求和短正合列给出的连接态射相容; 换言之, 要求图表

Gn−1(X) Gn(X)

Fn−1(X) Fn(X)

ηn−1

δn−1

ϕn−1 ϕn

对所有 n ≥ 1 和短正合列 0→ X → Y → Z → 0 皆交换.
对偶地, 从 A 到 B 的一族同调 δ-函子意谓以下资料:
� 一族加性函子 Fn : A → B, 其中 n ∈ Z≥0;
� 对 A 中的每个短正合列 0 → X → Y → Z → 0 指定一族连接态射 ∂n : FnZ →
Fn−1X, 对短正合列之间的态射具有函子性, 并且有正合列

· · · F2(Y ) F2(Z)

F1(X) F1(Y ) F1(Z)

F0(X) F0(Y ) F0(Z) 0.

∂2

∂1

同调 δ-函子之间的态射按和先前类似的方法定义, 要求与连接态射相容.

留意到定义中的长正合列自动蕴涵 F 0 左正合, F0 右正合. 现在回到导出函子.

命题 3.12.6 对 Abel 范畴之间的加性函子 F : A → B, 当 A 有足够的内射对象时, 以
下性质成立:
� n < 0 =⇒ RnF = 0;
� 若 I 是 A 的内射对象, 则 n > 0 =⇒ RnF (I) = 0;
� (RnF, δn)n≥0 成为上同调 δ-函子;
� 若 F 左正合, 则有典范同构 F

∼→ R0F .
对偶地, 当 A 有足够的投射对象时, 以下性质成立:
� n < 0 =⇒ LnF = 0;
� 若 P 是 A 的投射对象, 则 n > 0 =⇒ LnF (P ) = 0;
� (LnF, ∂n)n≥0 成为同调 δ-函子;
� 若 F 右正合, 则有典范同构 L0F

∼→ F .

证明 基于对偶性,讨论 RnF 的情形即可. 取 X ∈ Ob(A)的内射解消 0→ X → I0 →
I1 → · · · . 于是

RnF (X) = Hn(· · · → 0→ 0→ FI0

0 次项
→ FI1

1 次项
→ · · · ).



§3.12 经典导出函子 193

由此立见 n < 0 时 RnF (X) 为 0. 若 X = I 是 A 的内射对象, 则可取内射解消为
0→ I

id
I → 0 · · · (后续全为 0), 从而 n > 0 时 RnF (I) = 0.

有鉴于此, 关于上同调 δ-函子的断言无非是复述定理 3.12.4.
最后设 F 左正合. 注意到 X

∼→ ker
[
I0 → I1

]
; 左正合函子保核, 故 R0F (X) =

ker
[
FI0 → FI1

] 典范地同构于 FX.

一般来说, 我们仅对左正合函子考虑右导出函子, 对右正合函子考虑左导出函子.
何以故? 初等的解释基于正合列的补项问题: 以 F 左正合的情形为例, 给定 A 中的短
正合列 0 → X → Y → Z → 0, 我们希望将正合列 0 → FX → FY → FZ 尽量右延.
右导出函子起到的正是这一作用.

习惯将 n ≥ 1 时的 RnF 或 LnF 称为 F 的高次导出函子, 默认定义在 A 的对象
上, 而非复形上. 作为补项的一则应用, 下述推论表明正合性的阻碍恰是高次导出函子.

推论 3.12.7 对于左正合 (或右正合) 加性函子 F : A → B, 以下性质等价.

(i) F : A → B 正合.

(ii) 对于所有 X ∈ Ob(A) 和 n > 0 皆有 RnF (X) = 0 (或 LnF (X) = 0).

(iii) 对于所有 X ∈ Ob(A) 皆有 R1F (X) = 0 (或 L1F (X) = 0).

证明 考虑左正合情形. (i) =⇒ (ii): 计算导出函子所用的复形 I0 → I1 → · · · 在第
零项之外都是正合的, 故它对 F 的像亦然. (ii) =⇒ (iii) 平凡. 至于 (iii) =⇒ (i), 利
用 R0F ' F , 对 A 中的短正合列 0→ X → Y → Z → 0 考察相应的正合列

0→ FX → FY → FZ → R1F (Z)

即是.

约定 3.12.8 对于左正合 (或右正合) 加性函子 F : A → B, 若 A ∈ Ob(A) 对 F 的高
次左导出函子 (或右导出函子) 都取 0, 则称 A 是 F -零调的; 例如当 F 左正合 (或右正
合) 时, 命题 3.12.6 蕴涵所有内射对象 (或投射对象) 都是 F -零调的.

以下的经典技巧称为移维, 常用于对导出函子进行一些递归论证.

命题 3.12.9 (移维) 设加性函子 F : A → B 左正合 (或右正合), A 有足够的内射对象
(或投射对象). 设有 A 中的短正合列

0→ X → A→ B → 0, (或 0→ B → A→ X → 0),

而且 A 是 F -零调的, 则当 n ≥ 1 时有自然同构

RnF (X) '

{
Rn−1F (B), n ≥ 2,

coker [FA→ FB] , n = 1
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或

LnF (X) '

{
Ln−1F (B), n ≥ 2,

ker [FB → FA] , n = 1.

证明 基于对偶性, 仅证 RnF (X) 的情形. 仔细打量相应的长正合列

Rn−1F (A)→ Rn−1F (B)→ RnF (X)→ RnF (A)
=0

, n ∈ Z≥1,

并应用 R0F (A) ' FA 和 R0F (B) = FB 便是.

次一关键结果表明 F -零调对象也可用来求导出函子.

推论 3.12.10 设 F : A → B 左正合 (或右正合), 而且有 A 中的正合列

0→ X → A0 → A1 → · · · (或 · · · → A1 → A0 → X → 0),

其中 An (或 An) 对所有 n ≥ 0 都是 F -零调对象; 另外命 A−n = 0 (或 A−n = 0). 此
时有自然同构

RnF (X) ' Hn (FA•) 或 LnF (X) ' Hn (FA•) .

证明 仅证 RnF (X) 情形. 对 m ≥ 1 命

Bm := im
[
Am−1 → Am

]
= ker

[
Am → Am+1

]
;

另记 B0 := X. 原正合列遂拆解为

0→ Bm → Am → Bm+1 → 0, m ∈ Z≥0.

当 n = 0, 断言归结为 F 保核: FX ' ker[FA0 → FA1]. 当 n ≥ 1, 以命题 3.12.9 反复
移维, 得到一系列自然同构

RnF (X) = RnF (B0) ' · · · ' R1F (Bn−1) ' coker
[
FAn−1 → FBn

]
;

又因为 F 保核, Bn 的定义蕴涵 FBn 等同于 ker
[
FAn → FAn+1

]
, 由此知 n ≥ 1 时

RnF (X) '
ker
[
FAn → FAn+1

]
im [FAn−1 → FAn]

.

明所欲证.

留意到以上论证主要依赖长正合列, 鲜少动用导出函子的定义, 这就提示我们在一
般的上同调 (或同调) δ-函子之中刻画 F 的导出函子. 关键在于要求高次 δ-函子在适当
的对象上零化.
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定义 3.12.11 (A. Grothendieck) 设 E : A → B 为 Abel 范畴之间的加性函子. 若对
所有 X ∈ Ob(A) 皆存在单态射 a : X ↪→ Y (或满态射 a : Y � X) 使得 Ea = 0, 则称
E 可拭 (或余可拭).

我们即将从可拭性质推导以下泛性质.

定义 3.12.12 设 (Rn, δn)n≥0 为从 A 到 B 的上同调 δ-函子. 若对于所有从 A 到 B 的
上同调 δ-函子 (Fn, δnF )n≥0, 所有态射 ϕ0 : R0 → F 0 皆能唯一地延拓为 δ-函子之间的
态射 (ϕn)n≥0, 则称 (Rn, δn)n≥0 为泛上同调 δ-函子.

对偶地,设同调 δ-函子 (Ln, ∂n)n≥0满足以下性质: 对任何同调 δ-函子 (Fn, ∂
F
n )n≥0,

任何态射 ϕ0 : F0 → L0 皆可唯一地延拓为 (ϕn)n≥0, 则称 (Ln, ∂n)n≥0 为泛同调 δ-函
子.

今后目标是说明给定左正合 (或右正合) 函子 F : A → B, 满足 R0 = F 的泛上同
调 δ-函子 (或满足 L0 = F 的泛同调 δ-函子) 若存在则唯一, 精确到唯一的同构.

引理 3.12.13 设 E : A → B可拭, 0→ X
u
I

v
B → 0为 A的短正合列, f : X → Y

是任意态射, 则存在行正合的交换图表

0 X I B 0

0 Y J C 0,

f

u v

ι

使得 Eι = 0.

证明 取单态射 h : Y ↪→ J0 使得 Eh = 0. 构造推出图表

X I

J0 J,

u

hf

k

�

其中的 k 由命题 2.1.6 可知为单. 取 ι = kh : Y → J , 取 C := coker(ι), 这给出所求图
表的左方块; 从余核的函子性得到右方块.

命题 3.12.14 设 (Rn, δn)n≥0 是从 A 到 B 的上同调 δ-函子. 若 n > 0 蕴涵 Rn 可拭,
则 (Rn, δn)n≥0 是泛上同调 δ-函子.

对偶地, n > 0 部分余可拭的同调 δ-函子也必然是泛的.

证明 只论上同调版本. 令 (Fn, δnF )n≥0 为从 A 到 B 的上同调 δ-函子, ϕ0 : R0 → F 0

给定. 以下递归地对 n ≥ 1 构造 ϕn. 给定 X ∈ Ob(A), 根据假设, 存在短正合列

0→ X → I → B → 0
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使得 Rn(X → I) = 0. 相应的长正合列给出实线部分的行正合交换图表

Fn−1I Fn−1B FnX FnI

Rn−1I Rn−1B RnX 0.

δn−1
F

ϕn−1
I ϕn−1

B

δn−1

ϕn
X

根据行的正合性和余核的泛性质, 可知存在唯一的虚线箭头 ϕnX 使全图交换; 这刻画了
所求之 ϕnX , 但它目前还依赖 X ↪→ I 的选取.

给定任意态射 f : X → Y , 兹断言存在行正合交换图表
0 X I B 0

0 Y J C 0,

f (3.12.2)

使得 Rn(X → I) 和 Rn(Y → J) 皆为 0: 诚然, 先取 X ↪→ I, 再代入引理 3.12.13 便是.
将此代入 ϕnX 和 ϕnY 的构造, 得到

Fn−1B FnX

Rn−1B RnX

Fn−1C FnY

Rn−1C RnY

ϕn
X

ϕn
Y

其中除右面以外, 每一面按构造, 定义或递归假设都交换. 又因为 Rn−1B → RnX 已知
满, 根据熟悉的技巧, 右面也随之交换.

以上论证同时说明了 ϕnX 不依赖 X ↪→ I 的选择 (取 f = idX 并注意到根据引理
3.12.13 证明, 任两个 X ↪→ Ii 都能通过推出映入同一个 X ↪→ J , 其中 i = 1, 2), 而且对
X 具有函子性 (取任意 f). 这就递归地完成了 ϕn 的构造.
最后说明 (ϕn)n≥0 和连接态射相容. 给定短正合列 0→ X → Y → Z → 0, 以引理

3.12.13 取行正合交换图表
0 X Y Z 0

0 X I B 0

idX α

使得 Rn(X → I) = 0. 由此对每个 n ≥ 1 构造图表

Fn−1Z Fn−1B FnX

Rn−1Z Rn−1B RnX

Fn−1α δnF

ϕn−1
Z

Rn−1α

ϕn−1
B

δn

ϕn
X
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根据前一个交换图表和上同调 δ-函子的性质, 两行分别合成为欲考察的连接态射
Fn−1Z → FnX 和 Rn−1Z → RnX; 问题化为证全图交换. 左块依 ϕn−1 的函子性交
换, 右块依 ϕnX 的构造交换. 证毕.

推论 3.12.15 (导出函子的刻画) 设 F : A → B 左正合, A 有足够的内射对象, 则
(RnF, δn)n≥0 是满足 R0F ' F 的泛上同调 δ-函子.
对偶地, 设 F 右正合而 A 有足够的投射对象, 则 (LnF, ∂n)n≥0 是满足 L0F ' F

的泛同调 δ-函子.

证明 讨论左正合情形即可. 当 n > 0 时 RnF 可拭: 这是因为任何 X ∈ Ob(A) 皆可
嵌入某个内射对象 I, 而命题 3.12.6 蕴涵 RnF (I) = 0; 此外它也蕴涵 R0F ' F . 将此
代入命题 3.12.14 便是.

3.13 实例: lim1

对于导出函子, 我们选择的首例来自一类常见的 lim←−. 将 Z≥0 按照标准的全序结构
作成范畴, 于是范畴 Zop

≥0 可以表作 · · · → 2→ 1→ 0. 对任意范畴 A, 考虑函子范畴

InvSys(A) := AZop
≥0 , (3.13.1)

其对象可以视同资料 (An, fn)n≥0, 其中 An ∈ Ob(A) 而 fn ∈ Hom(An+1, An); 这般资
料也称为 A 中的逆向系. 本节将以导出函子为工具, 在 Abel 范畴的情形研究它们的
lim←−.

约定 3.13.1 如果 Abel 范畴 A 有可数积 (或可数余积, 亦即直和), 而且取积函子∏
: AZ≥0 → A (或直和函子 ⊕ : AZ≥0 → A) 是正合函子, 则称 A 有正合的可数积 (或

可数余积).

取积函子总是左正合的, 因此在可数积存在的前提下, 其正合性等价于 ∏ 保持满
态射: 对于任一族满态射 (gn : An → Bn)n≥0, 相应的

∏
n≥0 gn :

∏
n≥0An →

∏
n≥0Bn

亦满. 可数余积的情形则是对偶的.

假设 3.13.2 本节考虑的 Abel 范畴 A 均假定有正合的可数积.

任意环 R 上的模范畴 R-Mod 即有此性质.

定义 3.13.3 给定 InvSys(A) 的对象 A = (An, fn)n, 定义平移态射 TA :
∏
n≥0An →∏

n≥0An: 当 A = Ab 时, TA((an)n≥0) := (fn(an+1))n≥0, 一般情形准此可知. 再定义
典范态射

∆A := TA − id :
∏
n≥0

An →
∏
n≥0

An,

当 A 变动, 这给出取积函子
∏
n≥0 的自同态 T 和 ∆ = T − id.
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留意到以上定义只需要 A 是有可数积的 Ab-范畴.
回忆到 lim←− 一般通过等化子和积来构造. 对于眼下的情形, InvSys(A) 自然地成为

Abel 范畴 (命题 2.1.4), 故构造化为 lim←−A = ker [∆A :
∏
nAn →

∏
nAn].

此外 InvSys(A)也有正合的可数积,因为函子范畴的极限可以逐项地构造,见 §1.5.

引理 3.13.4 以上构造给出左正合加性函子 lim←− : InvSys(A) → A. 另一方面, 取积函
子
∏
n≥0 : InvSys(A)→ A 则是正合函子.

证明 两个函子的加性皆显然, 左正合性来自例 2.8.6. 根据假设, 函子 ∏
n≥0 :

(An, fn)n 7→
∏
nAn 也保满态射, 因为它逐项如此. 故注记 2.8.4 说明它正合.

定义 3.13.5 按以下方式定义一族加性函子 limn : InvSys(A)→ A:

lim0 := lim←− = ker∆ : A 7→ ker∆A,

lim1 := coker∆ : A 7→ coker∆A,

limn := 0, n ∈ Z≥2.

今设 0→ X → Y → Z → 0 为 InvSys(A) 中的短正合列; 换言之, 逐项正合. 应用
正合函子 ∏

n≥0 及其自同态 ∆, 得到行正合交换图表

0
∏
nXn

∏
n Yn

∏
n Zn 0

0
∏
nXn

∏
n Yn

∏
n Zn 0.

∆X ∆Y ∆Z

应用定理 2.3.3 得到长正合列

0→ lim0X → lim0 Y → lim0 Z 连接态射
δ0 lim1X → lim1 Y → lim1 Z → 0;

它对短正合列具有函子性. 另对 n > 0 取 δn := 0. 总结如下.

引理 3.13.6 资料 (limn, δn)n≥0给出从 InvSys(A)到 A的上同调 δ-函子 (定义 3.12.5),
满足 lim0 = lim←−.

目光转向 lim←− 的右导出函子. 设 A 有足够的内射对象, 则 InvSys(A) 亦然. 事
实上, 第二章的习题已经讨论过一般的函子范畴 AC 的情形, 而这里涉及的是特例
C = Zop

≥0; 对此, 我们直接验证以下稍加精确的结果.

引理 3.13.7 在假设 3.13.2 的条件下, 定义 InvSys(A) 的加性全子范畴 R 使得

Ob(R) =

 R = (Rk, rk)k≥0 R是内射对象, ∆R 满,

∈ Ob (InvSys(A)) ∀k, Rk 是 A 的内射对象

 ,

则对每个 A ∈ Ob (InvSys(A)) 皆存在 R ∈ Ob(R) 和单态射 A ↪→ R.
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证明 对每个 m ∈ Z≥0 定义函子 Rm : A → InvSys(A), 映对象 X 为

· · · X X 0 · · · 0.

· · · 第 m+ 1 项 第 m 项

id id
(3.13.2)

易见它是 evm : (An, fn)n≥0 7→ Am 的右伴随, 从而映内射对象为内射对象 (命题
2.8.17). 此外不难验证 ∆RmX 是满态射, 对之可以明确写下一个右逆.

给定 A = (An, fn)n≥0, 对每个 m 取 A 的内射对象 Im 和单态射 Am ↪→ Im, 则
A ↪→

∏
m≥0Rm(Im) =: R, 右式根据引理 2.8.14 仍是内射对象; 事实上, Rk 对所有

k 按构造都是 A 的内射对象. 既然 ∏
m 正合, ∆R =

∏
m∆Rm(Im) 仍然满. 综上,

R ∈ Ob(R).

依此便能谈论 Rn lim←−, 其中 n ≥ 0. 回忆到 Rn lim←− 可以刻画为泛上同调 δ-函子 (推
论 3.12.15).

定理 3.13.8 (S. Eilenberg) 在假设 3.13.2 的条件下, 当 n > 0 时 limn 是定义 3.12.11
所谓的可拭函子. 作为推论, 存在典范同构 R1 lim←− ' lim1, 而 n /∈ {0, 1} 时 Rn lim←− = 0.

证明 引理 3.13.7 表明 lim1 可拭, 故 (limn)n≥0 也是泛 δ-函子 (命题 3.12.14).

既然明确了 lim←− 的正合性以 lim1 为障碍, 现在来研究何时能确保 lim1 = 0.

例 3.13.9 若 InvSys(A) 的对象 A 满足 lim1A = 0, 则对任何商对象 Q 也有 lim1Q =

0, 这是因为短正合列 0 → K → A → Q → 0 诱导的长正合列以 lim1A → lim1Q → 0

收尾.

例 3.13.10 如果每个 fn : An+1 → An 都有截面 (即右逆) sn, 则 ∆A 也有截面
ΣA :

∏
nAn →

∏
nAn, 因而 ∆A 满. 如果使用元素的写法, 则可递归地取 ΣA((bn)n) =

(an)n, 其中 a0 = 0 而 an+1 := sn (an + bn). 一般情形依此可知.

定义 3.13.11 (Mittag-Leffler条件) 设范畴 C 的所有态射都有像 (定义 1.2.1). 考虑
InvSys(C) 的对象 X = (Xk, fk)k≥0. 对于 b ≥ a, 定义 f ba : Xb → Xa 为合成 fa · · · fb−1
(约定 faa = id). 若以下条件成立, 则称 X 是 Mittag-Leffler 的:

∀k ≥ 0, ∃N ≥ k, n ≥ N =⇒ im fnk = im fNk .

举例明之, 若每个 fk 皆满, 则 (Xk, fk)k≥0 自动是 Mittag-Leffler 的.
对于 Mittag-Leffler 的 (Xk, fk)k≥0, 每个 Xk 都有良定义的子对象 X[

k := im fNk ,
其中 N � k. 不难看出这使相应的态射列

· · · → X[
2

f♭
1

X[
1

f♭
0

X[
0

中的每个 f [k := fk|X♭
k+1
都成为满的.
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引理 3.13.12 取 C 为 Set 或 R-Mod, 其中 R 是任意环. 假设 InvSys(C) 的对象
(Xn, fn)n≥0 是 Mittag-Leffler 的.

(i) 包含态射族 X[
n ↪→ Xn 诱导典范同构 lim←−nX

[
n
∼→ lim←−nXn

(ii) 对于 C = Set 的情形, 若每个 Xn 皆非空, 则 lim←−nXn 6= ∅.

证明 对于 (i), 写下 lim←− 在这些范畴中的具体构造

lim←−
n

Xn =

(xn)n≥0 ∈
∏
n≥0

Xn : ∀n ≥ 0, fn(xn+1) = xn

 ;

上式的每个 xn 自动属于
⋂
N≥n im(fNn ), 由此立见 lim←−nXn = lim←−nX

[
n.

对于 (ii), 按定义可见 X[
n 必然非空. 于是问题按 (i) 化约到每个 fn 皆满的情形,

因而是显然的.

命题 3.13.13 取 R 为环, A := R-Mod. 若 InvSys(A) 的对象 A = (An, fn)n≥0 是
Mittag-Leffler 的, 则 lim1A = 0; 等价地说, 此时对于 InvSys(A) 中的所有短正合列
0→ A→ B → C → 0, 相应的 0→ lim←−A→ lim←−B → lim←−C → 0 也正合.

证明 先论证两个断言的等价性. 设 A ∈ InvSys(A). 若 lim1A = 0, 则 0 → lim←−A →
lim←−B → lim←−C → 0 正合是长正合列的直接推论. 反之, 设 0 → lim←−A → lim←−B →
lim←−C → 0 恒正合. 取单态射 A ↪→ B 使得 B 是 InvSys(A) 的内射对象, 则移维 (命题
3.12.9) 给出 R1 lim←−A = 0, 继而由定理 3.13.8 导出 lim1A = 0.

进入正题. 设短正合列 0 → (An, fn)n

=A

ϕ
(Bn, gn)n

=B

ψ
(Cn, hn)

=C

→ 0 中的 A

是 Mittag-Leffler 的. 目标是证 lim←−ψ 满. 鉴于引理 3.13.12 (ii), 问题化为对每个
c = (cn)n≥0 ∈ lim←−C 证非空集的映射列

· · · → ψ−12 (c2)
g1

ψ−11 (c1)
g0

ψ−10 (c0)

是 Mittag-Leffler 的, 因为由此可说明 ψ−1(c) 非空.
给定 k ≥ 0, 取 N ≥ k 充分大, 使得 n ≥ N 时 im fnk = im fNk . 设 bN ∈ ψ−1N (cN );

为了验证 Mittag-Leffler 条件, 以下说明对每个 n ≥ N 皆存在 bn ∈ ψ−1n (cn) 使得
gnk (bn) = gNk (bN ).

任取 b′n ∈ ψ−1n (cn),则 ψN (gnN (b′n)) = cN = ψN (bN ),故存在 aN 使 gnN (b′n)−bN =

ϕN (aN ). 再取 an 使得 fnk (an) = fNk (aN ), 则 bn := b′n − ϕn(an) 即所求.

对于满足假设 3.13.2 的一般 Abel 范畴 A, 存在反例说明 Mittag-Leffler 条件未必
蕴涵 lim1 = 0, 详细讨论见 [38].

以下结果是一则简单的操练, 将用于 §3.15.
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推论 3.13.14 设 A 满足假设 3.13.2, 而 A→ B → C → D 是 InvSys(A) 中的正合列.
若 lim1A = 0, 则

lim←−B → lim←−C → lim←−D

是 A 中的正合列.

证明 命 H := ker[C → D], X := im[A→ B]. 因为 lim←− 左正合, 故有典范同构

ker
[
lim←−C → lim←−D

]
' lim←−H.

态射 B → C 分解为 B � H ↪→ C. 问题化为证 lim←−B → lim←−H 满. 例 3.13.9 说明
lim1X = 0, 故对短正合列 0→ X → B → H → 0 取 lim←− 可见 lim←−B → lim←−H 满.

3.14 实例: Ext和 Tor

我们即将探讨 Hom 和 ⊗ 的导出函子. 宜先引入一些辅助概念.

定义 3.14.1 设 A1, A2, B 为 Abel 范畴, 而双函子 F : A1 × A2 → B (约定 3.5.9) 对
两个变元都是左正合函子. 若对于所有内射对象 Ii ∈ Ob(Ai) (其中 i = 1, 2),

F (I1, ·) : A2 → B 和 F (·, I2) : A1 → B

都是正合函子, 则称 F 是平衡的.
对偶地, 如果 F 对两个变元都右正合, 而且对于所有投射对象 Pi ∈ Ob(Ai), 函子

F (P1, ·) 和 F (·, P2) 都正合, 则称 F 是平衡的.

基于对偶性, 以下定理仅针对两个变元皆左正合的双函子来陈述.

定理 3.14.2 设 A1, A2, B 为 Abel 范畴, A1 和 A2 皆有足够的内射对象. 设双函子
F : A1 ×A2 → B 对两个变元都左正合. 由此可对每个变元取右导出函子, 记为

RnI F (·, X2) : A1 → B, RnIIF (X1, ·) : A2 → B,

其中 Xi ∈ Ob(Ai) 固定, i = 1, 2. 若 F 是平衡的, 则有双函子 A1 ×A2 → B 之间的典
范同构

RnI F (X1, X2) ' RnIIF (X1, X2).

证明 下述论证依赖双复形的理论,见 §3.5和 §3.10. 对 i = 1, 2取内射解消 0→ Xi →
I0i → I1i → · · · ; 另对 n < 0 定义 Ini := 0. 由此定义双复形 F (I•1 , I

•
2 ).

另一方面, 定义复形 F (X1, I
•
2 ) 和 F (I•1 , X2). 将它们视为双复形, 分别集中在纵轴

(0, •) 和横轴 (•, 0) 上. 因此 Xi
∼→ ker[I0i → I1i ] ↪→ I0i 诱导 C2

f (B) 中的态射

F (X1, I
•
2 )

λ
F (I•1 , I

•
2 )

ρ
F (I•1 , X2).
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兹断言 tot(λ) 和 tot(ρ) 都是拟同构.
先处理 λ. 对其两边同取横向上同调 HI, 这不改变落在纵轴上的 F (X1, I

•
2 ); 而因

为 F (·, Iq2 ) 对每个 q 都是正合函子, 我们有

(HI F (I•1 , I
•
2 ))

p,q
=

{
0, p 6= 0,

ker
[
F (I01 , I

q
2 )→ F (I11 , I

q
2 )
]
= F (X1, I

q
2 ), p = 0.

这就说明 HI(λ) : HI F (X1, I
•
2 )→ HI F (I•1 , I

•
2 ) 是同构. 因此 HII HI(λ) 仍是同构. 代入

定理 3.10.6 可知 tot(λ) 是拟同构.
对于 ρ, 相同论证给出 HI HII(ρ) 是同构, 故定理 3.10.6 蕴涵 tot(ρ) 是拟同构.
观察到 F (X1, I

•
2 ) 的全复形仍是它自身, 取 Hn 给出 RnIIF (X1, X2). 类似地, 对

F (I•1 , X2) 或其全复形取 Hn 给出 RnI F (X1, X2). 通过 tot (F (I•1 , I•2 )) 的中介, 遂有

RnI F (X1, X2) ' RnIIF (X1, X2).

由于任何态射 Xi → Yi 都可以提升为内射解消之间的态射, 提升在同伦意义下唯一, 故
实际得到的是双函子的同构 RnI F ' RnIIF .

注记 3.14.3 上述论证实际给出了一套同时解消两个变元, 以双复形 F (I•1 , I
•
2 ) 的全复

形 “平衡地” 对 F 求导的技术.

现在取 A 为 Abel 范畴, 考虑双函子 Hom = HomA : Aop ×A → Ab, 命题 2.8.11
表明 Hom 对两个变元皆左正合. 对每个 n ∈ Z 作如下定义.

� 设 A 有足够的投射对象, 命 ExtnA,I(X,Y ) := RnI Hom(X,Y ), 它由 X 在 A 中的
投射解消确定.

� 设 A 有足够的内射对象, 命 ExtnA,II(X,Y ) := RnII Hom(X,Y ), 它由 Y 在 A 中的
内射解消确定.

定义–命题 3.14.4 (Ext函子) 双函子 HomA 是平衡的. 因此, 只要 Abel 范畴 A 有足
够的内射对象和投射对象, 即可对每个 n ∈ Z 定义双函子

Extn = ExtnA : Aop ×A → Ab

为 ExtnA(X,Y ) := ExtnI (X,Y ) ' ExtnII(X,Y ) (典范同构).

证明 平衡性正是内射对象和投射对象的定义, 因此适用定理 3.14.2.

若 R 是环而 A = R-Mod 或 Mod-R, 则记 ExtnA 为 ExtnR.
注意到 Ext0 = Hom, 而 (Extn)n≥0 对变元 X 和 Y 分别有形式如下的长正合列

· · · → Extn−1(X ′, Y )
δn−1

Extn(X ′′, Y )→ Extn(X,Y )→ Extn(X ′, Y )→ · · · ,

· · · → Extn−1(X,Y ′′) δn−1

Extn(X,Y ′)→ Extn(X,Y )→ Extn(X,Y ′′)→ · · · ,
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其中 0→ X ′ → X → X ′′ → 0 和 0→ Y ′ → Y → Y ′′ → 0 都是给定的短正合列.
当 A 是 k-线性 Abel 范畴时, Extn 的取值当然能升级到范畴 k-Mod 里.

注记 3.14.5 符号 Ext 意指 “扩张”, 这是由于 Ext1(X,Y ) 的元素和扩张 0 → Y →
E → X → 0 (亦即短正合列) 的同构类一一对应; 更高次的 Extn 也有类似诠释. 这一
事实宜从导出范畴解释, 详见 §4.5.

基于推论 3.12.7 对函子正合性的刻画, 立见

� 对象 I 内射 ⇐⇒ Ext1(·, I) = 0 ⇐⇒ Ext≥1(·, I) = 0;

� 对象 P 投射 ⇐⇒ Ext1(P, ·) = 0 ⇐⇒ Ext≥1(P, ·) = 0.

例 3.14.6 (HHn 作为 Extn) 回到 §3.8 关于 Hochschild 同调与上同调的基本框架: k
为交换环, R 为 k-代数, 现在进一步要求 R 作为 k-模是投射的. 记 ⊗ := ⊗k. 运用投射
模可以刻画为自由模的直和项这一事实5),可见 R⊗n 仍是投射 k-模. 现将 R⊗R⊗n⊗R
作成左 Re := R ⊗ Rop-模. 因为 R ⊗ (·)⊗ R : k-Mod→ Re-Mod 是忘却函子的左伴随
[51, 推论 6.6.8], 它保投射对象 (命题 2.8.17), 故引理 3.8.2 说明杠复形 BR 给出 R 作
为左 Re-模的投射解消

· · · → B1R→ B0R→ R→ 0. (3.14.1)

现在设 M 是 (R,R)-双模, 代入 Hochschild 上同调 HHn(M) 的原始定义 3.8.4, 遂得

HHn(M) = Hn (HomRe(BR,M)) = ExtnRe(R,M).

次一主题是 Tor 函子. 选定环 R. 模范畴 R-Mod (或 Mod-R) 有足够的投射对
象6). 张量积给出双函子

⊗R : Mod-R×R-Mod→ Ab,

它对每个变元都是右正合的, 见 [51, 命题 6.9.2]; 对之可套用先前理论的右正合版本, 对
两个变元定义左导出函子 LI,n⊗R 和 LII,n⊗R, 它们仅在 n ≥ 0 时非零. 也请回忆何谓
平坦模 [51, 定义 6.9.4].

定义–命题 3.14.7 (Tor函子) 对于任何环 R, 双函子 ⊗R 是平衡的. 因此可对每个
n ∈ Z 定义双函子

Torn = TorRn : Mod-R×R-Mod→ Ab

为 TorRn (X,Y ) := (LI,n⊗R)(X,Y ) ' (LII,n⊗R)(X,Y ) (典范同构).

证明 平衡性缘于投射模必平坦 [51, 推论 6.9.9]. 应用定理 3.14.2 的左导出版本.

5)或运用张量积的伴随关系 [51, 定理 6.6.5].
6)事实上, 自由模必然是投射模, 见 [51, 例 6.9.6]
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我们有 TorR0 (X,Y ) = X ⊗
R
Y , 而 (Torn)n≥0 有如下形式的长正合列

· · · → TorRn+1(X
′′, Y )

∂n+1

TorRn (X ′, Y )→ TorRn (X,Y )→ TorRn (X ′′, Y )→ · · · ,

· · · → TorRn+1(X,Y
′′)

∂n+1

TorRn (X,Y ′)→ TorRn (X,Y )→ TorRn (X,Y ′′)→ · · · ,

其中 0→ X ′ → X → X ′′ → 0 和 0→ Y ′ → Y → Y ′′ → 0 都是给定的短正合列.
继续重复和 Ext 情形相似的套话.

� 右 R-模 M 平坦 ⇐⇒ TorR1 (M, ·) = 0 ⇐⇒ TorR≥1(M, ·) = 0;

� 左 R-模 N 平坦 ⇐⇒ TorR1 (·, N) = 0 ⇐⇒ TorR≥1(·, N) = 0;

设 M 为 R-模. 仿照投射解消的定义, M 的平坦解消定义为如下形式的正合列

· · · → F 2 → F 1 → F 0 →M → 0, 每个 Fn 都是平坦 R-模.

鉴于推论 3.12.10 和上述观察, TorRn (X,Y ) 亦可用 X 或 Y 的平坦解消来计算. 这
是计算 Tor 的实际技术, 而投射解消主要是在理论层面起作用.

这类计算自然也可以 “平衡”. 任取平坦解消 · · · → P1 → P0 → X → 0 和
· · · → Q1 → Q0 → X → 0. 构造链复形意义下的双复形 P• ⊗

R
Q•, 并且简记其全复形为

P ⊗ Q. 注记 3.14.3 的同调版本表明 TorRn (X,Y ) ' Hn(P ⊗ Q); 该处论证所需的性质
只有 Pp ⊗

R
(·) 和 (·)⊗

R
Qq 的正合性, 这正是平坦性所保证的.

注记 3.14.8 (双模结构) 选定环 A, B; 设 X 是 (A,R)-双模, Y 是 (R,B)-双模. 由于
TorRn 是双函子, TorRn (X,Y ) 具有典范的 (A,B)-双模结构. 以 A 的左乘为例, 每个
a ∈ A 都给出 X 作为右 R-模的自同态, 因而诱导 TorRn (X,Y ) 的自同态 La; 它们满足
LaLa′ = Laa′ 和 L1 = id. 对 B 的右乘也在第二个变元作类似处理. 取 n = 0 便回到
X ⊗

R
Y 上的自然双模结构.

若选定 Y 作为左 R-模的平坦解消 · · · → P0 → Y → 0, 则 A 的左乘作用可以直接
在复形 X ⊗

R
P• 上读出: 它来自 A 对 X 的左乘. 右乘亦作如是观.

作为特例,选定环同态 R→ S,则 TorRn (·, S) (或 TorRn (S, ·))升级为函子 Mod-R→
Mod-S (或 R-Mod→ S-Mod).

类似的论证表明: 对于 (R,A)-双模 X 和 (R,B)-双模 Y , 每个 ExtnR(X,Y ) 都自然
地成为 (A,B)-双模.

交换环 R 上的模不分左右, 对应的范畴统一写作 R-Mod; 此时任何 R-模自然也是
(R,R)-双模, 故 TorRn 升级为双函子 (R-Mod)2 → R-Mod.

命题 3.14.9 当 R 是交换环时, 存在双函子的典范同构 TorRn (X,Y ) ' TorRn (Y,X), 其
中 n ∈ Z.
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证明 分别取 X 和 Y 的平坦解消 P• 和 Q•. 命 P ⊗Q 为双复形 P• ⊗
R
Q• 的全复形;

类似地定义 Q⊗ P . 张量积的交换约束 [51, 命题 6.5.14] 给出典范同构

Pp ⊗
R
Qq ' Qq ⊗

R
Pp, p, q ∈ Z.

换言之 P• ⊗
R
Q• ' swap(Q• ⊗

R
P•). 代入命题 3.5.6 即可导出全复形的典范同构

P ⊗Q ' Q⊗ P . 证毕.

注记 3.14.10 符号 Tor 意指 “挠元”, 源自以下特例. 取环 R 的左理想 a, 再取任意右
R-模 X. 因为自由左模 R 平坦, 对 0 → a → R → R/a → 0 应用命题 3.12.9 来移维,
可得典范同构

TorR1 (X,R/a) ' ker
[
X ⊗

R
a→ X ⊗

R
R ' X

]
'

{∑
i

xi ⊗ ai ∈ X ⊗
R
a :
∑
i

xiai = 0

}
,

TorRn (X,R/a) ' TorRn−1(X, a), (n > 1).

如进一步取 t ∈ R 非右零因子, 再取 a := Rt
∼← R (映 r 为 rt), 则 TorR1 (X,R/Rt) '

{x ∈ X : xt = 0}, 即 X 的 t-挠元子模, 而 n > 1 时 TorRn (X,R/Rt) = 0.

例 3.14.11 (HHn 作为 Torn) 接续例 3.14.6 的起手式, 但将关于 R 的前提弱化为 R

是平坦 k-模. 此时 R⊗n 也平坦, 而结合约束 (·) ⊗
Re

(R ⊗ R⊗n ⊗ R) ' (·) ⊗ R⊗n 表明
R⊗R⊗n ⊗R 是平坦左 Re-模. 故 BR 是 R 作为左 Re-模的平坦解消, 如 (3.14.1).

对任意 (R,R)-双模 M , 代入 Hochschild 同调的原始定义 3.8.4 可得

HHn(M) = Hn
(
M ⊗

Re
BR
)

= TorR
e

n (M,R) .

现在可以结合例 3.14.6 和 3.14.11 来计算更多 Hochschild 同调与上同调的实例.
首先取多项式代数 R = k[t], 将 Re = R ⊗ Rop 等同于 k[x, y], 则 R 作为 Re-模的纯量
乘法表作 h(x, y) · f(t) = h(t, t)f(t), 而且 R 有自由解消

0→ Re
乘以 x−y

Re
f 7→f(t,t)

R→ 0.

由此计算 ExtnRe(R, ·) 与 TorR
e

n (·, R), 立得 n ∈ {0, 1} 时 HHn(R) ' R ' HHn(R), 而
n > 1 时 HHn(R) = 0 = HHn(R).
其次取 R = k[t]/(t2), 则 Re = k[x, y]/(x2, y2). 对 Re-模 R 有周期 2 的自由解消

· · ·
x+y

Re
x−y

Re
x+y

Re
乘以 x−y

Re
f 7→f(t,t)

R→ 0,
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正合性敬请读者直接验证. 对任意 R-模 M , 取 M ⊗
Re

(·) 和 HomRe(·,M) 分别给出

· · · 2t
M

0
M

2t
M

0
M →M ⊗

Re
R→ 0,

0→ HomRe(R,M)→M
0
M

2t
M

0
M

2t · · · .

因此 HHk(M) 和 HHk(M) 仅依赖 k mod 2; 倘若仅按定义计算, 此周期性恐怕不易
察觉.

在 k 为域的情形, 由此可读出 HHn(M) 和 HHn(M), 但答案取决于 char(k). 习题
将讨论 R = k[t]/(tn) 的一般情形.

以下结论常用于代数拓扑学, 同时也是先前内容的一次小验收, 它涉及链复形及其
同调 (注记 2.2.6). 设 C = (C•, d

C
• ) (或 D = (D•, d

D
• )) 是右 R-模 (或左 R-模) 构成的

链复形. 由之构造链双复形 C• ⊗D•, 并将其全复形记为

C ⊗D := tot⊕ (C• ⊗D•) ;

张量积的下标 R 省略. 具体地说, 全复形 C ⊗D 的 n 次项是 ⊕
p+q=n Cp ⊗Dq, 而其

dn 拉回到 Cp ⊗Dq 上等于 dCp ⊗ id+ (−1)pid⊗ dDq . 这给出自明的典范同态

κ :
⊕
p+q=n

Hp(C)⊗Hq(D)→ Hn (C ⊗D) .

定理 3.14.12 (同调 Künneth定理) 取链复形 C, D 如上. 若每个 Cp 和 im
(
dCp
)
都是

平坦右 R-模, 则有典范短正合列

0
⊕
p+q=n

Hp(C)⊗Hq(D) Hn (C ⊗D)
⊕

p+q=n−1

TorR1 (Hp(C),Hq(D)) 0.
κ

证明 对所有 p ∈ Z 定义 Cp 的子模 Bp := im
(
dCp+1

) 和 Zp := ker
(
dCp
)
. 按 dZ =

dB := 0 将它们作成链复形 Z = Z• 和 B = B•. 由此易得链复形的短正合列

0 Z C B[−1] 0.
dC=(dCp )p

短正合列 0 → Zp → Cp
dCp

Bp−1 → 0 和 Tor 函子的长正合列蕴涵 Zp 亦平坦.
又因为 Bp−1 平坦, 故长正合列也说明

0→ Zp ⊗Dq → Cp ⊗Dq → Bp−1 ⊗Dq → 0

正合. 既然模的直和 (容许无穷) 保持正合性, 上式遂给出链复形的短正合列

0→ Z ⊗D → C ⊗D
dC⊗idD

B[−1]⊗D → 0.
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又因为 dZ = dB[−1] = 0, 对应的同调长正合列根据平坦性化为
=
⊕

p+q=n Bp⊗Hq(D)⊕
p+q=n+1

Bp−1 ⊗Hq(D)
∂n+1 ⊕

p+q=n

Zp ⊗Hq(D)→ Hn (C ⊗D)

→
⊕
p+q=n

Bp−1 ⊗Hq(D)

=
⊕

p+q=n−1 Bp⊗Hq(D)

∂n ⊕
p+q=n−1

Zp ⊗Hq(D).

待明确的仅有连接同态 ∂n+1 和 ∂n. 兹断言它们皆来自包含同态 Bp ↪→ Zp, 至多差一
些简单的正负号. 为此须返归长正合列的明确构造, 即命题 3.6.4 的同调版本, 但此处可
运用图追踪, 见 [51, 命题 6.8.6] 以上的说明; 细节留给读者验证.
作为推论, coker(∂n+1) 等同于

⊕
p+q=nH

p(C)⊗ Hq(D), 从它到 Hn(C ⊗D) 的单
态射等同于 κ.

最后, 0 → Bp → Zp → Hp(C) → 0 是 Hp(C) 的平坦解消, 故 ker(∂n) '⊕
p+q=n−1

TorR1 (Hp(C),Hq(D)). 至此得到所断言的短正合列.

留意: 当 R 是除环, κ 必然是同构.
因为 D 在拓扑场景下充当了同调的系数, 定理 3.14.12 在 D 集中于零次项的特例

也称为同调泛系数定理. 这类结果还有种种变体, 同时环结构也赋予 Tor 不共于其他导
出双函子的运算, 这些结构似乎更适合以导出范畴或谱序列的语言来梳理.

3.15 K-内射和 K-投射复形
复形的内射和投射解消在 §3.12 给出导出函子的初步定义. 这些构造需要复形上

有界或下有界, 但涉及无界复形及其导出范畴的应用则需要更广的一类解消. K-内射或
K-投射解消的理论肇自 [41]. 本节旨在提供一些相关的准备, 论证取法于 [42], 读者也
可以参照 [23, Chapter 14] 或 [5].

定义 3.15.1 (N. Spaltenstein) 设 A 为 Abel 范畴.

� 满足以下条件的 I ∈ Ob(C(A)) 称为 K-内射复形7): 当 X ∈ Ob(C(A)) 零调时,
Hom•(X, I) 也零调.

若 f : A→ I 是 C(A) 中的拟同构, I 是 K-内射的, 则称 f 是 A 的 K-内射解消.

� 满足以下条件的 P ∈ Ob(C(A)) 称为 K-投射复形: 当 X ∈ Ob(C(A)) 零调时,
Hom•(P,X) 也零调.

若 f : P → A是 C(A)中的拟同构, P 是 K-投射的, 则称 f 是 A的 K-投射解消.
7)更合理的术语兴许是同伦内射复形, 以及同伦投射复形.
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若 C(A) 的所有对象都有 K-内射解消 (或 K-投射解消), 则称 A 有足够的 K-内射
(或 K-投射) 复形.

两套定义当然对偶. 实际操作中, 以下判准往往更方便.

引理 3.15.2 复形 I (或 P ) 是 K-内射 (或 K-投射) 的当且仅当对于所有零调之 X, 皆
有 HomK(A)(X, I) = 0 (或 HomK(A)(P,X) = 0).

证明 设 n ∈ Z. 引理 3.2.3 说明

HnHom•(X, I) ' HomK(A)(X[−n], I), HnHom•(P,X) ' HomK(A)(P,X[n]);

然而 X 零调等价于 X[−n] 零调, 也等价于 X[n] 零调.

例 3.15.3 引理 3.11.6 立刻转译为以下陈述.
� 若 I ∈ Ob(C+(A)) 由内射对象组成, 则 I 是 K-内射的.
� 若 P ∈ Ob(C−(A)) 由投射对象组成, 则 P 是 K-投射的.

这将内射 (或投射) 解消化为 K-内射 (或 K-投射) 解消的特例.

例 3.15.4 (A. Dold) 例 3.15.3 的单边有界条件不可或缺. 例如取 A = Z/4Z-Mod, 并
考虑其中的零调复形 Q 如下

· · · 2
Z/4Z

2
Z/4Z

2
Z/4Z

2 · · · ,

每项都是自由模. 另一方面, 取逐项的张量积 Q ⊗
Z/4Z

Z/2Z, 得到复形

· · · 0
Z/2Z

0
Z/2Z

0
Z/2Z

0 · · · .

因此 Q 并非 K-投射的, 否则 idQ 将同伦于 0, 而 idQ⊗Z/2Z 亦然, 与 Hn(Q ⊗
Z/4Z

Z/2Z) =

Z/2Z 矛盾.
换个角度, 此例也说明投射对象组成的无界复形并非合理的解消: 0→ Q 和 0→ 0

都是拟同构, 而上一段说明 idQ 不同伦于 0, 从而 Q 和 0 在 K(A) 中并不同构, 由此可
见定理 3.11.5 无法简单地扩及无界情形.

次一结果是定理 3.11.5 的自然推广, 其证明也同样付与定理 4.4.1 之后的讨论.

定理 3.15.5 取定 C(A) 中的拟同构 α : X → Y .

� 给定态射 γ : X → I, 其中 I 是 K-内射复形. 存在 K(A) 中的交换图表

Y

X

I

β

α

γ
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� 给定态射 γ : P → Y , 其中 P 是 K-投射复形. 存在 K(A) 中的交换图表

X

Y

P

α

γ

β

无论在哪种情形, β 作为 K(A) 的态射都是唯一的.

命题 3.15.6 定义–命题 3.4.1 的等价 σ 满足: X ∈ Ob(C(Aop)) 是 K-内射 (或 K-投射)
的当且仅当 σX ∈ Ob(C(A)op) = Ob(C(A)) 是 K-投射 (或 K-内射) 的.

证明 函子 σ 保持零调复形, 诱导 K(Aop)
∼→ K(A)op (命题 3.4.3), 故保持引理 3.15.2

的判准.

继而考虑伴随函子. 命题 2.8.17 在此有相应的版本。

命题 3.15.7 考虑 Abel 范畴之间的一对函子 A B
F

G
, 并且假设 F 是正合函子.

� 若 G 是 F 的左伴随, 则 KG : K(B)→ K(A) 映 K-投射复形为 K-投射复形;
� 若 G 是 F 的右伴随, 则 KG : K(B)→ K(A) 映 K-内射复形为 K-内射复形.

证明 基于对偶性,考虑 G是左伴随的情形即可. 此时 G自动是加性函子 (推论 1.3.6).
设 P ∈ Ob(C(B)) 为 K-投射复形. 对于任意零调复形 X ∈ Ob(C(A)), 命题 3.2.11 给
出同构

HomK(A)(KG(P ), X) ' HomK(B)(P,KF (X)).

由 F 正合得 KF (X) 零调, 右式为 0. 应用引理 3.15.2 完成证明.

本节后续的任务是探讨 K-内射或 K-投射解消的存在性, 这部分需要比较曲折的论
证. 且先从 K-内射情形入手.

引理 3.15.8 考虑 A 上的一列复形 · · · → I2 → I1 → I0. 假设

� 每个 Ik 都是 K-内射的;

� 对每个 k 和 n, 态射 Ink+1 → Ink 是有截面的满态射 (换言之它有右逆, 见命题
2.5.3 后的解说);

� 对每个 n, 在 A 中存在 In := lim←−k I
n
k .

此时诱导的 dnI := lim←−k d
n
Ik

: In → In+1 使 I := (In, dnI )n 成为 K-内射复形.
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证明 设 X ∈ Ob(C(A)) 零调. 对每个 k ∈ Z≥0, 从复形 Hom• (X, Ik) 截取
∏
n

Hom
(
Xn, In−2

k

) ∏
n

Hom
(
Xn, In−1

k

) ∏
n

Hom (Xn, Ink )
∏
n

Hom
(
Xn, In+1

k

)

Hom−2 (X, Ik) Hom−1 (X, Ik) Hom0 (X, Ik) Hom1 (X, Ik)

(3.15.1)
根据 Ik 为 K-内射复形的假设, 此列正合. 现在考虑由 Ik+1 → Ik 诱导的同态

Hom
(
Xn, In−2k+1

)
→ Hom

(
Xn, In−2k

)
;

因为存在截面 In−2k → In−2k+1 , 上式为满. 取 ∏
n 后亦满, 因之 (3.15.1) 的左端项当 k 变

动时是 Mittag-Leffler 的 (定义 3.13.11).
现在让 k ∈ Z≥0 在 (3.15.1) 中变动, 由推论 3.13.14 导出

lim←−
k

∏
n

Hom
(
Xn, In−1

k

)
lim←−
k

∏
n

Hom (Xn, Ink ) lim←−
k

∏
n

Hom
(
Xn, In+1

k

)

正合. 其次, 交换 lim←−k 和
∏
n 给出

∏
n

lim←−
k

Hom
(
Xn, In−1

k

) ∏
n

lim←−
k

Hom (Xn, Ink )
∏
n

lim←−Hom
(
Xn, In+1

k

)

∏
n

Hom
(
Xn, In−1) ∏

n

Hom (Xn, In)
∏
n

Hom
(
Xn, In+1)∼ ∼ ∼

也正合. 然而这也是 Hom•(X, I) 的一段, 中项的上同调正是 HomK(A)(X, I). 综上,
HomK(A)(X, I) = 0. 最后应用引理 3.15.2 即可完成证明.

引理 3.15.9 设 A 有足够的内射对象, 则对所有 A ∈ Ob(C(A)), 都存在 C(A) 中的交
换图表

· · · I2 I1 I0

· · · τ≥−2A τ≥−1A τ≥0A

f2 f1 f0

其中 τ≥kA 及其间的箭头如定义 3.9.3 所述, 使得

� 每个 Ik 都是 C+(A) 的对象, 由内射对象组成;

� 每个垂直箭头 fk 既是单态射, 也是拟同构;

� 对每个 k 和 n, 态射 Ink+1 → Ink 是有截面的满态射.
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证明 从右向左构造. 以下论及的内射解消都默认为单态射.
首先对 τ≥0A ∈ Ob(C+(A)) 应用定理 3.11.3 得到内射解消 f0 : τ≥0A→ I0.
其次, 观定义可见 τ≥−k−1A → τ≥−kA 逐项满, 因而是 C+(A) 中的满态射. 现在

假设已构造所需之拟同构

τ≥0A
f0

I0, . . . , τ≥−kA
fk

Ik

连同相应的交换图表. 以定理 3.11.3 取 H := ker
[
τ≥−k−1A→ τ≥−kA

] 的内射解消
H

g
J , 则应用命题 3.11.9 可得 C(A) 中的行正合交换图表

0 J Ik+1 Ik 0

0 H τ≥−k−1A τ≥−kA 0

g fk+1 fk

使得 fk+1 是内射解消. 第一行正合相当于 0 → Jn → Ink+1 → Ink → 0 对所有 n 皆正
合, 而每项都是 A 的内射对象, 故引理 2.8.13 说明 Ink+1 → Ink 有截面. 明所欲证.

后继的讨论将用到 §3.13 的一些符号.
取 A 如上. 当 k ≥ 0 变动, 诸 τ≥−kA 给出 InvSys(C(A)) 的对象, 记为 τA. 截断

函子的定义给出一族典范态射 A→ τ≥−kA. 逐次地考虑复形 τ≥−kA, 可见它们的 lim←−k
存在, 而且上述典范态射诱导同构

A
∼→ lim←−

k≥0

(
τ≥−kA

)
. (3.15.2)

其次考察 Ik. 假定 A 有可数积, 因此 C(A) 也有逐次地构造的可数积. 对
A ∈ Ob(C(A)) 考虑引理 3.15.9 给出的交换图表. 我们有

I := lim←−
k

Ik 存在.

更具体地说, 根据定义 3.13.3 及其后的讨论, I 和 A 皆可置入正合列

0→ I →
∏
k

Ik
∆I

∏
k

Ik,

0→ A→
∏
k

τ≥−kA
∆τA

∏
k

τ≥−kA,

态射 ∆I 和 ∆τA 见诸上引定义. 由此可得交换图表

I
∏
k

Ik

Cone(∆I)[−1]

β(∆I)[−1]

A
∏
k

τ≥−kA

Cone(∆τA)[−1]
β(∆τA)[−1]

(3.15.3)
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垂直箭头的定义都是嵌入映射锥的第一个坐标, 请读者简单验证; 另一种小题大做的解
释则是用同伦核的泛性质 (命题 3.3.6).
另一方面, 从 (fk)k≥0 和 lim←− 的泛性质可得态射

f : A ' lim←−
k

(τ≥−kA)→ lim←−
k

Ik = I,

它使下图交换
I Cone (∆I) [−1]

A Cone (∆τA) [−1].

如 (3.15.3)

f 由诸 fk 诱导 (3.15.4)

引理 3.15.8 连同引理 3.15.9 说明 I 是 K-内射复形. 若能说明 f 是拟同构, 则 f 给出
A 的 K-内射解消. 最后这一击需要另加条件.

引理 3.15.10 在上述场景中, 进一步设 A 有正合的可数积 (约定 3.13.1), 则 f 是拟同
构当且仅当 A→ Cone(∆τA)[−1] 是拟同构.

证明 对自然的交换图表∏
k Ik

∏
k Ik Cone (∆I)

∏
k τ
≥−kA

∏
k τ
≥−kA Cone (∆τA)

∆I α(∆I)

∆A

∏
k fk

∏
k fk

α(∆τA)

取映射锥的长正合列 (3.7.1), 导出行正合交换图表

· · ·Hn

(∏
k

Ik

)
Hn (Cone(∆I)) Hn+1

(∏
k

Ik

)
Hn+1

(∏
k

Ik

)

· · ·Hn

(∏
k

τ≥−kA

)
Hn (Cone(∆τA)) Hn+1

(∏
k

τ≥−kA

)
Hn+1

(∏
k

τ≥−kA

)
.

Hn+1(∆I)

Hn(
∏

k fk) Hn+1(
∏

k fk)

Hn+1(∆τA)

Hn+1(
∏

k fk)

回忆到每个 fk 都是拟同构, 可数积正合故 ∏
k fk 仍是拟同构. 代入命题 2.3.4 遂得

Cone(∆τA)→ Cone(∆I) 也是拟同构.
其次证明 I → Cone(∆I)[−1] 是拟同构. 首先断言 ∆I 是满的, 逐项检查如下.

∆In :
∏
k I

n
k →

∏
k I

n
k 之所以满, 是因为 Ink+1 → Ink 有截面, 见例 3.13.10. 将短正

合列 0 → I →
∏
k Ik

∆I ∏
k Ik → 0 代入引理 3.7.2 作比较, 可见先前定义的态射

I → Cone(∆I)[−1] 确实是拟同构.
将这些结果代入交换图表 (3.15.4) 并取上同调, 即所求充要条件.
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定理 3.15.11 满足以下两则条件的 Abel 范畴 A 有足够的 K-内射复形:
� A 有正合的可数积;
� A 有足够的内射对象.

证明 引理 3.15.10 将问题化为对 A ∈ Ob(C(A)) 证 A → Cone(∆τA)[−1] 为拟同构.
选定 n ∈ Z. 既然可数积正合, 引理 3.9.4 给出典范同构

Hn
(∏

k

τ≥−kA

)
'
∏
k

Hn
(
τ≥−kA

)
'
∏
k≥−n

Hn(A).

假如对 A 的对象可以谈论元素, 则态射 ∆τA 在取 Hn 以后表作∏
k≥−nH

n(A)
∏
k≥−nH

n(A)

(ak)k≥−n (ak+1 − ak)k≥−n.

∇n

易见 ∇n 满 (可写下截面), 而 ker(∇n) = {(a)k≥−n : a ∈ Hn(A)}, 即其 “对角”部分. 这
些观察不难移植到一般的 A 上. 现在考虑映射锥的长正合列

· · · → Hn Cone(∆τA)[−1]→
∏
k≥−n

Hn(A) 满
∇n ∏

k≥−n

Hn(A)→ Hn Cone(∆τA) · · ·

这将 Hn Cone(∆τA)[−1]→
∏
k≥−nH

n(A)等同于 ker(∇n)的嵌入. 此外, (3.15.3)蕴涵

Hn(A)
∏
k≥−nH

n(A)

Hn Cone(∆τA)[−1]

对角态射

交换. 综上可知 Hn(A)→ Hn (Cone(∆τA)[−1]) 对每个 n 皆是同构.

以命题 3.15.6 倒转箭头, 遂给出定理 3.15.11 的对偶版本.

定理 3.15.12 满足以下两则条件的 Abel 范畴 A 有足够的 K-投射复形:
� A 有正合的可数余积;
� A 有足够的投射对象.

推论 3.15.13 若 A 是有足够投射对象的 Grothendieck 范畴 (定义 2.10.1), 则它也有
足够的 K-投射复形.

证明 Grothendieck 范畴 A 按定义有可数余积. 命题 2.10.2 蕴涵可数余积正合. 将此
代入定理 3.15.12.

例 3.15.14 设 R 为环. 定理 3.15.11 和推论 3.15.13 表明 R-Mod 有足够的 K-内射和
K-投射复形.
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事实上, Grothendieck 范畴上的所有复形皆有 K-内射解消, 而且 K-内射解消可以
如定理 2.10.14 一般作成函子, 这是 [40] 的主定理, 亦见 [42, Tag 079P]; 它足以对付定
理 3.15.11 所不及, 但几何学中常见的一些场景.

习题

1. 设 k 为交换环, 因此 C(k-Mod) 和 K(k-Mod) 自然地成为定义 1.4.1 所谓的 k-Mod-范畴.
说明对所有 n ∈ Z 和 C(k-Mod) 的对象 X, 皆有典范 k-模同构

Hn(X) ' HomK(k-Mod)(k, X[n]) ' HomK(k-Mod)(k[−n], X);

右式的 k 视同集中在 0 次项的复形.

2. 本题旨在联系态射的同伦以及映射锥的同构. 设 A 为加性范畴, 考虑 C(A) 的任一对态射
f, g ∈ Hom(X,Y ). 建立双射

{
s ∈ Hom−1(X,Y ) : d−1

Hom•(X,Y )(s) = f − g
}

1:1

 h : Cone(f)→ Cone(g),

复形态射, 使下图交换

 ,

Cone(f)

Y X[1]

Cone(g)

β(f)

h

α(f)

α(g) β(g)

,

而且如是态射 h 必为复形的同构; 特别地, f 和 g 同伦当且仅当存在如是之 h.
提示 图表在 n 次项的交换性等价于矩阵等式

hn =

idXn+1 0

sn+1 idY n

 , 其中 sn+1 : Xn+1 → Y n.

3. (分裂正合性) 选定 Abel 范畴 A 以及其上的复形 X. 试证以下陈述等价.

(i) X 在 K(A) 中等于 0;

(ii) idX 零伦;

(iii) X 零调, 而且存在 (sn)n ∈ Hom−1(X,X) 使得 dnsn+1dn = dn 对所有 n 成立;

(iv) 存在 A 的一列对象 (Y n)n 和复形的同构 Φ : X
∼→ (Y n ⊕ Y n+1, d

n
)n, 其中 d 用矩

阵表为 (
0 1
0 0

)
.

满足以上任一条件的复形也称为分裂正合的 8). 对于 X = [· · · 0→ A→ B → C → 0 · · · ]
的情形, 说明这等价于 X 是分裂短正合列.

8)推而广之, 设 X 是加性范畴 A 上的复形. 若存在两列对象 (Y n)n 和 (Hn)n 使得 Xn ≃ Y n ⊕Hn ⊕
Y n+1 而 d 等同于 ( 0 0 1

0 0 0
0 0 0

)
, 则称 X 为分裂的.
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提示 仅论 (iii) =⇒ (iv). 条件蕴涵 dn−1sn ∈ EndA(Xn) 是幂等元; 由此得到分
解 Xn = Y n ⊕ Zn, 使得 Y n = im(dn−1sn). 论证 Y n = im(dn−1) 而 dn 限制为同构
Zn

∼→ im(dn), 然后让 Φ 对应到 (
ds
d

)
.

4. 选定 Abel 范畴 A. 证明 X 是 C(A) 的内射对象当且仅当 X 由 A 的内射对象组成, 而且
在 K(A) 中等于 0. 陈述投射对象的版本.
提示 对于 “仅当” 情形, 注意到 C(A) 的短正合列 0 → X → Cone(idX) → X[1] → 0

分裂; 由命题 3.3.8 遂知 X 零调. 取截面 X[1] → Cone(idX), 表之为 (
1
−θ
)
, 其中

θn : Xn+1 → Xn. 验证 dn−1
X θn−1 + θndnX = idXn 以说明 idX 零伦.

选定 n, 按上一道习题将 Xn 分解为 Y n ⊕ Y n+1, 后续问题化为证 Y n 内射. 任取 A 的态
射 f : A→ Y n 和单态射 g : A ↪→ B, 考虑 C(A) 的行正合交换图表

0 A[−n] B[−n],

X

g[−n]

Ψ
∃

其中 Ψn =
(
f
0

)
. 以此验证 Y n 的内射条件.

对于 “当” 的情形, 仍将 Xn 表示成 Y n ⊕ Y n+1, 具体描述所有可能的态射 f : Z → X.

5. 设 k 是交换环, R 是 k-代数, 按本书惯例要求含幺元. 记 Mn(R) 为 R 上的 n × n 矩阵
k-代数. 试给出典范同构 HH0(Mn(R)) ' HH0(R) 和 HH0(Mn(R)) ' HH0(R). 事实上,
对任意 HHm 和 HHm 都有这般同构, 见 [29, Theorem 1.2.4].

6. 在 §3.8 的情境中, 对每个 n ∈ Z≥0 定义 BnR 的子双模

TrivnR :=

n∑
h=1

R⊗ (· · · ⊗ k
第 h 个

⊗ · · · )⊗R, Triv0R = 0.

(i) 验证这给出 BR 的子复形 TrivR, 而且 TrivR 正合. 提示 将引理 3.8.2 证明中
的 (hn)n 限制到 TrivR 上.

(ii) 记 R := R/k (作为 k-模), 定义 R 的既约杠复形为商

BR := BR/TrivR =
(
R⊗R⊗n ⊗R, bn

)
n≥0

.

参照 (3.8.1) 的模式来简化 M ⊗
Re

BR 和 HomRe

(
BR,M

)
.

(iii) 给出典范同构 Hn

(
M ⊗

Re
BR
)
' HHn(M) 和 Hn

(
HomRe(BR,M)

)
' HHn(M).

提示 一般而言, 此事实归结为 Dold–Kan 对应理论中关于正规化复形的定理
8.5.12, 前提是得从例 8.7.7 的高度来理解 BR.

7. 设 k 为交换环, R̃ 和 R 为 k-代数, 按本书惯例要求含幺元, 并且作为 k-模有分裂短正合列

0 M R̃ R 0,
p

s

其中 M 是 R̃ 的双边理想, ps = idR, 而且 M2 = {0}. 通过 s 将 R̃ 等同于 R⊕M .
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(i) 对 m ∈M 和 r ∈ R, 任取 r̃ ∈ p−1(r), 说明 r̃m 和 mr̃ 只和 m, r 有关, 此运算使 M

成为 (R,R)-双模.

(ii) 说明存在双线性映射 f : R2 →M 使得 R̃ 的乘法由下式确定:

(r1,m1)(r2,m2) = (r1r2, r1m2 +m1r2 + f(r1, r2)), r1, r2 ∈ R, m1,m2 ∈M.

(iii) 这样的资料 (R, R̃,M) 称为 R 对 M 的零平方扩张. 证明在合适的同构意义下, 零平
方扩张由 HH2(M) 分类, 零元对应到平凡扩张 R×M . 提示 使用前一道习题的
既约杠复形计算 HH2(M).

8. 补全引理 3.8.9 的证明.

9. 在定义 3.8.10 的框架下, 对 R = k 的特例验证

(i) 当 n 是奇数时, HPn(k) = HCn(k) = 0;

(ii) 当 n 是偶数 (或者非负偶数) 时, HPn(k) (或 HCn(k)) 同构于 k.

10. 在定义 3.8.10 和定理 3.8.11 的框架下, 取多项式环 R = k[t].

(i) 说明例 3.8.8 的 ΩR|k 是秩 1 自由 R-模, 以 dt 为基.

(ii) 描述连接同态 B : HC0(R)→ HH1(R); 注意到两边都同构于 R.

(iii) 尽量明确地描述所有的 HCn(R). 在 k = Z 的情形说明 HC1(Z[t]) =
⊕

n≥2 Z/nZ.

提示 运用定理 3.8.11 的长正合列, 以及例 3.14.11 对 HHn(k[t]) 在高次情形的计算.

11. 设 A 为 Abel 范畴, 0→ X → I0 → I1 → · · · 为 C(A) 中的正合列. 视 I := [I0 → I1 →
· · · ] 为双复形, Ip,q := (Ip)q. 在 I ∈ Ob(C2

f (A)) 的前提下, 证明自明的态射 X → tot(I)
是拟同构.

12. 对 X ∈ Ob(C2
f (A)), 其中 A 是 Abel 范畴, 证明若第 i 列 (

Xi,•, △d
) 和第 j 行 (

X•,j ,▷d
)

对所有 i, j ∈ Z r {0} 皆正合, 则对所有 n ∈ Z 皆有典范同构 Hn
(
X0,•, △d

)
'

Hn
(
X•,0,▷d

)
.

提示 定义从 C2(A) 到自身的暴力截断函子 σ≤n
I (或 σ≥n

I ), 它将双复形 (Xi,j)(i,j)∈Z2

中 i > n (或 i < n) 的项换为 0, 其余不变. 以定理 3.10.6 论证

第 0 列 = σ≤0
I σ≥0

I (X) � σ≥0
I X ↪→ X

的两段态射都诱导全复形的拟同构. 行列角色对调亦同.

13. 运用引理 3.11.7 以证明定理 3.11.5 中关于 β 的存在性部分.

提示 讨论第一种情形即可. 关于映射柱的引理 3.3.11 将 X
α

Y 分解为 X
α′

Cyl(α)
ψ
Y , 其中 α′ 单, ψ 在 K(A) 中可逆.

14. 承上题, 证明定理 3.11.5 中关于 β 的唯一性.

提示 讨论第一种情形. 仍以映射柱化约到 αn : Xn ↪→ Y n 对每个 n 都是直和项的嵌
入的情形. 设 C(A) 的态射 βi : Y → I (i = 1, 2) 满足 γ − βiα = d−1

Hom•(X,I)hi, 其中
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hi ∈ Hom−1(X, I). 取零调复形 C := coker(α), 定义 hn : Y n ' Xn ⊕ Cn → In−1 使得
它拉回 Xn (或 Cn) 等于 hn1 − hn2 (或 0). 验证

β1 − β2 − d−1
Hom•(Y,I)h : Y → I

合成 α 为 0, 因此 β1 − β2 精确到同伦分解为 Y � C → I; 再对其后段应用引理 3.11.6.

15. 设 A 为 Abel 范畴, 证明 (Hn)n≥0 给出从 Abel 范畴 C≥0(A) (见定义 3.9.1) 到 A 的泛
上同调 δ-函子. 提示 为了证明 n > 0 时 Hn 可拭, 取 α(idX) : X ↪→ Cone(idX), 它
通过 Cone(idX) 的暴力截断 σ≥0 Cone(idX) 分解; 运用命题 3.3.8 (i).

16. (Milnor 正合列的复形版本) 考虑任意环 R 和 InvSys(C(R-Mod)) 的对象 (Xk, fk)k≥0, 要
求 (Xn

k , f
n
k )k≥0 对每个 n ∈ Z 都是 Mittag-Leffler 的; 今后省略符号 fk. 按下述步骤建立

短正合列
0→ lim1

k Hn−1(Xk)→ Hn(lim←−
k

Xk)→ lim←−
k

Hn(Xk)→ 0.

(i) 按照定理 3.11.10 的方式定义 Bnk ⊂ Znk ⊂ Xn
k 和 Hn

k , 作成复形 Bk ⊂ Zk ⊂ Xk 和
Hk, 使得 dBk , dZk 和 dHk 全为 0. 证明 (Bnk )k≥0 对每个 n 都是 Mittag-Leffler 的.

(ii) 说明 0→ lim←−k Zk → lim←−kXk
d
(

lim←−kXk
)
[1] 正合.

(iii) 定义 Bn := im
(
dn−1 : lim←−kX

n−1
k → lim←−X

n
k

)
, 作成复形使得 dB = 0. 证明有短正

合列 0→ B[1]→ lim←−k Bk[1]→ lim1
k Zk → 0.

提示 应用短正合列 0 → Zk → Xk
d
Bk[1] → 0 和 (Xn

k )k≥0 的 Mittag-Leffler
条件.

(iv) 推导同构 lim1
k Zk

∼→ lim1
kHk 和短正合列 0→ lim←−k Bk → lim←−k Zk → lim←−kHk → 0.

提示 应用短正合列 0 → Bk → Zk → Hk → 0 和 (Bnk )k≥0 的 Mittag-Leffler
条件.

(v) 取适当的嵌入 B ⊂ lim←−k Bk ⊂ lim←−k Zk, 讨论对应的商来推导所求的短正合列.

17. 设 k 为域. 定义 InvSys(k-Mod) 的对象 A, B 使得 Ak := XkkJXK 而 Bk := Xkk[X],
对应的态射为包含态射. 它们不满足 Mittag–Leffler 条件. 证明 lim1A = 0 而 lim1B '
kJXK/k[X]. 提示 将这些理想列嵌入环, 用命题 3.12.9 的移维技巧来计算 lim1.

18. 设 D 是除环. 说明 n > 0 时 ExtnD 和 TorDn 全为 0.

19. 对所有环 R, 严谨地表述并证明典范同构 TorRn (X,Y ) ' TorRop
n (Y,X).

20. 设整环 R 为主理想环. 试对所有有限生成 R-模 M , N 和 n ∈ Z≥0 精确描述 ExtnR(M,N)

和 TorRn (M,N).

21. 设 M 为 Z-模, 说明 TorZ1(Q/Z,M) 是 M 的所有挠元构成的子群.

22. (上同调泛系数定理) 考虑环 R 和左 R-模构成的链复形 C = (C•, d
C
• ). 对于任意左

R-模 M , 逐项取 HomR(·,M) 给出上链复形 C• := Hom(C•,M), 其第 n 次上同调记为
Hn (C,M). 假设 Bn := im(dn+1) 和 Zn := ker(dn) 对所有 n ∈ Z 都是投射模, 并且命
Hn := Zn/Bn = Hn(C). 证明对每个 n ∈ Z 都有典范的短正合列

0→ Ext1R (Hn−1(C),M)→ Hn(C,M)→ HomR (Hn(C),M)→ 0.
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进一步证明若 R 是主理想环, 而且每个 Cn 都自由, 则条件必成立.
提示 定义从 (R-Mod)op 到 Ab 的函子 D(·) := HomR(·,M). 运用短正合列 0→ Hn →
Cn/Bn → Bn−1 → 0 和条件得到行正合交换图表

0 D(Zn−1) D(Zn−1) 0 0

0 D(Bn−1) D(Cn/Bn) D(Hn) 0.

id

D(dCn )

D(dCn )

说明 dn−1
D(C) 分解为 D(Cn−1) � D(Zn−1)

D(dCn )

D(Cn/Bn) ↪→ D(Cn),而 D(Cn/Bn) '
ker(dnC), 故图表中路的余核是 Hn(C,M). 另一方面, 0 → Bn−1 → Zn−1 → Hn−1 → 0

说明左路余核是 Ext1R (Hn−1(C),M). 应用定理 2.3.3.

23. 在 §3.8 的框架下, 取 R = k[t]/(tn), 其中 t 是多项式的变元, n ∈ Z≥1, 而 Re =

R[x, y]/(xn, yn).

(a) 说明以下链复形正合

· · · v Re
u
Re

v
Re

u
Re → R→ 0,

其中 Re → R 映 f(x, y) 为 f(t, t), 而

u := x− y, v :=
∑

a+b=n−1
a,b≥0

xayb.

以此说明对任何 R-模 M 都有 HHk+2(M) ' HHk(M) 和 HHk+2(M) ' HHk(M).

(b) 设 k 为域, 给出 HHk(M) 和 HHk(M) 的描述, 按照 k ≥ 1 和 char(k) 互素与否分
开讨论.

24. 对于任意环 R 和 n ∈ Z≥0, 证明 TorRn 和小 lim−→ 交换, 亦即

TorRn (lim−→
i

Xi, Y ) ' lim−→
i

TorRn (Xi, Y ), TorRn (X, lim−→
i

Yi) ' lim−→
i

TorRn (X,Yi).

类似地, 在 Abel 范畴 A 有足够内射对象和投射对象的前提下, 证明

ExtnA(lim−→
i

Xi, Y ) ' lim←−
i

ExtnA(Xi, Y ), ExtnA(X, lim←−
i

Yi) ' lim←−
i

ExtnA(X,Yj).

25. 证明 Abel 范畴 A 的对象 I 是内射对象当且仅当它视为复形是 K-内射的. 陈述
其对偶版本. 提示 一个方向来自例 3.15.3. 对于反方向, 将 A 中的短正合列
0 → A → B → C → 0 视同零调复形, 从给定的态射 A → I 构造从此短正合列到 I 的
态射.

26. (N. Nitsure) 考虑 Abel 范畴之间的左正合函子 F : A → B. 设 A 有足够的内射
对象, X ∈ Ob(A). 取 X 的内射解消 0 → X → I0 → I1 → · · · 和 F -零调解消
0→ X → A0 → A1 → · · · . 记

I := [· · · → 0→ I0 → I1 → · · · ], A := [· · · → 0→ A0 → A1 → · · · ].
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� 引理 3.12.2 在 K(A) 中确定唯一的态射 β : A → I, 和 A ← X → I 兼容. 它给出
cn := Hn(β) : Hn(A)→ Hn(I) = RnF (X).

� 另一方面, 推论 3.12.10 又通过移维给出同构 dn : Hn(A)
∼→ RnF (X).

证明对所有 n ≥ 0 都有 dn = (−1)n(n+1)/2cn. 提示 这是 [36] 的内容.





第四章 三角范畴与导出范
畴

导出范畴是 A. Grothendieck 和 J.-L. Verdier 在 1960 年代为了研究代数几何中
的对偶定理而开创的; 无论是对几何, 拓扑或表示理论等方面, 后续发展都表明这是一
套便利而高效的语言. Abel 范畴 A 的导出范畴 D(A) 所记录的信息介乎复形及其上
同调之间, 适合以 §§4.1—4.2 介绍的三角范畴的语言来表述: D(A) 带有平移自同构
X 7→ X[1], 连同称为好三角 (又称正合三角) 的一族态射

X
f
Y

g
Z

h
X[1], 或简写为 X → Y → Z

+1
.

它们服从于一族公理 (TR0) — (TR5); 譬如好三角可以旋转为

Y
g
Z

h
X[1]

−f [1]
Y [1] 或 Z[−1]

−h[−1]
X

f
Y

g
Z.

好三角替代了复形范畴 C(A) 中的短正合列, 然而更贴切的类比是同伦论中的上纤
维列. 从三角范畴映向 Abel 范畴的上同调函子提供了从好三角制造长正合列的一套
机制.
从 C(A) 到 D(A) 的过渡是 §4.4 的主题, 具体分为两步.

1. 第一步是从 C(A) 过渡到 K(A), 后者带有平移函子 X 7→ X[1] 连同三角范畴的
结构, 以态射 f : X → Y 的映射锥连同典范态射

X
f
Y

α(f)
Cone(f)

β(f)
X[1]

为相应的好三角, 精确到同构. 这步所需的工具已经在 §3 前半部备妥了.
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2. 第二步是通过局部化形式地添入拟同构的逆, 或等价地说, 形式地将零调复形零
化. 由此得到的产物即 D(A), 它和 C(A) 有相同的对象集, 而三角范畴结构来自
K(A). 这一步基于 Verdier 局部化的一般理论, 见 §4.3; 三角范畴定义中最复杂的
八面体公理 (TR5) 在此派上用场.

对复形取上同调给出导出范畴层次的上同调函子 H0 : D(A) → A, 而 Hn(X) :=

H0(X[n]). 若从下有界 (或上有界, 有界)复形范畴出发, 同样工序给出三角范畴 D+(A)
(或 D−(A), Db(A)); 它们也可以视同 D(A) 的子三角范畴, 由条件 n � 0 (或 n � 0,
|n| � 0) =⇒ Hn(X) = 0 所刻画.
推而广之, 上同调的消没条件可以用来定义 D(A) 的全子范畴 D≥0(A) 和 D≤0(A)

等, 而复形的截断函子依然可以定义在导出范畴上. 自明函子 A → D(A) 是全忠
实的, 这将 A 等同于 D≤0(A) ∩ D≥0(A), 而在 A 有足够内射或投射对象的前提下
HomD(A)(X,Y [n]) ' ExtnA(X,Y ), 其中 X 和 Y 是 A 上的复形, ExtnA 的定义如 §3.14.
这些都是 §4.5 探讨的内容.

左正合函子 F : A → A′ 的经典右导出函子在下有界导出范畴的层次体现为
RF : D+(A)→ D+(A′); 它可以被刻画为左 Kan 延拓, 相关资料以 2-胞腔图表写作

K+(A) K+(A′)

D+(A) D+(A′)

KF

Q Q′

RF

其中 Q 和 Q′ 代表局部化函子, 但同时要求 RF 有三角函子的结构. 经典的 RnF 是将
RF 限制到 A 再取 Hn 的产物. 若改取 F 为右正合函子, 则经典左导出函子 LnF 的升
级版本表作

K−(A) K−(A′)

D−(A) D−(A′).

KF

Q Q

LF

至于导出函子的存在性, 以及导出范畴的详细结构, 则和经典理论一样有赖于复
形的解消, 这是具体操作导出范畴时所必需的脚手架. 细节见诸 §§4.6—4.8. 无界版本
D(A)→ D(A′) 有类似的表述, 细节留待 §4.11 处理.

借由考虑导出函子的幅度, 亦即它在上同调层次产生的 “位移”, 便能讨论导出函子
的维数 (定义–命题 4.8.9). 在适当的条件下, 求导还兼容于函子的合成 (定理 4.6.4); 这
便为经典理论中的一些谱序列提供了统一的解释, 称为 Grothendieck 谱序列, 详见定
理 5.6.6; 谱序列的一般理论留待第五章再述.
这些构造都可以对一般的三角范畴及其 Verdier 局部化来表述. 值得一提的是, 实

际应用中常见并不直接来自 Abel 范畴的三角范畴, 或者并非 Hn 的上同调函子, 而截
断函子和 D≤0, D≥0 的角色在一般场景下被三角范畴的 t-结构取代, 但本书不涉及相关
内容.
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本章具体讨论的导出函子以代数中出现的实例为限. 首先是 §4.9 的 RHom 函子.
这是 Ext 函子在导出范畴中的版本, 涉及导出双函子的理论; 我们也会将一些伴随关系
升级到导出范畴, 其原理是以 RHom 代 Hom. 其次, §4.10 将探讨 D(A) 中的积和余积,
然后介绍 limn 的升级版本 R lim; 它和 limn 一样有简洁的描述, 涉及同伦极限 (定义
4.10.3), 但是在导出范畴层次仅能作粗糙的表述.

其次, §4.12 将介绍 Tor 函子在导出范畴中的版本, 亦即记为三角双函子 L
⊗ 的导出

张量积, 以及包括结合约束 (命题 4.12.13) 和 RHom 版本伴随关系 (定理 4.12.17) 在内
的众多事实. 一如经典情形, RHom 和 L

⊗ 构成了导出函子的两类基础实例. 为了得到完
整干净的描述, 该节使用无界导出范畴以及其间的导出函子, 为此就必须动用 §4.11 的
理论, 特别是需要 K-投射解消和 K-平坦解消的概念; 对于此处考虑的模论场景, 解消
的存在性不成问题.
最后, 有必要指出导出范畴 D(A) 的一些不足.

1. 就三角范畴的公理来看, (TR2) 说明任意态射都能置入好三角, 这般的好三角精
确到同构是唯一的, 却不是代数学中习见的 “精确到唯一同构”.

2. 三角范畴通常缺少核及余核, lim−→ 和 lim←− 的操作寸步难行; 映射锥为此提供了同伦
意义的替代品, 但如前所述, 它在导出范畴中的唯一性颇成问题.

3. 导出范畴层次的导出函子尽管有清晰的定义, 却难以如泛上同调 δ-函子一般用可
拭性来简单地刻画; 参见命题 3.12.14.

问题的根源是构造 D(A) 时粗暴地抹除了同伦关系. 这些缺陷需要比导出范畴更
高阶, 兴许也更自然的构造来弥补, 而导出范畴应当是它投下的一道影子.

阅读提示
本章大部分内容都是三角范畴和导出范畴理论的核心概念. 支线内容则包括
§4.5 对 n-扩张的讨论, 主要围绕米田信夫的定理 4.5.13; 其次则是 §4.11 关于无
界导出函子的内容, 它以 §3.15 的理论为基础. 两个主题对于专业人士都属于常
识, 但读者应该自行权衡. 如果读者只考虑下有界或上有界导出范畴之间的导出
函子, 则可以将 §4.12 中一切关于 K-投射 (或 K-平坦) 解消的陈述代换为上有
界复形的投射 (或平坦) 解消, 不会影响阅读; 这一作法的合理性是由命题 4.12.4
确保的.
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4.1 三角范畴的定义
三角范畴是配备一族好三角的带平移的加性范畴. 先来解释何谓带平移的范畴.

定义 4.1.1 带平移的范畴意谓资料 (D, T ), 其中 D 是范畴而 T : D → D 是等价1), 称
为 D 的平移函子; 另外选定 T 的拟逆函子 T−1 以及同构 T−1T ' idD ' TT−1, 使之
成为 [51, 定理 2.6.12] 所谓的伴随等价.

� 从 (D, T ) 到 (D′, T ′) 的函子意谓函子 F : D → D′ 连同指定的同构 FT ' T ′F .
习惯是略去同构, 将此资料简记为 F : (D, T )→ (D′, T ′).

� 两个函子 (D, T ) (D′, T ′)
F

F ′
之间的态射意谓使下图交换的态射 ϕ : F → F ′:

FT F ′T

T ′F T ′F ′

ϕT

∼ ∼

T ′ϕ

� 带平移范畴 (D, T ) 的子范畴意谓 D 的子范畴 D′, 要求对 T 保持封闭, 并使
T ′ := T |D′ 让 (D′, T ′) 成为带平移的范畴.

若 D 是加性范畴, 而 T 是加性函子 (自动如此, 见推论 1.3.6), 则称 (D, T ) 是带
平移的加性范畴; 这些范畴之间的函子也相应地要求具加性. 若选定交换环 k, 则对于
k-线性的情形依然如此.

若 (D, T ) 是带平移的范畴, (Dop, T−1) 亦然. 按惯例, 资料 (D, T ) 常简记为 D. 以
下概念相当方便.

定义 4.1.2 (带次数的态射) 带平移的范畴 (D, T ) 上的 m 次态射意谓形如 f : X →

TmY 的态射, 也记作 f : X
+m

Y . 给定 X f

+m
Y g

+n
Z, 合成 gf 定为 m+ n 次态

射 Tm(g)f . 对这类态射亦可谈论交换图表.
对于多元情形, 设 D 带有自同构 T1, . . . , Tn, 彼此严格交换 TiTj = TjTi, 则

(m1, . . . ,mn) 次态射定为形如 X → Tm1
1 · · ·Tmn

n Y 的态射, 记作 X
+(m1,...,mn)

Y .

举例明之, 选定范畴 A, 定义 3.1.2 的分次对象范畴 (AZ, T ) 便是带平移的范畴; 推
而广之, 还可以考虑 Zn-分次对象范畴 AZn , 连同它对每个变元的平移函子 T1, . . . , Tn,
依此来探讨 Zn-分次对象之间的带次数的态射, 然而多变元情形并非本章重点.

1)许多文献要求 T 是自同构, 此时可取逆函子 T−1 使得 T−1T = idD = TT−1. 这已经囊括本书实际处
理的所有情形, 又避开了 2-范畴论潜在的枝微末节, 所以读者无妨也作此假设. 但要注意的是稳定模型范畴
或稳定 ∞-范畴的研究难免涉及非同构的情形, 拓扑学中尤其如此.
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例 4.1.3 加性范畴 A 上的复形范畴 C(A) 连同平移函子 T : X 7→ X[1] (定义 3.1.6)
构成带平移的加性范畴. 定义 3.2.8 的范畴 K(A) 继承来自 C(A) 的平移函子, 仍记作
T . 自明的函子 F : C(A)→ K(A) 显然满足 FT = TF . 对于 ? ∈ {+,−, b}, 定义 3.9.1
(或定义 3.9.2) 引入的范畴 C?(A) (或 K?(A)) 亦复如是.

本章主要考虑带平移的加性范畴.

定义 4.1.4 设 (D, T ) 为带平移的加性范畴. 其中的三角意谓 D 中形如

X
f
Y

g
Z

h
TX

的态射. 三角之间的态射意谓形如

X Y Z TX

X ′ Y ′ Z ′ TX ′

f

α

g

β

h

γ Tα

f ′ g′ h′

的交换图表, 两行是给定的三角; 如是态射也简写为 (X,Y, Z) → (X ′, Y ′, Z ′). 按此可
以定义三角之间的同构.

如将加性范畴换作更一般的 k-线性范畴, 其中 k 为任意交换环, 依然有类似概念.

显然地, (D, T ) 和 (Dop, T−1) 的三角是一回事.

注记 4.1.5 考虑带平移的 k-线性范畴 (D, T ) 中的三角 X
f
Y

g
Z

h
TX 和

ε, ζ, η ∈ k×. 当 εζη = 1 时原三角与 X
εf

Y
ζg

Z
ηh

TX 同构, 这是缘于交换图表

X Y Z TX

X Y Z TX.

f

1

g

ε

h

εζ εζη

εf ζg ηh

按照定义 4.1.2, 我们也无妨将三角表作 X → Y → Z
+1 之形, 或者更形象地表

作 Y

X Z
+1

. 所以不妨将三角想像为盘旋上升的链, 三角之间的态射则是形似脱

氧核糖核酸的结构; 态射中的 α, β, γ 等箭头类比于碱基之间的氢键.

定义 4.1.6 (三角范畴与三角函子) 所谓三角范畴, 是指一个带平移的加性范畴 (D, T )
配上其中的一族三角 H, 称为好三角, 满足以下公理.

(TR0) 同构于某个好三角的三角仍是好三角.

(TR1) 对每个 X ∈ Ob(D), 三角 X
idX

X → 0→ TX 是好三角.
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(TR2) 每个态射 f : X → Y 都能扩充为形如 X
f

Y → Z → TX 的好三角,
Z ∈ Ob(D).

(TR3) 三角 X
f
Y

g
Z

h
TX 是好三角当且仅当它的 “逆时针旋转”

Y
g
Z

h
TX

−Tf
TY

是好三角 (正负号也可以取为 (−++), (+−+) 或 (−−−), 见注记 4.1.5).

(TR4) 给定实线部分的交换图表

X Y Z TX

X ′ Y ′ Z ′ TX ′

α β γ Tα

并假设每行都是好三角, 则存在虚线所示态射 γ : Z → Z ′, 使得含 α, β, γ, Tα 的
全图交换, 从而给出三角的态射.

(TR5) 给定好三角

X
f
Y

h
Z ′ → TX,

Y
g
Z

k
X ′ → TY,

X
gf

Z
m

Y ′ → TX,

存在好三角
Z ′

u
Y ′

v
X ′

w
TZ ′

使得下图交换:
X Y Z ′ TX

X Z Y ′ TX

Y Z X ′ TY

Z ′ Y ′ X ′ TZ ′.

f h

g u

gf

f

m

v Tf

g

h

k

m Th

u v w

仅满足 (TR0) — (TR4) 的资料 (D, T,H) 称为预三角范畴. 我们经常在符号中省
略资料 T 和 H.

从 D 到 D′ 的三角函子意谓带平移加性范畴之间的函子 F : D → D′, 使得 F 映好
三角为好三角, 三角函子之间的态射则和定义 4.1.1 相同; 由此可以定义何谓三角函子
的拟逆. 若一对三角函子 D D′

F

G
互为拟逆, 则称其为 D 和 D′ 之间的等价.
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当 (D, T ) 为 k-线性时, 上述定义皆有相应的推广.

注记 4.1.7 按照定义 4.1.2 的记法, 公理 (TR5) 可以改写成图表
Y ′

Z ′ X ′

X Z

Y

vu

+1

+1
w

+1

f

k

g

h

+1
m

虚线部分代表断言存在的态射, 而此八面体有四个面是好三角, 其余四面交换; 细节请
读者琢磨. 职是之故, (TR5) 又称为八面体公理.

注记 4.1.8 (对偶性) 设 (D, T,H) 是预三角范畴 (或三角范畴). 视 T−1 为 Dop 到自身
的函子, 另记为 S. 定义 (Dop, S) 的一族三角 K 如下: 设

[X
f
Y

g
Z

h
TX] ∈ H,

则其顺时针旋转 [T−1Z
−T−1h

X
f
Y

g
Z] ∈ H 可视同 Dop 的三角

Z
gop

Y
fop

X
−(T−1h)op

SZ; (4.1.1)

定义 K 为所有形如 (4.1.1)的三角所成之集. 容易验证 (Dop, S,K) 成为预三角范畴 (或
三角范畴). 不难看出此手续施行两次, 便回到原来的 (D, T,H).

定义–命题 4.2.10 将引入子预三角范畴和子三角范畴的概念, 此处按下不表.

引理 4.1.9 设 X
f
Y

g
Z

+1
是预三角范畴中的好三角, 则 gf = 0.

证明 公理 (TR1) 和 (TR4) 给出交换图表
X X 0 TX

X Y Z TX

f

f g

由之立见 gf = 0.

定义 4.1.10 (上同调函子) 设 D 为预三角范畴而 A 为 Abel 范畴. 满足以下性质的加

性函子 H : D → A 称为上同调函子: 对 D 的每个好三角 X → Y → Z
+1

, 相应的
HX → HY → HZ 都是 A 中的正合列.
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注记 4.1.11 (上同调函子的长正合列) 对上同调函子 F 和 D 中的每个好三角 X →

Y → Z
+1

, 以 (TR3) 反复旋转, 便能将定义 4.1.10 中的正合列扩展为长正合列

· · · → HT−1Z → HX → HY → HZ → HTX → HTY → · · · .

旋转三角会引进一些负号, 但不影响上式的正合性.

上同调函子的基本例子是 Hom 函子.

命题 4.1.12 设 D 为预三角范畴而 S 是 D 的对象, 则函子 Hom(S, ·) : D → Ab 和
Hom(·, S) : Dop → Ab 都是上同调函子.
若 (D, T ) 是 k-线性的, 则将 Ab 换为 k-Mod, 相应的陈述依然成立.

证明 基于对偶性, 处理 Hom(S, ·) 即可. 考虑好三角 X
f
Y

g
Z

+1 和相应的

Hom(S,X)
f∗

Hom(S, Y )
g∗

Hom(S,Z).

引理 4.1.9 蕴涵 g∗f∗ = (gf)∗ = 0. 另一方面, 设 h ∈ Hom(S, Y ) 满足 g∗(h) = gh = 0,
考虑实线部分的交换图表

S S 0 TS

X Y Z TX

k h Tk

f g

若能找到虚线所示的 k : S → X 使全图交换, 则 f∗(k) = h. 但 (TR1) 确保两行都是好
三角, 用 (TR3) 来回旋转, 可见 k 存在乃是 (TR4) 的推论.

推论 4.1.13 对于预三角范畴中形如 X
f
Y → 0

+1
的三角, f 必然是同构.

证明 对每个对象 S, 命题 4.1.12 给出 Ab 中的正合列

Hom(S, T−10)

=0

→ Hom(S,X)
f∗

Hom(S, Y )→ Hom(S, 0)

=0

,

故 f∗ 为同构. 因为 S 是任意的, 故 f 为同构.
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4.2 基本性质
上节仅表述了三角范畴和上同调函子的初步定义与性质. 本节铺展进一步的结构.

命题 4.2.1 考虑预三角范畴 D 中的交换图表

X Y Z TX

X ′ Y ′ Z ′ TX ′

α β γ Tα

若每行都是好三角, 而且 α, β, γ 中任两者为同构, 则另一态射亦然.

证明 用 (TR3) 适当旋转后, 不妨设 α 和 γ 为同构. 为证 β 为同构, 仅须对每个对象
S 证 Hom(S, Y )

β∗
Hom(S, Y ′) 是同构. 命题 4.1.12 给出行正合交换图表

Hom(S, T−1Z) Hom(S,X) Hom(S, Y ) Hom(S,Z) Hom(S, TX)

Hom(S, T−1Z ′) Hom(S,X ′) Hom(S, Y ′) Hom(S,Z ′) Hom(S, TX ′).

∼ ∼

β∗

∼ ∼

对上图应用命题 2.3.4 便是.

在以上论证中也可以用 Hom(·, S) 来取代 Hom(S, ·).

注记 4.2.2 姑且称三角 X → Y → Z
+1 为特殊三角 (或余特殊三角), 若对所有

S ∈ Ob(D), 列

· · · → Hom(S,X)→ Hom(S, Y )→ Hom(S,Z)→ Hom(S, TX)→ · · ·

(或相应的 Hom(·, S) 版本) 皆正合. 如果 Xi → Yi → Zi
+1 是一族好三角 (i ∈ I), 那

么 ∏
iXi →

∏
i Yi →

∏
i Zi

+1
(或 ∐

iXi →
∐
i Yi →

∐
i Zi

+1
) 是特殊三角 (或余

特殊三角), 前提是所论的积 (或余积) 存在; 这无非是积和余积的泛性质连同 [51, 引理
6.8.3] 的结论. 注意到 T : D → D 既是等价, 必然保积和余积. 命题 4.2.1 可以推广至
两行都是特殊 (或余特殊) 三角的情形.

推论 4.2.3 对于预三角范畴 D 中的任意态射 f : X → Y , 公理 (TR2) 中的好三角

X
f
Y → Z

+1
在同构意义下唯一.

证明 给定好三角 X
f
Y → Z

+1 和 X
f
Y → Z ′

+1
, 公理 (TR4) 给出态射 γ
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使得图表
X Y Z TX

X Y Z ′ TX

f

idX idY γ idTX

f

交换. 命题 4.2.1 遂蕴涵 γ 为同构.

必须强调, 推论 4.2.3 中的同构并不是典范的.

引理 4.2.4 设 D 为预三角范畴, Xi

fi
Yi

gi
Zi

hi

TXi 为一族好三角. 假设
∏
iXi,∏

i Yi,
∏
i Zi 皆存在, 则

∏
i∈I

Xi

∏
i fi ∏

i∈I
Yi

∏
i gi ∏

i∈I
Zi

∏
i hi ∏

i∈I
TXi

'T (
∏

i∈I Xi)

也是好三角. 以
∐
i∈I 代

∏
i∈I , 相应的断言也成立.

证明 鉴于对偶性, 以下仅处理 ∏
i∈I 的情形. 今后总将 ∏

i TXi 等同于 T (
∏
iXi). 以

(TR2) 取好三角 ∏
iXi

∏
i fi ∏

i Yi → Q
h ∏

i TXi. 对每个 i ∈ I 应用 (TR4) 以得
到交换图表 ∏

j∈I Xj

∏
j Yj Q

∏
j∈I TXj

Xi Yi Zi TXi

∏
j fj h

∃γi

fi gi hi

垂直方向除 γi 都是典范投影态射. 积的泛性质遂给出交换图表
∏
i∈I Xi

∏
i∈I Yi Q

∏
i∈I TXi

∏
i∈I Xi

∏
i∈I Yi

∏
i∈I Zi

∏
i∈I TXi.

∏
i fi

id id

h

∏
i γi id

∏
i fi

∏
i gi

∏
i hi

第二行是注记 4.2.2 所谓的特殊三角, 命题 4.2.1 的推广版本蕴涵 ∏
i∈I γi 为同构.

推论 4.2.5 在任意预三角范畴中, 形如 X
ι1
X ⊕ Y

p2
Y

0
TX 的三角总是好三角,

其中 ιi 和 pj 的定义如 §1.3.

证明 对好三角 X
idX

X → 0→ TX 和 0→ Y
idY

Y → 0 应用引理 4.2.4.

反之, 若好三角的其中一个态射为 0, 则它来自直和; 此事实可旋转到以下情况来
验证.
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命题 4.2.6 在任意预三角范畴中, 形如 X → M → Y
0
TX 的好三角必然同构于推

论 4.2.5 中的三角 X → X ⊕ Y → Y
0
TX.

证明 应用 (TR4) 适当旋转后的版本, 可知存在态射 α : X ⊕ Y →M 使得下图给出好
三角之间的态射

X X ⊕ Y Y TX

X M Y TX

ι1

idX

p2

α

0

idY idTX

0

命题 4.2.1 蕴涵 α 为同构.

次一结果说明加性在三角函子的定义中实属多余.

推论 4.2.7 设 D, D′ 为预三角范畴, 其平移函子皆记为 T . 设 F : (D, T )→ (D′, T ) 是
带平移范畴之间的函子, 并且 F 映好三角为好三角, 则 F 是加性的, 从而 F 自动是三
角函子.

证明 从 D 的好三角 0
id

0
id

0
id

0 可得 D′ 的好三角 F (0)
id
F (0)

id
F (0)

id

F (0). 引理 4.1.9 遂导致 idF (0) = idF (0) ◦ idF (0) = 0, 从而 F (0) ' 0. 这又蕴涵 F 映零
态射为零态射.

接着考虑 D 中由推论 4.2.5 给出的好三角 X
ι1
X ⊕ Y

p2
Y

0
TX. 相应地,

FX
Fι1

F (X ⊕ Y )
Fp2

FY
0
TFX

是 D′ 中的好三角. 在命题 4.2.6 中取 M := F (X ⊕ Y ), 则该证明中的 α 显然可取作由
直和泛性质确定之典范态射 FX ⊕FY → F (X ⊕Y ), 从而知 α 为同构. 基于推论 1.3.6
(iii), F 是加性的.

以下两则结果表明在预三角范畴的等价中 (定义 4.1.6), 假设单向为三角函子即可.
这是命题 4.1.12 的又一应用.

命题 4.2.8 设 D 和 D′ 为预三角范畴, 考虑函子 D D′
F

G
并假设 (F,G) 为伴随

对, 则 F 为三角函子当且仅当 G 为三角函子; 此时伴随对的单位 η : idD → GF 和余
单位 ε : FG→ idD′ 都和平移函子相容, 见定义 4.1.1.

证明 鉴于对偶性, 考虑 F 为三角函子的情形即可. 推论 1.3.6 表明 G 是加性的. 将
D 和 D′ 的平移函子同记为 T . 简单地搬运结构以得到新的伴随对

F̂ := TFT−1, Ĝ := TGT−1, η̂ := TηT−1, ε̂ := TεT−1.
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因为 F̂ ' F , 右伴随的唯一性 [51, 命题 2.6.10] 给出相应的同构 Ĝ ' G 连同交换图表

F̂ Ĝ idD′

FG

ε̂

∼

ε

ĜF̂ idD

GF

∼

η̂

η

特别地, GT ' TG, FGT ' FTG ' TFG, 而关于 ε̂ 和 ε 的交换图表右合成 T 后
改写为

TFG T

FGT

Tε

∼

εT
(4.2.1)

此式及其对 η 的对偶版本说明 η 和 ε 都和平移函子兼容.

以下说明 G 保持好三角. 考虑 D′ 中的好三角 X
f
Y

g
Z

+1
. 取 D 中好三角

GX
Gf

GY
h
A

+1
, 取它对 F 的像, 再应用 (TR3) 获得交换图表

FGX FGY FA TFGX

X Y Z TX.

FGf

εX εY

Fh

TεX

f g

对上图应用伴随性, 并且以 (4.2.1) 和 GT ' TG 调整最右侧方块, 易得交换图表

GX GY A TGX

GX GY GZ TGX

Gf

idX idY

h

idTGX

Gf Gg

其第一行是好三角. 对任意 B ∈ Ob(D) 取 HomD(B, ·), 给出交换图表

Hom(B,GX) Hom(B,GY ) Hom(B,A) Hom(B, TGX) Hom(B, TGY )

Hom(B,GX) Hom(B,GY ) Hom(B,GZ) Hom(B, TGX) Hom(B, TGY )

(Gf)∗

'

h∗

' ' '

(Gf)∗ (Gg)∗

而命题 4.1.12 表明第一行正合. 另一方面, 第二行因 TG ' GT 和伴随性同构于由好三
角 X

f
Y

g
Z

+1 诱导的

Hom(FB,X) Hom(FB, Y ) Hom(FB,Z) Hom(FB, TX) Hom(FB, TY ),
f∗ g∗

因而也正合. 既然 B 可任取, 命题 2.3.4 遂蕴涵 A→ GZ 为同构, 故 GX
Gf

GY
Gg

GZ → TGX 确实是 D 中的好三角.
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推论 4.2.9 设 D 和 D′ 为预三角范畴, 函子 D D′
F

G
互为拟逆, 则

(i) F 为三角函子当且仅当 G 亦然;
(ii) 若 F 为三角函子, 则 F 和 G 给出预三角范畴之间的等价.

证明 以 [51, 定理 2.6.12] 将 (F,G) 和 (G,F ) 实现为伴随对, 再应用命题 4.2.8.

定义–命题 4.2.10 (子预三角范畴) 设 D′ 为预三角范畴 D 的加性全子范畴, 对平移函
子 T 封闭. 记包含函子为 ι : D′ → D.

(i) 在 D′ 上使得 ι 为三角函子的预三角结构若存在则是唯一的, 此时 D′ 的三角

X → Y → Z
+1
是好三角当且仅当它是 D 的好三角.

(ii) 上述预三角结构存在的充要条件为: 若 X → Y → Z
+1
是 D 的好三角, 任两项

属于 Ob(D′), 则另一项同构于 D′ 的对象.

(iii) 若进一步假设 D 为三角范畴, 则 D′ 亦然.

这样的预三角范畴 (或三角范畴) D′ 称为 D 的子预三角范畴 (或子三角范畴).

证明 首先处理 (i). 设 ι 是三角函子, 则 D′ 的好三角当然是 D 的好三角. 反
之设 D 的好三角 X

f
Y → Z

+1 满足 X,Y, Z ∈ Ob(D′). 任取 D′ 的好三角
X

f
Y → Z ′

+1
, 对 D 应用推论 4.2.3 可见两者同构, 而 D′ 是全子范畴, 故 (TR0)

蕴涵 X
f
Y → Z

+1 也是 D′ 的好三角. 这正是断言的预三角结构.
若上述三角结构存在, 则熟悉的推论 4.2.3 表明 (ii) 的条件是必要的, 因为旋转后

总可以假设 X,Y ∈ Ob(D′). 反之设 (ii) 的条件成立, 按 (i) 所断言的方式定义 D′ 中的
好三角. 关于 D′ 的公理 (TR0), (TR1), (TR3) 和 (TR4) 直接继承自 D. 对于 (TR2),

对 D′ 中态射 f : X → Y 取 D 的好三角 X
f
Y → Z

+1
, 则条件表明 Z 同构于 D′

的对象; 因此不妨设 Z ∈ Ob(D′), 给出 D′ 中的好三角. 至此可见 D′ 成为预三角范畴.
充分性得证.

对于 (iii), 要点在于对 D′ 验证 (TR5): 诚然, 对 D 应用 (TR5) 所得之 Z ′ → Y ′ →

X ′
+1 按照 (i) 也自动是 D′ 的好三角.

约定 4.2.11 选定范畴 C. 若子范畴 C′ 具备同构封闭性

∀X ∈ Ob(C′), ∀Y ∈ Ob(C), X ' Y =⇒ Y ∈ Ob(C′)

则称 C′ 为饱和子范畴. 对任一族全子范畴 (Ci)i∈I (要求 I 非空), 其交 ⋂
i∈I Ci 按定义

是 C 的全子范畴, 满足 Ob
(⋂

i∈I Ci
)
=
⋂
i∈I Ob(Ci).

命题 4.2.12 设 D 为预三角范畴 (或三角范畴), 而 (Di)i∈I 是一族饱和子预三角范畴
(或饱和子三角范畴), I 6= ∅, 则

⋂
i∈I Di 也是饱和子预三角范畴 (或饱和子三角范畴).
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证明 饱和子范畴的交显然保持定义–命题 4.2.10 (ii) 的条件.

常见的手法是以上同调函子截出饱和子预三角范畴 (或子三角范畴).

命题 4.2.13 设 D 为预三角范畴 (或三角范畴), H : D → A 为上同调函子, 而 T 是 A
的弱 Serre 子范畴 (定义 2.9.3). 定义 D 的全子范畴 DH,T 如下

X ∈ Ob(DH,T ) ⇐⇒ ∀n ∈ Z, H(TnX) ∈ Ob(T ).

则 DH,T 是 D 的饱和子预三角范畴 (或饱和子三角范畴).

证明 方法是验证定义–命题 4.2.10 (ii) 的条件. 回忆到弱 Serre 子范畴饱和, 故 DH,T
的饱和性质和 T -不变性是显然的. 现在考虑 D 的好三角 X → Y → Z

+1
, 其中两项

来自 DH,T ; 旋转后不妨假设 X,Z ∈ Ob(DH,T ). 对每个 n ∈ Z 都有正合列

H(Tn−1Z)→ H(TnX)→ H(TnY )→ H(TnZ)→ H(Tn+1X).

代入弱 Serre 子范畴的定义, 立得 H(TnY ) ∈ Ob(T ).

例 4.2.14 设 D 为预三角范畴 (或三角范畴), H : D → A 为上同调函子. 定义 NH 为
由对所有 n ∈ Z 都满足 H(TnX) = 0 的对象构成的全子范畴. 这相当于在命题 4.2.13
中取 T 为零对象构成的子范畴. 因此 NH 是子预三角范畴 (或子三角范畴).

稍后在 §4.3 将动用以下的技术性结果, 它依赖八面体公理 (TR5).

引理 4.2.15 (J.-L. Verdier) 三角范畴 D 中的任意交换图表

X Y

X ′ Y ′

f

f ′

u v

皆能扩充为图表

TX ′ TY ′ TZ ′ T 2X ′

X ′′ Y ′′ Z ′′ TX ′′

X Y Z TX

X ′ Y ′ Z ′ TX ′

Tf ′ Tg′ −Th′

?o

f ′′

p

g′′

q

h′′

−To

f

r

g

s

h

t Tr

f ′

u

g′

v

h′

w Tu

使得每行每列都是好三角, 标作 ? 的方块反交换 (亦即 (To)h′′ = −(Th′)q), 其余方块
皆交换.
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证明 以下逐步构造所求的好三角, 再证交换和反交换性. 首先分别对 u, v, f , f ′ 应用
(TR2), 得图表的

• •

• •

• • • •

• • • •
部分, 使得其中每行每列都是好三角. 其次, 对 fu = vf ′ : X ′ → Y 应用 (TR2) 给出好
三角 X ′ → Y

m
A

n
TX ′. 以下构造将基于 (TR5).

1. 对包含 f ′, v 和 vf ′ 的三个好三角应用 (TR5), 得到好三角之间的态射

X ′ Y ′ Z ′ TX ′

X ′ Y A TX ′

Y ′ Y Y ′′ TY ′

Z ′ A Y ′′ TZ ′

f ′ g′

v

h′

i

vf ′

f ′

m n

j Tf ′

v

g′

s

m

p

Tg′

i j k

(4.2.2)

最后一行是新构造的好三角.

2. 对包含 u, f , fu 的三个好三角应用 (TR5), 给出好三角之间的态射
X ′ X X ′′ TX ′

X ′ Y A TX ′

X Y Z TX

X ′′ A Z TX ′′

u r

f

o

a

fu

u

m n

b Tu

f

r

g

m

h

Tr

a b c

(4.2.3)

最后一行是新构造的好三角.

3. 对 f ′′ := ja : X ′′ → Y ′′ 应用 (TR2) 得到好三角 X ′′
f ′′

Y ′′
g′′

Z ′′
h′′

TX ′′.

4. 考虑以上步骤配合 (TR3) 旋转得到的好三角

X ′′
a
A

b
Z

c
TX ′′, A

j
Y ′′

k
TZ ′

−Ti
TA,

X ′′
f ′′=ja

Y ′′
g′′

Z ′′
h′′

TX ′′.
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应用 (TR5) 遂给出好三角之间的态射

X ′′ A Z TX ′′

X ′′ Y ′′ Z ′′ TX ′′

A Y ′′ TZ ′ TA

Z Z ′′ TZ ′ TZ

a b

j

c

t

f ′′

a

g′′ h′′

q Ta

j

b

k

m

−Ti

Tb

t q l

(4.2.4)

最后一行是新构造的好三角. 命 w := bi. 图表 (4.2.4) 交换蕴涵 l = −Tw, 故旋
转给出好三角

Z ′
w
Z

t
Z ′′

q
TZ ′.

上述操作给出所求图表的第二行和第三列. 剩余第一行 (或第四列) 是第四行 (或
第一列) 按 (TR3) 旋转的产物, 故也是好三角 (见注记 4.1.5).
接下来验证交换性和反交换性. 从 w = bi 和 (4.2.2) 蕴涵之 s = jm, 可知 (u, v, w)

和 (r, s, t) 分别是以下合成

(X ′, Y ′, Z ′) (4.2.2)
(id,v,i)

(X ′, Y, A) (4.2.3)
(u,id,b)

(X,Y, Z),

(X,Y, Z) (4.2.3)
(r,m,id)

(X ′′, A, Z) (4.2.4)
(id,j,t)

(X ′′, Y ′′, Z ′′),

故它们皆是三角之间的态射. 最后考虑图中态射 (o, p, q,−To). 问题归结为证下图交换:

TX ′ TY ′ TZ ′ T 2X ′

A Y ′′ TZ ′ TA

X ′′ Y ′′ Z ′′ TX ′′.

Tf ′ Tg′ −Th′

n

j k

p

−Ti
Tn

a

f ′′

o

g′′ h′′

q Ta

To

诚然, (4.2.3) 蕴涵 o = na, 两翼交换. 又由于 (4.2.2) 的右侧三个方块交换, 故上半部交
换; 下半部交换则缘于 (4.2.4). 明所欲证.

除了命题 4.2.8, 本节所有陈述都能扩及 k-线性范畴, 其中 k 是交换环.

注记 4.2.16 三角范畴中的生成元和紧对象是本书的遗珠. 尽管它们的思路通于定义
1.11.8 和 A.2.2 的版本, 但是在三角范畴中需要不同的定义. 这通向重要的 Brown 可
表性定理在三角范畴中的形式: 若 D 是具有小 ∐ 的 “紧生成” 三角范畴, 而上同调函
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子 H : Dop → Ab 化 D 的小 ∐ 为 Ab 的 ∏
, 则 H 可表. 建议有需求的读者参考 [42,

Tags 09SI, 09SM, 0A8E].
留意 Brown 可表性定理与 §1.11, §2.10, §A.2 的各种可表性或伴随函子定理之间

的家族相似性.

4.3 三角范畴的局部化
本节探究三角范畴和 Gabriel–Zisman 局部化理论的关系. 具体地说,
� 范畴的局部化在 §1.9 的构造是形式地对乘性系中的态射添逆, 而本节首要任务是
说明这保持 (预) 三角结构;
� 对于三角范畴, 局部化的另一种观点是形式地将一个子三角范畴零化, 思路类似
于 §2.9 中 Serre 商的构造.
以下默认 (D, T ) 为预三角范畴. 若将加性范畴扩及 k-线性的情形, 其中 k 是任意

交换环, 则本节的结果都有相应的推广, 兹不赘述.

定义 4.3.1 设 S ⊂ Mor(D) 为定义 1.9.5 的乘性系. 若下述条件成立, 则称 S 与三角
兼容.

(ST1) 设 s ∈ Mor(D), 则 s ∈ S 当且仅当 Ts ∈ S.

(ST2) 考虑实线部分的交换图表

X Y Z TX

X ′ Y ′ Z ′ TX ′

α β γ Tα

若 α, β ∈ S, 则存在虚线所示态射 γ, 使得全图交换而且 γ ∈ S.

请注意到 (ST2) 是 (TR4) 对 S 的细化.

命题 4.3.2 设乘性系 S ⊂ Mor(D) 与三角兼容, 则局部化 D[S−1] 具有唯一的预三角
范畴结构, 使得 Q : D → D[S−1] 是三角函子; 精确到同构, D[S−1] 中的好三角是 D 中
好三角的像. 如果 D 是三角范畴, 则 D[S−1] 亦然.

证明 定理 1.9.17 表明 D[S−1] 为加性范畴. 此外, (ST1) 和局部化的泛性质给出唯一
一对从 D[S−1] 到自身的函子, 使下图交换:

D D

D[S−1] D[S−1]

T

Q
T−1

Q
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泛性质还表明第二行的函子互逆, 仍记之为 D[S−1] D[S−1]
T

T−1
, 以免符号超载. 综

上, (D[S−1], T ) 成为带平移的加性范畴.
兹说明预三角结构的唯一性. 三角函子 Q 按定义必保持好三角. 反过来说, 对于

D[S−1] 的好三角 X
f
Y → Z

+1
, 用同构调整后可设 f : X → Y 来自 D 的态射, 为

免混淆另记为 f0 : X0 → Y0. 以 (TR2) 将 f0 扩充为好三角 X0

f0
Y0 → Z0

+1
, 则推

论 4.2.3 确保它对 Q 的像同构于原三角.
以下证明预三角结构的存在性. 按所断言的方式定义 D[S−1] 中的好三角. 公理

(TR0) 属自明, 而 (TR1) 和 (TR3) 直接继承自 D. 对于 (TR2), 考虑 D[S−1] 中的态
射 f : X → Y ; 一如既往, 以来自 S 的同构调整后无妨设 f 来自 D, 则 (TR2) 也回归
到 D 上.

对于 (TR4), 考虑 D[S−1] 中的交换图表 (虚线部分稍后讨论)

X Y Z TX

X ′ Y ′ Z ′ TX ′

f

α

g

β

h

γ Tα

f ′ g′ h′

(4.3.1)

其中每行都是好三角, 而且水平箭头皆来自 D. 按 §1.9 的构造可证存在 A,B ∈ Ob(D),
态射 [A→ B] ∈ Mor(D) 和 s, t ∈ S, 使 α = as−1, β = bt−1 在 D[S−1] 中成立, 而且使
下图实线部分在 D 中交换 (虚线部分和 C 稍后讨论):

X Y Z TX

A B C TA

X ′ Y ′ Z ′ TX ′.

f g h

s

a

t

b

u

c

Ts

Ta

f ′ g′ h′

具体构造略显琐碎, 是第一章的一道带提示的习题.

现在对 A → B 在 D 中应用 (TR2) 以得到第二行的好三角 A → B → C
+1

, 再
应用 (ST2) 以得到 C

u∈S
Z, 应用 (TR4) 以得到 C

c
Z ′, 使得全图在 D 中交换. 在

D[S−1] 中取 γ := cu−1, 遂使 (4.3.1) 全图交换. 这就验证了 (TR4).
若 D 为三角范畴, 则 (TR5) 对 D[S−1] 也一样化到 D 上来验证.

命题 4.3.3 设 N 为三角范畴 D 的饱和子三角范畴 (定义–命题 4.2.10, 约定 4.2.11),
则

SN :=

 s ∈ Mor(D) ∃好三角 X
s
Y → Z

+1

使得 Z ∈ Ob(N )

 ,

是与三角兼容的乘性系.
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证明 因为 N 对平移封闭, 旋转三角可见 SN 满足 (ST1). 其次, 考虑 (ST2) 中的交
换图表并假设 α, β ∈ SN . 引理 4.2.15 给出图表

X ′′ Y ′′ Z ′′

X Y Z

X ′ Y ′ Z ′

+1 +1 +1

+1

+1

α β

+1

γ

使得每行每列都是好三角, 所有方块皆交换, 而 (α, β, γ) 给出三角之间的态射. 应用 N
的饱和性, α, β ∈ S 和推论 4.2.3, 可见 X ′′, Y ′′ ∈ Ob(N ). 饱和子三角范畴的定义进一
步导致 Z ′′ ∈ Ob(N ), 于是 γ ∈ S. 如是验证 (ST2).

其次验证乘性系的公理 (定义 1.9.5). 因为 0 ∈ Ob(N ), 公理 (S1) 来自 (TR1).

验证 (S2) 如下: 设 f, g ∈ SN , 取好三角 X
f
Y → Z ′

+1 和 Y
g
Z → X ′

+1

使得 Z ′, X ′ ∈ Ob(N ), 再用 (TR2) 取好三角 X
gf

Z → Y ′
+1

. 应用 (TR5) 可得好
三角 Z ′ → Y ′ → X ′

+1
, 故饱和子三角范畴的性质蕴涵 Y ′ ∈ Ob(N ), 亦即 gf ∈ SN .

验证 (S3) 如下: 考虑态射 X
s∈SN

Z
f
Y . 取好三角 X

s
Z

h
N

+1 使得
N ∈ Ob(N ), 再用 (TR2) 取三角 Y

hf
N → U

+1
. 对图表

Y N U TY

Z N TX TZ

hf

f

+1

Tf

h −Ts

的实线部分应用 (TR4) 得虚线所示态射, 得到好三角之间的态射. 旋转后给出 SN 的
元素 s′ :W := T−1U → Y , 适当的 f ′ :W → X, 连同 (S3) 所需的交换图表

X W

Z Y.

s∈SN s′∈SN

f ′

f

验证 (S4) 如下. 在该公理中以 (f − g, 0) 代 (f, g), 问题化约为下述断言: 对于态
射 f : X → Y , 若存在 s : Y → W 使得 s ∈ SN 且 sf = 0, 则存在 t : Z → X 使得
t ∈ SN 而 ft = 0. 为了证明这点,取好三角 N → Y

s
W

+1 使得 N ∈ Ob(N ). 因为
Hom(X, ·)是上同调函子而 sf = 0,存在 h ∈ Hom(X,N)使得 f 分解为 X

h
N → Y .

取好三角 Z
t
X

h
N

+1
, 则 t ∈ SN . 另一方面 ht = 0 (引理 4.1.9) 导致 ft = 0, 故

(S4) 成立.
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对于 (S3) 和 (S4) 的对偶版本, 论证完全相同.

定理 4.3.4 (Verdier局部化) 设 N 为三角范畴 D 的饱和子三角范畴. 定义 D/N :=

D
[
(SN )−1

]
(容许是 “大” 范畴), 配备命题 4.3.2 的三角结构, 则局部化函子 Q : D →

D/N 具下述性质.

(i) 对于 D 中的任意态射 f : X → Y , 我们有 Qf = 0 当且仅当 f 能分解为
X → N → Y , 其中 N ∈ Ob(N ); 特别地, Q 映 N 为 0.

(ii) 对于每个预三角范畴 E 和三角函子 F : D → E , 若 F 映 N 为 0, 则 F 唯一地分

解为 D
Q
D/N F E , 其中 F 是三角函子.

(iii) 对于每个 Abel 范畴 A 和上同调函子 H : D → A, 若 H 映 N 为 0, 则 H 唯一地

分解为 D
Q
D/N H A, 其中 H 是上同调函子.

证明 对于 (i), 若 f 分解为 X → N → Y , 则因为好三角 N
idN

N → 0
+1 的旋转

N → 0 → TN
+1 表明 N → 0 被映为 D/N 中的同构, 故 Qf = 0. 反之若 Qf = 0,

则存在态射 s :M → X 使得 s ∈ SN 而 fs = 0 (推论 1.9.13). 按 SN 定义, 存在每行
皆为好三角的交换图表 (实线部分)

M X N TM

0 Y Y 0

s

f

idY

(N ∈ Ob(N )),

以 (TR4) 得到虚线所示态射使全图交换, 这将 f 分解为 X → N → Y .

考虑 (ii)的情境. 设 s ∈ SN ,将其置入好三角X
s
Y → N

+1 使得N ∈ Ob(N ),

则 FX
Fs

FY → 0
+1 是 E 中的好三角. 应用推论 4.1.13 可知 Fs 为同构. 泛性质

遂给出唯一分解 H = F ◦Q, 使得 F 是加性函子. 鉴于 D/N 上的三角结构的描述 (命
题 4.3.2), 关于 F 保平移和保三角的验证都是例行公事, 留给读者.

考虑 (iii) 的情境. 同样将 s ∈ SN 置入好三角 X
s
Y → N

+1
, 取 H 得到

正合列 HT−1N
=0

→ HX
Hs

HY → HN
=0

, 故 Hs 为同构. 泛性质遂给出唯一分解

H = H ◦Q, 使得 H 是加性函子. 为了验证 H 是上同调函子, 请回忆 D/N 的好三角
同构于 D 的好三角的像.

例 4.3.5 上同调函子给出与三角兼容的乘性系的一类重要例子. 设 H : D → A 为上同
调函子. 对于 D 的态射 f : X → Y , 若 H(Tnf) 对所有 n ∈ Z 都是 A 中的同构, 则称
f 为 H-拟同构. 全体 H-拟同构给出子集 SH ⊂ Mor(D), 它显然满足 (ST1), 而 (ST2)
则是上同调函子的长正合列 (注记 4.1.11) 连同命题 2.3.4 的结论.
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另一方面, 定义 NH 如例 4.2.14; 这是饱和子三角范畴, 由之可定义 SNH . 两者有
以下的简单联系.

命题 4.3.6 设 H : D → A 为上同调函子, 则 SNH = SH .

证明 设 f : X → Y 是 D 的态射. 将它扩张为好三角 X
f
Y → N

+1
; 回忆到 N

在同构意义下唯一, 故上同调函子的长正合列蕴涵

f 是 H-拟同构 ⇐⇒ ∀n, H(TnN) = 0,

而右式等价于 N ∈ Ob(NH). 明所欲证.

于是对 SH 的局部化有至少两种进路: 或者是添入 SH 的逆, 或者是将 NH 零化.
这给出 Verdier 局部化 Q : D → D/NH = D[S−1H ] 的两种泛性质.

最后来处理局部化和子范畴之间的关系. 设 N 和 I 为三角范畴 D 的子三角范畴,
N 饱和, 那么 N ∩I 也是 I 的饱和子三角范畴. Verdier 局部化的泛性质遂确定三角函
子 i : I/(N ∩ I)→ D/N .

作一则简单观察: 相对于 N ∩ I ⊂ I 所定义的 S(N ∩ I) 满足

S(N ∩ I) = SN ∩Mor(I). (4.3.2)

上式的 ⊂ 属显然. 至于 ⊃, 假设 I 的态射 f : X → Y 能置入 D 的好三角 X
f
Y →

N
+1 使得 N ∈ Ob(N ), 则推论 4.2.3 说明 N 同构于 I 的某个对象; 而因为 N 饱和,

不妨取 N ∈ Ob(N ∩ I), 于是 f ∈ S(N ∩ I).

命题 4.3.7 设 N , D, I 如上, 并假定以下 “解消条件” 成立: 对于所有 X ∈ Ob(D), 皆
存在 U ∈ Ob(I) 和属于 SN 的态射 U → X. 此时 i : I/(N ∩ I)→ D/N 是三角范畴
的等价.

若将解消条件改为: 对所有 X ∈ Ob(D) 皆存在 U ∈ Ob(I) 和属于 SN 的态射
X → U , 结论仍成立.

证明 命题 1.10.3 蕴涵 i 是等价, 推论 4.2.9 将其升级为三角版本.

上述结果将用于导出函子的研究.
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4.4 导出范畴
本节前半部考虑加性范畴 A,其后定义导出范畴时将要求 A是 Abel范畴. 例 4.1.3

业已说明 C(A) 及 K(A) 是带平移的加性范畴, 将它们的平移函子统一记为 X 7→ X[1].
考虑 C(A) 中的态射 f : X → Y 及其映射锥 Cone(f). 定义 3.3.5 遂给出 C(A) 中

的三角
X Y Cone(f) X[1]

f α(f) β(f) (4.4.1)

取商便是 K(A) 中的三角.

定理 4.4.1 视 K(A) 为带平移 T : X 7→ X[1] 的加性范畴. 若其中的三角 X → Y →

Z
+1
同构于形如 (4.4.1) 的三角, 则称之为 K(A) 的好三角. 这些好三角构成集合 H,

使资料 (K(A), T,H) 成为三角范畴.

证明 逐一验证定义 4.1.6 诸公理. (TR0) 和 (TR2) 按定义实属显然, (TR3) 则归结为
引理 3.3.9 在 K(A) 中给出的交换图表

Y Cone(f) X[1] Y [1]

Y Cone(f) Cone(α(f)) Y [1].

α(f)

id

β(f)

id

−f [1]

∼

id

α(f) α(α(f)) β(α(f))

至于 (TR1), 对 X ∈ Ob(K(A)) 考虑零态射的映射锥 0→ X → X
+1

, 以 (TR3)

旋转即得好三角 X
idX

X → 0
+1

.
对于 (TR4), 考虑 K(A) 中的交换图表 (实线部分)

X Y Cone(f) TX

X ′ Y ′ Cone(f ′) TX ′.

α

f α(f)

β

β(f)

γ Tα

f ′ α(f ′) β(f ′)

(4.4.2)

左侧方块交换相当于说存在 A 的一族态射 hn : Xn → (Y ′)n−1, 使得

βnfn − (f ′)nαn = hn+1dnX + dn−1Y ′ hn, n ∈ Z.

以矩阵记法对每个 n ∈ Z 定义态射

γn =

αn+1 0

hn+1 βn

 : Xn+1 ⊕ Y n → (X ′)n+1 ⊕ (Y ′)n.
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请验证 αn+1 0

hn+1 βn

−dnX 0

fn dn−1Y

 =

−dnX′ 0

(f ′)n dn−1Y ′

αn 0

hn βn−1

 ,

故它们确定态射 γ : Cone(f)→ Cone(f ′). 易见 (4.4.2) 右边两个方块在 C(A) 中交换.
注意到同伦 (hn)n∈Z 可有多种选取, 故 γ 不唯一.

剩下的任务是验证 (TR5). 在该公理的陈述中不妨取 Z ′ = Cone(f), X ′ = Cone(g)
和 Y ′ = Cone(gf), 而 h, k,m 分别是 α(f), α(g) 和 α(gf), 相应的 +1 次态射则形如
β(·). 利用映射锥的函子性 (命题 3.3.3) 或直接检验, 可得态射

Cone(f) Cone(gf) Cone(g)

Z ′ Y ′ X ′.

u:=(idX[1],g) v:=(f [1],idZ)

基于映射锥的函子性, 这使 (TR5) 图中无关 w 的方块皆交换; 为了使剩下部分, 亦即
(TR5) 的右下角方块交换, w : X ′ → TZ ′ 能且仅能取为合成态射

X ′
β(g)

TY
T (α(f))

TZ ′.

问题遂归结为证明 Z ′
u
Y ′

v
X ′

w
TZ ′ 是好三角. 注意到对于每个 n ∈ Z,

Cone(u)n = Cone(f)n+1 ⊕ Cone(gf)n = Xn+2 ⊕ Y n+1 ⊕Xn+1 ⊕ Zn,
(X ′)n = Cone(g)n = Y n+1 ⊕ Zn.

以矩阵记法定义

ϕn :=

0 idY n+1 fn+1 0

0 0 0 idZn

 : Cone(u)n → (X ′)n,

ψn :=


0 0

idY n+1 0

0 0

0 idZn

 : (X ′)n → Cone(u)n.

可直接验证它们给出 C(A) 中的态射 ϕ : Cone(u) � X ′ : ψ, 满足 ϕ ◦ ψ = idX′ 和
ϕ ◦ α(u) = v, β(u) ◦ ψ = w. 接着打量图表

Y ′ X ′ TZ ′

Y ′ Cone(u) TZ ′

v

idY ′

w

ψ idTZ′

α(u) β(u)

ϕ
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只要说明它在 K(A) 中交换, 而且 ψ 和 ϕ 在 K(A) 中互逆, 即可说明 (u, v, w) 给出好
三角, 而唯一待证的是 ψ ◦ϕ 同伦等价于 idCone(u). 取 hn : Cone(u)n → Cone(u)n−1 为
自明的合成态射

Xn+2 ⊕ Y n+1 ⊕Xn+1 ⊕ Zn � Xn+1 ↪→ Xn+1 ⊕ Y n ⊕Xn ⊕ Zn−1.

例行验证给出 idCone(u)n − ψnϕn = hn+1dnCone(u) + dn−1Cone(u)h
n. 明所欲证.

同伦等价在证明中不可或缺. 倘若在 C(A) 层面操作, 映射锥无法给出三角范畴.

证明 (定理 3.11.5和 3.15.5的证明) 至此可以补全定理 3.11.5 的未竟证明. 基于对偶
性, 以下仅考虑 Y

α
X

γ
I 的情形, α 是拟同构, I ∈ Ob(C+(A)) 由内射对象组成.

上同调函子 HomK(A)(·, I) (命题 4.1.12) 给出长正合列

HomK(A) (Cone(α), I)→ HomK(A)(Y, I)

α∗

HomK(A)(X, I)→ HomK(A)(Cone(α)[−1], I);

然而 Cone(α) 零调 (推论 3.7.6), 故引理 3.11.6 蕴涵 α∗ 为同构.
至于关乎 K-内射或 K-投射复形的定理 3.15.5, 论证全然相似.

推论 4.4.2 对于 ? ∈ {+,−, b}, 定义 3.9.2 引入的范畴 K?(A) 是 K(A) 的子三角范畴
(定义–命题 4.2.10).

证明 显然 K?(A) 对平移函子封闭. 其次, 对于映射锥 X
f
Y → Cone(f)

+1
, 易见

X,Y 属于 C?(A) 当且仅当 Cone(f) ∈ C?(A). 这就说明定义–命题 4.2.10 (ii) 的条件
具足.

命题 4.4.3 设 F : A1 → A2 为加性范畴之间的加性函子, 则 KF : K(A1) → K(A2) 是
三角函子. 以 K?(·) 代 K(·) 亦然, 其中 ? ∈ {+,−, b}.

证明 归结为同样显然的命题 3.1.8 (保平移) 和命题 3.3.4 (保映射锥).

推论 4.4.4 设 A′ 为 A 的加性全子范畴, 则 K(A′) 嵌入为 K(A) 的子三角范畴; 以
K?(·) 代 K(·) 亦然, 其中 ? ∈ {+,−, b}.

命题 4.4.5 设 A 为 Abel 范畴, 则 Hn : K(A) → A 对每个 n ∈ Z 都是定义 4.1.10 所
述的上同调函子. 以 K?(A) 代 K(A) 亦然, 其中 ? ∈ {+,−, b}.

证明 考虑 K(A) 中由映射锥给出的好三角 X
f
Y

α(f)
Cone(f)

+1
. 基于长正合

列 (3.7.1) 和推论 3.7.5 (这是 §3.7 的核心), 可知

Hn(X)
Hn(f)

Hn(Y )
Hn(α(f))

Hn(Cone(f))

的确正合.
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导出范畴的定义将涉及 Verdier 局部化. 按照例 4.3.5 记法, 上同调函子 H0 :

K(A)→ A 确定与三角兼容的乘性系

qis := SH0 ⊂ Mor(K(A)),

其元素无非是拟同构. 理解 qis 的另一观点则是考虑 K(A) 中由零调复形构成的饱和子
三角范畴 N := NH0 . 命题 4.3.6 蕴涵 SN = qis.

对于 ? ∈ {+,−, b}, 同样可以对 K?(A) 定义与三角兼容的乘性系 qis? := qis ∩
Mor(K?(A)) 和 N ? := N ∩ K?(A); 它们仍满足 SN ? = qis?.

定义 4.4.6 Abel 范畴 A 的导出范畴定义为三角范畴
D(A) := K(A)

[
qis−1

]
= K(A)/N .

类似地, 对于 ? ∈ {+,−, b} 也可以定义三角范畴

D?(A) := K?(A)
[
(qis?)−1

]
= K?(A)/N ?.

我们称 D+(A) (或 D−(A), Db(A)) 为 A 的下有界 (或上有界, 有界) 导出范畴.

难以避免的问题是控制导出范畴在集合论意义下的大小, 因为我们并不希望 D(A)
是 “大” 范畴, 请参照注记 1.9.15 的相关讨论. 这点留待推论 4.5.2 处理.

命题 4.4.7 每个 C(A) 的短正合列 0→ X
f
Y

g
Z → 0 都可以典范地延拓为 D(A)

的好三角 X → Y → Z
+1

. 精确地说, 在 K(A) 中存在典范的交换图表

X Y Cone(f) X[1]

X Y Z

Cone(g)[−1] Y Z Cone(g)

f α(f) β(f)

Φ

Φ′f

Φ′[−1]

g

β(g)[−1] g −α(g)

其第一行和第三行都是好三角, Φ 和 Φ′ 都是拟同构.

证明 交换图表无非是复述引理 3.7.2. 第一行的好三角是 f 的映射锥, 第二行则是 g

的映射锥的旋转.

复形范畴的短正合列因此能被导出范畴的三角结构捕捉. 另一方面, 使 D(A) 成为
Abel 范畴的 A 甚为稀少, 本章习题将予以刻画.

本章习题也将介绍群 K0(Db(A)), 并给出它和定义 2.9.8 的 K0(A) 之间的联系, 读
者应当尝试.
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根据 N 的刻画和定理 4.3.4, 上同调函子 Hn : K(A)→ A 通过导出范畴分解为

Hn : D(A)→ A, Hn(X) = H0(X[n]),

其中 n ∈ Z. 对 ? ∈ {+,−, b} 和 D?(A) 亦复如是.
由泛性质确定三角函子 Db(A)→ D±(A)→ D(A), 它们与上同调函子 H0 交换. 我

们希望将这些函子视为子三角范畴的嵌入, 为此需要一则抽象结果.

引理 4.4.8 设 N 和 I 为三角范畴 D 的子三角范畴, N 饱和. 当以下任一条件在 D 中
成立时, 函子 i : I/(N ∩ I)→ D/N 是全忠实的:

(i) 任意态射 Y → N 皆有分解 Y → Y ′ → N ;

(ii) 任意态射 N → Y 皆有分解 N → Y ′ → Y ;

其中要求 Y ∈ Ob(I) 和 N ∈ Ob(N ) 给定, 而 Y ′ ∈ Ob(N ∩ I).

证明 基于对偶性, 以下仅考虑 (i) 成立的情形. 回忆 (4.3.2) 确保的 S(N ∩ I) =

SN ∩ Mor(I). 我们希望应用命题 1.10.1 (ii) 的判准, 问题因而归结为证明: 设
s : W → Y 为乘性系 SN 中的态射, 而 Y ∈ Ob(I), 则存在 g : V → W 使得
V ∈ Ob(I) 而 sg ∈ SN .

易见存在好三角 W
−s

Y → N
+1 使得 N ∈ Ob(N ). 分解 Y → N 为

Y
α
Y ′

β
N , 其中 Y ′ ∈ Ob(N ∩ I). 扩充 α 为 I 中的好三角 V → Y

α
Y ′

+1
, 以

得到实线部分的交换图表

Y Y ′ TV TY

Y N TW TY

α

id β Tg id

Ts

其中每行都是好三角. 以 (TR4) 取 Tg : TV → TW 使全图交换. 注意到 V ∈ Ob(I)
而 TV → TY 属于 SN ; 是故 sg : V → Y 仍属于 SN . 证毕.

命题 4.4.9 对于所有 ? ∈ {+,−, b}, 函子 D?(A) → D(A) 是全忠实的. 对于任意
X ∈ Ob(D(A)), 它同构于 D+(A) (或 D−(A), Db(A)) 的对象当且仅当 n � 0 (或
n� 0, |n| � 0) 蕴涵 Hn(X) = 0.

证明 前半部是引理 4.4.8 的应用: 在其中取 D = K(A), I = K?(A) 和 N = NH0 . 以
? = + 为例, 兹断言对所有 Y ∈ Ob(K+(A)), N ∈ Ob(N ) 和态射 N → Y , 存在分解

N → Y ′ → Y, Y ′ ∈ Ob(N+).

这是由于当 n� 0 时, N → Y 自然地分解为 N → τ≥nN → τ≥nY = Y , 其中 τ≥n 是
定义 3.9.3 的截断函子, 而 τ≥nN ∈ Ob(N+).
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进一步, 若 X ∈ Ob(C(A)) 满足 n � 0 =⇒ Hn(X) = 0, 则当 n � 0 时 X →
τ≥nX 是拟同构, 因而在 D(A) 中为同构. 这便在同构意义下刻画了 D+(A) → D(A)
的像.

关于 ? = − 的论证是对偶的. 同理可证 Kb(A) → K±(A) 诱导全忠实函子
Db(A)→ D±(A), 其像同样由 Hn 刻画. 由此可得关于 Db(A)→ D(A) 的情形.

推论 4.4.10 函子 Db(A)→ D±(A)→ D(A) 的每一段都是子三角范畴的嵌入.

证明 应用 Hn 的长正合列对 ? ∈ {+,−, b} 验证 D?(A) 作为 D(A) 的加性全子范畴满
足定义–命题 4.2.10 (ii) 的条件, 故成为子三角范畴, 而 Db(A)→ D±(A) 的情形也是明
白的.

定义 4.4.11 对于 −∞ ≤ s ≤ t ≤ +∞, 记 D[s,t](A) (或 K[s,t](A)) 为条件

n /∈ [s, t] =⇒ Hn(X) = 0

在 D(A) (或 K(A)) 中截出的全子范畴; 另记

D≥s(A) := D[s,+∞](A), D≤t(A) := D[−∞,t](A),
K≥s(A) := K[s,+∞](A), K≤t(A) := K[−∞,t](A).

我们有自然的加性函子 A → C(A) → D(A), 它将对象置于复形的零次项. 定理
4.5.4 将说明 A 依此等价于 D≤0(A) ∩ D≥0(A).

注记 4.4.12 如果 A 是 k-线性的, 其中 k 是交换环, 则 D(A), Db(A) 等等及其间的嵌
入也都是 k-线性的; 见定理 1.9.17 (iii).

定义–命题 3.9.7的截断函子 τ≤n, τ≥n 既然保持零调复形,因而诱导 τ≤n : D(A)→
D≤n(A) 和 τ≥n : D(A)→ D≥n(A).

命题 4.4.13 对任意 n ∈ Z, 我们有典范的伴随对和好三角

包含 : D≤n(A) D(A) : τ≤n,

τ≥n : D(A) D≥n(A) :包含,

τ≤nX → X → τ≥n+1X
+1

, X ∈ Ob(D(A)).

证明 伴随对只论第一式. 设 X ∈ Ob(D≤n(A)), Y ∈ Ob(D(A)). 所求的伴随对分别以
ηX : X → τ≤nX 和 εY : τ≤nY → Y 为单位和余单位: εY 是截断函子在复形层次已有
的典范态射, 而 ηX 是拟同构 τ≤nX → X 之逆. 问题在于验证三角等式. 在复形层次
截断后, 等式可以化约到 X 来自 C≤n(A) 的情形来验证, 此时 ηX = idX . 所求的三角
等式化约到命题 3.9.6 的复形版本.

至于好三角, 回忆到 C(A) 层面有短正合列 0→ τ≤nX → X → τ̃≥n+1X → 0 和拟
同构 τ̃≥n+1X → τ≥n+1X (引理 3.9.4).
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注记 4.4.14 (导出范畴的直接构造) 记 Qis ⊂ Mor(C(A)) 为拟同构所成子集. 若在
D(A) 的定义中不先取 K(A), 而是直接对拟同构添逆以得到 C(A)[Qis−1], 结果是否
和 D(A) 等价? 答案是肯定的. 稍加思索泛性质, 可知关键在于对任意范畴 D 和函子
G : C(A)→ D 验证以下性质: 设 G 映 Qis 为同构, 而 f, g ∈ HomC(A)(X,Y ) 同伦, 则
Gf = Gg.

要点在于运用映射柱. 设 h 是从 f 到 g 的同伦. 它按命题 3.3.12 (ii) 的方式确
定态射 h̃ : CylX → Y 使得 f = h̃i0, g = h̃i1. 然而该命题 (i) 断言 ji0 = ji1, 其中
j : CylX → X 是拟同构, 从而 Gj 是同构, 这又导致 Gi0 = Gi1. 性质得证.

尽管能够一步到位地用 C(A)[Qis−1] 构造 D(A), 过渡到 K(A) 的好处是后者具有
三角结构; 另一则理由则是 Qis 并非乘性系. 对于 D?(A) (其中 ? ∈ {+,−, b}) 也当作
如是观.

另一类重要的子三角范畴是依上同调截出的.

定义 4.4.15 (上同调截出的三角子范畴) 设 T 是 A 的弱 Serre 子范畴 (定义 2.9.3). 定
义 D(A) 的全子范畴 DT (A) 如下

X ∈ Ob(DT (A)) ⇐⇒ ∀n ∈ Z, Hn(X) ∈ Ob(T ).

根据命题 4.2.13, 这是 D(A) 的饱和子三角范畴.
对于 ? ∈ {+,−, b}, 定义饱和子三角范畴 D?T (A) := DT (A) ∩ D?(A).

最后, A 和 Aop 的导出范畴有简单的联系. 按注记 4.1.8 的方法对三角范畴的相反
范畴赋予三角结构.

命题 4.4.16 定义–命题 3.4.1 的等价 σ : C(Aop)
∼→ C(A)op 诱导三角范畴的等价

D(Aop) ' D(A)op, D±(Aop) ' D∓(A)op, Db(Aop) ' Db(A)op.

此外, 对所有 n ∈ Z 皆有 τ≤n ◦ σ = σ ◦ τ≥−n 和 τ≥n ◦ σ = σ ◦ τ≤−n.

证明 命题 3.4.3 说明 σ 诱导 K(Aop) ' K(A)op. 它保持好三角 (请仔细比较命题 3.4.4
的图表和注记 4.1.8 — 前者第一行倒转后是好三角的像, 第二行是 K(A) 的好三角, 倒
转后则是 K(A)op 的好三角), 保持上同调 (注记 3.4.2), 故诱导 D(Aop)

∼→ D(A)op. 关
于截断函子的断言归结为注记 3.9.5.
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4.5 态射和扩张
本节取 A为 Abel范畴. 我们不加说明地等同 Ob(C(A)), Ob(K(A))和 Ob(D(A)),

必要时以 HomD(A), HomK(A), HomC(A) 和 HomA 来区别不同范畴的态射集. 不熟悉
K-内射和 K-投射复形的读者请跳过相关陈述.

命题 4.5.1 设 X ∈ Ob(C+(A)) 由内射对象组成, 或者推而广之, 设 X ∈ Ob(C(A)) 是
定义 3.15.1 所述的 K-内射复形, 则 HomK(A)(·, X) ' HomD(A)(·, X).
对偶地, 设 X ∈ Ob(C−(A)) 由投射对象组成, 或者设 X ∈ Ob(C(A)) 是 K-投射

复形, 则 HomK(A)(X, ·) ' HomD(A)(X, ·).

证明 基于对偶性, 以下只处理 HomD(A)(·, X) 的情形. 引理 1.9.8 表明

HomD(A)(T,X) ' lim−→
α:S→T

K(A) 的拟同构

HomK(A)(S,X), T ∈ Ob(K(A)). (4.5.1)

设 X ∈ Ob(C+(A)) 由内射对象组成. 给定拟同构 α ∈ HomK(A)(S, T ), 定理 3.11.5
表明 α∗ : HomK(A)(T,X)

∼→ HomK(A)(S,X), 故 (4.5.1) 的 lim−→ 简化为 HomK(A)(T,X).
若 X ∈ Ob(C(A)) 是 K-内射复形, 则改用定理 3.15.5.

上一命题的直接应用之一是控制导出范畴的大小. 此处重新启用选定的
Grothendieck 宇宙 U , 以及关于 U -范畴 (即默认意义下的 “范畴”) 和 U -小范畴的
术语.

推论 4.5.2 符号如上. 设 A 是 U -范畴.

(i) 若 A 有足够的内射对象 (或投射对象), 则 D+(A) (或 D−(A)) 也是 U -范畴.

(ii) 若 A 有足够的 K-内射或 K-投射复形 (定义 3.15.1), 则 D(A) 也是 U -范畴.

(iii) 若 A 是 U -小范畴, 则 D(A) 亦然.

证明 关键在于验证 HomD(A)(X,Y ) 为 U -小集. 注意到 HomK(A) 版本是容易的, 因为
易证 C(A) 是 U -范畴.
设 A 有足够的内射对象, 而 X ∈ Ob(D+(A)); 不失一般性可设 X ∈ Ob(C+(A))

由内射对象组成; 代入命题 4.5.1 即得 (i). 若 X 有 K-内射解消 (或 Y 有 K-投射解消),
不失一般性可设 X 是 K-内射复形 (或 Y 是 K-投射复形); 和先前相同的论证给出 (ii).

对于 (iii), 留意到 K(A) 此时是 U -小范畴. 将此代入注记 1.9.15.

命题 4.5.3 (正交性) 设 a, b, n ∈ Z, a < b.

(i) 若 X ∈ Ob(D≤a(A)) 而 Y ∈ Ob(D≥b(A)), 则 HomD(A)(X,Y ) = 0.
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(ii) 若 X ∈ Ob(D≤n(A)) 而 Y ∈ Ob(D≥n(A)), 则 Hn 给出典范同构

HomD(A)(X,Y )
∼→ HomA (Hn(X),Hn(Y )) .

证明 设 a ≤ b. 将给定的 f ∈ HomD(A)(X,Y ) 用 K(A) 中的图表 X
s
Z

g
Y 表示,

其中 s 是拟同构. 不妨以 g 代 f , 化约到 f 来自 C(A) 的情形. 其次, 用 C(A) 中的合
成 τ≤aX → X

f
Y → τ≥bY 取代 f , 其前后两段皆是拟同构, 由此可进一步化约到

X ∈ Ob(C≤a(A)) 而 Y ∈ Ob(C≥b(A)) 的情形.
当 a < b 时, C(A) 中的态射 X → Y 必然为 0, 这就证得 (i).
令 X, Y 同上, 但是取 a = n = b 以处理 (ii). 考虑典范态射

HomA (Hn(X),Hn(Y ))
Hn

HomC(A)(X,Y )→ HomK(A)(X,Y )→ HomD(A)(X,Y ).

(4.5.2)

� 第一段态射 Hn 是同构: 因为 X ∈ Ob(C≤n(A)), Y ∈ Ob(C≥n(A)), 任意 f ∈
HomC(A)(X,Y ) 只可能在 n 次项非零, 而对 fn 的唯一条件是

fn
(
im(dn−1X )

)
= 0, f (Xn) ⊂ ker (dnY ) .

然而 Xn/ im
(
dn−1X

)
= Hn(X) 且 ker (dnY ) = Hn(Y ).

� 第二段态射也是同构: 这是由于对 X,Y 的条件导致 Hom−1(X,Y ) = {0}.

断言 (ii) 遂归结为证 (4.5.2) 末段为同构. 应用引理 1.9.8 得出

HomD(A)(X,Y ) ' lim−→
[Y↣Z]∈Ob(qisY /)

HomK(A)(X,Z).

若 Y → Z 是拟同构, 则在 K(A) 中 Y → Z → τ≥nZ 的每一段都是拟同构. 这表明满
足 Z 来自 C≥n(A) 的拟同构 Y → Z 给出滤过范畴 qisY / 的共尾全子范畴 (定义 1.6.4
和命题 1.6.8). 基于命题 1.6.5, 今后不妨将 lim−→ 限制在此子范畴上.
已知 (4.5.2) 的前两段为典范同构. 取 Y → Z 如上, 由此得到的交换图表

HomA(Hn(X),Hn(Y )) HomK(A)(X,Y )

HomA(Hn(X),Hn(Z)) HomK(A)(X,Z)

∼

∼
Hn

∼
Hn

遂说明 HomK(A)(X,Y )
∼→ HomK(A)(X,Z). 于是先前的 lim−→ 取常值 HomK(A)(X,Y ).

如此便说明 (4.5.2) 的末段为同构.

定理 4.5.4 将 A 的对象视同集中在零次项的复形, 这给出加性范畴的等价 A →
D≤0(A) ∩ D≥0(A), 其拟逆函子由 H0 给出.
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证明 显然 A 的对象给出 D≤0(A) ∩ D≥0(A) 的对象, 由此得到加性函子 Φ : A →
D≤0(A) ∩ D≥0(A). 命题 4.5.3 (ii) 蕴涵 Φ 是全忠实的.

接着说明 Φ 本质满. 设 X 是 D≤0(A) ∩ D≥0(A) 的对象. 在 C(A) 中对复形 X

应用截断函子, 可知 X → τ≥0X ← τ≤0τ≥0X 每段都是拟同构, 然而命题 3.9.8 蕴涵
τ≤0τ≥0X ' H0(X). 于是 Φ 是等价, 而 H0 给出拟逆.

推而广之, 函子 S 7→ S[−n] 对所有 n ∈ Z 给出从 A 到 D≥n(A) ∩ D≤n(A) 的加性
等价, 以 Hn 为其拟逆. 这不外是上述结果的平移版本.

今后将不加说明地将 A 等同于 Db(A) 的加性全子范畴 D≥0(A) ∩ D≤0(A).

定义 4.5.5 令 ? ∈ {+,−, b, } (取 ? = 代表无上标). 设 A 和 A′ 为 Abel 范畴. 若
三角函子 R : D?(A)→ D?(A′) 限制为 A → D[a,b](A′), 其中 −∞ ≤ a ≤ b ≤ +∞, 则称
R 的幅度包含于 [a, b].

一则简单的观察是: 若 X ′ → X → X ′′
+1 是 D(A) 的好三角, X ′, X ′′ ∈

Ob
(
D[a,b](A)

)
, 则 X ∈ Ob

(
D[a,b](A)

)
. 这是 Hn 的长正合列的直接应用.

引理 4.5.6 若 R 的幅度包含于 [a, b], 则对任意 −∞ < c ≤ d < +∞ 皆有

R限制为 D[c,d](A)→ D[c+a,d+b](A′).

证明 平凡的是 c = d 的情形. 当 c < d 时, 对任意 X ∈ Ob(D[c,d](A)), 取命题 4.4.13
的好三角

τ≤d−1X → X → τ≥dX
+1

, τ≥dX ' Hd(X)[−d]

对 R 的像, 配合先前观察来递归地论证.

作为推论, 若 R 的幅度有限, 则 R 限制为 Db(A)→ Db(A′).
继续介绍一则相关结果, 它说明三角函子如何由它在 A 上的取值来确定.

命题 4.5.7 (出口引理 [18, Chapter I, §7]) 设 T 为A的弱 Serre子范畴, ? ∈ { ,+, b}.
考虑三角函子 F,G : D?T (A)→ D(A′) 及其间的态射 η : F → G, 使得 ηX : FX → GX

对所有 X ∈ Ob(T ) 皆为同构. 当以下任一条件成立时, η 也是同构:

(i) ? = b;

(ii) ? = +, 存在 k ∈ Z 使 F,G 限制为 D≥0T (A)→ D≥k(A′);

(iii) ? = ,存在 k, ` ∈ Z使 F,G皆限制为 D≥0T (A)→ D≥k(A′)和 D≤0T (A)→ D≤`(A′).

另外, 设 I 是 Ob(T ) 的子集, 而且对每个 X ∈ Ob(T ) 皆存在 I ∈ I 和单态射
X ↪→ I. 若将对 ηX 的条件改为 ηI 对每个 I ∈ I 皆为同构, 则在 (i) 或 (ii) 的前提下,
η 仍是同构.

当然, (ii) 也有针对 ? = − 的对偶版本, 不再赘述.
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证明 对 (i) 照搬引理 4.5.6 论证, 以好三角 τ≤dX → X → τ≥d+1X
+1 和命题 4.2.1

递归地化到 X ' Hd+1(X)[−d− 1] 的情形.
对于 (ii), 目标是对所有 X ∈ Ob(D+

T (A)) 和 j ∈ Z 证明 Hj(FX)→ Hj(GX) 为同
构. 仍然考虑上述好三角, 但取 d� 0使得 Fτ≥d+1X 和 Gτ≥d+1X 都落在 D≥j+1(A′).
由此得到行正合交换图表

0 Hj
(
Fτ≤dX

)
Hj(FX) 0

0 Hj
(
Gτ≤dX

)
Hj(GX) 0

然而 τ≤dX ∈ Ob(Db
T (A)), 由此化到 (i).

对于 (iii), 任取 d ∈ Z, 以 τ≤dX → X → τ≥d+1X
+1 和命题 4.2.1 化约到 (ii) 及

其对偶版本.
考虑最后一则断言. 由于 (ii) 已证出, 说明 ηX 对所有 X ∈ Ob(T ) 皆为同构即可.

取正合列 0 → X → I0 → I1 → · · · 使得每个 In 都属于 I. 将此写成复形的拟同构
X → I, 问题遂归结为证 ηI 为同构. 为此, 定义复形的暴力截断 σ≤dI, 它在次数 ≤ d

的部分等于 I, 其余的项为 0; 类似地定义 σ≥d+1I. 现在可以大致沿用 (i) 和 (ii) 的论
证, 仅须改用 C(A) 中的典范短正合列

0→ σ≥d+1I → I → σ≤dI → 0

和相应的好三角即可. 细节留给读者.

现在回顾定理 4.5.4, 全忠实性质 HomA(X,Y ) ' HomD(A)(X,Y )是其证明的关键.
如果容许 X 和 Y 的次数错开, 会得到什么信息? 这是以下探讨的重点.

定义 4.5.8 (Ext函子: 一般情形) 对 X,Y ∈ Ob(A) 和 n ∈ Z, 定义 ExtnA(X,Y ) :=

HomD(A) (X,Y [n]). 函子 ExtnA : Aop ×A → Ab 对每个变元都是加性的.

符号 ExtnA(X,Y ) 在定义–命题 3.14.4 也曾出现, 关于 RHom 的讨论将会通两种定
义, 见推论 4.9.4. 此处不要求 A 有足够的内射对象或投射对象.

一如 Hom 的情形, 我们仍然将 Extn 对两个变元的函子性依序称为拉回和推出.
不致混淆时, 也将 ExtnA 简记为 Extn. 以下说明它和 §3.14 定义的 Extn 性质类似.

命题 4.5.9 以下命 X,Y 为 A 的任意对象. 双函子族 (Extn)n∈Z 具有下述性质.

(i) 若 n < 0 则 Extn(X,Y ) = 0.

(ii) 存在典范同构 Ext0(X,Y ) ' HomA(X,Y ).
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(iii) 给定 A 的短正合列 0 → X ′ → X → X ′′ → 0 和 0 → Y ′ → Y → Y ′′ → 0, 它们
诱导相应的长正合列

· · · → Extn−1(X ′, Y )
δn−1

Extn(X ′′, Y )→ Extn(X,Y )→ Extn(X ′, Y )→ · · ·

· · · → Extn−1(X,Y ′′) δn−1

Extn(X,Y ′)→ Extn(X,Y )→ Extn(X,Y ′′)→ · · ·

其中的每个连接态射 δn 对短正合列都具有函子性.

(iv) 若 Ext1(X, ·) = 0 (或 Ext1(·, Y ) = 0), 则 X (或 Y ) 是 A 的投射对象 (或内射对
象).

证明 断言 (i) 和 (ii) 是命题 4.5.3 的直接推论.
对于断言 (iii), 先以命题 4.4.7 将短正合列典范地作成 D(A) 的好三角 X ′ → X →

X ′′
+1 和 Y ′ → Y → Y ′′

+1
, 然后应用 Hom 对每个变元都是上同调函子这一性质

(命题 4.1.12).
最后, (iv) 是将 (i) 和 (ii) 代入长正合列 (iii) 的产物.

由于 Extn 由 D(A) 的 Hom 给出, 对于 f ∈ Extn(X,Y ) 和 g ∈ Extn(X ′, Y ′), 我
们有显然的直和 f ⊕ g ∈ Extn(X ⊕X ′, Y ⊕ Y ′). 另一方面, 在 Ext 上有合成运算

Extm(Y, Z)× Extn(X,Y )

HomD(A)(Y, Z[m])×HomD(A)(X,Y [n]) Extm+n(X,Z)

(f, g) fg := f [n] ◦ g,

(4.5.3)

其中 m,n ∈ Z. 易见它具结合律和双线性. 作为推论, 交换群

Ext(X) :=
⊕
n∈Z

Extn(X,X)

带有自然的环结构,以 idA ∈ EndA(A)为乘法幺元,而 Ext(X,Y ) :=
⊕

n∈Z Ext
n(X,Y )

成为 (Ext(Y ),Ext(X))-双模.
推而广之, 如果 A 是 k-线性的, k 是交换环, 则诸函子 Extn 的取值提升到 k-Mod,

而 Ext(X) 成为 k-代数. 乘法的定义 (4.5.3) 表明此时 Ext(X) 进一步成为分次 k-代
数, 见 [51, 定义 7.4.1]. 这类构造在表示理论中颇有用.

定义 4.5.10 设 X ∈ Ob(A). 以上定义的分次代数 Ext(X) 称为对象 X 的 Ext-代数.

符号 Ext 是 “扩张” 的简写. 为了说明两者的具体联系, 先来定义何谓扩张.

定义 4.5.11 设 X 和 Y 为 A 的对象, n ∈ Z≥1. 称 A 中形如

E : 0→ Y → E1 → · · · → En → X → 0
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的正合列为 X 同构 Y 的 n-扩张. 对于固定的 X, Y , 在所有 n-扩张的集合上考虑由二
元关系

E ∼0 E ′ ⇐⇒ 存在交换图表

0 Y E1 · · · En X 0

0 Y (E′)1 · · · (E′)n X 0

所生成2)的等价关系 ∼, 这些 n-扩张的等价类构成集合 Extn,米田(X,Y ).

命题 2.3.4 蕴涵 1-扩张的等价化为短正合列的同构
0 Y E X 0

0 Y E′ X 0.
∼

约定 4.5.12 今后迳称 1-扩张为扩张,称其间的等价为同构. 分裂短正合列 (命题 2.5.3)
又称为分裂扩张, 它们彼此同构.

对于 n-扩张有以下运算.

B 合成 给定 [E1] ∈ Extn,米田(Y, Z) 和 [E2] ∈ Extm,米田(X,Y ), 以正合列在 Y 处头尾
相接来定义 [E1] ◦ [E2] ∈ Extn+m,米田(X,Z). 这也称为米田积.

B 拉回 给定态射 f : X ′ → X, 相应的 f∗ : Extn,米田(X,Y )→ Extn,米田(X ′, Y ) 来自
以下操作: 给定 [E ] ∈ Extn,米田(X,Y ), 考虑交换图表
0 Y E1 · · · En−1 En ×

X
X ′ X ′ 0

0 Y E1 · · · En−1 En X 0

� f

标 � 的方块是拉回图表, 而 En−1 → En ×
X
X ′ 由 En−1 → En 和 En−1

0
X ′ 确

定; 拉回保核, 而且 En ×
X
X ′ → X ′ 依然满 (命题 2.1.6), 由此可验证第一行仍正

合, 其等价类即 f∗[E ].

B 推出 给定态射 g : Y → Y ′, 相应的 g∗ : Extn,米田(X,Y ) → Extn,米田(X,Y ′) 来自
以下操作: 给定 [E ] ∈ Extn,米田(X,Y ), 推出给出交换图表

0 Y E1 E2 · · · En X 0

0 Y ′ E1 t
Y
Y ′ E2 · · · En X 0

g �

2)换言之, E1 ∼ E2 当且仅当它们能通过一连串这样的交换图表相连.
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其中 E1 t
Y
Y ′ → E2 由 E1 → E2 和 Y ′

0
E2 确定; 对偶地验证第二行仍正合,

其等价类即 g∗[E ].

B 直和 将两个扩张逐项取直和 E ⊕ E ′ 再取等价类, 得到映射

⊕ : Extn,米田(X,Y )× Extn,米田(X ′, Y ′) Extn,米田(X ⊕X ′, Y ⊕ Y ′).

B Baer 和 这是如下映射
+̇ : Extn,米田(X,Y )× Extn,米田(X,Y ) Extn,米田(X,Y ).

其定义是将 [E1]⊕ [E2] 沿 X ↪→ X ×X 拉回, 再沿 Y ⊕ Y � Y 推出 (这些态射来
自约定 1.3.2), 其产物即 [E1]+̇[E2] ∈ Extn,米田(X,Y ).

可以验证拉回和推出相交换: g∗f∗ = f∗g∗, 而 Baer 和 +̇ 服从交换律. 这些性质亦
可通过以下定理化约到 Extn 上.

定理 4.5.13 (米田信夫) 对所有 X,Y ∈ Ob(A) 和 n ∈ Z≥1, 存在典范双射

Extn,米田(X,Y )
1:1 Extn(X,Y ),

映 n-扩张 0→ Y → E1 → · · · → En → X → 0 的等价类为 as−1 ∈ HomD(A)(X,Y [n]),
其中

X X

Z Y E1 · · · En

Y [n] Y

s:拟同构

a id

省略项皆为 0. 双射使 n-扩张的合成, 直和, 拉回, 推出匹配 Extn 上的相应运算, 而
Baer 和 +̇ 对应到 Extn(X,Y ) 的加法群结构.

证明 扩张的等价 E ∼ E ′ 反映为相应的复形 Z, Z ′ 之间的拟同构, 所示的映射因而是
良定义的. 关键在于说明它既满且单. 且从满性入手.
任意 f ∈ HomD(A)(X,Y [n]) 都来自于 C(A) 的图表 X

s
Z

a
Y [n], 其中 s 是拟

同构. 与拟同构 τ≤0Z → Z 合成后, 不妨设 Z ∈ Ob(C≤0(A)); 其次, 命题 3.9.6 的伴随
关系又使 s 和 a 通过拟同构 Z � τ≥−nZ 分解. 于是可假定 Z ∈ Ob(C[−n,0](A)).
由于 Z 在 0 次项之外皆正合, 仿照先前对扩张的推出的定义, 定义复形 Z ′ 为下图

的第二行:

· · · 0 Z−n Z−n+1 Z−n+2 · · ·

· · · 0 Y Z−n+1 t
Z−n

Y Z−n+2 · · ·

a−n �
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则诸垂直箭头给出拟同构 Z → Z ′, 而 a 分解为 Z → Z ′
a′

Y [n].

此外, Z s
X 也典范地分解为 Z → Z ′

s′

X. 当 n > 1 时这是容易的, 而 n = 1

时 (s′)0 : Z0 t
Z−1

Y → X 由 s0 : Z0 → X 和 Y
0
X 确定.

综上, 我们已化约到 X
s
Z

a
Y [n] 形如

· · · 0 0 0 · · · X 0 · · ·

· · · 0 Z−n Z−n+1 · · · Z0 0 · · ·

· · · 0 Y 0 · · · 0 0 · · ·

的情形, 但上图摊平便是 n-扩张 0→ Y → Z−n+1 → · · · → Z0 → X → 0. 满性得证.
现在说明单性. 鉴于 (1.9.1), 出发点是 K(A) 的交换图表

Z2

X W Y [n]

Z1

s2 a2

t b

s1 a1

W ∈ Ob(C(A)), si, t : 拟同构,
(Zi; si, ai)具有先前所化约到的形式, 对应 n-扩张,
(i = 1, 2).

我们希望说明这给出 n-扩张的等价. 按照先前的技巧, 首先和 τ≤0W → W 作合
成以化约到 W ∈ Ob(C≤0(A)). 再以截断的伴随关系让所有态射在 C(A) 中通过
W � τ≥−nW 分解; 记 K 为 W � τ≥−nW 的核, 由于对所有 V ∈ Ob(C[−n,0](A)) 都
有 Hom−1(K,V ) = 0, 态射之间的同伦也相应地分解, 故此操作不改变图表在 K(A) 中
的交换性. 以此化约到 W ∈ Ob(C[−n,0](A)) 的情形.
同理可见 Hom−1(W,X) = 0, 故图表左半部已在 C(A) 中交换. 至于图表右半部,

我们重复证明满性时的推出操作, 化约到 W−n = Z−ni = Y 而 b−n = a−ni = idY 的情
形; 这使右半部在 C(A) 中平凡地交换, 同时左半部情况保持不变 (请验证). 综上可见
(W ; t, b) 也对应到 n-扩张, 而交换图表见证定义 4.5.11 的等价关系 ∼. 这就给出所求
的单性.

关于合成, 直和, 拉回和推出在此双射下的匹配都是例行公事. 至于 Baer 和 +̇,
命题 1.3.5 将 Extn(X,Y ) := HomD(A)(X,Y [n]) 中的加法 f + g 实现为合成 X →

X ⊕X
f⊕g

(Y ⊕ Y )[n]→ Y [n], 正好匹配 +̇ 的定义.

对偶地, HomD(A)(X,Y [n]) 的元素也可以由 C(A) 中形如 X
b
Z

t
Y [n] 的图表

来代表, 其中 t 是拟同构. 两种构造的比较请见本章习题.
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命题 4.5.14 考虑扩张 0→ Y
f
E

g
X → 0. 相对于命题 4.5.9 (iii) 包含之正合列

HomA(X,E)
g∗

HomA(X,X)→ Ext1(X,Y ),

此扩张在 Ext1(X,Y ) 中确定的元素是 idX 的像.

证明 连接同态 HomA(X,X) → Ext1(X,Y ) 无非是 e∗, 其中 e ∈ HomD(A)(X,Y [1])

由 C(A) 中的图表
X Cone(f) Y [1],

β(f)Φ

拟同构

确定, 见命题 4.4.7. 然而 Cone(f) 是集中在 −1, 0 次项的复形 Y
f
E. 对照定理

4.5.13, 立见 e 来自扩张 0→ Y
f
E

g
X → 0.

命题 4.5.15 加法群
(
Extn,米田(X,Y ), +̇

)
的零元由下述扩张确定:

n = 1 分裂扩张 0→ Y → X ⊕ Y → X → 0

n = 2 0→ Y
idY

Y
0
X

idX

X → 0

n ≥ 3 0→ Y
idY

Y → 0→ · · · → 0→ X
idX

X → 0 .

证明 对于 n = 1 情形, 设短正合列 0→ Y
f
E

g
X → 0 对应零元. 命题 4.5.14 的

正合列说明存在 s ∈ HomA(X,E) 使得 gs = idX , 这使短正合列分裂.
其次处理 n = 2 情形. 基于平凡的理由, Ext1(0, Y ) 和 Ext1(X, 0) 都是零群,

对应的扩张可以取为 0 → Y
id

Y → 0 → 0 和 0 → 0 → X
id

X → 0; 既然
Ext1×Ext1 → Ext2 是双线性的, 它们头尾相接便是 Ext2(X,Y ) 的零元. 对 n ≥ 3 可
考虑 (n− 1)-扩张 0→ · · · → 0→ X

id
X → 0, 类似方法给出 Extn(X,Y ) 的零元.

4.6 三角函子与局部化
选定三角范畴 D 及其饱和子三角范畴 N , 相应的 Verdier 局部化记为 Q : D →

D/N . 类似地, 我们考虑三角范畴 D′ 及 Q′ : D′ → D′/N ′.
设 F : D → D′ 为三角函子. 考虑实线部分的图表

D D′

D/N D′/N ′

F

Q Q′ (4.6.1)
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朴素的愿望是补全虚线部分使全图交换. 假若 F (Ob(N )) ⊂ Ob(N ′), 则 Q′F 零化 N ,
此时定理 4.3.4 的泛性质诱导虚线标出的函子. 然而实践中的 F 鲜有此性质, 我们退而
求其次, 转向 §1.7 介绍的 Kan 延拓.

定义 4.6.1 (三角函子的导出函子) 设 F : D → D′ 如上.

� 若 LanQ(Q′F ) 存在, 并且是三角函子, 则记为 RN ′

N F : D/N → D′/N ′;

� 若 RanQ(Q′F ) 存在, 并且是三角函子, 则记为 LN ′

N F : D/N → D′/N ′.

我们称 RN ′

N F (或 LN ′

N F ) 为三角函子 F 的右导出函子 (或左导出函子), 其唯一性来自
Kan 延拓的唯一性, 精确到唯一的同构.

根据 Kan 延拓的定义 1.7.1, 这些资料可以置入 2-胞腔图表

D D′

D/N D′/N ′

F

Q Q′

RN′
N F

D D′

D/N D′/N ′.

F

Q Q′

LN′
N F

(4.6.2)

泛性质相当于说: 任何将 (4.6.1) 填充为 2-胞腔的方式都唯一地来自 RN ′

N F 的 “外推”,
或唯一地 “内收” 至 LN ′

N F , 依填充方向而定.
作为演示, 以下说明如何应用 2-胞腔的泛性质从函子的态射 F → G 推导典范态射

RN ′

N F → RN ′

N G, 前提是这些导出函子存在. 请端详以下的左图:

D D′

D/N D′/N ′

F

G

RN′
N G

纵合成
D D′

D/N D′/N ′

F

RN′
N F

RN′
N G

∃!

根据 (4.6.2) 的泛性质, 左图的纵合成唯一地表成 RN ′

N F 所对应图表的外推, 如右图所
示; 此 “推” 即所求的典范态射. 关于左导出函子的情形当然是对偶的. 下一则注记表
明这些典范态射兼容于平移.

注记 4.6.2 设 RN ′

N F (或 LN ′

N F ) 存在; Kan 延拓的泛性质中的 (L, ξ) (或 (R, δ)) 若取
为三角函子和与平移兼容的态射 (见定义 4.1.1), 则由之确定的态射 χ : RN ′

N F → L (或
θ : R→ LN ′

N F ) 也自动与平移兼容, 这是唯一性的简单推论.

定义 4.6.1 引出两个问题. 首先, 如何确保 RN ′

N F (或 LN ′

N F ) 存在? 其次, 它们和函
子合成的关系如何描述? 我们依序处理之.



§4.6 三角函子与局部化 259

定义 4.6.3 取 N , N ′ 和 F : D → D′ 如上. 设 I 为 D 的子三角范畴. 若有

B 解消条件 对每个 X ∈ Ob(D) 皆存在 SN 中的态射 X → Y (或 Y → X) 使得
Y ∈ Ob(I),

B 保 N 条件 F (Ob(N ∩ I)) ⊂ Ob(N ′),

则称 I 为 F -内射 (或 F -投射) 的.

举例明之, 若 F (Ob(N )) ⊂ Ob(N ′), 则 D 本身既是 F -内射又是 F -投射的.
条件 F (Ob(N ∩ I)) ⊂ Ob(N ′) 连同 Verdier 局部化的泛性质给出三角函子

F [ : I/(I ∩ N )→ D′/N ′.

命题 4.6.4 若 I 是 F -内射 (或 F -投射) 的子三角范畴, 则 RN ′

N F (或 LN ′

N F ) 存在, 而
下图精确到同构是交换的:

D/N D′/N ′.

I/(I ∩ N )

所求函子

i:等价
F ♭

证明 考虑 RN ′

N F 的情形. 左 Kan 延拓 LanQ(Q′F ) 的存在性归结为命题 1.10.3 (ii),

唯一待验证的是 Q′F 映 SN ∩Mor(I)
(4.3.2)

S(N ∩ I) 为同构. 考虑此集合中的态
射 f : A → B, 扩充为好三角 A

f
B → C

+1
, 其中 C ∈ Ob(N ∩ I). 于是好三角

FA
Ff

FB → FC
+1 中 FC ∈ Ob(N ′), 这就确保 (Q′F )(f) 为同构.

命题 4.3.7 蕴涵 i 有三角拟逆函子 i−1. 综上, RN ′

N F := F [ ◦ i−1 给出 LanQ(Q′F ),
它同时也是三角函子. 证毕.

定理 4.6.5 考虑三角范畴 D, D′, D′′ 及其饱和子三角范畴 N , N ′, N ′′. 给定三角函子

D F D′ F ′

D′′.

(i) 设右导出函子 RN ′

N F , RN ′′

N ′ F ′ 和 RN ′′

N (F ′F ) 存在, 则有相应的典范态射

RN
′′

N (F ′F )→
(
RN

′′

N ′ F ′
)(

RN
′

N F
)
.

(ii) 同上, 但考虑左导出函子, 相应的典范态射为(
LN

′′

N ′ F ′
)(

LN
′

N F
)
→ LN

′′

N (F ′F ).

(iii) 取定 D (或 D′) 的子三角范畴 I (或 I ′). 设 I 是 F -内射的, I ′ 是 F ′-内射的, 而
且 F (Ob(I)) ⊂ Ob(I ′), 则 I 是 F ′F -内射的, 而 (i) 的典范态射为同构.
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(iv) 同上, 但将条件中的内射代换为投射, 则 I 是 F ′F -投射的, 而 (ii) 的典范态射为
同构.

证明 显然 (i), (iii) 和 (ii), (iv) 相对偶, 处理前一对即可.
对于 (i), 记 R := RN ′

N F , R′ := RN ′′

N ′ F ′. 考虑 2-胞腔图表

D D′ D′′

D/N D′/N ′ D′′/N ′′

F

Q

F ′

Q′ Q′′

R R′

左 Kan 延拓的泛性质给出 RN ′′

N (F ′F )→ R′R, 其刻画是

D D′′

D/N D′′/N ′′

F ′F

Q Q′′

RN′′
N (F ′F )

R′R

的合成 =

D D′′

D/N D′′/N ′′.

F ′F

Q Q′′

R′R

(4.6.3)

对于 (iii), I 的 F ′F -内射性质直接来自定义 4.6.3 和条件 F (Ob(I)) ⊂ Ob(I ′). 设
Y ∈ Ob(I). 命题 4.6.4 的构造遂给出

RQY = Q′FY ∈ Ob (I ′/(N ′ ∩ I ′)) ,
(R′R)QY = R′(Q′FY ) = Q′′F ′FY = RN

′′

N (F ′F )(QY ).

对于一般之 QX ∈ Ob(D/N ), 其中 X ∈ Ob(D), 存在 SN 中的态射 X → Y 使得
Y ∈ Ob(I), 从而 QX

∼→ QY , 代入上一步得出同构 RN ′′

N (F ′F )(QX) ' R′R(QX). 请
感兴趣的读者解释这些同构的确和 (4.6.3) 刻画的 RN ′′

N (F ′F )→ R′R 兼容.

注记 4.6.6 (P. Deligne的定义) 根据命题 1.10.3 (iii), 导出函子在命题 4.6.4 的条件
下表作

(RN
′

N F )(QX) ' lim−→
(X→Y )∈Ob(SNX/)

(Q′F )Y,

(LN
′

N F )(QX) ' lim←−
(Y→X)∈Ob(SN op

/X
)

(Q′F )Y,

同构皆典范, 而且通过解消, 这些极限可以被某个 Y 取到. 在 [45, Exp XVII, Déf 1.2.1]
中, Deligne 将 (RFN ′

N F )(QX) 和 (LN ′

N F )(QX) 分别定义为上述极限, 条件是这些极限
确实被某个 Y 取到. 上述定义的优势之一在于它可以施于单个对象 X, 因而能够 “部
分地” 定义.

以上表达式同时描述了导出函子作为 Kan 延拓所自带的态射 Q′F → (RN ′

N F )Q

和 (LN ′

N F )Q→ Q′F , 它们分别对应于在 lim−→ 和 lim←− 中取 Y = X 的项.
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焦点转向双函子. 设 D1, D2, D′ 为三角范畴, 其平移函子分别记为 T1, T2, T ′.

定义 4.6.7 从 D1 ×D2 到 D′ 的三角双函子意谓以下资料.

� 双函子 F : D1 ×D2 → D′, 它对每个变元都带有三角函子的结构;

� 下图对所有 X ∈ Ob(D1) 和 Y ∈ Ob(D2) 反交换 (亦即: 两路合成差一个负号)3)

F (T1X,T2Y ) T ′F (X,T2Y )

T ′F (T1X,Y ) (T ′)2(X,Y )

其中的箭头来自于 F 对两个变元的三角函子结构.

承上, 分别取 N1, N2, N ′ 为 D1, D2, D′ 的饱和子三角范畴, 相应的局部化函
子记为 Qi : Di → Di/Ni (i = 1, 2) 和 Q′ : D′ → D′/N ′. 今后取定三角双函子
F : D1 ×D2 → D′, 对之可探讨下图的函子延拓问题.

D1 ×D2 D′

(D1/N1)× (D2/N2) D′/N ′
(Q1,Q2)

F

Q′

既然 (Q1, Q2) 是对乘性系 SN1×SN2 的局部化 (注记 1.9.21), 依然能够谈论函子 Q′F

沿 (Q1, Q2) 的两种 Kan 延拓.

定义 4.6.8 (三角双函子的导出函子) 对于上述资料, 若

Lan(Q1,Q2)(Q
′F ), (或 Ran(Q1,Q2)(Q

′F ))

存在而且是三角双函子, 则记之为 RN ′

N1×N2
F (或 LN ′

N1×N2
F ), 称为 F 的右导出双函子

(或左导出双函子).

定义 4.6.9 考虑三角双函子 F : D1 ×D2 → D′ 和 N1, N2, N ′ 如上. 设 Ii 为 Di 的子
三角范畴. 当以下性质同步成立时, 我们称 (I1, I2) 是 F -内射 (或 F -投射) 的:

� 对所有 X1 ∈ Ob(I1), 子三角范畴 I2 是 F (X1, ·)-内射 (或投射) 的;

� 对所有 X2 ∈ Ob(I2), 子三角范畴 I1 是 F (·, X2)-内射 (或投射) 的.

给定 Ij 如上 (j = 1, 2), Verdier 局部化的泛性质给出 ij : Ij/(Ij ∩ Nj)→ Dj/Nj .
以下是命题 4.6.4 的对应物.

命题 4.6.10 设 (I1, I2) 是 F -内射的.
3)请对照命题 3.5.8.
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(i) 右导出双函子 RF := RN ′

N1×N2
F 存在, 而下图精确到同构是交换的:

D1/N1 ×D2/N2 D′/N ′

I1/(I1 ∩N1)× I2/(I2 ∩N2)

RF

i=(i1,i2):等价
F ♭

其中 F [ 由局部化的泛性质确定.

(ii) 对于 X1 ∈ Ob(I1)，X2 ∈ Ob(I2), 我们有典范同构

(RF )(Q1X1, ·) ' RN
′

N2
F (X1, ·), (RF )(·, Q2X2) ' RN

′

N1
F (·, X2).

如以 F -投射代替 F -内射, 以 LF 代替 RF , 相应的陈述依然成立.

证明 处理 F -内射情形即可. 首先, 命题 1.10.3 (i) 蕴涵 i 是等价; 而由条件可知 Q′F

映 SN1 ∩Mor(I1)×SN2 ∩Mor(I2) 为同构, 对两个变元各自验证便是. 命题 1.10.3 (ii)
蕴涵 Q′F 有沿 (Q1, Q2) 的左 Kan 延拓 RF 使上图交换, 精确到同构.

接着说明 RF 是三角双函子: 鉴于命题 4.3.2, 相关性质容易通过等价 i 提升到
I1 × I2 上对 F 来检验. 至此得出 (i).

考虑 (ii). 基于对称性, 处理 X1 ∈ Ob(I1) 固定的情况即可. 此时 F [(Q1X1, ·) :

I2/I2 ∩ N2 → D′/N ′ 是由 Q′F (X1, ·) 按照 Verdier 局部化的泛性质确定的, 而且有函
子的交换图表 (精确到同构):

D2/N2 D′/N ′

I2/I2 ∩N2 I2

RF (Q1X1,·)

i2:等价 F ♭(Q1X1,·) Q′F (X1,·)

既然 I2 是 F (X1, ·)-内射的,对照命题 4.6.4的构造知 (RF )(Q1X1, ·)即 RN ′

N2
F (X1, ·).

一旦假定存在 F -内射 (或 F -投射) 的资料 (I1, I2), 注记 4.6.6 的极限表达式也适
用于 F 的左 (或右) 导出双函子.

4.7 导出函子通论
设 A 和 A′ 为 Abel 范畴, F : A → A′ 为选定的加性函子. 现将 §4.6 的理论, 特别

是 (4.6.1) 的情境施于

K?(A) K?(A′)

D?(A) D?(A′)

K⋆F

Q Q′ (? ∈ {+,−, })
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其中 Q 和 Q′ 是三角范畴的局部化函子; K?F 是三角函子 (命题 4.4.3). 空上标 ? =

对应于 K(A), D(A) 情形. 回忆到 D?(A) = K?(A)/N ?, 其中 N ? 是零调复形构成的饱
和子三角范畴; 对 A′ 亦同.

除非 F 正合, 一般不存在使上图交换的三角函子 D?(A)→ D?(A′). 合理的办法是
通过左/右两种 Kan 延拓, 分别研究定义 4.6.1 意义下的左/右导出函子.

定义 4.7.1 (导出范畴之间的导出函子) 给定 ? ∈ {+,−, }, 若

?RF : D?(A)→ D?(A′) : K?F 的右导出函子, 或
?LF : D?(A)→ D?(A′) : K?F 的左导出函子,

存在, 则称之为 F : A → A′ 的右导出函子 (或 左导出函子). 在导出函子存在的前提
下, 对所有 n ∈ Z 定义

?RnF := Hn ◦?RF,
?LnF := H−n ◦?LF.

它们是取值在 A′ 的函子, 下标 n 是顾及研究左导出函子时所常用的链复形记法. 不致
混淆时, 左上标 ? 将经常省略.

例 4.7.2 (正合函子求导) 最简单的是 F 为正合函子的情形, 对所有 ? ∈ {+,−, }, 导
出函子 ?RF 和 ?LF 总是存在; 因为此时 K?F 保持零调复形, 导出函子遂直接由局部
化的泛性质确定.

定理 4.7.3 (导出函子的长正合列) 给定 ? ∈ {+,−, }. 在 ?RF 或 ?LF 存在的前提下,

对 D?(A) 的所有好三角 X → Y → Z
+1
皆有典范长正合列

· · · → ?Rn−1F (Z)→ ?RnF (X)→ ?RnF (Y )→ ?RnF (Z)→ ?Rn+1F (X)→ · · · ,
· · · → ?Ln+1F (Z)→ ?LnF (X)→ ?LnF (Y )→ ?LnF (Z)→ ?Ln−1F (X)→ · · · .

证明 按定义, ?RF 或 ?LF 都是三角函子, 再应用上同调函子 H0 便是.

如何确保导出函子的存在性, 并加以计算? 命题 4.6.4 已经含藏一般的思路: 给定
? ∈ {+,−, }, 取 N ∗ 如定义 4.4.6. 我们寻求 K?(A) 的一个子三角范畴 I, 希冀对函
子图表

D?(A) = K?(A)/N ? 等价
I/I ∩ N ? 局部化的泛性质

K?(A′)/N ? = D?(A′)

取合成来定义 ?RF 或 ?LF . 如何取 I? 它应当是下述的 F -内射 (或 F -投射) 子范畴.

约定 4.7.4 取定 ?. 若 K?(A) 的子三角范畴 I 是定义 4.6.3 所谓的 K?F -内射 (或
K?F -投射) 子三角范畴, 则简称 I 为 F -内射 (或 F -投射) 子范畴.
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一旦存在 K?(A) 的 F -内射 (或 F -投射) 子范畴 I, 命题 4.6.4 便确保 ?RF (或
?LF ) 存在, 它拉回 I 上同构于 Q′K?F , 而注记 4.6.6 的极限表达式进一步明确了导出
函子作为 Kan 延拓所自带的典范态射

Q′K?F → (?RF )Q 或 (?LF )Q→ Q′(K?F ). (4.7.1)

建立于 §4.6 的一般理论皆可直接调用. 譬如考虑 Abel 范畴之间的加性函子

A F A′ F ′

A′′,

在所论的导出函子存在的前提下, 我们有典范态射
?R(F ′F )→ (∗RF ′)(∗RF ), (?LF ′) (?LF )→ ?L(F ′F ),

而定理 4.6.5 提供了同构的充分条件.
此外我们还有以下的相容性.

引理 4.7.5 若 K(A) 和 K+(A) 皆有 F -内射子范畴, 则 RF 限制到 D+(A) 给出 +RF .
对于 F -投射子范畴, LF 和 −LF 亦有相应的结果.

证明 首先处理 RF . 设 X ∈ Ob(K+(A)). 记 qisX/ 为 K(A) 中所有拟同构 X → Y 所
成范畴; 记 qis+X/ 为 K+(A) 的版本. 注记 4.6.6 给出典范同构

RF (QX) ' lim−→
[X→Y ]∈Ob(qisX/)

(Q′KF )(Y ), (4.7.2)

对于 qisX/ 的任意对象 X → Y , 当 m � 0 (仅关乎 X) 时 X → Y → τ≥mY 是
qis+X/ 的对象. 引理 1.9.7 确保 qisX/ 滤过, 故命题 1.6.8 确保全子范畴 qis+X/ 与之共尾.
于是 (4.7.2) 的 lim−→ 可在 qis+X/ 上取 (命题 1.6.5), 然而这给出的无非 +RF (QX).

对于 LF , 改用注记 4.6.6 的左导出版本, 并且调换截断方向即可.

接着谈谈约定 3.5.9 介绍的双函子. 对此, §4.6 同样已预备了适用的理论. 以下设
A1, A2 和 B 都是 Abel 范畴, 双函子 F : A1 ×A2 → B 对每个变元都是加性的. 按定
义–命题 3.5.10 的方式定义函子

C⊕F := tot⊕ ◦C2F (若 B 有可数余积),
CΠF := totΠ ◦C2F (若 B 有可数积).

(4.7.3)

根据命题 3.5.11, 它们分解为 K(·) 层次的函子 K⊕F 和 KΠF .

命题 4.7.6 以上的 KΠF, K⊕F : K?(A1) × K?(A2) → K?(B) 皆是定义 4.6.7 所谓的三
角双函子.

证明 举 KΠF 为例 (设 B 有可数积). 命题 3.5.11 之下的讨论表明它在每个变元都和
平移兼容,而命题 3.5.8给出三角双函子定义要求的反交换图表. 待验证的只剩 CΠF 在
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每个变元都保持映射锥. 以第一个变元为例, 对 C(A1) 的态射 f : X1 → X ′1 和 C(A2)

的对象 X2, 容易得到 B 中的典范同构

CΠF (Cone(f), X2)
n '

∏
p+q=n

F (Xp+1
1 , Xq

2 )× F ((X ′1)p, X
q
2 )

'
∏

p+q=n+1

F (Xp
1 , X

q
2 )×

∏
p+q=n

F ((X ′1)
p, Xq

2 )

' Cone (CΠ(f, idX2
))
n
, n ∈ Z.

问题归结为验证它们给出复形的同构, 并且兼容于映射锥自带的态射 α(·) 和 β(·). 这
没有本质的困难, 细节留给读者.

另外命 Qi : K(Ai)→ D(Ai) 和 Q : K(B)→ D(B) 为局部化函子 (i = 1, 2). 将一切
代入定义 4.6.8 的框架, 其中 D1, D2, D′ 取为 K?(A1), K?(A2), K?(B), 而其中的零调复
形构成 N ?

1 , N ?
2 , (N ′)?.

定义 4.7.7 (导出双函子) 取定 ? ∈ {+,−, } 并考虑加性双函子 F : A1 ×A2 → B.

� 设 B 有可数积. 若 KΠF 在定义 4.6.8 下的右导出双函子 D?(A1) × D?(A2) →
D?(B) 存在, 则称为 F 的右导出双函子, 记为 ?RF .

� 设 B 有可数余积. 若 K⊕F 的左导出双函子 D?(A1)× D?(A2)→ D?(B) 存在, 则
称为 F 的左导出双函子, 记为 ?LF .

依然记 ?RnF := Hn ◦?RF 和 ?LnF := H−n ◦?LF .

取定 ? ∈ {+,−, }, 设 Ii 是 K?(Ai) 的子三角范畴, i = 1, 2. 按往例, 若 (I1, I2)
是定义 4.6.9 所谓的 K?F -内射 (或投射) 子范畴, 则迳称 (I1, I2) 是 F -内射 (或投射)
的. 代入命题 4.6.10 立得以下结论, 其中的同构都是典范的.

� 若 (I1, I2) 是 F -内射的, 则 ?RF 存在, 而且

(X1, X2) ∈ Ob(I1)×Ob(I2) =⇒ ?RF (Q1X1, Q2X2) ' QKΠF (X1, X2). (4.7.4)

� 若 (P1,P2) 是 F -投射的, 则 ∗LF 存在, 而且

(X1, X2) ∈ Ob(P1)×Ob(P2) =⇒ ?LF (Q1X1, Q2X2) ' QK⊕F (X1, X2).

(4.7.5)

接着讨论导出双函子上的一种乘法. 先介绍它在复形层面的版本. 符号照
旧, 但要求 F 对每个变元都是右正合的. 对所有复形 X, 记 Zn(X) := ker(dnX) 和
Bn(X) := im(dn−1X ). 对所有 (p, q) ∈ Z2 皆有自明的态射

F (Zp(X1), Z
q(X2))→ Zp+q (C⊕F (X1, X2)) ;
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它将 F (Bp(X1), Z
q(X2)) 和 F (Zp(X1), B

q(X2)) 的像都映入 Bp+q (C⊕F (X1, X2)). 应
用 F 的右正合条件取商, 遂有典范态射

κ : F (Hp(X1),Hq(X2))→ Hp+q (C⊕F (X1, X2)) ;

同调 Künneth 定理 3.14.12 之前的讨论是此构造的特例, 对应于 F = ⊗R.
现将条件改为 F 对每个变元都左正合. 将以上构造对偶化, 得到典范态射

λ : Hp+q (CΠF (X1, X2))→ F (Hp(X1),Hq(X2)) .

以上默认所论的可数 ⊕ 或 ∏ 存在. 由于此处仅关心上同调, 也不妨以 K 代 C.

命题 4.7.8 设 F 对每个变元都是右正合 (或左正合) 的, ? ∈ {+,−, } 且存在 F -投射
(或 F -内射) 的 (P1,P2) (或 (I1, I2)), 则有典范态射

F (Hp(·),Hq(·))→ Hp+q ?LF 或 Hp+q ?RF → F (Hp(·),Hq(·)) ,

两边都是从 D?(A1)× D?(A2) 到 B 的函子, 它们由下述交换图表刻画:

Hp+q K⊕F (X1, X2)

F (Hp(X1),Hq(X2)) Hp+q ?LF (Q1X1, Q2X2)

κ can

或
Hp+q KΠF (X1, X2)

F (Hp(X1),Hq(X2)) Hp+q ?RF (Q1X1, Q2X2)

canλ

其中取 Xi ∈ Ob(K?(Ai)). 标为 can 者是导出函子作为 Kan 延拓自带的典范态射 (取
其 Hp+q), 单变元情形可参见 (4.7.1).

证明 基于对偶性, 以下仅讨论关于 κ 的情形. 留意到除了 K⊕F (X1, X2), 图表另两个
顶点只依赖 Q1X1 和 Q2X2.

选定 (P1,P2). 由于图表里的所有态射都具有函子性, 基于 Pi/Pi ∩ N ?
i 和 D?(Ai)

的等价性, 问题易化约为在 Xi ∈ Ob(Pi) 的情形确定所求态射, 读者可以作图检验. 但
此时 ?LF (Q1X1, Q2X2) = K⊕F (X1, X2), 断言归于平凡.

简言之, 一切都可以通过取解消来计算, 最终结果无关选取.
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4.8 有界导出函子
本节旨在说明如何以内射解消和投射解消来研究 +RF 和 −LF . 无界导出范畴的

情形留待 §4.11 讨论.

约定 4.8.1 本节将聚焦于 ? ∈ {+,−} 的情形, 并且采行以下惯例.

� 对右导出函子一律取 ? = +, 采用简写 RF := +RF : D+(A)→ D+(A′).

� 对左导出函子一律取 ? = −, 采用简写 LF := −LF : D−(A)→ D−(A′).

鉴于引理 4.7.5, 这应当不致混淆.

定义–命题 4.8.2 设 A[ 为 A 的加性全子范畴. 当下列条件成立时, 称 A[ 相对于 F 是
I 型的, 此时 K+

(
A[
)
是 K+(A) 的 F -内射子范畴:

(I1) 对任何 X ∈ Ob(A) 都存在单态射 X ↪→ I 使得 I ∈ Ob(A[);

(I2) 若 0→ X ′ → X → X ′′ → 0 是 A 的短正合列, X ′, X ∈ Ob(A[), 则 X ′′ 亦然, 此
时 0→ FX ′ → FX → FX ′′ → 0 正合.

对偶地, 当下列条件成立时, 称 A[ 相对于 F 是 P 型的, 此时 K−(A[) 是 K−(A) 的
F -投射子范畴:

(P1) 对任何 X ∈ Ob(A) 都存在满态射 P � X 使得 P ∈ Ob(A[);

(P2) 若 0→ X ′ → X → X ′′ → 0 是 A 的短正合列, X,X ′′ ∈ Ob(A[), 则 X ′ 亦然, 此
时 0→ FX ′ → FX → FX ′′ → 0 正合.

证明 仅论 I 型版本. 首先 K+(A[) 是 K+(A) 的子三角范畴 (推论 4.4.4). 应用定理
3.11.3 可知对任何 X ∈ Ob(K+(A)) 都存在拟同构 X → I 使得 I ∈ K+(A[), 这是 F -内
射子范畴的解消条件. 剩余工作是说明 X ∈ K+(A[) 零调蕴涵 FX 也零调.

对任意 n ∈ Z 皆有短正合列 0→ ker(dn)→ Xn dn ker(dn+1)→ 0. 当 n� 0 时
ker(dn) = Xn = 0; 利用 (I2) 递归地对所有 n 得到 ker(dn) ∈ Ob(A[) 连同 A′ 中的短
正合列

0→ F ker(dn)→ FXn Fdn

F ker(dn+1)→ 0.

这些短正合列的拼接表明 FX 零调.

所谓 I 型或 P 型只是权宜称呼. 给出 F -内射或 F -投射子范畴的 A[ 有完整的刻
画, 见 [23, Proposition 13.3.5].

以下结果说明导出函子可以通过用 I 型或 P 型全子范畴作解消来计算.
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定理 4.8.3 若存在 A 的加性全子范畴 A[, 使得它相对于加性函子 F : A → A′ 是 I 型
的 (或 P 型的), 则导出函子 RF (或 LF ) 存在. 具体地说:

(i) 对任意 X ∈ Ob(K+(A)) (或 X ∈ Ob(K−(A))), 存在拟同构 X → I (或 P → X)
使得 I ∈ Ob(K+(A[)) (或 P ∈ Ob(K−(A[)));

(ii) 对于如 (i) 的拟同构, (4.6.2) 中的态射给出

RF (QX)
∼→ RF (QI) ∼← Q′K+F (I), LF (QX)

∼← LF (QP ) ∼→ Q′K−F (P );

(iii) 函子 RF 限制为 D≥0(A)→ D≥0(A′) (或 LF 限制为 D≤0(A)→ D≤0(A′));

(iv) 设 F 左正合 (或右正合); 若 X ∈ Ob(A), 则 (4.6.2) 中的态射给出同构 FX
∼→

R0F (QX) (或 FX
∼← L0F (QX));

(v) 若 X ∈ Ob(A[), 则 n > 0 时 RnF (X) = 0 (或 LnF (X) = 0).

证明 仅论 RF 的情形. 已知 K+(A[) 是 F -内射的, 故拟同构 X → I 总是存在, 而
RF 的存在性和 RF (QX) ' Q′K+F (I) 不外是重述命题 4.6.4. 此即 (i) 和 (ii).
其次探讨 (iii). 若 X ∈ Ob(D≥0(A)), 则不妨假设它来自 C≥0(A) 的对象. 回顾定

理 3.11.3 知可取拟同构 X → I 使得 I ∈ Ob(C≥0(A[)). 因此

RF (QX) ' Q′K+F (I) ∈ Ob
(
D≥0(A′)

)
.

若进一步要求 X ∈ Ob(A[), 则拟同构 X → I 可以取为 idX , 此时 RF (QX) =

Q′K+F (X) = Q′FX 集中于零次项. 由此顺带证出 (v).
最后探讨 (iv). 设 F 左正合, 对 X ∈ Ob(A) 取正合列 0 → X → I0 → I1 → · · · ,

使得每个 In 都属于 Ob(A[). 取 I := [I0 → I1 → · · · ], 根据 (ii) 和左正合性遂有
FX

∼→ ker
[
Fd0I : F (I

0)→ F (I1)
]
' R0F (X). 明所欲证.

例 4.8.4 (内射对象与投射对象) 设 A 有足够的内射对象, 取 A[ 为内射对象构成的加
性全子范畴, 则它相对于所有 F 都是 I 型的: 条件 (I1) 自带, 至于 (I2), 引理 2.8.13 表
明条件中的短正合列分裂, 从而 X ′ ⊕X ′′ 是内射对象, 代入引理 2.8.14 可见 X ′′ 也是
内射对象.

对偶地, 设 A 有足够的投射对象, 它们构成的加性全子范畴 A[ 相对于所有 F 都
是 P 型的.

例 4.8.4 可以用来会通 §3.12 对导出函子的经典定义. 假定 A 有足够的内射对象.
考虑右导出函子的限制 RnF |A. 由于 A 的短正合列典范地扩充为好三角 (命题 4.4.7),
长正合列立刻使 (RnF |A)n≥0 成为定义 3.12.5 所谓的上同调 δ-函子; 对偶地, 左导出函
子给出同调 δ-函子 (LnF |A)n≥0.
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命题 4.8.5 设 F 左正合 (或右正合), A 有足够的内射对象 (或投射对象), 则此时
RnF : C+(A)→ A′ (或 LnF : C−(A)→ A′) 等于先前定义 3.12.1 的版本.

推而广之,只要存在 I型 (或 P型)的子范畴 A[ (定义–命题 4.8.2),则 (RnF |A)n≥0
(或 (LnF |A)n≥0) 是定义 3.12.12 所谓的泛 δ-函子.

证明 仅考虑左正合情形. 对给定之 X ∈ Ob(C+(A)) 选取内射解消 X → I, 则定理
4.8.3 (ii) 对每个 n ∈ Z 给出典范同构 RnF (QX) ' Hn K+F (I), 右式即定义 3.12.1 版
本的导出函子.

推而广之, 设 A[ 相对于 F 是 I 型的. 为了证明 (RnF |A)n≥0 的泛性, 鉴于命题
3.12.14, 问题归结为证 n > 0 时 RnF |A 可拭; 然而这是定义–命题 4.8.2 的条件 (I1) 和
定理 4.8.3 (v) 的直接结论.

研究复合函子求导时往往需要一类更大的子范畴来作解消. 为此需要一则概念.

定义 4.8.6 设 RF (或 LF ) 存在. 对于 X ∈ Ob(A), 若 RF (X) (或 LF (X)) 是
D≥0(A′) ∩ D≤0(A′) ' A′ 的对象, 则称 X 是 A 的 F -零调对象.

以下结果表明导出函子可以由 F -零调解消来计算, 请参照推论 3.12.10.

推论 4.8.7 设 A 的加性全子范畴 A[ 相对于 F 是 I 型 (或 P 型) 的. 定义 A\ 为 A 的
所有 F -零调对象构成的加性全子范畴, 则

(i) A\ ⊃ A[;

(ii) A\ 也是 I 型 (或 P 型) 的;

(iii) 给定拟同构 X → I (或 P → X), 其中 I ∈ Ob(K+(A\)) (或 P ∈ Ob(K−(A\))),
则 (4.6.2) 中的态射给出

RF (QX)
∼→ RF (QI) ∼← Q′K+F (I), LF (QX)

∼← LF (QP ) ∼→ Q′K−F (P ).

证明 定理 4.8.3 (v) 蕴涵 (i). 条件 (I1) 或 (P1) 因而也对 A\ 成立. 以下考虑 (I2): 设
0 → X ′ → X → X ′′ → 0 是 A 的短正合列, X ′, X 都是 F -零调的. 代入定理 4.7.3 的
长正合列, 可得正合列

RnF (X)

=0

→ RnF (X ′′)→ Rn+1F (X ′)

=0

, n ∈ Z≥1,

从而 X ′′ 是 F -零调的; 另一方面, 长正合列的 n = 0 部分连同 R1F (X ′) = 0 则给出
0→ FX ′ → FX → FX ′′ → 0 正合. 至于 (P2) 的验证则与此对偶. 此即 (ii).

最后, (iii) 是对 A\ 应用定理 4.8.3 (ii) 的产物.

现在来阐述复合函子的求导. 基本工具是先前的定理 4.6.5.
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定理 4.8.8 (复合函子求导) 考虑 Abel 范畴之间的加性函子

A F A′ F ′

A′′.

设有 A 的全子范畴 A[ 和 A′ 的全子范畴 (A′)[, 它们相对于 F 和 F ′ 都是 I 型的 (定
义–命题 4.8.2), 而且 F 映 A[ 的对象为 A′ 的 F ′-零调对象, 则典范态射 R(F ′F ) →
(RF ′)(RF ) 为同构.

对于左导出函子 LF , LF ′ 和典范态射 (LF ′) (LF ) → L(F ′F ), 考虑 P 型子范畴,
则上述结果有相应的版本.

证明 仅论右导出函子情形. 命 (A′)\ 为 A′ 的 F ′-零调对象构成的加性全子范畴. 推
论 4.8.7 连同定义–命题 4.8.2 说明 K+

(
A[
) 和 K+

(
(A′)\

) 分别是 K+(A) 和 K+(A′) 的
F -内射子范畴. 代入定理 4.6.5 即可.

运用定义 4.5.5 介绍的幅度, 可以对 F 的左/右导出函子分别定义维数的概念.

定义–命题 4.8.9 设 F : A → A′ 左正合 (或右正合), 导出函子 RF (或 LF ) 存在并且
按定理 4.8.3 的方式确定, 则存在 d ∈ Z≥0 t {+∞} 使得此导出函子的幅度包含于 [0, d]

(或 [−d, 0]); 所有这些 d 的下确界称为 RF (或 LF ) 的维数.

证明 仅论左正合情形. 定理 4.8.3 蕴涵 RF 限制为 A → D≥0(A′), 因此其幅度包含于
某个 [0, d].

作为推论, 如果 RF (或 LF ) 存在而且维数有限, 则它限制为 Db(A)→ Db(A′).

例 4.8.10 (Tor维数) 设 R 为环, X 为右 R-模. 考虑从 R-Mod 到 Ab 的右正合函子
Y 7→ X ⊗ Y := X ⊗

R
Y . 因为 R-Mod 有足够的投射对象, L(X ⊗ ·) 存在; Ln(X ⊗ ·) 无

非就是定义–命题 3.14.7 的 TorRn (X, ·). 我们称 L(X ⊗ ·) 的维数称为 X 的 Tor 维数.
对左 R-模当然也有类似的定义, 而且命题 3.14.9 蕴涵 R 交换时两者相等. 在 §4.12 将
继续讨论导出张量积函子.

现在选定 Abel 范畴 A1, A2, B 和加性双函子

F : A1 ×A2 → B.

此处不要求 B 有可数余积或积, 原因在于 C2F 限制为
C2F : C±(A1)× C±(A2)→ C2

f (B),

而在 C2
f (B) 上, 全复形函子 tot⊕ = totΠ 总有定义, 记为 tot. 同理, 记 C⊕F = CΠF 为

CF , 记 K⊕F = KΠF 为 KF .
为了研究定义 4.7.7 的导出双函子, 我们考虑 K+(Ai) (或 K−(Ai)) 的子三角范畴

Ii (或 Pi), 正负号照例取决于探讨的是右或左导出双函子, i = 1, 2. 如何选取 (I1, I2)
或 (P1,P2)? 定义–命题 4.8.2 和 §3.10 的技术引向以下答案.
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引理 4.8.11 设 A[i ⊂ Ai 为加性全子范畴, i = 1, 2. 当下列条件同步成立时,(
K+(A[1),K+(A[2)

)
(或

(
K−(A[1),K−(A[2)

)
) 是定义 4.6.9 所谓之 F -内射 (或 F -投射)

的:

� 当 X1 ∈ Ob(A[1) 固定, A[2 相对于 F (X1, ·) 是 I 型 (或 P 型) 的;

� 当 X2 ∈ Ob(A[2) 固定, A[1 相对于 F (·, X2) 是 I 型 (或 P 型) 的.

作为特例, 若 A1 和 A2 皆有足够的内射对象 (或投射对象), 则 RF (或 LF ) 存在.

证明 取 Ii := K+(A[i), 其中 i = 1, 2. 唯一待说明的是对于每个 X1 ∈ Ob
(
K+(A[1)

)
,

函子 (KF )(X1, ·) : K+(A[2)→ K+(B) 映零调复形为零调复形; 下标 1, 2 对换亦同. 关于
RF (或 LF ) 的存在性则是命题 4.6.10 的直接应用.
任取 Y ∈ Ob(C+(A[2)). 此时 (K2F )(X1, Y ) 属于 Ob

(
C2
f (B)

)
. 按条件 (I2) 可证

其每列 F (Xp
1 , Y

•) 皆零调, 于是推论 3.10.7 蕴涵 KF (X1, Y ) := tot(K2F (X1, Y )) 正合.
明所欲证.

一旦拥有 F -内射 (或 F -投射) 子范畴, RF (或 LF ) 便可以按 (4.7.4) (或 (4.7.5))
的方法来确定.

4.9 实例: RHom

本节继续取 A 为 Abel 范畴. 如果 A 还是 k-线性的, 其中 k 是交换环, 则本节所
有陈述中都可以用 k-Mod 代 Ab, 以得到相应的升级版本.
双函子 Hom := HomA : Aop ×A → Ab 对每个变元皆左正合. 为了探究它在定义

4.7.7 意义下的导出双函子, 我们需要一些准备. 首先, §4.8 的一般理论给出

CHom : C+(Aop)× C+(A)→ C+(Ab),
KHom : K+(Aop)× K+(A)→ K+(Ab).

将所有局部化函子都记为 Q. 回忆定义–命题 3.4.1 给出的 σ : C±(Aop)
∼→

C∓(A)op; 它在三角范畴 K± 和 D± 的层次上诱导的同构仍记为 σ (命题 3.4.3, 4.4.16).

定义 4.9.1 若双函子 Hom 在定义 4.7.7 意义下的右导出双函子存在, 则记为 RHom =

RHomA. 它既是从 D+(Aop) × D+(A) 到 D+(Ab) 的函子, 亦可通过 σ : D±(Aop)
∼→

D∓(A)op 视同函子
RHom : D−(A)op × D+(A)→ D+(Ab).

引理 4.9.2 记 A 中的内射 (或投射) 对象构成的全子范畴为 IA (或 PA).
� 若 A 有足够的内射对象, 则 (K+(Aop),K+(IA)) 是 Hom-内射的;
� 若 A 有足够的投射对象, 则 (K+(Pop

A ),K+(A)) 是 Hom-内射的;



272 第四章 三角范畴与导出范畴

证明 只论有足够内射对象的情形, 投射情形完全类似. 兹验证引理 4.8.11 的条件.
首先固定 X1 ∈ Ob(A). 回忆到 IA 对所有加性函子 F : A → Ab 都是 I 型的 (例

4.8.4); 取特例 F = Hom(X1, ·) 即所求.
其次固定 X2 ∈ Ob(IA). 为了验证 Aop 相对于 Hom(·, X2) 是 I 型的, 观察到解消

条件 (I1) 平凡地成立; 至于 (I2), 须验证 Hom(·, X2) : Aop → Ab 是正合函子, 然而这
正是 X2 作为内射对象的刻画.

以下结果涉及定义 3.2.1 介绍的 Hom 复形, 记作 Hom•.

定理 4.9.3 设 A 有足够的内射对象, 或足够的投射对象.

(i) 右导出双函子 RHom 存在.

(ii) 若 A 有足够的内射对象, X2 → I2 是内射解消, 则它诱导

RHom(QX1, QX2)
∼→ QHom•(X1, I2).

作为特例, 若 X1 ∈ Ob(A) 则 RHom(QX1, ·) ' R(Hom(X1, ·)) : D+(A) →
D+(Ab).

(iii) 若 A 有足够的投射对象, P1 → X1 是投射解消, 则它诱导

RHom(QX1, QX2)
∼→ QHom•(P1, X2).

作为特例, 若 X2 ∈ Ob(A) 则 RHom(·, QX2) ' R(Hom(·, X2)) : D−(A)op →
D+(Ab).

(iv) 存在典范同构 HnRHom(X,Y ) ' HomD(A)(X,Y [n]), 其中 X ∈ Ob(D−(A)) 而
Y ∈ Ob(D+(A)); 当 X,Y ∈ Ob(A) 时, 右式即定义 4.5.8 的 Extn(X,Y ).

证明 鉴于引理 4.9.2 和下列观察, 断言 (i) — (iii) 都归为引理 4.8.11 的应用:

� 在复形层面, 例 3.5.12 给出典范同构 CHom
(
σ−1(X1), X2

)
' Hom•(X1, X2);

� P1 → X1 是 K−(A) 中的投射解消当且仅当对应的 σ−1(X1) → σ−1(P1) 是
K+(Aop) 中的内射解消.

对于 (iv), 先设 A 有足够的内射对象, 则不妨设 Y ∈ Ob(C+(A)) 由内射对象组成.
等同 K(A) 和 D(A) 的对象, 则由命题 4.5.1 可知

HomD(A)(X,Y [n]) ' HomK(A)(X,Y [n]) ' HnHom•(X,Y ) ∼
(ii)

HnRHom(X,Y ).

至于 A 有足够投对象的情形, 论证完全相似.

推论 4.9.4 设 X,Y ∈ Ob(A). 若 A 有足够的内射对象 (或投射对象), 则定义 4.5.8 的
Extn(X,Y ) 典范地同构于 §3.14 所定义的 ExtnA,II(X,Y ) (或 ExtnA,I(X,Y )).
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证明 定理 4.9.3 (ii) 和 (iii) 的直接应用.

定义 4.9.5 设 X ∈ Ob(A). 以下按定义–命题 4.8.9 谈论右导出函子的维数.

� 设 A 有足够的内射对象, R(Hom(·, X)) : D−(A)op → D+(Ab) 的维数称为 X 的
内射维数, 记为 inj.dim(X).

� 设 A 有足够的投射对象, R(Hom(X, ·)) : D+(A) → D+(Ab) 的维数称为 X 的投
射维数, 记为 proj.dim(X).

对于 X ∈ Ob(A) 和 n ∈ Z≥0 t {∞}, 若内射解消 0 → X → I0 → I1 → · · ·
满足 k > n =⇒ Ik = 0, 则称解消的长度 ≤ n; 对投射解消亦可如法炮制. 符号
Ext≥m(Y,X) = 0 意谓 k ≥ m =⇒ Extk(Y,X) = 0, 其余情形依此类推.

命题 4.9.6 取 n ∈ Z≥0. 设 A 有足够的内射对象, 则
inj.dim(X) ≤ n ⇐⇒ Ext≥n+1(·, X) = 0

⇐⇒ Extn+1(·, X) = 0 ⇐⇒ X 有长度 ≤ n 的内射解消.

设 A 有足够的投射对象, 则
proj.dim(X) ≤ n ⇐⇒ Ext≥n+1(X, ·) = 0

⇐⇒ Extn+1(X, ·) = 0 ⇐⇒ X 有长度 ≤ n 的投射解消.

证明 仅论内射解消情形. 设 inj.dim(X) ≤ n, 则维数定义导致任何 Y ∈ Ob(A) 都满
足 (RHom(·, X)) (Y ) ∈ Ob

(
D[0,n](Ab)

)
, 故 Ext≥n+1(Y,X) = 0.

设 Extn+1(·, X) = 0, 任取内射解消 0→ X → I0
d0 · · · 并且对短正合列

0→ X → I0 → im
(
d0I
)
→ 0, 0→ im

(
dk−2I

)
→ Ik−1 → im

(
dk−1I

)
→ 0

(其中 1 < k ≤ n) 以命题 3.12.9 反复移维, 可得
Ext1

(
·, im

(
dn−1I

))
' · · · ' Extn+1 (·, X) = 0.

这说明 im
(
dn−1I

) 是内射对象 (推论 3.12.7). 以之代 In, 获取长度 ≤ n 的内射解消.
若 X 有长度 ≤ n 的内射解消, 依之对任意 Y ∈ Ob(A) 计算导出函子, 可得

(RHom(·, X)) (Y ) ∈ Ob
(
D[0,n](Ab)

)
.

对照例 4.8.10, 内射维数和投射维数也可以理解为两种 “Ext-维数”, 尽管这不是标
准术语.

定义–命题 4.9.7 (整体维数) 设 A 有足够的内射和投射对象, 则

sup
X∈Ob(A)

inj.dim(X) inf
{
n ∈ Z≥0

∣∣ Ext≥n+1(·, ·) = 0
}

sup
X∈Ob(A)

proj.dim(X)

sup

 n ∈ Z≥0 ∃X,Y ∈ Ob(A)

Extn(X,Y ) 6= 0

 (约定 inf∅ :=∞)
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记之为 gl.dim(A) ∈ Z≥0 t {∞}, 称为 A 的整体维数, 或称整体同调维数.

证明 对所有 n ∈ Z≥0,命题 4.9.6蕴涵 n ≥ supX inj.dim(X)等价于 Ext≥n+1(·, ·) = 0;
对使之成立的 n 取 inf 便是. 至于 proj.dim 的情形也完全相同. 垂直方向的等号是容
易的.

举例明之, 当 R 是主理想整环时, 自由 R-模的子模仍然自由 [51, 引理 6.7.4],
故每个 R-模 M 都有形如 0 → F1 → F0 → M → 0 的自由解消, 这就说明此时
gl.dim (R-Mod) ≤ 1.

整体维数是所有导出函子的维数上界.

推论 4.9.8 设 F : A → A′ 为 Abel 范畴之间的左正合 (或右正合) 函子, A 有足够的
内射和投射对象, 则 RF (或 LF ) 的维数不超过 gl.dim(A).

证明 维数的定义涉及 RF (或 LF ) 的幅度 (定义 4.5.5). 为了控制幅度, 对任意
X ∈ Ob(A), 以命题 4.9.6 取长度不超过 gl.dim(A) 的内射 (或投射) 解消来确定
RF (X) (或 LF (X)).

作为本节的收尾, 我们介绍一则形似伴随性的结果.

定理 4.9.9 考虑 Abel 范畴之间的一对伴随加性函子 F : A A′ : G . 设 A 有
足够的投射对象, A′ 有足够的内射对象. 此时存在 D+(Ab) 中的典范同构

RHomA′ (LF (X), Y ) ' RHomA (X,RG(Y )) ,

其中 X ∈ Ob (D−(A)), Y ∈ Ob (D+(A′)). 作为推论, 存在 Ab 中的典范同构

HomD(A′) (LF (X), Y ) ' HomD(A) (X,RG(Y )) .

证明 取复形的投射解消 P → X 和内射解消 Y → I. 代入定理 4.9.3 遂有

RHomA(LF (QX), QY ) ' QHom• (KF (P ), I) .

然而 KF (P ) 是 F 对复形逐次地作用给出的, 按 Hom 复形的定义和伴随性, 可见右式
同构于 QHom• (P,KG(I)), 此即 RHomA(QX,RG(QY )).
定理 3.11.5 表明 X 的投射解消在 K−(A) 中精确到唯一同构是唯一的, 而且

D−(A) 的态射唯一地提升到投射解消上 (命题 4.5.1). 对 Y 的内射解消亦同. 这就足
以说明以上构造的同构对 (X,Y ) 有函子性.

最后一则断言是两边同取 H0 的产物.

在此, LF 和 RG 并非严格意义下的伴随函子: 前者是 D− 之间的函子, 后者是 D+

之间的函子. 之后的 §4.11 将介绍无界导出范畴的版本, 从而弭平此差异.
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4.10 实例: R lim作为同伦极限
本节承 §3.13 的余绪. 取 A 为 Abel 范畴.

引理 4.10.1 设 A 有正合的可数积 (或可数余积), 见约定 3.13.1, 则 C(A) → K(A) →
D(A) 的每一段都保可数积 (或可数余积). 此时有典范同构 Hn(

∏
kXk)

∼→
∏
k H

n(Xk)

(或 Hn(
⊕

kXk)
∼→
⊕

k H
n(Xk)).

证明 证积的情形即可. 可数积的正合性即刻导致 Hn(
∏
kXk)

∼→
∏
k H

n(Xk).
对任意复形 Y , 按定义易见 Hom• (Y,

∏
kXk) 同构于诸 Hom• (Y,Xk) 在 C(Ab)

中逐项构造的积. 应用可数积的正合性来取 H0, 立得典范同构 HomK(A) (Y,
∏
kXk) '∏

k HomK(A)(Y,Xk). 于是 C(A)→ K(A) 保 ∏
k.

以下证明 K(A)→ D(A) 保 ∏
k. 局部化函子 Q 省略不标. 给定 D(A) 的一族态射

fk : Y → Xk, 我们希望证明存在唯一的 f ∈ HomD(A)(Y,
∏
kXk) 使得 ∀h, phf = fh,

其中 ph :
∏
kXk → Xh 是 K(A) 中的典范投影态射. 为此, 不妨设 fk 来自 K(A) 中

的图表
Y

bk
Zk

sk
Xk, sk : 拟同构. (4.10.1)

相应的 s :=
∏
k sk :

∏
kXk →

∏
k Zk 仍是拟同构. 图表

Y
b:=(bk)k ∏

k

Zk
s ∏

k

Xk

确定 f ∈ HomD(A)(Y,
∏
kXk); 留意到 f 无关 (4.10.1) 的选取, 仅取决于 (fk)k. 下图交

换蕴涵 ∀h, phf = fh:
Zh Xh

Y
∏
k Zk

∏
kXk.

sh

b

bh

s

ph

若 g ∈ HomD(A)(Y,
∏
kXk) 也满足 ∀h, phg = fh, 则有 K(A) 的交换图表

Mh Xh

Y M
∏
kXk

∏
kMk

th

c

ch

(ck)k

rh

(rk)k

t

ph

u

h ∈ Z,

t, th : 拟同构,
u := (rk)kt =

∏
k tk,

使得第二行给出 g 而 给出 fh; 方块部分的构造用到了定义 1.9.5 的条件 (S3) 对右
乘性系的版本, 下半部交换则属显然.
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运用 ∏
k 的正合性可知 u 是拟同构; 这又反过来说明 g 也能由图表的 部分确

定. 然而 Y
ck

Mk

tk
Xk 给出 fk. 对照此前对 f 的构造, 可见 f = g. 证毕.

注记 4.10.2 若将积 (或余积) 的下标集换成任意小集 I, 仍有相应的陈述.

命 D 为 Ab-范畴. 考虑 (3.13.1) 定义的范畴 InvSys(D) := DZop
≥0 , 其对象即资料

X = (Xk, fk)k≥0, 其中 Xk ∈ Ob(D) 而 fk ∈ HomD(Xk+1, Xk). 若 D 有可数积, 按定
义 3.13.3 的方式定义典范态射

∆X := TX − id :
∏
k

Xk →
∏
k

Xk.

对偶地, 范畴 DirSys(D) := DZ≥0 的对象即资料4) X = (Xk, gk)k≥0, 其中 Xk ∈
Ob(D)而 gk ∈ HomD(Xk, Xk+1). 以同样手法定义 ∇X := TX− id :

⊕
kXk →

⊕
kXk,

前提是 D 有可数余积; TX 仍是类似的平移态射.
假使 ker(∆X) 或 coker(∇X) 存在, 则有典范同构

X ∈ Ob (InvSys(D)) =⇒ lim←−
k

Xk ' ker(∆X),

X ∈ Ob (DirSys(D)) =⇒ lim−→
k

Xk ' coker(∇X).

朴素的愿望是施此于 D = D(A). 导出范畴鲜少是 Abel 范畴. 尽管如此, 注记 3.3.7 说
明映射锥可充当核与余核的某种同伦版本; 三角范畴中粗略对应的构造是好三角.

定义 4.10.3 (M. Bökstedt, A. Neeman [5]) 设 D 是三角范畴.

� 若 D 有可数积, 则 InvSys(D) 的对象 X 的同伦极限 (或称同伦 lim←−) 意谓 D 的
好三角

holim(X)→
∏
k

Xk

∆X
∏
k

Xk

+1
.

� 若 D 有可数余积, 则 DirSys(D) 的对象 X 的同伦余极限 (或称同伦 lim−→) 意谓 D
的好三角 ⊕

k

Xk

∇X
⊕
k

Xk → hocolim(X)
+1

.

上述定义涉及的好三角彼此同构 (推论 4.2.3), 但同构非典范.
回到复形的讨论. 留意到 InvSys (C(A)) = C(InvSys(A)), 两者的对象 X 同为交

4)又称为 D 中的正向系.
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换图表
...

...

· · · Xn
1 Xn+1

1 · · ·

· · · Xn
0 Xn+1

0 · · ·

fn
1 fn+1

1

dnX1

fn
0 fn+1

0

dnX0

每行皆为复形;

其间的态射同为双层交换图表. 依此遂可在 D := D(A) 中比较 holim(X) 和 lim←− 的右
导出函子 R lim(X), 前提是它们存在.

也留意到对 C(InvSys(A))的对象 X 取上同调 Hm,产物是 (Hm(Xk),Hm(fk))k≥0.
所以 X → Y 是拟同构等价于每个 Xk → Yk 都是 C(A) 中的拟同构.

定理 4.10.4 设 A 为 Abel 范畴, 具有正合的可数积和足够的内射对象.

(i) 左正合函子 lim←− : InvSys(A)→ A 的右导出函子存在, 记为

R lim : D+ (InvSys(A))→ D+(A).

(ii) 对 C+(InvSys(A)) 的任意对象 X = (Xk, fk)k≥0, 在 D(A) 中存在好三角

R lim(X)→
∏
k

Xk

∆X
∏
k

Xk

+1

特别地, R lim(X) ' holim(X).

(iii) 在定义–命题 4.8.9 的意义下, R lim 的维数 ≤ 1.

证明 因为 InvSys(A) 有足够的内射对象, 故 (i) 成立. 更精确地说, 取引理 3.13.7
的范畴 R, 将 InvSys(A) 和 R 代入定理 3.11.3, 可知对 C+(InvSys(A)) 的任意对象
X = (Xk, fk)k≥0, 存在拟同构 X → Y 使得 Y ∈ Ob (C+(R)). 于是 R lim(X) = lim←−Y .
而 R 的定义又确保 ∆Y 逐次满, 故有 C+(A) 的短正合列

0→ lim←−Y →
∏
k≥0

Yk
∆Y

∏
k≥0

Yk → 0.

其次, Xk → Yk 对每个 k 皆是拟同构, 故 ∏
k≥0Xk →

∏
k≥0 Yk 也是拟同构. 这便给出

(ii) 断言的好三角
R lim(X)→

∏
k≥0

Xk

∆X
∏
k≥0

Xk

+1
.

至于 (iii), 注意到当 X ∈ Ob(InvSys(A)) 时 ∆X 简化为 InvSys(A) 的态射, 而
holim(X) ' Cone(∆X)[−1] 是 D[0,1](A) 的对象; 当然这也是定理 3.13.8 的复述.

对于 lim−→ : DirSys(A)→ A, 定理 4.10.4 有对偶版本, 不再赘述.
例 4.11.11 将说明如何对无界导出范畴得到 R lim, 使得定理 4.10.4 (ii) 依然适用.
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4.11 无界导出函子
考虑 Abel 范畴之间的加性函子 F : A → A′. 本节回到定义 4.7.1, 着重探讨无界

导出范畴版本的导出函子
RF, LF : D(A)→ D(A′).

为了确保 RF 或 LF 存在并进行操作, 需要定义 3.15.1 的 K-内射复形或 K-投射
复形, 以及相应的解消等概念.

引理 4.11.1 设 A 为 Abel 范畴. 设 Z ∈ Ob(K(A)) 既是 K-内射 (或 K-投射) 又是零
调的, 则 Z = 0.

证明 引理 3.15.2 蕴涵 HomK(A)(Z,Z) = 0.

兹陈述一则一般结果. 选定三角范畴 D1,D2,D′ 及其饱和子三角范畴 N1,N2,N ′.

引理 4.11.2 给定三角双函子 G : D1 ×D2 → D′, 定义 D2 的全子范畴 KG2 使得

Ob(KG2 ) = {X2 ∈ Ob(D2) : X1 ∈ Ob(N1) =⇒ G(X1, X2) ∈ Ob(N ′)} ,

则 KG2 是饱和子三角范畴. 如将变元位置调换, 相应的叙述对 KG1 ⊂ D1 依然成立.

证明 由 G(X1, X2[1]) ' G(X1, X2)[1] 可知 KG2 对平移封闭. 同理, 设有好三角
I → J → K

+1
, 其中 I,K ∈ Ob(KG2 ), 则从好三角

G(X1, I)→ G(X1, J)→ G(X1,K)
+1

容易看出 X1 ∈ Ob(N1) =⇒ G(X1, J) ∈ Ob(N ′). 饱和性质是自明的.

此结果可以应用于 Hom : Aop × A → Ab 以及相应的三角双函子 KΠ Hom. 例
3.5.12 已经说明后者本质上即是 Hom 复形:

(CΠ Hom)(σ−1X1, X2) ' Hom• (X1, X2) ,

(KΠ Hom)(σ−1X1, X2) ' Hom• (X1, X2) 在 K(Ab) 中的像, (4.11.1)

其中 σ : C(Aop)
∼→ C(A)op 和 K(Aop)

∼→ K(A)op 如定义–命题 3.4.1 和命题 3.4.3. 稍
后将需要它的导出范畴版本.

命题 4.11.3 全体 K-内射复形 (或 K-投射复形) 构成 K(A) 的饱和子三角范畴 I (或
P). 若 A有足够的 K-内射 (或 K-投射)复形,则 I (或 P)对任意加性函子 F : A → A′

都是 F -内射的 (或 F -投射的).

证明 仅论 K-内射情形. 前半部是配合 K-内射复形的定义 3.15.1 和 (4.11.1), 将引理
4.11.2 施于 G = KΠ Hom 的结果: 该处的 KG2 正是此处的 I.
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设 A 有足够的 K-内射复形. 若 I 是零调 K-内射复形, 则引理 4.11.1 蕴涵 I = 0,
故 (KF )I 当然零调. 因此定义 4.6.3 对 F -内射子三角范畴的全部条件成立.

命 Q : K(A)→ D(A) 和 Q′ : K(A′)→ D(A′) 为局部化函子.

推论 4.11.4 若 A 有足够的 K-内射复形, 则 F 有右导出函子 RF : D(A)→ D(A′), 使
得当 X 为 K-内射复形时 RF (QX) ' Q′KF (X).

对偶地, 若 A 有足够的 K-投射复形, 则 F 有左导出函子 LF : D(A) → D(A′), 使
得当 X 为 K-投射复形时 LF (QX) ' Q′KF (X).

证明 将命题 4.11.3 的结论代入命题 4.6.4 的一般框架.

现在选定 Abel 范畴 A1, A2, B. 对加性双函子 F : A1 × A2 → B 考虑定义 4.7.7
的导出双函子 RF (或 LF ) 的无界版本; 以下皆假设 B 有可数积 (或可数余积).
具体地说, 我们希望以上述子范畴 I1, I2 (或 P1, P2) 确定 RF (或 LF ).

引理 4.11.5 取 K(Ai) 的子三角范畴 Ii (或 Pi) 如命题 4.11.3, 其中 i = 1, 2.
� 若 A1 和 A2 有足够的 K-内射复形, 则 I1 × I2 是 F -内射的.
� 若 A1 和 A2 有足够的 K-投射复形, 则 P1 × P2 是 F -投射的.

证明 仅论 K-内射情形. 关键在于说明若 X1 ∈ Ob(I1), 则 (KΠF )(X1, ·) 映 I2 的所有
零调对象 Z 为 K(B) 的零调对象. 但引理 4.11.1 说明 Z = 0, 而 (KΠF )(X1, ·) 是加性
函子, 故这是当然的. 下标 1, 2 调换后也有相应的结果.

命 Q : K(B)→ D(B) 和 Qi : K(Ai)→ D(Ai) 为局部化函子 (i = 1, 2).

命题 4.11.6 给定 F : A1 ×A2 → B, 设 A1 和 A2 皆有足够的 K-内射 (或 K-投射) 复
形, 则导出双函子 RF (或 LF ) 存在. 若 Xi ∈ Ob(K(A)) 对 i = 1, 2 都是 K-内射的 (或
K-投射的), 则有典范同构

RF (Q1X1, Q2X2) ' Q(KΠF )(X1, X2) (或 LF (Q1X1, Q2X2) ' Q(K⊕F )(X1, X2)) .

证明 直接将引理 4.11.5 的结果代入命题 4.6.10.

对于具体给定的双函子 F , 经常可以取到比 K-内射 (或 K-投射) 复形更大的 F -内
射 (或 F -投射) 子三角范畴. 以下着重讨论的 RHom 即是一例.

定理 4.11.7 (无界 RHom) 设 Abel 范畴 A 有足够的 K-内射复形, 或足够的 K-投射复
形. 将局部化函子统一记为 Q 以简化符号.

(i) 双函子 Hom = HomA : Aop ×A → Ab 有右导出函子 D(Aop)× D(A)→ D(Ab),
它也可以通过命题 4.4.16 的等价 σ 写作

RHom : D(A)op × D(A)→ D(Ab).



280 第四章 三角范畴与导出范畴

事实上,若 A有足够的 K-内射 (或 K-投射)复形,则 K(A)op×I (或 Pop×K(A))
是 Hom-内射的.

(ii) 设 A 有足够的 K-内射复形, X2 → I2 是 K-内射解消, 则它诱导

RHom(QX1, QX2)
∼→ QHom•(X1, I2).

作为特例, RHom(QX1, ·) ' R (Hom(X1, ·)).

(iii) 设 A 有足够的 K-投射复形, P1 → X1 是 K-投射解消, 则它诱导

RHom(QX1, QX2)
∼→ QHom•(P1, X2).

作为特例, RHom(·, QX2) ' R (Hom(·, X2)).

(iv) 存在典范同构 HnRHom(X,Y ) ' HomD(A)(X,Y [n]) =: Extn(X,Y ) (定义 4.5.8).

证明 和定理 4.9.3 几乎平行. 以 A 有足够的 K-内射复形的情形为例, 关键在于说明
K(A)op × I 是 Hom-内射的.

� 固定复形 X1, 函子 (KΠ Hom)(X1, ·) 映一切零调 K-内射复形 X2 为零调复形, 这
是因为 X2 在 K(A) 中为 0 (引理 4.11.1).

� 固定 K-内射复形 X2,设复形 X1 零调,则 K-内射复形的定义导致 Hom• (X1, X2)

零调, 代入 (4.11.1) 可见 (KΠ Hom)(X1, X2) 也零调.

这便验证了 Hom-内射所需的零调条件, 而解消条件是平凡的.

定理 4.11.8 考虑 Abel 范畴之间的一对伴随加性函子 F : A A′ : G . 设 A 有
足够的 K-投射复形, A′ 有足够的 K-内射复形. 此时存在 D(Ab) 中的典范同构

RHomA′ (LF (X), Y ) ' RHomA (X,RG(Y )) ,

其中 X ∈ Ob (D(A)), Y ∈ Ob (D(A′)).

证明 论证和定理 4.9.9 相同. 唯一差别在于以 K-内射 (或 K-投射) 解消代替内射 (或
投射) 解消, 并且以定理 3.15.5 代替定理 3.11.5 来探讨解消的唯一性.

注记 4.11.9 对定理 4.11.8 两边同取 H0, 即有伴随关系

HomD(A′) (LF (X), Y ) ' HomD(A) (X,RG(Y )) .

由于通过解消得到的导出函子总是定义 1.7.6 的绝对 Kan 延拓 (命题 1.10.4), 定
理 1.7.7 也断言 (LF,RG) 是伴随对. 两者给出相同的伴随同构. 何以故? 问题化约到
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X 是 K-投射复形而 Y 是 K-内射复形的情形, 此时定理 4.11.8 的伴随同构通过 K(·) 层
次的单位 η 和余单位 ε 具体实现为

HomK(A′) (KF (X), Y ) ' HomK(A) (X,KG(Y )) .

另一方面, 定理 1.7.7 在导出范畴层次确定了 η 和 ε, 该处给出的刻画足以说明它们 η,
ε 相容. 细节请感兴趣的读者琢磨.

最后, 得到无界导出函子的另一套充分条件是基于维数的有限性 (定义–命题
4.8.9). 虽然其证明技术不超出本书范围, 为了避免岔题, 权且述而不证. 详见 [42, Tags
07K6, 07K7]. 我们的起点是定理 4.8.3 对有界导出函子的构造.

命题 4.11.10 取 F : A → A′ 为 Abel 范畴之间的左正合 (或右正合) 函子. 假设
� 相对于 F , 存在 A 的 I 型 (或 P 型) 加性全子范畴 A[, 如定义–命题 4.8.2;
� 相应的有界导出函子 +RF (或 −LF ) 维数有限.

此时 RF (或 LF ): D(A)→ D(A′) 存在; 事实上, K(A[) 构成 K(A) 的 F -内射 (或 F -投
射) 子范畴.

例 4.11.11 设 A 具有正合的可数积和足够的内射对象. 取左正合函子 F 为 lim←− :

InvSys(A) → A. 定理 4.10.4 (iii) 说明有界版本 R lim 的维数 ≤ 1, 子范畴 R ⊂
InvSys(A) 对之是 I 型的. 前述结果因而给出无界导出函子

R lim : D(InvSys(A))→ D(A).

一如定理 4.10.4 (ii) 的情形, 对 C(InvSys(A)) 的所有对象 X 皆有 D(A) 的好三角

R lim(X)→
∏
k

Xk

∆X
∏
k

Xk

+1
.

特别地, R lim(X) ' holim(X). 基于命题 4.11.10 的结论, 原证明可以照搬: 将一切
C+(· · · ) 直接改为 C(· · · ) 便是.

4.12 实例: K-平坦复形和 L
⊗

本节选定交换环 k.

约定 4.12.1 设 R, S 为 k-代数, 按本书惯例, (R,S)-双模 M 默认满足 tm = mt, 其中
t ∈ k 而 m ∈M . 换言之 (R,S)-Mod ' (R⊗

k
Sop)-Mod. 当 k = Z 时, 此条件是多余的.

今后将忘却函子 (R,S)-Mod→ R-Mod (或 (R,S)-Mod→ Mod-S)记为M 7→ RM

(或 M 7→ MS); 同样记法适用于复形. 忘却函子是正合的, 它们在导出范畴之间诱导的
三角函子也按相同方式标记.
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一则平凡的观察: 对于任何由 (R,S)-双模构成的复形 M , 我们有

MS 零调 ⇐⇒ M 零调 ⇐⇒ RM 零调.

今后设 R, A, B 为 k-代数. 我们的出发点是张量积给出的双函子

⊗R : (A,R)-Mod× (R,B)-Mod→ (A,B)-Mod,

它对每个变元都右正合. 最单纯的是 A = k = B 的情形, 对应的双函子化为
⊗R : Mod-R×R-Mod→ k.

简单起见, 对于 (A,R)-双模构成的复形 X 和 (R,B)-双模构成的复形 Y , 今后将
逐项作张量积得到的双复形记为 X• ⊗

R
Y •, 而将其全复形记为

X ⊗
R
Y := tot⊕

(
X• ⊗

R
Y •
)
.

双模范畴有足够的 K-投射复形 (应用例 3.15.14), 故命题 4.11.6 确保无界左导出
双函子存在.

定义 4.12.2 记 ⊗R 的左导出函子 L
(
· ⊗
R
·
)
为

L
⊗
R
: D((A,R)-Mod)× D((R,B)-Mod)→ D((A,B)-Mod).

不致混淆时, 也将 X
L
⊗
R
Y 简记为 X

L
⊗ Y .

上述抽象定义直截了当, 但仍须引入称为 K-平坦解消的一类拟同构来助推 ⊗R 的
研究, 理由包括:

� K-平坦解消的定义与张量积直接相关, 而且对于确立一些重要性质和实际计算更
有意义, 这点在 §3.14 已有体现;

� 在层论等几何场景中, 可能仅有 K-内射解消而无 K-投射解消, 此时 K-平坦解消
是研究导出张量积的唯一手段.

定义 4.12.3 (N. Spaltenstein [41, Definition 5.1]) 设 X 为右 R-模构成的复形. 若对
所有由左 R-模构成的复形 Y ,

Y 零调 =⇒ X ⊗
R
Y 零调,

则称 X 是 K-平坦的5); 此性质仅关乎 X 在 K(Mod-R) 中的同构类. 类似手法可对左
R-模构成的复形定义何谓 K-平坦.

5)更合理的名称兴许是同伦平坦复形.
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对于上有界复形, K-平坦性可归结为模论中熟知的平坦性.

命题 4.12.4 设 X 为 C−(Mod-R) 的对象, 而且每个 Xn 皆平坦, 则 X 是 K-平坦的.
对 C−(R-Mod) 的对象亦同.

证明 设 Y 为左 R-模构成的零调复形, 今将往证 X ⊗
R
Y 零调. 应用截断函子将 Y 表

为 lim−→m
τ≤mY . 逐次地看, lim−→m

既和张量积交换 [51, 命题 6.9.2], 又和 ⊕ 交换, 问题
因此化到 Y 上有界的情形. 于是 X• ⊗

R
Y • 落在定义 3.10.1 的范畴 C2

f (k-Mod). 因为
Xp ⊗

R
Y • 对每个 p 皆零调, 推论 3.10.7 确保 X ⊗

R
Y 零调.

有鉴于此, 倘若读者只关心上有界导出范畴, 则不妨将本节出现的所有 K-平坦复
形都代换为由平坦模构成的上有界复形.

定义 4.12.5 若 P → X 是 C((A,R)-Mod) 中的拟同构, 而且 PR 是 K-平坦的, 则称之
为 X 对 R 的 K-平坦解消. 如果所有 X ∈ C((A,R)-Mod) 都有对 R 的 K-平坦解消,
则称 (A,R)-Mod 对 R 有足够的 K-平坦复形.
以类似手法定义 X ∈ Ob(C((R,B)-Mod)) 对 R 的 K-平坦解消.

我们自然要问: 如何确保双模范畴对 R 有足够的 K-平坦复形? K-平坦和 K-投射
复形之间有何关系? 毫不意外, 桥梁来自 ⊗ 和 Hom 之间经典的伴随关系 [51, 定理
6.6.5].

为此, 首务是将伴随关系升级到复形层次. 若 Y 为 C((R,B)-Mod) 的对象, Z 为
C((A,B)-Mod) 的对象, 则 Hom 复形 Hom•(YB , ZB) 可逐次地赋予 (A,R)-双模结构,
这给出 C((A,R)-Mod) 的对象.

命题 4.12.6 (Hom和 ⊗的伴随关系: 复形版本) 设 X 为 C((A,R)-Mod)的对象, Y 为
C((R,B)-Mod) 的对象, Z 为 C((A,B)-Mod) 的对象. 存在 C(k-Mod) 中的典范同构

Hom•
(
X ⊗

R
Y, Z

)
' Hom• (X,Hom•(YB , ZB))

' Hom• (Y,Hom•(AX,AZ)) .

作为推论, 取 ker(d0) 便有 k-模的同构

HomC((A,B)-Mod)

(
X ⊗

R
Y, Z

)
' HomC((A,R)-Mod) (X,Hom•(YB , ZB))

' HomC((R,B)-Mod) (Y,Hom•(AX,AZ)) .

证明 处理第一个同构即可. 为简化计, 以下将 YB 和 ZB 直接记为 Y 和 Z, 同时省略
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Hom 的下标. 选定 n ∈ Z. 同构左侧的 n 次项是
∏
k

Hom
(
(X ⊗

R
Y )k, Zk+n

)
'
∏
k

∏
p+q=k

Hom
(
Xp ⊗

R
Y q, Zk+n

)

=
∏
p,q

Hom
(
Xp ⊗

R
Y q, Zp+q+n

)
'
∏
p

∏
q

Hom
(
Xp,Hom

(
Y q, Zp+q+n

))
'
∏
p

Hom
(
Xp,Homp+n(Y, Z)

)
, (4.12.1)

末项即同构右侧的 n 次项. 具体地说, (A,B)-双模同态 ϕp,q : Xp ⊗
R
Y q → Zp+q+n 在第

二个 ' 之下对应

[x 7→ [y 7→ ϕp,q(x⊗ y)]] ∈ Hom
(
Xp,Hom

(
Y q, Zp+q+n

))
.

后续工作只剩下验证 (4.12.1) 确定复形的同构.
给定左侧的 n 次项元素, 表作 (ϕp,q)p,q∈Z, 它对 dHom•(X⊗Y,Z) 的像的 (p, q) 分量

映 x⊗ y ∈ Xp ⊗
R
Y q 为

dZϕ
p,q(x⊗ y)− (−1)n

(
ϕp+1,q(dXx⊗ y) + (−1)pϕp,q+1(x⊗ dY y)

)
.

对于右侧相应的 n 次项元素, 它对 dHom•(X,Hom•(Y,Z)) 的像的 p 分量映 x ∈ Xp 为

dHom•(Y,Z) [y 7→ ϕp,q(x⊗ y)]q∈Z − (−1)n
[
y 7→ ϕp+1,q(dXx⊗ y)

]
q∈Z ;

进一步展开 dp+nHom•(Y,Z) 的定义可见对于选定的 (p, q), 此即

y 7→ dZϕ
p,q(x⊗ y)− (−1)p+nϕp,q+1(x⊗ dY y)− (−1)nϕp+1,q(dXx⊗ y).

明所欲证.

现在回到 K-投射复形和 K-平坦复形的联系.

引理 4.12.7 设 X 是 (A,R)-双模构成的 K-投射复形, 则当 A 是平坦 k-模时, XR 是
K-平坦的.

设 Y 是 (R,B)-双模构成的 K-投射复形, 则当 B 是平坦 k-模时, RY 是 K-平坦的.

证明 处理第一则断言即可. 取左 R-模构成的零调复形 Y . 对于任意左 A-模 (亦即
(A, k)-双模) I, 视同集中在零次项的复形, 命题 4.12.6 (代入 B = k) 给出

Hom•
(
X ⊗

R
Y, I

)
' Hom• (X,Hom•(Yk, Ik)) .

设 I 为内射左 A-模, 则 Ik 是内射 k-模, 原因是忘却函子 A-Mod → k-Mod 有正
合左伴随 A⊗

k
(·); 见命题 2.8.17 和 [51, 推论 6.6.8]. 于是 k-模的复形 Hom•(Yk, Ik) 零
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调, 它作为 (A,R)-双模的复形依然零调, 从而 X 的 K-投射性质蕴涵 Hom•(X ⊗
R
Y, I)

零调.
既然 I 内射, 易见对所有 n ∈ Z 皆有

Hom
(
Hn
(
X ⊗

R
Y

)
, I

)
' H−nHom•

(
X ⊗

R
Y, I

)
= 0.

又因为所有左 A-模都能嵌入内射模, X ⊗
R
Y 必零调. 证毕.

倘若读者只关心交换环上的张量积, 亦即 A,R,B 全部等于 k 的特例, 或者只关心
k 为域的情形, 则以上关于 A 或 B 的平坦条件平凡地成立.

推论 4.12.8 若 A (或 B) 是平坦 k-模, 则 (A,R)-Mod (或 (R,B)-Mod) 对 R 有足够
的 K-平坦复形.

如果进一步取 A = k (或 B = k), 则上述结果表明右 (或左) R-模构成的 K-投射复
形对 R 总是 K-平坦的, 而 Mod-R (或 R-Mod) 有足够的 K-平坦复形.

现在说明如何以 K-平坦解消确定 ⊗R 的导出函子. 为简化计, 今后各种局部化函
子 Q 省略不标.

命题 4.12.9 定义 K((A,R)-Mod) 的全子范畴 FA,R, 使得

Ob(FA,R) = {X : XR 是 K-平坦的};

类似地定义 FR,B . 它们都是饱和三角子范畴. 以下探讨

K((A,R)-Mod)× K((R,B)-Mod) 的 ⊗R-投射子范畴.

(i) 设 (A,R)-Mod 对 R 有足够的 K-平坦复形, 则 (FA,R,K((R,B)-Mod)) 是 ⊗R-投
射子范畴. 作为推论, 设 Y 是由 (R,B)-双模构成的复形, 则 ·

L
⊗
R
Y 是 · ⊗

R
Y 的左

导出函子, 可由 K-平坦解消计算.

(ii) 设 (R,B)-Mod 对 R 有足够的 K-平坦复形, 则 (K((A,R)-Mod),FR,B) 是 ⊗R-投
射子范畴. 作为推论, 设 X 是由 (A,R)-双模构成的复形, 则 X

L
⊗
R
· 是 X ⊗

R
· 的左

导出函子, 可由 K-平坦解消计算.

证明 引理 4.11.2 说明 FA,R 和 FR,B 都是饱和子三角范畴. 对于后续部分, 讨论 (i)
即可. 回顾 §4.7 相关定义, 可知关键是建立以下性质:

� 选定 FA,R 中的复形 X, 若 Y 是零调复形, 则 X ⊗
R
Y 零调;

� 选定 Y , 若 X 是 FA,R 中的零调复形, 则 X ⊗
R
Y 零调.
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第一条性质由 K-平坦的定义自动保证. 现在考虑第二条. 由于 X ⊗
R
Y 只用到 R

对 Y 的左乘结构, 不妨设 B = k. 此时推论 4.12.8 确保有 C(R-Mod) 中的 K-平坦解消
Q→ Y . 由此得到

K(R-Mod)的好三角 Q→ Y → N
+1

, N :零调复形,

K(A-Mod)的好三角 X ⊗
R
Q→ X ⊗

R
Y → X ⊗

R
N

+1
.

既然 X 零调而 Q 是 K-平坦的, X ⊗
R
Q 零调. 又因为 N 零调而 X 对 R 是 K-平坦的,

X ⊗
R
N 零调. 综上可见 X ⊗

R
Y 亦零调.

最后, 关于 L
⊗
R
的断言无非是命题 4.6.10 (ii) 的直接应用.

例 4.12.10 (环变换与 L
⊗) 给定 k-代数的同态 R → S, 借此将 S 视为 (S,R)-双模. 循

[51, 推论 6.6.8] 的路线, 考虑右正合加性函子

R→SP := S ⊗
R
(·) : R-Mod→ S-Mod.

它有左导出函子 LR→SP , 在推论 4.12.8 和命题 4.12.9 (ii) 中代入 A = S 和 B = k, 可
见平坦性在此不成问题, 而

LR→SP ' S
L
⊗
R
(·).

环变换还具有传递性: 给定同态 R→ S → T , 则有典范同构

LS→TP ◦ LR→SP
∼→ LR→TP.

诚然, 所示态射来自关于复合函子求导的定理 4.6.5; 而因为

X ⊗
S
(S ⊗

R
Y ) ' XR ⊗

R
Y, X ∈ Ob(C(Mod-S)), Y ∈ Ob(C(R-Mod)),

故 R→SP 保持 K-平坦复形, 这就确保典范态射为同构.
根据完全类似的手法, 可以定义 PR→S = (·)⊗

R
S : Mod-R→ Mod-S 的左导出函子

LPR→S , 它由 (·)
L
⊗
R
S 给出.

命题 4.12.11 若 A 或 B 作为 k-模是平坦的, 则有典范的 2-胞腔图表

D((A,R)-Mod)× D((R,B)-Mod) D((A,B)-Mod)

D(Mod-R)× D(R-Mod) D(Ab).

L
⊗
R

忘却 忘却

L
⊗
R

∼



§4.12 实例: K-平坦复形和 L
⊗ 287

证明 这类性质大多借助解消来论证. 扼要地说, 设 X 是 (A,R)-双模构成的复形, Y
是 (R,B)-双模构成的复形. 根据命题 4.12.9, 不妨设 XR (或 RY ) 是 K-平坦的; 此时
X ⊗

R
Y 同时给出第一行和第二行的 L

⊗
R
, 由此得到同构 ⇒, 暂且记为 α.

如欲抽象地刻画 α, 则可采用以下观点. 向所考察的图表另外叠加一层, 简单记为

K(· · · )× K(· · · ) K(· · · )

K(· · · )× K(· · · ) K(Ab)

D(· · · )× D(· · · ) D(· · · )

D(· · · )× D(· · · ) D(Ab)

忘却

⊗
R

忘却
⊗
R

其中垂直箭头都是局部化函子. 我们希望将底面填充为 • •

• •
. 方块的其余各面都

容易处理: 基于左导出双函子的定义, 前后两面有如是填充; 基于局部化的泛性质, 左右
两面精确到同构是交换的; 回顾张量积定义可知顶面也交换. 按图索骥, 可得合成函子
之间的态射

⇒ · · · ⇒ =: i.

回忆到 D(· · · )×D(· · · )→ D(· · · )作为右 Kan延拓是绝对的 (命题 1.10.4),故合成

是 i 沿 的右 Kan 延拓.

应用映向 i 的态射以及右 Kan 延拓的泛性质 (定义 1.7.1) 即得所求之 α.
一旦确认了 α 的存在性, 再按证明第一段的方式代入 K-平坦复形, 将一切函子提

到上层计算, 即可证 α 为同构.

今后经常省略这类基于泛性质的论证, 改以解消直接验证.

推论 4.12.12 定义 4.12.2 的函子
L
⊗
R
在 A 或 B 作为 k-模平坦的条件下满足典范同构

H−n
(
X

L
⊗
R
Y

)
' TorRn (X,Y ), n ∈ Z,

其中 X 是 (A,R)-双模, Y 是 (R,B)-双模, TorRn 如定义–命题 3.14.7.
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证明 左式来自命题 4.12.11 的图表按 方向的合成, 右式来自按 方向的合成.

命题 4.12.13 (结合约束) 设 A, B, R, S 为 k-代数. 考虑以下两个函子

D((A,R)-Mod)× D((R,S)-Mod)× D((S,B)-Mod)→ D((A,B)-Mod)

(X,Y, Z) 7→ (X
L
⊗
R
Y )

L
⊗
S
Z

(X,Y, Z) 7→ X
L
⊗
R
(Y

L
⊗
S
Z).

若 A 和 B 作为 k-模皆平坦, 则有典范同构

a(X,Y, Z) : (X
L
⊗
R
Y )

L
⊗
S
Z
∼→ X

L
⊗
R
(Y

L
⊗
S
Z).

证明 固定 Y . 基于命题 4.12.9, 不妨设 XR 和 RZ 为 K-平坦的. 于是所有 L
⊗
R
都可以

在复形的层次计算, 一切回归张量积的结合约束 [51, 命题 6.5.12].

在平坦性的前提下, 三个以上的对象按种种次序取 L
⊗, 得到的结果依照结合约束两

两同构; 这些同构也服从融贯性, 具体可以仿照幺半范畴的五角形公理来表述, 见 [51,
定义 3.1.1]. 方法仍是取 K-平坦解消, 化到复形层次去验证. 本书省墨, 仅拈出交换环
的特例.

例 4.12.14 (交换环的 L
⊗) 设 R 为交换环. 在 L

⊗ :=
L
⊗
R
的定义中将所有环取作 R, 特别

地 k = R, 如此则 (R,R)-Mod = R-Mod, 而之前关于平坦性的假设平凡地成立; 于是乎
H−n(X

L
⊗ Y ) ' TorRn (X,Y ) 对所有 R-模 X, Y 皆成立.

这使得 D(R-Mod) 对 L
⊗ 成为 [51, §3.1] 介绍的幺半范畴, 其幺元由 R 本身给出,

结合约束来自 4.12.13 的 a = (a(X,Y, Z))X,Y,Z . 留意到 R 是平坦 R-模, 因而是 K-平
坦的 (命题 4.12.4), 于是 R

L
⊗ (·) 和 (·)

L
⊗ R 皆可在复形层次计算, 由此易证幺半范畴

的所有公理. 进一步, D(R-Mod) 还是 [51, 定义 3.3.1] 的对称幺半范畴. 对应的辫结构
(或称交换约束) c(X,Y ) : X

L
⊗ Y ∼→ Y

L
⊗X 来自复形层次的交换约束, 公理同样在复形

层次检验; 鉴于命题 3.5.6, 全复形的上标对调在此不成问题.

例 4.12.15 (Tor代数) 承接例 4.12.14 的讨论, 设 R 交换. 将 R-模构成的复形
X,Y, Z,W 等同于它们在导出范畴中的像. 对所有 (p, q) ∈ Z2, 我们有典范态射

H−p
(
X

L
⊗ Y

)
⊗H−q

(
Z

L
⊗W

)
→ H−p−q

(
(X

L
⊗ Y )

L
⊗ (Z

L
⊗W )

)
' H−p−q

(
(X

L
⊗ Z)

L
⊗ (Y

L
⊗W )

)
→ H−p−q

(
(X ⊗ Z)

L
⊗ (Y ⊗W )

)
,
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第一段是命题 4.7.8 的应用 (取 F = ⊗), 第二段用到 (D(R-Mod),
L
⊗) 的结合约束和交

换约束, 第三段则来自 L
⊗ 作为左导出双函子自带的典范态射

QX1

L
⊗QX2 → Q(X1 ⊗X2), X1, X2 ∈ Ob(K(R-Mod)),

精确起见, 此处重新标注了局部化函子 Q : K(R-Mod)→ D(R-Mod).

� 上述三段典范态射的合成, 给出 Tor 函子的 “外乘”:

TorRp (X,Y )⊗ TorRq (Z,W )→ TorRp+q(X ⊗ Z, Y ⊗W ).

� 取 Z = X,W = Y 为 R-代数 (集中在 0次项),其乘法给出 R-模同态 X⊗X → X

和 Y ⊗ Y → Y . 外乘再和这些同态作合成, 便有

TorRp (X,Y )⊗ TorRq (X,Y )→ TorRp+q(X,Y ),

称为 Tor 函子的 “内乘”. 这使 ⊕
n∈Z Tor

R
n (X,Y ) 成为 [51, 定义 7.4.1] 所谓

的 Z-分次 R-代数, 称为 Tor 代数: 它仅在非负次数项非零, 0 次项给出子代数
TorR0 (X,Y ) = X ⊗ Y , 后者的定义可见 [51, 定义 7.3.1]. 乘法所需的结合律可以
化约到 L

⊗ 的结合约束和 X,Y 各自的乘法结合律来验证.

� 进一步要求 X 和 Y 是交换 R-代数. 这时 Tor 代数还是 [51, 定义 7.4.3] 所谓的
“反交换” Z-分次代数6): 对所有 p, q ∈ Z,

a ∈ TorRp (X,Y ), b ∈ TorRq (X,Y ) =⇒ ab = (−1)pqba.

既然 X ⊗X → X 和 Y ⊗ Y → Y 皆交换, 正负号何来? 根源在外乘的定义: 命
C1, C2 为 X

L
⊗ Y 的两份副本, 则 ab 和 ba 差一个同构 C1

L
⊗C2

∼→ C2

L
⊗C1, 即

L
⊗

的交换约束; 若将 C1, C2 以 K-平坦复形表出, 则此同构在全复形的层次上正是
命题 3.5.6 定义的同构 rC•

1⊗C•
2
, 它在 (p, q) 次项给出符号 (−1)pq.

回到一般的 k-代数. 为了探讨 L
⊗ 和 RHom 的伴随关系, 尚需一则引理. 以下

用 RHom(A,B) 表示 (A,B)-Mod 的 RHom, 其余种类的双模 (或左模, 右模) 范畴依此
类推.

引理 4.12.16 取定 k-代数 A, B, R. 假定 B 作为 k-模平坦, 则从 (A,B)-Mod 到
A-Mod 的忘却函子保持 K-内射复形, 而且 RHomA 典范地升级为函子

D ((A,R)-Mod)op × D ((A,B)-Mod)→ D ((R,B)-Mod) ,
6)字面意义稍有误导性, 因为此性质是交换性的自然体现. 称为分次交换更合适, 如例 7.1.11.
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换言之, 有典范的 2-胞腔图表

D ((A,R)-Mod)op × D ((A,B)-Mod) D ((R,B)-Mod)

D(A-Mod)op × D(A-Mod) D(Ab).

忘却 忘却∼

RHomA

同理, 在 A 作为 k-模平坦的前提下, RHomB 也有类似的升级版本.

证明 既然 B 是平坦 k-模, Y 7→ AY 有正合的左伴随 (·)⊗
k
B, 故它保持 K-内射复形.

其次, 取 X ∈ Ob(K((A,R)-Mod)), Y ∈ Ob(K(A,B)-Mod), 使得 Y 为 K-内射的.
根据上一步, Hom• (AX,AY ) 确定 RHomA(AX,AY ), 但它同时也是 (R,B)-双模构成
的复形. 这就完成了升级手续.

定理 4.12.17 (RHom和 L
⊗的伴随关系) 设 A, B, R 为 k-代数. 以下 X, Y , Z 分别表

D((A,R)-Mod), D((R,B)-Mod), D((A,B)-Mod) 的对象. 假设 B 作为 k-模平坦, 此时
存在 D(k-Mod) 中的典范同构

RHom(A,B)

(
X

L
⊗
R
Y, Z

)
∼→ RHom(R,B) (Y,RHomA (AX,AZ)) .

若假设 A 作为 k-模平坦, 则存在 D(k-Mod) 中的典范同构

RHom(A,B)

(
X

L
⊗
R
Y, Z

)
∼→ RHom(A,R) (X,RHomB (YB , ZB)) .

证明 考虑第一式. 设 Y 是 K-投射的, Z 是 K-内射的. 引理 4.12.7 确保 RY 是 K-平
坦的, 而引理 4.12.16 确保 AZ 仍是 K-内射的. 所示的 RHom 和 L

⊗
R
都可以在复形层次

来确定. 所求同构因此化约为命题 4.12.6 的内容.

例 4.12.18 (环变换的伴随关系) 对于例 4.12.10 的情形 (取 R → S 为 k-代数的同态,
A = S, B = k 和 X = S), 定理 4.12.17 的第一式化为典范同构

RHomS (LR→SP (Y ), Z) ' RHomR (Y,RZ) ,

Y ∈ Ob(D(R-Mod)), Z ∈ Ob(D(S-Mod)).

为此, 唯一待说明的是 RHomS(SS, SZ) ' RZ: 这直接来自复形层次的同构

Hom• (SS, ·) ' R(·) : C(S-Mod)→ C(R-Mod).

如果进一步要求 R 和 S 皆是交换环, k := R, 则 RHomS (或 RHomR) 取值在
D(S-Mod) (或 D(R-Mod)). 此时的伴随同构进一步改写作 D(R-Mod) 中的典范同构

RRHomS (LR→SP (Y ), Z) ' RHomR (Y,RZ) .

一切都可以通过取 K-内射和 K-投射解消在复形层面来验证. 右模情形自不待言.



习题 291

习题
1. 设 (D, T,H) 为预三角范畴 (或三角范畴). 按下式定义一族新的三角 H−:

[X
f
Y

g
Z

h
TX] ∈ H ⇐⇒ [X

f
Y

g
Z

−h
TX] ∈ H−.

(i) 证明 (D, T,H−) 也是预三角范畴 (或三角范畴).

(ii) 证明 (D, T,H) 和 (D, T,H−) 作为预三角范畴相互等价.

2. 设 (D, T,H) 为预三角范畴. 证明 D 中的每个单态射 (或满态射) u : X → Y 都有左逆
(或右逆). 以此说明预三角范畴若是 Abel 范畴, 则必然分裂 (定义 2.7.6).

提示 将单态射 u 置入好三角 X
u
Y

v
Z

w
TX. 由 u ◦ T−1w = 0 推导 w = 0, 再

应用命题 4.2.6.

3. 应用上一道习题, 举出 Abel 范畴 A 的例子使得 K(A) 和 D(A) 皆非 Abel 范畴.
提示 考虑 A = Ab 中的态射 f : Z/p2Z � Z/pZ, 其中 p 是素数. 假若 K(A) 是 Abel
范畴, 则讨论 Kf 和 H0(Kf) 的满–单分解, 将它们拆成直和项的投影和包含态射, 可推导
矛盾.

4. 设 A 为 Abel 范畴. 证明 D(A) 是 Abel 范畴当且仅当 A 分裂.
提示 对于 “仅当” 方向, 将 A 嵌入 D(A) 并应用前几道习题的结果. 至于 “当” 的方向,
试对分裂之 A 说明取上同调给出从 D(A) 到 AZ 的等价.

5. 有此一说: 三角范畴的八面体公理 (TR5) 是 Abel 范畴中的同构定理 X/Z

Y /Z
' X/Y 的一

种替身, 其中 X ⊃ Y ⊃ Z (定理 2.6.8 (ii)). 试明确其含义.

6. (预三角范畴的 K0)对任意预三角范畴 (D, T,H), 定义 K0(D)为 Ob(D)生成的自由 Z-模
对以下关系的商,

存在好三角 X → Y → Z
+1

=⇒ [X]− [Y ] + [Z] = 0,

其中 [X] ∈ K0(D) 代表含 X ∈ Ob(D) 的等价类.

(i) 证明 [0] = 0, [TX] = −[X] 和 [X ⊕ Y ] = [X] + [Y ].

(ii) 说明任何三角函子 F : D → D′ 都诱导典范同态 K0(D)→ K0(D′).

(iii) 考虑上同调函子 H : D → A, 其中 A 是 Abel 范畴. 设对于所有 X 都有 |n| �X

0 =⇒ H(TnX) = 0. 请定义自然同态 K0(D)→ K0(A).
提示 映 [X] 为 ∑

n(−1)
n[H(TnX)]. 应用引理 2.9.9 (iv).

(iv) 考虑特例 D := Db(A). 给出互逆同态

K0(A) K0(Db(A))

[A] [A]∑
n(−1)

n[Hn(X)] [X]

其中 A ∈ Ob(A), 也看作集中在 0 次项的复形. 提示 一个方向明显互逆, 另一
个方向则需要复形的截断.
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7. 设 X ∈ Ob(D(A)), 证明
X ∈ D≤0(A) ⇐⇒ ∀Z ∈ Ob(D≥1(A)), HomD(A)(X,Z) = 0,

X ∈ D≥0(A) ⇐⇒ ∀Z ∈ Ob(D≤−1(A)), HomD(A)(Z,X) = 0.

提示 应用命题 4.5.3 (i) 以及命题 4.4.13 的伴随对和好三角.

8. 在定理 4.6.5 的情境下, 假设 F ′ 满足 F ′(Ob(N ′)) ⊂ Ob(N ′′) (设想成某种 “正合性”), 则
在 D 有 F -内射或 F -投射子范畴的前提下, 典范态射

RN ′′
N (F ′F )→

(
RN ′′

N ′ F ′
)(

RN ′
N F

)
或 (

LN ′′
N ′ F ′

)(
LN ′
N F

)
→ LN ′′

N (F ′F )

为同构.

9. 在定理 4.6.5 的情境下, 说明有函子及其间态射的交换图表 (省略符号 N 等等):

R(F ′′F ′F ) R(F ′′F ′)RF

RF ′′R(F ′F ) RF ′′RF ′RF

L(F ′′F ′F ) L(F ′′F ′)LF

LF ′′L(F ′F ) LF ′′LF ′LF.

10. 对 F = Hom明确命题 4.7.8给出的典范态射,表为 Extq−p(X,Y )→ Hom (Hp(X),Hq(Y )).

11. 如将定理 4.5.13 的双射改为以下形式: 从 n-扩张 0 → Y → E1 → · · · → En → X → 0

构造 t−1b ∈ HomD(A)(X,Y [n]) 如下

X X

W E1 E2 · · · X

Y [n] Y

b id

t:拟同构

由此得到 t−1b ∈ HomD(A)(X,Y [n]). 证明它和基于 as−1 的原双射相差 (−1)n. 对于
n = 1 的特例, 用 t−1b 的版本推导命题 4.5.14 的相应版本 (涉及 idY 的像).
提示 证明 ta + (−1)n−1bs : Z → W 典范地零伦. 对于第二部分, 留意命题 4.4.7 中的
负号.

12. 设 Abel 范畴 A 的所有对象 S, T 皆满足 Ext2A(S, T ) = 0. 证明每个 X ∈ Ob(Db(A)) 都
同构于 ⊕

n Hn(X)[−n]. 说明 A := Z-Mod 满足此条件.

提示 不妨设 X 是有界复形. 从 n� 0 的情形起步, 对 2-扩张 0→ ker(dn)→ Xn dn

Xn+1 → coker(dn) → 0 应用定理 4.5.13 和命题 4.5.15, 在同构意义下逐步修改 X 使得
d• = 0.

13. 证明若 A 有足够的内射对象, F : A → A′ 是左正合加性函子, 而 RF 的维数有限, 则从
三角函子 RF 诱导的 K0(A) ' K0(Db(A))→ K0(Db(A′)) ' K0(A′) 由下式确定

[A] 7→
∑
n

(−1)n [RnF (A)] , A ∈ Ob(A).
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14. 设 R 为环, 证明 C(R-Mod) 中的 K-平坦复形的滤过 lim−→ 仍然 K-平坦.

15. 设 R 为环. 若 R-模构成的复形 P 是 K-平坦的, 而且每个 Pn 都是平坦 R-模, 则称 P 是
强 K-平坦的.

(i) 证明对于任何 X ∈ Ob(C(R-Mod)) 都存在强 K-平坦复形 P 连同拟同构 P → X.
提示 将 K-内射解消存在性的论证适当地对偶化, 见 §3.15.

(ii) 以 SF 表示强 K-平坦复形在 K(R-Mod) 中组成的全子范畴. 将范畴 D(R-Mod) 表
成 SF 对拟同构的局部化.

16. (P. Berthelot, A. Ogus) 设 f 为交换环 R 中的非零因子. 对任意 R-模 M , 记 M [f ] :=

{m ∈M : fm = 0}; 满足 M [f ] = 0 的模 M 被称为 f -无挠的. 先说明 f -无挠的 M 可嵌
入为 M [ 1

f
] =M ⊗

R
R[ 1

f
] 的子模, 故 fmM 对任何 m ∈ Z 都有意义.

设 X 是由 f -无挠 R-模构成的复形, 基于上述观察, 定义 X• ⊗
R
R[ 1

f
] 的子复形 ηfX 为

(ηfX)n :=
{
x ∈ fnXn : dnX(x) ∈ fn+1Xn+1} , n ∈ Z.

(i) 证明逐项乘以 f 给出同构 ηf (X[1])
∼→ (ηfX)[1].

(ii) 说明若 f, g ∈ R 皆非零因子, 且每个 Xn 都是 fg-无挠的, 则 ηfηgX = ηfgX.

(iii) 给出典范同构 Hn(X)/Hn(X)[f ]
∼→ Hn(ηfX); 因此 ηf 的效果是矫正 f -挠. 由此推

导若 X, Y 是由 f -无挠 R-模构成的复形, α : X → Y 是拟同构, 则它诱导拟同构
ηf (α) : ηfX → ηfY .

(iv) 证明 ηf 按此诱导加性函子 Lηf : D(R-Mod) → D(R-Mod), 使得它拉回上一道习题
的 SF 等于 ηf .

(v) 说明 Lηf 不是三角函子. 因此它并非定义 4.6.1 下的左导出函子, 尽管它仍是一个右
Kan 延拓.
提示 取 R = Z 和 f = p 为素数. 验证 Lηp(Z/pZ) = 0 而 Lηp(Z/p2Z) ' Z/pZ.

17. 承上题, 给出典范态射 LηfX
L
⊗
R

LηfY → Lηf
(
X

L
⊗
R
Y

)
, 并且说明它在适当意义下对 X

和 Y 是对称的. 实际上, 按照 [51, 注记 3.1.8] 的语言, Lηf 对
L
⊗
R
是右松幺半函子.
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谱序列是经典而常用常新的代数工具, 和拓扑学的渊源尤深. 在某些教材或讲义
中, 它甚至被当作同调代数的基本工具, 用以建立第二章和第三章中的一些基础性质.
谱序列由 J. Leray 在 1940 年代首创, 随后经过 J.-L. Koszul 和 H. Cartan 等人的

发展而逐渐定型; 他们的主要动机是研究纤维丛的同调群. 以代数形式表述, 原问题相
当于要了解一个链复形 (或复形) X 的同调 (或上同调); 兹以复形情形为例, X 本身难
以捉摸, 却能够通过合适的滤过 · · · ⊃ FpX ⊃ Fp+1X ⊃ · · · 来了解它. 滤过 F•X 在每
个 Hn(X) 上诱导相应的滤过, 而从滤过 F•X 及其子商的信息有可能逐步逼近 Hn(X)

对其滤过的每个子商 grpHn(X). 谱序列可谓是关于这种逼近的技艺.
我们也可以将复形推广为 Abel 范畴上的微分对象 (X, d) (定义 5.2.1), 以给出谱

序列的抽象定义 5.2.6: 这是一列微分对象 E = (Er, dr)r, 使得每一 “页” 的上同调
H(Er, dr) 都等同于下一页 Er+1. 若在定义中加入分次结构并容许微分 d 带次数, 即有
分次谱序列 Epr 和双分次谱序列 Ep,qr 的概念 (定义 5.2.8); 具体地说, 双分次谱序列的
微分走向是

dp,qr : Ep,qr → Ep+r,q−r+1
r ,

Er = (Ep,qr )(p,q)∈Z2 , dr = (dp,qr )(p,q)∈Z2 .

滤过复形给出滤过微分对象, 从而自然地导向双分次谱序列, 这也是谱序列在应用中最
常见的形式. 一切概念对于链复形及其同调都有相应版本.
本章的策略是从 W. Massey 的正合偶理论切入. 正合偶是制造谱序列的另一套工

具, 范围比滤过微分对象更广. 承接 §5.1 关于滤过和分次结构的简介, 我们将在 §5.2
表述谱序列的一般定义, 其分次与双分次版本, 以及退化, 有界和极限页等各种基本术
语; 该节末尾的注记 5.2.13 将解释如何在谱序列的边缘读出正合列, 这是重要技巧.
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我们将在 §5.3 定义正合偶, 在 §5.4 借此说明滤过微分对象如何产生分次谱序列,
然后在 §5.5 进一步说明滤过复形如何产生双分次谱序列; 该处也涉及称为收敛性的核
心概念, 以及经典收敛定理 5.5.5. 这部分的一些验证略为琐碎, 但不存在本质的困难,
读者也可以先考虑具体的 Abel 范畴如 Ab 等, 以简化论证.

双复形按两种方式给出滤过复形, 对应于按横坐标或纵坐标来滤过全复形, 相应的
谱序列分别记为 EI 和 EII, 其细节是 §5.6 的主题. 我们将给出这些谱序列的标准应用,
包括平衡双函子的求导 (例 5.6.4), 超导出函子的谱序列 (例 5.6.5) 以及 Grothendieck
谱序列 (定理 5.6.6). 之前介绍的 Cartan–Eilenberg 解消 (定理 3.11.10) 在此发挥作用.

Grothendieck 谱序列关乎合成函子的求导, 在几何中特别常见. 以右导出函子为
例, 考虑 Abel 范畴之间的左正合加性函子 A F A′ F ′

A′′, 并且设 A 和 A′ 皆有足够
的内射对象. 若 F 映内射对象为 F ′-零调对象 (约定 3.12.8), 则有典范的强收敛双分次
谱序列

Ep,q2 = (RpF ′)(RqF )(X)⇒ Rp+q(F ′F )(X), X ∈ Ob(A).

合成函子的求导也能在导出范畴的层次处理, 见定理 4.6.5; 谱序列的版本除了形式初
等, 易于计算, 在一些具体场合还能提供更多的信息, 譬如低次项的正合列.

本章最后的 §5.7 将简述谱序列的乘法结构. 这是自谱序列初创便受到重视的面向.
命题 5.7.6 将说明滤过微分分次代数给出具有典范乘法结构的谱序列, 更深入的讨论则
留给相关专著.

作为实战练习, 群上同调理论中至关重要的 Lyndon–Hochschild–Serre 谱序列既是
Grothendieck 谱序列的一则应用, 又能由滤过复形具体给出, 而后一进路还赋予它典范
的乘法结构. 这些将是未来 §6.9 将涉及的主题.

阅读提示
本章只需要关于 Abel 范畴和复形的知识. 除了少部分简单定义, 本章不依赖第
四章的内容, 两章可以独立地阅读. 由于滤过微分对象的谱序列可以直接写下,
正合偶理论对之不是必需的 (详见命题 5.4.2 及其后讨论), 因此读者也可以考虑
暂时跳过 §5.3. 此外, 本书后续内容仅有 §6.9 需要谱序列的知识.

5.1 滤过与分次结构
我们在定义 3.1.2 已经和分次对象打过照面: 任意范畴 A 上的 Z-分次对象简称分

次对象, 它们按定义即 AZ 的对象 (Xp)p∈Z; 其上的 Z2-分次对象简称双分次对象, 按
定义即 AZ×Z 的对象 (Xp,q)(p,q)∈Z2 . 分次 (或双分次) 对象之间的态射照例写作 (fp)p

(或 (fp,q)p,q) 的形式, 态射逐项或曰逐次地作合成.
若 A 是 Abel 范畴, 则 AZ 和 AZ×Z 等等亦复如是; 取核, 取余核等种种操作都是

逐次的.
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范畴 AZ 带有平移自同构 T , 由 (TX)p = Xp+1 和 (Tf)p = fp+1 确定. 推而广之,
范畴 AZn 有一族平移自同构 T1, . . . , Tn, 对应到沿 n 个坐标的平移; 它们满足严格交换
律 TiTj = TjTi.
在本章的框架下, 分次结构主要源自滤过.

定义 5.1.1 考虑加性范畴 A 的对象 X.

� 其降滤过 F•X 意谓一列子对象

· · · ⊃ FpX ⊃ Fp+1 ⊃ · · · (p ∈ Z).

� 若存在 a ≤ b 使得 FaX = X 而 FbX = 0, 则称此滤过有限.

� 类似地定义升滤过 F•X 及其有限性.

降滤过和升滤过可以按次数 p 标记的位置来区分, 不致混淆时, 统称为滤过. 在复
形及其上同调的研究中习惯使用降滤过, 对于链复形及其同调则习惯用升滤过. 本章考
虑降滤过为主.

全体滤过对象 (X,F•X) 构成范畴 Fil•(A), 其间的态射 f : (X,F•X) → (Y,F•Y )

定为保持滤过的态射 f : X → Y , 亦即要求 f 对每个 p 都限制为 FpX → FpY . 以类似
方法定义范畴 F•(A).

对任意 X, 降滤过 F•X (或升滤过 F•X) 给出分次对象 (FpX)p∈Z (或 (FpX)p∈Z);
这给出函子 Fil•(A)→ AZ (或 Fil•(A)→ AZ), 称为 Rees 构造.
当 A 是 Abel 范畴时, 我们还有另一种从滤过构造分次对象的手法.

定义 5.1.2 设 A 为 Abel 范畴, 考虑对象 X 的滤过 F•X (或 F•X). 按下述方式定义
分次对象 grX:

grpX := FpX/Fp+1X, (或 grpX := FpX/Fp−1X).

这给出函子 gr : Fil•(A)→ AZ (或 gr : Fil•(A)→ AZ).

为了从 (grpX)p 萃取 X 的信息, 起码的要求是 ⋃
p FpX = X 而 ⋂

p FpX = 0, 此
处采用约定 2.6.3 的符号; 而为了使前一个陈述合理且有用, 我们还希望 lim−→p→−∞ 在
A 中正合, 或者索性要求存在 M 使得 FilMX = X. 且先引入几个相关概念.

定义 5.1.3 设 A 是 Abel 范畴, 对象 X 带滤过 F•X.

� 若
⋂
p FpX = 0, 则称 F•X 是分离的.

� 若
⋃
p FpX = X, 而且以下任一条件成立时, 称 F•X 是穷竭的:

(a) A 有正合的滤过可数 lim−→, 更确切地说, lim−→ : A(Z≥0,≤) → A 存在而且正合1);

1)若 A 是 Grothendieck 范畴, 则 (a) 自动成立.
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(b) 存在 M ∈ Z 使得 FMX = X.

� 若典范态射族 X � X/FpX 诱导同构 X
∼→ lim←−pX/FpX, 则称滤过 F•X 是完备

的.

升滤过 F•X 的情形类此.

完备性的概念受拓扑群的情形启发, 见 [51, §4.10].
有限滤过自动是分离, 穷竭而完备的, 这也是本章需要的主要情形. 注意到若存在

N 使得 FNX = 0, 则 F•X 分离而完备; 又因为 X → lim←−pX/FpX 以 ⋂
p FpX 为核,

故完备蕴涵分离.
穷竭滤过的像仍是穷竭滤过: 将 ⋃

p 解释为
∑
p 再用引理 2.6.6 (ii) 即可. 此外, 穷

竭滤过还满足
lim−→

p→−∞
FpX ∼→

⋃
p

FpX = X,

K = K ∩

(⋃
p

FpX
)

=
⋃
p

(K ∩ FpX) ,

(5.1.1)

其中 K 是 X 的任意子对象: 在穷竭滤过的条件 (a) 之下, 这些是命题 2.10.3 的简单内
容, 而在条件 (b) 之下则是平凡的.

命题 5.1.4 设 A 是 Abel 范畴, f : (X,F•X)→ (Y,F•Y ) 是 Fil•(A) 的态射.

(i) 设 F•X 分离而穷竭. 若 gr(f) 单, 则 f 单.

(ii) 设 F•X 完备而穷竭, F•Y 分离而穷竭. 若 gr(f) 是同构, 则 f 亦然, 而此时 F•Y
也完备.

对于升滤过同样有相应的陈述.

证明 对每个 p ∈ Z, 写下行正合交换图表

0 Fp+1X FpX grpX 0

0 Fp+1Y FpY grp Y 0

f f grp(f)

记 FpX
f

FpY 的核为 Kp, 余核为 Cp.
考虑 (i). 对上图应用定理 2.3.3, 可见 Kp+1 = Kp. 特别地, Kp ⊂

⋂
`≥p F`X = 0,

这说明 f 限制在每个 FpX 上皆单. 为了说明 f 单, 需要的只是

ker(f)
∵ (5.1.1) ⋃

p

(ker(f) ∩ FpX) = 0.
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考虑 (ii), 此时图表说明除了 Kp+1 = Kp 还有 Cp+1 ∼→ Cp. 对所有 ` > p, 端详行
正合交换图表

0 F`X FpX FpX/F`X 0

0 F`Y FpY FpY /F`Y 0

f f

再次应用定理 2.3.3 遂知 f 诱导同构

FpX/F`X ∼→ FpY /F`Y.

对上式两边以 (5.1.1) 同取 lim−→p:p<`
, 得 X/F`X ∼→ Y /F`Y . 再同取 lim←−`, 得交

换图表
X lim←−`X/F`X

Y lim←−` Y /F`Y

∼

f ∼

由此见得 f 和 Y → lim←−` Y /F`Y 都是同构.

5.2 谱序列的一般定义
我们从微分对象的一般定义入手. 这涉及定义 4.1.1 所述的带平移的加性范畴

(A, T ), 以及定义 4.1.2 所述的带次数的态射.

定义 5.2.1 带平移的加性范畴 (A, T ) 上的微分对象意谓资料 (X, d), 其中 X ∈ Ob(A)

而 d : X
+1

X 满足 d2 = 0.

� 从 (X, d) 到 (X ′, d′) 的态射是满足 d′α = αd 的态射 α : X → X ′.

� 全体微分对象构成范畴 (A, T )d; 另记 Ad := (A, idA)d.

若 A 是 Ab-范畴 (或 k-Mod-范畴, k 是交换环), 则 (A, T )d 亦然. 忘却函子
(A, T )d → A 映 (X, d) 为 X.

命题 5.2.2 忘却函子 (A, T )d → A 生所有 lim−→ 和 lim←− (定义 1.5.2).

证明 请回放引理 3.1.4 的证明.

由此推知若 A 是 Abel 范畴, 则 (A, T )d 亦然, 而 (A, T )d → A 正合.
对于 Abel 范畴的情形, 微分对象的特色之一是它具有同调或上同调.
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定义 5.2.3 设 A 是 Abel 范畴, 则可定义加性函子

H : (A, T )d → A, H(X, d) := ker(d)/ im(T−1d).

我们称 Abel 范畴 A 中的三角图表 A B

C
+m

正合, 如果

· · ·T k−mC → T kA→ T kB → T kC → T k+mA · · ·

是正合列, 两边无穷延伸. 更一般的带次数的三角图表依此类推.

引理 5.2.4 选定带平移的 Abel范畴 (A, T ). 若 0→ (X ′, d′)→ (X, d)→ (X ′′, d′′)→ 0

是 (A, T )d 的短正合列, 则下图在每个顶点皆正合:

H(X ′, d′) H(X, d).

H(X ′′, d′′)

+1

证明 在 A 上考量复形的列

0→ (TnX ′, Tnd′)n → (TnX,Tnd)n → (TnX ′′, Tnd′′)n → 0.

它逐次正合, 故为短正合列. 对之应用命题 3.6.4.

例 5.2.5 (复形作为微分对象) 对加性范畴 A 考虑 AZ 连同平移函子 T : (Xn)n 7→
(Xn+1)n. 根据 §3.1 的阐述, (AZ, T )d 的对象又称微分分次对象, 而且有范畴的同构
C(A) ' (AZ, T )d. 当 A 是 Abel 范畴时, 显见

H(X, d) = (Hp(X))p∈Z .

现在可以给出谱序列的定义. 为了简化论述, 以下先探讨不带平移, 或者说是态射
不带次数的情形; 换言之, 取 T = id.

定义 5.2.6 (J. Leray, J.-L. Koszul) 选定 Abel 范畴 A 和 a ∈ Z. 从 a 起步的谱序列
意谓资料 E = (Er, dr)r∈Z≥a

连同 (tr)r≥a+1, 其中
� (Er, dr) ∈ Ob(Ad);
� tr : H(Er−1, dr−1)

∼→ Er, 其中 r ≥ a+ 1;
符号中常省略资料 a 和 (tr)r.

谱序列之间的态射 E → E ′ 意谓 Ad 的态射族 ϕr : (Er, dr) → (E′r, d
′
r), 使得

tr H(ϕr−1) = ϕrtr, 其中 r ≥ a+ 1.

习惯称 (Er, dr) 为谱序列 E 的第 r 页; 自 Er 计算 Er+1 便是翻页. 谱序列具体从
哪一页开始, 抽象观之无关宏旨, 实用中则要视具体情境而定.
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如将谱序列的 dr 视同态射 H(Er−1, dr−1) → H(Er−1, dr−1), 则 ker(dr) ⊃ im(dr)

俱对应 ker (dr−1) 的子对象, 俱包含 im (dr−1). 简单起见, 假定谱序列从 a = 0 起步.
命 Z1 (或 B1) 为 ker(d0) (或 im(d0)), 再命 Z2 (或 B2) 为 ker(d1) (或 im(d1)) 相对于
E0 ⊃ Z1 � E1 的逆像, 依此类推. 迭代给出

0 =: B0 ⊂ B1 ⊂ B2 ⊂ · · · ⊂ Z2 ⊂ Z1 ⊂ Z0 =: E0,

Zr ↔ ker (dr−1) , Br ↔ im (dr−1) , Zr/Br ' Er.
(5.2.1)

� 若存在 Z∞ :=
⋂
r Zr 和 B∞ :=

⋃
r Br, 则定义谱序列 E 的极限为 E∞ :=

Z∞/B∞.

� 若存在 r 使得 r′ ≥ r =⇒ dr′ = 0, 则称 E 在 Er 页退化; 此时易见 Zr = Zr+1 =

· · · 和 Br = Br+1 = · · · , 故 Zr = Z∞, Br = B∞; 作为推论, Er = E∞.

以后探讨同调分次谱序列时, 将会改用 (Er, dr)r 和 Br, Zr 的记法.

命题 5.2.7 设 ϕr : E → E ′ 是谱序列的态射. 若 ϕr 是同构, 则当 s ≥ r 时 ϕs 也是同
构, 而在极限存在的前提下 ϕ∞ : E∞ → E′∞ 也是同构.

证明 同构 ϕr 诱导同构 H(Er, dr) → H(E′r, d
′
r), 后者即 ϕr+1. 不妨设谱序列从 r 起

步, 如此则 (ϕs)s≥r 是谱序列的同构, 于是关于 ϕ∞ 的断言平凡地成立.

推而广之, 对于带平移的 Abel 范畴 (A, T ), 谱序列的定义可以扩及 (Er, dr) ∈
Ob ((A, T ar )d) 的情形, 其中 a1, a2, . . . 是一列整数. 上述的 H(Er, dr) 和 Br, Zr 定义
不变.

在往后需要的推广中, 还可以更进一步让 A 带一族相交换的自同构 T1, . . . , Tn, 而

dr : Er
+~ar

Er, ~ar = (ar,1, . . . , ar,n) ∈ Zn.

且循此一思路, 介绍最常用的两种版本, 它们都涉及分次结构.

定义 5.2.8 (谱序列: 分次和双分次版本) 选定 Abel 范畴 A. 按下述方式定义上同调分
次谱序列和上同调双分次谱序列, 它们都写作 E = (Er, dr)r 之形.

版本 Er dr 态射次数

分次 (Epr )p∈Z ∈ Ob(AZ) (dpr)p dpr : E
p
r

+r
Ep+rr

双分次 (Ep,qr )(p,q)∈Z2 ∈ Ob(AZ×Z) (dp,qr )(p,q) dp,qr : Ep,qr
+(r,−r+1)

Ep+r,q−r+1
r

两种情况下都要求 (dr)
2 = 0, 理解为带次数的态射作合成, 并且资料中都带有指定的同

构 H(Er−1, dr−1)
∼→ Er.
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对偶地, 同调分次 (或双分次) 谱序列为定义为如下资料 (Er, dr)r≥1, 依然要求
(dr)2 = 0 并指定同构 H(Er, dr) ' Er+1:

版本 Er dr 态射次数

分次 (Erp)p∈Z ∈ Ob(AZ) (drp)p drp : E
r
p

−r
Erp−r

双分次 (Erp,q)(p,q)∈Z2 ∈ Ob(AZ×Z) (drp,q)(p,q) drp,q : E
r
p,q

+(−r,r−1)
Erp−r,q+r−1

这些谱序列之间的态射按寻常方式定义, 须和指定的同构相容.

以 (p, q) 坐标绘图, 双分次谱序列中的 dr 和 dr 走向如下.

d0

d1

d2

d3
Ep,qr

d0

d1

d2

d3

Erp,q

无论哪种版本, 都可以按照先前的模式来定义 Bpr ⊂ Zpr , Bp,qr ⊂ Zp,qr , Ep∞, Ep,q∞ 和
Brp ⊂ Zrp , Brp,q ⊂ Zrp,q, E∞p , E∞p,q 等等对象.

例 5.2.9 (有限宽的情形) 许多常见场景中, 双分次谱序列的非零项集中在宽度为 s 的
水平 (或竖直) 带状区域上, 其中 s ∈ Z≥0, 如下图:

· · · • • • · · ·
...

...
...

...
...

· · · • • • · · ·

s 行 或

...
...

...
• · · · •
• · · · •
...

...
... 

s 列

观察箭头走向可见 r > s (或 r ≥ s) 蕴涵 dp,qr = 0 对所有 p, q 成立, 此时谱序列在 Er

页退化. 同调情形类此.

定义 5.2.10 设 E 是上同调 (或同调)双分次谱序列, r ∈ Z. 若对于每个 n ∈ Z, 至多仅
有有限个 (p, q) ∈ Z2 满足 p+ q = n 和 Ep,qr 6= 0 (或 Erp,q 6= 0), 则称 Er (或 Er) 有界.

从 Er+1 ' H(Er, dr) 可见 Ep,qr = 0 =⇒ Ep,qr+1 = 0. 特别地, Er 有界导致 Er+1

有界. 同调情形类此.

命题 5.2.11 设上同调 (或同调) 双分次谱序列 E 满足 Er (或 Er) 有界, 则对于所有
(p, q) ∈ Z2, 存在 r(p, q) 使得当 r ≥ r(p, q) =⇒ Ep,qr = Ep,qr+1 (或 Erp,q = Er+1

p,q ); 作为
推论, E 的极限存在且满足 Ep,qr = Ep,q∞ (或 Erp,q = E∞p,q).
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证明 讨论 Er 情形即可. 给定 n. 基于有界性质,当 r 充分大时,对所有满足 p+ q = n

的 (p, q) 都有 Ep−r,q+r−1r = 0, 因此 Bp,qr = 0. 同理, r 充分大时 Ep+r,q−r+1
r = 0, 因此

Zp,qr = Ep,qr . 明所欲证.

定义 5.2.12 设 E 是上同调 (或同调) 双分次谱序列, r ∈ Z. 若 Ep,qr 6= 0 (或 Erp,q 6= 0)
蕴涵 p, q ≥ 0, 则称 Er (或 Er) 落在第一象限, 类似方法可以定义其他象限的情形.

落在第一象限或第三象限的 Er 显然有界. 从 Er+1 ' H(Er, dr) 可见若 Er 落在第
一象限等等, 则 Er+1 亦然. 同调情形类此.

注记 5.2.13 (边缘计算) 落在第一象限的谱序列特别常见. 以上同调版本为例, 其边
缘项 E•,0r 和 E0,•

r 有特殊的性质. 选定 p, q ≥ 1. 细心探究 dr 走向, 并且回忆到
Er+1 ' H(Er, dr), 可以验证

Ep,02 � Ep,03 � · · ·� Ep,0p+1 = Ep,0∞ (∵ 映出的 d 全为 0),

E0,q
∞ = E0,q

q+2 ↪→ E0,q
q+1 ↪→ · · · ↪→ E0,q

2 ↪→ E0,q
1 (∵ 映入的 d 全为 0).

(5.2.2)

落在第一象限的同调双分次谱序列也有对应的性质: 我们有
E∞p,0 = Ep+1

p,0 ↪→ Epp,0 ↪→ · · · ↪→ E3
p,0 ↪→ E2

p,0 (∵ 映入的 d 全为 0),

E1
0,q � E2

0,q � · · ·� Eq+2
0,q = E∞0,q (∵ 映出的 d 全为 0).

(5.2.3)

来自 (5.2.2) 或 (5.2.3) 的态射统称为边缘态射. 综上可得正合列 (p ≥ 2)

0→ E0,p−1
∞ → E0,p−1

p

d
Ep,0p → Ep,0∞ → 0, (5.2.4)

其中除 d 以外的态射都是边缘态射. 正合列也有同调版本 (p ≥ 2)

0→ E∞p,0 → Epp,0
d
Ep0,p−1 → E∞0,p−1 → 0, (5.2.5)

初学者请务必动笔写下这些项所涉及的态射 d 的走势, 了解它们何时为 0, 从而验证上
述所有断言.

5.3 正合偶
常用的几种谱序列都来自正合偶, 这是 W. Massey 的发现. 为了把握问题的实质,

我们先退回不带次数的情形.

定义 5.3.1 (正合偶) Abel 范畴 A 上的正合偶意谓 A 中的正合图表

D D

E

i

jk
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资料 C := (D,E, i, j, k) 之间的态射按自明的方式定义.

给定正合偶 C = (D,E, i, j, k), 命 d := jk : E → E, 则 dj = jkj = 0 而
kd = kjk = 0, 由此可知 d2 = 0. 根据正合条件易得如下分解:

D ker(d)

i(D) H(E, d)

j

i

∃! j′

ker(d) i(D)

H(E, d)

k

∃! k′
(5.3.1)

另外定义 E′ := H(E, d), D′ := i(D) 和 i′ := i|i(D) : D
′ → D′.

引理 5.3.2 给定正合偶 C = (D,E, i, j, k), 按以上方式构造的资料

C ′ = (D′, E′, i′, j′, k′) :

D′ D′

E′

i′

j′k′

仍是正合偶.

证明 细观 (5.3.1) 并运用正合条件, 不难验证

ker(i′) = i(D) ∩ ker(i) = ker(j) ∩ k(E)

= im
[
ker(d) k

i(D)

]
= im(k′),

ker(j′) = i
(
j−1(jk(E))

)
= i (k(E) + ker(j)) = i (i(D)) = im(i′),

ker(k′) = (ker(k) ∩ ker(d))/ im(d) = (j(D) ∩ ker(jk))/ im(d)

= j(D)/ im(d) = im(j′).

所以新的三角图表仍然正合.

此法迭代, 给出一列正合偶 (C(r))r≥1, 使得 C(1) = C 而 r ≥ 1 时 C(r+1) = C ′(r).
记 C(r) = (Dr, Er, ir, jr, kr), 则 (Er, dr := jrkr)r≥1 给出谱序列.

引理 5.3.3 对于正合偶 C = (D,E, i, j, k) 得出的谱序列 (Er, dr)r≥1, 按 (5.2.1) 定义
E = E1 的一族子对象 Br ⊂ Zr; 此处用上划线是因为它们从 r = 1 起步, 详见稍后的
命题 5.3.4. 当 r ≥ 0 时

Br+1 = j (ker(ir)) ⊂ k−1 (im(ir)) = Zr+1;

B∞ = j

⋃
r≥2

ker(ir)

 ⊂ k−1
⋂
r≥2

im(ir)

 = Z∞,
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前提是所论的
⋃
r 和

⋂
r 存在. 确切地说, 正合偶 C(r+1) 典范地同构于

irD irD

k−1(irD)

j(ker(ir))

i

jr+1kr+1

其中 kr+1 由 k : E → D 诱导, jr+1 则由以下交换图表刻画:

D irD

k−1(irD)
k−1(irD)

j(ker(ir)) .

ir

j jr+1

证明 关于正合偶 C(r+1) 的描述可以递归地论证, 其 r = 0 情形是平凡的 (i0 = id), 而
Br+1 和 Zr+1 的描述则是其简单推论. 由于细节稍显琐碎, 此处略去. 关于 B∞ ⊂ Z∞
的断言由引理 2.6.6 (ii) 料理.

接着说明如何从微分对象构造正合偶.

命题 5.3.4 设 α : (D, d)→ (D, d) 是 Ad 的单态射, 记 d 在 coker(α) 上诱导的态射为
dα, 则有正合偶:

H(D, d) H(D, d)

H(coker(α), dα)

i=H(α)

jk

取 Br+1 ⊂ Zr+1 在 E0 := coker(α) 中的逆像, 记为

0 =: B0 ⊂ B1 ⊂ B2 ⊂ · · · ⊂ Z2 ⊂ Z1 ⊂ Z0 := coker(α).

对于所有 r ≥ 0, 我们有:

� Br+1 是 (αr)
−1

(dD) ⊂ D 在 coker(α) 中的像;

� Zr+1 是 d−1
(
αr+1D

)
⊂ D 在 coker(α) 中的像;

� dr+1 ∈ End(Zr+1/Br+1) 由 d−1(αr+1D)
d
αr+1D ∼

αr+1

D 诱导.

特别地, 我们有典范同构

Er+1 '
Zr+1

Br+1
' d−1(αr+1D) + αD

(αr)−1(dD) + αD
, r ∈ Z≥1.
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证明 正合偶是对 Ad 的短正合列

0→ (D, d)
α

(D, d)→ (coker(α), dα)→ 0

施行引理 5.2.4 (在其中取 T = idA) 的产物; 特别地, 态射 j 由 D � coker(α) 诱导,
而 k 的本质是长正合列中的连接态射. 关于 Br+1 的描述无非是引理 5.3.3 提升到 E0

的版本. 至于 Zr+1, 除了上述引理, 关键还在于描述连接态射 k : H(coker(α), dα) →
H(D, d): 仔细回顾 (2.3.2) 和 (3.6.2) 的构造, 可知它是由行正合交换图表

coker(d) coker(d) coker(dα) 0

0 ker(d) ker(d) ker(dα)
d d dα

α

的中路 d 诱导的, 而 d 又来自 d : D → D. 其余验证繁而不难, 读者不妨先从 A 为模
范畴的情形入手.

微分对象给出的谱序列因此可由 0 起步, 方式是令 E0 := coker(α), d0 := dα.
对于带平移的 Abel 范畴 (A, T ), 由于带次数的态射依然能作合成, 也同样具备正

合性等概念, 正合偶理论容易扩及态射 i, j, k 带有次数的情形. 以 §5.4 即将探讨的场
景为例, 可以考虑正合偶

D D

E

−1

+1

展卷


· · · TD D T−1D T−2D · · ·

· · · TE E T−1E · · ·

 .

记此正合偶为 C . 引理 5.3.3 在带次数情形的自然推广表明 C(r) 形如
• •

•

−1

+r
. 所

以 dr = jrkr 是 r 次态射. 由此得到的谱序列将是分次的.

5.4 滤过微分对象的谱序列
本节伊始, 考虑带平移的 Abel 范畴 (A, T ).

定义 5.4.1 配备滤过 (F•X, dF•X) 的 (X, d) ∈ Ob((A, T )d) 称为 (A, T ) 上的滤过微
分对象. 此时 grpX 也带有自然的 grp d : grpX → T grpX, 使得 (grpX, grp d) ∈
Ob((A, T )d).

由于子对象 FpX 上的 dFpX 宜理解为 d : X → TX 的限制, 今后仍记之为 d. 类
似定义可施于升滤过的情形, 表述完全是对偶的.
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回到谱序列的研究. 上节介绍了如何从微分对象构造正合偶. 现在考虑 A 上的滤
过微分对象 (X, d,F•X). 记 AZ 的标准平移函子为 S : (Y p)p 7→ (Y p+1)p; 注意到它和
对每个 Y p 作用的 T 当然地交换. 以下探讨的态射因而带两种次数: 一是对应于 S 的
“滤过次数”, 二是对应于 T 的 “内次数”, 暂且聚焦于前者.

滤过既然递降, 遂有单态射

α :
(
Fp+1X, d

)
p∈Z ↪→ S−1

(
Fp+1X, d

)
p∈Z = (FpX, d)p∈Z .

于是 E0 := coker(α) = (grpX, grp d)p∈Z, 而 Ep1 = H (grpX, grp d).
将 α 视作 AZ 的 −1 次态射 (相对于 S), 代入命题 5.3.4 得 AZ 上带次数的正合偶:

C =


H
(
Fp+1X, d

)
p

H
(
Fp+1X, d

)
p

H (grpX, grp d)p

−1
H(α)

+1

 ,

此处 ↖ 来自短正合列 0 → (Fp+1X, d) → (FpX, d) → (grpX, grp d) → 0 诱导的连接
态射.

由此得出的 E = (Epr , d
p
r)r≥0
p∈Z
称为 F•X 在 AZ 中确定的谱序列. 在 §5.3 结尾已说

明 dr 相对于 S 是 r 次态射, 表作

dr =
(
dpr : E

p
r → (SrEr)

p = Ep+rr

)
p∈Z ;

当然, dr 的次数也能够从命题 5.3.4 的公式读出.
换言之, 滤过微分对象 (X, d,F•X) 给出定义 5.2.8 的上同调分次谱序列. 留意到

此处的 dpr 也可能带内次数 (除非取 T = idA), 只是略去不标, 细节待 §5.5 梳理.
按 (5.2.1) 的方式定义 Z0 = (grpX, grp d)p 的子对象

Br = (Bpr )p ⊂ (Zpr )p = Zr.

为了简化符号, 以下陈述中省略 d 带有的内次数, 这相当于考虑 T = idA 的特例;
推至一般情形是例行公事, 仅须在涉及 d−1(· · · ) 或 d(· · · ) 处适当地插入平移函子, 以
使表达式有严格意义.

命题 5.4.2 给定滤过微分对象 (X, d,F•X), 相应的谱序列满足

Zpr =

(
FpX ∩ d−1Fp+rX

)
+ Fp+1X

Fp+1X
,

Bpr =

(
FpX ∩ dFp−r+1X

)
+ Fp+1X

Fp+1X
,

而 dpr : E
p
r → Ep+rr 由态射 d−1Fp+rX d Fp+rX ∩ ker(d) 诱导.
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证明 留意到 αr 的 p 次部分可视同嵌入 FpX ↪→ Fp−rX 或 Fp+rX ↪→ FpX. 断言归
结为命题 5.3.4 的分次版本.

既然 AZ 中的 lim−→ 和 lim←− 是逐次取的, E∞ = (Ep∞)p∈Z 可以表作

Ep∞ =
Zp∞
Bp∞

=

⋂
r

(
(FpX ∩ d−1Fp+rX) + Fp+1X

)⋃
r ((FpX ∩ dFp−r+1X) + Fp+1X)

, (5.4.1)

前提是所示之 ⋂ 和 ⋃ 对每个 p 皆存在.

注记 5.4.3 命题 5.4.2 对滤过微分对象给出的谱序列是本章后续讨论的基石. 它是正
合偶的应用, 但我们也完全可以将命题 5.4.2 的公式视为直接定义, 对之验证谱序列所
需的一切性质.

基于以上描述, 可以想见 (X, d,F•X) 的谱序列 Epr 形似一种逐步逼近 H(X, d) 的
过程. 为了明确何谓逼近, 我们需要以下概念.

定义 5.4.4 (诱导滤过) 给定 (A, T ) 上的滤过微分对象 (X, d,F•X), 则 H(X, d) 带有诱
导滤过如下

FpH(X, d) := im [FpX ∩ ker(d)→ H(X, d)] , p ∈ Z;

引理 5.4.5 如果存在 N 使得 FNX = 0, 则 FN H(X, d) = 0. 如果 F•X 是定义 5.1.3
所谓的穷竭滤过, 则 F•H(X, d) 亦然.

证明 第一部分是平凡的, 以下处理第二部分. 根据引理 2.6.6 (ii),
⋃
p FpH(X, d) 是⋃

p (FpX ∩ ker(d)) 的像, 而由 (5.1.1) 可知

⋃
p

(FpX ∩ ker(d)) =
(⋃

p

FpX
)
∩ ker(d) = ker(d).

此外, 若存在 M 使得 FMX = X, 自然也有 FM H(X, d) = H(X, d).

我们将在 §5.5 应用这些观察的分次版本.

引理 5.4.6 给定滤过微分对象 (X, d,F•X), 对每个 p ∈ Z 皆有典范同构

grpH(X, d) ' FpX ∩ ker(d)
(Fp+1X ∩ ker(d)) + (FpX ∩ im(T−1d))

.

证明 展开 FpH(X, d)/Fp+1 H(X, d) 的定义, 并且运用 Abel 范畴中标准的同构定理
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2.6.8 来推导

grpH(X, d) =
(FpX ∩ ker(d)) + im(T−1d)

(Fp+1X ∩ ker(d)) + im(T−1d)

=
(FpX ∩ ker(d)) + (Fp+1X ∩ ker(d)) + im(T−1d)

(Fp+1X ∩ ker(d)) + im(T−1d)

' FpX ∩ ker(d)
((Fp+1X ∩ ker(d)) + im(T−1d)) ∩ (FpX ∩ ker(d))

=
FpX ∩ ker(d)

(Fp+1X ∩ ker(d)) + (FpX ∩ im(T−1d))
;

最后一步用到 SubX 是模格2) (定理 2.6.10), Fp+1X ∩ ker(d) ⊂ FpX ∩ ker(d) 和
im(T−1d) ⊂ ker(d), 其余都是标准的.

定义–命题 5.4.7 给定滤过微分对象 (X, d,F•X), 构造相应的上同调分次谱序列
(Er, dr)r, 则在 (5.4.1) 中的

⋂
r 和

⋃
r 存在的前提下, 极限 E∞ 存在, 而诱导滤过

确定的 grH(X, d) 可以典范地实现为 E∞ 的子商.

� 若 grH(X, d) = E∞, 则称谱序列 (Er, dr)r 弱收敛.

� 若谱序列 (Er, dr)r 弱收敛, F•H(X, d) 穷竭而完备, 则称谱序列 (Er, dr)r 强收
敛.

证明 固定 p ∈ Z. 端详 Ep∞ 的表达式 (5.4.1), 其分子含 (FpX ∩ ker(d)) + Fp+1X, 分
母则包含于 (FpX ∩ im(T−1d)) + Fp+1X (回忆到 d 是态射 X → TX). 这就给出 Ep∞

的子商

(FpX ∩ ker(d)) + Fp+1X

(FpX ∩ im(T−1d)) + Fp+1X

' FpX ∩ ker(d)
((FpX ∩ im(T−1d)) + Fp+1X) ∩ (FpX ∩ ker(d))

=
FpX ∩ ker(d)

(FpX ∩ im(T−1d)) + (Fp+1X ∩ ker(d)) ;

第一个同构是标准的, 其后的等号用到 SubX 是模格, FpX ∩ im(T−1d) ⊂ FpX ∩ ker(d)
和 Fp+1X ⊂ FpX. 将此代入引理 5.4.6.

不同文献对收敛的定义略有出入. 一切陈述对于带有升滤过 (X, d,F•X) 的微分对
象和对应的同调分次谱序列都有对应版本.

2)也就是说对于所有满足 A♭ ⊂ A 的子对象 A,A♭, B ⊂ X 皆有 A♭ + (A ∩B) = (A♭ +B) ∩A.
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5.5 滤过复形的谱序列
延续 §5.4 的思路, 仍选定 Abel 范畴 A. 命题 5.4.2 关于滤过微分对象的结论可以

进一步推广, 容许态射 d 带有次数. 特别地, 这套理论可以用于滤过复形.
具体言之, 以 AZ 代替原先的 A, 其上的平移函子记为 T . 根据例 5.2.5,

(
AZ, T

)
d

的对象 (X, d) 可以视同复形 X ∈ Ob(C(A)); 进一步考虑降滤过 (X, d,F•X), 则
H(X, d) = (Hn(X))n∈Z ,

H (FpX, d) = (Hn (FpX))n∈Z ,

FpHn(X) := im [FpXn ∩ ker (dnX)→ Hn(X)] (定义 5.4.4).

综之, 先前构造的谱序列 E 中的 Er 实则取值在 AZ×Z, 它是双分次对象: 除了滤
过次数 p, 另有关乎复形结构的 “内次数” n, 两者对应的平移函子 S 和 T 严格交换. 已
知 dr 对 S 的次数为 r, 以下来探讨它对 T 的次数.

� 在用来构造 E 的正合偶 C(1) 中, 态射 ↖ 相对于 T 是 1 次的, 其余皆零次: 诚然,
↖ 来自上同调的连接态射, 故对 T 是 1 次态射, 而其余箭头易见为零次.

� 运用引理 5.3.3 的描述, 可递归地推得以上陈述也适用于一般的 C(r).

� 作为推论, dr 和 (X, d) 中的 d 对 T 同样是 1 次态射. 这点也可以直接从命题
5.3.4 的描述一眼看穿.

基于应用考量, 惯例是改用 p 和 q := n− p 来标号, 于是
Er = (Ep,qr )(p,q)∈Z2 = (Zp,qr /Bp,qr )(p,q)∈Z2 ,

Ep,q0 = (grpX)
p+q

,

Ep,q1 = Hp+q (grpX, grp d) ,

dr =
(
dp,qr : Ep,qr → Ep+r,q−r+1

r

)
(p,q)∈Z2 : Er

(r,−r+1)
Er.

换言之, 滤过复形给出定义 5.2.8 的上同调双分次谱序列. 对偶地, 带有升滤过的链复形
给出同调双分次谱序列.

例 5.5.1 考虑滤过复形 (X, d,F•X). 若对所有 n ∈ Z 都有 F0Xn = Xn 和 Fn+1Xn =

0, 则 E0 落在第一象限 (定义 5.2.12): 这是 Ep,q0 = (grpX)
p+q 的直接结论.

命题 5.5.2 给定带有降滤过 F•X 的复形 X ∈ Ob(C(A)), 相应的谱序列满足

Zp,qr =

(
FpXp+q ∩ d−1Fp+rXp+q+1

)
+ Fp+1Xp+q

Fp+1Xp+q
,

Bp,qr =

(
FpXp+q ∩ dFp−r+1Xp+q−1)+ Fp+1Xp+q

Fp+1Xp+q
,
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而 dp,qr : Ep,qr → Ep+r,q−r+1
r 由 d−1Fp+rXp+q+1 d Fp+rXp+q+1 ∩ ker(d) 诱导.

证明 在命题 5.4.2 中计入复形的次数 n = p+ q, 并留意 d 对复形的平移函子 T 是 1

次态射.

同理, (5.4.1) 有双分次版本

Ep,q∞ =
Zp,q∞
Bp,q∞

=

⋂
r

(
(FpXp+q ∩ d−1Fp+rXp+q+1) + Fp+1Xp+q

)⋃
r ((FpXp+q ∩ dFp−r+1Xp+q−1) + Fp+1Xp,q)

, (5.5.1)

前提是所示的 ⋃ 和 ⋂ 存在; 此时 E∞ = (Ep,q∞ )(p,q)∈Z2 .
定义–命题 5.4.7 在此化为双分次版本: grpHp+q(X) 对所有 p, q 皆典范地实现为

Ep,q∞ 的子商. 谱序列的收敛性质也相应地细化.

定义 5.5.3 对 A 上的滤过复形 (X, d,F•X) 构造相应的上同调分次谱序列 (Er, dr)r,
则在 (5.5.1) 中的

⋂
r 和

⋃
r 存在的前提下, grpHp+q(X) 可以典范地实现为 Ep,q∞ 的

子商.

� 若对所有 (p, q) ∈ Z2 皆有 grpHp+q(X) = Ep,q∞ , 则称谱序列 (Er, dr)r 弱收敛.

� 在弱收敛的前提下, 若对所有 n ∈ Z, 滤过 F•Hn(X) 穷竭而完备, 则称谱序列
(Er, dr)r 强收敛.

约定 5.5.4 谱序列的强收敛也记为 Ep,qr ⇒ Hp+q(X); 此处的下标 r 常具体写作 1, 2
等等, 取决于我们着重描述谱序列的哪一页.
推而广之, 若有上同调双分次谱序列 E , 滤过分次对象 (H,F•H) 连同同构 Ep,q∞ '

grpHp+q, 而且 F•H 穷竭而完备, 则我们也将此情境标记为 Ep,qr ⇒ Hp+q. 同调双分次
谱序列的情形依此类推, 特别地, Erp,q ⇒ Hp+q 蕴涵 E∞p,q ' grpHp+q.

以下的经典收敛定理对于初步应用已经足够. 更广的收敛条件可参见 [4].

定理 5.5.5 (经典收敛定理) 考虑滤过复形 (X, d,F•X). 假定对于每个 n ∈ Z,
� 滤过 F•Xn 是穷竭的 (定义 5.1.3),
� 存在 N = N(n) 使得 FNXn = 0,

则相应的谱序列强收敛 (定义–命题 5.4.7).
如果将条件强化为每个 Xn 的滤过皆有限 (定义 5.1.1), 则 Hn(X) 上的诱导滤过

也有限. 此时相应的谱序列有界 (定义 5.2.10).

证明 基于引理 5.4.5, 确切地说是其分次版本, 诱导滤过 F•Hn(X) 穷竭而完备. 问题
归结为证弱收敛.

有必要回顾定义–命题 5.4.7的证明,它说明如何对每个 (p, q) ∈ Z2 将 grpHp+q(X)
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实现为 Ep,q∞ 的子商: 关键是⋂
r

((
FpXp+q ∩ d−1Fp+rXp+q+1

)
+ Fp+1Xp+q

)
⊃
(
FpXp+q ∩ ker(d)

)
+ Fp+1Xp+q,⋃

r

((
FpXp+q ∩ dFp−r+1Xp+q−1)+ Fp+1Xp+q

)
⊂
(
FpXp+q ∩ im(d)

)
+ Fp+1Xp+q.

证明谱序列弱收敛相当于将这些包含关系改进为等号. 然而, 当 r � 0 (相对于 p, q) 时,
第一式的 ⋂

r 内部无非是 (FpXp+q ∩ ker(d)) + Fp+1Xp+q, 故等号成立.
对于第二式, 可以先将 +Fp+1Xp+q 移出 ⋃

r. 回忆到 d(F•Xn) 必为 d(Xn) 的穷
竭滤过, 故⋃

r

(
FpXp+q ∩ dFp−r+1Xp+q−1)

∵ (5.1.1)
FpXp+q ∩

⋃
r

dFp−r+1Xp+q−1

= FpXp+q ∩ d
⋃
r

Fp−r+1Xp+q−1 = FpXp+q ∩ im(d).

最后假定每个 Xn 的滤过皆有限, 这时 F•Hn(X) 自然有界. 以下说明谱序列有界.
选定 r 和 n, 设 p+ q = n. 根据命题 5.5.2 的描述, p� 0 时 Zp,qr 的分子为 0, 而 p� 0

时分母为 Xn. 由此可见至多仅有有限个 (p, q) 使得 Ep,qr+1 6= 0.

对偶版本不言自明, 此处不再重复.

推论 5.5.6 (低次项的正合列) 设滤过复形 (X, d,F•X) 满足

F0Xn = Xn, Fn+1Xn = 0, n ∈ Z,

如例 5.5.1. 对应的谱序列给出典范正合列

0→ E1,0
2 → H1(X)→ E0,1

2

d
E2,0

2 → H2(X).

对于带升滤过的链复形 X, 若 F−1X = 0 而 FnX = X, 则对偶地有典范正合列

H2(X)→ E2
2,0

d
E2

0,1 → H1(X)→ E2
1,0 → 0.

证明 在 (5.2.4) 代入 p = 2, 得到正合列

0→ E0,1
∞ → E0,1

2

d
E2,0

2 → E2,0
∞ → 0.
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基于经典收敛定理 5.5.5, 我们有 E0,1
∞ ' gr0 H1(X), E1,0

∞ ' gr1 H1(X) 和 E2,0
∞ '

gr2 H2(X). 根据条件,

gr2 H2(X) = F2 H2(X), gr1 H1(X) = F1 H1(X),

gr0 H1(X) = H1(X)/F1 H1(X) = H1(X)/E1,0
∞ .

此外, 对 (5.2.2) 代入 p = 1 给出 E1,0
2 = E1,0

∞ . 这些等式拼接为所求的正合列. 同调版
本不赘.

在 Ep,qr 强收敛的前提下, 一旦掌握足够多个 (Er, dr), 原则上便能从 E∞ 读出(
grpHp+q(X)

)
p,q∈Z. 然而从 (grpHn(X))p 过渡到 Hn(X) 相当于在 A 中确定一系列扩

张; 除非 Hn(X) 分裂, 一般不易处理. 如果我们仅考量较粗糙的性质, 则谱序列有时能
提供简洁的答案. 以下阐释的例子本质上是 Euler–Poincaré 原理的应用.

引理 5.5.7 设 E = (Er, dr)r≥1 是上同调双分次谱序列, 而且存在 r 使得{
(p, q) ∈ Z2 : Ep,qr 6= 0

}
是有限集,

则当 r � 0 时 E 在 Er 页退化.

证明 由条件知 r 足够大时 Er 的非零项集中在一个长宽皆有限的区域. 代入例
5.2.9.

命题 5.5.8 设上同调双分次谱序列 (Er, dr)r 满足以下条件:
� 存在 r 使得

{
(p, q) ∈ Z2 : Ep,qr 6= 0

}
是有限集,

� 强收敛性 Ep,qr ⇒ Hp+q, 含义如约定 5.5.4,
则在定义 2.9.8 的群 K0(A) 中, 当 r � 0 时等式∑

n∈Z

(−1)n [Hn] =
∑
p,q∈Z

(−1)p+q [Ep,qr ]

成立, 两边都是有限和.

证明 当 r � 0 时, 右式的和仅有有限项非零. 此外,

Ep,qr+1 ' H
[
Ep−r,q+r−1r

d
Ep,qr

d
Ep+r,q−r+1
r

]
按 n := p+ q 来统计次数, 则 d 是次数为 1 的态射. 在 K0(A) 当中对 n 取交错和, 然
后应用定理 2.9.11 得到∑

p,q∈Z

(−1)p+q [Ep,qr ] =
∑
p,q∈Z

(−1)p+q
[
Ep,qr+1

]
.

引理 5.5.7 说明谱序列终归退化, 因此当 r � 0 时 Ep,qr = Ep,q∞ 对所有 (p, q) 成立.
于是 r � 0 时∑

p,q

(−1)p+q [Ep,qr ] =
∑
p,q

(−1)p+q
[
grpHp+q(X)

]
=
∑
n

(−1)n
∑
p

[grpHn] ,
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条件确保求和皆有限. 而按引理 2.9.9 (v) 和 F•H 的条件, 我们又有∑
p [grpHn(X)] =

[Hn(X)].

若 (Er, dr)r 来自滤过复形 (X, d,F•), 而且每个 Xn 的滤过 F•Xn 皆有限, 则定理
5.5.5 确保命题 5.5.8 的强收敛条件 Ep,qr ⇒ Hp+q(X) 自动成立, 但关于 {(p, q) : Ep,qr 6=
0} 的条件则并非自动的.

滤过复形已经足以产出一些简单而有用的谱序列, 见本章习题. 本书的主题是代数
学, 其中最广为人知的几种谱序列都来自双复形, 是以我们先转向双复形的情形.

5.6 双复形的谱序列及其应用
以下总默认 Abel 范畴 A 具备所论的可数直和或可数积. 设 X 是 A 上的双复形,

写作 X ∈ Ob(C2(A)). 全复形 tot⊕X 具有两种降滤过

FpI (tot⊕X)n =
⊕
i+j=n
i≥p

Xi,j ,

FqII(tot⊕X)n =
⊕
i+j=n
j≥q

Xi,j .

对每个 (i, j) 分量个别地考察, 可见⋂
p

FpI = 0 =
⋂
q

FqII,
⋃
p

FpI = tot⊕X =
⋃
q

FqII.

由此得到滤过复形, 对应的谱序列分别记为 EI = EI(X) 和 EII = EII(X), 或更具体
地记为 Ep,qI,r 和 Ep,qII,r, 其中 r ∈ Z≥0. 假如 Xp,q 6= 0 =⇒ p, q ≥ 0, 这时我们称 X 落在
第一象限, 则对于 ? ∈ {I, II}, 我们有

F0
? (tot⊕X)

n
= (tot⊕X)

n
, Fn+1

? (tot⊕X)
n
= 0,

相应的谱序列因而也落在第一象限.
对于链双复形 X, 同样可定义两种升滤过

FI,p (tot⊕X)n =
⊕
i+j=n
i≤p

Xi,j ,

FII,q (tot⊕X)n =
⊕
i+j=n
j≤q

Xi,j ,

以及对应的同调双分次谱序列.
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命题 5.6.1 对于 X ∈ Ob(C2(A)), 其谱序列的前几页和相应的态射 d 有如下描述

Ep,q0 dp,q0 Ep,q1 dp,q1 Ep,q2

EI Xp,q (−1)p△dp,q Hq(Xp,•, △d) Hq(▷dp,•) HI HII(X)p,q

EII Xq,p ▷dq,p Hq(X•,p,▷d) (−1)q Hq(△d•,p) HII HI(X)q,p

函子 HI,HII : C2(A)→ C2(A) 的定义见诸 §3.10, 特别是 (3.10.1).
对于链复形及其同调, 类似方法可得下表.

E0
p,q d0p,q E1

p,q d1p,q E2
p,q

EI Xp,q (−1)p△dp,q Hq(Xp,•,
△d) Hq(▷dp,•) HI HII(X)p,q

EII Xq,p
▷dq,p Hq(X•,p,▷d) (−1)q Hq(△d•,p) HII HI(X)q,p

证明 这是按命题 5.5.2 的描述循规蹈矩地验证的结果, △d 所带正负号来自全复形的
定义. 细节不赘.

这些定义和结果对 totΠX 也可以如法炮制, 性质完全类似.
对于 X ∈ Ob(C2

f (A)) (定义 3.10.1), 其全复形仅涉及有限直和, 不必区分 ⊕ 和 Π

两种版本, 统一记为 totX.

定理 5.6.2 设 X ∈ Ob(C2
f (A)), 则相应的两个谱序列 EI 和 EII 皆有界, 强收敛, 而

Hn(totX) 上对应的两个诱导滤过对每个 n ∈ Z 皆有限.

证明 从 C2
f (A) 的定义可见 F•I (totX)

n 和 F•II (totX)
n 对每个 n 都是有限滤过. 代

入定理 5.5.5.

以下介绍具有代表性的几个应用. 由于涉及的滤过和谱序列总是有限, 这些结果适
用于一切 Abel 范畴3).

例 5.6.3 今以谱序列重证定理 3.10.6: 若 C2
f (A) 的态射 f : X → Y 诱导 HII HI(X)

∼→
HII HI(Y ) (或 HI HII(X)

∼→ HI HII(Y )), 则 tot(f) : tot(X)→ tot(Y ) 是拟同构.
首先设 HII HI(X)

∼→ HII HI(Y ); 由 f 诱导谱序列的态射 EII(X) → EII(Y ). 它在
E2 页已经是同构, 于是在极限页 E∞ 也给出同构 (命题 5.2.7).

基于定理 5.6.2 确保的收敛性, tot(f) 给出的 grp (Hn tot(X)) → grp (Hn tot(Y ))

对所有 p, n ∈ Z 都是同构. 已知 Hn 上的诱导滤过有限, 故 Hn tot(f) : Hn tot(X) →
Hn tot(Y ) 也是同构 (命题 5.1.4).

若考虑谱序列 EI, 则可相应地从 HI HII(X)
∼→ HI HII(Y ) 推导 tot(f) 是拟同构.

例 5.6.4 (双函子求导) 设 Abel 范畴 A1 和 A2 有足够的内射对象 (或投射对象), 而
双函子 F : A1 × A2 → B 对每个变元都左正合 (或右正合). 以下举左正合情形为例.

3)稍加精确地说, 极限项 Zp,q∞ , Bp,q∞ , Ep,q∞ 的存在性和定义 5.1.3 关于穷竭滤过的条件都不成问题.
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设 Xi ∈ Ob(Ai) 并选定内射解消 0 → Xi → I0i → · · · ; 当 n < 0 时命 Ini := 0 (其中
i = 1, 2). 以此构造落在第一象限的双复形

Y p,q := F (Ip1 , I
q
2 ) .

对应的第一象限谱序列 EI 因而满足

Ep,q1 = Hq (F (Ip1 , I•2 ))⇒ Hp+q(tot(Y )), p, q ∈ Z.

右式的 Hp+q(totY ) 是右导出双函子的取值 Rp+qF (X1, X2), 请见定义 4.7.7.
现在进一步要求 F 是平衡的 (定义 3.14.1); 因此 F (Ip1 , ·) 是正合函子. 这说明

q 6= 0 =⇒ Ep,q1 = 0 而 Ep,01 = F (Ip1 , X2). 由此可见 q 6= 0 =⇒ Ep,q2 = 0, 而

Ep,02 = Hp
[
· · · → F (Ip1 , X2)→ F (Ip+1

1 , X2)→ · · ·
]

= (RpIF )(X1, X2), 符号如定理 3.14.2.

特别地, 谱序列在 E2 页退化, 导致

Ep,q2 = Ep,q∞ ,

Ep,q∞ = grpHp+q (tot(Y )) = 0, 如果 q 6= 0,

Ep,0∞ = Hp (tot(Y )) = RpF (X1, X2).

这就给出了 RnF (X1, X2) ' (RnI F )(X1, X2). 若改用 EII, 同理可得 RnF (X1, X2) '
(RnIIF )(X1, X2). 于是 RIF ' RIIF ; 这正是定理 3.14.2 的陈述.

例 5.6.5 (超导出函子的谱序列) 设 A 和 B 是 Abel 范畴, A 有足够的内射对象 (或投
射对象), 而 F : A → B 是左正合 (或右正合) 加性函子. 我们在 §3.12 的前半部对复
形 X ∈ Ob(C+(A)) (或 X ∈ Ob(C−(A))) 定义了右导出函子 RnF (X) (或左导出函子
LnF (X)), 其中 n ∈ Z. 当 X ∈ Ob(A) 时, 它们是经典意义下的导出函子; 与此相对, 一
般复形的情形则习惯称为超导出函子. 两者可由谱序列相连系. 以下阐述右导出函子的
情形, 上下标对调便是左导出函子的版本.

设 X ∈ Ob(C+(A)). 将 X 视同集中在第 0 行的双复形, 再取定理 3.11.10 提供的
Cartan–Eilenberg 解消 ε : X → I; 这是 C2

f (A) 的态射. 根据注记 3.11.12 或者例 5.6.3
的结果, tot(ε) : X = tot(X)→ tot(I) 是 C+(A) 中的拟同构, 因而是 X 的内射解消.

从双复形 (C2F )(I) ∈ Ob
(

C2
f (B)

)
构造收敛谱序列 EI 和 EII, 它们收敛到相同目

标 Hp+q tot
(
(C2F )I

)
= Hp+q CF (tot I), 亦即超导出函子的取值 Rp+qF (X).

先看 EI. 因为 Ip,• 是 Xp 的内射解消, 故 Ep,qI,1 = Hq (FIp,•) ' RqF (Xp), 右式是
经典导出函子 RpF 在 Xp 的取值. 类似道理,

Ep,qI,2 = Hp
[
· · · → RqF (Xp)→ RqF (Xp+1)→ · · ·

]
.
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更有趣的兴许是 EII 的 E2 页. 基于 Cartan–Eilenberg 解消的性质, 取横向上同
调的产物 HI(I)

q,• 给出 Hq(X) 的内射解消, 而注记 3.11.11 说明 F 保持横向上同调:
HI(C2F (I))q,• ' CF (HI(I)

q,•). 于是

Ep,qII,2 =

p后取 H

q
先取 H = (RpF ) (Hq(X))

⇒ Rp+qF (X), p, q ∈ Z.

以下介绍的 Grothendieck 谱序列涉及合成函子的求导, 它足以涵摄几何与代数学
中的一大类谱序列, 其论证和例 5.6.5 同样基于 Cartan–Eilenberg 解消.

定理 5.6.6 (Grothendieck谱序列) 考虑 Abel 范畴之间的加性函子

A F A′ F ′

A′′.

设它们都是左正合 (或右正合) 函子, A 和 A′ 有足够的内射对象 (或投射对象), 而且 F

映内射 (或投射) 对象为约定 3.12.8 所谓的 F ′-零调对象, 则对所有 X ∈ Ob(A) 皆存在
第一象限上同调 (或同调) 双分次谱序列

Ep,q2 = (RpF ′)(RqF )(X)⇒ Rp+q(F ′F )(X),

或 E2
p,q = (LpF ′)(LqF )(X)⇒ Lp+q(F ′F )(X).

其收敛性质如定理 5.6.2 所述. 对应的低次项正合列 (推论 5.5.6) 可以分别表为

0→ (R1F ′)(FX)→ R1(F ′F )(X)

→ F ′
(
(R1F )X

)
→ (R2F ′)(FX)→ R2(F ′F )(X),

或

L2(F
′F )(X)→ (L2F

′)(FX)→ F ′ ((L1F )X)

→ L1(F
′F )(X)→ (L1F

′)(FX)→ 0.

证明 基于对偶性, 我们只论上同调情形. 取 X 的内射解消 0→ X → I0 → I1 → · · · ;
当 n < 0 时命 In := 0. 在 A′ 中对 CF (I) := (FIp)p 取 Cartan–Eilenberg 解消
CF (I) → J (定理 3.11.10), 然后考虑第一象限双复形 C2F ′(J) = (F ′(Jp,q))p,q 和相应
的收敛谱序列 EI, EII. 首先,

Ep,qI,2 =

q先取 H

p
后取 H

= Hp
[
· · · → (RqF ′)(FIp)→ (RqF ′)(FIp+1)→ · · ·

]
⇒ Hp+q tot

(
C2F ′(J)

)
.
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既然 F (Ip) 按条件是 F ′-零调的, 当 q 6= 0 时 Ep,qI,2 = 0. 于是和例 5.6.4 全同的论
证表明 EI 在 E2 页退化, 而

Ep,qI,∞ = Ep,qI,2 =

{
Hp (F ′F (I•)) = Rp(F ′F )(X), q = 0

0, q 6= 0

而且 Hp tot
(
C2F ′(J)

)
= Ep,0I,∞ = Rp(F ′F )(X).

转向 EII. 技巧和例 5.6.5 类似, 横向上同调的第 q 列 HI(J)
q,• 给出 Hq(CF (I)) =

(RqF )(X) 的内射解消, 再回忆到 F ′ 保持横向上同调, 由此推导出

Ep,qII,2 =

p后取 H

q
先取 H = (RpF ′)(RqF ) (X)

⇒ Hp+q tot
(
C2F ′(J)

)
= Rp+q(F ′F )(X).

于是 EII 是第一部分所需的谱序列. 将 Ep,qII,2 的描述代入 EII 的低次项正合列 (推
论 5.5.6), 立得后半部分的断言.

Grothendieck 谱序列可视为定理 4.8.8 的一种具体版本, 但它蕴藏的信息比导出范
畴中的同构更加具体, 我们将在 §6.9 给出应用的例子.

例 5.6.7 (环变换) 设 R→ S 为环同态. 取 X 为右 S-模, Y 为左 R-模. 以 SR (或 XR)
代表将 S (或 X) 视作右 R-模. 兹断言存在第一象限同调双分次谱序列

E2
p,q = TorSp

(
X,TorRq (SR, Y )

)
⇒ TorRp+q(XR, Y );

此处赋予 TorRq (SR, Y ) 左 S-模结构, 如注记 3.14.8. 这是定理 5.6.6 的直接应用, 源于
函子的同构

X ⊗
S

(
S ⊗
R
(·)
)
' X ⊗

R
(·) : R-Mod→ Ab,

其内层 S ⊗
R
(·) : R-Mod → S-Mod 以 TorR• (SR, ·) 为左导出函子, 取值在 S-Mod; 基于

上述同构, 内层映平坦模为平坦模, 因此 Grothendieck 谱序列的同调版本确实适用.
采用完全类似的符号和技巧, 对右 R-模 X 和左 S-模 Y 也有

E2
p,q = TorSp

(
TorRq (X,RS), Y

)
⇒ TorRp+q(X,RY ).

接着考虑 Ext函子. 取 X 为左 S-模, Y 为左 R-模,以 RX 代表将 X 视作左 R-模,
按注记 3.14.8 赋予 ExtqR(RS, Y ) 左 S-模结构, 则有第一象限上同调双分次谱序列

Ep,q2 = ExtpS (X,Ext
q
R(RS, Y ))⇒ Extp+qR (RX,Y ),

Ep,q2 = ExtpS
(
TorRq (SR, Y ), X

)
⇒ Extp+qR (Y,RX).
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它们分别对应到函子合成的同构
HomS (X,HomR(RS, ·)) ' HomR(RX, ·),

HomS

(
S ⊗
R
(·), X

)
' HomR(·,RX),

此即 [51, 推论 6.6.8] 介绍的伴随关系. 右导出函子 ExtpS 和左导出函子 TorRq 在第二式
中的混搭不致问题, 因为 HomS 的第一个变元取在相反范畴 S-Modop.

上述谱序列宜和 §4.12 的导出范畴版本对照.

例 5.6.8 对于例 5.6.7 的谱序列 Ep,q2 = ExtpS
(
TorRq (SR, Y ), X

)
⇒ Extp+qR (Y,RX), 谨

记录一个有用的特例兼练习. 假定 S-Mod 的整体维数 ≤ 1 (定义–命题 4.9.7). 这导致
Ep,q2 的非零项集中在 p = 0, 1 区域. 于是当 n ≥ 0 时, ExtnR(Y,RX) 带有的降滤过 F•

必然形如
ExtnR(Y,RX) = F0 ⊃

E0,n
∞

F1 ⊃
E1,n−1

∞

F2 = {0}.

此外, 例 5.2.9 表明谱序列在 E2 页退化, 故 Ep,q2 ' Ep,q∞ . 综上可得短正合列
0→ Ext1S

(
TorRn−1(SR, Y ), X

)
→ ExtnR(Y,RX)→ HomS

(
TorRn (SR, Y ), X

)
→ 0;

按惯例规定 TorR−1 = 0. 不妨视上式为泛系数定理的一种变体.
同理, 在右 S-模 X 的 Tor 维数 ≤ 1 的前提下 (例 4.8.10), 谱序列 E2

p,q =

TorSp (X,TorRq (SR, Y )) ⇒ TorRp+q(XR, Y ) 在 E2 页退化; 观察 TorRn (XR, Y ) 上对应
的升滤过, 即得短正合列

0→ X ⊗
S
TorRn (SR, Y )→ TorRn (XR, Y )→ TorS1 (X,TorRn−1(SR, Y ))→ 0.

当 S 是主理想整环时, 关于整体维数和 Tor 维数的前提都自动成立.

5.7 谈谈乘法结构
为了简单和具体起见, 本节取交换环 k 和 A = k-Mod, 这对于经典应用已经足够.

我们将 k-模简称为模, k-代数简称为代数, 并且记 ⊗ := ⊗k.
选定交换幺半群 I, 二元运算记为加法. 简述 [51, §7.4] 的定义如下:

� I-分次模是带有直和分解的模 M =
⊕

i∈IM
i, 属于 M i 的元素称作次数 i 的齐

次元;

� I-分次代数是带有同态 µ : A⊗ A→ A 的分次模, 也写作乘法 xy := µ(x⊗ y), 使
A 成环, 而且

1A ∈ A0, Ai ·Aj ⊂ Ai+j , i, j ∈ I,

因此乘法 µ 完全由资料 µi,j : Ai ⊗Aj → Ai+j 确定;
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� I-分次模或分次代数之间的同态和同构按寻常方式定义, 同样地可以定义 I-分次
版本的子代数和理想.

对于 k ∈ I, 另外定义 I-分次模之间的 k 次同态如下: 这是对所有 i 都满足
ϕ(M i) ⊂ M i+k 的模同态 ϕ : M → N , 由资料 (

ϕi :M i →M i+k
)
i∈I 确定. 取 k = 0

回到寻常意义的同态. 同态合成后的次数相加.

定义 5.7.1 选定交换幺半群 I 连同同态 ε : I → Z/2Z. 所谓微分次数为 k 的微
分 I-分次代数, 意指一个 I-分次代数 A =

⊕
p∈I A

p, 连同次数 k ∈ I 的自同态
d = (dp)p : A→ A, 满足 d2 = 0 和 Leibniz 律:

d(xy) = (dx) · y + (−1)ε(p)x · dy, x ∈ Ap, y ∈ Ap
′
, p, p′ ∈ I.

简单地观察到 d(1A) = d(1A · 1A) = d(1A) + d(1A), 故 d(1A) = 0. 易见 ker(d) 是
A 的 I-分次子代数, 而 im(d) 是 ker(d) 的 I-分次双边理想. 由此可见

H(A, d) := ker(d)/ im(d)

仍然是 I-分次代数.

例 5.7.2 取 I = Z 和 ε(p) = p mod 2. 对于任意 k-线性范畴 B 上的复形 X, 定
义 3.2.1 的 Hom 复形 Hom•(X,X) 对 d = dHom•(X,X) 成为微分 Z-分次代数, 微
分的次数为 1. 这些断言基本是引理 3.2.4 的内容. 我们有 H(Hom•(X,X), d) =⊕

n∈Z HomK(B)(X,X[n]), 乘法来自 K(B) 中的态射合成.

例 5.7.3 取 k = C, I = Z 和 ε(p) = p mod 2. 光滑流形 X 上的 p 次 C-值微分形式构
成向量空间 Ap(X). 命 A(X) :=

⊕dimX
p=0 Ap(X), 它对乘法 µ(ω ⊗ η) := ω ∧ η 和外微分

运算 d 构成微分 Z-分次代数, 微分的次数为 1. 对应的 H(A(X), d) =
⊕

pH
p
dR(X) 无非

X 的 de Rham 上同调, 来自 ∧ 的乘法给出其上的分次代数结构. 这是拓扑学的基本对
象, 它和 X 的奇异上同调环分次地同构.

留意到 H(A(X), d) 的乘法还满足 xy = (−1)pqyx, 其中 x 和 y 分别是 p 次和 q

次齐次元, 这是因为 A(X) 的乘法已有此性质. 举个简单美好的例子: 复射影空间
X := Pn(C) 给出分次代数 H(A(X), d) ' C[t]/(tn+1), 变元 t 对应到次数 2 的齐次元.

言归正传, 本节考虑的情形是:

简称 I ε : I → Z/2Z

单分次 Z ε(p) = p mod 2

双分次 Z2 ε(p, q) = p+ q mod 2

相关理论和定义 5.2.1 有所重叠, 但本节的重心在于先前未提及的乘法.
为了减省符号, 以下经常将种种情况统称为 “分次”, 主要倚靠上标 p 或 (p, q) 来区

分, 并且相应地将微分 I-分次代数统称为微分分次代数.
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约定 5.7.4 对于 A = k-Mod 情形的上同调双分次谱序列 E , 我们将每一页 Er 视同分
次模⊕

p,q E
p,q
r , 将 dr = (dp,qr )p,q 看作分次模 Er 的自同态, 次数为 (r,−r+1). 同调情

形以及单分次的情形依此类推.

简言之, 带有乘法结构的谱序列是由微分分次代数构成的谱序列.

定义 5.7.5 上同调双分次谱序列 E 上的乘法结构是一族同态 µr : Er ⊗ Er → Er (即
“乘法”), 使得

� 每个 (Er, µr, dr) 都成为微分分次代数, 微分次数为 (r,−r + 1);

� 谱序列资料中的 tr+1 : H(Er, dr)
∼→ Er+1 是分次代数的同构.

对于单分次或同调谱序列, 也能类似地定义乘法结构.

之前的讨论蕴涵 Zr = ker(dr) 是 Er 的分次子代数, 而 Br = im(dr) 是 Zr 的双边
分次理想, 故 H(Er, dr) 成为分次代数, 这是定义 5.7.5 的严谨解释.

进一步, 在极限存在的前提下, Z∞ =
⊕

p,q Z
p,q
∞ 也是分次子代数, 以 B∞ =⊕

p,q B
p,q
∞ 为其分次理想, 因而 E∞ 也是分次代数.

作为实例, 以下考虑微分次数为 1 的微分分次代数, 也简称 dg-代数. 展开定义
可见这相当于由 k-模构成的复形 X = (Xn, dnX)n∈Z, 使得 X

等同 ⊕
nX

n 带有乘法
µ : X ⊗X → X, 满足于 Xp ·Xp′ ⊂ Xp+p′ 和 Leibniz 律

d(xy) = dx · y + (−1)px · dy, x ∈ Xp, y ∈ Xp′ .

现在设资料 (X, d) 扩充为滤过复形 (X, d,F•X), 回忆到这已蕴涵 d(FpX) ⊂ FpX; 我
们进一步要求 X 的乘法与滤过相容:

FpXn · Fp
′
Xn′
⊂ Fp+p

′
Xn+n′

.

此时称 (X, d, µ,F•X) 为滤过微分分次代数. 对于 H(X, d) 上的诱导滤过, 上述条
件确保

grH(X, d)
等同 ⊕

(p,q)∈Z2

grpHp+q(X, d)

自然地成为分次代数.

命题 5.7.6 设 (X, d, µ,F•X) 为滤过微分分次代数, 微分次数为 1.

(i) 滤过复形 (X, d,F•X) 的谱序列 E 具有典范的乘法结构.

(ii) 经典收敛定理 5.5.5 包含的 Ep,q∞ ' grpHp+q(X, d) 实际还给出分次代数的同构
E∞ ' grH(X, d).
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证明 设 x ∈ Ep,qr , y ∈ Ep′,q′r , 基于命题 5.5.2 的描述, 取它们的原像
x̃ ∈ FpXp+q ∩ d−1

(
Fp+rXp+q+1

)
, ỹ ∈ Fp

′
Xp′+q′ ∩ d−1

(
Fp

′+rXp′+q′+1
)
.

按定义可得
x̃ỹ ∈ Fp+p

′
Xp+q+p′+q′ ,

d(x̃ỹ) = dx̃ · ỹ + (−1)p+qx̃ · dỹ ∈ Fp+p
′+rXp+q+p′+q′+1.

于是 x̃ỹ 确定元素 xy ∈ Ep+p′,q+q′r ; 例行计算 (请验证!) 表明 xy 仅依赖 x 和 y.

其次, dr : Er
(r,−r+1)

Er 是由 X 上的微分 d 诱导的, 这就给出 Er 的微分分次
代数结构, 所需的结合律以及 Leibniz 律等性质全部化到 (X, d) 上去检验; 同理可见
H(Er, dr) ' Er+1 也是分次代数的同构.

关于经典收敛定理中的典范同构 Ep,q∞ ' grpHp+q(X, d) 保乘法的断言同样是化约
到 X 上来检验, 不必赘述.

注记 5.7.7 乘法结构是拓扑学所倚重的工具. 脱离乘法的代数拓扑学几乎不可思议,
或至少是味同嚼蜡的. 历史上, Leray 初逢谱序列时就已考虑了乘法结构, 称之为 “谱
环”. 拓扑学中关于谱序列的计算经常可借此大大地简化. 这也是本节简介乘法结构的
考量, 尽管仅及皮毛.

在套用乘法结构的定义 5.7.5 时有一个显而易见的麻烦. 定义中所有 Er 的微分分
次代数结构必须全体给定, 因为单从定义看, 上一页的乘法毫无理由能诱导至下一页.
这种给法在一些场合确实可以办到, 例如命题 5.7.6.
对于一般的或者难以手算的情形, 鉴于谱序列的构造往往是从简单的资料起步, 例

如 §5.3 的正合偶, 我们自然要问: 能否提炼出关于正合偶的简单条件, 使得对应的谱序
列带有乘法结构?

答案似乎是否定的. 我们需要正合偶之外的信息. 对此, 一个有用的构造来自同样
经典的 Cartan–Eilenberg 系及其上的谱积, 详阅 [11, II.A]. 作为应用, 拓扑学中至
关重要的 Serre–Atiyah–Hirzebruch谱序列对于任何满足乘性的广义上同调理论都具有
乘法结构. 由于相关内容已经偏离主线, 这边点到为止.

习题
1. 对于 Abel 范畴 A, 针对滤过对象构成的范畴 Fil•(A) 验证以下性质.

(i) 它是加性范畴, 所有态射都有核, 余核, 像, 余像; 尽量具体地描述.

(ii) 对于 Fil•(A) 的态射 f : X → Y , 若 f(FnX) → f(X) ∩ FnY 对所有 n 都是同构,
则称 f 是严格态射; 证明此概念和定义 1.2.4 的版本等价.
提示 这相当于说 f(X) 上的两个自然滤过相等: 一者是 F•X 的像, 一者是 F•Y

的限制. 前者对应 Fil•(A) 中的 coim(f), 后者则对应 im(f).
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(iii) 举例说明 Fil•(A) 一般不是 Abel 范畴.

尽管滤过对象不成 Abel 范畴, 对于有限滤过的情形, 几何学中依然有必要引进滤过导出
范畴 DF(A), 其定义需要比较深入的技巧, 见 [42, Tag 05RX].

2. 给定 Abel 范畴 A 上的滤过微分对象 (X, d,F•X), 证明谱序列中的 dp1 : Ep1 → Ep+1
1 是

微分对象的短正合列

0→ grp+1X → FpX/Fp+2X → grpX → 0

所诱导的连接态射.

3. (Bockstein 谱序列) 设 f 为交换环 R 的非零因子, 对任意 R-模 M 定义 M [f ] := {m ∈
M : fm = 0}; 满足 M [f ] = {0} 的 M 称为 f -无挠的. 设 C 为链复形, 每个 Cn 都是
f -无挠的. 于是乘以 f 给出链复形的单态射 α : C → C. 对于资料 (C,α), 命题 5.3.4 给
出正合偶

H•(C) H•(C)

H•

(
C ⊗

R
R/(f)

)
H•(α)

−1

和相应的同调分次谱序列 (Erq )r≥0
q∈Z

. 敬请尽量明确地描述每一页 (Er, dr) 以及 E∞.

4. 承上题, 取 R = Z 和素数 f = p, 并且设每个 Cn 都是有限秩自由 Z-模. 对任意 Z-模 M ,
其挠元构成的子模记为 Mtor; 定义 M 的无挠商 Mtf :=M/Mtor. 证明

E∞
q ' Hq(C)tf ⊗

Z
Fp, q ∈ Z.

由此推导
dimFp Hq

(
C ⊗

Z
Fp
)
≥ dimFp

(
Hq(C)tf ⊗

Z
Fp
)
.

举例说明可以有严格的不等式.

5. (两列和两行的谱序列) 设有强收敛谱序列 Ep,q2 ⇒ Hp+q, 按约定 5.5.4 理解.

(i) 证明若 Ep,q2 仅在 p ∈ {0, 1} 时非零, 则对所有 q ∈ Z 皆有典范短正合列

0→ E1,q−1
2 → Hq → E0,q

2 → 0.

(ii) 证明若 Ep,q2 仅在 q ∈ {0, 1} 时非零, 则对所有 p ∈ Z 皆有典范正合列

· · · → Hp−1 → Ep−2,1
2

d2
Ep,02 → Hp → Ep−1,1

2

d2
Ep+1,0

2 → Hp+1 → · · · .

(iii) 试处理 E2
p,q ⇒ Hp+q 的版本. 提示 上下对调, 箭头反转, 其余不变.

6. 考虑满足定理 5.6.6 前提的左正合函子 F ′ 和 F , 进一步要求 RF ′ 和 RF 都是有限维的.

(i) 证明 F ′F 也是有限维的, 并给出维数的一个上界.

(ii) 考虑由三角函子 RF , RF ′ 和 R(F ′F ) 确定的同态 χF : K0(A)→ K0(A′) 和类似的
χF ′ , χF ′F ; 详见 §3 习题. 证明 χF ′F = χF ′ ◦ χF .
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这些性质也可以用导出范畴来论证. 右正合函子和 LF ′, LF 的情形当然是对偶的.

7. 考虑有足够内射对象的 Abel 范畴 A 和 X ∈ Ob(A), 带有限滤过 X = F0X ⊃ · · · ⊃
FN+1X = 0. 设 G : A → A′ 是左正合加性函子. 证明存在强收敛谱序列

Ep,q1 = Rp+qG (grpX)⇒ Rp+qG(X).

提示 一种方法是仿照 Cartan–Eilenberg解消的构造 (定理 3.11.10,倚靠命题 3.11.9),
从 FNX 起步, 取适当的一列内射解消

...
...

F0I1 · · · FNI1

F0I0 · · · FNI0

F0X · · · FNX

0 0

⊃ ⊃

⊃ ⊃

⊃ ⊃

使得对 F•(I) 取 CG 后依然得到滤过复形, 并且使相应的谱序列满足所求.

8. 设 R 为环, C =
(
Cn, d

C
n

)
n
是右 R-模构成的链复形, D 是左 R-模. 设每个 Cn 都是平

坦模, 而且 n � 0 =⇒ Cn = 0. 取投射解消 · · · → P1 → P0 → D → 0 并构造双复形
C• ⊗

R
P•.

(i) 说明对应的同调双分次谱序列 EI 在 E1
I 页退化.

(ii) 说明 (E2
II)p,q = TorRp (Hq(C), D)⇒ Hp+q

(
C• ⊗

R
D

)
.

(iii) 证明当所有 im
(
dCn
) 皆平坦时, 这给出同调 Künneth 定理 3.14.12 的短正合列.

提示 平坦解消 0→ im
(
dn+1
C

)
→ ker (dnC)→ Hn(C)→ 0 导致 E2

II 的非零项集中
在 p ∈ {0, 1}.

9. 设 R, S 为环, X 为右 R-模, Y 为 (R,S)-双模, Z 为左 S-模. 构造双复形使得相应的谱
序列满足

(E2
I )p,q = TorRp

(
X,TorSq (YS , Z)

)
, (E2

II)p,q = TorSp
(

TorRq (X,RY ), Z
)
.

提示 取 X 和 Z 的解消. 熟悉导出范畴的读者可对照关于结合约束的命题 4.12.13
(取 A = k = B).

10. 试明确例 5.6.8 的短正合列中的典范同态 ExtnR(Y,RX)→ HomS

(
TorRn (SR, Y ), X

)
.
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第六章 群的同调与上同调

设 G 为群, k 为交换环. 所谓 G-模, 意谓带有左线性 G-作用的 k-模, 作用写作左
乘; k 在许多场合经常取作 Z. 全体 G-模构成 Abel 范畴 G-Mod, 它同构于 k[G]-Mod,
其中 k[G] 为 G 的群代数. 对 G-模 M 定义作为 k-模的

不变量 MG := {x ∈M : ∀g ∈ G, gx = x} ,
余不变量 MG :=M/ 〈gx− x : g ∈ G, x ∈M〉 .

从代数的观点看, G-模 M 的上同调 Hn(G,M) 和同调 Hn(G,M) 分别是 (·)G 和
(·)G 的右导出函子和左导出函子在 M 的取值, 其中 n ∈ Z≥0.
群的同调与上同调肇源甚古. W. Hurewicz 在 1935 年左右研究了高阶同伦群满足

n > 1 =⇒ πn(E) = 0 的道路连通拓扑空间 E, 证明了它们的同调和上同调群完全由
基本群 π1(E) 确定, 这可能是群上同调可考的最早表述. 随着同调代数在 20 世纪中快
速推进, 群的上同调与同调很快便得到了纯粹代数的表述, 并且被用于处理代数学内部
的问题. 时至今日, 它们已成为数论, 拓扑和几何学中的基本工具.

另一方面, Hn(G,M) 和 Hn(G,M) 也可以分别等同于 k[G]-Mod 中的 Extn(k,M)

和 Torn(k,M), 其中 k 视同平凡 G-模. 通过取 k 的投射解消来计算 Ext 和 Tor, 便能
得到 Hn(G,M) 和 Hn(G,M) 的另一种描述. 事实上, 我们将对左 (或右) k[G]-模 k 给
出典范的解消 L → k, 相应地得到标准复形 (Cn(G,M))n (或链复形 (Cn(G,M))n) 来
表示 Hn(G,M) (或 Hn(G,M)); 见命题 6.2.8 和 6.2.9. 之后的 §§8.6—8.7 将从单纯形
理论的高度来诠释这些典范解消.

以上构成 §§6.1—6.2 的主要内容. 本章将采取经典导出函子理论 (特别是泛 δ-函
子及其刻画) 和导出范畴的双重视角. 经典理论的优势在于 “操作感”, 而导出范畴则提
供比各个上同调或同调群更精细的信息, 思路通常也更明晰. 标准复形或链复形提供的
信息最为精密而典范, 因为它是在复形层次操作的.
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在 §6.3, 我们将就 H1 和 H2 给出具体的诠释: 它们分别对应到叉同态以及 G 对交
换群的扩张等价类. 群扩张的详细内涵可见定义 6.3.5. 事实上, 若将 G 对 M 的所有群
扩张作成 2-范畴 Ext(G,M), 则正规化标准复形的截断 τ≤2C(G,M) 恰好是 Ext(G,M)

的一种线性化身, 这是注记 6.3.10 的内容.
对于任意群同态 ϕ : H → G 和 G-模 M , 可定义作为 H-模的拉回 ϕ∗M ; 基于模论

的一般构造, 对 ϕ∗ 可以简单地写下右伴随和左伴随. 对于 ϕ 为子群的包含同态的情
形, ϕ∗ 被称为 G-模的限制函子, 另记为 ResGH , 而相应的右 (或左) 伴随记为 IndGH (或
indGH), 称为两种诱导函子. 我们将在 §6.4 着重探讨其性质. 特别地, 我们将证明所谓
Shapiro 引理 (定理 6.4.3):

Hn
(
G, IndGH(N)

)
' Hn(H,N), Hn

(
G, indGH(N)

)
' Hn(H,N).

接续关于 ϕ∗ 的一般讨论, §6.5 将定义一族典范同态

Hn(G,M)→ Hn(H,ϕ∗M), Hn(H,ϕ∗M)→ Hn(G,M).

它们可以和上同调或同调的函子性相结合, 从而使任意等变同态 f : M → N (或
f : N → M) 诱导相应的典范同态 Hn(f) (或 Hn(f)), 其中 M 是 G-模而 N 是 H-模;
详见定义 6.5.7. 对于 n = 2 的特例, §6.6 将从群扩张的方面来诠释这些典范同态.
为了具体起见, §6.7 探讨有限循环群和自由群的例子. 相关论证是群论技巧与上同

调的一曲协奏. 群的上同调维和同调维数 (定义 6.7.8) 也将不失时机地进入视野.
群论的具体感觉延续到 §6.8. 我们将在 (G : H) 有限的情形对限制函子和诱导函

子陈述进一步的性质; 事实上, 此时 IndGH = indGH . 定义–命题 6.8.4 将对此情形给出一
族典范同态

corn : Hn(H,M)→ Hn(G,M), corn : Hn(G,M)→ Hn(H,M),

其中 M 是 G-模, 而 ResGHM 也被简记为 M 以减省符号. 这被称为余限制同态,
和 H ↪→ G 诱导的典范同态 (即限制, 记为 resn 和 resn) 反向. 它们满足基本等式
cornresn = (G : H) 和 resncorn = (G : H) (命题 6.8.5), 而特例 cor1 : H1(G,Z) →
H1(H,Z) 化为群论中经典的转移同态 VerG|H : Gab → Hab.

设 H 为 G的正规子群,M 为 G-模,此时 Hq(H,M)和 Hq(H,M)皆成为 G/H-模;
§6.9 所探讨的 Lyndon–Hochschild–Serre 谱序列

Ep,q2 = Hp(G/H,Hq(H,M))⇒ Hp+q(G,M),

E2
p,q = Hp(G/H,Hq(H,M))⇒ Hp+q(G,M)

是群上同调与同调理论中不可或缺的进阶工具, 详见定理 6.9.3; 其低次项正合列蕴藏的
信息尤其有用. Lyndon–Hochschild–Serre 谱序列既是 Grothendieck 谱序列的一则应
用, 也来自于标准复形的一个典范滤过; 后者的信息更精细, 譬如注记 6.9.5 提及的乘法
结构.
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确切地说, 群上同调的乘法运算是渊源于拓扑学的杯积. 我们在 §6.10 循两种观点
切入: 一是将杯积理解为 G-模张量积运算的自然反映, 导出范畴的语言对此起到帮助.
二是在标准复形的层次直接写下公式 (定义–命题 6.10.7). 后者当然是前者的明确化.
推导的关键在于适当地将 k ∼→ k⊗ k 提升为 “对角嵌入” ∆ : L→ L⊗ L, 论证涉及的一
些正负号需要当心.
对于 G 有限的情形, §6.11 介绍的 Tate 上同调 Ĥn(G,M) 是上同调和同调的融合,

其构造依赖于有限群特有的典范同态

ν :MG →MG, (x ∈M 的像) 7→
∑
g∈G

gx.

Tate 上同调在 n ≥ 1 (或 n ≤ −2) 时等于 Hn(G,M) (或 H−n−1(G,M)), 而在 n = 0

(或 n = −1) 时等于 coker(ν) (或 ker(ν)). 它依然满足长正合列和 Shapiro 引理等性质,
而且在许多方面比上同调或同调更易于操作, 在数论领域更有突出的应用.

上述理论仅考虑离散群, 带拓扑的情形则棘手不少; §6.12 考虑的 pro-有限群 G 和
光滑 G-模情形是其中一类简单而实用的特例, 相关背景知识见诸 §B.1. 严格地说, 这
套理论的本质依然是代数操作. 对应的上同调既能理解为右导出函子, 也能等价地定义
为有限群上同调的 lim−→, 连续版本的标准复形则提供另一种计算方式. 数论中主要关心
G 为 Galois 群或算术基本群的情形.

最后, §6.13 介绍非交换群的上同调. 对于非交换群通常只能定义 H0 和 H1, 长正
合列相应地受限 (定理 6.13.7). 这套理论特别适合用以分类几何或代数对象, 因为这
些对象的对称群往往是非交换的, 以后的 §7.11 将讨论部分例子. 这些构造同样适用
pro-有限群.

阅读提示
系数环 k 在本章的角色是次要的, 经常取为 Z, 请参阅注记 6.2.12 的说明. 读
者可以衡量自身情况, 略过涉及导出范畴的论证, 这不会影响大部分的经典应
用; 特别地, 上同调的杯积可完全基于定义–命题 6.10.7 的方式以显式操作. 关于
G-模的概念 (见 §6.1) 在后续各章偶尔作为例子或习题出现, 通常只涉及基本定
义, 但例外是 §7.10 和 §7.11, 它们分别用到 pro-有限群情形的光滑 G-模及其上
同调. 此外, 关心数论的读者应当掌握 §§6.11—6.13 的内容.
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6.1 G-模及其解消
除非另外说明, 本节选定交换环 k 和群 G. 记群 G 的幺元为 1G.

定义 6.1.1 系数在 k上的G-模是指一个带有左G-作用的 k-模M ,左作用G×M →M

写作乘法, 使得

g(m+m′) = gm+ gm′,

g(tm) = t(gm)

其中 g ∈ G, t ∈ k 和 m,m′ ∈M 任取; 换言之, M 带有线性 G-作用.
两个 G-模之间的同态 f :M1 →M2 定义为满足等变性 f(gm1) = gf(m1) 的 k-模

同态 f :M1 →M2, 其中 g ∈ G 和 m1 ∈M1 任取.

严格地说, 上述结构应当称为左 G-模; 完全类似的方法可以定义右 G-模, 这也相
当于左 Gop-模. 不致混淆时, 我们在符号中省略系数环 k, 并且将全体 G-模构成的范畴
记为 G-Mod; 此范畴是 k-线性的 (定义 1.4.4).

例 6.1.2 赋予 k 平凡的 G 作用: gm = m, 称之为平凡 G-模, 简记为 k.

定义 6.1.3 设 M 为 G-模. 若 k-子模 N ⊂M 对 G 的作用保持封闭, 则称 N 为 G-子
模. 对 k-商模 M/N 按 g(m+N) = gm+N 赋予 G-作用, 称为对应的 G-商模.

从 G 可构造群代数 k[G], 详见 [51, 定义 5.6.3], 其元素唯一地表作∑
g∈G agg 的形

式, 默认至多有限个系数 ag ∈ k 非零. 今后将 G 视同 k[G] 的子集.

命题 6.1.4 我们有范畴的同构 G-Mod ∼→ k[G]-Mod 如下: 它保持底层的 k-模不变; 若
M 是 G-模, 则它作为左 k[G]-模的纯量乘法来自同态

k[G]⊗
k
M →M, (

∑
g

agg)⊗m 7→
∑
g

ag(gm),

而 G-模之间的同态依此对应到 k[G]-模同态.

证明 逆函子按以下方式确定: 给定左 k[G]-模 M , 以乘法幺半群的嵌入 G ↪→ k[G]
让 G 左作用于 M , 使之成为 G-模. 可以毫不困难地验证双向都是良定义的, 而且互
为逆.

作为推论, G-Mod 是 k-线性 Abel 范畴, 因为 k[G]-Mod 亦然. 关于子 G-模, 商
G-模的性质都简单地转译到 k[G]-模情形.

定义 6.1.5 我们将 G-Mod 中的 Hom 记为 HomG. 在命题 6.1.4 的对应下, 它也相当
于 k[G]-Mod 中的 Homk[G].
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关于 k-模的一些基本操作容易提升到 G-模层次:

B 直和与直积 给定一族 G-模 (Mi)i∈I , 对 k-模 ∏
i∈IMi 和

⊕
i∈IMi 赋予以下的左

G-作用
g(mi)i∈I := (gmi)i∈I ,

称为对角作用, 这使得 ∏
i∈IMi 和

⊕
i∈IMi 成为 G-模.

B 张量积 给定 G-模 M 和 N , 依然按对角方式赋予 M ⊗N :=M ⊗
k
N 左 G-作用:

g(x⊗ y) = gx⊗ gy, x ∈M, y ∈ N ;

由于 (x, y) 7→ gx⊗ gy 是双线性映射, 上式良定义. 显然 x⊗ y 7→ y⊗x 定义 G-模
同构 M ⊗N ' N ⊗M .

B Hom 模 给定 G-模 M 和 N , 其间的 k-模同态构成一个 k-模 Hom(M,N) :=

Homk(M,N). 赋予 Hom(M,N) 左 G-作用

(gf)(x) = g(f(g−1x)), f ∈ Hom(M,N), x ∈M,

右侧的 g−1 和 g 分别来自 G 对 M 和 N 的左作用; 作为三个 k-模同态的合成,
gf ∈ Hom(M,N). 依此可 gf 将理解为 “共轭” gfg−1, 而 G-模结构所需的性质
也就明白了.

B 逆步模 在 Hom模的构造中取 N = k (平凡 G-模),则 Hom(M, k)依此成为 G-模,
称为 M 的逆步模. 其上的 G-作用是 gf = f ◦ g−1.

这些构造对 M 和 N 都具有函子性. 定义立即导致
HomG(M,N) = Hom(M,N)G

:= {f ∈ Hom(M,N) : ∀g ∈ G, gf = f} .

相对于命题 6.1.4 的范畴同构, G-模的直和与直积无非是 k[G]-模的直和与直积; 张
量积和 Hom 模的上的 G-模结构则稍加复杂, 就模论观之, 它们其实对应到 k[G] 上的
Hopf 代数结构 (例 7.5.13), 感兴趣的读者可以尝试对照 §7.5 和 §9.3 的相关讨论, 此处
不作展开.

命题 6.1.6 相对于张量积运算, G-Mod 成为对称幺半范畴, 以平凡 G-模 k 为幺对象.

证明 上述定义的简单结论.

此外, k-Mod 中熟知的典范同构
Hom(L⊗M,N) Hom(L,Hom(M,N))

ϕ [w 7→ ϕ(w ⊗ (·))]

[w ⊗ x 7→ ψ(w)(x)] ψ

∼
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也拓展到 G-模层次: 设 L, M , N 为 G-模, 赋上述张量积和 Hom 以 G-模结构, 则双向
都是 G-模同构, 有请读者细心验证.

作为推论, gϕ = ϕ 等价于 gψ = ψ, 由此遂得伴随关系

HomG(L⊗M,N) HomG(L,Hom(M,N))∼ (6.1.1)

其中 L, M , N 都是 G-模. 一则简单应用如下.

命题 6.1.7 设 L 和 M 为 G-模, L 是投射 G-模, 而 M 作为 k-模是投射的, 则 L⊗M
是投射 G-模.

证明 伴随关系 (6.1.1) 说明函子 (·) ⊗ M : G-Mod → G-Mod 有正合的右伴随
Hom(M, ·), 故命题 2.8.17 蕴涵 (·)⊗M 保持投射对象.

定义 6.1.8 (限制与膨胀) 给定群同态 ϕ : H → G, 我们有相应的函子

ϕ∗ : G-Mod→ H-Mod;

对于 G-模 M , 它对 ϕ∗ 的像是相同的 k-模 M , 让 H 按 hm := ϕ(h)m 作用. 函子 ϕ∗

的两类重要特例是:

B 限制 对于子群 H ⊂ G, 取 ϕ : H ↪→ G, 对应的函子 ResGH : G-Mod → H-Mod 将
群作用限制到 H 上;

B 膨胀 对正规子群 H CG 取 ϕ : G � G/H, 对应的函子 InflGG/H : (G/H)-Mod→
G-Mod 将群作用拉回到 G 上.

留意到若有一列群同态 H
ϕ
G

ψ
F , 则相应地有 ϕ∗ψ∗ = (ψϕ)∗.

若采取群代数观点, 则 ϕ : H → G 延拓为 k-代数的同态 k[H]→ k[G], 相应的函子
k[G]-Mod→ k[H]-Mod 对应到 ϕ∗. 它也可以用张量积表作

ϕ∗M ' k[G] ⊗
k[G]

M, k[G]通过 ϕ 视为 (k[H], k[G])-双模. (6.1.2)

函子 ϕ∗ 的左伴随, 右伴随, 连同相应的伴随同构皆可精确写下.

命题 6.1.9 符号同上. 对给定的群同态 ϕ : H → G, 任意 G-模 M 和 H-模 N , 我们有
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以下的典范 k-模同构:

HomH(ϕ∗M,N) HomG (M,HomH(k[G], N))

θ [x 7→ [G 3 g 7→ θ(gx)]]

[x 7→ ξ(x)(1G)] ξ

HomH(N,ϕ∗M) HomG

(
k[G] ⊗

k[H]
N,M

)
,

ψ [g ⊗ y 7→ gψ(y)]

[y 7→ η(1G ⊗ y)] η.

∼

∼

此处将 k[G] 视为 (k[H], k[G])-双模和 (k[G], k[H])-双模, 依此赋 HomH(k[G], N) 和
k[G] ⊗

k[H]
N 以 G-模结构.

证明 直接展开定义来验证两组映射都是良定义的 k-模同态, 所需计算并不复杂; 一
旦验证了这点, 互逆的性质便是明显的. 另一种方法则是代入 [51, 推论 6.6.8] 的一般
理论.

既然 G-Mod 是 Abel 范畴, 自然可以讨论 G-模的投射解消和内射解消. 对于本章
探讨的主题,关键的是平凡 G-模 k的投射解消; 它不仅存在,而且有典范而明确的取法.

定义 6.1.10 选定群 G. 对每个 n ∈ Z≥0 定义

Ln :=以 Gn+1 为基的自由 k-模,

其元素写作诸 (g0, . . . , gn) ∈ Gn+1 的 k-线性组合. 对所有 n ≥ 1, 定义同态

∂n, ∂
′
n : Ln → Ln−1,

∂n (g0, . . . , gn) =

n∑
k=0

(−1)n−k(. . . , ĝk, . . .),

∂′n (g0, . . . , gn) =

n∑
k=0

(−1)k(. . . , ĝk, . . .),

其中 ĝk 代表省略该项, 故 ∂′n = (−1)n∂n. 另定义同态

∂0 = ∂′0 : L0 → k, (g0) 7→ 1.

命 g(g0, . . . , gn) = (gg0, . . . , ggn) (或 (g0, . . . , gn)g = (g0g, . . . , gng)) 以使 Ln 成为
左 G-模 (或右 G-模), 另外赋予 k 平凡 G-作用, 则每个 ∂n 和 ∂′n 皆是左 G-模 (或右
G-模) 同态.
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显然 (Ln, ∂n)n 和 (Ln, ∂′n)n 之间仅差一个翻转 (g0, . . . , gn) 7→ (gn, . . . , g0), 翻转和
左右 G-作用皆交换, 故以下诸性质对 ∂n 和 ∂′n 择一处理即可.

注记 6.1.11 若将 L0 等同于 k[G], 则 ∂0 = ∂′0 : L0 → k 等同于映射

k[G]→ k,
∑
g

agg 7→
∑
g

ag;

由此显见它还是 k-代数的满同态. 我们称之为 k[G] 的增广同态, 其核

I :=

{∑
g

agg :
∑
g

ag = 0

}

称为 k[G] 的增广理想. 作为 k-模, I 显然可用如下的基来展开

I =
⊕
g∈G
g 6=1G

k(g − 1G).

引理 6.1.12 以上定义的 · · · → Ln
∂n · · ·

∂0
k→ 0 是正合复形; 若视为 k-模的复形,

则其恒等态射零伦. 以 ∂′n 代 ∂n 亦同.

证明 处理 ∂′n 的版本即可. 对所有 n ≥ 1, 观察到 ∂′n−1∂
′
n 映 (g0, . . . , gn) 为形如

±(. . . , ĝp, . . . , ĝq, . . .), 0 ≤ p < q ≤ n

的元素之和, 正负号两两相消, 从而给出复形, 简单的验证留给读者.
接着对所有 n ≥ 0 定义 k-模同态

sn : Ln → Ln+1, (g0, . . . , gn) 7→ (1G, g0, . . . , gn),

并且定义 s−1 : k→ L0, 映 1 ∈ k 为 1G ∈ L0. 易见

∂′n+1sn + sn−1∂
′
n = idLn

对所有 n ≥ −1 成立; 此处规定 L−1 := k 和 ∂′−1 := 0. 这就说明了

· · · → Ln
∂′
n · · ·

∂′
0

k→ 0

作为 k-模复形其恒等态射零伦, 故正合.

记复形 · · · → Ln
∂n · · · L0 → 0 为 L, 它既可以看作次数为 . . . ,−n, . . . , 0 的复形,

也可以看作次数为 . . . , n, . . . , 0 的链复形. 无论如何, ∂0 = ∂′0 都给出态射 L→ k.
这些复形和态射既可以在左 G-模意义下理解, 也可以在右 G-模复形意义下理解.

基于对称性, 我们主要陈述左版本.
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命题 6.1.13 以上定义的 L→ k 给出平凡 G-模 k 的自由解消.

证明 当 (h1, . . . , hn) ∈ Gn 变动, (1G, h1, . . . , hn) 描绘 Ln 作为左 k[G]-模的基.

对 k 还能取到一个更紧凑的典范自由解消, 它有时比 L 更实用.

定义–命题 6.1.14 (正规化复形) 对所有 n > 0, 定义 Trivn ⊂ Ln 为元素

(g0, . . . , gn) ∈ Gn+1, ∃ 0 ≤ k < n, gk = gk+1

生成的 G-子模, 另外定义 Triv0 = 0; 无论对 ∂n 或 ∂′n, 它们皆生成 L 的子复形 Triv.
依此定义 L 的正规化为商复形 L := L/Triv. 若视为 k-模的复形, 则 Triv 的恒等态射
零伦.

证明 显然 Trivn 对 (g0, . . . , gn) 7→ (gn, . . . , g0)不变, 故 ∂n 和 ∂′n 两种版本无异, 以下
仅处理后者. 若 (g0, . . . , gn)满足 gk = gk+1,则在 ∂′n(g0, . . . , gn) =

∑
i(−1)i(. . . , ĝi, . . .)

中, 对应到 i = k, k + 1 的项相消, 其余则落在 Trivn−1. 这就说明它们给出子复形.

为了说明 Triv 作为 k-模复形其恒等态射零伦, 将引理 6.1.12 证明中的同伦
sn : Ln → Ln+1 限制到 Trivn 上即可 (n ≥ 0).

按构造, L→ k 在 Triv 上为零, 故分解为 L→ k.

命题 6.1.15 以上定义的 L→ k 给出平凡 G-模 k 的自由解消.

证明 首先说明每个 Ln = Ln/Trivn都是自由G-模: 基可取为 (1G, h1, . . . , hn) ∈ Gn+1

的像, 其中 h1 6= 1G 而当 1 ≤ k < n 时 hk 6= hk+1.

其次, Triv 零调蕴涵 L→ L 是拟同构, 于是命题 6.1.13 蕴涵 L→ k 是拟同构.

对于之后的应用, 将基用以下的 “加杠” 形式表出将是更方便的. 首先对整数 a ≤ b
和一列元素 (ga, . . . , gb) ∈ Gb−a+1 引进方便的记号

g[a,b] := gaga+1 · · · gb.

作为左 G-模, Ln 的基遂可取为

(g1| · · · |gn) :=
(
1G, g[1,1], g[1,2], . . . , g[1,n]

)
, (g1, . . . , gn) ∈ Gn. (6.1.3)
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观察到
∂n(g1| . . . |gn) = (−1)n

(
g[1,1], . . . , g[1,n]

)
+ (−1)n−1

(
1G, g[1,2], . . . , g[1,n]

)
+ · · ·+

(
1G, g[1,1], . . . , g[1,n−1]

)
= (−1)ng1(g2| · · · |gn) +

n−1∑
k=1

(−1)n−k(· · · |gkgk+1| · · · )

+ (g1| · · · |gn−1),

∂′n(g1| · · · |gn) = g1(g2| · · · |gn) +
n−1∑
k=1

(−1)k(· · · |gkgk+1| · · · )

+ (−1)n(g1| · · · |gn−1).

(6.1.4)

现在考虑 (6.1.3) 的镜像. 取右 G-模 Ln 的基为

(g1| · · · |gn)† :=
(
g[1,n], . . . , g[n−1,n], g[n,n], 1G

)
, (g1, . . . , gn) ∈ Gn. (6.1.5)

于是 ∂′n(g1| · · · |gn)† = (−1)n∂n(g1| · · · |gn)† 等于(
g[2,n], . . . , g[n,n], 1G

)
−
(
g[1,n], g[3,n], . . . , g[n,n], 1G

)
+ · · ·

+ (−1)n
(
g[1,n−1], . . . , g[n−1,n−1]

)
gn

= (g2| · · · |gn)† +
n−1∑
k=1

(−1)k(· · · |gkgk+1| · · · )†

+ (−1)n(g1| · · · |gn−1)†gn. (6.1.6)

正规化复形的情形依此类推: Ln 作为左或右 G-模的基可分别取为诸

(g1| · · · |gn) 或 (g1| · · · |gn)† mod Trivn, (6.1.7)

其中要求对所有 1 ≤ k ≤ n 皆有 gk 6= 1G.

注记 6.1.16 上述解消有透彻的拓扑解释: L 是分类空间 BG 上的泛挠子 EG 给出的
链复形; 详见例 8.5.2 和 8.6.9.

6.2 群的同调与上同调
本节依然选定交换环 k 和群 G.

定义 6.2.1 对任意 G-模 M , 定义 k-模

MG := {m ∈M : ∀g ∈ G, gm = m} ,
MG :=M

/
〈gm−m : g ∈ G, m ∈M〉 .

我们称 MG 为 M 的不变量子模, 称 MG 为 M 的余不变量商模.
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取不变量和余不变量都给出 k-线性函子 G-Mod → k-Mod, 它们可以刻画为定义
6.1.8 的膨胀函子 Infl 在 H = G 情形的伴随.

命题 6.2.2 考虑函子 Infl := InflG{1} : k-Mod → G-Mod, 它将任意 k-模 N 映为带平凡
作用 gy = y 的 G-模. 我们有伴随对

Infl : k-Mod G-Mod : (·)G

(·)G : G-Mod k-Mod : Infl.

证明 设M 为 G-模而 N 为 k-模. 指定 G-模的同态 ϕ : Infl(N)→M 相当于指定 k-模
同态 ϕ : N →M 使得 ϕ(y) = gϕ(y) 恒成立, 这也相当于指定 k-模同态 ϕ : N →MG.

另一方面, 指定 k-模同态 ψ : MG → N 相当于指定 k-模同态 ϕ : M → N 使得
ϕ(gx − x) = 0 恒成立, 但后者等价于 ϕ(gx) = gϕ(x), 前提是右式按 Infl(N) 给出的
G-模结构定义.

函子 (·)G 和 (·)G 也能依 k[G]-模的观点理解. 以下将 k 通过注记 6.1.11 的增广同
态视为 (k[G], k[G])-双模; 换言之, G 对 k 的双边作用皆平凡.

命题 6.2.3 等同 G-模和左 k[G]-模, 则有函子的自然同构

(·)G ' HomG(k, ·), (·)G ' k ⊗
k[G]

(·).

证明 考虑 G-模 M . 基于命题 6.2.2, 指定 G-模的同态 ϕ : k→M 相当于指定 k-模同
态 ϕ : k→MG, 后者又相当于指定 MG 的元素, 即 ϕ(1). 这给出第一个同构.
对于第二个同构, 先将 k 视同 k[G]/I, 其中增广理想 I =

⊕
g 6=1G

k(g − 1G). 于是
k ⊗

k[G]
M 'M/IM =MG, 它映 t⊗ x 为 tx ∈M 在 MG 中的像. 证毕.

依此, 命题 6.2.2 的伴随关系遂可理解为命题 6.1.9 的特例, 代入平凡同态 ϕ : G�
{1} 即是.

推论 6.2.4 给定群同态 ϕ : H → G, 我们有函子的同构

HomH(k[G], ·)G ∼→ (·)H , (·)H
∼→ (k[G] ⊗

k[H]
·)G

ϕ 7→ ϕ(1G), (x的像) 7→ (1G ⊗ x的像).

两边都是从 H-Mod 到 k-Mod 的函子, 其中左式涉及了命题 6.1.9 引入的函子
HomH(k[G], ·) : H-Mod→ G-Mod.

证明 以下设 N 为 H-模. 第一式归结为命题 6.1.9 的伴随关系
HomG(k,HomH(k[G], N)) ' HomH(ϕ∗k, N) = HomH(k, N).

第二式归结为张量积的结合约束 k ⊗
k[G]

(k[G] ⊗
k[H]

N) ' k ⊗
k[H]

N . 它们的具体映法
留给读者验证. 此外, 直接说明断言中的映射良定义且可逆也是可行的.
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命题 6.2.2 的伴随对还确保 (·)G 右正合而 (·)G 左正合, 直接验证也毫无困难.

定义 6.2.5 (群的同调与上同调) 选定群 G. 系数在 k 上的群同调定义为 (·)G 的左导
出函子

Hn(G, ·) := Ln(·)G : G-Mod→ k-Mod,

而群上同调定义为 (·)G 的右导出函子

Hn(G, ·) := Rn(·)G : G-Mod→ k-Mod,

其中 n ∈ Z. 它们仅在 n ≥ 0 时非零. 类似定义同样适用右 G-模.

按照许多文献的惯例, 不指明系数时默认 k = Z, 此时的 G-模也相当于带左 G-作
用的加法群, 同时要求群作用保加法.

例 6.2.6 考虑 k[G] 的增广理想 I =
⊕

g 6=1G
k(g − 1G). 对任意 G-模 M 皆有

H0(G,M) 'MG 'M/IM ; 特别地 H0(G, I) ' I/I2.
现在考虑短正合列 0→ I→ k[G]→ k→ 0, 其末段是增广同态. 因为 k[G] 是投射

模, 移维的技巧 (命题 3.12.9) 说明

Hn(G, k) '
{
Hn−1(G, I), n ≥ 2

ker
[
I/I2 → k[G]/I

]
= I/I2, n = 1.

基于 k[G]-Mod 和 G-Mod 之间的同构和命题 6.2.3, 群的同调和上同调也可以分别
用 §3.14 介绍的 Tor 和 Ext 函子诠释为

Hn(G,M) ' TorGn (k,M) := Tork[G]
n (k,M),

Hn(G,M) ' ExtnG(k,M) := Extnk[G](k,M).
(6.2.1)

这些诠释有时能将相关问题化约到模论的已知结果, 以下是一则基本而不尽平凡
的例子, 涉及联系 Ext 与 Tor 的谱序列.

命题 6.2.7 (群同调与上同调的泛系数定理) 取 k = Z. 对 Z-模 M 赋予平凡作用, 使之
成为 G-模, 则对所有 n ∈ Z≥0 都有典范短正合列

0 Ext1Z (Hn−1(G,Z),M) Hn(G,M) HomZ (Hn(G,Z),M) 0,

0 M ⊗
Z
Hn(G,Z) Hn(G,M) TorZ1 (M,Hn−1(G,Z)) 0;

当 n = 0 时我们规定 H−1(G,Z) = 0.

证明 不妨设 n ≥ 1. 先讨论上同调情形. 一旦读者掌握稍后将介绍的标准复形和链复
形, 则不难将链复形 C := L ⊗

k[G]
Z 和 Z-模 M 代入 §3 习题介绍的上同调泛系数定理,

以获取短正合列. 细节留给感兴趣的读者.
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在此介绍另一种论证. 在例 5.6.8 中取环同态 R := Z[G]→ S := Z 为增广; 另外取
左 R-模 Y = Z (即平凡 G-模) 和左 S-模 X =M , 则该处的短正合列化为所求形式.

对于同调情形, 同样可以将标准链复形代入同调 Künneth 定理 3.14.12, 细节留给
读者, 或者是依照例 5.6.8 来理解.

按照 §3.12 业已介绍的构造, 还可以对一列下有界链复形 (或下有界复形) M 取相
应的导出函子, 称为群的超同调 (或超上同调), 或者进一步在导出范畴中考虑

k
L
⊗
k[G]

M, RHomG(k,M) := RHomk[G](k,M).

根据 (6.2.1), 以及 Ext (或 Tor) 函子可对第一个变元取投射解消来计算这一事
实, 立可由命题 6.1.13 的自由解消 L → k 得到具体的复形 (或链复形) 来计算群的上
同调 (或同调). 定义 6.1.10 提供将 L 作成左 G-模或右 G-模复形的两种方法: 或者取
∂n : Ln → Ln−1, 或者取 ∂′n : Ln → Ln−1. 本书将视场合作不同选择, 以得到标准样貌
的复形, 但这些选法不影响复形的上同调.

命题 6.2.8 (以标准复形计算群上同调) 对任意 G-模 M , 定义由 k-模构成的标准复形
C(G,M) = (Cn(G,M))n 如下:

Cn(G,M) := {映射 f : Gn →M} , n ∈ Z≥0,

各项按逐点的加法和纯量乘法作成 k-模, 负次项定义为 0, 而 dn : Cn(G,M) →
Cn+1(G,M) 定义为

(dnf)(g1, . . . , gn+1) = g1f(g2, . . . , gn+1)

+

n∑
k=1

(−1)kf(. . . , gkgk+1, . . .) + (−1)n+1f(g1, . . . , gn).

对所有 n 皆有典范同构 Hn(C(G,M)) ' Hn(G,M). 更精确地说, C(G,M) 在导
出范畴中给出 RHomG(k,M).

证明 考虑复形 L = (Ln, ∂n)n. 基于左 G-模的自由解消 L → k, 可知 RHomG(k,M)

由以下 Hom 复形 (定义 3.2.1) 代表:

Hom•(L,M) =

· · · → Homk[G](Ln,M)
(−1)n+1∂∗

n+1

Homk[G](Ln+1,M)→ · · ·


其次数为 . . . ,−n,−n− 1, . . .; 符号 (−1)n+1 来自 Hom 复形的一般定义.

对每个 n ≥ 0, 按照 (6.1.3) 取自由左 k[G]-模 Ln 的基 (g1| · · · |gn). 因此

HomG(Ln,M) Cn(G,M)

φ [f : (g1, . . . , gn) 7→ φ ((g1| · · · |gn))]

∼
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这显然是 k-模同构. 关键是在 Cn(G,M) 上识别 (−1)n+1∂∗n+1. 考虑 (−1)n+1∂∗n+1φ =

(−1)n+1φ ◦ ∂n+1: 根据 (6.1.4), 它映 (g1| · · · |gn+1) ∈ Ln+1 为

φ (g1(g2| · · · |gn+1)) +

n∑
k=1

(−1)kφ ((· · · |gkgk+1| · · · )) + · · ·+ (−1)n+1φ ((g1| · · · |gn))

= g1f(g2, . . . , gn+1) +

n∑
k=1

(−1)kf(. . . , gkgk+1, . . .) + (−1)n+1f(g1, . . . , gn).

这正是断言中的 (dnf)(g1, . . . , gn).

右 G-模 M 的上同调也有类似描述, 此处不赘. 我们接着对左 G-模的群同调表述
相应的结果, 其证明是平凡的.

命题 6.2.9 (以标准链复形计算群同调) 对任意 G-模 M 和 n ∈ Z≥0, 我们有典范同构

Hn(G,M) ' Hn
(

L ⊗
k[G]

M

)
, n ∈ Z≥0

此处采用 (Ln, ∂′n)n 作为右 G-模链复形的结构. 按照 (6.1.5) 取右 k[G]-模 Ln 的基
(g1| · · · |gn)†. 于是 Ln ⊗

k[G]
M 等同于直和 M⊕G

n , 其中 (g1, . . . , gn) ∈ Gn 对应的直和项

其元素唯一地表为

(g1| · · · |gn)† ⊗ x, x ∈M,

而根据 (6.1.6), ∂′n ⊗ idM : Ln ⊗
k[G]

M → Ln−1 ⊗
k[G]

M 表作

(g1| · · · |gn)† ⊗ x 7→

(g2| · · · |gn)† ⊗ x+

n−1∑
k=1

(−1)k(· · · |gkgk+1| · · · )† ⊗ x

+ (−1)n(g1| · · · |gn−1)† ⊗ gnx.

为了和命题 6.2.8 对照, 我们记上述链复形为 (Cn(G,M))n, 称为标准链复形. 它在
导出范畴中给出 k

L
⊗
k[G]

M .

之后的例 8.7.8 将说明标准链复形和杠构造的关系.
关于右 G-模 M 的同调当然也有相应的描述. 考虑 M ⊗

k[G]
L, 我们有 M ⊗

k[G]
Ln '

M⊕G
n , 其中 (g1, . . . , gn) 对应的直和项其元素唯一地表为

x⊗ (g1| · · · |gn), x ∈M,
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而 idM ⊗ ∂′n 的映法是

x⊗ (g1| · · · |gn) 7→

xg1(g2| · · · |gn) +
n−1∑
k=1

(−1)kx⊗ (· · · |gkgk+1| · · · )

+ (−1)nx⊗ (g1| · · · |gn−1).

对应的标准链复形依然记为 (Cn(G,M))n.
熟悉 §3.8 内容的读者应该不难将这些复形等同于 Hochschild 复形和链复形的特

例. 细说如下.

命题 6.2.10 (与 Hochschild理论的关系) 令 R := k[G]. 对于左 (或右) G-模 M , 记
M+ (或 +M) 为下式所确定的 (R,R)-双模

g1xg2 := g1x (或 g1xg2 = xg2), g1, g2 ∈ G, x ∈M.

我们有兼容于长正合列的典范同构

Hn(G,M) ' HHn(R,M+), (或 Hn(G,M) ' HHn(R,+M)),

事实上, 复形 (Cn(G,M))n (或链复形 (Cn(G,M))n) 同构于 (3.8.1) 的 (Cn(R,M+))n

(或 (Cn(R,+M))n).

证明 观察到 R⊗n 是自由 k-模, 以 Gn 为基: (g1, . . . , gn) 对应到 g1 ⊗ · · · ⊗ gn ∈ R⊗n.
剩下的仅只是比较标准复形与 (3.8.1) 描述的复形. 具体地说, 在上同调情形, 我
们将 f : Gn → M 映为相应的 n 重 k-线性映射 Rn → M ; 在同调情形, 我们将
x⊗ (g1| · · · |gn)† 映为 (x|g1| · · · |gn) ∈ Cn(R,+M). 剩下的比较留给读者.

言归正传, 今后考虑的 G-模仍默认为左模.

例 6.2.11 按照上述讨论来考察

H1(G, k) '
ker [C1(G, k)→ C0(G, k)]
im [C2(G, k)→ C1(G, k)]

.

将 C1(G, k) 的元素唯一地表为诸 [g] := (g)† ⊗ 1 的 k-线性组合 (g ∈ G). 观察到
C0(G, k) ' k 而

(∂′1 ⊗ idk) [g] = 1− 1 = 0, (∂′2 ⊗ idk) ((g1|g2)† ⊗ 1) = [g2]− [g1g2] + [g1].

因此 H1(G, k) 同构于 k-模的商

Q :=
⊕
g∈G

k · [g]
/
〈[g1g2]− [g1] + [g2] : g1, g2 ∈ G〉 ;
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映射 g 7→ [g] 诱导群同态 a : G → (Q,+). 它具有以下泛性质: 对于任意 k-模 N 和群
同态 b : G → (N,+), 存在唯一的 k-模同态 ϕ : Q → N 使得 b = ϕa. 请读者迅速验证
此泛性质, 由之导出 k-模的典范同构

Gab ⊗
Z
k H1(G, k)

(g mod Gder)⊗ 1 [g]的类,

∼

其中 Gab := G/Gder 是 G 的交换化, Gder 是 G 的导出子群, 如 [51, 定义 4.7.2]. 读者
若了知群同调的拓扑背景, 当可察觉这和同调论中的 Hurewicz 定理的关联.
我们自然也希望了解例 6.2.6 的同构 H1(G, k)

∼→ I/I2 与上述同构的合成. 兹断言
它具体表为

Gab ⊗ k I/I2

(g mod Gder)⊗ 1 1G − g mod I2.

∼

何以故? 例 6.2.6 的同构来自短正合列 0 → I → k[G] → k → 0 所诱导的
H1(G, k)→ H0(G, I) ' I/I2, 对之写下行正合交换图表

(g)† ⊗ 1G [g] = (g)† ⊗ 1

0 C1(G, I) C1(G, k[G]) C1(G, k) 0

0 C0(G, I) C0(G, k[G]) C0(G, k) 0

∈ ∈

∂′
1⊗idk[G] ∂′

0⊗idk[G]=0

而 ∂′1 ⊗ idk[G] 映 (g)† ⊗ 1k[G] 为 1G − g ∈ C0(G, I) = I, 从而确定 I/I2 ' H0(G, I) 的
元素. 这正是蛇形引理的构造.

注记 6.2.12 标准复形 (或标准链复形) 的形式表明 Hn(G,M) (或 Hn(G,M)) 作为加
法群完全由 M 的加法结构确定; 来自 k 的乘法仅赋予它们 k-模结构. 这说明 k = Z 的
情形已经捕捉了群上同调 (或同调) 的实质, 尽管容许一般系数不会造成额外的困难.

注记 6.2.13 (正规化版本) 计算 Hn(G,M) 和 Hn(G,M) 时也可以改用命题 6.1.15
提供的正规化自由解消 L → k. 相应的复形和链复形分别记为 (C

n
(G,M))n 和

(Cn(G,M))n, 称为相应的正规化标准复形和正规化标准链复形; 它们分别是原版本的
子复形和商复形. 兹以上同调情形为例, 鉴于 (6.1.7) 对 Ln 的描述,

C
n
(G,M) =

 f ∈ Cn(G,M) ∃1 ≤ k ≤ n, gk = 1G

=⇒ f(g1, . . . , gn) = 0

 .
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6.3 低次上同调: 叉同态和群扩张
本节旨在深化对 H1 和 H2 的理解. 选定群 G 和交换环 k. 给定 G-模 M , 对命题

6.2.8 的标准复形 C(G,M) 定义 Cn(G,M) 的子模

Zn(G,M) := ker(dn) ⊃ im(dn−1) =: Bn(G,M),

另规定 B0(G,M) = 0. 我们等同

Hn(G,M) 和 Zn(G,M)/Bn(G,M).

基于拓扑学的渊源, Zn(G,M) 的元素也被称为 n-余圈, 而 Bn(G,M) 的元素也被
称为 n-余边.

回忆到 Cn(G,M) 由所有映射 f : Gn →M 组成. 标准复形的低次部分是

C0(G,M) C1(G,M) C2(G,M)

m [g 7→ gm−m]

f [(g1, g2) 7→ g1f(g2)− f(g1g2) + f(g1)],

d0 d1

特别地, Z0(G,M) =MG. 下一步是考察 n = 1 情形.

定义 6.3.1 (叉同态) 设 M 为 G-模, Z1(G,M) 的元素也被称为从 G 到 M 的叉同态;
换言之, 叉同态是满足以下性质的映射 f : G→M

f(g1g2) = g1f(g2) + f(g1), g1, g2 ∈ G.

当 k 给定, 它们对映射的逐点运算构成 k-模.

注意到 B1(G,M) 的元素是形如 fm : g 7→ gm−m 的叉同态, 其中 m ∈M .
一般而言, 叉同态 f 总满足 f(1G) = 0 (取 g1 = g2 = 1G) 和 g−1f(g) = −f(g−1)

(取 g1 = g−1 和 g2 = g).

例 6.3.2 若 M 带平凡 G-作用, 则叉同态无非是从 G 到加法群 (M,+) 的同态, 而
B1(G,M) = {0}, 故此时

HomGrp(G,M) ' H1(G,M).

理解叉同态的另一途径是半直积: 对于 G-模 M , 以 G-作用构造半直积 M o G,
其元素形如 (m, g), 其中 m ∈ M 而 g ∈ G, 并且带有映 (m, g) 为 g 的投影同态
π :M oG→ G.
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命题 6.3.3 设 M 为 G-模. 我们有典范双射

Z1(M,G)
1:1 {群同态 σ : G→M oG | πσ = idG} ,

右式的 σ 也称为 π 的截面; 叉同态 f 对应于截面 σ(g) = (f(g), g).

证明 满足 πσ = idG 的映射 σ 必形如 σ(g) = (f(g), g), 其中 f : G → M 为映射. 基
于半直积的定义, 使 σ 为群同态的充要条件是 M 中的等式

f(g1) + g1f(g2) = f(g1g2), g1, g2 ∈ G.

这正是叉同态的定义.

叉同态也和注记 6.1.11 介绍的增广理想 I ⊂ k[G] 相联系.

命题 6.3.4 对任意 G-模 M , 我们有典范同构 HomG(I,M)
∼→ Z1(G,M), 它映同态 ϕ

为叉同态 f(g) = ϕ(g − 1G).

证明 因为 I 作为 k-模以 {g − 1G : g ∈ G, g 6= 1G} 为基, 指定 k-模同态 ϕ : I → M

相当于指定满足 f(1G) = 0 的映射 f : G → M , 其刻画是 f(g) = ϕ(g − 1G). 使 ϕ 为
G-模同态的条件是 ϕ(g1(g2 − 1G)) = g1ϕ(g2 − 1G), 然而

左式 = ϕ(g1g2 − 1G − g1 + 1G) = f(g1g2)− f(g1), 右式 = g1f(g2).

此即叉同态的条件.

对于下一步 n = 2 的情形, 应当先回忆群扩张的概念. 取 k = Z 并引进一些术语.

定义 6.3.5 设 A 为群, G 对 A 的扩张意谓群的短正合列 [51, 定义 4.3.7]:

0→ A→ E
π
G→ 1.

今后将群扩张的资料简记为 E. 群同态 s : G→ E 若满足 πs = idG 则称为该扩张
的一个分裂, 此时 s 将 G 嵌入为 E 的子群, 借此使 E 等同于半直积 AoG. 有分裂的
扩张称为可裂的. 细节见 [51, §4.3].

大而化之地说, 群扩张理论研究如何从正规子群和商群构造大群. 为了和 G-模的
上同调相联系, 今后将上述的群 A 改记为 M , 并要求 M 交换, 群运算写作加法. 这般
的群扩张确定群同态

α : G→ AutGrp(M), α(g)(x) = exe−1, e ∈ π−1(g)任取.

于是 M 通过 α 成为 G-模, 这是群扩张最基本的不变量.
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我们希望对给定的 G-模 M 分类 G 对 M 的所有扩张, 使得对应的 α 正是 M 的
G-模结构, 精确到扩张的等价 (或曰同构). 从扩张 E 到 E′ 的等价有显然的定义, 具体
表述为群的交换图表

0 M E G 1

0 M E′ G 1.

ϕ (6.3.1)

请读者验证上图的 ϕ 自动是群同构, 而扩张可裂当且仅当它等价于半直积 M oG.

定义 6.3.6 将群 G 对给定 G-模 M 的所有扩张作成一个范畴 Ext(G,M), 其态射即交
换图表 (6.3.1).

这是一个广群 — 所有态射皆可逆. 分类扩张相当于在范畴等价的意义下描述
Ext(G,M), 这又分为两个子问题:

� 描述 Ob(Ext(G,M))/ ', 亦即描述扩张的等价类, 并且在其中辨识可裂扩张;

� 描述 Ext(G,M) 的态射, 亦即描述扩张之间的同构.

且从较简单的第二个子问题入手. 首先, 扩张 E 有一类简单的自同构, 形如 Adm : e 7→
mem−1 (其中 m ∈ M , 群运算在 E 中表为乘法), 称为内自同构. 基于抽象理由, 内自
同构给出 Aut(E) 的正规子群, 相应的商群称为 E 的外自同构群.

为了分类群扩张, 有必要改用注记 6.2.13 描述的正规化标准复形 C(G,M) 来计算
上同调. 相应地定义

C
n
(G,M) ⊃ Zn(G,M) ⊃ Bn(G,M),

Hn(G,M) ' Zn(G,M)/B
n
(G,M).

我们有 C
0
(G,M) = C0(G,M) = M . 先前关于叉同态的讨论中则已经说明

Z
1
(G,M) = Z1(G,M).

引理 6.3.7 设 0 → M → E
π
G → 1 为 Ext(G,M) 的对象, 则它的自同构群典范地

同构于 Z
1
(G,M), 而外自同构群典范地同构于 H1(G,M). 更明确地说, z ∈ Z1

(G,M)

对应的自同构映 e ∈ E 为 z(π(e))e.

证明 以下暂且将 M 的群运算记为乘法. 在交换图表 (6.3.1) 中取 E′ = E, 则对任
何 e ∈ E 存在唯一的 z(e) ∈ M 使得 ϕ(e) = z(e)e. 若 m ∈ M 则 ϕ(me) = mϕ(e) =

mz(e)e = z(e)me, 故 z(e) 只和 e 在 G 中的像相关, 今后记为映射 z : G → M . 反之,
任何映射 z : G → M 皆按 ϕ(e) = z(π(e))e 确定映射 ϕ : E → E, 使得图表 (6.3.1) 在
集合层次交换.
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考虑映射 z : G→M 和相应的 ϕ. 令 gi = π(ei), i = 1, 2, 则

ϕ(e1e2) = z(g1g2)e1e2,

ϕ(e1)ϕ(e2) = z(g1)e1z(g2)e2

= z(g1) g1 · z(g2)
M 的 G-模结构

e1e2.

于是 ϕ 为群同态相当于说 z 是叉同态. 易见群同态的合成对应到叉同态的加法. 现在
设 m ∈ M , 对应的内自同构是 e 7→ mem−1 = mem−1e−1e. 易见 mem−1e−1 ∈ M 用
加法表示正是 m− π(e)m. 证毕.

定义 6.3.8 广群 τ≤2C(G,M) 定义如下: 其对象集是 Z
2
(G,M), 态射集是

Hom(f, f ′) := {w ∈ C1
(G,M) : f ′ = d1w + f},

态射合成按 C
1
(G,M) 的加法定义. 于是对象的同构类一一对应于 H2(G,M) 的元素.

符号的意涵自明: τ≤2C(G,M) 是由截断复形 τ≤2C(G,M) 确定的范畴.

定理 6.3.9 设M 为 G-模,则范畴 Ext(G,M)等价于 τ≤2C(G,M);特别地, G对M 的
扩张等价类一一对应到 H2(G,M) 的元素, 而可裂扩张的等价类对应到 0 ∈ H2(G,M).

证明 先来构造函子 τ≤2C(G,M) → Ext(G,M). 给定映射 f : G2 → M , 在集合
M ×G 上定义二元运算

(m1, g1) · (m2, g2) := (m1 + g1 ·m2 + f(g1, g2), g1g2) ,

则结合律等价于恒等式

f(g1, g2) + f(g1g2, g3) = g1 · f(g2, g3) + f(g1, g2g3), (6.3.2)

亦即 f ∈ Z2(G,M); 进一步, (0, 1G) 是幺元等价于

f(g, 1G) = 0 = f(1G, g),

亦即 f ∈ Z2
(G,M). 留意到在 (6.3.2) 中取 (g1, g2, g3) = (g, g−1, g) 再配合上式可得

f(g, g−1) = g · f(g−1, g). (6.3.3)

综上, M ×G 从 f ∈ Z2
(G,M) 获取幺半群结构, 记为 E. 它自动是群: 由 (6.3.3)

可推导
(0, g)−1 =

(
−f(g−1, g), g−1

)
, (m, 1G)

−1 = (−m, 1G) .

易证映射 m 7→ (m, 1G) 和 (m, g) 7→ g 给出群扩张 0→M → E → G→ 1, 它在 M 上
诱导的自同构正是原有的 G-作用. 请验证 f = 0 对应到半直积 E =M oG.
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若另外给定 w ∈ C1
(G,M) 并且令 f ′ := d1w + f , 对应的扩张记为 E′, 则

(m, g) 7→ (m− w(g), g)

给出从 E 到 E′ 的同构: 诚然, 同构等价于上式保持乘法, 展开定义可知这又相当于

−w(g1)− g1 · w(g2) + (d1w)(g1, g2) = −w(g1g2)

恒成立, 然而这正是 d1w 的定义.
综上可得函子 τ≤2C(G,M) → Ext(G,M), 两边都是广群. 故以引理 6.3.7 比较对

象的自同构群可见它是全忠实的, 以下说明它本质满.
设 E 为 Ext(G,M) 的对象. 对扩张带有的映射 π : E → G 任取截面 s : G → E,

亦即要求 s 是满足 πs = idG 的映射; 这也相当于在 E 的每个 M -陪集中选定代表元.
若 s(1G) = 1E 则称 s 为正规化截面. 对所有 g1, g2 ∈ G, 元素 s(g1g2) 和 s(g1)s(g2) 对
π 的像相同, 故存在唯一的 f(g1, g2) ∈M 使得

s(g1)s(g2) = f(g1, g2)s(g1g2).

易证乘法结合律 (s(g1)s(g2))s(g3) = s(g1)(s(g2)s(g3)) 转译为等式 (6.3.2), 亦即
f ∈ Z2(G,M). 若 s 是正规化的, 则 f(1G, g) = 0 = f(g, 1G) 恒成立, 这也相当于说
f ∈ Z2

(G,M).
对取定的正规化截面 s, 以相应的 f 赋予 M ×G 群结构. 考虑双射

M ×G 1:1
E, (m, g) 7→ ms(g).

总结以上讨论易见此双射保持群乘法, 并给出 Ext(G,M) 中的同构. 这就完全证明了
等价.

在后半段关于本质满的论证中, 变动截面 s 相当于任取映射 h : G → M 并考虑
s′(g) := h(g)s(g), 相应的 f ′ : G2 →M 化为

f ′(g1, g2) = (h(g1) + g1 · h(g2)− h(g1g2)) + f(g1, g2)

= (d1h)(g1, g2) + f(g1, g2).

若进一步要求 h(1G) = 0, 则 d1h ∈ B2
(G,M). 从历史来看, 这些观察是联系扩张与

H2(G,M) 的起点, 同时也为 Z
2
(G,M) 和 B

2
(G,M) 的定义提供了群扩张的解释, 只

是证明中隐而不彰.

注记 6.3.10 定理 6.3.9 相当于说复形 τ≤2C(G,M) 是群扩张范畴 Ext(G,M) 的线
性化身, 其 2 次项描述对象, 1 次项描述态射, 尚待诠释的是 0 次项. 对于 m ∈
M = C

0
(G,M), 我们有群扩张的内自同构 Adm : e 7→ mem−1, 它平凡当且仅当
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m ∈ MG = H0(G,M). 不妨以内自同构的观点将 M 的元素理解为 Ext(G,M) 的 2-态
射: 对于 m ∈M 和 ϕ1, ϕ2 ∈ HomExt(G,M)(E,E

′),

将 2-胞腔图表 E E′

ϕ1

ϕ2

m 诠释为 ϕ2 = Adm ϕ1.

留意到 Adm ϕ1 = ϕ1 Adm 而 Adm1
Adm2

= Adm1+m2
. 于是 H0(G,M) 成为任意

态射 ϕ 的 “2-自同构群”. 依此, 复形 τ≤2C(G,M) 可谓是 2-范畴 Ext(G,M) 的线性化
身; 关于 2-范畴的定义详阅 [51, §3.5].

我们将在 §6.6 探讨群扩张的其他面向. 在此之前, 有必要介绍更多关于群同调与
上同调的操作.

6.4 诱导模
对于群同态 ϕ : H → G, 命题 6.1.9 给出了 ϕ∗ 的右伴随 HomH(k[G], ·) 和左伴随

k[G] ⊗
k[H]

(·). 本节关注的是 H ⊂ G 为子群而 ϕ 为包含同态的常用情形. 首先引入记号.

定义 6.4.1 (诱导模) 设 H 为 G 的子群. 对于 H-模 N , 定义以下 G-模

IndGH(N) := HomH(k[G], N), indGH(N) := k[G] ⊗
k[H]

N.

当 N 变动, 两者都给出函子 H-Mod→ G-Mod.

两种操作都可以笼统地称为从 H 到 G 的诱导; 有时也称 indGH 为有限支集诱导,
这一术语将由以后的引理 6.8.1 得到解释.

命题 6.4.2 函子 ResGH : G-Mod→ H-Mod 和 IndGH , indGH : H-Mod→ G-Mod 皆正合;
IndGH 保持内射对象, indGH 保持投射对象, 而 ResGH 两者皆保持.

证明 已知 ResGH 正合. 选取陪集代表元可知 k[G] 是自由左 k[H]-模, 故函子
Homk[H](k[G], ·) 正合. 类似地, k[G] 是自由右 k[H]-模, 故 k[G] ⊗

k[H]
(·) 正合. 基于

伴随关系, 关于保持内射对象和投射对象的断言是命题 2.8.17 的直接应用.

命题 6.4.2 提供了一种在 G-Mod 中构造内射 (或投射) 解消的手段: 将给定的
G-模 M 置于 k-Mod 中取内射 (或投射) 解消, 再以 IndG{1} (或 indG{1}) 将解消诱导至
G 便是.

下述结果常被称为 Shapiro 引理.
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定理 6.4.3 (B. Eckmann, D. K. Faddeev, A. Shapiro) 设 H 为 G 的子群. 对所有
H-模 N 和 n ∈ Z, 我们有典范同构

Hn
(
G, IndGH(N)

)
' Hn(H,N), Hn

(
G, indGH(N)

)
' Hn(H,N).

同构两边作为以 N 为变元的函子皆有长正合列, 而同构与长正合列兼容.

证明 以下介绍两种方法. 对于上同调, 第一种方法是考虑函子

An := Hn
(
G, IndGH(·)

)
.

既然 IndGH 正合, 此族函子具有来自 Hn(G, ·) 的长正合列, 给出定义 3.12.5 所谓上同调
δ-函子. 当 n = 0 时, 推论 6.2.4 给出典范同构

A0(N) = (IndGH(N))G
∼→ NH , ϕ 7→ ϕ(1G).

为了将此典范地延拓为上同调 δ-函子的同构 An
∼→ Hn(H, ·), 问题归结为证明 n > 0

时 An 可拭 (定义 3.12.11, 命题 3.12.14). 根据命题 6.4.2, 若将 N 嵌入内射 H-模 I, 则
IndGH(N) ↪→ IndGH(I) 而 IndGH(I) 是内射 G-模. 故 n > 0 蕴涵 Hn(G, IndGH(I)) = 0, 可
拭性质得证.

同调情形的思路类似, 涉及同调 δ-函子的余可拭性质, 所需的 0 次项同构 NH
∼→

(indGH(N))G 仍来自推论 6.2.4.
第二种方法在导出范畴中操作. 对于上同调情形, 我们仍从典范同构

HomG(k, IndGH(·)))
'IndG

H(·)G

' HomH(k, ·)
'(·)H

: H-Mod→ k-Mod

入手. 两边都是左正合函子. 由于 IndGH 保持内射对象, 以定理 4.6.5 (iii) 取右导出函子
可得同构

RHomG(k, R IndGH(·)) ' RHomH(k, ·).

然而 IndGH 正合, 故 R IndGH(·) 是以局部化的泛性质确定的函子, 不妨继续记为
IndGH . 综之, 在导出范畴层次有三角函子的同构

RHomG(k, IndGH(·)) ' RHomH(k, ·);

两边同取 Hn 即所求.
同调情形的思路类似, 关键在运用

k
L
⊗
k[G]

(k[G]
L
⊗

k[H]
(·)) ' k

L
⊗

k[H]
(·);

这也是例 4.12.10 或命题 4.12.13 (结合约束) 的特例. 由于 indGH 正合, k[G]
L
⊗

k[H]
(·) 亦

可改为 k[G] ⊗
k[H]

(·), 其余无异.
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留意到如果按照 (6.1.2) 将 ResGH 诠释为 k[G] ⊗
k[G]

(·), 则因为 ResGH k = k, 同构

RHomG(k, R IndGH(·)) ' RHomH(k, ·) 便化为 RHom 和 L
⊗ 的伴随关系 (定理 4.12.17).

群的上同调和同调可以分别通过命题 6.2.8 和 6.2.9 的标准复形和标准链复形具体
地描述. 我们希望能以之明确定理 6.4.3 的同构. 这点没有本质的困难. 首先, 对任意群
H, 记定义 6.1.10 的 H-模复形 L 为 LH 以资区别; 它给出自由解消 LH → k.

引理 6.4.4 设 ϕ : H → G 为群同态. 相应的同态 Hn+1 → Gn+1 诱导复形之间的拟同
构 LH → ϕ∗(LG), 它与 ϕ∗(LG)→ ϕ∗k = k 的合成等于 LH → k.

作为特例, 若 H 是 G 的子群, 则有拟同构 LH → ResGH LG, 它具有上述合成性质.

证明 回溯定义显见 LH → ϕ∗(LG) 是复形态射, 关于合成的断言同样明显. 既然 ϕ∗

正合, 而 LG → k 和 LH → k 皆是拟同构, LH → ϕ∗(LG) 亦然.

命题 6.4.5 设 H 为 G 的子群, N 为 H-模. 按命题 6.2.8 将 Hn(G, IndGH(N)) (或
Hn(H,N)) 等同于标准复形 C(G, IndGH(N)) (或 C(H,N)) 的 Hn, 则同构

Hn
(
G, IndGH(N)

)
' Hn(H,N), n ∈ Z≥0

来自复形的态射

Cm(G, IndGH(N))→ Cm(H,N)[
f : Gm → IndGH(N)

]
7→ [(h1, . . . , hm) 7→ f(h1, . . . hm)(1G)]

= (f |Hm)(·)(1G),

其中 h1, . . . , hm ∈ H.

证明 方法同样有两种. 其一是先验证所示的 Cm(G, IndGH(N)) → Cm(H,N) 确实
构成复形的态射. 由于 IndGH 正合, 当 N 变动, 它诱导上同调 δ-函子之间的态射; 易
见它在 0 次项等同于典范同构 IndGH(N)G

∼→ NH , ϕ 7→ ϕ(1G). 已知 Hn(G, IndGH(·))
是泛上同调 δ-函子 (定理 6.4.3), 故上述态射唯一, 必然等同于定理 6.4.3 的同构
Hn(G, IndGH(N)) ' Hn(H,N).

以下解释第二种方法. 设 M (或 N) 是下有界 G-模 (或 H-模) 复形. 将函子 IndGH
和 ResGH 逐次地拓展到复形层次,记法不变,则命题 6.1.9的伴随关系提升到 Hom复形:

Hom•G(ResGHM,N) ' Hom•H(M, IndGH(N)).

直接验证并不难, 也可以按稍早介绍的方式理解为 Hom• 和 ⊗ 的伴随关系 (命题
4.12.6).

现在设 N 为 H-模, 取内射解消 ι : N → I, 则 IndGH(N) → IndGH(I) 仍是内射解
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消, 而 Hom 复形的自然性给出复形的交换图表 (实线部分)

Hom•H(k, I) Hom•G(k, IndGH(I))

Hom•H(ResGH LG, I) Hom•G(LG, IndGH(I))

Hom•H(LH , I)

Hom•H(LH , N) Hom•G(LG, IndGH(N))

α

∼

β

∼

γ

(6.4.1)

其中 α 和 β 来自引理 6.4.4 的态射, 故 βα 即熟知的 Hom•H(k, I)→ Hom•H(LH , I); 水
平实线同构来自伴随关系, 而垂直箭头皆为拟同构.

回顾定理 6.4.3 的第二种证明, 可知 (6.4.1) 的第一行给出

Hn(H,N) ' Hn(G, IndGH(N)), n ∈ Z

在导出范畴中的形态. 另一方面, 命题 6.2.8 的实质是复形的同构

Hom•H(LH , N) ' C(H,N), Hom•G(LG, IndGH(N)) ' C(G, IndGH(N)),

问题遂归结为补全 (6.4.1) 的箭头 γ 以使方块交换, 并加以描述; 因为 ι 单, 这般的 γ 若
存在则唯一.

设 m ∈ Z≥0 而 φ ∈ Homm
G (LG, IndGH(N)); 细观构造可见它在 Homm

H(LH , I) 中
的像是

(h0, . . . , hm) 7→ ι (φ(h0, . . . , hm)(1G)) .

和命题 6.2.8 证明中的同构相比较, 立见 γ 可按所断言的方式来定义.

现在表述同调版本. 沿用命题 6.2.9 关于标准链复形的符号.

命题 6.4.6 设 H 为 G 的子群, N 为 H-模. 按命题 6.2.9 将 Hn(G, indGH(N)) (或
Hn(H,N)) 等同于标准链复形 C(G, indGH(N)) (或 C(H,N)) 的 Hn, 则同构

Hn
(
G, IndGH(N)

)
' Hn(H,N), n ∈ Z≥0

来自复形的态射

Cm(H,N)→ Cm(G, indGH(N))

(h1| · · · |hm)† ⊗ y 7→ (h1| · · · |hm)† ⊗ (1G ⊗ y),

其中 h1, . . . , hm ∈ H 而 y ∈ N .
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证明 以下仅解释导出范畴的进路. 取 H-模的投射解消 π : P → N . 命题 6.4.5 证明
中的交换图表 (6.4.1) 须换成

k ⊗
k[H]

P k ⊗
k[G]

indGH(P )

ResGH LG ⊗
k[H]

P LG ⊗
k[G]

indGH(P )

LH ⊗
k[H]

P

LH ⊗
k[H]

N LG ⊗
k[G]

indGH(N)

∼

∼
α

β

γ

水平实线箭头来自张量积在复形层次的结合约束, 垂直箭头皆为拟同构, 问题依旧化为
描述 γ. 其余理路和上同调版本类似.

6.5 群的变换
考虑群同态 ϕ : H → G. 以下 M 表示任意 G-模, N 表示任意 H-模. 本节首务是

定义两族典范同态
Hn(G,M)→ Hn(H,ϕ∗M),

Hn(H,ϕ∗M)→ Hn(G,M),
(6.5.1)

其中 n ∈ Z≥0. 因为 ϕ∗ : G-Mod→ H-Mod 正合, 同态两边的函子都具有长正合列; 换
言之, 它们都是上同调或同调 δ-函子. 上述同态将兼容于长正合列. 我们介绍两种构造
方法.

对于上同调, 第一种方法是考虑一族函子 Bn := Hn(H,ϕ∗(·)). 我们有典范同态

MG ↪→Mϕ(H) = (ϕ∗M)H = B0(M).

由于 (Hn(G, ·))n 是泛上同调 δ-函子, 上式唯一地延拓为上同调 δ-函子的态射
Hn(G, ·)→ Bn.

同调情形是类似的, 关键在运用典范同态 (ϕ∗M)H =Mϕ(H) �MG.
第二种方法是在导出范畴中操作. 兹介绍一些相关记号.

约定 6.5.1 记 C(G) := C(G-Mod), K(G) := K(G-Mod), D(G) := D(G-Mod); 对于加
上单边或双边有界条件的情形, 记法类似. 同理有 C(k) := C(k-Mod) 以及 K(k), D(k)
等等.

正合函子 ϕ∗ 在导出范畴层次诱导的函子仍记为 ϕ∗ : D(G) → D(H). 以惯用符号
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R 和 L 分别代表右和左导出函子. 我们寻求三角函子之间的态射
R
(
(·)G

)
→ R

(
(·)H

)
◦ ϕ∗,

L ((·)H) ◦ ϕ∗ → L ((·)G) .

要点在于泛性质. 对于上同调情形, 我们将函子 (·)G 和 (·)H 等等提升到复形层
次, 符号不变. 考虑关于范畴, 函子以及函子间的态射 (全默认为三角的) 构成的 2-胞
腔图表

K+(G) K+(H) K+(k)

D+(G) D+(H) D+(k)

ϕ∗

(·)G

(·)H

∼

ϕ∗ R((·)H)

(6.5.2)

弓形部分的 ⇒ 来自先前曾运用的态射 (·)G → (·)H ◦ ϕ∗, 左侧方块的 ∼⇒ 来自 ϕ∗ 的正
合性, 右侧方块的 ⇒ 是右导出函子 R((·)H) 自带的资料; 此处加上标 + 只为简化, 无
界版本需要 §4.11 的理论.

回忆到 2-胞腔图表可作纵合成, 亦即对函子间的态射 ⇒ 作合成. 基于右导出函子
的泛性质 (见注记 4.6.2 及其上的讨论), 下式左图中存在唯一的 ⇓ 使得

K+(G) K+(k)

D+(G) D+(k)

(·)G

R((·)G)

R((·)H)◦ϕ∗

∃!

纵合成为
(6.5.2) 的纵合成

K+(G) K+(k)

D+(G) D+(k)

(·)G

R((·)H)◦ϕ∗

(6.5.3)
左图的 ⇐ 是右导出函子 R

(
(·)G

) 自带的资料. 这就唯一地确定了态射
R
(
(·)G

)
→ R

(
(·)H

)
◦ ϕ∗.

同调情形的方法是对偶的, 涉及左导出函子的泛性质和先前曾运用的态射 (·)H ◦
ϕ∗ → (·)G. 我们接着给出更直接的描述.

引理 6.5.2 给定群同态 ϕ : H → G. 先前刻画的态射可按如下方式定义.

� 在上同调情形, 取合成

R
(
(·)G

)
→ R

(
(·)H ◦ ϕ∗

)
→ R

(
(·)H

)
◦ ϕ∗. (6.5.4)

第一段来自 (·)G → (·)H ◦ ϕ∗, 这是因为函子之间的态射给出右导出函子之间的态
射; 第二段来自定理 4.6.5 (i).
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� 同调情形类似, 取合成

L ((·)H) ◦ ϕ∗ → L ((·)H ◦ ϕ∗)→ L ((·)G) . (6.5.5)

第一段来自定理 4.6.5 (ii); 第二段来自 (·)H ◦ ϕ∗ → (·)G.

证明 仅论上同调情形. 首先对 (6.5.4) 涉及的态射检验关于纵合成的等式

K+(G) K+(k)

D+(G) D+(k)

(·)G

R((·)G)

R((·)H◦ϕ∗)

=

K+(G) K+(k)

D+(G) D+(k)

(·)H◦ϕ∗

(·)G

R((·)H◦ϕ∗)

和

K+(G) K+(k)

D+(G) D+(k)

(·)H◦ϕ∗

R((·)H◦ϕ∗)

R((·)H)◦ϕ∗

=

K+(G) K+(H) K+(k)

D+(G) D+(H) D+(k).

ϕ∗ (·)H

∼

ϕ∗ R((·)H)

诚然, 第一式刻画诱导态射 R((·)G)→ R((·)H ◦ ϕ∗), 第二式则刻画定理 4.6.5 的典
范态射, 两者皆来自右导出函子的泛性质; 详见 §4.6 开头的解释. 将这些等式拼接, 可
见 (6.5.4) 的合成满足 (6.5.3).

注记 6.5.3 基于泛上同调 δ-函子性质的第一种方法可以搭配导出范畴的理论, 来为
(6.5.1) 的上同调情形提供另一种简洁构造. 回忆到对于任意 G-模 M 和 n, 我们有典
范同构

Hn(G,M) ' ExtnG(k,M) ' HomD(G)(k,M [n]), Ext•G := Ext•k[G];

对 H-模亦然. 基于 ϕ∗k ' k 和 ϕ∗ 为三角函子这些事实, 兹断言所求的典范同态等
于合成

HomD(G)(k,M [n])
函子 ϕ∗

HomD(H) (ϕ
∗k, ϕ∗(M [n])) ' HomD(H) (k, (ϕ∗M)[n]) .

为此, 仅须留意到当 n = 0 时上式化为自明的 MG ↪→ (ϕ∗M)H (缘于 ϕ∗k ' k 映
1 为 1), 而上式的每段态射都兼容于三角范畴的 Hom 函子对第二个变元的长正合列
(命题 4.1.12).
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注记 6.5.4 当 ϕ 是子群的嵌入时, ϕ∗ = ResGH 保持内射对象和投射对象. 根据定理
4.6.5 (iii) 和 (iv) 可见引理 6.5.2 涉及的

R
(
(·)H ◦ ϕ∗

)
→ R

(
(·)H

)
◦ ϕ∗, L ((·)H) ◦ ϕ∗ → L ((·)H ◦ ϕ∗)

皆为同构, 典范态射的描述遂进一步简化: 取内射解消 M → I := [I0 → I1 → · · · ], 则
ResGH(M)→ ResGH(I) 也是内射解消, 而态射 R

(
(·)G

)
→ R

(
(·)H

)
◦ResGH 在 M 上的作

用等同于

IG →
(
ResGH(I)

)H
, IG :=

[
I0,G → I1,G → · · ·

]
, 依此类推.

对于同调情形, 取投射解消 P → M , 则态射 L ((·)H) ◦ ResGH → L ((·)G) 在 M 上
的作用等同于 (

ResGH(P )
)
H
→ PG.

引理 6.5.5 设 F
ψ

G
ϕ

H 为群同态, L 为 F -模, n ∈ Z≥0, 则 Hn(F,L) →
Hn(G,ψ∗L)→ Hn(H,ϕ∗ψ∗L) 的合成等于 Hn(F,L)→ Hn(H, (ψϕ)∗L).
同理, Hn(H,ϕ∗ψ∗L) → Hn(G,ψ∗L) → Hn(F,L) 的合成等于 Hn(H, (ψϕ)∗L) →

Hn(F,L).
类似的等式在导出范畴层次同样成立.

证明 关于 Hn (或 Hn) 的情形是泛上同调 (或同调) δ-函子性质的简单应用, 归结为验
证 n = 0 的情形.

对于导出范畴的版本, 关于 Hn 的陈述应当改为
[
R((·)F )→ R((·)G) ◦ ψ∗ → R((·)H) ◦ ϕ∗ ◦ ψ∗

] 合成为 [
R((·)F )→ R((·)H) ◦ (ψϕ)∗

]
.

为此, 对左式验证 (6.5.3) 的性质即可. 问题化约为关于 2-胞腔合成的一则练习, 有趣而
不难, 敬邀读者尝试.

现在进一步推广典范同态 (6.5.1).

定义 6.5.6 设 M 为 G-模, N 为 H-模. 以下的 f 默认为 k-模同态, h 是 H 的任意
元素.

� 若 f :M → N 满足 f(ϕ(h)x) = hf(x), 其中 x ∈M , 则称 f 对 ϕ 等变.

� 若 f : N →M 满足 f(hy) = ϕ(h)f(y), 其中 y ∈ N , 则称 f 对 ϕ 等变.

等变性也等价于说 f 给出 H-模同态 ϕ∗M → N 或 N → ϕ∗M , 此外 idM : M →
ϕ∗M 和 idM : ϕ∗M →M 对 ϕ 皆等变.

定义 6.5.7 设 f :M → N 对 ϕ 等变, 定义一族典范同态

Hn(f) := [Hn(G,M)→ Hn(H,ϕ∗M)→ Hn(H,N)] 的合成;
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设 f : N →M 对 ϕ 等变, 定义一族典范同态

Hn(f) := [Hn(H,N)→ Hn(H,ϕ∗M)→ Hn(G,M)] 的合成.

留意到上同调情形 f 和 ϕ 反向, 同调情形顺向. 定义 6.5.7 的同态兼容长正合列.
它们包括 Hn 和 Hn 的函子性 (或自然同态 (6.5.1)) 为 ϕ = idG (或 f = idM ) 时的特
例. 这些同态同样能提升至导出范畴层次.

相对于群同态的合成, 模的等变同态也能同步地合成, 定义方式是自明的.

命题 6.5.8 (对等变同态的函子性) 考虑群同态 F
ψ
G

ϕ
H 和等变的模同态 L

g

M
f
N , 其中 L 是 F -模, M 是 G-模, N 是 H-模. 对所有 n ∈ Z, 我们有 Hn(fg) =

Hn(f)Hn(g).

若考虑反向的等变模同态 L
g
M

f
N , 则我们有 Hn(gf) = Hn(g)Hn(f). 类似

的合成等式在导出范畴层次同样成立.

证明 讨论上同调情形即可. 固定 n. 鉴于引理 6.5.5, 问题化约为验证图表
Hn(F,L)

Hn(G,ψ∗L) Hn(G,M)

Hn(H,ϕ∗ψ∗L) Hn(H,ϕ∗M) Hn(H,N)

交换, 但方块部分因 (6.5.1) 的函子性而交换. 导出范畴的版本全然相似.

例 6.5.9 (共轭) 设 H C G. 每个 t ∈ G 都诱导 H 的自同构 at : h 7→ t−1ht. 现在设
M 为 G-模, 为简化计, 仍将 ResGHM 记为 M . 同态 ct : M

x 7→tx
M 对反向的群同态

H
at

H 等变. 对应的

Hn(ct) : Hn(H,M)→ Hn(H,M)

按定义拆解成 Hn(H,M) → Hn (H, a∗tM)
ct Hn(H,M), 每段都是上同调 δ-函子之间

的态射.

� 第一段在 n = 0 时不过是 idM :MH → a∗t (M)H =MH ;

� 第二段在 n = 0 时等于 ct :M
H →MH , 它只和陪集 tH 有关.

若选定 G-模的内射解消 M → I, 逐项取 ct : I
n,H → In,H 便给出 Hn(ct). 在 G = H

时陪集 tG = G, 故我们有 Hn(ct) = id.
同调情形与此类似, 但须将 at 换作与同态 ct 顺向的群自同构 bt : h 7→ tht−1, 请读

者检验.
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最后, 我们说明如何用命题 6.2.8 (或命题 6.2.9) 的标准复形 (或链复形) 来明确定
义 6.5.6 的典范同态. 这将使一切操作变得具体.

命题 6.5.10 考虑群同态 ϕ : H → G. 设 M 为 G-模, N 为 H-模, n ∈ Z≥0. 将
Hn(G,M) (或 Hn(G,M)) 等同于标准复形 C(G,M) (或链复形 C(G,M)) 的 Hn (或
Hn); 以 (H,N) 代 (G,M) 亦同.

� 设模同态 f :M → N 对 ϕ 等变, 则 Hn(f) 来自复形的态射

Cm(G,M) Cm(H,N)

c [(h1, . . . , hm) 7→ f(c(ϕ(h1), . . . , ϕ(hm)))].

� 设模同态 f : N →M 对 ϕ 等变, 则 Hn(f) 来自链复形的态射

Cm(H,N) Cm(G,M)

(h1| · · · |hm)† ⊗ y (ϕ(h1)| · · · |ϕ(hm))† ⊗ f(y).

事实上, 这给出 f 在导出范畴层次诱导的态射.
上述结论也适用于注记 6.2.13 介绍的正规化标准复形 (C

m
(G,M))m 及链复形

(Cm(G,M))m, 公式不异.

证明 问题拆成两段: 一是 f = idM 的情形, 亦即明确典范同态 (6.5.1), 二是处理
ϕ = id 的情形. 后者不难, 以下仅论前者.

考察上同调情形. 命题 6.1.13 给出 G-模 (或 H-模) 的投射解消 LG → k (或
LH → k). 今考虑

Hom•G
(
LG, ·

) ϕ∗

Hom•H
(
ϕ∗(LG), ϕ∗(·)

)
→ Hom•H

(
LH , ϕ∗(·)

)
其第二段来自态射 LH → ϕ∗(LG) (见引理 6.4.4). 记其合成为 Θ; 所断言之复形态射
C(G,M)→ C(H,ϕ∗(M)) 对应到 Θ 在 G-模 M 上的作用.
现在证明这确实给出先前定义的典范同态. 第一种方法是回归 (6.5.1) 的定义: 它

来自泛上同调 δ-函子的性质. 我们只需说明 C(G,M) → C(H,ϕ∗M) 在 H0 上化约为
嵌入 MG → (ϕ∗M)H , 而且兼容于长正合列即可. 细节留予读者.
第二种方法是在导出范畴中操作. 函子 Hom•H(LH , ·) 保持零调复形, 故在导出范

畴层次诱导 D+(H) → D+(k), 记法不变, 它可以等同于 RHomH(k, ·). 所以对此验证
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(6.5.3) 便等价于验证关于纵合成的等式

K+(G) K+(k)

D+(G) D+(k)

Hom•
G(k,·)

Hom•
G(LG,·)

Hom•
H(LH ,ϕ∗(·))

Θ

=

K+(G) K+(H) K+(k)

D+(G) D+(H) D+(k)

ϕ∗

Hom•
G(k,·)

Hom•
H(k,·)

∼

ϕ∗ Hom•
H(LH ,·)

其中涉及 Hom• 的 ⇐ 来自 LG → k 和 LH → k. 态射 (·)G → (·)H ◦ ϕ∗ 的复形版本容
易等同于 ϕ∗ : Hom•G(k, ·) → Hom•H(ϕ∗k, ϕ∗(·)) = Hom•H(k, ϕ∗(·)), 所求等式遂归结为
关于复形的交换图表 (外框部分):

Hom•G(k, ·) Hom•G(LG, ·)

Hom•H(k, ϕ∗(·)) Hom•H(ϕ∗LG, ϕ∗(·)) Hom•H(LH , ϕ∗(·)).

ϕ∗ ϕ∗ Θ

由 LH→k 诱导

仅下部的弓形交换待说明, 但这正是引理 6.4.4 的内容. 综之证得上同调情形. 同调情
形是类似的.

最后, 关于 C(G,M) 的版本相当于在证明中以 LG 和 LH 代替 LG 和 LH , 其余一
字不差.

一旦有了命题 6.5.10提供的具体表达式,命题 6.5.8的等式 Hn(fg) = Hn(f)Hn(g),
Hn(gf) = Hn(g)Hn(f) 及其导出范畴版本皆可在复形层次一眼看穿.

6.6 重访群扩张
为了对 §6.5 定义的操作有更具体的认知, 也为了接续 §6.3 对群扩张 (定义 6.3.5)

的初步讨论, 我们将焦点切回群扩张与 H2 的联系. 且从群论面向入手. 以下考虑 G-模
M 和扩张 0 → M → E

π
G → 1. 这类扩张带有自然的拉回, 推出和加法运算, 理路

类似 §4.5.

B 拉回 设 ϕ : H → G 为群同态. 取群范畴中的纤维积

ϕ∗E := E ×
G
H = {(e, h) ∈ E ×H : π(e) = ϕ(h)} ,
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则单同态 M → ϕ∗E, x 7→ (x, 1H) 确定群扩张 0 → M → ϕ∗E
投影

H → 1. 这
给出函子 Ext(G,M) → Ext(H,M). 若 ϕ 是子群 H 的嵌入, 则沿 ϕ 拉回无非是
取 π−1(H).

B 推出 设 θ :M → N 为 G-模同态. 取纤维余积

θ∗E := N t
M
E =

N × E
(y + θ(x), e) ∼ (y, xe)

, x ∈M, y ∈ N, e ∈ E,

并且记 (y, e) ∈ N × E 在其中的像为 [y, e], 乘法是

[y1, e1][y2, e2] = [y1 + π(e1)y2, e1e2].

我们有自然同态
N

y 7→[y,1E ]
θ∗E

[y,e] 7→π(e)
G,

从而确定群扩张 θ∗E. 这给出函子 Ext(G,M)→ Ext(G,N).

B 取逆 作为特例, E 可沿 G-模同态 M
x 7→−x

M 作推出, 得到的扩张记为 −E.

B 直和 给定 Ext(Gi,Mi) 的对象 Ei, 其中 i = 1, 2. 显然有相应的群扩张

0→M1 ⊕M2 → E1 × E2 → G1 ×G2 → 1,

其中 G1 ×G2 按照 (g1, g2)(x1, x2) = (g1x1, g2x2) 作用于 M1 ⊕M2. 记此扩张为
E1 ⊕ E2.

B Baer 和 现在考虑 Ext(G,M) 的对象 E1, E2, 构造 E1⊕E2. 加法映射 M ⊕M →
M 在 G×G 的对角子群 G 作用下是 G-模同态. 因此可以先将 E1 ⊕ E2 沿着对
角嵌入 G ↪→ G×G 拉回, 再沿着加法同态 M ⊕M → M 推出, 得到 Ext(G,M)

的对象, 记为 E1+̇E2.

拉回和推出可以统合为单一的操作: 设 ϕ : H → G 为群同态, 加法群同态
θ : M → N 对 ϕ 等变 (定义 6.5.6), 则有相应的函子 Ext(G,M) → Ext(H,N), 其定义
是先沿 ϕ 拉回, 再沿 θ : ϕ∗M → N 推出.
对于正规化标准复形 C(G,M) 也有平行的操作: 给定 ϕ 和 θ 如上, 命题 6.5.10 以

显式给出复形态射 C(G,M) → C(H,N), 由此遂可定义相应的拉回, 推出以及取逆运
算. 至于直和, 其定义是

⊕ : C
n
(G1,M1)⊕ C

n
(G2,M2)→ C

n
(G1 ×G2,M1 ⊕M2)

f1 ⊕ f2 : ((g1,i, g2,i))
n
i=1 7→ (f1(g1,1, . . . , g1,n), f2(g2,1, . . . , g2,n)) ;

当 n 变动, 这给出复形的态射 C(G1,M1)⊕C(G2,M2)→ C(G1 ×G2,M1 ⊕M2). 循相
同模式以直和, 拉回和推出对 C(G,M)定义 Baer和, 产物无非是 C

n
(G,M)中的加法.
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命题 6.6.1 精确到典范同构, 群扩张的拉回, 推出, 取逆, 直和与 Baer 和在定理 6.3.9
的等价之下反映为复形 τ≤2C(G,M) (或者范畴 τ≤2C(G,M)) 上的相应运算.

证明 给定群扩张 0 → M → E → G → 1, 选取正规化截面 s : G → E 和相应的
f ∈ Z2

(G,M); 详见定理 6.3.9 证明. 设 ϕ : H → G 为群同态, 则 ϕ∗E 的正规化截面
可取为

s′ : h 7→ (s(ϕ(h)), h) ∈ E ×
G
H.

相应地有 s′(h1)s
′(h2) = f ′(h1, h2)s

′(h1h2), 其中

f ′(h1, h2) := f(ϕ(h1), ϕ(h2)), h1, h2 ∈ H.

这就说明了拉回情形. 对于沿着 G-模同态 θ : M → N 的推出, 按照先前符号将扩张
θ∗E 的正规化截面取为

s′(g) := [0, s(g)] ∈ θ∗E = N t
M
E.

在 θ∗E 中计算
s′(g1)s

′(g2) = [0, s(g1)][0, s(g2)] = [0, s(g1)s(g2)]

= [0, f(g1, g2)s(g1g2)] = [θf(g1, g2), s(g1g2)]

= [θf(g1, g2), 1E ]s
′(g1g2),

故 s′ 对应的 f ′ 无非 θf . 这说明了推出情形.
直和情形的验证同样简单, 细节留给读者. 取逆与 Baer 和则可以分解为上述

操作.

作为特例, 群扩张的取逆与 Baer 和运算分别对应到群 H2(G,M) 的取逆和加法运
算, 精确到典范同构.

定义 6.6.2 若群扩张 0 → A → E → G → 1 中的 A 是 E 的中心子群, 则称此扩张为
中心扩张.

给定中心扩张如上, 若对于任意中心扩张 0→ B → F → G→ 1, 存在唯一的群同
态 ϕ : E → F 使下图交换

0 A E G 1

0 B F G 1

ϕ|A ϕ

则称 0→ A→ E → G→ 1 为 G 的泛中心扩张; 它若存在则唯一, 精确到唯一的同构.

按定义, 中心扩张的内自同构皆平凡. 对所有加法群 A 定义相应的中心扩张范畴

CExt(G,A) := Ext(G,A), 视 A 为带平凡作用的 G-模.
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引理 6.6.3 若群 G 有泛中心扩张 0→ A→ E
π
G→ 1, 则 G = Gder 而 E = Eder.

证明 考虑 G 的分裂中心扩张 0 → Eab → Eab ×G → G → 1; 从扩张 E 到 Eab ×G
有同态 (0, π) 和 (q, π), 其中 q : E → Eab 表商同态. 泛性质的唯一性部分蕴涵 q = 0,
亦即 E = Eder, 由此易得 G = Gder.

基于推出的构造, 不难证明定义 6.6.2 中的 ϕ 唯一地通过 E → (ϕ|A)∗E 分解,
于是泛性质可改写如下: 对任意中心扩张 0 → B → F → G → 1, 存在唯一的群同
态 θ : A → B 以及 CExt(G,B) 中唯一的同构 θ∗E

∼→ F . 在 G = Gder 的前提下,
CExt(G,B) 不含非平凡自同构, 泛中心扩张的定义进一步改写为: 对所有交换群 B,
我们有

HomAb(A,B) Ob (CExt(G,B))
/
'

θ θ∗E 的同构类.

1:1

左式是关于 B 的函子; 右式同样给出函子 κ : Ab→ Set, 它对 B 的函子性是扩张的推
出. 泛中心扩张的存在性于是化为 κ 是否可表的问题.

定理 6.6.4 群 G 有泛中心扩张当且仅当 G = Gder; 当此条件成立时, 泛中心扩张中的
中心子群 A 同构于 H2(G,Z).

证明 鉴于引理 6.6.3, 证 “当” 的方向即可. 考虑函子 κ 如上. 定理 6.3.9 将 κ(B) 等同
于 H2(G,B), 而命题 6.6.1 说明推出对应到 H2(G, ·) 上的相应操作. 已知 H1(G,Z) '
Gab = 0 (例 6.2.11), 故在命题 6.2.7 中取 n = 2 可得 H2(G,B) ' HomAb(H2(G,Z), B);
同构对 B 有函子性. 综上, κ 可表. 明所欲证.

群 H2(G,Z) 也称为 G 的 Schur 乘子, 之后的推论 6.9.4 有助于相关计算. 实际场
景中的关键往往是泛中心扩张的明确描述, 此处刻画的存在性仅只是第一步.

作为 H2 的另一则应用, 我们来推导一则群论结果.

定理 6.6.5 (Schur–Zassenhaus) 考虑群扩张 1 → A → E
π
G → 0, 其中 A 和 G

是阶互素的有限群, 则此扩张可裂.

证明 第一步是处理 A 交换的情形. 赋予 A 来自群扩张的 G-模结构, 问题化为证
H2(G,A) 平凡. 既然 |A| 和 |G| 互素, 问题进一步化约到以下等式在 k = 2 的情形.

k ≥ 1 =⇒ |A| ·Hk(G,A) = 0 = |G| ·Hk(G,A).

第一个等式不难: 对任意 t ∈ Z, 乘以 t 给出的自同态 A→ A 在每个 Hk(G,A) 上
诱导的自同态仍是乘以 t, 这是本章的一则平凡习题. 第二个等式则是本章另一习题的
内容, 之后的推论 6.8.6 将有完整但相对迂回的论证.

对于一般的 A, 后续目标是说明 E 有某个 |G| 阶子群 H, 这将导致 H ∩ A = {1},
而 π|H 将给出同构 H

∼→ G, 其逆给出群扩张的分裂. 我们将对 |E| 递归地论证. 无妨
设 |A| > 1.
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取整除 |A| 的素数 p, 故 p - |G|, 再取 A 的 Sylow p-子群 P , 则 P 也是 E 的 Sylow
p-子群. 既然 AC E 而 Sylow p-子群相互共轭, 它们都包含于 A. 分别在 A 和 E 中计
算 Sylow p-子群数量可得 (E : NE(P )) = (A : NA(P )) (其中 NE 和 NA 表正规化子
群), 或整理成

(NE(P ) : NA(P )) = (E : A) = |G|.

我们有 NA(P ) C NE(P ). 相应的群扩张 1 → NA(P ) → NE(P ) → NE(P )
NA(P ) → 1

仍满足定理的条件. 若 NE(P ) 6= E, 则递归可知存在 NE(P ) 的子群 H 使得 |H| =
(NE(P ) : NA(P )) = |G|, 断言得证.
因此以下可假设 P C E, 从而 P CA. 考虑群扩张

1→ A/P → E/P → G→ 1.

递归可知存在 E 的子群 H 使得 H ⊃ P 而 |H/P | = |G|. 群论常识说明 P 的中心
Z := ZP 非平凡. 我们有 Z CH 而 (H/Z : P/Z) = (H : P ) = |G|. 再度递归可知存在
H 的子群 K 使得 K ⊃ Z 而 |K/Z| = |G|.

现在有群扩张 1 → Z → K → K/Z → 1. 因为 Z 是 p-群, 若 K 6= E 则可递归地
得到 K 的子群使其阶为 |K/Z| = |G|, 此时断言得证. 以下进一步设 K = E, 此时必有
H = E, 故由 (H : P ) = |G| 可得 P = A; 此时 Z = ZA C E.

继续考虑群扩张 1 → A/Z → E/Z → G → 1, 可得 E 的子群 Q 使得 Q ⊃ Z 而
|Q/Z| = |G|. 若 A 非交换, 则 Z 6= A 而 Q 6= E, 打量群扩张 1→ Z → Q→ Q/Z → 1

即可找出 Q 的 |G| 阶子群. 若 A 交换, 则问题已在证明开头解决. 明所欲证.

当 A 交换时, 定理 6.6.5 中扩张 E 的分裂通过 A 相互共轭: 诚然, 指定分裂相当
于指定群扩张的同构 A o G ' E, 故任两个分裂 s, s′ : G → E 相差一个 E 的自同构.
但引理 6.3.7 或定理 6.3.9 说明扩张的外自同构群是 H1(G,A), 而定理 6.6.5 证明第一
步已说明 H1(G,A) 平凡.

分裂的共轭性质能扩及一般的 A, 但需要较为曲折的论证.

6.7 实例: 循环群与自由群
对于 m ∈ Z≥1, 本节以 Cm 代表 m 阶循环群, 带有选定的生成元 σ, 其中的群运算

写作乘法. 首先介绍一则一般构造.

定义–命题 6.7.1 设 k 为交换环. 若 G 为有限群, 命

ν = νG :=
∑
g∈G

g ∈ k[G],

让 G 左乘于 k[G], 则有 k[G]G = kν. 若 G 为无穷群, 则 k[G]G = {0}.



§6.7 实例: 循环群与自由群 363

证明 对于 e =
∑
g∈G agg ∈ k[G], 条件 e ∈ k[G]G 相当于说系数 ag 全相等.

同理, 当 G 为有限群时, ν 对 G 的右乘也不变. 它属于 k[G] 的中心.

约定 6.7.2 设 A 为 G-模. 对任意 e, e′ ∈ k[G], 记

Ae=e
′
:= {a ∈ A : ea = e′a}.

今起考虑系数在 Z 上的群上同调. 群代数 Z[Cm] 是交换的, 而且此处记 1 :=

1Cm
∈ Z[Cm] 并不会引起混淆. 易见 ACm = Aσ=1 对所有 Cm-模 A 成立. 此时

ν = 1 + σ + · · ·+ σm−1 ∈ Z[Cm],

而 Z[Cm] 中的等式 (σ − 1)ν = σm − 1 = 0 蕴涵

νA ⊂ Aσ=1, (σ − 1)A ⊂ Aν=0.

现在来说明对于特例 A = Z[Cm], 上述包含关系皆化为等式.

引理 6.7.3 以 I ⊂ Z[Cm] 代表注记 6.1.11 中的增广理想. 我们有

νZ[Cm] = Z[Cm]σ=1 = Zν,
(σ − 1)Z[Cm] = Z[Cm]ν=0 = I.

证明 对于第一部分, 此前已说明 Z[Cm]σ=1 = Z[Cm]Cm = Zν. 由于 νσk = ν = σkν

对所有 k 成立, νZ[Cm] = Zν.
对于第二部分, 取 e =

∑
k∈Z/mZ ekσ

k, 则 νe = (
∑
k∈Z/mZ ek)ν 为 0 当且仅当∑

k∈Z/mZ ek = 0,当且仅当 e ∈ I,给出第二个等号. 此外 σk−1 = (σ−1)(1+· · ·+σk−1)
蕴涵 I ⊂ (σ − 1)Z[Cm]; 由此推知第一个等号也成立.

引理 6.7.4 平凡 Cm-模 Z 具有自由解消

· · · ν Z[Cm]
σ−1

Z[Cm]
ν

Z[Cm]
σ−1

Z[Cm]→ Z→ 0,

其中 Z[Cm] � Z 是增广同态, 其余箭头按周期 2 重复.

证明 引理 6.7.3 提供短正合列

0→ I→ Z[Cm]
ν

Zν → 0,

0→ Zν → Z[Cm]
σ−1

I→ 0,

此外 Zν ∼
ν 7→1

Z. 两者交错嵌合给出所断言的解消.



364 第六章 群的同调与上同调

命题 6.7.5 设 A 为 Cm-模而 n ∈ Z≥0, 我们有典范同态

Hn(Cm, A) '


Aσ=1, n = 0

Aν=0/(σ − 1)A, n奇
Aσ=1/νA, n偶,

Hn(Cm, A) '


A/(σ − 1)A, n = 0

Aσ=1/νA, n奇
Aν=0/(σ − 1)A, n偶.

证明 根据引理 6.7.4, A 的上同调和同调分别由周期 2 的复形和链复形

0→ A

0 次

σ−1
A

1 次

ν
A

σ−1
· · · ,

· · ·
σ−1

A
ν

A

1 次

σ−1
A

0 次
→ 0

确定.

行将探讨的是自由群 [51, 定义 4.8.2] 的同调与上同调, 包括无穷循环群 Z 的情形
作为最简单的特例.
集合 X 上的自由群记为 G := F(X). 首先来明确增广理想 I ⊂ Z[G] 的结构.

引理 6.7.6 设 X 为集合, G := F(X), 则 I 是以 {x − 1G : x ∈ X} 为基的自由左
Z[G]-模.

证明 记 X − 1G := {x− 1G : x ∈ X} ⊂ I. 首先说明它生成左 Z[G]-模 I. 对所有
x ∈ X 记 G(x) (或 G(x−1))为既约表法以 x (或 x−1)结尾的 G中元素集,则 Gr{1G}
是所有 G(x) 和所有 G(x−1) 的无交并, x 取遍 X. 已知 {h − 1G : h ∈ G, h 6= 1G} 是
I 的一组 Z-基, 而

gx ∈ G(x) =⇒ gx− 1G = g(x− 1G) + (g − 1G),

`(gx) = `(g) + 1,

gx−1 ∈ G(x−1) =⇒ gx−1 − 1G = −(gx−1)(x− 1G) + (g − 1G),

`(gx−1) = `(g) + 1;

对长度作递归即可用 X − 1G 生成 I.
为了说明 X − 1G 给出基, 考虑任意 G-模 A 和映射 ϕ : X − 1G → A, 兹断言存在

G-模同态 ϕ̃ : I→ A 使下图交换:

X − 1G I

A

包含

ϕ
ϕ̃
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既然 X − 1G 生成 I, 图中的 ϕ̃ 自动唯一, 由此遂可验证自由模的泛性质.
以 A 的 G-模结构定义半直积 E := A o G. 考虑集合的映射 X → E, 映 x 为

(ϕ(x − 1G), x). 自由群的泛性质将此唯一地延拓为群同态 Φ : G → E; 考察第二个
座标可见 G

Φ
E

投影
G 合成为 idG, 因此命题 6.3.3 蕴涵存在叉同态 ψ : G → A

使得 Φ(g) = (ψ(g), g); 又根据命题 6.3.4, 叉同态 ψ 对应 G-模同态 ϕ̃ : I → A, 使得
ϕ̃(g − 1G) = ψ(g). 综上,

ϕ̃(x− 1G) = ψ(x) = ϕ(x− 1G), x ∈ X.

明所欲证.

命题 6.7.7 设 X 为集合, G := F(X). 增广同态给出的短正合列 0 → I → Z[G] →
Z→ 0 是平凡 G-模 Z 的自由解消. 作为推论

(i) 对所有 G-模 A 皆有

n ≥ 2 =⇒ Hn(G,A) = 0 = Hn(G,A).

(ii) 设 A 为交换群, 赋予平凡 G-作用, 则 H1(G,A) ' AX 和 H1(G,A) ' A⊕X .

证明 前半部和断言 (i) 是引理 6.7.6 的直接结论. 断言 (ii) 可从自由解消和引理 6.7.6
对 I 的描述读出, 请读者验证.

定义 6.7.8 对群 G 定义 Z≥0 t {∞} 的元素

cd(G) := sup {n ∈ Z≥0 : ∃M ∈ Ob(G-Mod), Hn(G,M) 6= 0} ,
hd(G) := sup {n ∈ Z≥0 : ∃M ∈ Ob(G-Mod), Hn(G,M) 6= 0} .

称 cd(G) (或 hd(G)) 为 G 的上同调维数 (或同调维数).

鉴于命题 6.2.3, 以上的 cd(G) (或 hd(G)) 也等于平凡 G-模 Z 的投射维数 (或
Tor-维数), 详见例 4.8.10 和命题 4.9.6.

推论 6.7.9 若 G 是非平凡自由群, 则 cd(G) = hd(G) = 1.

对于上同调情形, 上述结果的逆命题同样成立: cd(G) = 1 蕴涵 G 是自由群. 这被
称为 Stallings–Swan 定理 [43].
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6.8 有限指数子群
本节对给定的交换环 k 考虑群 G 及其子群 H, 旨在探讨指数 (G : H) 有限时的一

些特殊现象.

定义 6.4.1 对任意 H-模 N 定义了诱导 G-模 IndGH(N) 和 indGH(N), 本节的第一步
是将它们实现为某些映射空间, 此处尚不要求 (G : H) 有限.

对任意 k-模 V , 赋予映射集 {f : G→ V } 以下的 G-模结构: k-模结构来自映射的
逐点运算, 而 G-作用是

(gf)(x) = f(xg), f : G→ V, g, x ∈ G.

对任意映射 f : G→ V , 记 Supp(f) := {x ∈ G : f(x) 6= 0}. 为了方便陈述, 我们选
定陪集分解的代表元 (gi)i∈H , 使得

G =
⊔
i∈I

giH =
⊔
i∈I

Hg−1i .

引理 6.8.1 (诱导模作为映射空间) 我们有如下的典范 G-模同构.

IndGH(N)

 f : G→ N ∀h ∈ H, ∀x ∈ G,

f(hx) = h · f(x)


ϕ ϕ|G⊂k[G][∑

g agg 7→
∑
g agf(g)

]
f

∼

indGH(N)
{
f : G→ N 如上, 但要求 H\Supp(f)有限

}
gi ⊗ y

[
hg−1i 7→ hy, 在 Hg−1i 之外取 0

]
∑
i gi ⊗ f(g

−1
i ) f

∼

其中 g ∈ G, y ∈ N , i ∈ I, 同构右侧按照先前的讨论赋予 G-模结构. 这些映射不依赖代
表元 gi 的选取.

证明 直接验证所有映射皆良定义, G-等变, 互为逆, 而且不依赖代表元的选取.
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命题 6.1.9 的同构容易用上述映射空间来改写, 譬如

HomH

(
ResGHM,N

)
HomG

(
M, IndGH N

)
θ [x 7→ [g 7→ θ(gx)]],

HomH

(
N,ResGHM

)
HomG

(
indGH N,M

)
ψ

[
f 7→

∑
陪集 gH gψ(f(g

−1))
]
.

∼

∼
(6.8.1)

推论 6.8.2 对所有 H-模 N , 可以将 indGH(N) 典范地嵌入为 IndGH(N) 的 G-子模; 当
(G : H) 有限时两者相等.

证明 引理 6.8.1 右侧的 G-模具有自明的包含关系, 而当 (G : H) 有限时, 所有映射
f : G→ N 皆满足 H\Supp(f) 有限.

我们接着在 (G : H) 有限的前提下定义余限制映射. 为了简化符号, 对于 G-模 M ,
以下将 H-模 ResGH(M) 简记为 M .

� 称 (6.5.1) 的典范同态族 (取 ϕ 为包含映射 H ↪→ G) 为限制, 记为

resn : Hn(G,M)→ Hn(H,M), n ∈ Z≥0.

� 同理, 对于同调情形有反向的典范同态

resn : Hn(H,M)→ Hn(G,M), n ∈ Z≥0.

若以命题 6.5.10 从标准复形描述 resn, 其效果无非是将映射 Gn → M 限制到 Hn 上,
因此得名; §6.5 业已将这些操作提升到导出范畴.

定义 6.8.3 设 (G : H) 有限. 对任意 G-模 M , 定义 k-模同态如下

νG|H :MH MG

x
∑
ḡ∈G/H gx,

νG|H :MG MH

(x的像)
∑
ḡ∈H\G(gx的像),

其中 g ∈ G 是陪集 ḡ 的任意代表元. 两个同态对 M 皆有函子性.

定义第一条的 gx 显然只和陪集 ḡ = gH 相关. 第二条需要多些说明. 当 x ∈M 给
定, gx 在 MH 中的像仅和陪集 Hg 相关. 因此可以为每个陪集 t ∈ H\G 任选代表元
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θ(t) ∈ G 来对 θ(t)x 的像求和, 其中 t 遍历 H\G. 若以 g′x 代 x, 其中 g′ ∈ G, 则因为
(θ(t)g′)t∈H\G 依然遍历 H\G 的一族代表元, 我们有∑

t

(θ(t)g′x的像) =
∑
t

(θ(t)x的像).

于是 νG|H 可以合理地定义在 MG 层次.

定义–命题 6.8.4 设 (G : H) 有限, 设 M 为 G-模.

(i) 存在一族典范同态

corn : Hn(H,M)→ Hn(G,M), n ∈ Z≥0,

它们兼容长正合列, 并且在 0 次项给出 νG|H :MH →MG.

(ii) 类似地, 存在一族兼容长正合列的典范同态

corn : Hn(G,M)→ Hn(H,M),

它们在 0 次项给出 νG|H :MG →MH .

两族同态皆称为余限制, 因为它们和限制反向1).

证明 先论上同调情形. 我们提供两种解释. 其一, ResGH : G-Mod → H-Mod 是保
持内射对象的正合函子, 因此 M 7→ Hn(H,M) 是 M 7→ MH 的第 n 个右导出函子,
n ∈ Z≥0. 根据 νG|H 的函子性, 它诱导上同调 δ-函子之间的态射 Hn(H, ·)→ Hn(G, ·).
第二种解释涉及导出范畴. 上述论证容易升级到导出范畴层次, 但此处提供另一种

基于伴随性的观点. 首先断言 indGH 和 ResGM 的伴随关系提升到 RHom 层次, 给出

RHomG

(
indGH(k),M

)
' RHomH(k,M).

类似想法已经在定理 6.4.3 的证明中出现, 关键在于将 indGH 诠释为 k[H]→ k[G] 诱导
的环变换函子 k[H]-Mod→ k[G]-Mod, 留意到它正合 (命题 6.4.2), 然后代入例 4.12.18.

进一步, (G : H) 有限的条件连同推论 6.8.2 又导致

RHomG

(
indGH(k),M

)
' RHomG

(
IndGH(k),M

)
→ RHomG(k,M),

最后一段来自 k → IndGH(k), 它是伴随对 (ResGH , IndGH) 的单位态射在 k 上的反映, 也
可以更具体地通过引理 6.8.1 描述如下: t ∈ k 被映为对应的常值映射 G→ k.
由此得到典范态射 RHomH(k,M) → RHomG(k,M), 两边同取 Hn 即所求. 探讨

它在 n = 0 的性状相当于在上述操作中以 Hom 代 RHom. 详言之, 如以映射空间实现
1)许多文献不无道理地将余限制同态称为 “转移”, 本书则对转移同态作较为狭义的理解, 详见稍后的讨论.
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indGH ⊂ IndGH 并以 (6.8.1) 描述伴随同构, 则有

HomH(k,M) HomG

(
indGH k,M

)
HomH

(
IndGH k,M

)
HomG(k,M)

[1 7→ x] [f 7→
∑
gH f(g

−1)gx] [1 7→
∑
gH gx].

∼

上式的合成显然等同于 νG|H :MH →MG. 明所欲证.

命题 6.8.5 设 (G : H) 有限, 则对于所有 G-模 M 和 n ∈ Z≥0, 以下同态

Hn(G,M)
resn Hn(H,M)

corn Hn(G,M),

Hn(G,M)
corn Hn(H,M)

resn Hn(G,M)

的合成都是乘以 (G : H) 确定的自同态.

证明 先考察 n = 0 情形. 上同调情形的映射是 MG ↪→ MH νG|H

MG, 这显然映
x ∈MG 为 (G : H)x. 同调情形的映射是 MG

νG|H
MH � MG, 稍加思索可见结论仍

相同.
现在设 n ≥ 1. 在上同调情形取嵌入 M ↪→ I, 其中 I 是内射 G-模, 则 I 也是内射

H-模. 记 L := I/M . 限制和余限制的函子性连同长正合列给出列正合交换图表

Hn−1(G,L) Hn−1(H,L) Hn−1(G,L)

Hn(G,M) Hn(H,M) HG(G,M)

resn−1 corn−1

resn corn

递归可知第一行合成为乘以 (G : H) 的自同态; 既然垂直箭头皆满, 第二行的合成亦然.
同调情形的论证相似, 取满同态 P �M 使得 P 是投射 G-模即可.
注意到基于 n = 0 的情形, 也可以在导出范畴的层次推得 RHomG(k,M) →

RHomH(k,M)→ RHomG(k,M) 合成为 (G : H)id. 同调情形同理.

推论 6.8.6 设 |G| = m ∈ Z≥1, 则对于所有 G-模 M , 我们有

n ≥ 1 =⇒ mHn(G,M) = mHn(G,M) = {0}.

证明 在命题 6.8.5 中取 H = {1}, 并利用以下的简单事实: 当 n ≥ 1 时 Hn({1},M)

和 Hn({1},M) 同为零.

以下取 k = Z. 视 Z 为平凡 G-模. 例 6.2.11 蕴涵典范同构 H1(G,Z) ' Gab 和
H1(H,Z) ' Hab. 当 (G : H) 有限, cor1 : H1(G,Z)→ H1(H,Z) 遂对应到群同态

VerG|H : Gab → Hab,
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称为从 G 到 H 的转移同态 (德文: die Verlagerung).
关键在于给出 VerG|H 的群论描述. 回忆到 G 右作用在 H\G 上, 写作右乘.

命题 6.8.7 设 (G : H) 有限. 为 H\G 中的每个陪集指定 G 中的代表元, 表作映射
θ : H\G→ G. 对所有 s ∈ G 和 t ∈ H\G, 存在唯一的 ht,s ∈ H 使得

θ(t)s = ht,sθ(ts).

先前定义的转移同态可按此描述为

VerG|H(s的像
∈Gab

) =
∏

t∈H\G

ht,s 的像
∈Hab

.

证明 取 G-模的短正合列 0→ IG → Z[G]→ Z→ 0, 其中 IG 表 Z[G] 的增广理想 (例
6.2.6); 由 Z[H] ⊂ Z[G] 得 H-子模 IH ⊂ IG. 因为 corn 兼容长正合列, 而且 Z[G] 作为
G-模或 H-模皆投射, 综上可得交换图表:

Gab H1(G,Z) H0(G, IG) IG/I
2
G

H1(H,Z) H0(H, IG) IG/IHIG

Hab H1(H,Z) H0(H, IH) IH/I2H

∼

VerG|H

cor1

∼

cor0 νG|H

∼ ∼

我们将在 IG/IHIG 中验证所需等式. 例 6.2.11 结尾说明 s ∈ G 在 Gab 中的像通
过第一行对应到 1G − s 在 IG/I

2
G 中的像, 对之取 νG|H 得到的是∑

t∈H\G

θ(t)(1G − s) =
∑
t

(θ(t)− θ(t)s) =
∑
t

(θ(t)− ht,sθ(ts))

=
∑
t

θ(t)−
∑
t

ht,sθ(ts)

=
∑
t

θ(ts)−
∑
t

ht,sθ(ts) ∈ IG

在 IG/IHIG 中的像; 最后一个等号是因为当 t 变动, t 和 ts 同样遍历 H\G. 末式又等
于 ∑

t(1G − ht,s)θ(ts).
最后观察到 (1G − ht,s)θ(ts) ≡ 1G − ht,s (mod IHIG), 而右式来自 ht,s mod IH

沿第三行在 IH/I2H 中的像. 明所欲证.

以上描述的映射 s mod Gder 7→
∏
t ht,s mod Hder 是群论的经典构造. 我们既已将

其等同于 cor1, 也就证明了它无关 θ 的选取.
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6.9 Lyndon–Hochschild–Serre谱序列
本节选定交换环 k, 群 G 及其正规子群 H C G. 回忆定义 6.1.8 介绍的限制函子

ResGH : G-Mod→ H-Mod和膨胀函子 InflGG/H : G/H-Mod→ G-Mod. 对任意 G-模 M ,
引入符号

MH◁G := (ResGHM)H , MH◁G := (ResGHM)H .

观察到 MH◁G 带有自明的左 G/H-作用 (gH) · x := gx; 类似地, MH◁G 带有自明的左
G/H-作用. 这便给出两个函子

(·)H◁G, (·)H◁G : G-Mod→ G/H-Mod.

引理 6.9.1 函子 (·)H◁G 是 InflGG/H 的右伴随, 而 (·)H◁G 是 InflGG/H 的左伴随.

证明 这是命题 6.2.2 的简单推广, 留给读者验证.

显然有关于函子的交换图表

G-Mod G/H-Mod

k-Mod

(·)H◁G

(·)G (·)G/H

G-Mod G/H-Mod.

k-Mod

(·)H◁G

(·)G (·)G/H

观察到 (·)H◁G 是保持内射对象的左正合函子, 这是因为它有正合左伴随 InflGG/H ;
同理, (·)H◁G 是保持投射对象的右正合函子. 于是关于复合函子求导的定理 4.8.8 给出
导出范畴 D(k-Mod) 中的典范同构 (适当地省略括号):

R(·)G ∼→ R(·)G/H ◦ R(·)H◁G,

L(·)G
∼← L(·)G/H ◦ L(·)H◁G.

(6.9.1)

上式的导出函子 R(·)H◁G 和 L(·)H◁G 并非新鲜事物: 对以下每个交换图表

G-Mod G/H-Mod

H-Mod k-Mod

(·)H◁G

ResGH 忘却=ResG/H

{1}

(·)H

G-Mod G/H-Mod

H-Mod k-Mod

(·)H◁G

ResGH 忘却

(·)H

的两路合成按照定理 4.8.8 求导. 因为 ResGH 既正合又保持内射对象和投射对象 (命题
6.4.2), 而忘却函子正合, 该定理蕴涵

忘却 ◦ R(·)H◁G ∼← R(合成函子)
∼→ R(·)H ◦ ResGH ,

忘却 ◦ L(·)H◁G ∼→ L(合成函子)
∼← L(·)H ◦ ResGH .
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这相当于说: 精确到忘却 (!), 右导出函子 R(·)H◁G 和 R(·)H 是一回事, 左导出函子
L(·)H◁G 和 L(·)H 是一回事. 因此它们的上同调和同调可以合理地记为

Rn(·)H◁G = Hn(H, ·) 配备 G/H-作用,
Ln(·)H◁G = Hn(H, ·) 配备 G/H-作用.

注意到我们开始在符号中省略限制函子 Res.
这些作用的描述是简单的, 以上同调为例, 令 M 为 G-模, n ∈ Z≥0, 对 G/H-作用

至少有三种观点:

1. 取 M 的内射解消 0→M → I0 → · · · , 则它也是 H-模的内射解消; G/H 自然地
作用在复形 · · · → In,H → In+1,H → · · · 上, 从而作用在 Hn(H,M) 上 — 此描
述直接来自上述抽象构造;

2. 群 G/H 作用在函子 (·)H : G-Mod → k-Mod 上, 从而泛上同调 δ-函子的泛性质
使其作用在 Hn(H,M) 上, 兼容长正合列.

3. 例 6.5.9 让每个 t ∈ G/H 通过 Hn(ct) 作用在 Hn(H,M) 上.

请读者验证这几种描述皆一致, 要点是化约到 n = 0 情形作比较.
关键在于从 (6.9.1) 萃取更具体的信息. 这涉及定义 5.2.8 介绍的上同调和同调双

分次谱序列, 以及下述准备工作.

引理 6.9.2 对所有 G-模 M 和 n, 典范同态 Hn(G,M)→ Hn(H,M) (见 (6.5.1)) 通过
Hn(H,M)G/H 分解; 典范同态 Hn(H,M)→ Hn(G,M) 通过 Hn(H,M)G/H 分解.

证明 以上同调为例, 取内射解消 M → I, 其中 I = [I0 → I1 → · · · ] 是复形, 另
记 IH := [I0,H → · · · ]. 既然 I 也是 M 作为 H-模的内射解消, IG ↪→ IH 遂诱导
Hn(G,M)→ Hn(H,M).

不出所料, 注记 6.5.4 确保此即所求典范同态. 再对照之前关于 G/H-作用的讨论
即可.

定理 6.9.3 (R. Lyndon, G. Hochschild–J.-P. Serre) 设 M 为 G-模, H CG.

(i) 存在第一象限上同调与同调谱序列

Ep,q2 ' Hp (G/H,Hq(H,M))⇒ Hp+q(G,M),

E2
p,q ' Hp (G/H,Hq(H,M))⇒ Hp+q(G,M).

(ii) 选定 n ∈ Z≥1 并且假定对所有 1 ≤ i < n 皆有 Hi(H,M) = 0 (上同调情形) 或
Hi(H,M) = 0 (同调情形), 则对两种情形分别有正合列

0→ Hn
(
G/H,MH

)
→ Hn(G,M)→ Hn(H,M)G/H

→ Hn+1
(
G/H,MH

)
→ Hn+1(G,M),
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和

Hn+1(G,M)→ Hn+1 (G/H,MH)

→ Hn (H,M)G/H → Hn(G,M)→ Hn(G/H,MH)→ 0;

留意到当 n = 1 时, 前提平凡地成立.

(iii) 承上, 在关于上同调的正合列中, 除 Hn(H,M)G/H → Hn+1(G/H,MH)之外的态

射来自等变同态 MH ↪→ M (相对于 G/H � G, 见定义 6.5.7) 和 M
id

M (相
对于 G←↩ H) 以及引理 6.9.2 的分解. 同调正合列的情况类似.

证明 对于 (i), 仅须将 (6.9.1) 以定理 5.6.6 的 Grothendieck 谱序列具体表达.
现在考虑 (ii). 当 n = 1 时前提平凡地成立, 相应的正合列正是定理 5.6.6 中的低

次项正合列, 其原理是注记 5.2.13 的边缘计算. 以下将回顾并推广这些论证至一般的
n, 诀窍是善用谱序列的空隙.
仅论上同调情形. 条件表明 (i) 的谱序列满足

1 ≤ q < n =⇒ Ep,q2 = Ep,q3 = · · · = Ep,q∞ = 0.

回忆到 dr 的走势为 dp,qr : Ep,qr → Ep+r,q−r+1
r , 而 Ep,qr+1 是 Ep,qr 相对于 dr 的上同

调. 于是映出 En+1,0
n+1 (或映入 E0,n

n+1) 的 d 全为 0, 给出下图水平方向的正合列

E0,n
∞ En+1,0

∞

...
...

0 E0,n
n+2 E0,n

n+1 En+1,0
n+1 En+1,0

n+2 0.

...
...

Hn(H,M)G/H E0,n
2 En+1,0

2 Hn+1
(
G/H,MH

)

' '

' '

d0,nn+1

' '

' '

∼ ∼

图中的垂直同构道理类似: 一旦出入 Ep,qr 的 d 皆为 0, 则 Ep,qr ' Ep,qr+1. 同理推得

Hn
(
G/H,MH

)
' En,02 ' · · · ' En,0∞ .

其次, 回忆到谱序列的标的 Hp+q(G,M) 具备有限降滤过 · · · ⊃ Fk ⊃ Fk+1 ⊃ · · · ,
而 Ep,q∞ ' grpHp+q(G,M). 这在第一象限的边缘遂导致

En+1,0
∞ ' Fn+1 ⊂ Hn+1(G,M),

E0,n
∞ ' Hn(G,M)/F1.
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如何确定 F1 ⊂ Hn(G,M)? 在直线 p + q = n 上, 只有 (n, 0) 和 (0, n) 可能满足
Ep,q∞ 6= 0. 因此 Hn(G,M) 的滤过表作

0 = Fn+1 ⊂
En,0

∞

Fn = · · · = F1 ⊂
E0,n

∞

F0 = Hn(G,M).

组装上述所有同构和正合列即为所求.
断言 (iii) 是意料之中, 但以下论证比较冗长, 读者可考虑略过. 简单起见, 仅论

Hn(G,M)→ Hn(H,M)G/H ; 其余情形或者类似, 或者容易. 请回顾 §5.6 的构造: 取内
射解消 M → I, 其中 I 是 G-模的复形, 取 G/H-模复形 IH 的 Cartan–Eilenberg 解消
J (定理 3.11.10). 视复形 IG 等为集中在横轴上的双复形, 则有 k-模的双复形构成的交
换图表

JG/H J

IG (IH)G/H IH .

(6.9.2)

按照命题 5.6.1 的惯例, 先横后纵对双复形取上同调的操作被记为 HII HI(·). 我们
作若干观察.

� 因为 Cartan–Eilenberg 解消的横向上同调 HI(J) 在第 p 列给出 Hp(IH) 的内射
解消 (p ∈ Z), 故 IH → J 诱导同构

Hn(H,M) = Hn(IH) = HII HI(I
H)n,0

∼→ HII HI(J)
n,0.

� 注记 3.11.11 说明 HI(J
G/H) ' HI(J)

G/H . 既然 HI(J) 纵向解消每个 Hp(H,M),
而 (·)G/H 是左正合函子, 综之可见对 JG/H ↪→ J 取 HII HI(·)n,0 的产物对应于

包含同态 Hn(H,M)G/H ↪→ Hn(H,M).

� 先前已说明 IG ↪→ IH 在 Hn (等价地说, HII HI(·)n,0) 上诱导的是典范同态
Hn(G,M)→ Hn(H,M).

对第一象限双复形 JG/H 按纵座标取降滤过 (第 p 步是纵坐标 ≥ p 的部分). 相应
的谱序列即 (Ep,qr )p,q, 其中 r = 0, 1, . . .. 将全复形 tot(JG/H) 的 ker(dn) 在 (n, 0) 分量
的投影记为 ker(dn)n,0. 依命题 5.5.2 描述 Zp,qr , 再应用先前观察可得

ker(dn)n,0 ' Z0,n
∞ ⊂ · · · ⊂ Z0,n

2

� E0,n
2 = HII HI

(
JG/H

)n,0
' Hn(H,M)G/H . (6.9.3)

现在描述 Hn(G,M)→ Hn(H,M)G/H : 取 Hn(G,M)的元素在 ker[In,G → In+1,G]

中的代表元, 通过 IG → JG/H 映入 ker(dn)n,0, 再循 (6.9.3) 映至 HII HI(J
G/H)n,0 即
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是. 进一步取它在 Hn(H,M) 中的像, 这相当于对 (6.9.2) 全图取 HII HI(·)n,0, 并沿
合成. 若改走 并运用之前的三点观察, 则可知这也等于典范同态

Hn(G,M)→ Hn(H,M). 关于 (iii) 的断言得证.

注记 6.9.5 将对 Lyndon–Hochschild–Serre 谱序列给出一种典范而且兴许更自然的
构造方式.

以上关于上同调的正合列又称膨胀-限制正合列, 因为典范同态 Hn
(
G/H,MH

)
→

Hn(G,M) 常被称为膨胀同态, 而 Hn(G,M) → Hn(H,M)G/H 常被称为限制同态. 相
较于此, 更复杂的则是

Hn(H,M)G/H → Hn+1
(
G/H,MH

)
, Hn+1(G/H,M

H)→ Hn(H,M)G/H ,

它们称为超渡映射, 与示性类理论中的超渡映射异曲同工.
作为应用, 我们简单地推导 Hopf 的一则公式, 它说明如何从群 G 的展示计算

H2(G,Z); 此处取 k = Z, 赋予 Z 平凡 G-模结构.

推论 6.9.4 (H. Hopf) 设 G 为群, G ' F/R, 其中 F 是自由群而 R C F . 记 [F,R] 为
形如 [f, r] := frf−1r−1 的元素 (f ∈ F, r ∈ R) 在 R 中生成的子群, 它是 R 的正规子
群, 而且 [F,R] ⊂ [F, F ] := Fder. 我们有同构 H2(G,Z) ' (R ∩ [F, F ])/[F,R].

证明 命题 6.7.7 蕴涵 H2(F,Z) = 0, 故定理 6.9.3 的正合列 (n = 1) 化作

0→ H2(G,Z)→ H1(R,Z)G → H1(F,Z)→ H1(G,Z)→ 0.

以例 6.2.11 诠释 H1, 可得

0→ H2(G,Z)→
(

R

[R,R]

)
G

→ F

[F, F ]
→ G

[G,G]
→ 0.

群 G 对 R/[R,R] 的作用方式如下: 取 g ∈ G 的原像 f ∈ F , 可以验证 g 的作用来
自 f 对 R 的共轭作用 (习题). 对于任意 r̄ ∈ R/[R,R], 取其原像 r ∈ R, 则 gr̄ − r̄ (群
运算写作加法) 是

frf−1 · r−1 ∈ R的像 (群运算写作乘法).

当 f 和 r 变动, 它们生成 [F,R], 故 (R/[R,R])G ' R/[F,R]. 其余是容易的.

注记 6.9.5 (Lyndon–Hochschild–Serre谱序列的乘法结构) 对于上同调情形, 记任
意 G-模 M 的谱序列为 Ep,qr (M). 行将于 §6.10 介绍的杯积运算 (两重, 施于群 G/H

和 H 的上同调) 赋予 E2 项乘法结构

∪ : Ep1,q12 (M1)⊗ Ep2,q22 (M2)→ Ep1+p2,q1+q22 (M1 ⊗M2),

而谱序列的收敛目标也具有杯积 (施于群 G)

∪ : Hn1(G,M1)⊗Hn2(G,M2)→ Hn1+n2(G,M1 ⊗M2).
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问题在于: 这些结构能否定义在每一页上? dr 对之是否具有良好性质, 例如以下的
Leibniz 律?

dr(α1 ∪ α2) = dr(α1) ∪ α2 + (−1)p1+q1α1 ∪ (drα2), αi ∈ Epi,qir (Mi).

Hochschild 和 Serre 在原始文献 [20, pp.118–119] 中直接写下了正规化标准复形
C(G,M) 的典范滤过, 使之兼容定义在 C(G,M) 层次的杯积, 从而在每一页诱导满足
上述期望的乘法运算. 具体地说, 他们取降滤过 C(G,M) = F0 ⊃ F1 ⊃ · · · , 使得当
p > n 时复形 Fp 的 n 次项为 0, 否则 Fp 的 n 次项为 f ∈ Cn(G,M) (g1, . . . , gn)含至少 n− p+ 1项 ∈ H

=⇒ f(g1, . . . , gn) = 0

 .

相关细节不在话下. 归入本章习题, 有兴趣或需求的读者亦可参考原文.
特别地, C(G, k) 对此成为滤过微分分次代数, 谱序列 Ep,qr (k) 带有相应的乘法结

构 (定义 5.7.5 和命题 5.7.6). 就拓扑观点, 这是毫不意外的.

6.10 杯积运算
设 G 为任意群. 照例记 ⊗ = ⊗k, 它既代表 k-模的张量积, 也用来表达 G-模的张

量积.

约定 6.10.1 记 Ext•G := Ext•k[G], 记 D(G) := D(G-Mod).

本节的任务是对任意 G-模 M1 和 M2 构造上同调的杯积运算

∪ : Hp(G,M1)⊗Hq(G,M2)→ Hp+q(G,M1 ⊗M2), p, q ∈ Z≥0,

它在 p = q = 0 时给出自明的态射 MG
1 ⊗MG

2 → (M1 ⊗M2)
G.

以 Ext•G 重述, 则目的相当于定义

∪ : ExtpG(k,M1)⊗ ExtqG(k,M2)→ Extp+qG (k,M1 ⊗M2).

回忆到 ExtpG(k,M1) ' HomD(G)(k,M1[p]). 对杯积的第一种观点是基于导出范畴
中的态射来理解. 仅关心具体复形计算的读者可移步定义–命题 6.10.7.

定义 6.10.2 记双函子 ⊗ : G-Mod × G-Mod → G-Mod 的左导出双函子为
L
⊗. 它赋予

D−(G) 对称幺半结构, 以平凡 G-模 k 为幺元.

复形之间的 ⊗ 按惯例取全复形 tot⊕ 来定义. 对称幺半结构的交换约束涉及一些
正负号, 细节见命题 3.5.6.
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投射 G-模作为 k-模仍然投射 (命题 6.4.2, 取 H 平凡), 因而是平坦的. 若 X 和 Y

是 G-模构成的上有界复形, X 的每一项作为 k-模皆平坦, 则有

X ⊗ Y = X
L
⊗ Y, Y ⊗X = Y

L
⊗X;

参见命题 4.12.4. 特别地,

k⊗ Y = k
L
⊗ Y ' Y ' Y

L
⊗ k = Y ⊗ k. (6.10.1)

引理 6.10.3 设 ϕ : H → G 为群同态, 正合函子 ϕ∗ 在导出范畴上诱导的函子同仍记

为 ϕ∗ : D−(G)→ D−(H), 则 ϕ∗ 相对于
L
⊗ 是幺半函子, 见 [51, 定义 3.1.7] 及其后注记:

换言之, 存在服从种种相容性的典范同构

ϕ∗(k) ' k, ϕ∗X1

L
⊗ ϕ∗X2 ' ϕ∗(X1

L
⊗X2).

证明 同构 ϕ∗k ' k (或等式) 及其种种相容性当然是平凡的. 其次, 若 G-模 M 作为
k-模平坦, 则 ϕ∗M 亦然. 因为 L

⊗ 可通过对 k 平坦的解消来计算, 由此得到典范同构

ϕ∗X1

L
⊗ ϕ∗X2 ' ϕ∗(X1

L
⊗X2), 方式是化约到 X1 和 X2 逐次在 k 上平坦的情形.

现在可以在导出范畴中表述杯积的初始版本, 它是张量积运算的简单反映. 暂且记
(6.10.1) 给出的同构 k ∼→ k⊗ k = k

L
⊗ k 为 δ.

定义 6.10.4 设 X1 和 X2 为 D−(G) 的对象. 定义 k-模同态

L
∪ : HomD(G)(k, X1)⊗HomD(G)(k, X2)→ HomD(G)

(
k, X1

L
⊗X2

)
如下: α

L
∪ β 是合成态射

k
δ
k⊗ k = k

L
⊗ k

α
L
⊗β

X1

L
⊗X2.

显然 (α, β) 7→ α
L
∪ β 是双线性映射, 故定义合理. 它也可以理解为态射的合成运算.

诚然, 基于幺半范畴的一般性质, 容易看出 α
L
∪ β 等于以下合成

HomD(G)(k, X1)⊗HomD(G)(k, X2)

HomD(G)

(
k⊗X2, X1

L
⊗X2

)
⊗HomD(G)(k⊗ k, k⊗X2)

HomD(G)

(
k, X1

L
⊗X2

)
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其第一段基于 (6.10.1), 第二段是态射在 D(G) 中的合成.
以下性质是定义 6.10.4 或上述改写的形式结论, 其中 Xi 和 X 皆默认为 D−(G)

的对象.

B 函子性 运算 L
∪ 是关于 X1 和 X2 的函子.

B 幺元 基于 (6.10.1) 记录的同构, id ∈ EndD(G)(k) 通过
L
∪ 对 HomD(G)(k, X) 的左

和右作用都是恒等.

B 结合律 设 αi ∈ HomD(G)(k, Xi), 其中 i = 1, 2, 3. 精确到 L
⊗ 的结合约束,

α1

L
∪ (α2

L
∪ α3) = (α1

L
∪ α2)

L
∪ α3.

B 交换律 在交换约束 X1

L
⊗X2

∼→ X2

L
⊗X1 之下, α

L
∪ β 被映为 β

L
∪ α. 为此, 应用定

义 6.10.4 和下述交换图表即可

k k
L
⊗ k X1

L
⊗X2

k
L
⊗ k X2

L
⊗X1

δ

δ

α
L
⊗β

β
L
⊗α

所有纵向箭头都是 L
⊗ 的交换约束. 这是关于对称幺半范畴的一般事实.

我们进一步在 G-模的上同调层次定义杯积, 这会涉及一些正负号.

定义 6.10.5 (杯积) 设 M1 和 M2 是 G-模, p1, p2 ∈ Z, 在定义 6.10.4中取 Xi =Mi[pi],
并进一步将

L
∪ 和典范态射

M1[p1]
L
⊗M2[p2]

can
M1[p1]⊗M2[p2]

∼
θ′

(M1[p1]⊗M2)[p2] ∼
θ

(M1 ⊗M2)[p1 + p2]

在 D(G) 中合成, 其中
� can 是左导出双函子自带的典范态射,
� 典范同构 θ 和 θ′ 的定义如命题 3.5.8,

由之得到上同调的杯积

∪ : Extp1G (k,M1)⊗ Extp2G (k,M2)→ Extp1+p2G (k,M1 ⊗M2),

或写作 ∪ : Hp1(G,M1)⊗Hp2(G,M2)→ Hp1+p2(G,M1 ⊗M2).
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当 p1 = p2 = 0 时, 杯积相当于将两个态射 k → M1 和 k → M2 在 G-Mod 中取
k ' k⊗ k→M1 ⊗M2, 结果不外是自明的映射 (M1)

G ⊗ (M2)
G → (M1 ⊗M2)

G.
回查定义可见定义涉及的 M1[p1]⊗M2[p2]

∼→ (M1 ⊗M2)[p1 + p2] 有具体表法: 在
唯一的非零项 M1[p1]

−p1 ⊗M2[p2]
−p2 = M1 ⊗M2 上, 其作用是 (−1)p1p2 ; 正负号来自

θ′.
除了业已在导出范畴中表述的函子性和幺元律, 杯积还具有下述性质.

B 结合律 给定 αi ∈ Hpi(G,Mi), 其中 i = 1, 2, 3, 我们有
(α1 ∪ α2) ∪ α3 = α1 ∪ (α2 ∪ α3).

这点容易从 L
∪ 的结合律推导, 但仍须留心之前提及的正负号; 事实上, 两边涉及的

符号皆等于 (−1)p1p2+p2p3+p1p3 .

B 分次交换律 命 c :M1 ⊗M2
∼→M2 ⊗M1 为 x⊗ y 7→ y ⊗ x 确定的同构, 则对所有

α ∈ Hp(G,M1) 和 β ∈ Hq(G,M2), 我们有
Hp+q(c)(α ∪ β) = (−1)pqβ ∪ α.

诚然, 基于 L
∪ 的交换律, 问题化为验证下图交换

M1[p]
L
⊗M2[q] M1[p]⊗M2[q] (M1 ⊗M2)[p+ q]

M2[q]
L
⊗M1[p] M2[q]⊗M1[p] (M2 ⊗M1)[p+ q]

can
先提出 [q]

(−1)pqc[p+q]

can
先提出 [p]

其中左侧和中间的垂直箭头是张量积在导出范畴或复形范畴中的交换约束. 左方
块当然地交换; 至于右方块, 命题 3.5.8 的最后一部分表明下图交换

M1[p]⊗M2[q] (M1 ⊗M2)[p+ q]

M2[q]⊗M1[p] (M2 ⊗M1)[p+ q].

先提出 [q]

c[p+q]

先提出 [q]

然而根据命题 3.5.8 的反交换图表 (及其后的简单推广), 从 M2[q]⊗M1[p] 先提出
[q] 和先提出 [p] 所给出的 M2[q]⊗M1[p]

∼→ (M2 ⊗M1)[p+ q] 相差 (−1)pq, 这就
表明原图的右侧方块交换.

B 上同调代数 特别地, H•(G, k) :=
⊕

pH
p(G, k) 对 ∪ 成为分次 k-代数, 其乘法服从

上述分次交换律 β ∪ α = (−1)pqα ∪ β. 事实上, 可以证明 H•(G, k) 等同于定义
4.5.10 的分次 k-代数

ExtG(k) :=
⊕
p

ExtpG(k, k) =
⊕
p

Hp(G, k).
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B 双模结构 相对于 ∪ 运算,
⊕

pH
p(G,M) 成为 H•(G, k) 双边作用下的分次双模.

群同态 ϕ : H → G 诱导上同调代数的同态 ϕ∗ : H•(G, k)→ H•(H, k), 这是下一则
结果的直接结论.

命题 6.10.6 (群的变换) 沿用定义 6.10.5 的符号. 设 ϕ : H → G 为群同态. 命
ϕ∗ : Hpi(G,Mi)→ Hpi(H,ϕ∗Mi) 为 (6.5.1) 的典范同态 (i = 1, 2), 则

ϕ∗(α ∪ β) = ϕ∗α ∪ ϕ∗β.

作为特例, 当 H ⊂ G 是子群时, §6.8 探讨的限制映射 resn : Hn(G,M) →
Hn(H,M) 保杯积.

证明 对定义 6.10.4 的每段态射取 ϕ∗, 然后运用 ϕ∗ 是幺半函子这一事实 (命题
6.10.3), 可于 Extp1+p2H (k, ϕ∗M1 ⊗ ϕ∗M2) 中得到

ϕ∗(α ∪ β)
等同于 合成态射k δ
k

L
⊗ k

ϕ∗α
L
⊗ϕ∗β

ϕ∗M1[p1]
L
⊗ ϕ∗M2[p2]→ (ϕ∗M1 ⊗ ϕ∗M2)[p1 + p2]

 .
上式的 ϕ∗α ∈ Extp1H (k, ϕ∗M1) ' HomH(ϕ∗k, ϕ∗M1[p1]) 是对态射 α 应用函子 ϕ∗ 的
产物, 但根据注记 6.5.3, 它也是 α 对典范同态 (6.5.1) 的像; 对 ϕ∗β 亦同. 综上即得
ϕ∗α ∪ ϕ∗β.

下一个目标是以命题 6.2.8 的标准复形 C(G,M) 描述杯积. 这不仅更具体, 还能将
杯积典范地提升到复形层次. 首先给出定义, 稍后的命题 6.10.10 将说明它和先前版本
等同.

定义–命题 6.10.7 (标准复形上的杯积) 设 M1 和 M2 为 G-模. 对所有 p1, p2 ∈ Z 定
义同态

∪ : Cp1(G,M1)⊗ Cp2(G,M2) Cp1+p2(G,M1 ⊗M2)

f1 ⊗ f2 f1(g1, . . . , gp1)⊗ (g1 · · · gp1f2(gp1+1, . . . , gp1+p2))

其中 g1, . . . , gp1+p2 ∈ G.

(i) 它们满足结合律 (考虑 M1, M2, M3) 以及 Leibniz 律

d(f1 ∪ f2) = df1 ∪ f2 + (−1)p1f1 ∪ df2;

特别地, ∪ 给出复形之间的态射 ∪ : C(G,M1)⊗ C(G,M2)→ C(G,M1 ⊗M2).
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(ii) 注记 6.2.13 介绍的正规化标准复形对 ∪ 封闭, 这给出态射

∪ : C(G,M1)⊗ C(G,M2)→ C(G,M1 ⊗M2).

证明 结合律从 ∪ 的公式一眼看穿, 而 Leibniz 律也不难检验: 设

ϕ ∈ Cp(G,M1), ψ ∈ Cq(G,M2),

则在

(dϕ ∪ ψ)(g1, . . . , gp+q+1) =(
g1ϕ(g2, . . . , gp+1) +

p∑
k=1

(−1)kϕ(. . . , gkgk+1, . . .) + (−1)p+1ϕ(g1, . . . , gp)

)
⊗ (g1 · · · gp+1)ψ(gp+2, . . . , gp+q+1),

和

(−1)p(ϕ ∪ dψ)(g1, . . . , gp+q+1) = ϕ(g1, . . . , gp)⊗

(g1 · · · gp)
(
(−1)pgp+1ψ(gp+2, . . . , gp+q+1) +

p+q∑
k=p+1

(−1)kψ(. . . , gkgk+1, . . .)

+ (−1)p+q+1ψ(gp+1, . . . , gp+q)

)
中, ϕ(g1, . . . , gp)⊗ (g1 · · · gp+1)ψ(gp+2, . . .) 分别作为末项和首项相互抵消. 两式的和遂
等于 d(ϕ ∪ ψ)(g1, . . . , gp+q+1).

注意到 Leibniz 律等价于说当 p1, p2 变动, ∪ 给出复形的态射. 综之 (i) 得证.
若 f1 或 f2 来自正规化标准复形, 则当 g1, . . . , gp1+p2 其中任一者为 1G 时, 定义

蕴涵 (f1 ∪ f2)(g1, . . . , gp1+p2) = 0. 这也完成了 (ii) 的证明.

忆及标准复形 C(G,M) 的实质是以自由解消 L → k 来计算 RHomG(k,M) =

Hom•G(L,M), 其中 M 是 G-模. 更精确地说, 我们对 L 采用定义 6.1.10 中的链复形
(Ln, ∂n)n; 若取 Ln := L−n 但保持态射 ∂n 不变, 便能将 L 视同复形.

引理 6.10.8 记定义 6.1.10 提供的自由解消为 ε : L→ k, 则:

(i) ε⊗ ε : L⊗ L→ k⊗ k ' k 是 G-模 k 的投射解消;

(ii) 可定义复形的态射 ∆ : L→ L⊗ L, 使得它在 −n 次项是

∆n : Ln
⊕n

p=0 Lp ⊗ Ln−p

(g0, . . . , gn)
(
(−1)p(n−p)(g0, . . . , gp)⊗ (gp, . . . , gn)

)n
p=0
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而且使下图交换:
L L⊗ L

k k⊗ k.

∆

ε ε⊗ε

∼
δ

证明 对于 (i), 观察到 L⊗L 的每一项依然是投射 G-模 (可用命题 6.1.7). 为了证 ε⊗ ε
是拟同构, 将之分解为

L⊗ L→ L⊗ k→ k⊗ k.

因为 L 由平坦 k-模构成, 两段皆是拟同构.
对于 (ii), 显然每个 ∆n 皆是 G-模同态. 分不同情况直接计算足以验证 ∆ 确实是

复形之间的态射. 图表交换性则是平凡的.

和拓扑学中的杯积相对照, 此处的 ∆ 不妨类比于空间的 “对角嵌入”. 它也可以从
§8.8 将要介绍的 Alexander–Whitney 映射来诠释, 详见 §8 习题.
注意到由于 ε⊗ ε 是拟同构, 复形的一般理论说明必存在使 (ii) 的图表交换的态射

L→ L⊗ L, 而且它精确到同伦是唯一的 (定理 3.11.5). 引理 6.10.8 (ii) 的价值在于其明
确公式.

回到定义 6.10.4 对 L
∪ 的描述. 将 D(G) 的态射 α 和 β 分别以复形的态射 L→ X1

和 L → X2 表出, 此处 Xi 为上有界复形, 并且以引理 6.10.8 将 δ 提升到 ∆. 于是
α

L
∪ β ∈ HomD(G)(k, X1

L
⊗X2) 和典范态射 X1

L
⊗X2

can
X1 ⊗X2 的合成具体表为复

形态射的合成
L L⊗ L X1 ⊗X2

L
L
⊗ L

∆ α⊗β

对于 G-模 Mi 和 pi ∈ Z, 我们有 Hpi Hom•(L,Mi) ' Hpi(G,Mi), 其中 i = 1, 2.
接着以 Hom 复形诠释杯积. 对任意由 G-模构成的复形 X,Y,X ′, Y ′ 和 m,n ∈ Z

定义 k-模同态
µm,n : Homm

G (X,Y )⊗Homn
G(X

′, Y ′)→ Homm+n
G (X ⊗X ′, Y ⊗ Y ′), (6.10.2)

方式如下: 给定左侧的元素 f ⊗ g, 命
µm,n(f ⊗ g)(x⊗ x′) := (−1)pnf(x)⊗ g(x′) ∈ Y p+m ⊗ (Y ′)q+n,

x⊗ x′ ∈ Xp ⊗ (X ′)q.

琐碎而不困难的验证说明全体 µm,n 给出复形的同态
µ : Hom•G(X,Y )⊗Hom•G(X ′, Y ′)→ Hom•G(X ⊗X ′, Y ⊗ Y ′),

换言之 (6.10.2) 满足 Leibniz 律. 定义涉及的符号 (−1)pn 可由 §7.1 和第七章习题将讨
论的 Koszul 符号律来解释, 这是因为公式涉及 g 和 x 的换位操作.
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引理 6.10.9 将上述操作施于 X = X ′ = L 和 Y =M1, Y ′ =M2, 则复形的态射

Hom•G(L,M1)⊗Hom•G(L,M2)
µ

Hom•G(L⊗ L,M1 ⊗M2)

∆∗

Hom•(L,M1 ⊗M2) (6.10.3)

在上同调层次给出定义 6.10.5 的杯积.

证明 对 i = 1, 2 以引理 3.2.3 将 Hompi
G (L,Mi) 等同于 Hom0

G(L,Mi[pi]), 选定其中满
足 dHom•fi = 0 的 fi, 并考察 f1 ⊗ f2 对 (6.10.2) 的像. 由于 fi 只在 Lpi 上方能非零,
此像涉及的正负号是 (−1)p1p2 , 恰好符合定义 6.10.5 的正负号. 其余验证是平凡的.

回忆到 Hom•(L,Mi) ' C(G,Mi), 从而 Hpi(G,Mi) ' Hpi(C(G,Mi)), 具体映法如
命题 6.2.8 证明所示 (i = 1, 2).

命题 6.10.10 定义 6.10.5 的杯积等于合成同态

Hp1(G,M1)⊗Hp2(G,M2) ' Hp1(C(G,M1))⊗Hp2(C(G,M2))

κ Hp1+p2 (C(G,M1)⊗ C(G,M2))

Hp1+p2 (∪)
Hp1+p2(C(G,M1 ⊗M2)) ' Hp1+p2(G,M1 ⊗M2),

其中的典范态射 κ 详见定理 3.14.12 之上的说明. 若改用正规化标准复形, 结论相同.

证明 按照引理 6.10.9 的方式诠释杯积. 考虑 fi ∈ Cpi(G,Mi). 对于 g1, . . . , gp1+p2 ∈
G, 元素

(g1| · · · |gp1+p2) :=
(
1G, g[1,1], . . . , g[1,p1+p2]

)
∈ Lp1+p2

取 ∆ 后在 Lp1 ⊗ Lp2 中的分量是

(−1)p1p2
(
1G, . . . , g[1,p1]

)
⊗
(
g[1,p1], . . . , g[1,p1+p2]

)
= (−1)p1p2(g1| · · · |gp)⊗ g1 · · · gp1 (gp1+1| · · · |gp1+p2) .

相对于 (6.10.2) 给出的 µp1,p2(f1 ⊗ f2), 此元素被映为

f1(g1, . . . , gp1)⊗ g1 · · · gp1f2(gp1+1, · · · , gp1+p2).

因此 (6.10.3) 的操作确实兼容于 C(G,M) 上的 ∪. 正规化标准复形的版本无异.

注意到尽管杯积在标准复形上的描述直接明了, 但是分次交换律难以由此直接推
导, 在标准复形的框架下需要比较迂回的证明. 本书不采取这一进路.

注记 6.10.11 定义–命题 6.10.7 所揭示的结构严格丰富于定义 6.10.5 的上同调版本,
因为它向整个标准复形赋予微分分次结构; 因此 C(G, k) 对 ∪ 成为定义 5.7.1 或 7.2.1
所谓的微分分次代数; 改取 C(G, k) 亦同. 上同调版本的杯积仅是对之取 H• 的产物,
有分次无微分.
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标准复形上的杯积具有函子性: 设 ϕ : H → G 为群同态, Mi (或 Ni) 为 G-模 (或
H-模), 同态 fi :Mi → Ni 对 ϕ 等变 (i = 1, 2, 见定义 6.5.6), 则下图交换:

C(G,M1)⊗ C(G,M2) C(G,M1 ⊗M2)

C(H,N1)⊗ C(H,N2) C(H,N1 ⊗N2);

∪

∪

垂直箭头来自于等变同态 f1, f2 和 f1⊗f2, 见命题 6.5.10. 正规化标准复形继承此性质.

推论 6.10.12 设有 G-模短正合列 0→M ′1
f
M1

g
M ′′1 → 0, 使得相应的

0→M ′1 ⊗M2 →M1 ⊗M2 →M ′′1 ⊗M2 → 0

仍然短正合. 记上同调的连接同态为 δp : Hp(G,M ′′1 )→ Hp+1(G,M ′1), 依此类推, 则

(δpα) ∪ β = δp+q(α ∪ β), α ∈ Hp(G,M ′′1 ), β ∈ Hq(G,M2).

若改取短正合列 0→M ′2 →M2 →M ′′2 → 0 使得

0→M1 ⊗M ′2 →M1 ⊗M2 →M1 ⊗M ′′2 → 0

仍然正合, 则有
α ∪ (δqβ) = (−1)pδp+q(α ∪ β).

证明 以标准复形上的杯积处理第一种情形. 取 α 的代表元 a′′ ∈ Cp(G,M ′′1 ). 回顾
δpα 的具体构造 (蛇形引理): 存在 a ∈ Cp(G,M1) 使得 a 7→ a′′, 而 da′′ = 0 蕴涵 da 来
自某个 a′ ∈ Cp+1(G,M ′1), 后者的上同调类即 δpα. 示意图:

a a′′

a′ da

d

接着取 β 的代表元 b ∈ Cq(G,M2). 由 db = 0 和 Leibniz 律可得 d(a′′ ∪ b) = 0 和

a ∪ b a′′ ∪ b

a′ ∪ b da ∪ b

d

这蕴涵 a′ ∪ b 的上同调类即 δp+q(α ∪ β).
第二种情形的论证是类似的, 或由分次交换律化约到前一种情形.

作为应用, 现在来阐明定义–命题 6.8.4 介绍的余限制 corn 和杯积的关系.
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命题 6.10.13 (投影公式) 设 M1 和 M2 为 G-模, H 为 G 的子群, (G : H) 有限. 对所
有 α ∈ Hp(G,M1) 和 β ∈ Hq(H,M2), 我们有 Hp+q(G,M1 ⊗M2) 中的等式

corp+q(resp(α) ∪ β) = α ∪ corq(β);

左右位置交换亦同.

证明 首先处理 p = q = 0 情形. 回忆到 cor0 化为 νG|H :MH
i →MG

i , 映 x ∈MH
i 为∑

gH gx ∈MG
i . 问题遂化为证下图交换

MG
1 ⊗MH

2 MG
1 ⊗MG

2

MH
1 ⊗MH

2 (M1 ⊗M2)
H (M1 ⊗M2)

G.

id⊗νG|H

自明

自明 νG|H

这再容易不过: 设 x ∈ MG
1 而 y ∈ MH

2 , 则 νG|H(x ⊗ y) =
∑
gH gx ⊗ gy =∑

gH x⊗ gy = x⊗ νG|H(y).
对于 p ≥ 1 或 q ≥ 1 的情形, 我们用移维递归地论证. 兹以 p ≥ 1 情形为例, 考虑

G-模的短正合列
0→M1 → IndG{1}M1 →M ′1 → 0,

第一段映 x 为 [g 7→ gx], 其中 g ∈ G, 它作为 k-模同态有左逆 ϕ 7→ ϕ(1G), 于是对短正
合列取 ⊗M2 依然正合. 另一方面, 当 n ≥ 1 时 Hn(G, IndG{1}(M1)) ' Hn({1},M1) = 0

(定理 6.4.3), 故连接同态给出满射

δp−1G : Hp−1(G,M ′1) � Hp(G,M1).

若将短正合列限制到 H 上, 则仍有连接同态 δp−1H : Hp−1(H,M ′1) → Hp(H,M1),
依此类推. 留意到 ResGH 和 ⊗M2 是相交换的操作.

于是不妨设 α = δp−1G (α′). 应用 res 和 cor 与连接同态的兼容性可得

corp+q
(
resp(δp−1G α′) ∪ β

)
= corp+q

(
δp−1H (resp−1α′) ∪ β

)
推论 6.10.12

corp+qδp+q−1H

(
(resp−1α′) ∪ β

)
= δp+q−1G corp+q−1

(
(resp−1α′) ∪ β

) 递归
δp+q−1G (α′ ∪ corqβ)
推论 6.10.12

(δp−1G α′) ∪ corqβ.

对 q 的递归是全然相似的. 至于左右交换的版本则可从分次交换律来推导.

例 6.10.14 令 Cm 为 m 阶循环群 (m ∈ Z≥1). 取系数环为 k = Z, 以下说明如何以
杯积来理解命题 6.7.5 蕴涵的周期同构 Hn(Cm, A) ' Hn+2(Cm, A), 其中 A 是任意
Cm-模而 n ≥ 1.
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取 t 为 H2(Cm,Z) ' Z/mZ 的任意生成元. 兹断言当 n ≥ 1 时, 杯积诱导同构

t ∪ (·) : Hn(Cm, A)
∼→ Hn+2(Cm, k⊗A) = Hn+2(Cm, A).

选定 Cm 的生成元 σ, 我们有以下短正合列

0→ I→ Z[Cm]→ Z→ 0, 0→ I⊗A→ Z[Cm]⊗A→ A→ 0,

0→ Z
ν

Z[Cm]
σ−1

I→ 0, 0→ A
ν⊗id

Z[Cm]⊗A
(σ−1)⊗id

I⊗A→ 0.

左边来自引理 6.7.3, 其每项都是自由 Z-模, 故 ⊗A 得到的右边也正合. 由此首先得出

Z = H0(Cm,Z) � H1(Cm, I)
∼→ H2(Cm,Z) = Z/mZ,

两段映射都是长正合列的连接同态. 对此取 t 在 Z 中的原像 t̃, 它必与 m 互素. 推论
6.10.12 给出交换图表

Hn(Cm, A) Hn+1(Cm, I⊗A) Hn+2(Cm, A).

Hn(Cm, A)

连接同态 连接同态

t̃∪(·) t∪(·)

本章习题将说明第一行的合成是周期同构. 故问题简化为证 t̃ ∪ (·) 为同构, 此为显
然: 它无非是乘以 t̃ ∈ Z 倍映射, 而 mHn(Cm, A) = {0} (推论 6.8.6). 事实上, 若 t 对
应 1 mod m, 则取 t̃ = 1 立见周期同构严格等同于 t ∪ (·).

注记 6.10.15 (帽积) 一如拓扑场景, 群上同调与同调之间还有一种称为帽积的运算

∩ : Hp(G,M1)⊗Hq(G,M2)→ Hq−p(G,M1 ⊗M2), M1,M2 : G-模.

由于本书不用帽积, 姑且一笔带过. 将 Hp(G,M1) 的元素 α 视同 D(G) 的态射
k→M1[p]. 它诱导 D−(G) 的态射

k
L
⊗
k[G]

M2
∼→ k

L
⊗
k[G]

(k
L
⊗M2)

id⊗α⊗id
k

L
⊗
k[G]

(M1[p]
L
⊗M2)

id
L
⊗can

k
L
⊗
k[G]

(M1[p]⊗M2)

id
L
⊗θ

k
L
⊗
k[G]

((M1 ⊗M2)[p])
θ′
(
k

L
⊗
k[G]

(M1 ⊗M2)

)
[p].

最后再对其合成取 H−q, 即得

α ∩ (·) : Hq(G,M2)→ Hq−p(G,M1 ⊗M2).

对特例 p = q, 我们便得到配对

〈·, ·〉 : Hp(G,M1)⊗Hp(G,M2)→ (M1 ⊗M2)G .
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6.11 Tate上同调
对于有限群 G 和交换环 k, 定义–命题 6.7.1 引入了 k[G]G 的元素 ν =

∑
g∈G g. 它

是 k[G] 的中心元. 对于任意 G-模 M , 乘法映射 x 7→ νx 因而给出 G-模同态 M →M ,
仍记为 ν.

鉴于恒等式 νg = ν = gν, 我们有 νM ⊂ MG 和 IM ⊂ Mν=0, 此处 I 是 k[G] 的
增广理想, Mν=0 如约定 6.7.2. 于是 ν 诱导 k-模同态

ν :MG →MG. (6.11.1)

既然群的同调 (或上同调) 可以设想为 MG (或 MG) 的导出版本, 典范同态
MG →MG 遂提示了同调与上同调之间的一道桥梁. 比方说, 何不考虑它在某种导出意
义2)下的余核? 我们暂且搁置这个思路, 以经典方式来定义相应的上同调.

定义 6.11.1 (Tate上同调) 设 G 为有限群, M 为 G-模. 对所有 n ∈ Z 定义

Ĥn(G,M) := Hn(G,M) (n ≥ 1),

Ĥ0(G,M) :=MG/νM

= coker
[
ν :MG →MG

]
� H0(G,M),

Ĥ−1(G,M) :=Mν=0/IM

= ker
[
ν :MG →MG

]
↪→ H0(G,M),

Ĥ−n(G,M) := Hn−1(G,M) (n ≥ 2).

它们对 M 都有函子性.

Tate 上同调常用于 Galois 理论和代数数论的研究中, 譬如 [51, 定义 9.6.3] 曾出现
的 Ĥ−1. 功劳归于 J. Tate.

实用的上同调理论往往具有长正合列, Tate 上同调亦然.

定理 6.11.2 设 0→M ′ →M →M ′′ → 0 是 G-模的短正合列, 则有长正合列

· · · → Ĥn(G,M)→ Ĥn(G,M ′′) δn Ĥn+1(G,M ′)→ Ĥn+1(G,M)→ · · ·

两侧无穷延伸, 其中的连接同态 δn 对于短正合列之间的态射, 亦即对如下的行正合交
换图表

0 M ′ M M ′′ 0

0 L′ L L′′ 0

具有函子性.
2)按拓扑学的观点来说: 同伦意义.
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证明 将同调和上同调的长正合列按照以下方式接合
· · · H1(G,M ′′) H0(G,M ′) H0(G,M) H0(G,M ′′) 0

0 H0(G,M ′) H0(G,M) H0(G,M ′′) H1(G,M ′) · · ·

N1 N2 N3

其中的 N1, N2, N3 都是先前记为 ν 的同态. 上图是行正合交换图表: 唯一待说明的是
触及 0的两个方块交换. 这点可以借助于标准复形和链复形,并回忆连接态射 H1 → H0

和 H0 → H1 来具体地验证, 留给读者练习.
蛇形引理遂给出正合列

ker(N1) ker(N2) ker(N3) coker(N1) coker(N2) coker(N3)

Ĥ−1(G,M ′) Ĥ−1(G,M) Ĥ−1(G,M ′′) Ĥ0(G,M ′) Ĥ0(G,M) Ĥ0(G,M ′′)

δ−1

这是所求正合列的一段, 连接同态 δ−1 的函子性已由蛇形引理料理. 正合列的其他部分
则归结为群同调和群上同调的长正合列, 以及证明第一步的行正合交换图表.

接着陈述 Shapiro 引理 (定理 6.4.3) 的 Tate 上同调版本. 回忆到当 G 有限时, 对
于任何子群 H, 两种诱导函子 IndGH , indGH : H-Mod→ G-Mod 相同, 见推论 6.8.2, 今后
统一记为 IndGH .

命题 6.11.3 对于有限群 G, 其子群 H 以及 H-模 N , 我们有典范同构

Ĥn(H,N) ' Ĥn
(
G, IndGH(N)

)
, n ∈ Z.

证明 当 n ≥ 1 或 n ≤ −2 时, 断言化约为定理 6.4.3. 接着处理 n = −1, 0 情形. 以引
理 6.8.1 将 IndGH(N) 实现在映射空间上. 记 G (或 H) 对应的 ν 为 νG (或 νH). 问题
归结为证下图交换:

IndGH(N)G IndGH(N)G

NH NH

νG

∼

∼

νH

垂直同构来自推论 6.2.4. 设 y ∈ N , 记它在 NH 中的像为 [y], 则 [y] 在 IndGH(N)G

中的像是 [f ], 其中 f ∈ IndGH(N) 满足 f(1G) = y 和 Supp(f) ⊂ H. 于是 νGf :

x 7→
∑
g∈G f(xg) 在 NH 中的像是 (νGf)(1G) =

∑
g f(g). 但这也等于

∑
h∈H f(h) =∑

h hf(1G) = νHy. 证毕.

论证可以进一步强化, 以说明典范同构和两边的长正合列兼容.

推论 6.11.4 设 G 为有限群. 对所有 k-模 N 皆有

Ĥn
(
G, IndG{1}(N)

)
= 0, n ∈ Z.
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证明 显然对所有 n ∈ Z 皆有 Ĥn({1}, N) = 0.

例 6.11.5 设 E|F 为域的有限 Galois 扩张, Galois 群 Gal(E|F ) 作用在 E 上. 取系数
环为 k = F 或 Z, 则正规基定理 [51, 定理 9.5.6] 相当于说 E ' IndGal(E|F )

{1} (F ), 故推论
6.11.4 蕴涵

Ĥn(Gal(E|F ), E) = 0, n ∈ Z;

因此 n ≥ 1 =⇒ Hn(Gal(E|F ), E) = 0. 对于 E|F 为循环扩张而 n = −1 的情形, 这为
[51, 定理 9.6.10] 提及的加性版本 Hilbert 第 90 定理提供了另一证明. 乘性版本请见例
7.11.10.

对于一般的 H ⊂ G 和 G-模 M , 限制的左右伴随给出典范态射

εM : indGH(ResGH(M))→M, ηM :M → IndGH(ResGH(M)).

基于伴随对的具体给法 (命题 6.1.9), εM (g ⊗ x) = gx 而 ηM (x) = [g 7→ gx]. 于是
εM 满而 ηM 单. 现在回到有限群的情形, indG{1} = IndG{1}. 运用 εM 和 ηM 可见推论
6.11.4 的消没性质蕴涵每个 Ĥn(G, ·) 既是可拭的, 又是余可拭的 (定义 3.12.11). 有鉴
于此, 命题 3.12.9 的移维技巧也有简化的表述如下.

推论 6.11.6 (移维) 对所有 G-模 M , 照例简记 ResG{1}M 为 M , 并考虑短正合列

0→M ′ → IndG{1}(M)
εM

M → 0,

0→M
ηM

IndG{1}(M)→M ′′ → 0.

长正合列中相应的连接同态给出典范同构

Ĥn−1(G,M ′′) ∼→ Ĥn(G,M)
∼→ Ĥn+1(G,M ′), n ∈ Z.

证明 结合长正合列 (定理 6.11.2) 和推论 6.11.4 的消没性质.

关于 Tate 上同调的许多性质都能通过移维化到 n = 0 情形来讨论.
回归定义. 任取 G-模 M 的投射解消 P → M 和内射解消 M → I, 两者都视为复

形, 然后考察复形之间的态射 PG → IG, 写作图表

· · · 0 0 I0,G I1,G I2,G · · ·

· · · P2,G P1,G P0,G 0 0 · · ·

Ω

其中的 Ω 是 P0,G � MG
ν

MG ↪→ I0,G 的合成, 交换性是明白的. 取映射锥
Cone

[
PG → IG

]
, 或者说取上图的全复形 (置 PG 于纵坐标 −1); 请读者验证

Hn
(
Cone

[
PG → IG

])
= Ĥn(G,M). (6.11.2)
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上式实际说明了如何在 G-模的导出范畴 D(G) 中定义典范态射 k
L
⊗
k[G]

M →

RHomG(k,M). 将此态射扩充为 D(G) 的好三角

k
L
⊗
k[G]

M → RHomG(k,M)→ Tate(G,M)
+1

,

则 Hn(Tate(G,M)) ' Ĥn(G,M). 此构造的问题在于好三角中 Tate(G,M) 的不同选
法尽管同构, 这些同构却不是典范的, 这是导出范畴理论的一个突出缺陷; 见推论 4.2.3
及其后的说明.

话虽如此, 若 k
L
⊗
k[G]

M (或 RHomG(k,M)) 被选定的, 集中在非正 (或非负) 项的复
形表出,包括但不限于 (6.11.2)中的 PG (或 IG),则仍然能定义态射 Ω并将 Tate(G,M)

取为映射锥, 从而将之诠释为注记 3.3.7 所谓的同伦余核3). 习题将说明如何改以 k 的
标准解消来处理, 从而提供更多计算 Tate 上同调的手段.

现在对有限循环群的特例作进一步的讨论.

例 6.11.7 设 m ∈ Z≥1 而 Cm 为 m 阶循环群; 任取 Cm 的生成元 σ. 对于所有 Cm-模
A, 兹断言 Ĥn(Cm, A) 是以下复形的 Hn (其中 n ∈ Z):

· · ·
σ−1

A
ν

A

零次项

σ−1
A

ν
A

σ−1
→ · · ·

按周期 2 重复. 这是因为命题 6.7.5 的证明已经具体写下计算同调与上同调的复形, 两
者以 ν 接合给出先前提到的映射锥 Tate(G,M), 形式如上. 由此立得典范同构

Ĥn(Cm, A) '
{
Aν=0/(σ − 1)A, n奇
Aσ=1/νA, n偶.

周期性告诉我们: 若 0→ A′ → A→ A′′ → 0 是 Cm-模的短正合列, 则定理 6.11.2
的长正合列收纳为正合六边形

Ĥ偶(Cm, A′) Ĥ偶(Cm, A)

H奇(Cm, A′′) Ĥ偶(Cm, A′′).

Ĥ奇(Cm, A) Ĥ奇(Cm, A′)

f1

f2f6

f3f5

f4

(6.11.3)

3)改取 k
L
⊗

k[G]
M → RHomG(k,M) 的同伦核并不给出新结构, 它和同伦余核仅差一个平移.
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定义 6.11.8 设 A 为 Cm-模 (m ∈ Z≥1). 在 Ĥn(Cm, A) 对所有 n 皆有限的前提下, 定
义正整数

h(Cm, A) :=

∣∣∣Ĥ偶(Cm, A)∣∣∣∣∣∣Ĥ奇(Cm, A)∣∣∣ ,
称为 A 的 Herbrand 商.

当 A 有限时 Ĥn(Cm, A) 显然有限. 注意到其元素个数无关系数环 k 的选取; 不妨
就取 k = Z. 在代数数论中, 以下的 Herbrand 定理是一则基础而关键的结果.

定理 6.11.9 (J. Herbrand) 设 m ∈ Z≥1, 而 Cm 为 m 阶循环群.

(i) 设 0 → A′ → A → A′′ → 0 为 Cm-模的短正合列, 则一旦 h(Cm, A
′), h(Cm, A)

和 h(Cm, A
′′) 之中任两项有定义, 剩余项也自动有定义, 此时

h(Cm, A) = h(Cm, A
′)h(Cm, A

′′).

(ii) 若 A 是有限 Cm-模, 则 h(Cm, A) = 1.

证明 对于 (i), 请打量 (6.11.3) 的正合六边形. 记 ni := | im(fi)|; 在基数乘法的意义
下, 图中六项的阶数分别是

n1n2n6n1

n5n6

n4n5 n3n4

n2n3

三个 Herbrand 商对应到上图对角项的商. 断言 (i) 遂翻译为以下观察:

� 若某两条对角线两端的基数皆有限, 则剩下一条对角线两端亦然;

� 方框项乘积等于圆框项乘积.

至于 (ii), 存在有限 Z-模的短正合列

0→ Aσ=1 → A
σ−1

IA→ 0, 0→ Aν=0 → A
ν
νA→ 0;

此处 (σ − 1)A = IA 是引理 6.7.3 的应用. 于是

|Aσ=1| · |IA| = |Aν=0| · |νA|,

此式又整理为 |Ĥ0(Cm, A)| = |Ĥ−1(Cm, A)|. 明所欲证.
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6.12 pro-有限群的上同调
本节预设 §B.1 关于 pro-有限群的基本定义和结果.
设 G 为 pro-有限群而 M 为 G-模. 不难验证下述条件相互等价:

(i) M =
⋃
KM

K , 其中 K 遍历 G 的正规开子群;

(ii) 对所有 x ∈M , 稳定化子群 StabG(x) 是开的;

(iii) 作用映射 G×M →M 连续, 前提是赋 M 离散拓扑.

定义 6.12.1 设 G 为 pro-有限群. 当以上任一条件成立时, 我们称 G-模 M 是光滑
的4). 全体光滑 G-模构成 G-Mod 的全子范畴 G-Mod∞.

虽然 G 本身的条件涉及拓扑, 但光滑 G-模的刻画 (i) 或 (ii) 纯然是代数的, 它是
G-模的一种性质, 而非额外结构. 由此易见 G-Mod∞ 是 G-Mod 的子 Abel 范畴. 定义
6.1.8 的操作在此有自然的类比.

定义–命题 6.12.2 设 ϕ : H → G 为 pro-有限群之间的连续同态, M 为光滑 G-模, 则
H-模 ϕ∗M 仍光滑. 这给出函子

ϕ∗ : G-Mod∞ → H-Mod∞.

证明 对所有正规开子群 K C G, 仍有相应的正规开子群 ϕ−1(K) CH. 若 x ∈ MK ,
则 x ∈ (ϕ∗M)ϕ

−1K , 这说明 ϕ∗M =
⋃
L◁H:开(ϕ

∗M)L. 故 ϕ∗M 光滑.

留意到函子 ϕ∗ 总是正合的. 在此拈出两类特例:

B 限制 设 H 是 G 的闭子群. 取 ϕ 为包含同态 H ↪→ G, 对应的函子记为

ResGH : G-Mod∞ → H-Mod∞.

B 膨胀 对于正规闭子群 H CG, 取 ϕ 为商同态 G� G/H, 对应的函子记为

InflGG/H : G/H-Mod∞ → G-Mod∞.

以上提及的群 H 和 G/H 自动是 pro-有限的, 故定义合理.

定义–命题 6.12.3 对任意 G-模 M , 定义 M∞ :=
⋃
KM

K , 其中 K 遍历 G 的正规开
子群. 这是光滑 G-模, 而 M 光滑当且仅当 M =M∞.

4)鉴于 (iii), 许多文献也称之为离散的.
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对于任意光滑 G-模 M ′, 我们有

HomG(M
′,M) = HomG(M

′,M∞);

换言之, 包含 : G-Mod∞ � G-Mod : (·)∞ 是伴随对.

证明 显然.

我们也称 M∞ 的元素为 M 的光滑元素. 既然 (·)∞ 是正合函子的右伴随, 它保持
内射对象 (命题 2.8.17).

推论 6.12.4 Abel 范畴 G-Mod∞ 有足够的内射对象.

证明 设 M 为光滑 G-模, 将它嵌入内射 G-模 I, 则 M =M∞ ↪→ I∞ 而 I∞ 是内射光
滑 G-模.

注记 6.12.5 一般而言 G-Mod∞ 无足够的投射对象, 这是本节探讨上同调而非同调的
主要原因.

已知 G-Mod∞ 有足够内射对象, 自然就可以谈论不变量函子 (·)G 的右导出函子.
本节的进路是先表述化到有限群情形的直接定义, 随后在命题 6.12.11 将其等同于右导
出函子. 以下仅用经典语言, 不论导出范畴.
首先考虑 pro-有限群 G 及其正规开子群 K. 对任意光滑 G-模 M , 其中的 K-

不变量 MK = (ResGKM)K 自然地成为 G/K-模, 由此得到函子 (·)K : G-Mod∞ →
G/K-Mod. 我们有明白的伴随对

InflGG/K : G/K-Mod G-Mod∞ : (·)K

HomG

(
InflGG/K(M ′),M

)
HomG/K

(
M ′,MK

)
.

(6.12.1)

若 G 的正规开子群 K 和 K ′ 满足 K ′ ⊃ K, 则包含同态 MK′
↪→MK 对反向的商

同态 G/K ′ � G/K 等变 (定义 6.5.6), 于是对每个 n ∈ Z≥0 都有典范同态

ρK
′

K : Hn
(
G/K ′,MK′

)
→ Hn

(
G/K,MK

)
.

若 K1 ⊂ K2 ⊂ K3 是 G 的正规开子群, 则 ρK2

K1
ρK3

K2
= ρK3

K1
. 这表明以下定义合理.

定义 6.12.6 设 G 为 pro-有限群, M 为光滑 G-模. 对所有 n ∈ Z≥0 定义

Hn(G,M) := lim−→
K

Hn
(
G/K,MK

)
, n ∈ Z≥0,

其中 K 遍历 G 的正规开子群, 而 lim−→ 按照 K ′ � K ⇐⇒ K ⊂ K ′ 定义的偏序和 ρK
′

K

来定义.
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所有正规开子群构成滤过偏序集: 它们对有限交封闭. 若 G 有限, 则 {1} 是此偏序
集的唯一极大元, 此时 Hn(G,M) 复归 §6.2 的原始版本. 对于一般情形,

H0(G,M) = lim−→
K

(
MK

)G/K
=MG.

设 f : M1 → M2 为光滑 G-模之间的同态. 对所有正规开子群 K, 它限制为
fK : MK

1 → MK
2 . 显然 K ′ ⊃ K 蕴涵 Hn(fK)ρK

′

K = ρK
′

K Hn(fK′), 对所有 n ∈ Z≥0 遂
有

Hn(f) : Hn(G,M1)→ Hn(G,M2)

例 6.12.7 设 E|F 为域的 Galois 扩张. 由于 E =
⋃
L|F E

Gal(E|L) =
⋃
L|F L, 其中 L|F

遍历有限 Galois 子扩张, 故 Gal(E|F ) 对 E 的作用光滑. 对每个 L|F 运用例 6.11.5 可
得

n ≥ 1 =⇒ Hn(Gal(E|F ), E) = lim−→
L|F

Hn(Gal(L|F ), L) = 0.

一如 G 不带拓扑时的命题 6.2.8 和注记 6.2.13, pro-有限群的上同调也可以由标准
复形或其正规化版本来计算, 差异在于连续性条件.

定义 6.12.8 对任意光滑 G-模 M , 赋予 M 离散拓扑并定义其标准复形 C(G,M) =

(Cn(G,M))n 如下:

Cn(G,M) := {连续映射 f : Gn →M} , n ∈ Z≥0,

负次项定义为 0, 而 dn : Cn(G,M)→ Cn+1(G,M) 定义为

(dnf)(g1, . . . , gn+1) = g1f(g2, . . . , gn+1)

+

n∑
k=1

(−1)kf(. . . , gkgk+1, . . .) + (−1)n+1f(g1, . . . , gn).

定义正规化标准复形为 C(G,M) 的子复形 C(G,M) 如下 (见注记 6.2.13)

C
n
(G,M) =

 f ∈ Cn(G,M) ∃1 ≤ k ≤ n, gk = 1G

=⇒ f(g1, . . . , gn) = 0

 .

对于所有正规开子群 K C G, 我们有复形之间的自明嵌入 C(G/K,MK) ↪→
C(G,M) 和 C(G/K,MK) ↪→ C(G,M).

由于 M 离散, 映射 f : Gn →M 连续相当于说它是局部常值映射, 故由 G 紧可得
正规开子群 K1 C G 使得 f 分解为 (G/K1)

n → M ; 特别地, f 取有限多个值, 故光滑
性导致存在正规开子群 K2 CG 使得 f 取值在 MK2 . 命 K := K1 ∩K2, 综上可知,

Cn(G,M) ' lim−→
K◁G 开

Cn
(
G/K,MK

)
, C

n
(G,M) ' lim−→

K◁G 开
C
n (
G/K,MK

)
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当 n 变动, 这给出复形之间的同构.
依照往例, 定义 Cn(G,M) 的子模

Zn(G,M) := ker(dn), Bn(G,M) := im(dn−1),

此处规定 B0(G,M) := {0}. 于是 Hn(C(G,M)) = Zn(G,M)/Bn(G,M). 以类似手法
定义正规化版本 Z

n
(G,M) 和 B

n
(G,M).

定理 6.12.9 设 G 为 pro-有限群. 对所有 n ∈ Z≥0 和光滑 G-模, 存在典范同构
Hn(C(G,M)) ' Hn(G,M) ' Hn(C(G,M)).

证明 上同调取值在 Ab 或 k-Mod (若另选系数环 k); 滤过 lim−→ 在这些范畴中是正合的
[51, 定理 6.2.2], 故

Zn(G,M) = lim−→
K

Zn(G/K,MK), Bn(G,M) = lim−→
K

Bn(G/K,MK),

继而

Hn(C(G,M)) =
lim−→K

Zn(G/K,MK)

lim−→K
Bn(G/K,MK)

'

lim−→
K

Zn(G/K,MK)

Bn(G/K,MK)
= lim−→

K

Hn(C(G/K,MK)).

对末项应用命题 6.2.8 以得到 lim−→K
Hn(G/K,MK), 即 Hn(G,K).

关于 C(G,M) 的情形是类似的.

定理 6.12.10 设 G 为 pro-有限群. 设 0→M ′
f
M

f ′

M ′′ → 0 是光滑 G-模的短正
合列, 则有相应的长正合列

· · · → Hn−1(G,M ′′) δn−1

Hn(G,M ′)
Hn(f)

Hn(G,M)

Hn(g)
Hn(G,M ′′) δn Hn+1(G,M ′)→ · · ·

其中规定 n < 0 时 Hn(G, ·) = 0. 连接同态 δn 对短正合列之间的态射具有函子性; 换
言之, 它们给出上同调 δ-函子.

证明 我们将在标准复形上操作; 正规化版本的论证是类似的. 鉴于熟知的命题 3.6.4,
要点归结为说明

0→ Cn(G,M ′)→ Cn(G,M)→ Cn(G,M ′′)→ 0

是短正合列. 唯一相对不平凡的是 Cn(G,M)→ Cn(G,M ′′) 的满性: 设 f : Gn → M ′′

为连续映射, 如前所见, 存在正规开子群 K CG 使得 f 在 Kn CGn 的每个陪集上都取
常值, 然后在每个陪集上任意指定此常值在 M 中的原像即可.
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取光滑 G-模 M , 赋予离散拓扑. 复形 C(G,M) 或 C(G,M) 的低次项仍然有直接
的诠释.

B (n = 0) 显然 C0(G,M) = M 而 H0(G,M) = Z0(G,M) = MG. 正规化标准复形
的版本无异.

B (n = 1) Z1(G,M) = Z
1
(G,M) 的元素是连续叉同态 G→M , 等价地说则是满足

πσ = idG 的连续同态 σ : G→ M oG, 如命题 6.3.3; 在此 π : M oG→ G 是投
影, 而 M oG 带乘积拓扑. 另一方面, B1(G,M) 的元素由形如 fm : g 7→ gm−m
的叉同态生成, 它们自动连续.

B (n = 2) 设 M 有限, 则 H2(G,M) ' Z2(G,M)
B2(G,M) '

Z
2
(G,M)

B
2
(G,M)

的元素一一对应于
pro-有限群扩张

0→M → E
π
G→ 0 (群的短正合列)

的等价类, 要求 G 对 M 的共轭作用来自 M 的 G-模结构; 相较于定义 6.3.5 和
(6.3.1) 的版本, 所谓的 “pro-有限群扩张” 及其分类问题进一步要求:

� E 是 pro-有限群, π 连续, 而 M 嵌入为 E 的闭子群;
� 扩张的等价或曰同构由连续的群同态 E → E′ 定义, 扩张的分裂同样以拓扑
方式定义.

此外, 扩张的自同构群同构于 Z
1
(G,M). 这些证明并不难, 但是需要一些拓扑语

言, 故留作本章习题; M 有限的条件是关键的.

现在回头探讨 (·)G 的右导出函子 (
Rn(·)G

)
n≥0. 尽管可以探讨它在任意下有界复

形上的取值 5), 乃至于导出范畴中的操作等, 但本节只论光滑 G-模的情形, 其余划入
习题.

命题 6.12.11 我们有上同调 δ-函子的同构 (Hn(G, ·))n≥0 '
(
Rn(·)G

)
n≥0.

证明 定理 6.12.10 说明两者都是上同调 δ-函子, 而且在 n = 0 时同样化为不变量函子
(·)G. 鉴于命题 3.12.14, 问题归结为说明当 n > 0 时 Hn(G, ·) 是定义 3.12.11 所谓的可
拭函子. 设 M 为光滑 G-模, 将其嵌入内射光滑 G-模 I. 对于所有正规开子群 K CG,
伴随关系 (6.12.1) 蕴涵 (·)K 保持内射对象, 故 IK 是内射 G/K-模. 因此

n > 0 =⇒ Hn(G, I) = lim−→
K

Hn
(
G/K, IK

)
= 0.

可拭性质得证.

5)换言之, 探讨 pro-有限群的超上同调.
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基于命题 6.12.11, 照搬 §6.5 的方法即可对 pro-有限群的连续同态 ϕ : H → G 定
义上同调的 “拉回” 运算

Hn(G,M)→ Hn(H,ϕ∗M), M :光滑 G-模, n ∈ Z≥0,

它们兼容长正合列. 一如既往地, 方法是运用 ϕ∗ 的正合性以及泛上同调 δ-函子的性质,
将问题归结为 n = 0 情形的自明嵌入 MG ↪→ (ϕ∗M)H .

作为特例, 对所有 n 和闭子群 H 都有限制映射 resn : Hn(G,M)→ Hn(H,M), 此
处将 ResGHM 简记为 M .

上述同态也可以构造为诸

Hn
(
G/K,MK

) (6.5.1)
Hn
(
H/ϕ−1(K), ϕ∗K(MK)

)
MK⊂(ϕ∗M)φ

−1K

Hn
(
H/ϕ−1(K), (ϕ∗M)ϕ

−1K
)

确定的 Hn(G,M) → Hn(H,ϕ∗M), 其中 K 遍历 G 的正规开子群. 化约到有限群情形
可见此同态在标准复形上由命题 6.5.10 的公式计算. 为了说明它确实等于之前按照泛
性质构造的同态, 仅须比较 n = 0 情形, 并说明同态兼容长正合列即可. 标准复形足以
处理这些问题.

类似地, 定义–命题 6.8.4 的余限制同态也扩展到 pro-有限群情形. 设 H 为 G 的开
子群, 此时它自动闭, 而且 (G : H) 有限 (见 §B.1). 今将定义同态

corn : Hn(H,M)→ Hn(G,M), M :光滑 G-模, n ∈ Z≥0,

使得它们兼容长正合列, 并且在 n = 0 时给出 νG|H :MH →MG.
构造依旧基于泛上同调 δ-函子的性质, 但此处需要知道 ResGH : G-Mod∞ →

H-Mod∞ 保持内射对象, 这是稍后的推论 6.12.15 的内容. 一旦承认这点, 则命题 6.8.5
仍然有类比: 对所有 n 皆有

corn ◦ resn = (G : H) · idHn(G,M).

方法照旧, 化约到 n = 0 来验证.
现在来探讨 pro-有限情形的诱导模. 默认 G 为 pro-有限群. 为了区别, 记不带拓

扑情形的诱导函子 (定义 6.4.1) 为 IndG,alg
H 以资区分; 我们按照引理 6.8.1 将其实现为

一个映射空间.

定义 6.12.12 对于 G 的闭子群 H 连同光滑 H-模 N , 赋予映射空间 Maps(G,N) :=

{f : G→ N} 逐点的加法和纯量乘法运算, 连同以下的左 G-作用

(gf)(x) = f(xg), g, x ∈ G.
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由此定义光滑 G-模

IndGH(N) := {f ∈ Maps(G,N)∞ : ∀h ∈ H, ∀x ∈ G, f(hx) = hf(x)}

=
(
IndG,alg

H (N)
)∞

符号 (·)∞ 见定义–命题 6.12.3. 这称为 N 的诱导 G-模.

因为 G 紧, f ∈ IndG,alg
H (N) 的光滑性等价于它作为映射 G → N 的连续性, 前提

是赋予 N 离散拓扑.

命题 6.12.13 对于 G 的所有闭子群 H 都有伴随对

ResGH : G-Mod∞ � H-Mod∞ : IndGH ;

作为推论, IndGH 保持内射对象.
若 H 是 G 的开子群, 则还有伴随对

IndGH : H-Mod∞ � G-Mod∞ : ResGH ;

此时 IndGH 也保持投射对象.

证明 基于无拓扑情形的伴随关系和定义–命题 6.12.3, 对所有光滑 G-模 M 和光滑
H-模 N 皆有典范同构

HomH

(
ResGH(M), N

)
' HomG

(
M, IndG,alg

H (N)
)

= HomG

(
M, IndG,alg

H (N)∞
)
= HomG

(
M, IndGH(N)

)
.

现在假设 H 是开子群, 于是 (G : H) 有限. 我们从推论 6.8.2 得到无拓扑情形的伴
随关系

HomH

(
N,ResGH(M)

)
' HomG

(
IndG,alg

H (N),M
)
.

兹断言 IndG,alg
H (N) = IndGH(N). 给定 f ∈ IndG,alg

H (N) 和 x ∈ G, 取 H 的开子群 K0

使得 f(x) ∈ NK0 ; 命 K := x−1K0x, 这是 G 的开子群, 于是有

g ∈ K =⇒ xg = xgx−1x ∈ K0x =⇒ f(xg) = f(x).

既然 x任意,这说明 f : G→ N 是局部常值映射,故 f ∈ IndGH(N). 第二个伴随对得证.
最后, 关于保持内射或投射对象的断言不外是 ResGH 的正合性连同命题 2.8.17 的

应用.

引理 6.12.14 设 H 是 G 的闭子群, 则 IndGH : H-Mod∞ → G-Mod∞ 是正合函子.
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证明 已知 IndGH 有左伴随, 故左正合. 问题归结为证明 N1 � N2 =⇒ IndGH(N1) �
IndGH(N2). 以引理 B.1.8 取商同态 π : G→ H\G 的连续截面 s, 于是对所有光滑 H-模
N 皆有 k-模同构

IndGH(N)
{连续映射 H\G→ N

}
f [x 7→ f(s(x))]

[hs(x) 7→ hf ′(x)] f ′

∼

其中 x ∈ H\G 而 h ∈ H. 虽然同构不保持 G-作用, 但它对 N 具有函子性.
由于连续映射 H\G → N 总是局部常值的, 在上式右侧操作, 便不难说明映射

IndGH(N1)→ IndGH(N2) 为满.

推论 6.12.15 设 H 是 G 的开子群, 则 ResGH : G-Mod∞ → H-Mod∞ 保持内射对象.

证明 基于前两则结果, 它有正合的左伴随 IndGH .

现在得到定理 6.4.3 的 pro-有限群版本.

命题 6.12.16 设 H 为 pro-有限群 G 的闭子群, N 为 H-模. 我们有同构

Hn
(
G, IndGH(N)

)
' Hn(H,N), n ∈ Z≥0.

证明 基于 IndGH 正合而且保持内射对象这一事实 (引理 6.12.14), 定理 6.4.3 中涉及可
拭上同调 δ-函子的论证全盘照搬. 回忆到该处论证的关键是 n = 0 情形, 相当于

IndGH(N)G =
(
IndG,alg

H (N)∞
)G

=
(
IndG,alg

H (N)
)G ∼→ NH ;

第一个等号是定义, 第二个等号是容易的, 而末段同构来自推论 6.2.4.

除此之外,

� 上同调的 Lyndon–Hochschild–Serre 谱序列 (见 §6.9) 可以推广到 G 为 pro-有限
群而 H 为正规闭子群的情形;

� 杯积 (见 §6.10) 也可以推广到 pro-有限群, 方法是采用标准复形上的直接定义,
参看定义–命题 6.10.7.

表述无异, 不再赘述.
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6.13 非交换上同调
设 G 为群. 先前讨论的上同调 Hn(G,M) 总要求其 “系数” M 具有模结构, 或者

至少是 Z-模, 亦即交换群. 本节旨在探讨系数为非交换群的情形. 今起改用符号 A 代
替 M .

定义 6.13.1 设 A 为群, 二元运算写作乘法, 幺元记为 1. 如果 A 带有群 G 的左作用,
写作

G×A→ A, (g, a) 7→ ga.

使得群作用兼容 A 的乘法结构:

g(a1a2) =
ga1

ga2,
g1 = 1,

则称 A 是带 G-作用的群, 简称 G-群. 定义 G-群之间的同态为保持 G-作用的群同态.
它们构成的范畴记为 G-Grp.

即将看到, 对于 G-群 A, 在缺少额外结构或交换性的前提下, 能合理而且实用地定
义的只有 H0 和 H1. 此时 H1 未必是群, 而是带基点集.

定义 6.13.2 所谓带基点集, 意谓资料 (X,x0), 其中 X 是集合而 x0 ∈ X (称为基点);
从 (X,x0) 到 (Y, y0) 的态射意谓满足 f(x0) = y0 的映射 f : X → Y . 这些资料构成范
畴 Set•.

设 (X,x0) 是带基点集. 若群 G 左作用在 X 上, 写作 (g, x) 7→ gx, 而且 gx0 = x0

恒成立, 则称 G 作用在 (X,x0) 上. 此时可定义带基点的不变量子集

(X,x0)
G := {x ∈ X : ∀g ∈ G, gx = x} , 基点 = x0.

全体具有 G-作用的带基点集对兼容于 G-作用的态射构成范畴, 记为 G-Set•.

不致混淆时, 我们经常将 Set• 的对象 (X,x0) 记为 X, 在 G-Set• 的场合将
(X,x0)

G 记为 XG.
群当然地成为带基点集, 基点取为群的幺元, 这给出不言自明的函子 Grp → Set•;

同理也有 G-Grp→ G-Set•. 请留意到 G-群 A 的不变量子集 AG 是其子群.

定义 6.13.3 设 (X,x0)
f

(Y, y0)
g

(Z, z0) 为 Set• (或 G-Set•) 中的态射. 若
g−1(z0) = im(f), 则称此列态射正合. 由之可在 Set• (或 G-Set•) 中定义何谓正
合列.

这在交换群的情形回归熟知的正合性. 现在可以对任意 G-群 A 陈述 H0 和 H1 的
定义.
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定义 6.13.4 设 A 为 G-Set• 的对象. 定义带基点集

H0(G,A) = Z0(G,A) := AG.

当 A 是 G-群时 H0(G,A) 成群. 此时进一步定义

Z1(G,A) :=

 c : G→ A ∀g1, g2 ∈ G,

c(g1g2) = c(g1) · g1c(g2)

 ,

H1(G,A) := Z1(G,A)/ ∼,

等价关系 c ∼ c′ 意谓存在 a ∈ A 使得对所有 g ∈ G 皆有

c′(g) = a−1 · c(g) · ga.

易见这确实为等价关系 (它来自某个右 A-作用), 而 H1(G,A) 自然地成为带基点集, 以
常值映射 c(g) = 1 决定的等价类为其基点.

留意到在 Z1(G,A) 的条件中代入 g1 = g2 = 1G 可得 c(1G) = 1. 今后以 [c] 代表
c ∈ Z1(G,A) 的等价类.

注记 6.13.5 (H1 作为截面的共轭类) 从 G-群 A 构造半直积 A o G, 记投影同态 A o
G→ G 为 π, 则, Z1(G,A) 的元素一一对应于满足 πσ = idG 的群同态 σ : G→ AoG

(亦即 π 的 “截面”), 方法是映 c ∈ Z1(G,A) 为 σ(g) = (c(g), g). 进一步, [c′] = [c] 等价
于存在 a ∈ A 使得 σ′ = a−1σa, 其中 A 嵌入为 AoG 的子群, 逐点作共轭.

当 A 是交换群时, 这些构造化为基于标准复形对 H0 和 H1 作出的描述 (命题
6.2.8). 它们在非交换情形依然具有函子性, 细说如下.

� 任何态射 f : A1 → A2 都诱导
H0(f) : H0(G,A1)→ H0(G,A2), H1(f) : H1(G,A1)→ H1(G,A2);

前者显然, 后者的映法则是 H1(f)([c]) = [f ◦ c].

� 设 ϕ : H → G 为群同态. 将 G-群 A 的 G-作用拉回到 H 上, 给出 H-群 ϕ∗A.

– 定义典范态射 H0(G,A) → H0(H,ϕ∗A) 为自明嵌入 AG ↪→ Aϕ(H) =

(ϕ∗A)H .
– 以 [c] 7→ [c ◦ ϕ] 定义带基点集的典范态射

H1(G,A)→ H1(H,ϕ∗A).

这些典范映射具有如 §6.5 所见的诸般性质. 它们还可以统合如下: 给定 ϕ : H →
G, 设 A1 是 G-Set• (或 G-Grp) 的对象, A2 是 H-Set• (或 H-Grp) 的对象, 而态射
f : A1 → A2 对 ϕ 等变 (一如定义 6.5.6), 则有相应的 Hi(f) : Hi(G,A1)→ Hi(H,A2),
使得命题 6.5.10 有如下类比:
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� H0(f) 是 f 限制而成的 AG1 → AH2 ,

� H1(f) 映 [c] 为 [f ◦ c ◦ ϕ].

约定 6.13.6 记独点集在 Set• 或 G-Set• 中确定的零对象为 1.

进入正题. 今起考虑 G-Set• 中的短正合列 (定义 6.13.3)

1→ A
u
B

v
C → 1,

其中默认 A 和 B 是 G-群, u 是群同态, 故正合性蕴涵 u 单 v 满; 我们进一步要求:

∀b, b′ ∈ B, [v(b) = v(b′) ⇐⇒ ∃a ∈ A, b′ = bu(a)] ,

换言之: C 等同于 B/u(A), 基点 = 1 · u(A).
(6.13.1)

假若 C 是群而 v 是群同态, 则考虑 b−1b′ ∈ v−1(1) = im(u) 可知 (6.13.1) 自动成
立, 而且此时 u(A)CB; 然而许多应用场景并非如此.

眼下目标是为这些资料建立一个 “尽可能长” 正合列和对应的连接态射. 我们将不
加说明地将 A 等同于 B 的子群, 同时省略符号 u.

零次情形. 首先定义连接态射 δ0 : H0(G,C) → H1(G,A). 设 c ∈ CG. 任取
b ∈ v−1(c). 因为 v 保持 G-作用, 由 (6.13.1) 可知对所有 g ∈ G 皆存在唯一的 a(g) ∈ A
使得 gb = ba(g). 于是 g 7→ a(g) 给出 Z1(G,A) 的元素 a, 这是因为

a(g1g2) = b−1 · g1g2b = b−1 · g1b · g1(b−1 · g2b) = a(g) · g1a(g2).

若 b′, b ∈ v−1(c), 则存在 α ∈ A 使得 b′ = bα, 于是

(b′)−1 · gb′ = α−1 · b−1 · gb · gα.

这说明类 [a] ∈ H1(G,A) 仅由 c 确定. 如果 c 是 C 的基点, 则可取 b = 1 ∈ B. 综上可
得 Set• 中的态射 δ0 : H0(G,C)→ H1(G,A).

零次情形: 中心子群. 假定 C 是群, v 是群同态, 而 A 包含于群 B 的中心 ZB ; 特
别地, A 是交换群. 此时 H0(G,C) = CG 和 H1(G,A) 都是群. 根据 δ0 的定义和条件
A ⊂ ZB , 容易验证 δ0 是群同态.

一次情形. 继续假定 C 是群而 v 是群同态, A ⊂ ZB ; 于是 H2(G,A) 可由标准复
形描述. 今将定义 δ1 : H1(G,C) → H2(G,A). 设 c ∈ Z1(G,C). 对每个 g ∈ G 选取
b(g) ∈ v−1(c(g)). 由于 (6.13.1)总成立, 而 v 保持 G-作用, 存在唯一的映射 a : G2 → A

使得
b(g1) · g1b(g2) = a(g1, g2)b(g1g2).

现在验证 a ∈ Z2(G,A). 这等价于

a(g1, g2)
−1 · a(g1, g2g3) · a(g1g2, g3)−1 · g1a(g2, g3) = 1.
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将左式展开成 B 中的表达式

b(g1g2) · g1b(g2)−1 · b(g1)−1

a(g1,g2)−1

· b(g1) · g1b(g2g3)b(g1g2g3)−1

a(g1,g2g3)

b(g1g2g3) · g1g2b(g3)−1 · b(g1g2)−1

a(g1g2,g3)−1

· g1a(g2, g3),

再用 A ⊂ ZB 化简为

b(g1g2) · g1b(g2)−1 · g1b(g2g3) · g1g2b(g3)−1b(g1g2)−1 · g1a(g2, g3)
= b(g1g2)·g1b(g2)−1 ·g1b(g2) · g1g2b(g3) · g1b(g2g3)−1

g1a(g2,g3)

·g1b(g2g3)·g1g2b(g3)−1b(g1g2)−1.

至此可见末式确实等于 1, 故 a ∈ Z2(G,A).
若改变各个 b(g) 的选取, 表作 b′(g) = α(g)b(g), 其中 α : G → A 是任意映射, 则

对应之 a′(g1, g2) 等于

a′(g1, g2) = α(g1) · b(g1) · g1α(g2) · g1b(g2)b(g1g2)−1α(g1g2)−1

= α(g1) · g1α(g2) · α(g1g2)−1 · a(g1, g2) (∵ A ⊂ ZB).

于是 a, a′ ∈ Z2(G,A) 仅差一个 B2(G,A) 的元素.
最后考虑 c 被代换为 c′(g) = γ−1 · c(g) · gγ 的情形, γ ∈ C. 任取 β ∈ v−1(γ), 则对

应于 c′ 的 b′ 不妨取为 b′(g) = β−1 · b(g) · gβ. 从 b′ 构作 a′ : G2 → A, 它表作

a′(g1, g2) =
(
β−1 · b(g1) · g1β

)
· g1
(
β−1 · b(g2) · g2β

)
·
(
g1g2β−1 · b(g1g2)−1 · β

)
= β−1 · b(g1) · g1b(g2) · b(g1g2)−1

=a(g1,g2)

·β

= a(g1, g2).

综上可见 a 在 H2(G,A) 中的类由 [c] ∈ H1(G,C) 确定. 若 c 取常值 1, 则 b 也可
以选为常值 1, 对应之 a 亦然. 综上可得 Set• 的态射 δ1 : H1(G,C)→ H2(G,A).

定理 6.13.7 设 1→ A
u
B

v
C → 1 为 G-Set• 中的短正合列, A 和 B 是 G-群而 u

是群同态.

(i) 若条件 (6.13.1) 成立, 则有 Set• 中的正合列

1 H0(G,A) H0(G,B) H0(G,C)

H1(G,A) H1(G,B).

H0(u) H0(v)

δ0

H1(u)
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(ii) 除上述假设之外, 要求 C 也是群而 v 是群同态 (这自动蕴涵 (6.13.1)), 则正合列
延长为

1 H0(G,A) H0(G,B) H0(G,C)

H1(G,A) H1(G,B) H1(G,C).

H0(u) H0(v)

δ0

H1(u) H1(v)

(iii) 若进一步要求 u(A) 包含于 B 的中心 ZB , 则 δ0 是群同态, 正合列延长为

1 H0(G,A) H0(G,B) H0(G,C)

H1(G,A) H1(G,B) H1(G,C)

H2(G,A).

H0(u) H0(v)

δ0

H1(u) H1(v)

δ1

连接态射 δ0 和 δ1 的定义如前所述. 它们都是典范的, 亦即与短正合列之间的态射
兼容.

证明 先前关于 δ0 和 δ1 的详细构造已足够说明它们是典范的, 同时对 (iii) 的情形业
已说明 δ0 为群同态. 以下检验正合性. 今后将 A 视同 B 的子群, 省略 u.

在 (i) 的情境, H0(G,A) 和 H0(G,B) 处的正合性均显然. 在 H0(G,C) 处, 设
c ∈ CG. 按照定义, 它被映为 H1(G,A) 的基点当且仅当存在 α ∈ A 和 b ∈ B, 使得

v(b) = c, ∀g ∈ G, b−1 · gb = α−1 · gα.

然而这又等价于说存在 α ∈ A 和 b ∈ B 使得 v(b) = c 而 bα−1 ∈ BG, 进一步还等价于
c ∈ im(H0(u)).

在 H1(G,A) 处, 设 a ∈ Z1(G,A), 则 [a] ∈ H1(G,A) 被映为基点当且仅当存在
b ∈ B 使得 b−1 ·a(g) ·gb = 1恒成立. 若此式成立,命 c := v(b−1),则对 gb−1 = b−1 ·a(g)
取 v 可见 c ∈ CG 而且 [a] = δ0([c]). 反向论证是类似的.
情境 (ii) 需要的是 H1(G,B) 处的正合性. 设 b ∈ Z1(G,B), 它的类 [b] 被映为基点

当且仅当存在 β ∈ B 使得 β−1 · b(g) · gβ ∈ A 恒成立. 显然这相当于说精确到 ∼, 它来
自 Z1(G,A).

考虑情境 (iii). 设 c ∈ Z1(G,C), 它的类 [c] 被映为基点当且仅当存在映射
b : G→ B 和 α : G→ A 使得 v ◦ b = c 而且

b(g1) · g1b(g2) = α(g1) · g1α(g2) · α(g1g2)−1 · b(g1g2).
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因为 A ⊂ ZB , 如以逐点乘法定义 α−1b : G→ B, 上式也等价于

(α−1b)(g1) · g1(α−1b)(g2) = (α−1b)(g1g2),

亦即 α−1b ∈ Z1(G,B). 易见这相当于说 [c] 来自于 H1(G,B). 明所欲证.

若进一步要求 A 和 B 皆交换, 则 C ' B/u(A) 也是交换群, 从而回到系数为交换
群的熟悉版本.

注意到定理 6.13.7 (i) 的正合列描述了基点对 H1(u) 的原像, 但一般而言它无法判
定 H1(G,A) 的两个元素对 H1(u) 的像是否相同. 本章习题将介绍的 “扭曲” 构造有助
于处理这个问题.

例 6.13.8 设 B 为 G-群, A 为对 G-作用封闭的子群. 集合 B/A 带有基点 1 · A 连同
左 G-作用. 我们由此得到 G-Set• 中的短正合列

1→ A
包含

B
商

B/A→ 1.

条件 (6.13.1) 当然地成立, 故定理 6.13.7 (i) 给出 Set• 的正合列

1→ AG → BG → (B/A)G
δ0 H1(G,A)→ H1(G,B).

自明的映射 BG/AG ↪→ (B/A)G 是单的, 然而它往往非双射: G-作用下封闭的陪
集未必包含 G-不动点, 习题将给出实例. 尽管如此, 正合列对之明确了上同调障碍: 对
Set• 的态射 f , 定义 ker(f) 为基点的原像, 则

陪集 bA ∈ (B/A)G 来自 BG ⇐⇒ bA ∈ ker(δ0),
(B/A)G = BG/AG ⇐⇒ ker[H1(G,A)→ H1(G,B)] = 1.

本节以 Shapiro 引理 (定理 6.4.3) 的非交换版本收尾. 作为预备, 先以映射空间
定义诱导模的非交换版本, 参见引理 6.8.1. 它适用于 H-Grp 或 H-Set• 的对象, 其中
H ⊂ G 为子群; 群作用记如 (h, a) 7→ ha.

定义 6.13.9 设 H 为 G 的子群, A 为 H-Grp (或 H-Set•) 的对象. 定义 G-Grp (或
G-Set•) 的对象 IndGH(A) 如下: 它作为 G-Set 的对象是

IndGH(A) :=

 f : G→ A ∀h ∈ H, ∀x ∈ G

f(hx) = hf(x).

 ,

(gf)(x) := f(xg), f ∈ IndGH(A), x, g ∈ G,

群运算 (或基点) 是映射的逐点运算 (或映至基点的常值映射). 我们称 A 7→ IndGH(A)

为诱导.

诱导构造显然以相容的方式给出函子 H-Grp→ G-Grp 和 H-Set• → G-Set•.
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定理 6.13.10 设 H 为 G 的子群, A 为 H-Set• 或 H-Grp 的对象. 存在 Set• 中的典
范同构

Hi
(
G, IndGH(A)

)
∼→ Hi(H,A),

其中 i = 0 (当 A 来自 H-Set•) 或 i = 0, 1 (当 A 来自 H-Grp), 其映法为:

B (i = 0) 取 f 7→ f(1G) 确定的映射 Z0
(
G, IndGH(A)

)
= IndGH(A)G → AH =

Z0(H,A).

B (i = 1) 取 Z1
(
G, IndGH(A)

)
→ Z1(H,A), 映 c : G→ IndGH(A) 为

(c|H)(·)(1G) : H → A

h 7→ c(h)(1G).

两者都诱导 Hi 层面的态射. 当 A 来自 H-Grp 时, i = 0 的同构还是群同构.

证明 例行的论证说明两种情形的映射皆良定义, 并且保持基点或群结构, 细节留给
读者.

当 i = 0 时, 不难看出 IndGH(A)G → AH 确实为双射, 并且在 A 为 H-群时给出群
同构. 以下专注于 A 为 H-Grp 的对象而 i = 1 的情形.
设 r, s ∈ Z1(G, IndGH(A)) 在 H1(H,A) 中有相同的像, 今将往证 r ∼ s. 前提相当

于说存在 α ∈ A 使得
r(h)(1G) = α−1 · s(h)(1G) · hα

对所有 h ∈ H 恒成立. 存在 ζ ∈ IndGH(A) 使得 ζ(1G) = α, 以 ζ 在等价类中调整 s, 则
可以确保 r(h)(1G) = s(h)(1G) 恒成立.

关于 Z1(G, IndGH(A)) 的定义蕴涵 A 中的等式
r(g1g2)(x) = r(g1)(x) · r(g2)(xg1), s(g1g2)(x) = s(g1)(x) · s(g2)(xg1)

对所有 x, g1, g2 ∈ G 成立. 一方面, 代入 g1 = g ∈ G 和 g2 = g−1x−1 整理可得
r(g)(x) = r(x−1)(x) · r(g−1x−1)(xg)−1,
s(g)(x) = s(x−1)(x) · s(g−1x−1)(xg)−1.

(6.13.2)

另一方面, 代入 g1 = x−1 和 g2 = h ∈ H 则能够推得

s(x−1h)(x) · r(x−1h)(x)−1 = s(x−1)(x) · r(x−1)(x)−1. (6.13.3)

对所有 x ∈ G 定义 t(x) := s(x−1)(x) · r(x−1)(x)−1. 兹断言 t : G → A 属于
IndGH(A). 这是因为当 h ∈ H 而 x ∈ G 时

t(hx) = s(x−1h−1)(hx) · r(x−1h−1)(hx)−1

= h
(
s(x−1h−1)(x) · r(x−1h−1)(x)−1

)
(6.13.3)

h
(
s(x−1)(x) · r(x−1)(x)−1

)
= ht(x).
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为了说明 r ∼ s, 问题归结为验证 IndGH(A) 中的恒等式 t−1 · s(g) · gt = r(g). 诚然,
左式在 x ∈ G 的取值是

r(x−1)(x) · s(x−1)(x)−1 · s(g)(x) · s(g−1x−1)(xg) · r(g−1x−1)(xg)−1;

以 (6.13.2) 展开 s(g)(x) 和 r(g)(x), 易见上式等于 r(g)(x). 单性得证.
最后说明满性. 设 s[ ∈ Z1(H,A). 记商映射 G� H\G为 π,任取映射 σ : H\G→

G 使得 πσ = id; 不失一般性可设 σ(H · 1G) = 1G. 所有 g ∈ G 都有唯一表达式

g = τ(g)σ(Hg), τ(g) ∈ H.

观察到 τ(1G) = 1G. 对所有 g, x ∈ G 定义

s(g)(x) := τ(x)s[ (τ(σ(Hx)g)) ∈ A.

设 h ∈ H, 由 τ(hx) = hτ(x) 易见 s(g)(hx) = hs(g)(x), 故 s(g) ∈ IndGH(A). 下一步是
说明 s ∈ Z1(G, IndGH(A)). 请读者先验证

τ(uv) = τ(u)τ(σ(Hu)v), u, v ∈ G. (6.13.4)

目标是证明 s(g1g2)(x) = s(g1)(x) · s(g2)(xg1) 对所有 g1, g2, x ∈ G 成立. 由
Z1(H,A) 定义可见左式等于

τ(x)s[ (τ(σ(Hx)g1g2))
(6.13.4)

τ(x)s[ (τ(σ(Hx)g1)τ(σ(Hxg1)g2))

= τ(x)s[ (τ(σ(Hx)g1)) · τ(x)τ(σ(Hx)g1)s[ (τ(σ(Hxg1)g2))
(6.13.4)

τ(x)s[ (τ(σ(Hx)g1)) · τ(xg1)s[ (τ(σ(Hxg1)g2)) ,

这就抵达了右式.
此外, 当 h ∈ H 时 s(h)(1G) = s[(h), 故 s 被映为 s[. 满性得证.

显然定理 6.13.10 写下的同构在 A 为交换 G-群的情形化为命题 6.4.5 的特例. 此
外,例行的操作足以说明这些同构和定理 6.13.7中的连接态射兼容,这些内容留作练习.

注记 6.13.11 (pro-有限群的非交换上同调) 考虑 pro-有限群 G. 若 G-Set• 或 G-Grp
的对象 A 满足 A =

⋃
K A

K , 其中 K 遍历 G 的正规开子群, 则称 A 为光滑的; 此时赋
予 A 离散拓扑. 由于本节论证都基于标准复形的类比, 先前一切结果皆适用于 pro-有
限群 G 和光滑的 A, 差别仅在于须要求 c ∈ Zi(G,A) 作为从 G 到 A 的映射是连续的,
亦即局部常值的. 由此可以定义 Hi(G,A) 和各种典范态射 (i = 0, 1), 而

Zi(G,A) = lim−→
K

Zi(G/K,AK),

Hi(G,A) = lim−→
K

Hi(G/K,AK), i = 0, 1.
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此外, IndGH(A) 的定义须要求 f : G → A 是局部常值的, 而定理 6.13.10 证明中
需要引理 B.1.8, 以确保单性部分的 ζ : G → A 可取为局部常值的, 而满性部分的
σ : H\G→ G 连续.

最后, 注记 6.13.5 对 pro-有限群 G 仍然成立: Z1(G,A) 对应到投影同态 π :

AoG→ G 的连续截面集, H1(G,A) 则是连续截面集对 A-共轭作用的商.

习题

1. 选定交换环 k 和 t ∈ k. 对任意 k-模, 记 mt 为乘以 t 给出的自同态. 设 M 为 G-模, 说明
mt ∈ EndG(M) 在 Hn(G,M) 和 Hn(G,M) 上诱导的自同态也不外是 mt.
提示 以上同调为例, 或者用标准复形写下诱导自同态, 或者对 M 取内射解消 0→M →
I0 → · · · , 然后说明诱导自同态来自下图.

0 M I0 I1 · · ·

0 M I0 I1 · · ·

mt mt mt

2. 设 G-模 M 作为 k-模是投射的. 证明 L ⊗M → k ⊗M ' M 给出 G-模 M 的投射解消;
以 L 代 L 亦同.
提示 应用命题 6.1.7.

3. 以链复形的上同调泛系数定理证明命题 6.2.7.

4. 设 p 为素数, G 为 p-群, M 为满足 pM = 0 的 G-模. 证明以下性质等价: (i) M = 0,
(ii) MG = 0, (iii) MG = 0.
提示 为了证明 (ii) =⇒ (i), 设有 x ∈ M r {0}, 考虑 {gx : g ∈ G} 在 M 中生成的
Fp-向量子空间 E. 从 |EG| ≡ |E| (mod p) 说明 MG 6= 0.
为了证明 (iii) =⇒ (i), 取 M∨ := HomFp(M,Fp) 并赋予自然的 G-模结构. 观察到
(M∨)G ' HomFp(MG,Fp), 以此推导 MG = 0 =⇒ M∨ = 0 =⇒ M = 0.

5. 给定域 F . 群 G 的表示是指资料 (ρ, V ), 其中 V 是 F -向量空间, 其线性自同构群记为
GL(V ), 而 ρ : G → GL(V ) 是群同态; 显然, 这也相当于系数在 F 上的 G-模. 所谓射影
表示则是指资料 (π, V ), 其中考虑群同态 π : G→ PGL(V ) := GL(V )/F×id. 表示或射影
表示之间的同构按自明的方式定义. 今后等同 F× 与 F×id.

(i) 给定 G 的射影表示 (π, V ), 假设对每个 g ∈ G 选定了 π(g) 在 GL(V ) 中的原像
π̃(g). 验证

π̃(g1)π̃(g2) = c(g1, g2)π̃(g1g2)

确定了 c ∈ Z2(G,F×),此处赋 F× 平凡 G-作用;若 π̃(1G) = idV 则 c ∈ Z2
(G,F×).

(ii) 证明 (i) 中的 c 在 H2(G,F×) 中的像只关乎 (π, V ) 的同构类, 不依赖任何选取.
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(iii) 考虑群的中心扩张 1→ F× → G̃→ G→ 1 (定义 6.6.2), 其中

G̃ :=
{
(g, π̃) ∈ G×GL(V ) : π(g) = π̃ mod F×} ,

第一段同态映 t ∈ F× 为 (1G, t), 第二段是投影. 说明它同构于 (ii) 中的上同调类所
确定的中心扩张.

(iv) 承上, 给出双射{表示 (σ, V ) : 提升 (π, V )
} 1:1

{
中心扩张 G̃的分裂

}
.

进一步说明 (π, V ) 能提升为表示当且仅当 (ii) 的上同调类平凡.

(v) 具体写下一个群 G 及其射影表示 (π, V ), 使得它无法提升为表示. 试找出 π : G →
PGL(V ) 非平凡的例子.

6. 对于子群G1 ⊂ G2 ⊂ G3,证明函子之间的典范同构 IndG3
G2

IndG2
G1
' IndG3

G1
和 indG3

G2
indG2

G1
'

indG3
G1

. 尽量明确地描述之.

7. 证明若 H 是 G 的子群, 则 cd(H) ≤ cd(G) 而 hd(H) ≤ hd(G), 见定义 6.7.8. 提示
应用定理 6.4.3.

8. 说明当 m ∈ Z≥1 时 cd(Cm) = hd(Cm) = ∞. 证明 cd(G) < ∞ 蕴涵 G 无挠; 证明
cd(G) = 0 当且仅当 G 是平凡群. 提示 对第一部分应用命题 6.7.5, 取 A = Z/mZ;
至于其余部分, 考虑 G 的循环子群.

9. 试以标准复形上的操作直接证明推论 6.8.6.

10. 设 U 和 V 是群 G 的子群, (G : V ) 有限. 记上同调的限制映射为 resGU , 余限制映射为
corVG, 依此类推 (符号中省略上同调的次数 n). 取定双陪集分解

G =
⊔
σ∈S

UσV

其中有限集 S ⊂ G 由双陪集的一族代表元构成. 取定 G-模 M .

(i) 对每个 σ ∈ G 和 n ∈ Z≥0, 合理地定义 Tσ : Hn(V ∩ σ−1Uσ,M) → Hn(U ∩
σV σ−1,M), 使得当 n = 0 时它化为

MV ∩σ−1Uσ ∼→MU∩σV σ−1

, x 7→ σx.

(ii) 承上, 证明
resGU ◦ corVG =

∑
σ∈S

corU∩σV σ−1

U ◦ Tσ ◦ resVV ∩σ−1Uσ.

(iii) 在 U = V CG 时描述 resGU ◦ corUG 的作用.

11. 设 G 为交换群, 视同 Z-模; 定义 G ∧G 为 G⊗
Z
G 对 {g ⊗ g : g ∈ G} 生成的子模的商, 并

且记 x⊗ y 的像为 x ∧ y. 证明 H2(G,Z) ' G ∧G.
提示 群的展示 G = F/R 一旦取定, Hopf 公式 (推论 6.9.4) 蕴涵 H2(G,Z) '
[F, F ]/[F,R]. 由于 G 交换, [F, F ] ⊂ R. 鉴于 [xy, z] = x[y, z]x−1 · [x, z], 映射

ψ0 : G×G→ [F, F ]/[F,R], (f1R, f2R) 7→ [f1, f2] mod [F,R]
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是 Z-双线性的, 它诱导满同态 ψ : G∧G→ [F, F ]/[F,R]. 现在取 F 的基 {xi}i∈I , 赋予 I

全序, 我们需要以下群论事实: H := [F, F ]/[[F, F ], F ] 是自由交换群, 以诸 [xi, xj ] 的陪集
为基 (i < j). 于是可定义同态 φ0 : H → G ∧G, 映 [xi, xj ] 的陪集为 xiR ∧ xjR. 说明

f1, f2 ∈ F =⇒ φ0([f1, f2]的陪集) = f1R ∧ f2R.

由此将 φ0 下降为同态 φ : [F, F ]/[F,R]→ G ∧G. 说明 φ 和 ψ 互逆.
上述群论事实在 I 有限的情形见诸 [17, Theorem 11.2.4], 由之可得一般情形.

12. 设 H C G 而 M 是 G-模. 赋予标准复形 C(H,MH) 自然的 G/H-作用, 使之给出 G/H

对每个 Hn(H,MH) 的典范作用 (见引理 6.9.2 之上的说明).

13. 对注记 6.9.5 写下的滤过, 描述其谱序列的 E2 页, 说明定理 6.9.3 的性质对之依然成立.
尽可能地说明谱序列和杯积的兼容性.

14. 考虑 m 阶有限循环群 Cm. 对于所有 Cm-模 A 和 n ∈ Z≥1, 证明命题 6.7.5 的周期同构
Hn(Cm, A)→ Hn+2(Cm, A) 等于循着例 6.10.14 的典范短正合列

0→ I⊗A→ Z[Cm]⊗A→ A→ 0,

0→ A
ν⊗id

Z[Cm]⊗A
(σ−1)⊗id

I⊗A→ 0.

取两次连接同态的产物.

提示 以命题 6.7.5 证明中的周期复形 A
σ−1

A
ν
A→ · · · (从零次项开始) 确定上同

调, 并以之描述连接同态. 分奇偶性讨论, 需要一些计算.

15. 令 k 为任意交换环, m ∈ Z≥1. 确定上同调代数 H•(Cm, k) 作为分次 k-代数的结构.

16. 对于注记 6.10.15 介绍的帽积, 证明它和杯积有如下伴随关系

〈α ∪ β, γ〉 = 〈α, β ∩ x〉 ∈ (M1 ⊗M2 ⊗M3)G,

其中 M1, M2, M3 是 G-模, 而 α ∈ Hp(G,M1), β ∈ Hq(G,M2), x ∈ Hp+q(G,M3).

17. 本题设 G 为有限群, 上同调和同调理论中的系数环取为 Z; 自由 G-模意谓自由 Z[G]-模.
记 G-模 M 的逆步模为 M∗ := HomZ(M,Z).

(i) 取平凡 G-模的自由解消 ε : P → Z, 此处 P := [· · · → Pn → Pn−1 → · · · ], 其中每
个 Pn 都有限生成. 命 P ∗ := [· · · → P ∗

n → P ∗
n+1 → · · · ]. 说明 ε∗ : Z → P ∗ 是拟

同构. 提示 每个 Pn 都是自由 Z-模. 若自由 Z-模的链复形 (Cn, ∂n)n∈Z 正合,

Zn := ker(∂n), 则短正合列 0→ Zn+1 → Cn+1

∂n
Zn → 0 对所有 n 皆分裂.

(ii) 承上, 证明每个 P ∗
n 都是有限生成投射 G-模. 提示 说明 Z[G]∗ ' Z[G] 即可.

(iii) 设 Q 为有限生成投射 G-模. 对所有 G-模 M 证明 (6.11.1) 的典范态射 ν :

(Q⊗M)G → (Q⊗M)G 是同构.
提示 以直和分解将问题化约到 Q = Z[G] 情形直接验证. 为了简化, 还可以进一步
以自同构 (

∑
g∈G agg)⊗ x 7→

∑
g∈G ag(g⊗ g

−1x) 将 Z[G]⊗M 上的对角 G-作用调
整为左乘.
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(iv) 命 P−n := P ∗
n−1, 将 P 和 P ∗ 接合为链复形

P :=

[
· · · → P1 → P0

ϵ∗ϵ
P−1 → P−2 → · · ·

]
.

证明对于任何 G-模 M , 我们有典范同构

Hn HomG(P,M) ' Tate 上同调 Ĥn(G,M), n ∈ Z.

提示 当 n ≥ 1 时显然, 当 n ≤ −2 时运用下述性质: 设 Q 为有限生成投射 G-模,
则 Q⊗M ∼→ Hom(Q∗,M). 由此推导

(Q⊗M)G ν
∼

(Q⊗M)G
∼→ Hom(Q∗,M)G = HomG(Q

∗,M).

对于 n = 0,−1 情形, 将 HomG(P−1,M)→ HomG(P0,M) 以上述同构等同于

(P0 ⊗M)G
(ϵ⊗id)G

MG
ν
MG ϵ∗ HomG(P0,M).

(v) 以此直接证明 Tate 上同调的长正合列.

(vi) 取 ε : P → Z 为命题 6.1.15 提供的自由解消, 为每个 Pn 选取自然的基, 然后具体地
描述 (iv) 的链复形 P.

基于 (vi), 可比照引理 6.10.8 的方式对 Tate 上同调定义杯积, 方法是合适地定义
∆ : P → P ⊗ P ; 具体公式详见 [9, Chapter IV, §7].

18. 设 G 为有限群而 H 为其子群. 对于 G-模 M , 将 §6.8 的典范态射 resn : Ĥn(G,M) →
Ĥn(H,M) 和 resn : Ĥ−n−1(H,M) → Ĥ−n−1(G,M) 通过移维 (推论 6.11.6) 的手法从
n ≥ 1 情形延拓到所有 n ∈ Z. 姑且记前者为 res+, 记后者为 res−.

(i) 描述 res+ 在 Ĥ0 上的作用, 以及 res− 在 Ĥ−1 上的作用.

(ii) 证明 res+ 在 Ĥ−1 上由 νG|H : MG → MH 诱导 (定义 6.8.3), 在 Ĥ<−1 的部分是
corn (定义–命题 6.8.4).

(iii) 证明 res− 在 Ĥ0 上由 νG|H :MH →MG 诱导, 在 Ĥ>0 的部分是 corn.

19. 对于群 G和 G-模的下有界复形M = [· · · →Mp →Mp+1 → · · · ],让标准复形 C(G,Mp)

中的 p变动,作成双复形,其全复形记为 C(G,M) := tot ((Cq(G,Mp))p,q). 证明典范同构

Hn(C(G,M)) ' Hn (G, [· · · →Mp →Mp+1 → · · · ]
)
, n ∈ Z,

右式按照 §3.12 的方式定义, 又称为群的超上同调.
提示 右式按定义是先取内射解消 M → I (回忆: I 是下有界复形, 每个 Iq 都是内
射 G-模, M → I 是拟同构), 再取 Hom 复形 Hom•

G(k, I) 确定的. 说明它同样可以由
Hom•

G(L,M) 来确定.

20. 承上, 对 G 为 pro-有限群的情形证明相应的结果, 前提是要求每个 Mp 都是光滑 G-模,
并且取连续版本的标准复形 C(G,Mp).
提示 定义从 C+(G-Mod∞) 到 C+(k-Mod) 的函子 C(G, ·), 说明它诱导 K+(· · · ) 层次
的三角函子, 而且保持零调对象, 从而诱导 D+(· · · ) 层次的三角函子, 仍记为 C(G, ·). 通
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过自然态射 (·)G → C(G, ·) 和右导出函子的泛性质, 可得三角函子之间的态射 R(·)G →
C(G, ·). 为了证明它是同构, 可用出口引理 (命题 4.5.7) 化约到定理 6.12.9 处理过的
情形.

21. 对于 pro-有限群 G 和有限 G-模 M , 完整证明 §6.12 提及的 pro-有限群扩张等价类和
H2(G,M) 的一一对应.
提示 照搬 §6.3 的论证. 在 pro-有限群的情形, 需要的观察是: (i) 任何 f ∈ Z2

(G,M)

在乘积空间 M × G 上定义的群结构都是 pro-有限群; (ii) 给定 pro-有限群扩张 E, 我们
有拓扑群的同构 E/M

∼→ G; (iii) 承上, 引理 B.1.8 给出 E � G 的连续截面 s, 可调整为
正规化的.

22. 对任意域 F , 定义 GL(n, F ) 为 F 上的 n×n 可逆矩阵群, 定义 SL(n, F ) 为 det = 1 截出
的子群. 观察到 G := Gal(C|R) 作用在 GL(n,C) 和 SL(n,C) 上, 不动点分别是 GL(n,R)
和 SL(n,R).

(a) 取 n = 2. 让 B := SL(2,C) 以共轭作用在所有 2 × 2 矩阵构成的空间上. 命
A := Stab

(
0 −1
1 0

)
. 说明此子群在 G-作用下不变, 并描述 AG.

(b) 说明 B/A (或 BG/AG) 自然地等同于 (
0 −1
1 0

) 在 SL(2,C) (或 SL(2,R)) 共轭作用
下的轨道; 对于 B/A, 说明 G 作用如何反映在轨道上.

(c) 说明 (B/A)G 6= BG/AG. 换言之, 存在 2× 2 实矩阵, 使得它通过 SL(2,C) 共轭于(
0 −1
1 0

)
, 但无法通过 SL(2,R) 共轭.

(d) 说明若以 GL 代替 SL, 以上现象不发生.

23. 陈述并证明定理 6.13.10 中的同构与定理 6.13.7 中的连接态射的兼容性.

24. (群上同调的 “扭曲”) 沿用 §6.13 的符号. 设 A 为 G-群.

(i) 给定 c ∈ Z1(G,A). 定义新的群作用 G×A→ A 如下
c,ga := c(g) · ga · c(g)−1, g ∈ G, a ∈ A,

说明这确实给出 G-群, 另记为 cA 以资区别. 此外, 证明若 c ∼ c′ 则有 G-群同构
c′A ' cA; 具体描述之.

(ii) 证明每个 c ∈ Z1(G,A) 都诱导双射

νc : Z
1(G, cA)

1:1
Z1(G,A)

c′ 7−→ c′c (逐点乘法),

它诱导双射 νc : H1(G, cA)
1:1 H1(G,A), 映基点为 [c]. 对于 A 交换的情形给出简

化的描述.

(iii) 设有如定理 6.13.7 (i) 的短正合列 1 → A → B → B/A → 1. 给定 c ∈ Z1(G,A),
证明下图交换

H1(G, cA) H1(G, cB)

H1(G,A) H1(G,B);

νc νc

以此描述 H1(G,A)→ H1(G,B) 的所有纤维.
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(iv) 对于 G 是 pro-有限群的情形, 指出必要的修改.
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本章的起点 §7.1 是幺半范畴 (V,⊗) 上的代数, 这是指带有乘法 µ : A⊗A→ A 和
幺元态射 η : 1→ A 的对象 A ∈ Ob(V), 满足结合律和幺元律. 代数的概念以幺半群为
原型, 交换环 k 上的 k-代数则是典型例子. 这些代数构成范畴 Alg(V); 当 (V,⊗) 具有
更强的交换性, Alg(V) 便有更多的结构和性质可言, 其中最优的是 V 为对称幺半范畴
的场景, 此时 Alg(V) 也是对称幺半范畴.
给定代数 A, 左 A-模是 V 的对象 M 连同纯量乘法态射 µM : A⊗M → M , 满足

结合律和幺元律; 类似地定义右模和双模. 既然本书主角是复形, 自然的考量是取具有
可数余积的 Abel 范畴 A 和右正合加性双函子 ⊗ : A×A → A, 以全复形将 ⊗ 延拓到
复形层次, 然后考虑幺半范畴 (C(A),⊗), 其上通常赋予 Koszul 辫结构 (7.1.3). 于是在
理论的延长线上自然出现了 dg-代数和 dg-模, dg 是 “微分分次” 的缩写; 这些是 §7.2
的主题.

我们还知道 C(A) 中的 Hom 集可以升级为 Hom 复形, 而态射合成升级到 Hom
复形层次; 特别地, 对象 X 的自同态复形 End•(X) 成为 dg-代数. 推广这些观察, 便
引出 dg-范畴的观念 (定义 7.2.4), 而在 dg-范畴之间可以谈论何谓 dg-函子. 在 §7.3 简
介闭幺半范畴的概念之后, 我们将在 §7.4 说明全体 dg-小范畴构成的范畴 dgCat 是闭
的; 这相当于说任两个 dg-小范畴 C, D 之间的全体 dg-函子也能升级为一个 dg-范畴
Hom(C,D).

各种 dg-结构既源出自然, 又是研究线性代数的重要手段, 但是本章的介绍点到
为止, §7.5 将目光转向幺半范畴 V 上的余代数和余模, 它们无非是相反幺半范畴 Vop

上的代数和模; 稍加具体地说, 余代数 C 带有余乘法 ∆ : C → C ⊗ C 和余幺元态射
ε : C → 1, 而左余模 M 带有纯量余乘法 ρ :M → C ⊗M , 结合律和幺元律都有箭头倒
转的版本.
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当 V 是辫幺半范畴时, 对象 A 上相互兼容的代数和余代数结构 (A,µ, η,∆, ε) 称
为双代数, 而带有对极的双代数称为 Hopf 代数 (定义 7.5.8). 在 V = k-Mod 的具体情
形, 这些概念受几何与拓扑学的启发. 譬如 Lie 群或更广泛的 H-群的上同调自然地成
为 Hopf 代数, 所谓量子群则是 Hopf 代数的另一类重要实例; 此外, 任意群 G 的群代
数 k[G] 也是 Hopf 代数.
现在介绍 §7.6 的主角, 同时也是本章的标题: 单子. 对任意范畴 C, 自函子范畴 CC

对合成运算成为严格幺半范畴, 单子无非是 CC 上的代数, 余单子则是其对偶版本. 这
一概念尽管简单, 却在代数, 几何与计算机科学的研究中扮演要角. 单子的一个突出功
能是解释同调代数中的种种 “标准解消”, 例如 §3.8 曾出现的 BR 或 §6.1 的 L; 我们将
在 §8.7 探究这一面向.

单子和余单子主要源自伴随对

F : C D : G.

它确定 C 上的单子 T 和 D 上的余单子 L, 通过伴随对的单位 η 和余单位态射 ε 表为

单子 余单子
T := GF L := FG

µ :=

[
T 2 GεF

T

]
δ :=

[
L

FηG
L2

]
η : idC → T ε : L→ idD

伴随对自然地诱导函子 K : D → CT (或 C → DL), 其中 CT (或 DL) 代表单子作用下
的模 (或其余单子版本) 构成的范畴. 若 K 是等价, 则称此伴随对是单子 (或余单子)
的; 这相当于说 D (或 C) 的信息可以从单子 (或余单子) 在另一侧的作用来重构. Beck
定理 7.6.14 为单子性提供了一个方便的刻画.
下一步是 §7.7 探讨的森田理论, 它是环论的经典主题. 第一部分是探讨左或右模

范畴之间保小 lim−→ (或 lim←−) 的函子; 定理 7.7.2 表明它们都来自对某个双模 P 取张量积
(或 Hom), 这也从侧面坐实了双模在环论和模论中的特殊地位 — 它们为 “环的变换”
提供充分的手段. 由此可以进一步给出左模范畴 A-Mod 和 B-Mod 相互等价的模论刻
画, 也称为森田等价 (定义–命题 7.7.4); 左模和右模情形的刻画全然相同.
对于由 (A,B)-双模 P 确定的伴随对, 我们在第二部分顺势研究相应的单子和余单

子, 以及对应的模. 在 P 是有限生成投射 B-模的前提下, 命题 7.7.12 将它们分别由幺
半范畴 (A,A)-Mod 和 (B,B)-Mod 中的代数和余代数显式表出. 以此为基础, 便容易
得到森田等价的精细化 (定理 7.7.16, 推论 7.7.17).

森田理论关心的是给定的模范畴. 作为补充, 我们在 §7.8 研究如何使一个 Abel 范
畴 A 等价于某个环 R 的右模范畴, 答案涉及 A 的紧投射生成元 (定理 7.8.4). 我们也
将为有限生成的版本给出一则充分条件 (定理 7.8.5).
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回到 Beck 单子性定理, §7.9 的前半部将在模论场景下给出一则简单应用, 称为模
的平坦下降: 对于交换环的同态 K → L, 这说明如何从环变换余单子 L 作用下的 L-模
重构 K-模. 下降的技术在几何中应用广泛, 而 §7.9 后半部将把 L 作用的条件改述为几
何中常用的形式. 这一切是基于 §7.7 的铺垫.
作为平坦下降的特例, §7.10 取 L|K 为域的 Galois 扩张, 以 Galois 群 Gal(L|K)

的作用改述先前的结果. 这种下降技巧称为 Galois 下降, 其主定理 7.10.7 说明 K-向量
空间范畴等价于带有光滑半线性 Gal(L|K)-作用的 L-向量空间范畴. 习题将给出另一
种直接证明.

在平坦下降或其特例 Galois 下降的基础上, 能够进一步下降代数和模等各种结构.
我们在 §7.11 考虑一类以向量空间及其张量幂表述的资料, 然后基于 Galois 下降和群
的上同调技巧, 将这些资料的分类化到一类非交换群上同调 H1. 尽管本意只是演示技
巧, 但它已经有助于澄清代数学中的若干基本问题, 譬如非退化二次型的分类.

阅读提示
本章大致分三部分. 第一部分 (§§7.1—7.5) 简介幺半范畴上的代数, dg-结构和
Hopf 代数; 这些主题在代数学中占有自然而重要的位置. 第二部分 (§§7.6—7.8)
围绕单子和相关的森田理论作展开. 第三部分 (§§7.9—7.11) 探讨下降法. 三者
大致是前后相继的, 不过 dg-结构和 dg-范畴对后续讨论并非必要. 本书的 §8 和
§9 将动用第二部分的若干结果. 其他延伸素材请见本章习题.

7.1 幺半范畴上的代数
对于选定的交换环 k, 我们知道 k-代数是叠架在 k-模上的乘法结构, 其定义可以用

k-Mod 上的张量积双函子 ⊗ = ⊗k 和交换图表加以表述, 重点在于 (k-Mod,⊗) 构成幺
半范畴, 以 1 := k 为其幺元. 而在探讨交换 k-代数及其种种变体时, 起枢纽作用的是此
幺半范畴上的辫结构 c(X,Y ) : X ⊗ Y ∼→ Y ⊗X, 具有对称性 c(Y,X)c(X,Y ) = id. 相
关讨论见诸 [51, §7.4].
一旦用合适的语言表述, 这些理论便可以涵摄一般的幺半范畴及对称幺半范畴. 追

随 [51, 定义 3.1.1, 3.1.2], 本节的惯例1)是将幺半范畴定义为以下资料 (V,⊗, a,1, ι), 常
简记为 V 或 (V,⊗), 此处
� ⊗ : V × V → V 是双函子;
� a(X,Y, Z) : (X ⊗ Y )⊗Z ∼→ X ⊗ (Y ⊗Z) 是称为结合约束的典范态射 (X,Y, Z ∈
Ob(V)), 满足五角形公理;
� 1 = 1V ∈ Ob(V) 是幺元;
� ι : 1⊗ 1

∼→ 1.
1)其他文献的定义或稍异, 但幺半范畴的概念终归是等价的.
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由此可以得到一族典范同构 1⊗X ∼
λX

X ∼
ρX

X ⊗ 1; 根据 [51, 引理 3.1.5], 它们满足
λ1 = ι = ρ1. 这些同构称为幺约束, 此后不再标明.

幺半范畴上的辫结构是双函子之间的同构

c =
(
c(X,Y ) : X ⊗ Y ∼→ Y ⊗X

)
X,Y ∈Ob(V)

要求它与结合约束和幺约束相容, 详见 [51, 定义 3.3.1]. 带有给定辫结构的幺半范畴称
为辫幺半范畴; 若 c(Y,X)c(X,Y ) = idX⊗Y 恒成立, 则称这些资料构成对称幺半范畴.

定义 7.1.1 (代数) 幺半范畴 V 上的代数意谓资料 (A,µ, η), 其中

A ∈ Ob(V), µ = µA : A⊗A→ A, η = ηA : 1→ A,

使下列图表交换:

1⊗A A⊗A A⊗ 1

A

η⊗id

∼ µ

id⊗η

∼

(A⊗A)⊗A A⊗ (A⊗A)

A⊗A A A⊗A.

a(A,A,A)

∼

µ⊗id id⊗µ

µ µ

因此 µ 可视作 A 上的乘法运算, 而 η 可视作 A 的幺元.
从代数 (A,µ, η) 到 (A′, µ′, η′) 的态射定义为 V 的态射 φ : A → A′, 要求使下图

交换:
1 A

A′

η

η′
φ

A⊗A A′ ⊗A′

A A′

µ

φ⊗φ

µ′

φ

我们常将 (A,µ, η) 简记为 A. 在一些文献中, 代数也被称为 V 上的环或幺半群, 有
时又称结合代数, 以突出第二个交换图表所示的结合律.

模的概念也有相应的推广.

定义 7.1.2 (模) 设 (A,µ, η) 是 V 上的代数. 定义左 A-模为资料 (M,µM ), 其中

M ∈ Ob(V), µM : A⊗M →M,

要求它们使以下图表交换:

1⊗M A⊗M

M

η⊗id

∼ µM

(A⊗A)⊗M A⊗ (A⊗M)

A⊗M M A⊗M.

a(A,A,M)

∼

µM⊗id id⊗µM

µM µM
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因此 µM 可视作模的纯量乘法.
惯例是将模 (M,µM ) 简记为 M . 从 M 到 M ′ 的态射定义为 V 的态射 ψ : M →

M ′, 要求使下图交换:
A⊗M A⊗M ′

M M ′.

µM

id⊗ψ

µM′

ψ

按类似方法定义右 A-模. 若 M 兼具左 A-模和右 B-模的结构, 使得下图交换

(A⊗M)⊗B A⊗ (M ⊗B)

M ⊗B M A⊗M

a(A,M,B)

∼

µA
M⊗id id⊗µB

M

µB
M µA

M

则称之为 (A,B)-双模, 其间的态射是兼为左 A-模和右 B-模态射的 ψ :M →M ′.

若 M 是左 A-模而 N 是右 B-模, 则 M ⊗N 自然地成为 (A,B)-双模.

注记 7.1.3 (幺元作为代数) 举例明之, 1 对 µ1 := ι 和 η1 := id1 成为代数. 所需的交
换图表归结为 1 和 ι : 1⊗ 1

∼→ 1 的标准性质, 见 [51, 引理 3.1.5]. 对任何代数 A 都存
在唯一的态射 1→ A, 取法能且仅能是 ηA.

类似地, 易见任何 M ∈ Ob(V) 都具有唯一的左 (或右) 1-模结构, 方式是取
µM : 1⊗M →M 为 V 的幺约束.

接下来的目标是探讨代数的 (a) 交换性, (b) 张量积. 两者密切相关, 而且都需要 V
有辫结构. 我们且先从交换性入手.

定义 7.1.4 利用辫结构的种种自然性质, 可见 A 是辫幺半范畴 V 上的代数, 则以
µ ◦ c(A,A) 代 µ, 其余不变, 给出的依然是 V 上的代数, 定义为 A 的相反代数 Aop. 验
证繁而不难, 留作本章习题.

基于辫结构的函子性, 可见若 φ : A1 → A2 是态射, 则它也是 Aop
1 到 Aop

2 的态射.

定义 7.1.5 对于辫幺半范畴 V 上的代数 A, 若下图在 V 中交换, 则称 A 为交换代数:

A⊗A A⊗A

A

µA

c(A,A)

∼

µA

换言之, 我们要求乘法 µA 具交换律. 等价的表述则是 A = Aop.

注记 7.1.3 的代数 1 是交换代数的简单例子, 所需的交换图表归结为辫结构 c 和幺
约束的相容性.
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依然设 V 是辫幺半范畴. 一如交换环上的情形, 对于任两个代数 A 和 B, 可以借
助辫结构 c 赋予 A⊗B 典范的代数结构:

� 乘法 µA⊗B 取为合成

(A⊗B)⊗ (A⊗B)
∼→ (A⊗ (B ⊗A))⊗B
(idA⊗c(B,A))⊗idB

(A⊗ (A⊗B))⊗B

∼→ (A⊗A)⊗ (B ⊗B)
µA⊗µB

A⊗B,

未标注的箭头都来自结合约束, 以辫图示意如下:

A B A B

A

µA

B

µB

� 幺元 ηA⊗B 取为合成
1 ∼

ι−1

1⊗ 1
ηA⊗ηB

A⊗B.

为了验证这确实是代数, 定义 7.1.1 的条件可以简单地运用 c (调换 ⊗ 顺序), ι (复
制幺元) 和结合约束 (调整括号顺序) 来化约到 (A,µA, ηA) 和 (B,µB , ηB) 的对应性质.
若 M 是左 A-模, N 是左 B-模, 则 M ⊗N 自然地成为左 A ⊗ B-模; 构造及验证

和上一段无异, 需要用到 c 来调换位置. 右模情形亦然.
对于注记 7.1.3 定义的代数 1, 显然有 1 ⊗ A ' A ' A ⊗ 1, 同构由 V 的幺约束

给出.

注记 7.1.6 上述构造对 A, B 具有函子性: 若 A→ A′ 和 B → B′ 是代数之间的态射,
则相应的 A⊗B → A′ ⊗B′ 亦然. 另一个繁而不难的事实则是当 A, B, C 全为代数时,
结合约束 (A⊗B)⊗ C ∼→ A⊗ (B ⊗ C) 是代数之间的态射,

引理 7.1.7 设 A 是辫幺半范畴 V 上的代数, 则 A 交换当且仅当 A 的乘法 µA :

A⊗A→ A 是代数之间的态射.

证明 为了使 µA 成为代数之间的态射, 需要两则条件. 关于幺元的条件等价于

1⊗ 1 A⊗A

1 A

ι

ηA⊗ηA

µA

ηA
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交换, 既然 A 是代数, 这自动成立. 余下条件则是图表

(A⊗A)⊗ (A⊗A) A⊗A

A⊗A A

µA⊗µA

µA⊗A µA

µA

交换. 将左上角通过结合约束等同于 A⊗ (A⊗A)⊗A. 根据 µA 的结合律, 图表按
合成等于

A⊗ (A⊗A)⊗A
id⊗µA⊗id

A⊗A⊗A
相乘

A.

另一方面, µA⊗A 的定义和 µA 的结合律表明图表按 合成等于

A⊗ (A⊗A)⊗A
id⊗(µAc(A,A))⊗id

A⊗A⊗A
相乘

A.

由此可知 µAc(A,A) = µA 蕴涵原图交换, 亦即 µA 是代数之间的态射.
至于反向蕴涵, 令 f ∈ {µA, µAc(A,A)}, 则有简单的交换图表

A⊗ (A⊗A)⊗A A⊗A⊗A A

A⊗A A

id⊗f⊗id 相乘

ηA⊗id⊗ηA

f

id
ηA⊗id⊗ηA

若 µA 是代数之间的态射, 则先前讨论说明第一行对 f 的两种选取都给出同样的合成,
再考察第二行即得 µA = µAc(A,A).

引理 7.1.8 设 A 和 B 为对称幺半范畴 V 上的代数, 则 c(A,B) : A ⊗ B → B ⊗ A 是
代数之间的同构.

证明 必须对 c(A,B) 验证两个交换图表. 第一个图表是

1⊗ 1 A⊗B

1

1⊗ 1 B ⊗A

∼
c(1,1)

ηA⊗B

c(A,B)

∼

ηB⊗ηA

右部交换归结于 c的函子性,左部交换归结为 c和幺约束相容 [51, (3.12)]. 关于 c(A,B)

保乘法的第二个图表, 其论证是基于辫结构的对称性, 和 [51, §7.4] 结尾处完全相同.

命题 7.1.9 设 A 和 B 是对称幺半范畴 V 上的交换代数, 则 A⊗B 亦然.

证明 说明乘法 µA⊗B 是代数之间的态射即可. 回顾 µA⊗B 的定义, 并应用引理 7.1.8
(处理 c(B,A)), 关于 A, B 交换的前提 (用引理 7.1.7 处理 µA, µB), 和关于 ⊗ 的函子
性的注记 7.1.6, 可知其中每一段都是代数之间的态射.
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以上定义了代数, 模和其间的态射. 这些结构皆可作成范畴, 记法为

结构 代数 交换代数 左 A-模 右 B-模 (A,B)-双模

所成范畴 Alg(V) CAlg(V) A-Mod Mod-B (A,B)-Mod

条件 V: 幺半范畴 V: 辫幺半范畴 A: 代数 B: 代数 A,B: 代数

上述讨论还指明 Alg(V) 和 CAlg(V) 的结构一般要少于 V, 以数字标注结构多寡,
则可约略图解为

0 1 2 ∞

范畴 幺半范畴 辫幺半范畴 对称幺半范畴Alg Alg

CAlg

Alg,CAlg

此外, 只要 Alg(V) 或 CAlg(V) 对 ⊗ 成幺半范畴, 则它总以 1 为幺元.
回忆到引理 7.1.7 说明辫幺半范畴 V 上的交换代数自动给出幺半范畴 Alg(V) 上的

代数, 方式是取 A ⊗ A → A 为 A 的乘法. 事实上这是唯一可能的取法, 而且由此引出
一则简单, 有趣且重要的观察: 我们有范畴的等价

Alg (Alg(V)) ' CAlg(V), V : 辫幺半范畴. (7.1.1)

这些事实是基于所谓的 Eckmann–Hilton 论证, 谨留作附有提示的本章习题.

例 7.1.10 设范畴 C 具备有限积; 特别地, 存在空积, 亦即终对象, 记为 1; 对任两个对
象 X,Y 都有典范同构 c(X,Y ) : X × Y ∼→ Y ×X. 由此将 (C,×) 作成以 1 为幺元的
对称幺半范畴. 依此探讨 C 上的代数, 或称 C 上的幺半群对象2), 及其交换版本.

� 取 C = Set, 则独点集为幺元 1. 对应的代数是幺半群, 对应的交换代数则是交换
幺半群.

� 取 C = Top, 则对应的代数是拓扑幺半群, 对应的交换代数是交换拓扑幺半群.

另一方面, 取交换环 k, 以 ⊗ = ⊗k 赋予 k-Mod 对称幺半范畴的结构, 以 k 为幺元
1, 以 x ⊗ y 7→ y ⊗ x 确定辫结构, 则对应的代数 (或交换代数) 即是代数意义下的代数
(或交换代数), 见 [51, 定义 7.1.1].

在这些具体情境下, 代数 A 的乘法往往直接写成元素相乘 xy = x · y, 幺元直接等
同于元素 1A, 可以省去 µA, ηA 等符号.

2)对于这类范畴, [51, §4.11] 还探讨了群对象, 但其中的逆元性质无法在一般的幺半范畴中表述.
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例 7.1.11 (分次模与分次代数) 取定 Abel 范畴 A 和非空集 I. 我们称 AI 的对象为
I-分次对象, 表作 M = (M i)i∈I 之形, 其间的态射则表作 (f i : M i → N i)i∈I ; 习惯称
M i ∈ Ob(A) (或 f i ∈ Mor(A)) 为 M (或 f) 的 i 次项. 对于 I = Z 或 Zn 的特例, 这
在 §3.1, §4.1, §5.1 等处已经反复说明.

具体起见, 暂取 A := k-Mod, 其中 k 是交换环; A 的 I-分次对象又称 I-分次模.
以下设 I 为幺半群, 在范畴 AI 上定义双函子 ⊗ 如下:

(M ⊗N)i :=
⊕
jk=i

M j ⊗Nk, (f ⊗ g)i :=
⊕
jk=i

f j ⊗ gk. (7.1.2)

另外定义 1 为集中在 i = 1I (即 I 的幺元) 项的 k. 这些资料使得 AI 成为幺半范畴.
关于幺元的条件 ηA : 1 = k→ A 自动确保 1A := ηA(1) ∈ A0.
对于 I 交换的特例, 我们回归 [51, 定义 7.4.1] 介绍的 I-分次模和 I-分次代数.
依然设 A = k-Mod, 并要求 (I,+) 为交换幺半群. 任何加法同态 ε : I → Z/2Z 都

使 k-ModI 成为对称幺半范畴, 具有下式所刻画的 Koszul 辫结构:

Ma ⊗N b → N b ⊗Ma

x⊗ y 7→ (−1)ε(a)ε(b)y ⊗ x.
(7.1.3)

其中 a, b ∈ I. 对应的交换代数即是 [51, 定义 7.4.3] 所称的 ε-交换代数. 由此衍生的各
种等式或定义统称为 Koszul 符号律. 每当交换张量位置时都须依此变号.
举例明之, 使 A 成为交换代数的条件具体写作

xy = (−1)ε(a)ε(b)yx, x ∈ Aa, y ∈ Ab.

典型场景是
I ∈ {Z,Z≥0}, ε(a) := a mod 2,

对应的 ε-交换代数在前引书中被称为反交换分次代数; 由于这一辫结构在 Z-分次对象
的研究中处处出现, 改称分次交换是实至名归的.

现在回到更一般的 Abel 范畴 A 和如上的 (I,+, ε), 为了推广上述构造, 所需的是
将 A 扩充为对称幺半范畴 (A,⊗), 使得
� A 是 Abel 范畴, 形如 (7.1.2) 的余积 (亦即直和) 存在,

� ⊗ : A×A → A 对每个变元都是加性函子.

此时 AI 上的 ⊗ 和 Koszul 辫结构仍可按相同方式定义, 使 (AI ,⊗) 成为对称幺半范畴.
它的幺元仍由 A 的幺元 1 给出, 视作集中在零次项的 I-分次对象.
对于一般的 (A,⊗), 一切验证和 k-Mod 的情形无异. 唯一差别是在一般情形下, 对

象的 “元素” 不再有意义.

约定 7.1.12 对于 A = k-Mod 的特例, 通行的惯例是将 I-分次模 (M i)i∈I 看作带有直
和分解 M =

⊕
i∈IM

i 的模, 其间的态射要求保持直和项.



424 第七章 单子论

例 7.1.13 在上述构造中 (A = k-Mod) 取 k 为满足 char(k) 6= 2 的域, I = Z/2Z =

{0, 1} 而 ε = idZ/2Z. 对应的对称幺半范畴记为 Vect−Z/2Z(k), 其对象可视同带有直和分
解 V = V0 ⊕ V1 的 k-向量空间, 又称为超向量空间, 由此就产生了线性代数和数学物理
中常见的超代数, 交换超代数等种种说法.

最后来讨论松幺半函子对代数的效果.

定义 7.1.14 设 V 和 V ′ 为幺半范畴. 根据 [51, 注记 3.1.8], 从 V 到 V ′ 的右松幺半函
子, 在此简称松幺半函子, 意谓资料 (F, ξF , ϕF ), 其中 F : V → V 是函子, 而态射

ξF : F (·)⊗ F (·)→ F (· ⊗ ·), ϕF : 1V′ → F (1V) ,

服从于一系列和幺半结构的相容条件. 资料 (F, ξF , ϕF ) 经常简记为 F .
若 V 和 V ′ 都是辫 (或对称) 幺半范畴, 而 F 进一步使下图交换, 则称 F 是辫函子,

或者称它兼容于辫结构:

F (X)⊗ F (Y ) F (X ⊗ Y )

F (Y )⊗ F (X) F (Y ⊗X).

ξF (X,Y )

c′(FX,FY ) Fc(X,Y )

ξF (Y,X)

若松幺半函子资料中的 ξF 和 ϕF 皆为同构, 则称之为幺半函子.

当然, 我们还可以进一步探讨从松幺半函子之间的态射, 或称自然变换:

θ = (θX)X∈Ob(V) : F → G, F,G : V → V ′.

除了自然变换所需的条件, 我们还要求 θ 使下图交换:

F (X)⊗ F (Y ) F (X ⊗ Y )

G(X)⊗G(Y ) G(X ⊗ Y ).

ξF (X,Y )

θX⊗θY θX⊗Y

ξG(X,Y )

1V′ F (1V)

G(1V)

ϕF

ϕG
θ1V

当 F 和 G 为幺半函子时, 上述定义实则等价于 [51, 定义 3.1.10]; 此处的 ϕF 和
ϕG 在该处被称作 “标准” 同构. 由此遂可探讨幺半范畴或辫幺半范畴之间的等价.

命题 7.1.15 松幺半函子 F 诱导函子 Alg(V)→ Alg(V ′); 若 A 是 V 上的代数, 则 F 诱
导 A-Mod→ F (A)-Mod, 依此类推.

若进一步要求 V 和 V ′ 是辫幺半范畴, 而 F 是辫函子, 则 F 还诱导 CAlg(V) →
CAlg(V ′), 而且此时 Alg(V) → Alg(V ′) 是松幺半函子; 若进一步要求 V,V ′ 皆对称, 则
CAlg(V)→ CAlg(V ′) 亦然.

证明 设 A 为 V 上的代数. 乘法 µFA 定为 FA ⊗ FA → F (A ⊗ A)
FµA

FA, 幺元
ηFA 定为 1V′ → F (1V)

FηA
FA. 其余验证全是例行公事.
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例 7.1.16 考虑例 7.1.11 中的对称幺半 Abel 范畴 A 和 AI . 定义函子

ev0 : AI → A,
(
M i
)
i∈I 7→M0.

这是正合函子, 同时也是对称松幺半函子: 仅须取

ξev0
(M,N) :M0 ⊗N0 → (M ⊗N)0 :=

⊕
i+j=0

M i ⊗N j .

为自明的态射, 而 ϕev0 : 1→ 1 是恒等. 于是 A 7→ A0 便诱导松幺半函子

Alg(AI)→ Alg(A), CAlg(AI)→ CAlg(A).

下一则注记探讨一般的幺半范畴 V 上的代数. 回忆到有限序数和 Z≥0 一一对应,
n 对应的有限序数 n 等同于含 n 个元素的全序集 {0, . . . , n− 1}, 其中 0 ≤ 1 ≤ 2 ≤ · · · .

注记 7.1.17 (游走代数) 偏序集之间的映射 f : A → B 若满足 a ≤ a′ =⇒ f(a) ≤
f(a′), 则称为保序的. 今后记 FinOrd 为有限序数范畴, 态射是序数之间的保序映射. 它
对 n⊗m := n + m 成为严格幺半范畴, 态射 f ⊗ g : n⊗m→ n′ ⊗m′ 将前 n 个 (或后
m 个) 元素以 f (或 g) 映射, 对象 0 为幺元3). 将 1 作成 FinOrd 上的代数: 取幺元为
∅ = 0 ↪→ 1 而乘法为 1⊗ 1 = 2 � 1, 相关交换图表的验证没有丝毫困难.

序数 1 (或 2) 可视同 “游走” 的对象 (或态射), 这是因为对任意范畴 C, 指定函子
1 → C (或 2 → C) 相当于指定 C 的对象 (或态射). 现在考虑幺半范畴 V. 兹断言有范
畴之间的同构 {

V 上的代数 A
}
'
{幺半函子 F : FinOrd→ V

}
.

这也相当于说 FinOrd 是 “游走的代数”. 首先, 对幺半函子 F : FinOrd → V 定义
A := F (1), 作为命题 7.1.15 的简单特例, A 自然地成为 V 上的代数: µ : A⊗A→ A 是
F (2 � 1), 而 η : 1V → A 是 F (0 ↪→ 1)

反之给定 V 上的代数 (A,µ, η), 定义幺半函子 F : FinOrd→ V 使得

F (n) = A⊗n := A⊗ (A⊗ (· · · ))
n 份 A

, A⊗0 := 1V ,

对于 f : n → m, 若 f 单则 F (f) : A⊗n → A⊗m 相当于在 f 的值域之外补上
η : 1V → A, 若 f 满则 F (f) 相当于用 µ : A⊗ A→ A 逐步合并纤维里的项; 幺半范畴
的结合约束等性质说明这些运算良定义. 一般的 f 可以唯一地作满–单分解, 依此在对
象层次定义 F . 它在态射层次的定义则是明白的. 不难验证双向构造互逆.

3)此处 1 均指序数; 幺半范畴 V 的幺元另记为 1V .



426 第七章 单子论

7.2 实例: 微分分次结构
承接例 7.1.11 的讨论, 考虑具有可数余积的对称幺半 Abel 范畴 (A,⊗). 本节进一

步假定 ⊗ 对每个变元都是右正合的. 典型例子自然是 A = k-Mod.
先前已经讨论 A 上的 Z-分次代数, 或者说是幺半范畴 (AZ,⊗) 上的代数; 精确地

说, 这在例 7.1.11 的框架下相当于取 I = Z 和 ε(a) = a mod 2 所对应的 Koszul 辫结
构 (7.1.3). 以下将 Z-分次简称为分次. 本节的重点是加入 “微分” 结构; 相关内容和
§5.7 略有重叠.

平移函子 T : AZ → AZ 定义为 (TM)n = Mn+1, (Tf)n = fn+1; 这使 (
AZ, T

) 成
为带平移的 Abel 范畴, 其上的微分对象 (定义 5.2.1) 简称 A 上的微分分次对象. 事
实上, 微分分次对象构成的 Abel 范畴 (

AZ, T
)
d
典范地同构于复形范畴 C(A). 这是在

§3.1 便已知晓的事实.
有鉴于此, 今后将不加区分地等同 A 上的微分分次对象和复形.
现在赋予 C(A)对称幺半范畴的结构. 对任意复形M 和 N ,双函子 ⊗ : A×A → A

给出双复形 M• ⊗N•, 再以直和取全复形得出

M ⊗N := tot⊕ (M• ⊗N•) , (M ⊗N)n =
⊕
a+b=n

Ma ⊗N b.

对于 A = k-Mod 的实例, 复形 (或等价地说, 微分对象) 的微分态射 d = dM⊗N 在
元素的层次写作

d(x⊗ y) = (dMx) + (−1)ax(dNy), x ∈Ma, y ∈ N b.

这些定义使 Koszul 辫结构 (7.1.3) 给出复形之间的态射; 请读者直接验证, 或归结为命
题 3.5.6.
此外, (A,⊗) 的幺元 1 作为集中在零次项的复形, 显然给出幺半范畴 (C(A),⊗) 的

幺元. 以下事实是明白的: 对任意 X = (Xn, dnX)n ∈ Ob(C(A)), 我们有

HomC(A)(1, X) ' HomA
(
1, ker

(
d0X
))

(7.2.1)

定义 7.2.1 相对于前述对称幺半结构, 我们将 Alg (C(A)) 的对象称为 A 上的微分分次
代数, 简称 dg-代数, 而 CAlg (C(A)) 的对象则称为 A 上的交换微分分次代数, 简称交
换 dg-代数.

由此起步, 也可以对给定的微分分次代数 A 探讨左 (或右) A-模 M , 乃至于双模;
它们都构成 Abel 范畴. 此时也称 M 是 A 上的微分分次模, 简称 dg-模. 这是复形与
模论的综合体, 用途广泛, 本章习题将有更多介绍, 读者也可以参阅 [48] 等专著. 为了
突出微分分次结构, 今后将 dg-模构成的范畴另记为 A-dgMod, 依此类推.
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忘却函子 C(A)→ AZ 保 ⊗, 故命题 7.1.15 说明它保持代数 (或交换代数) 的结构.
对于 A = k-Mod 的情形, 说 A 是 dg-代数相当于说 A 本身是分次代数, 带有微分态射
d, 而且其乘法服从 Leibniz 律

d(xy) = (dx)y + (−1)ax(dy), x ∈ Aa, y ∈ Ab.

代入 x = 1A = y 遂有 d(1A) = 0. 对应的相反代数 Aop 相当于将乘法改成 x ·op y :=

(−1)abyx.
类似地, 当 A = k-Mod 时, 左 A-模 M 相当于一个分次 k-模 M 连同纯量乘法态

射 A⊗M →M , 满足结合律等种种性质, 并且带有微分态射 d, 服从 Leibniz 律

d(tm) = (dt)m+ (−1)at(dm), t ∈ Aa, m ∈M b;

对于右 A-模 M , Leibniz 律变为

d(mt) = (dm)t+ (−1)bm(dt), t ∈ Aa, m ∈M b.

对于一般的 (A,⊗), 上述性质皆有不涉及元素的表述方式, 譬如代数 A 的幺元对应到
A 的态射 1→ ker

(
d0A
)
, 见 (7.2.1).

取上同调给出加性函子 H = (Hn)n∈Z : C(A) → AZ. 以下结果表明复形的乘法诱
导上同调的乘法.

命题 7.2.2 函子 H 诱导

Alg (C(A))→ Alg
(
AZ) , CAlg (C(A))→ CAlg

(
AZ) .

若 A 是 dg-代数, 而 M 是左 (或右, 或双) A-模, 则 H(M) 是左 (或右, 或双) H(A)-模.

证明 鉴于命题 7.1.15, 说明 H 是松幺半函子即可. 所需的典范态射

ξH(M,N) : H(M)⊗H(N)→ H(M ⊗N)

近乎自明: 它来自定理 3.14.12 或命题 4.7.8 之上论及的态射 κ. 另一方面,

ϕH : 1→ H(1) = 1 (集中于零次项)

则取为 id.

我们还可以进一步取例 7.1.16 的松幺半函子 ev0 : AZ → A; 同样由命题 7.1.15
可知这映分次代数 (或交换分次代数) 为代数 (或交换代数), 映模为模. 留意到
ev0 H = H0. 实际应用中, C(A) H AZ ev0 A 在每一段都会丢失信息, 最丰富的结构
仍在 dg-代数本身.
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例 7.2.3 设 k 为交换环. 对于任意 k-线性范畴 A, 考虑 Hom 复形层次的乘法 (3.2.1):

Homa(Y, Z)×Homb(X,Y )→ Homa+b(X,Z), X, Y, Z ∈ Ob(C(A)).

由于乘法满足 Leibniz 律 (引理 3.2.4), 它确定 C(k-Mod) 的态射

Hom•(Y, Z)⊗Hom•(X,Y )→ Hom•(X,Z).

此外它还具有结合律, 于是 End•(X) := Hom•(X,X) 成为 (C(k-Mod),⊗) 上的代数,
以 idX ∈ End0(X) 为其幺元. 进一步, Hom•(X,Y ) 成为 (End•(Y ),End•(X))-双模.
取 Hom•(X,Y ) 的上同调 H = (Hn)n, 产物只是⊕

n∈Z

HomK(A)(X,Y [n]);

而对 Hom•(X,Y ) 应用 (7.2.1) 可见 HomC(A) 可以通过

HomC(k-Mod) (k,Hom•(X,Y )) ' HomC(A)(X,Y )

来重构, 此处 k 充当了 (C(k-Mod),⊗) 的幺元.

因此 C(A) 中的 HomC(A) 及态射合成仅是 Hom 复形及其乘法的一道影子, 来自
于取 HomC(k-Mod)(k, ·).

由 C(A) 的例子入手, 自然地提炼出微分分次范畴的概念. 这涉及 [51, 定义 3.4.1]
介绍的 V-充实范畴. 简言之, 对任意幺半范畴 V, 一个 V-充实范畴 C 仍由对象和态射
组成, 然而 Hom 集须代换为 V 中的 Hom 对象, 记为 Hom = HomC 以资区别; 态射的
合成代换为 V 的态射

Hom(Y, Z)⊗Hom(X,Y )→ Hom(X,Z),

而恒等态射 idX ∈ Hom(X,X) 代换为 idX : 1→ Hom(X,X), 这些都是 V 的态射, 相
应的性质都由 V 的交换图表表述.
关于充实版本的函子及其间的态射, 详见 [51, 定义 3.4.1, 3.4.2, 3.4.4], 它们都是按

显然方式定义的; 简言之, 充实版本的函子将 Hom 集之间的映射升级为 Hom 之间的
态射.

举例明之, k-Mod-范畴无非是 (k-Mod,⊗)-充实范畴.
与此相对, 姑且将未充实的范畴称作普通范畴. 倘若略去集合大小的问题, 则普通

范畴也相当于 (Set,×)-充实范畴.

定义 7.2.4 设 k为交换环. 考虑相应的对称幺半范畴 (C(k-Mod),⊗),则 (C(k-Mod),⊗)-
充实范畴称为 k 上的微分分次范畴, 简称 k 上的 dg-范畴. 这些范畴之间的函子及函子
之间的态射按充实范畴的方式定义4).

4)许多涉及无穷范畴的文献提及了 DG-范畴以及它们构成的范畴 DGCat, 有时符号也和本书重叠; 尽管它
们这和此处铺陈的 dg-范畴密切相关, 但并非一回事.
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按定义, dg-范畴的对象 X 给出 dg-代数 End•(X).

例 7.2.5 先前的例 7.2.3 相当于说 C(A) 自然地成为 k 上的 dg-范畴, 此处 A 是任
意 k-线性范畴. 譬如对于任何 k-代数 R, 左 (或右) R-模的复形范畴自动是 k 上的
dg-范畴.

例 7.2.6 设 k 为交换环, A 为 A := k-Mod 上的 dg-代数. 对于左 A-模 M 和 N , 定义
Hom•k(M,N) 的子复形如下

Homp
A(M,N) :=

 f ∈ Homp
k(M,N) ∀m ∈M, ∀k ∈ Z, ∀t ∈ Ak

f(tm) = (−1)pktf(m)

 .

给定左 A-模 L, M , N , 复形 Hom•k 上的合成运算诱导复形之间的态射

Homp
A(M,N)⊗Homq

A(L,M)→ Homp+q
A (L,N).

这使左 A-模范畴 A-dgMod 升级为 dg-范畴. 对于右 A-模, Homp
A(M,N) 定义中的条

件应当改为 f(mt) = f(m)t (思之). 双模的情形依此类推.
上述定义也有不依赖于集合元素的表法, 因而可以扩及一般的 A.

更精确地说, dg-范畴将普通范畴的 Hom 集全部升级为复形 Hom•, 而 dg-版本的
函子与态射皆须在 C(k-Mod) 中表述. 详言之,

� dg-范畴之间的 dg-函子 F : C → D 由对象集之间的映射 F : Ob(C)→ Ob(D) 和
Hom 复形之间的态射 Hom•C(X,Y ) → Hom•D(FX,FY ) 确定, 后者是 C(k-Mod)
的态射, 要求使以下两个图表交换:

Hom•C(Y, Z)⊗Hom•C(X,Y ) Hom•C(X,Z)

Hom•D(FY, FZ)⊗Hom•D(FX,FY ) Hom•D(FX,FZ)

k Hom•C(X,X)

Hom•D(FX,FX);

� 经典意义下, dg-函子 F,G : C → D 之间的态射或称自然变换 φ 是一族元素

φX ∈ ker
[
Hom0

D(FX,GX)→ Hom1
D(FX,GX)

]
(7.2.1)

HomC(k-Mod) (k,Hom•D(FX,GX)) ,
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其中 X 遍历 Ob(C), 使得对所有 m ∈ Z 和 f ∈ Homm
C (X,Y ) 皆有

(Gf)φX = φY (Ff) ∈ Homm
D (FX,GY ),

此处的乘法在 Hom 复形上理解.

按此遂可谈论 dg-范畴之间的同构, 等价和伴随等等概念. 我们有时称 Homn
C(X,Y ) 的

元素为从 X 到 Y 的 n 次态射.
对于一般的幺半范畴 V, 不妨将 HomV(1,M) 设想为 M ∈ Ob(V) 的 “元素” 集;

这点至少在 V = Set 或 k-Mod 的情形是合理的. 循此思路, 任意 V-充实范畴 C 可按

HomC(X,Y ) := HomV (1,HomC(X,Y ))

降级为普通范畴, 仍记为 C; 细节见 [51, 注记 3.4.3]. 对于 dg-范畴 C(A) 的例子, 降级
的产物是普通的复形范畴 C(A). 因此我们的符号是一致的.
另一种操作来自松幺半函子. 以下陈述一般的版本.

命题 7.2.7 设 F : V → V ′ 为幺半范畴之间的松幺半函子. 对任意 V-充实范畴 C, 定义
V ′-充实范畴 F (C) 如下: 命 Ob(F (C)) = Ob(C), 而对于任意对象 X,Y , 命

HomF (C)(X,Y ) := FHomC(X,Y ),

idX : 1V′
ϕF

F (1V)→ FHomC(X,X).

态射的合成由

FHomC(Y, Z)⊗ FHomC(X,Y )

ξF
F (HomC(Y, Z)⊗HomC(X,Y ))→ FHomC(X,Z)

确定, 而且这在对应的普通范畴间给出普通意义的函子 C → F (C).

证明 松幺半函子 (F, ξF , ϕF ) 的结构提供态射合成所需的一切性质. 普通范畴层
次的函子在对象上是恒等映射, 在态射集上则将任意 f : 1V → HomC(X,Y ) 映为
1V′

ϕF

F (1V)
Ff

FHomC(X,Y ) 的合成.

将此与命题 7.1.15 的构造相比较, 可见 HomF (C)(X,X) 作为 Alg(V) 的对象是从
HomC(X,X) 诱导的, Hom 上的双模结构亦复如是.

注记 7.2.8 命题 7.2.7 引出从 dg-范畴过渡到普通范畴的另一种进路. 对 k 上的任意
dg-范畴 C 应用命题 7.2.2 的松幺半函子 H, 得到 (k-ModZ,⊗)-充实范畴 H(C), 满足

Ob(H(C)) = Ob(C), HomH(C)(X,Y ) = (HnHom•(X,Y ))n∈Z .
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从中截下 n = 0 的部分, 或者说对 C 应用松幺半函子 H0, 相应地得到普通的 k-Mod-范
畴, 称为 C 的同伦范畴 h(C). 它满足

Ob(hC) = Ob(C), HomhC(X,Y ) = H0 Hom•(X,Y ).

对于 C = C(A) 的特例, 代入定义 3.2.8 立见

h(C(A)) = K(A).

如上所见, dg-范畴的世界里容许种种具有同伦意味的操作, 其意义归根结底需要
由实践来说明, 也将涉及模型范畴的抽象语言. 以下仅勾勒简单概念, 不再拓展.

定义 7.2.9 设 F : C → D 是 dg-范畴之间的 dg-函子. 如果

Hom•C(X,Y )→ Hom•D(FX,FY )

对所有 X,Y ∈ Ob(C)都是拟同构,则称 F 是拟全忠实的;如果诱导函子 hF : hC → hD
本质满, 则称 F 是拟本质满的. 既是拟全忠实又是拟本质满的 dg-函子称为拟等价.

因此, 拟等价的 dg-范畴 C, D 拥有等价的同伦范畴.
我们将在 §7.4 继续关于 dg-范畴的粗浅讨论.

7.3 闭幺半范畴
设 k 是交换环, 则 k-Mod 对 ⊗ := ⊗k 成为对称幺半范畴. 它具有如下的封闭性.

� 自充实: 同态集 Hom(X,Y ) 自然地带有 k-模的结构;

� 关于张量积的常识给出 k-Mod 中的典范同构

Hom(X ⊗ Y, Z) ' Hom(X,Hom(Y, Z)).

将上述性质扩及一般的幺半范畴, 便催生以下概念.

定义 7.3.1 设 C 为幺半范畴. 当以下条件成立时, 称 C 为右 (或左) 闭幺半范畴: 对所
有对象 Y , 函子 (·) ⊗ Y : C → C (或 Y ⊗ (·) : C → C) 带有指定的右伴随. 兼为左闭和
右闭的幺半范畴称为闭幺半范畴.

尔后考虑的幺半范畴都是辫幺半范畴, 不再区分左闭和右闭; 这时 (·) ⊗ Y 的右伴
随记为 [Y, ·] : C → C.

回忆到一个范畴 C 如果具备有限积, 则它对 × 构成对称幺半范畴, 以终对象为其
幺元 1 (例 7.1.10).
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定义 7.3.2 设 C是具备有限积的范畴. 如果 (C,×)是闭幺半范畴,则称 C为Cartesius
闭范畴.

一般而言, 对任意范畴 C1 和 C2 之间的两对伴随函子 (F,G) 和 (F ′, G′), 任何
ϕ : F → F ′ 都自然地诱导 ψ : G′ → G; 相反地, 任何 ψ : G′ → G 都自然地诱导
ϕ : F → F ′. 无论在哪种情形, 诱导态射都由交换图表

Hom(F ′X,Y ) Hom(X,G′Y )

Hom(FX, Y ) Hom(X,GY )

∼

(ϕX)∗ (ψY )∗

∼

刻画; 这不外是米田引理的简单应用, 读者也不妨尝试以伴随对的单位和余单位写下所
求的诱导态射.

作为应用, 闭幺半范畴中的任何态射 Y → Y ′ 皆诱导 [Y ′, ·]→ [Y, ·]. 所以闭幺半范
畴的性质相当于说存在双函子 [·, ·] : Cop × C → C 及一族典范双射

Hom(X ⊗ Y, Z) ' Hom(X, [Y, Z]), (7.3.1)

它对三个变元皆有函子性.
双函子 [·, ·] 也称为闭幺半范畴 C 的内 Hom. 定义还导致以下结论:

� 从 Hom(X,Z) ' Hom(X ⊗ 1, Z) ' Hom(X, [1, Z]) 和米田引理可见 Z ' [1, Z];

� 伴随对的单位态射给出 coevX,Y : X → [Y,X ⊗ Y ], 余单位态射给出 evY,X :

[Y,X]⊗ Y → X;

� 从合成
[Y, Z]⊗ ([X,Y ]⊗X)

id⊗evX,Y

[Y, Z]⊗ Y
evY,Z

Z

以及伴随性质和结合约束可得

[Y, Z]⊗ [X,Y ]→ [X,Z];

� 取 coev1,X 可得态射 1→ [X,X].

关于内 Hom 的术语和上述性质明示了一则事实: 闭幺半范畴是自充实的. 我们首
先演示如何从内 Hom 得到经典意义下的 Hom.

命题 7.3.3 设 C 是闭幺半范畴, 则有一族典范双射

Hom(X,Y ) ' Hom(1, [X,Y ]), X, Y ∈ Ob(C).

证明 由 (7.3.1) 知 Hom(1, [X,Y ]) ' Hom(1⊗X,Y ) ' Hom(X,Y ).
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为了说明 C 是自充实的, 还必须证明 [Y, Z]⊗ [X,Z] → [Y, Z] 和 1→ [X,X] 满足
结合律等公理. 这点可以用单位和余单位的标准性质来检验; 由于细节比较琐碎, 留作
本章习题.

以下说明伴随性质 (7.3.1) 也自动内化到 C.
命题 7.3.4 设 C 是闭幺半范畴, 则有一族典范同构

[X ⊗ Y, Z] ' [X, [Y, Z]];

更精确地说, 这是从 Cop × Cop × C 到 C 的函子之间的同构.

证明 选定 X, Y , Z. 对所有对象 T , 从 (7.3.1) 和 C 的结合约束得到自然双射

Hom(T, [X ⊗ Y, Z]) ' Hom(T ⊗ (X ⊗ Y ), Z) ' Hom((T ⊗X)⊗ Y, Z)
' Hom(T ⊗X, [Y, Z]) ' Hom(T, [X, [Y, Z]]).

既然 T 是任意的, 米田引理给出所求的同构.

以下介绍的几个初步例子涉及 §7.1 介绍的几种对称幺半范畴.

� 集合范畴 Set 是 Cartesius 闭的: 取 [X,Y ] 为映射集 Y X =
{映射 X → Y

}
, 则

(7.3.1) 或命题 7.3.4 给出的升级版本是自然双射 ZX×Y
1:1

(ZX)Y . 在计算机科
学中, 这种双射或它们在一般的闭幺半范畴中的推广常被称为 Curry 化.

� 所有小范畴及其间的函子构成范畴 Cat, 其中的积是范畴的积 C1 × · · · × C2, 而空
积是范畴 1. 范畴 Cat 是 Cartesius 闭的, 这相当于以下的简单论断: 指定双函子
A× B → C 相当于指定函子 A → BC , 也相当于指定 B → CA.

� 拓扑空间范畴 Top 尽管具有许多良好性质, 并且对积 × 成为对称幺半范畴, 但
它不是 Cartesius 闭的; 见 [24, §1.5] 结尾的说明. 考虑到映射空间 XY 在拓扑
学中俯拾即是, 放弃闭性质的代价未免太过高昂; 一个方便的替代品是紧生成
Hausdorff 空间5)范畴 CGHaus; 它是 Top 的全子范畴, 本身也是 Cartesius 闭范
畴; 可证明存在伴随对 CGHaus Top

包含函子
k

, 包含函子保 lim−→ 而不保积.

� 取群 G 和交换环 k, 命题 6.1.6 介绍的对称幺半范畴 G-Mod 是闭的: 内 Hom 正
是 §6.1 引入的 Hom 模, 所需的伴随关系则不外乎 (6.1.1).

� 仍考虑交换环 k 和 A := k-Mod. 如 §7.2 所见, 复形范畴 C(A) 成为对称幺半范
畴, 它是闭的: 内 Hom 由 Hom 复形确定. 所求的伴随关系 (7.3.1) 化为 Hom 和

5)紧生成 Hausdorff 空间意谓满足以下性质的 Hausdorff 空间 X: 若子集 A ⊂ X 和任何紧子集 K ⊂ X
的交皆闭, 则 A 也是闭的.
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⊗ 在复形层次的伴随; 具体地说, 这是命题 4.12.6 在 A = R = B = k 情形的推
论. 对应的单位和余单位态射是

evX,Y : Homn(X,Y )⊗
k
Xm Y n+m

f ⊗ x f(x),

coevX,Y : Xn Homn(Y,X ⊗ Y )

x [y 7→ x⊗ y].

最后一则例子说明 Hom 复形的定义 3.2.1 是纯乎天然的, 前提是我们按上述方式
赋予 C(A) 对称幺半结构.

7.4 案例研究: dg-范畴的闭结构
先前讨论了 Cat 的闭幺半范畴结构, 其中的 ⊗ 来自普通范畴的积 C1 × C2. 另一方

面, 相对于选定的交换环 k, 定义 7.2.4 介绍了何谓 dg-范畴, 亦即 (C(k-Mod),⊗)-充实
范畴. 本节旨在说明全体 dg-小范畴也构成闭幺半范畴 dgCatk, 它可以视作 Cat 的线
性化以及复形化的版本, 在许多场合自然且管用. 所需的只是一些繁而不难的操作.
第一步是将普通范畴的积升级为 dg-范畴的张量积, 这点涉及 (C(k-Mod),⊗) 上的

对称辫结构.

定义 7.4.1 设 C1 和 C2 为 k 上的 dg-范畴, 定义新的 dg-范畴 C1 ⊗ C2 使得

Ob(C1 ⊗ C2) := Ob(C1)×Ob(C2),
Hom•C1⊗C2((X,X

′), (Y, Y ′)) := Hom•C1(X,Y )⊗Hom•C2(X
′, Y ′),

而 Hom•C1⊗C2((X,X
′), (X,X ′)) 的幺元定为 idX ⊗ idX′ . 态射合成以

(
Hom•C1(Y, Z)⊗Hom•C2(Y

′, Z ′)
)
⊗
(
Hom•C1(X,Y )⊗Hom•C2(X

′, Y ′)
)

(
Hom•C1(Y, Z)⊗Hom•C1(X,Y )

)
⊗
(
Hom•C2(Y

′, Z ′)⊗Hom•C2(X
′, Y ′)

)
Hom•C1(X,Z)⊗Hom•C2(X

′, Z ′)

∼

来定义; 此处的同构来自 Koszul 辫结构和结合约束.

从辫结构的对称性可以验证 C1 ⊗ C2 自然地等价于 C2 ⊗ C1. 记 k 为仅有一个对象,
以 k 为其自同态复形的 dg-范畴; 易证 k⊗ C 等价于 C ⊗ k.
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定义 7.4.2 设 k 是交换环. 记 dgCatk 为 k 上的全体 dg-小范畴构成的范畴, 它是一个
对称幺半范畴, 以 k 为幺元.

之所以只论小范畴, 当然是为了避免集合论的麻烦, 主要好处是给定的小范畴 C 和
D 之间的所有函子构成一个小集.
第二步是将 dg-函子之间的 Hom 集升级为复形.

定义 7.4.3 设 F,G : C → D 是 dg-范畴之间的 dg-函子. 对所有 n ∈ Z, 从 F 到 G 的
n 次态射定义为以下资料

φ = (φX)X∈Ob(C) , φX ∈ Homn
D(FX,GX),

条件是对于所有m ∈ Z,X,Y ∈ Ob(C)和 f ∈ Homm
C (X,Y ),我们有Homn+m

D (FX,GY )

中的等式

(Gf)φX = (−1)nmφY (Ff);

上式的合成理解为 k-Mod 中的态射

Homm
D (GX,GY )⊗Homn

D(FX,GX)→ Homm+n
D (FX,GY ),

Homn
D(FY,GY )⊗Homm

D (FX,FY )→ Homm+n
D (FX,GY ).

全体 n 次态射 φ : F → G 构成的 k-模记为 Homn(F,G).

不妨将上述条件理解为带次数的态射构成的图表

FX GX

FY GY

φX

Ff Gf

φY

φ : n次
f : m次

精确到 Koszul 符号律所要求的 (−1)nm 是交换的, 尽管 “带次数的态射” 严格来说并
非态射, 只能理解为 Hom 复形的元素.

定义–命题 7.4.4 对于 dg-函子 F,G : C → D 和任意 n ∈ Z, 可按以下方式定义同态

dn = dnHom•(F,G) : Homn(F,G)→ Homn+1(F,G).

对所有 φ = (φX)X∈Ob(C), 命

(dnφ)X := dnHom•(FX,GX)(φX).

这使 (Homn(F,G), dn)n∈Z 成为复形 Hom•(F,G).
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证明 首先验证 dnφ 确实属于 Homn+1(F,G). 设 f ∈ Homm
C (X,Y ), 对 (Gf)φX =

(−1)nmφY (Ff) 两边同取 dm+n (省略下标 Hom•(FX,GY )), 得
dm+n((Gf)φX) = (dmGf)φX + (−1)m(Gf)(dnφX)

= G(dmf)φX + (−1)m(Gf)(dnφ)X

= (−1)n(m+1)φY F (d
mf) + (−1)m(Gf)(dnφ)X ,

(−1)nmdm+n(φY (Ff)) = (−1)nm(dnφY )Ff + (−1)nm+nφY d
n(Ff)

= (−1)nm(dnφ)Y Ff + (−1)nm+nφY F (d
mf).

由两式相等立见 (Gf)(dnφ)X = (−1)(n+1)m(dnφ)Y Ff .
其次, Hom•(FX,GX) 是复形, 故

(dn+1dnφ)X = dn+1
Hom•(FX,GX)((d

nφ)X)

= dn+1
Hom•(FX,GX)d

n
Hom•(FX,GX)φX = 0.

于是得到复形 Hom•(F,G).

对于三个 dg-函子 F,G,H : C → D, 我们有合成运算
Homa(G,H)⊗Homb(F,G)→ Homa+b(F,H)

ψ ⊗ φ 7→ ψφ := (ψXφX)X∈Ob(C) ,
(7.4.1)

其中 a, b ∈ Z. 这也满足结合律以及 da+b(ψφ) = (daψ)φ + (−1)aψ(dbφ), 按定义, 一切
都容易化约到 Hom•D 上来检验. 这种合成应当理解为带次数的态射的纵合成, 图解为

C D

F

G

H

φ

ψ

合成为 C D.

F

H

ψφ

请考虑特例 n = 0. 关于 φ = (φX)X ∈ Hom0(F,G) 的条件相当于是说
(Gf)φX = φY (Ff) 对所有 f ∈ Homm(X,Y ) 成立, 而条件 d0φ = 0 相当于说
φX ∈ ker

(
d0Hom•(FX,GX)

)
对所有 X ∈ Ob(C) 成立. 由此见得 k-模

ker
[
Hom0(F,G)

d0

Hom1(F,G)

]

的元素正是 dg-函子 F , G 之间在经典意义下的态射 φ : F → G.
下一步是将 dg-范畴之间的函子范畴升级为 dg 版本.

定义 7.4.5 对任意 dg-范畴 C 和 D, 定义 dg-范畴 Hom(C,D) 使得

� 其对象是所有 dg-函子 F : C → D;
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� 对于任意 dg-函子 F,G : C → D,定义其间的Hom复形为先前定义的Hom•(F,G);

� 合成运算 Hom•(G,H) ⊗Hom•(F,G) → Hom•(F,H) 按 (7.4.1) 所述的方式定
义, 即所谓的纵合成.

如果 C 和 D 都是 dg-小范畴, 则 Hom(C,D) 亦然: 它的对象集是小集.
我们在定义 7.4.1 定义了两个 dg-范畴的张量积, 使得定义 7.4.2 中的范畴 dgCatk

对 ⊗ 成为对称幺半范畴. 现在可以明确 ⊗ 和 Hom 的关系如下.

命题 7.4.6 对称幺半范畴 dgCatk 是闭的, 内 Hom 由以上定义的 Hom(C,D) 给出, 其
中 C, D 取遍 dg-小范畴.

证明 要点在于给出典范同构

HomdgCatk(C ⊗ D, E) ' HomdgCatk(C,Hom(D, E)).

如果不顾 dg-结构, 问题是容易的: 指定 F : C × D → E 相当于指定函子 C → ED,
后者映对象 X 为函子 F (X, ·) : D → E . 关键在于 dg-函子在 Hom 层次的条件.

按定义, 使 F 成为 dg-函子相当于升级 Hom 集上的映射为复形的态射

FX,Y,Z,W : Hom•C(X,Y )⊗Hom•D(Z,W )→ Hom•E(F (X,Z), F (Y,W )),

要求对四个变元都有函子性. 分别讨论 F 的两个变元, 则此资料可以拆成两份:

� 对每个 X ∈ Ob(C), 函子 F (X, ·) 都升级为 dg-函子;

� 指定态射族 FX,Y,Z : Hom•C(X,Y ) → Hom•E(F (X,Z), F (Y, Z)), 对三个变元都有
函子性.

举例明之, FX,Y,Z,W (f ⊗ g) 可以实现为 FX,Y,Z(f) 用 F (Y, ·) 通过 g ∈ Homb
D(Z,W ) 推

出的产物. 第二项列出的资料相当于一族态射

Hom•C(X,Y )→ Hom•(F (X, ·), F (Y, ·)),

对 X, Y 具有函子性. 综上, 指定 dg-函子 F 相当于指定从 C 到 Hom(D, E) 的
dg-函子.

配合 §7.3 的理论, 综上可见 dgCatk 是自充实的: 对任意 dg-小范畴 C 和 D, 其间
的 Hom 依然是一个 dg-范畴.

由于 ⊗ 和 Hom 通过伴随关系 (7.3.1) 相互确定, 只要承认 ⊗ 或 Hom 之中任何一
者的定义, 则另一者的定义也至少是同样地合理的.

注记 7.4.7 既有命题 7.4.6 在手, 关于闭幺半范畴的一般性质表明对任三个 dg-小范畴
C, D, E , 函子的合成可以升级为 dg-函子

Hom(D, E)⊗Hom(C,D)→ Hom(C, E).
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它在对象层次映 (G,F ) 为 GF , 在 Hom 复形的层次则写作

Hom•(G1, G2)⊗Hom•(F1, F2) Hom•(G1F1, G2F2)

Hom•Hom(D,E)⊗Hom(C,D)((G1, F1), (G2, F2))

Fi : C → D, Gi : D → E , i = 1, 2.

(7.4.2)

上述运算不妨设想为 dg-函子之间的态射作横合成, 图解如

C D E

F1

F2

G1

G2

φ ψ 合成为 C E .

G1F1

G2F2

ψφ

既然这给出函子, (7.4.2) 必然 (a) 满足结合律, (b) 与沿着 dg-范畴 Hom(D, E) (或
Hom(C,D)) 中的带次数态射的拉回 (或推出) 相交换. 然而 (b) 的运算无非是 (7.4.1)
介绍的纵合成; 于是我们看到纵横两种合成可以交换顺序.

对于一般范畴之间的函子, 其间的态射也有相交换的纵横两种合成, 这可以理解为
Cartesius 闭范畴 Cat (或视作 2-范畴, 见 [51, 例 3.5.3]) 的性质, 而关于 dgCatk 的上述
性质则是其 dg-版本, 或谓线性代数的版本.

7.5 从余代数到 Hopf代数
本节的第一个目标是将代数的定义 7.1.1 对偶化. 为此, 首先观察到幺半范畴的定

义自对偶: 设 V 是幺半范畴, 则对 Vop 仍可沿用原有的双函子 ⊗ 和幺元 1, 但将 [51,
定义 3.1.1] 中的结合约束 a 和 ι : 1⊗ 1

∼→ 1 替换成逆, 以使 Vop 成为幺半范畴.
同理, 若 Vop 带有辫结构 c, 如 [51, 定义 3.3.1], 则取逆给出 Vop 上相应的辫结构;

在此对应下, V 是对称幺半范畴当且仅当 Vop 亦然.

定义 7.5.1 (余代数) 设 V 是幺半范畴, 则 Vop 上的代数称为 V 上的余代数. 换言之,
余代数是资料 (C,∆, ε), 其中

C ∈ Ob(V), ∆ = ∆C : C → C ⊗ C, ε = εC : C → 1,

服从于和定义 7.1.1 相对偶的交换图表

1⊗ C C ⊗ C C ⊗ 1

C

id⊗εε⊗id

∼ ∼
∆

(C ⊗ C)⊗ C C ⊗ (C ⊗ C)

C ⊗ C C C ⊗ C.

∼

∆⊗id

∆ ∆

id⊗∆

惯常称 ∆ 为 C 的余乘法, 称 ε 为 C 的余幺元.
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从余代数 (C,∆, ε) 到 (C ′,∆′, ε′) 的态射按照和定义 7.1.1 相对偶的方式定义: 这
是使下图交换的态射 φ : C → C ′

1 C

C ′.

φ

ε

ε′

C ⊗ C C ′ ⊗ C ′

C C ′

φ⊗φ

φ

∆ ∆′

在 V 有辫结构 c 的前提下, 若 c∆ = ∆, 则称 (C,∆, ε) 余交换.

以下不过是定义 7.1.2 的对偶.

定义 7.5.2 (余模) 设 (C,∆, ε) 是 V 上的余代数. 定义左余 C-模为资料 (M,ρ), 其中

M ∈ Ob(V), ρ = ρM :M → C ⊗M,

可将 ρ 理解为左余模的纯量余乘法, 条件是以下图表交换:

1⊗M C ⊗M

M

ε⊗id

ρ∼

(C ⊗ C)⊗M C ⊗ (C ⊗M)

C ⊗M M C ⊗M.

∼

∆⊗id

ρ ρ

id⊗ρ

从左余模 (M,ρ) 到 (M ′, ρ′) 的同态是满足 (id⊗ f)ρ = ρ′f 的态射 f : M → M ′. 按照
类似方法定义右 C-余模, 乃至于双模, 以及其间的同态等等.

一则初步然而重要的例子是 C 本身对 ρC := ∆ : C → C ⊗ C 成为左余模, 也成为
右余模.

尽管余模的定义看似与习惯相颠倒, 但实际操作未必比模复杂. 举 V = k-Mod 的
情形为例, 其中 k是交换环. 设 M 是以 (vi)i∈I 为基的自由 k-模, 指定 ρ :M →M ⊗

k
C

相当于指定 C 的一族元素 (tij)(i,j)∈I2 , 使得对所有 i ∈ I 皆有

ρ(vi) =
∑
j∈I

vj ⊗ tji (有限和),

而余模的条件表达为对所有 i:

vi =
∑
j

ε(tji)vj ,
∑
j

vj ⊗∆(tji) =
∑
j,k

vk ⊗ tkj ⊗ tji.

适当将下标重命名, 这又进一步简化为对所有 i, j:

ε(tji) = δj,i,

∆(tji) =
∑
k

tjk ⊗ tki; (7.5.1)

此处 δj,i 为 Kronecker 的 δ 符号, 当 j = i 时定义为 1, 否则定义为 0.
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承上, 若将右余模之间的 k-线性映射 f : M → M ′ 按照选定的基表达为 f(vi) =∑
j rjiv

′
j , 亦即表为矩阵, 其中 rji ∈ k, 则同理可证 f 是余模的同态当且仅当对所有

i, k, ∑
j

rkjtji =
∑
j

rjit
′
kj ,

其中 k 以纯量乘法左作用于 C. 左余模的版本自不待言.
我们将在 §7.7 继续讨论余模理论的若干面向.

注记 7.5.3 若 (C,∆, ε) 是 V 上的余代数, (A,µ, η) 是 V 上的代数, 则 Hom(C,A) 带有
称为卷积的二元运算 ? 如下:

f ? g := µ(f ⊗ g)∆, f, g ∈ Hom(C,A).

从 ∆ 和 µ 的诸般性质易见 ? 满足结合律, 而以下交换图表足以说明 (Hom(C,A), ?) 是
以 ηε ∈ Hom(C,A) 为幺元的幺半群:

A⊗ 1 A 1⊗A

C ⊗ 1 C 1⊗ C

C ⊗ C C C ⊗ C

µ(id⊗η) µ(η⊗id)

f⊗id f id⊗f

id⊗ε

∆ ∆

ε⊗id

标准论证说明若 ϕ : C ′ → C 是余代数之间的态射, ψ : A→ A′ 是代数之间的态射, 则

Hom(C,A)→ Hom(C ′, A′), f 7→ ψfϕ (7.5.2)

是卷积幺半群之间的同态.

今后设 V 为辫幺半范畴, 辫结构照例记为

c(X,Y ) : X ⊗ Y → Y ⊗X

的形式. 根据 §7.1, 代数范畴 Alg(V) (或余代数范畴 Alg(Vop)op) 具有幺半结构, 以 1

为幺元. 由此遂可考虑其中的余代数 (或代数). 一则简单却饶富兴味的观察是这两者
引向同样的资料 (A,µ, η,∆, ε), 其中 A ∈ Ob(V), 而 V 中态射 A

∆
A ⊗ A

µ
A 和

1
η
A

ε
1 所需的条件是:

(i) (A,µ, η) 是代数,

(ii) (A,∆, ε) 是余代数,

(iii) 余乘法 ∆ : A→ A⊗A 和余幺元 ε : A→ 1 是代数之间的态射,
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(iv) 乘法 µ : A⊗A→ A 和幺元 η : 1→ A 是余代数之间的态射.

一旦假设 (i) 和 (ii) 成立, 则 (iii) 和 (iv) 相等价, 择一验证即可; 两者的内容都是 (∆, ε)

和 (µ, η) 之间的兼容性, 共有四种组合四个交换图表, 或写作

∆µ = (µ⊗ µ)(idA ⊗ c(A,A)⊗ idA)(∆⊗∆),

∆η = η ⊗ η, εµ = ε⊗ ε, εη = id1.

定义 7.5.4 (双代数) 设 V 是辫幺半范畴. 如果 A 是 V 上的余代数范畴里的代数, 或者
等价地说是 V 上的代数范畴里的余代数, 则称之为 V 上的双代数. 具体地说, 双代数由
资料 (A,µ, η,∆, ε) 构成.

若 A 和 A′ 都是双代数, 而 φ : A → A′ 同时是代数和双代数之间的态射, 则称之
为从双代数 A 到 A′ 的态射.

我们经常将双代数的全套资料简记为 A.
若 k 是交换环而 V = k-Mod, 则 V 上的代数, 余代数, 双代数也称为 k-代数, k-余

代数, k-双代数, 依此类推.

例 7.5.5 设 M 是幺半群, k 是交换环. 构造幺半群 k-代数 k[M ]; 见 [51, 定义 5.6.1].
定义 k-模同态

∆ : k[M ]→ k[M ]⊗
k
k[M ]

m 7→ m⊗m, m ∈M.

和 ε : k[M ]→ k, 使 ε 映所有 m ∈M 为 1. 以下来验证这给出 k-双代数.
首先 (k[M ],∆, ε) 是余代数, 这是因为对所有 m ∈M 皆有

(id⊗ ε)(∆(m)) = m = (ε⊗ id)(∆(m)),

(∆⊗ id)(∆(m)) = m⊗m⊗m = (id⊗∆)(∆(m)).

注意到 k[M ] 总是余交换的, 但 k[M ] 交换当且仅当 M 交换.
其次验证 ε 和 ∆ 都是 k-代数的同态. 这归结为对所有 m,m′ ∈M 验证

ε(mm′) = 1 = ε(m)ε(m′), ε(1) = 1

∆(mm′) = mm′ ⊗mm′ = (m⊗m)(m′ ⊗m′) = ∆(m)∆(m′),

∆(1) = 1⊗ 1.

对于 V 上的代数 A, 定义 7.1.2 说明了何谓左 A-模. 若 A 是双代数, 则可以进一
步作如下定义.

1. 对左 A-模 1 定义态射 µ1 : A⊗ 1→ 1 为 A⊗ 1
∼→ A

ε
1 的合成.
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2. 对左 A-模 Mi, 记对应的纯量乘法态射为 µi (此处 i = 1, 2). 定义态射 µM1⊗M2
:

A⊗ (M1 ⊗M2)→M1 ⊗M2 为

A⊗M1 ⊗M2

∆⊗idM1⊗M2

A⊗A⊗M1 ⊗M2

idA⊗c(A,M1)⊗idM2

A⊗M1 ⊗A⊗M2

µ1⊗µ2

M1 ⊗M2

的合成; 此处省略 ⊗ 运算的括号以及结合约束, 亦即视 V 为严格幺半范畴, 以简
化符号.

定义旨在赋予 V 的对象 1和M1⊗M2 左 A-模结构. 右 A-模的情形自然是类似的.

命题 7.5.6 设 A 是辫幺半范畴 V 上的双代数. 以上定义使左 A-模范畴 A-Mod 成为
幺半范畴, 以 (1, µ1) 为幺元. 对于右 A-模范畴 Mod-A 亦复如是.
对偶地, 应用 A 的乘法和幺元可以使左 A-余模范畴 A-Comod 和右 A-余模范畴

Comod-A 成为幺半范畴.
无论对上述哪一种范畴, 映向 V 的忘却函子总是幺半函子.

证明 基于对偶性, 证前半部即可. 检验繁而不难, 略述如下. 首务是验证纯量乘法符
合定义 7.1.2 的交换图表. 对于 (1, µ1), 这些性质归结为 ε : A → 1 是代数的态射. 对
于 M1 ⊗M2 的模结构, 关于以幺元作纯量乘法的交换图表归结为 ∆ : A→ A⊗A 是代
数的态射, 特别地, 它和 η, η ⊗ η 兼容. 对纯量乘法结合律稍加思索, 可见问题在于验证
从 A⊗A⊗M1 ⊗M2 按两种方式映至 M1 ⊗M2 是相等的:

(a) 先作 ∆⊗∆⊗ idM1 ⊗ idM1 , 再将 A⊗A⊗ (A⊗A⊗M1 ⊗M2) 的第一和第三 (或
第二和第四) 个 A 依序左乘入 M1 (或 M2), 精确到辫结构;

(b) 先对前两个位置作 µ : A⊗A→ A, 再作 µM1⊗M2
. 因为

∆µ = (µ⊗ µ)(id⊗ c(A,A)⊗ id)(∆⊗∆),

这等于合成

A⊗A⊗M1 ⊗M2

∆⊗∆⊗idM1
⊗idM2

A⊗A⊗A⊗A⊗M1 ⊗M2

idA⊗c(A,A)⊗idA⊗idM1
⊗idM2

A⊗A⊗A⊗A ⊗M1 ⊗M2

µ⊗µ⊗idM1
⊗idM2

A⊗A⊗M1 ⊗M2

idA⊗c(A,M1)⊗idM2

A⊗M1 ⊗A⊗M2

µ1⊗µ2

M1 ⊗M2.

纯量乘法 µ1 和 µ2 各自有结合律而 c 有函子性, 故上式的最后三个箭头也相当于
加框部分的第一, 二 (或第三, 四) 个 A 依序左乘入 M1 (或 M2), 精确到辫结构.
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以辫图帮助理解, 如 [51, §7.4 最后], 证明 (a) = (b) 归结为证6)

A

A

A

A

A

A

A

A

M1

M1

M2

M2

乘入 M1 乘入 M2

=

A

A

A

A

A

A

A

A

M1

M1

M2

M2

乘入 M1 乘入 M2

一目了然.
为了说明 A-Mod 为幺半范畴, 尚须证 ⊗ 的结合约束和幺元约束都是左 A-模的态

射. 前者不难, 后者所需的是余代数的性质 (id ⊗ ε)∆ = idA = (ε ⊗ id)∆, 前提是等同
A⊗ 1 ' A ' 1⊗A.

对双代数 A 还能追问幺半范畴 A-Mod 有无辫结构, 以及它是否对称. 朴素的想法
是应用 V 的辫结构 c(M1,M2), 但这一般不是 A-Mod 中的态射; 对于 V = k-Mod 的特
例, 问题的解答已经涉及拟三角双代数的概念, 一言难尽. 以下仅表述一则平凡到略带
误导性的例子.

命题 7.5.7 设 V 是对称幺半范畴.

(i) 若 A 是 V 上的余交换双代数, 则幺半范畴 A-Mod 和 Mod-A 对 c(M1,M2) :

M1 ⊗M2
∼→M2 ⊗M1 成为对称幺半范畴.

(ii) 对偶地, 若 A 是 V 上的交换双代数, 则 A-Comod 和 Comod-A 是对称幺半范畴.

证明 只论余交换情形. 沿用先前符号, 说明 c(M1,M2) 是 A-Mod 的态射相当于验证
下图外框交换

A⊗M1 ⊗M2 A⊗A⊗M1 ⊗M2 A⊗M1 ⊗A⊗M2 M1 ⊗M2

A⊗M2 ⊗M1 A⊗A⊗M2 ⊗M2 A⊗M2 ⊗A⊗M1 M2 ⊗M1.

∆⊗id⊗id

id⊗c(M1,M2)

id⊗c(A,M1)⊗id

c(A,A)⊗c(M1,M2)

µ1⊗µ2

c(A⊗M1,A⊗M2) c(M1,M2)

∆⊗id⊗id id⊗c(A,M2)⊗id µ2⊗µ1

6)一点无害的差异: 上引文献中, 态射的由下到上作合成, 此处相反.
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左侧方块因 A 余交换而交换. 右侧方块因 c 的函子性而交换. 绘图可见

c(A⊗M1, A⊗M2) =

(idA ⊗ c(A,M2)⊗ idM1
)(c(A,A)⊗ c(M1,M2))(idA ⊗ c(A,M1)⊗ idM2

),

而 V 是对称幺半范畴, 故中间方块交换. 关于 A-Mod 的对称幺半结构的其他性质都化
约到 V 上验证.

现在引入 Hopf 代数的概念. 设 V 为辫幺半范畴.

定义 7.5.8 设资料 (A,µ, η,∆, ε) 是 V 上的双代数 A. 如果 V 中的同构 S : A
∼→ A 使

下图交换

A⊗A A⊗A A⊗A

A A A

µ

S⊗idAidA⊗S

µ∆

ηεηε

亦即
µ(idA ⊗ S)∆ = ηε = µ(S ⊗ idA)∆,

则称 S 为 A 的对极. 带有对极的双代数称为 Hopf 代数. Hopf 代数之间的态射定义
为它们作为双代数的态射.

举例明之, 1 是 Hopf 代数, 其对极取为 id1.
如以注记 7.5.3 的卷积来解释, 对极 S 便相当于 idA ∈ End(A) 对 ? 的双边逆元.

Hopf 代数定义中的对极若存在则是唯一的, 这是下述结果施于 f = idA 的立即结论,
它也说明态射总是保对极.

命题 7.5.9 设 A 和 A′ 为 V 上的 Hopf 代数, 分别有对极 S 和 S′, 则对于任何 Hopf
代数之间的态射 f : A→ A′ 皆有 S′f = fS.

证明 基于卷积 ? 的函子性 (7.5.2), 映射

Hom(A′, A′) Hom(A,A′)
g 7→gf

, Hom(A,A) Hom(A,A′)
h 7→fh

皆是卷积幺半群的同态. 因此 S′f 和 fS 同为 f ∈ Hom(A,A′) 的卷积逆.

考虑到 V 的辫结构给出 Vop 的辫结构, 双代数的概念显然自对偶. 以下说明对极
的定义亦然.

命题 7.5.10 若 (A,µ, η,∆, ε) 是 V 上的双代数, 则 (A, η, µ, ε,∆) 是 Vop 上的双代数.
若 Hopf 代数 (A,µ, η,∆, ε) 有对极 S, 则 S−1 是 (A, η, µ, ε,∆) 是 Vop 的对极; 特别地,
后者是 Vop 上的 Hopf 代数.

证明 定义 7.5.8 的图表自对偶, 但 S 走向逆转.



§7.5 从余代数到 Hopf 代数 445

命题 7.5.11 对于双代数 A, 按照定义 7.1.4,
� 以辫结构 c(A,A) 翻转 A 的乘法, 得到代数 Aop;
� 以 c(A,A)−1 翻转 A 的余乘法, 得到余代数 Acop.

两种操作一道给出双代数 Aop
cop. 若 A 有对极 S, 则 S 也是 Aop

cop 的对极, 此时
S : A

∼→ Aop
cop 是双代数的同构.

证明 例行的验证表明 Aop
cop 确实是双代数, 以 S 为其对极, 细节不赘. 余下断言可以

成两部分. 首先是 S 保幺元和余幺元. 这是容易的: 在命题 7.5.9 中分别取 A = 1 和
A′ = 1 即可.

其次是 S 保持乘法和余乘法. 一般版本的证明比较复杂, 详见 [22, §9, Proposition
2] 或 [2, Proposition 1.22], 此处仅简述 V = k-Mod, ⊗ = ⊗k 连同其标准辫结构的特例,
这也是稍后唯一需要的情形.

回忆 §7.1 可见 A⊗A 自然地成为余代数. 按注记 7.5.3 赋予 Hom(A⊗A,A) 卷积,
记为 ∗, 并考虑其元素

f := µ, g := µc(A,A)(S ⊗ S), h := Sµ.

问题归结为证 h ∗ f = ηAεA⊗A = f ∗ g, 这将说明 f 是幺半群 (Hom(A⊗A,A), ∗) 的可
逆元, 从而说明 h = g. 设 a, b ∈ A, 写下展开式

∆(a) =
∑
i

a
(1)
i ⊗ a

(2)
i , ∆(b) =

∑
j

b
(1)
j ⊗ b

(2)
j .

将 µ 直接写作乘法. 基于 k-Mod 的标准辫结构, 可以推得

(h ∗ f)(a⊗ b) =
∑
i,j

h
(
a
(1)
i ⊗ b

(1)
j

)
f
(
a
(2)
i ⊗ b

(2)
j

)
=
∑
i,j

S
(
a
(1)
i b

(1)
j

)
a
(2)
i b

(2)
j

= ( S ? idA
End(A) 的卷积

)(ab) = ηAεA(ab),

(f ∗ g)(a⊗ b) = · · · =
∑
i,j

a
(1)
i b

(1)
j S

(
b
(2)
j

)
S
(
a
(2)
i

)
=
∑
i

a
(1)
i ηAεA(b)S

(
a
(2)
i

)
= ηAεA(a) · ηAεA(b) = ηAεA(ab),

ηAεA⊗A(a⊗ b) = ηA (εA(a)εA(b)) = ηAεA(ab),

断言得证, 故 S 保持双代数的乘法. 类似的论证说明 S 保余乘法.

特别地, 若 V 是对称幺半范畴, 则 S2 是 A 的自同构.

推论 7.5.12 设 Hopf 代数 A 以 S 为对极. 若 A 是交换或余交换的, 则 S2 = id.
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证明 相对于 End(A) 的卷积 ? (注记 7.5.3), 我们有

S ? S2 = µ(S ⊗ S2)∆ = µ(S ⊗ S)(id⊗ S)∆.

若 A 交换, 则 µc(A,A) = µ 而命题 7.5.11 化上式为

µc(A,A)(S ⊗ S)(id⊗ S)∆ = Sµ(id⊗ S)∆ = S(id ? S).

对极的定义表明 id ? S = ηε, 而上述命题蕴涵 Sη = η, 最终得到 ηε.
若 A 余交换, 则 c(A,A)∆ = ∆ 而辫结构的函子性化 S ? S2 为

µ(S ⊗ S)(id⊗ S)c(A,A)∆ = µc(A,A)(S ⊗ S)(S ⊗ id)∆,

相同的论证继而化之为 S(S ? id) = ηε.
综上可见 S2 是 S 的卷积逆, 故 S2 = id.

以下的例子都取 V = k-Mod 和 ⊗ = ⊗k, 其中 k 是交换环.

例 7.5.13 设 G 是群. 构造群 k-代数 k[G]. 例 7.5.5 赋予 k[G] 双代数的结构. 定义
k-模自同构 S : k[G]→ k[G], 使得

S(g) = g−1, g ∈ G.

容易验证它满足对极所需的交换图表. 故 k[G] 是 Hopf 代数.

例 7.5.14 (H. Hopf) 记 {pt} 为独点集. 若拓扑空间 X 带有连续映射 m : X ×X → X

(乘法) 和 e : {pt} → X (相当于指定 X 的元素, 即幺元, 仍记为 e), 使两者满足乘法
结合律和幺元所需性质, 精确到同伦, 则称 (X,m, e) 为 H-空间. 若再指定连续映射
i : X → X (取逆), 精确到同伦满足取逆所需性质, 则称 (X,m, e, i) 为 H-群.

拓扑幺半群 (或拓扑群) 当然是 H-空间 (或 H-群), 但是 H-空间或 H-群的条件较
此宽松许多. 一个自然的范例是环路空间: 对于拓扑空间 M 和选定的基点 x0 ∈M , 满
足 γ(0) = x0 = γ(1) 的连续映射 γ : [0, 1] → M 称为 M 中的环路; 全体环路自然地成
为拓扑空间 Ω(M,x0); 若取 m 为两条环路的头尾接合, e 为常值映射 x0, 而 i 为环路
逆行, 则直观可见 Ω(M,x0) 形成 H-群; 关键是结合律和逆元性质仅在同伦意义下方得
成立.

今起考虑所有 CW 复形7)在 Top 中构成的全子范畴, 记为 S; 它包含几何中常
见的流形等空间. 设 k 为域. 系数在 k 上的上同调函子 H• 给出从 Sop 到分次 k-向
量空间范畴 Vect(k)Z≥0 的函子. 赋予 Vect(k)Z≥0 由 Koszul 符号律 (7.1.3) 确定的辫
结构 (按照该处符号, 取 ε(a) = a mod 2), 则上同调的杯积 µ := ∪ 使函子 H• 通过
CAlg

(
Vect(k)Z≥0

) 分解 — 简言之, 上同调是 Vect(k)Z≥0 上的交换代数.

7)拓扑术语, 和线性代数中定义的复形不尽相同.
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另一方面, 赋予 S 由乘积空间确定的幺半结构, 以 {pt} 为幺元. 拓扑学中的
Künneth 公式说明 H• 是幺半函子; 此外, 映射的同伦不影响上同调层次的诱导映射.
综上可见若 X ∈ Ob(S) 是 H-空间, 则 H•(X) 还是 Vect(k)Z≥0 上的余代数.
对于了解代数拓扑学的读者, 应该不难得出 H•(X) 带有的代数和余代数结构兼容,

给出 Vect(k)Z≥0 上的双代数; 若进一步要求 X 是 H-群, 并且记映射 i 诱导的自同构为
S ∈ Aut(H•(X)), 则 H•(X) 成为 Hopf 代数.

事实上, H•(X) 的乘法 (杯积) 不过是对角嵌入 diag : X → X ×X 通过 Künneth
公式的反映, 而幺元则是 X → {pt} 的反映. 双代数和对极所需要的一切性质因而能在
拓扑空间的层次作验证, 精确到同伦. 譬如对极等式 µ(S ⊗ id)∆ = ηε 便源自[

X
diag

X ×X
(i,id)

X ×X m
X

]
同伦等价于

[
X → {pt} e

X

]
.

于是 H-群的上同调自然地成为交换 Hopf 代数, 携带丰富的结构. 这是 Hopf 研究
这类代数的原初动机.

习题将给出 Hopf 代数的更多例子, 它们多数或者交换, 或者余交换, 但也存在许多
Hopf 代数两者皆非, 其中最重要的一类是量子群. 相关讨论需要 Lie 理论的铺垫, 本书
不论.

7.6 Beck单子性定理
设 C 是范畴. 考虑以所有自函子 T : C → C 为对象, 以自函子之间的态射构成的函

子范畴 CC . 它自然地成为一个幺半范畴, 其乘法 ⊗ 是函子的合成运算, 幺元 1 是恒等
函子. 因为函子的合成满足严格结合律, 它还是严格幺半范畴.

定义 7.6.1 (单子和余单子) 设 C 为范畴. 幺半范畴 CC 中的代数 (定义 7.1.1) 称为 C
上的单子. 对偶地, Cop 上的单子称为 C 上的余单子.

对自函子范畴 CC 展开定义 7.1.1, 可知单子是资料 (T, µ, η), 其中 T : C → C 是函
子, µ : T 2 → T 和 η : idC → T 是态射, 使得下图交换.

T T 2 T

T

ηT

id
µ

Tη

id

T 3 T 2

T 2 T

µT

Tµ µ

µ

相较于原定义, 此处不再需要结合约束, 而 η ⊗ id (或 id ⊗ η) 则被翻译为 ηT (或
Tη), 依此类推.

对偶地, 余单子 (L, δ, ε) 由函子 L : C → C, 态射 δ : L → L2 和 ε : L → idC 组成,
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条件是使下图交换.

L L2 L

L

εL Lε

id id
δ

L3 L2

L2 L

δL

Lδ δ

δ

我们习惯将资料 (T, µ, η) (或 (L, δ, ε)) 简记为 T (或 L). 单子和余单子的主要来源
是伴随对.

例 7.6.2 (伴随对确定单子) 考虑一对伴随函子

F : C D : G,

以及相应的单位 η : idC → GF 和余单位 ε : FG → idD 态射. 今将定义 C 上的单子
(T, µ, η) 和 D 上的余单子 (L, δ, ε) 如下.

T := GF L := FG

µ :=

[
GFGF

GεF
GF

]
δ :=

[
FG

FηG
FGFG

]
η : idC → GF ε : FG→ idD

基于对偶性, 就 (T, µ, η) 的情形验证单子的公理即可. 首先是关于幺元的图表

GF GFGF GF

GF

ηGF

GεF

GFη

其交换性来自三角等式 (Gε)(ηG) = idG 和 (εF )(Fη) = idF . 结合律图表是

GFGFGF GFGF

GFGF GF

GεFGF

GFGεF

GεF

GεF

它是交换的: 两路合成同样图解为

C D C D C D CF G

id

F

ε

G

id

F

ε

G

只是两个弓形区域的合成次序不同, 其产物则相同; 这是态射纵横合成的互换律 [51, 引
理 2.2.7] 的一则特例.

由于自函子作用在 C 上, 我们希望在 C 中探讨在单子 T 作用下的 “模”. 由于历史
的原因, 这种结构也被称为 T -代数.
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定义 7.6.3 (S. Eilenberg, J. C. Moore) 设 (T, µ, η) 是 C 上的单子. 所谓 T -模, 系指
资料 (M,a), 其中 M ∈ Ob(C) 而 a 是 C 的态射 T (M)→M , 使得下图交换

T 2(M) T (M)

T (M) M

Ta

µM a

a

M T (M)

M.

ηM

idM
a

所有 T -模构成范畴 CT : 从 (M,a) 到 (M ′, a′) 的态射定为 C 中使得下图交换的态
射 f :M →M ′

T (M) M

T (M ′) M ′.

a

Tf f

a′

对偶地, 设 (L, δ, ε) 是 C 上的余单子, 所谓 L-余模是资料 (N, b), 其中 b 是态射
N → L(N), 条件是有与先前相对偶的交换图表. 我们将 L-余模范畴记为 CL.

关于 T -模的两个交换图表应当分别被设想为 T 作用下的结合律和幺元律. 今后的
例子和性质主要针对单子及其上的模加以陈述, 余单子和余模的版本纯然是对偶的.

例 7.6.4 记 Mon 为幺半群构成的范畴, 按惯例默认实现在小集上, 并考虑伴随对
M : Set Mon : U

其中 M 映集合 X 为自由幺半群 M(X), 其定义和构造见 [51, 定义 4.8.1, 引理 4.8.4],
而 U 是忘却函子. 相应地

T := UM : Set→ Set, T (X) =
⊔
n≥0

Xn,

换言之 T (X) 的元素是一串 “字” (x1, · · · , xn), n ∈ Z≥0. 伴随对的单位 ηX : X →
UM(X) 映 x ∈ X 为长度为 1 的字 (x); 对于幺半群 A, 余单位 εA : MU(A) → A 映
字 (a1, . . . , an) 为乘积 a1 · · · an ∈ A. 既然 M(X) 的乘法是接字, 故单子 T 对应的
µX = UεM : T 2(X) → T (X) (或视作映射 M(M(X)) → M(X)) 其效果是将 “字的字”
摊开, 或者说是将一串列表接合, 如

((x1, . . . , xn), (y1, . . . , ym), . . .) 7→ (x1, . . . , xn, y1, . . . , ym, . . .) .

对 T = UM 指定 T -模 (M,a) 相当于对集合 M 上的任何一个字 (m1, . . . ,mn) 指
定 m1 · · ·mn := a(m1, . . . ,mn), 使得 a(m) = m 而结合律

a (a(x1, . . . , xn), a(y1, . . . , ym), . . .) = a (x1, . . . , xn, y1, . . . , ym, . . .) ;

成立. 一句话, T -模无非是幺半群, 以空字 (n = 0) 对 a 的像为幺元. 容易验证 T -模的
态射也无非是幺半群同态.
群范畴 Grp的情形完全类似,要点是以自由群函子 F代替M. 对应的 T -模就是群.
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例 7.6.5 记 R 为环, 考虑伴随对
F : Set R-Mod : U

其中 F 映 X 为自由左 R-模 R⊕X , 而 U 是忘却函子, 由此得到 Set 上的单子 (T, µ, η).
和例 7.6.4 类似, T = UF 映集合 X 为作为集合的 R⊕X , 其元素是 X 的形式有限 R-线
性组合 “r1x1 + · · ·+ rnxn”, 单位 ηX 映 x ∈ X 为 “x”, 而 µX : R⊕(R

⊕X) → R⊕X 将双
层线性组合摊开, 即
“α(“r1x1 + · · ·+ rnxn”) + β(“s1y1 + · · ·+ smym”) + · · · ”

7→ “(αr1)x1 + · · ·+ (αrn)xn + (βs1)y1 + · · ·+ (βsm)ym + · · · ”.

指定 T -模 (M,a) 相当于指定集合 M 以及映形式线性组合为 M 的元素的一种规则,
映 “x” 为 x, 对加法和纯量乘法有结合律, 而且 1 ∈ R 的纯量乘法是恒等映射. 一句话,
T -模无非是左 R-模. 易见 T -模的态射即模同态.

回到一般理论. 我们有忘却函子 UT : CT → C 映对象 (M,a) 为 M . 以下给出忘却
的左伴随: 自由.

定义–命题 7.6.6 (自由 T -模) 设 (T, µ, η) 是 C 上的单子. 定义函子

FreeT : C → CT ,
(对象M) 7→ (TM,µM : T 2M → TM),

(态射 f :M →M ′) 7→ Tf : TM → TM ′.

这给出伴随对
FreeT : C CT : UT ,

而此伴随对在 C 上确定的单子正是 (T, µ, η).

证明 为了验证 (TM,µM ) 是 T -模, 需要的是交换图表

T 3(M) T 2(M)

T 2(M) T (M)

TµM

µT (M) µM

µM

T (M) T 2(M)

T (M)

ηT (M)

id
µM

然而这是将定义 7.6.1 的函子图表在对象 M 上取值的结果. 函子性是清晰的.
其次, 留意到 UTFreeT = T . 取 T 自带的 η : idC → T , 并且定义

ε : FreeTUT → idCT , ε(M,a) : (TM,µM )
a

(M,a) ∈ Ob(CT ).

定义 7.6.3 的左图说明 ε(M,a) 是 CT 中的态射. 它的函子性同样清楚.
例行的验证说明 (FreeT , UT ) 构成分别以 η 和 ε 为单位和余单位的伴随对, 细节

不赘. 此外 (
UT εFreeT

)
M

= UT ε(TM,µM )

=
[
µM : T 2(M)→ T (M)

]
,
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这便说明伴随对 (FreeT , UT ) 在 C 上确定的单子是 (T, µ, η).

对于例 7.6.4, 7.6.5 的单子, 函子 FreeT 分别对应到自由幺半群和自由模的构造.
对偶地, 范畴 D 上的余单子 L 也给出自由–忘却伴随对, 不用多言.

引理 7.6.7 考虑来自伴随对 (F,G) 的单子 T 和余单子 L. 设 N ∈ Ob(D), 则资料

M := G(N) ∈ Ob(C), a : T (M) = GFG(N)
GεN

G(N) =M

给出 (M,a) ∈ Ob(CT ). 由此得到函子 K : D → CT , 满足 G = UTK.

对偶地, F 也有典范分解 C K DL → D, 今后写作 F = ULK, 其中 UL 是忘却函
子8).

证明 只论 T 的情形. 定义 7.6.3 的图表对此化为

GFGFG(N) GFG(N)

GFG(N) G(N).

GFGε

GεFG Gε

Gε

G(N) GFG(N)

G(N)

ηG

Gε ,

交换性的验证和例 7.6.2 如出一辙, 不必重复; N 7→ (M,a) 的函子性是自明的.

对于给定伴随对 (F,G), 应用函子是一个丢失结构的过程. 引理 7.6.7 将 G (或 F )
拆成 UTK (或 ULK). 我们想明白结构是否只被第二步的忘却函子 UT 丢失, 如果答案
是肯定的, 过程中丢失的信息便能借助单子 T (或余单子 L) 来重构. 这就启发了以下
概念.

定义 7.6.8 考虑一对伴随函子 F : C D : G, , 以此定义 C 上的单子 T 和 D 上
的余单子 L.

� 若引理 7.6.7 的函子 K : D → CT 是范畴等价, 则称此伴随对是单子的.

� 若对偶版本 K : C → DL 是范畴等价, 则称此伴随对是余单子的.

举例明之, 例 7.6.4, 7.6.5 中的自由–遗忘伴随对都是单子的; 仔细检验可以发现其
中的 K 还是范畴的同构.
行将介绍的 Beck 定理又称单子性定理或 Barr–Beck 定理, 它刻画单子性. 这涉及

一些预备工作.

定义–命题 7.6.9 考虑任意范畴 C 中的图表

A B Z
u
v

h

t s

8)采用相同符号 K 不至于引起太大的混淆, 因为本书不会同时考虑单子和余单子.
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使得实线部分交换, 亦即 hu = hv, 而且 h 和 v 各自有虚线所示的截面 (亦即右逆) s 和
t, 满足 sh = ut ∈ End(B). 具此性质的实线部分图表称为分裂叉. 它自动给出 u 和 v

在 C 中的余等化子.

证明 考虑以下场景

W

A B Z
u

v h

k
W ∈ Ob(C)

ku = kv.

若存在 ϕ : Z → W 使得 ϕh = k, 则 ϕ = ϕhs = ks; 反之, ϕ := ks 确实满足
ϕh = ksh = kut = kvt = k. 这就验证了泛性质.

不同于一般的余等化子, 分裂叉是 “绝对” 的: 它们对任意函子的像仍是分裂叉.

例 7.6.10 设 (T, µ, η) 是 C 上的单子, 则任何 (M,a) ∈ Ob(CT ) 都给出 C 中的分裂叉

T 2(M) T (M) M
Ta
µM

a

ηTM
ηM

a(Ta) = aµM , ηMa = (Ta)ηTM ,

aηM = idM , µMηTM = idTM .

右侧列出的等式是定义 7.6.1 和 7.6.3 的内容; 例如 ηMa = (Ta)ηTM 缘于 η : idC → T

的自然性. 特别地, 上图将 M 实现为 Ta 和 µM 的余等化子.

定义 7.6.11 考虑函子 G : D → C 和 D 的一对态射 f, g : X ⇒ Y . 如果存在态射
h : G(Y )→ Z 使得图表

G(X) G(Y ) Z
Gf

Gg

h

是 C 中的分裂叉, 则称 (f, g) 是 D 中的 G-分裂对.

设 (f, g) 是 G-分裂对. 既然 (Gf,Gg) 有余等化子, 一个自然的问题是能否将之提
升为 (f, g) 在 D 中的等化子, 以及此提升是否唯一. 余等化子是 lim−→ 的特例, 定义 1.5.2
关于函子生 lim−→ 或保 lim−→ 的概念为此提供了一套方便的术语.

留意到忘却函子 UT : CT → C 是定义 1.5.4 所谓的保守函子.

引理 7.6.12 设 (T, µ, η) 是 C 上的单子, 则函子 UT 生 UT -分裂对的余等化子.

证明 设有 CT 中的一对态射 u, v : (M,a) ⇒ (M ′, a′) 和 C 中的分裂叉

M M ′ M ′′.
u
v

h

t s

由于上图给出 C 中的等化子, 问题归结为将 M ′′ 唯一地扩充为 (M ′′, a′′) ∈ Ob(CT ), 使
得 h 是 CT 中的态射, 然后说明这给出 u 和 v 在 CT 中的余等化子.
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分裂叉对任意函子的像仍是分裂叉, 故在实线部分的交换图表

T (M) T (M ′) T (M ′′)

M M ′ M ′′

Tu

Tv

a

Th

a′ a′′

Tu

Tv h

中, 两行都是 C 中的余等化子, 从而泛性质给出唯一的 a′′ 使得全图交换. 如能说明
(M ′′, a′′) 是 T -代数, 则上图右部交换相当于说 h 是 CT 中的态射.

为此, 问题在于验证以下交换图表

M ′′ T (M ′′)

T (M ′′)

ηM′′

a′′

T 2(M ′′) T (M ′′)

T (M ′′) M ′′.

µM′′

Ta′′ a′′

a′′

余等化子图表说明 h 和 Th 满 (同理, T 2h 满), 故易从 M 和 M ′ 的相应交换图表说明
上图确实交换.

最后来说明 h 给出 u 和 v 在 CT 中的余等化子. 设有 CT 的态射 k : (M ′′, a′′) →
(W, b) 满足 ku = kv, 则在 C 中存在唯一态射 ϕ : M ′′ → W 使得 ϕh = k. 问题归结为
证明 ϕ 实则是 CT 的态射. 考虑图表:

T (M ′) T (M ′′) T (W )

M ′ M ′′ W

Th

a′

Tϕ

a′′ b

h ϕ

上下两行分别合成为 Tk 和 k, 因为 h 和 k 是 CT 中的态射, 图表的整个外框和左方块
皆交换, 故右侧方块和 Th 合成以后交换. 已知 Th 满, 故右侧方块本身交换, 这就说明
了 ϕ 是 CT 中的态射.

引理 7.6.13 设函子 G : D → C 有左伴随 F , 而且 G 对所有 G-分裂对 f, g : X ⇒ Y

(定义 7.6.11) 都生相应的余等化子, 则下图给出余等化子:

FGFG(N) FG(N) N.
FGεN

εFG(N)

εN

其中 N ∈ Ob(D).

证明 对图表取 G 给出例 7.6.10 在 (M,a) := (G(N), GεN ) = K(N) 情形的分裂叉,
而 G 生相应的余等化子. 故原图是余等化子.

定理 7.6.14 (J. M. Beck) 设函子 G : D → C 有左伴随 F . 以下陈述等价:

(i) 伴随对 (F,G) 是单子的 (定义 7.6.8);
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(ii) G 对所有 G-分裂对 f, g : X ⇒ Y 都生相应的余等化子;

(iii) G 是保守的 (定义 1.5.4), 所有 G-分裂对 f, g : X ⇒ Y 在 D 中都有余等化子
X ⇒ Y → Z, 而且后者在 G 之下的像给出 (Gf,Gg) 的余等化子.

当以上任一条件成立时, K : D → CT 的一个拟逆函子 L 可以按以下方式描述: 设
(M,a) ∈ Ob(CT ), 则有余等化子图表

FGF (M) F (M) L(M,a).
Fa

εFM

(7.6.1)

对于由 (F,G) 确定的余单子, 判准完全是对偶的.

证明 我们先证明 (i) =⇒ (ii). 设 K : D → CT 有拟逆函子 L. 由于分裂对, 分裂叉,
生 lim−→ 等性质不受范畴等价影响, 而 G = UTK, 于是问题归结为证 UT : CT → C 对所
有 UT -分裂对生相应的余等化子, 这正是引理 7.6.12 的内容.

其次有 (i) =⇒ (iii). 既然已知 (i) =⇒ (ii), 唯一任务是说明若 G 是单子的, 则
G 是保守的. 然而 G = UTK, 而 K 是范畴等价, UT 显然保守, 故 G 也保守.
以下证明 (ii) =⇒ (i), 目标是构造 K 的拟逆函子 L. 给定 (M,a) ∈ Ob(CT ), 考虑

D 中的态射对 FGF (M) F (M)
Fa

εFM

. 它们对 G 的像 T 2(M) T (M)
Ta

µM

按例
7.6.10 扩充为分裂叉, 因此 (Fa, εFM ) 是 G-分裂对, 从而原图可扩充为 D 中的余等化
子图表, 亦即断言中的 (7.6.1).

从 (7.6.1) 和余等化子的泛性质可见若有 CT 的态射 (M,a)
ϕ

(M ′, a′), 则有唯一
态射 L(M,a)→ L(M ′, a′) 使下图交换:

FGF (M) F (M) L(M,a)

FGF (M ′) F (M ′) L(M ′, a′).

Fa

εFM

FGFϕ Fϕ

Fa′

εFM′

因此 (M,a) 7→ L(M,a) 成为函子 L : CT → D.
兹证明 LK ' idC . 对所有 N ∈ Ob(D), 上述构造给出余等化子图表

FGFG(N) FG(N) LK(N).
FGεN

εFG(N)

将此和引理 7.6.13 的余等化子图表相比较, 立得典范同构 LK ' idC .
接着验证 KL ' idCT . 易见 KF = FreeT , 两者都映对象 M 为 (GF (M), GεFM ).

按照定义和 µ := GεF , 对 (7.6.1) 应用 K 的结果是

(T 2(M), . . .) (T (M), . . .) KL(M,a)

FreeT (T (M)) FreeT (M)

Ta

µM (7.6.2)
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对 (7.6.2) 左边两项运用忘却函子 UT 得到 T 2(M) T (M)
Ta

µM

, 例 7.6.10 将之
延长为以 M 为余等化子的分裂叉. 然而 UT 生此余等化子 (引理 7.6.12), 回顾定义
1.5.2 可知 (7.6.2) 也是余等化子图表.

另一方面, 将引理 7.6.13 施于伴随对 (FreeT , UT ) 和对象 N = (M,a), 耐心展开此
伴随对的详细刻画, 可得余等化子图表

FreeT (T (M)) FreeT (M) (M,a).
Ta

µM

和上一段相比较立得 KL ' idCT .
最后说明 (iii) =⇒ (ii). 注意到 (iii) 的后半部相当于说 G-分裂对皆有余等化子,

而且 G 保此余等化子. 既然 G 是保守函子, 注记 1.5.5 说明 (ii) 成立.
若将一切态射倒转, 但函子走向不变, 亦即以 Cop 和 Dop 代 C 和 D, 便可以得到余

单子性的刻画. 此处不赘.

推论 7.6.15 考虑一对伴随函子 F : C D : G 和相应的单位 η 和余单位态射 ε.
若这是单子伴随对, 则图表

FGFG(N) FG(N) N
FGεN

εFG(N)

εN

对所有 N ∈ Ob(D) 都是余等化子.

证明 结合引理 7.6.13 和定理 7.6.14 (ii).

实践中经常需要 Beck 定理的线性版本. 具体地说, 设 k 为交换环, (F,G) 是
k-Mod-范畴之间的伴随对, 两者都是 k-线性函子; 详见定义 1.4.1 和命题 1.4.3. 不难看
出 CT 自然地成为 k-Mod-范畴, 两段函子 D K CT UT

C 按定义也都是 k-线性的. 如
果 Beck 定理 7.6.14 的条件 (ii) 或 (iii) 成立, 则从图表 (7.6.1) 的刻画易见 K 的拟逆函
子 L 也是 k-线性的. 这就给出 k-线性的等价 K : D → CT .

7.7 森田理论
本节选定 Grothendieck 宇宙 U 和交换环 k. 相对于 U , 所有的环都默认是小的.

对于 k-线性范畴之间的函子同样默认 k-线性, 如定义 1.4.1, 1.4.4 所述. 当 k = Z 时,
k-线性也就是加性.
对于 k-线性范畴 C 和 D, 符号 Fct(C,D) 或 DC 代表所有函子 F : C → D 构成的

范畴. 尽管 Fct(C,D) 未必是 U -范畴, 由于我们不在其中作极限等构造, 这不会对往后
的讨论造成任何困难.

定义 7.7.1 设 C 和 D 为 k-线性范畴.
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� 设 C 和 D 余完备, 定义 Fct(C,D) 的全子范畴 Fctc(C,D), 由全体保小 lim−→ 的函
子组成;

� 设 C 和 D 完备, 定义 Fct(C,D) 的全子范畴 Fctc(C,D), 由全体保小 lim←− 的函子
组成.

一些文献称 Fctc (或 Fctc) 的对象为连续 (或余连续) 函子.

我们沿用 §4.12 的符号, 对任意 k-代数 A 和 B, 定义
(A,B)-Mod := (A,B)-双模范畴,

A-Mod :=左 A-模范畴 ' (A, k)-Mod,
Mod-B :=右 B-模范畴 ' (k, B)-Mod.

它们是 k-线性范畴的简单例子.
回忆以下的模论常识: (A,B)-双模 P 典范地诱导保小 lim−→ 的函子

P ⊗
B
(·) : B-Mod→ A-Mod, (·)⊗

A
P : Mod-A→ Mod-B,

而 (B,A)-双模 Q 典范地诱导保小 lim←− 的函子

HomMod-B(Q, ·) : B-Mod→ A-Mod, HomMod-A(Q, ·) : Mod-A→ Mod-B,

若改取函子 Hom(·, R), 其中 R 是 (B,A)-双模, 则其定义域须换为相反范畴如
(B-Mod)op 等等, 使函子依然保小 lim←−.

定理 7.7.2 (S. Eilenberg, C. E. Watts) 对于任意 k-代数 A 和 B, 我们有以下等价

Fctc (B-Mod, A-Mod) (A,B)-Mod Fctc (Mod-A,Mod-B)

P ⊗
B
(·) P (·)⊗

A
P

Fctc (B-Mod, A-Mod) (B,A)-Mod Fctc (Mod-A,Mod-B)

HomB-Mod(Q, ·) Q HomMod-A(Q, ·)

Fctc ((B-Mod)op,Mod-A) (B,A)-Mod Fctc ((Mod-A)op, B-Mod)

HomB-Mod(·, R) R HomMod-A(·, R).

∼ ∼

∼ ∼

∼ ∼

对于第一和第二个等价, 函子的合成对应到双模的张量积, 而 A = B 时恒等函子
来自作为 (A,A)-双模的 A, 精确到同构.

证明 各种等价的论证方式类似, 以下仅讨论

(A,B)-Mod→ Fctc(B-Mod, A-Mod).
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定理之前的讨论已说明 P ⊗
B
(·) 确实是 Fctc(B-Mod, A-Mod) 的对象, 而且双模同态

P → P ′ 显然地诱导函子同态 P ⊗
B
(·)→ P ′ ⊗

B
(·). 以下便来构造它的拟逆函子.

对 Fctc(B-Mod, A-Mod) 的对象 F , 视 B 为左 B-模以定义 P := F (B). 由于 B 也
以右乘作用在 B 上, 而 F 是 k-线性函子, 故 P 自然地升级为 (A,B)-双模. 典范同构
P ⊗

B
B ' P 说明

(A,B)-Mod→ Fctc (B-Mod, A-Mod) F 7→P
(A,B)-Mod 的合成 ' id.

对于反向的合成, 给定函子 F 如上, 命 P := F (B). 对任意左 B-模 M , 我们有典
范满同态 ⊕

ϕ∈Hom(B,M)

B �M ;

留意到⊕
ϕ 是 “小” 的. 对满同态的核重复上述操作, 便对 M 得到典范正合列⊕

ψ

B →
⊕
ϕ

B →M → 0, (7.7.1)

它的第一段可以设想为右乘一个取值在 B = EndB-Mod(B) 的无穷矩阵. 由于 F 和
P ⊗

B
(·) 皆保小 lim−→, 对 (7.7.1) 取像给出 A-Mod 中的正合列

⊕
ψ

P →
⊕
ϕ

P → F (M)→ 0,

⊕
ψ

P →
⊕
ϕ

P → P ⊗
B
M → 0,

两行的 ⊕
ψ P →

⊕
ϕ P 来自同一个矩阵 (取值在 B), 由此得到典范同构 F (M) '

P ⊗
B
M .

根据张量积的结合约束, 第一个等价 (A,B)-Mod → Fctc(B-Mod, A-Mod) 将双模
张量积对应到函子的合成, 精确到同构. 对于第二个等价, 相应的陈述归结为张量积和
Hom 的伴随关系, 见 [51, 定理 6.6.5]. 两种情形下, 都容易看出 (A,A)-双模 A 对应到
恒等函子, 精确到同构.

现在便容易控制函子范畴的大小.

推论 7.7.3 对于任意 k-代数 A和 B,定理 7.7.2所涉及的函子范畴 Fctc(· · · ), Fctc(· · · )
都是 U -范畴.

证明 这是因为 (A,B)-Mod 和 (B,A)-Mod 都是 U -范畴.

定义–命题 7.7.4 对于任意 k-代数 A 和 B, 以下陈述等价

(i) A-Mod 和 B-Mod 等价.
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(ii) 存在 (A,B)-双模 P 和 (B,A)-双模 Q 使得存在

� (A,A)-双模的同构 P ⊗
B
Q ' A,

� (B,B)-双模的同构 Q⊗
A
P ' B.

(iii) Mod-A 和 Mod-B 等价.

当以上任一条件成立时, 我们称 A 和 B 是森田等价的.

证明 等价必然保 lim−→ 和 lim←−. 从定理 7.7.2 可得 (i) ⇐⇒ (ii) 和 (iii) ⇐⇒ (ii).

条件 (ii) 简洁而欠明确, 本节末尾的定理 7.7.16 将作细化. 在此之前, 有必要先介
绍一些例子和相关理论.

例 7.7.5 对于交换 k-代数, 森田等价和代数的同构是一回事. 这是基于典范同构
Z(A-Mod) ' Z(A), 左式是 Abel 范畴的中心, 右式是 k-代数的中心.

例 7.7.6 设 n ∈ Z≥1, 任意 k-代数 A 皆和 n × n 矩阵代数 Mn(A) 森田等价. 为了说
明这点, 我们以矩阵运算定义

P := (A,Mn×n(A))-双模 An (行向量),
Q := (Mn×n(A), A)-双模 An (列向量).

矩阵乘法给出所需的同构

P ⊗
Mn×n(A)

Q
∼→ A (作为 (A,A)-双模),

Q⊗
A
P
∼→ Mn×n(A) (作为 (Mn×n(A),Mn×n(A))-双模).

回到一般情形. 对任意 (A,B)-双模 P , 模论的常识 [51, 定理 6.6.5] 给出伴随对

(·)⊗
A
P : Mod-A Mod-B : HomMod-B(P, ·). (7.7.2)

定理 7.7.2 说明精确到同构, 左右两端的函子分别穷尽了 Fctc(Mod-A,Mod-B) 和
Fctc(Mod-B,Mod-A) 的所有对象.
基于例 7.6.2, 伴随对 (7.7.2) 在 Mod-A 上确定单子 T , 在 Mod-B 上确定余单子

L, 其一般描述如下. 考虑右 A-模 N 和右 B-模 M :

单位 ηN 余单位 εM

N → HomMod-B

(
P,N ⊗

A
P

)
HomMod-B(P,M)⊗

A
P →M

x 7→ [p 7→ x⊗ p] ϕ⊗ p 7→ ϕ(p)

(7.7.3)

请回忆正合函子的定义 2.8.3.
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命题 7.7.7 设 P 为 (A,B)-双模, 如果 (·) ⊗
A
P (或 HomMod-B(P, ·)) 是忠实正合函子,

则伴随对 (7.7.2) 是余单子的 (或单子的); 见定义 7.6.8 及其对偶版本.

证明 以下给出 (·)⊗
A
P 情形的证明, 另一侧的论证完全相同.

先前已说明 (·) ⊗
A
P 有右伴随. 仅须再对定理 7.6.14 (iii) 的条件验证其对偶版本.

首先证 (·)⊗
A
P 是保守函子. 设 f : N → N ′ 为右 A-模同态, 所求性质归结为

f 是同构 ⇐⇒ 0→ N
f
N ′ → 0正合

命题 2.8.9 (iii)⇐⇒ 0→ N ⊗
A
P

id⊗f
N ′ ⊗

A
P → 0正合 ⇐⇒ id⊗ f 是同构.

其次, Mod-A 和 Mod-B 的任一对态射皆有等化子, 而忠实正合的前提确保 (·)⊗
A
B

保等化子, 故定理 7.6.14 (iii) 的全部条件成立.

这只是一则抽象结果. 为了加以应用, 有必要对某些特殊情形明确相应的单子 T

和余单子 L. 首先考虑环的变换.

例 7.7.8 (环的变换) 选定 k-代数的同态 f : A → B. 在上述框架中取 P := B, 通过 f

视为 (A,B)-双模. 此时 (·) ⊗
A
B 的右伴随 HomMod-B(B, ·) 通过 ϕ 7→ ϕ(1) 同构于忘却

函子 FB|A : Mod-B → Mod-A, 而

单位态射 ηN 余单位态射 εM

N → FB|A(N ⊗
A
B) FB|A(M)⊗

A
B →M

x 7→ x⊗ 1 y ⊗ b 7→ yb

N : 右 A-模,

M : 右 B-模.

在讨论环的变换时,惯常略去 FB|A 以简化符号. 于是单子 T 和余单子 L分别表作

T id→ T T 2 → T

N 7→ N ⊗
A
B N → N ⊗

A
B (N ⊗

A
B)⊗

A
B → N ⊗

A
B

x 7→ x⊗ 1 (x⊗ b)⊗ b′ 7→ x⊗ bb′

L L→ id L→ L2

M 7→M ⊗
A
B M ⊗

A
B →M M ⊗

A
B → (M ⊗

A
B)⊗

A
B

(y, b) 7→ yb y ⊗ b 7→ (y ⊗ 1)⊗ b

所需不外是按部就班的验证.

其次考虑一个稍广的情形. 首先, 对任何右 B-模 P 和 X, 视 B 为 (B,B)-双模以
定义左 B-模

P∨ := HomMod-B(P,B) (7.7.4)
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以及典范的 k-模同态
X ⊗

B
P∨ → HomMod-B(P,X)

x⊗ λ 7→ xλ(·).
(7.7.5)

如果 P 是 (A,B)-双模, 则 P∨ 具有 (B,A)-双模的结构, HomMod-B(P,X) 具有右
A-模结构, 而 (7.7.5) 是右 A-模同态.

相同构造当然也有左右对调的版本, 故 P∨∨ 有意义, 此外还有右 B-模的典范同态
P → P∨∨.

引理 7.7.9 设 (A,B)-双模 P 作为右 B-模是有限生成投射模, 则 P∨ 亦然, 此时

� 对所有 X, (7.7.5) 皆给出右 A-模的典范同构,

� P → P∨∨ 是同构.

证明 将 P 作为右 B-模表作 B⊕n 的直和项, n ∈ Z≥0. 于是 P∨ 自然地是 B⊕n 的直
和项. 显见在 (7.7.5) 中以 B⊕n 代 P 可得 k-模同构, 于是在直和项 P 的层次仍有 k-模
同构, 因而有右 A-模同构. 关于 P

∼→ P∨∨ 同样是化到 B⊕n 来论证.

于是伴随对 (7.7.2) 在上述假设下改写为

(·)⊗
A
P : Mod-A Mod-B : (·)⊗

B
P∨. (7.7.6)

定义 7.7.10 设 (A,B)-双模 P 作为右 B-模是有限生成投射模. 定义 (B,B)-双模同态

ev : P∨ ⊗
A
P B

λ⊗ p λ(p).

和 (A,A)-双模同态

coev : A P ⊗
B
P∨ EndMod-B(P )

a [p 7→ ap].

引理 7.7.9

∼

容易验证它们都是良定义的. 结合 (7.7.3) 和引理 7.7.9 可见对于所有右 A-模 N
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和右 B-模 M , 伴随对 (7.7.6) 的单位态射 ηN 和余单位态射 εM 满足

N HomMod-B(P,N ⊗
A
P ) N ⊗

A
P ⊗

B
P∨

x [p 7→ x⊗ p] x⊗ coev(1)

M ⊗
B
P∨ ⊗

A
P HomMod-B(P,M)⊗

A
P M

x⊗ λ⊗ p xλ(·)⊗ p xλ(p)

(idM ⊗ ev)(x⊗ λ⊗ p).

ηN ∼

∼ εM

因此我们无妨作等同
ηN = idN ⊗ coev : N → N ⊗

A
P ⊗

B
P∨,

εM = idM ⊗ ev :M ⊗
B
P∨ ⊗

A
P →M.

上述操作发生在双模 P 和 P∨ 的层次, 和 M , N 了不相干.

定义 7.7.11 对任意 k-代数 A, 由于 (A,A)-Mod 对 ⊗ := ⊗
A
构成幺半范畴, §7.1 和

§7.5 定义了何谓 (A,A)-Mod 中的代数 E (或余代数 C), 以及其上的左/右模 (或左/右
余模). 既然模 (或余模) 的定义只涉及单边的 ⊗, 此处有一则微小然而必要的推广.

� 左 E-模意谓以下资料: M ∈ Ob(A-Mod) 连同 A-Mod 的态射 µM : E⊗M →M ,
使定义 7.1.2 的图表在 A-Mod 中交换.

� 左 C-余模意谓以下资料: M ∈ Ob(A-Mod) 连同 A-Mod 的态射 ρM : M →
C ⊗M , 使定义 7.5.2 的图表在 A-Mod 中交换.

类似地定义右 E-模和右 C-余模, 并以标准手法定义模或余模之间的态射.

以此前的一系列结果描述由伴随对 (7.7.6) 确定的单子和余单子, 以下成果水到
渠成.

命题 7.7.12 设 (A,B)-双模 P 作为右 B-模是有限生成投射模, 定义 (B,A)-双模 P∨

如上, 则:

� P ⊗
B
P∨ 构成幺半范畴 (A,A)-Mod 中的代数, 它的乘法由

idP ⊗ ev⊗ idP∨ : P ⊗
B
P∨ ⊗

A
P ⊗

B
P∨ → P ⊗

B
P∨

给出, 而幺元来自 coev : A→ P ⊗
B
P∨;

� P∨ ⊗
A
P 构成幺半范畴 (B,B)-Mod 中的余代数, 它的余乘法由

idP∨ ⊗ coev⊗ idP : P∨ ⊗
A
P → P∨ ⊗

A
P ⊗

B
P∨ ⊗

A
P
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给出, 而余幺元来自 ev : P∨ ⊗
A
P → B.

接着考虑伴随对 (7.7.6) 在 Mod-A 上确定的单子 T , 以及它在 Mod-B 上确定的余
单子 L. 采纳定义 7.7.11 以探讨模和余模.

� 指定单子 T 作用下的模相当于指定右 A-模 N 连同满足结合律, 幺元律等标准性
质的同态

N ⊗
A
(P ⊗

B
P∨)→ N ;

换言之, 相当于让 N 成为 P ⊗
B
P∨-模.

� 指定余单子 L 作用下的余模相当于指定右 B-模 M 连同满足结合律, 幺元律等标
准性质的同态

M →M ⊗
B
(P∨ ⊗

A
P );

换言之, 相当于让 N 成为 P∨ ⊗
A
P -余模.

证明 比陈述容易.

注意到 P ⊗
B
P∨ 作为环无非是 EndB-Mod(P ). 相较于此, P∨ ⊗

A
P 的余代数结构看

似别扭, 在应用中却往往更为方便. 不过余模的优势亦非绝对, 比方说, 为了使余模范畴
成为 Abel 范畴, 余代数必须是平坦的. 以下仅勾勒简单证明, 本章习题另有补充.

命题 7.7.13 设 C 是 (B,B)-Mod 中的余代数. 记右 (或左) C-余模范畴为 Comod-C
(或 C-Comod), 记由之映向 Mod-B (或 B-Mod) 的忘却函子为 U . 若 C 作为左 (或右)
B-模平坦 [51, 定义 6.9.4], 则 Comod-C (或 C-Comod) 是 Abel 范畴, 而 U 忠实正合.

证明 处理 Comod-C 版本即可. 考虑右 C-余模的同态 f :M → N , 将它在 B-模层次
的余核记为 coker(Uf), 则在 Mod-B 中有行正合交换图表

M N coker(Uf) 0

M ⊗
B
C N ⊗

B
C coker(Uf)⊗

B
C 0

Uf

Uf⊗id

其中的虚线箭头由余核的函子性唯一确定. 容易证明虚线箭头赋予 coker(Uf) 余模结
构, 另记为 coker(f), 而且这使之成为 f 的余核. 请读者视需要验证细节.

我们希望用同样方式将 ker(Uf) 提升为余模. 要点在于确保

0→ ker(Uf)⊗
B
C →M ⊗

B
C

Uf⊗id
N ⊗

B
C

在 Mod-B 中正合, 此处便需要 C 作为左 B-模平坦, 剩下的例行验证和余核情况类似.
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为了证明 Comod-C 是 Abel 范畴, 尚需说明典范态射

coim(f) = coker[ker(f) ↪→M ]→ ker[N � coker(f)] = im(f)

是同构, 然而这点立即化约到 Mod-B 的层次.
按构造, U 既保核又保余核, 因此正合; 它显然也是忠实的.

言归正传, 继续探讨函子 (·)⊗
A
P .

命题 7.7.14 设 (A,B)-双模 P 作为右 B-模是有限生成投射模, 而且 (·)⊗
A
P 是忠实正

合函子, 则右 A-模 N 是有限生成的当且仅当右 B-模 N ⊗
A
P 是有限生成的.

证明 对于 “仅当” 方向, 设存在 n ∈ Z≥0 和满同态 A⊕n � N , 则函子作用后给出满
同态 P⊕n � N ⊗

A
P , 然而 P 作为右 B-模是有限生成的.

对于 “当” 的方向, 取 N 的有限生成子模 N ′ 使得 N ′ ⊗
A
P 的像包含 N ⊗

A
P 在

B 上的一族生成元. 既然 (·) ⊗
A
P 忠实正合, 我们实则有 N ′ ⊗

A
P
∼→ N ⊗

A
P , 继而有

N ′ = N .

事实上, 模的有限生成性质可以完全以范畴语言刻画如下.

引理 7.7.15 设 R 为环, N 为右 R-模, 则 N 是有限生成的当且仅当以下性质成
立: 对 N 的任一族子对象 (Ni)i∈I , 若

∑
i∈I Ni = N , 则存在有限子集 I0 ⊂ I 使得∑

i∈I0 Ni = N .

证明 对于 “仅当” 方向, 设 x1, . . . , xn 为 N 的一族生成元, 每个 xj 皆包含于某
个 ∑

i∈Ij Ni, 其中 Ij ⊂ I 有限; 取 I0 =
⋃n
j=1 Ij 便是. 对于 “当” 的方向, 考虑

N =
∑
x∈N xR.

现在回到定义–命题 7.7.4 介绍的森田等价. 我们只论右模情形.

定理 7.7.16 (森田纪一) 考虑 k-代数 A 和 B. 命 Equiv(Mod-A,Mod-B) 为以所有等
价 F : Mod-A → Mod-B 为对象, 以其间的同构为态射的范畴. 另一方面, 定义范畴
P(A,B) 使得其对象是满足下述条件的 (A,B)-双模 P :

� P 作为右 B-模是 Mod-B 的有限生成投射生成元,

� 左乘诱导同构 A
∼→ EndMod-B(P ),

其态射则定为双模的同构. 我们有以下互为拟逆的函子:

Equiv(Mod-A,Mod-B) P(A,B)

F F (A)

(·)⊗
A
P P.
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证明 首先说明 F 7→ F (A) 是良定义的. 观察到 A 是 Mod-A 的有限生成投射生成元,
既然投射生成元和有限生成性质皆有范畴论刻画 (引理 7.7.15), 故 F (A) 亦然; 此外,
根据抽象的理由,

F : EndMod-A(A)
∼→ EndMod-B(F (A)),

不难看出这正是 A 对 F (A) 的左乘给出的 A→ EndMod-B(F (A)).
若能说明从右到左的函子也是良定义的, 则定理 7.7.2 便蕴涵双向的函子互为拟逆.

问题遂归结为证: 若 P ∈ Ob(P(A,B)), 则 F := (·)⊗
A
P 是范畴的等价.

取 P 如上. 在 (7.7.6) 已经说明 (·) ⊗
A
P 的右伴随是 (·) ⊗

B
P∨, 其中 P∨ :=

HomMod-B(P,B). 目标是说明它们互为拟逆. 在定义–命题 7.7.4 (ii) 中取 Q = P∨, 将
问题进一步化约为证明定义 7.7.10 的双模同态

ev : P∨ ⊗
A
P → B, coev : A→ P ⊗

B
P∨ ' EndMod-B(P )

皆为同构.
先看 ev. 由 P 是 Mod-B 的生成元可知存在满同态 P⊕I � B, 特别地, 存在

q1, . . . , qn ∈ P∨ 和 p1, . . . , pn ∈ B 使得
∑n
i=1 qi(pi) = 1B , 亦即 ev(

∑
i qi ⊗ pi) = 1B .

满性得证.
接着引进写作乘法的运算 P ×P∨ → A, 它的刻画是对于所有 p, p′ ∈ P 和 q ∈ P∨,

在 P 中有形似结合律的
(pq)

∈A

p′ = p (qp′)

∈B

,

其中 qp′ := q(p′); 诚然, 当 p 和 q 固定, 右式是 EndMod-B(P ) 的元素, 而左乘诱导
A
∼→ EndMod-B(P ), 由此唯一定义了 pq ∈ A. 从上式还可以推导第二种结合律, 这是

P∨ 中的等式
(qp)

∈B

q′ = q (pq′)

∈A

;

说明两边对所有 p′ ∈ P 取值皆相等即可, 平凡的验证留给读者.
现在可以说明 ev 的单性. 选定上一步得到的 pi 和 qi, 设 ev(

∑m
j=1 q

′
j ⊗ p′j) = 0, 则

上述两种结合律蕴涵∑
j

q′j ⊗ p′j =
∑
i,j

(qipi)q
′
j ⊗ p′j =

∑
i,j

qi (piq
′
j)

∈A

⊗p′j

=
∑
i,j

qi ⊗ (piq
′
j)p
′
j =

∑
i,j

qi ⊗ pi (q′jp′j)
∈B

=
∑
j

qi ⊗ pi
∑
j

q′jp
′
j = 0.

最后, 关于 coev 为同构的断言无非是 P(A,B) 定义的第二部分.

作为推论, A 和 B 森田等价的充要条件是 P(A,B) 非空, 而范畴 P(A,B) 的研究
是再具体不过的模论问题. 我们还可以反过来运用森田等价将 P(A,B) 的定义改写成
更加平衡的形式.
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推论 7.7.17 对于 (A,B)-双模 P , 它是定理 7.7.16 中的范畴 P(A,B) 的对象当且仅当
以下条件成立:

� P 作为左 A-模是 A-Mod 的有限生成投射生成元, 作为右 B-模是 Mod-B 的有限
生成投射生成元,

� 左乘诱导同构 A
∼→ EndMod-B(P ), 右乘诱导同构 Bop ∼→ EndA-Mod(P ).

证明 只须说明 “仅当” 方向. 设 P ∈ Ob(P(A,B)), 则先前证出的双模同构

P ⊗
B
P∨ ' A, P∨ ⊗

A
P ' B

不仅说明 (·) ⊗
A
P : Mod-A → Mod-B 是等价, 也蕴涵 P ⊗

B
(·) : B-Mod → A-Mod 是等

价. 因此定理 7.7.16 的左模版本说明 P 作为左 A-模是有限生成投射生成元, 而右乘诱
导 Bop ∼→ EndA-Mod(P ). 事实上, 只需要对左模重复定理 7.7.16 证明的第一段.

7.8 识别模范畴
本节依然选定交换环 k. 所有 Abel 范畴和函子皆默认是 k-线性的.
形如 R-Mod 或 Mod-R 的范畴统称为模范畴, 其中 R 是 k-代数. 我们在 §7.7 对模

范畴与其间的函子进行了专门的讨论. 另一方面, 当然也可以问有哪些范畴等价于模范
畴, 以及等价的具体给法. 本节将顺势给出几则简短而方便的相关结果.

设 A 为 Abel 范畴. 本节的进路是考虑形如 HomA(s, ·) 的函子, 它自然地升级为
函子 A → Mod-R, 其中 R := EndA(s), 问题在于判断 HomA(s, ·) 何时为等价.
兹复述紧对象的定义 A.2.2: 设 A 有所有滤过小 lim−→ 而 X ∈ Ob(A), 假若对所有

滤过小范畴 I 和函子 α : I → A, 以下典范态射皆为同构, 则称 X 紧:

lim−→
i

Hom (X,α(i))→ Hom
(
X, lim−→α

)
.

引理 7.8.1 设 X 是余完备 Abel 范畴 A 的投射对象, 则 X 紧当且仅当 HomA(X, ·)
保所有小直和, 亦即: 对任意小集 I 和一族对象 (Yi)i∈I , 我们有

⊕
i∈I HomA(X,Yi)

∼→
HomA(X,

⊕
i∈I Yi). 当前述条件成立时, HomA(X, ·) 实际上保所有小 lim−→.

证明 设 X 紧. 因为以小集 I 为下标的直和是有限直和的滤过 lim−→ (取遍 I 的有限子
集, 以包含关系赋序), 已知 HomA(X, ·) 保有限直和, 故它也保小直和.

对于反方向, 投射条件相当于说 HomA(X, ·) 保余核, 而一般的小 lim−→ 可以用小直
和连同余核来构造, 故 HomA(X, ·) 保所有小 lim−→.

例 7.8.2 设 R 为 k-代数, M 为投射右 R-模, 则 M 紧的充要条件是 M 有限生成.
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� 必要性: 存在小集 I, 同态 i :M → R⊕I 和 p : R⊕I →M 使得 pi = idM . 紧性蕴
涵 i 取值在 R⊕I0 中, 其中 I0 ⊂ I 是有限子集; 取 p′ := p|R⊕I0 , 则仍有 p′i = idM ,
这就说明 M 可以实现为有限秩自由模的直和项.

� 充分性: 代入引理 7.8.1 的判准. 任意同态 M →
⊕

i∈I Yi 都必然落在
⊕

i∈I0 Yi

中, 其中 I0 ⊂ I 是有限子集 (考察生成元的像即可), 故 M 紧.

命题 7.8.3 设 A 是余完备 Abel 范畴, 则 s ∈ Ob(A) 是紧投射生成元的充要条件是
HomA(s, ·) : A → k-Mod 是保所有小 lim−→ 的忠实正合函子.

证明 根据命题 2.8.15, 投射生成元等价于 HomA(s, ·) 忠实正合. 根据引理 7.8.1, 在投
射的前提下, 紧性等价于 HomA(s, ·) 保所有小 lim−→.

定理 7.8.4 (P. Gabriel) 设 s ∈ Ob(A), 命 R := EndA(s), 则

HomA(s, ·) : A → Mod-R

为等价的充要条件是 s 为 A 的紧投射生成元.

证明 简记 G := HomA(s, ·) : A → Mod-R. 先说明条件的必要性. 由于 G 是等价并且
G(s) = R, 问题归结为验证 R 是 Mod-R 的紧投射生成元, 这是简单的.
以下处理充分性. 设 s 是紧投射生成元. 命题 7.8.3 蕴涵 G 是保所有小 lim−→ 的忠

实正合函子, 因为它与忘却 Mod-R → k-Mod 的合成有此性质. 既然忠实性已知, 问题
归结为证:
� 对所有 X,Y ∈ Ob(A), 相应的 HomA(X,Y )→ HomR(GX,GY ) 是满射;
� G 是本质满的.
我们首先说明对于任何 X ∈ Ob(A), 定义态射 φX : s⊕HomA(s,X) → X 使得它在

f : s → X 对应的直和项上是 f , 则 φX 是满的. 使用反证法: 若 coker(φX) 6= 0, 则生
成元的性质说明存在非零态射 s→ coker(φX) (命题 2.8.15), 而投射对象的性质说明此
态射可以分解为 s

g
X → coker(φX), 故 s⊕HomA(s,X)

φX

X → coker(φX) 在 g 对应
的直和项上非零, 矛盾.

对 ker(φX) 的核也可以继续如上操作, 由此得知任何 X 皆可置入正合列

s⊕J → s⊕I → X → 0, I = IX , J = JX :小集.

因为 G 保所有小 lim−→, 这给出右 R-模的正合列

R⊕J → R⊕I → GX → 0,

两者的第一段态射都可以视同 R上的 I×J 矩阵,以左乘作用; 它们实际是同一个矩阵.
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现在考虑右 R-模同态 f : GX → GY . 对 X 和 Y 任取如上形式的正合列, 易见 f

可提升为行正合交换图表

R⊕JX R⊕IX GX 0

R⊕JY R⊕IY GY 0

f

但左侧方块的四个箭头都可以表成 R 上的矩阵, 四个矩阵遂给出行正合交换图表

s⊕JX s⊕IX X 0

s⊕JY s⊕IY Y 0

的实线部分, 虚线部分由余核的函子性唯一确定. 由于 G 正合, 必有 G(X 99K Y ) = f .
类似的技巧可以说明 G 本质满. 给定右 R-模 M , 存在正合列

R⊕L → R⊕K →M → 0,

其第一段映射视同 R 上的 K × L 矩阵. 但同一个矩阵在 A 中给出余核正合列

s⊕L → s⊕K → X → 0;

既然 G 保所有小 lim−→, 必有 GX 'M . 明所欲证.

另一则相关问题是如何识别有限生成模范畴. 记有限生成右 R-模构成的范畴为
Modfg-R. 假如 R 是右 Noether 环, 则 Modfg-R 还是 Abel 范畴, 见 [51, 命题 6.10.3,
引理 6.10.4].

定理 7.8.5 设 A 为 Abel 范畴, s ∈ Ob(A). 假设:
� 每个 X ∈ Ob(A) 都是 Noether 对象 (定义 2.4.12),
� R := EndA(s) 是右 Noether 环,
� s 是 A 的投射生成元.

则函子 HomA(s, ·) : A → Mod-R 分解为

A
等价

Modfg-R ⊂ Mod-R.

证明 首先说明任意 X ∈ Ob(A) 皆可置入正合列

s⊕m → s⊕n → X → 0, n,m ∈ Z≥0. (7.8.1)

为此, 注意到因为 s 是生成元, 对任何非零的 X 都有非零的 φ1 : s→ X. 若 φ1 非
满, 则存在非零的 s→ coker(φ1), 而 s 的投射性质确保它分解为 s

ψ1

X → coker(φ1),
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由此得到 φ2 := (φ1, ψ1) : s
⊕2 → X 使得 im(φ2) ) im(φ1). 若 φ2 非满, 则同样操作继

续迭代. 因为 X 是 Noether 对象, 步骤必在有限步内停止, 给出满态射 φX : s⊕n � X.
对 ker(φX) 继续如是操作, 即可得到 (7.8.1).

回忆到 s 是投射生成元相当于说 G := HomA(s, ·) 忠实正合. 施 G 于 (7.8.1) 可得
R⊕m → R⊕n → GX → 0 正合, 这就表明 G 取值在 Modfg-R.
另一方面, 由于 R 是右 Noether 环, 任意 M ∈ Ob(Modfg-R) 亦可置入正合列

R⊕q → R⊕p →M → 0, p, q ∈ Z≥0.

后续思路和定理 7.8.4 的充分性证明相平行. 在该处的论证中, s 的紧性只用来处
理无穷直和, 而此处则只涉及有限直和, 它们被一切加性函子保持. 其余论证完全相同,
不再赘言.

7.9 应用: 模的下降
在几何学中, 给定伴随对 F : C D : G , 从 D 上相应的余单子余作用下的

余模重构 C 上信息的过程通常称为下降. 本节将针对模论的情形加以说明.
考虑交换环的同态 K → L. 相应的忘却函子 FL|K : L-Mod → K-Mod 可以置入

伴随对
L⊗
K
(·) : K-Mod L-Mod : FL|K

我们将应用 §7.7 后半部的结果探讨 L-Mod 上对应的余单子. 更精确地说, 我们取
k = K, 将此代入例 7.7.8 的 “环的变换”. 除却符号上的差异, 此处考虑的是左模而非右
模; 因为我们仅考虑交换环, 没有实质影响.

基于例 7.7.8 的描述, 伴随对在 L-Mod 上确定的余单子在本节记为 (L, δ, ε), 其中

L = L⊗
K
FL|K(·), δ : L→ L2, ε : L→ id.

今后我们按惯例将在各种公式中省略忘却函子 FL|K 以简化符号.
余单子 L 的余模是资料 (M,a), 其中 M 是 L-模而 a : M → L⊗

K
M 是 L-模同态,

所需条件是以下交换图表.

`⊗ 1⊗m L⊗
K
L⊗
K
M L⊗

K
M

`⊗m L⊗
K
M M

∈
La=idL⊗a

∈

δM

a

a

`m `⊗m

M L⊗
K
M

M

∈ ∈

εM

idM
a
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余单子 L 作用下的全体余模 (M,a) 构成范畴 L-ModL. 引理 7.6.7 的对偶版本给
出分解

L⊗
K
(·) =

[
K-Mod K

L-ModL UL

L-Mod
]
之合成.

函子 UL 是忘却 (M,a) 7→M , 函子 K 映对象 N 为 (L⊗
K
N, a), 其中

a : L⊗
K
N → L⊗

K
(L⊗

K
N) (L-模同态)

`⊗ x 7→ `⊗ 1⊗ x.
(7.9.1)

核心问题是伴随对是否为余单子的, 换言之, K 是否为等价?

定义 7.9.1 给定交换环的同态 K → L, 如果 L⊗
K
(·) : K-Mod→ L-Mod 是忠实正合函

子, 则称 L 作为交换 K-代数是忠实平坦的.

定理 7.9.2 (平坦下降) 设 L 是忠实平坦的交换 K-代数, 则伴随对
(
L⊗
K
(·),FL|K

)
是

余单子的, 此时 K-Mod K
L-ModL 的一个拟逆 L 可以由 K-Mod 的等化子图表描述:

L(M,a) M L⊗
K
M,

a

m 7→1⊗m
(M,a) ∈ Ob

(
L-ModL

)
.

证明 命题 7.7.7 确保余单子性, 而定理 7.6.14 的对偶版本已包含拟逆函子的描述.

注记 7.9.3 必须强调的是在导出范畴 D(K-Mod) 和 D(L-Mod) 的层次, 尽管所论的伴
随对也有导出版本, 如例 4.12.18 和例 4.12.10, 但没有相应的下降定理.

平坦下降的证明出奇地简单, 但实践中必须对余单子或下降资料给出易于操作
的描述; §7.10 的主题便与此相关. 在本节的剩余部分, 我们着手将 L-ModL 的定义
整理成另一形式, 以方便读者对照其他文献. 这在本质上是命题 7.7.12 (取左模版本,
P = L = P∨) 的具体改写, 但程序略微曲折.

对 i = 1, 2, 记映向第 i 个张量槽的同态为 ιi : L → L ⊗
K
L. 对于任意 L-模 M , 我

们有 L-模的典范同构
L⊗
K
M
∼→ (L⊗

K
L) ⊗

L,ι2
M

`⊗m 7→ `⊗ 1⊗m,

右式通过 ι1 成为 L-模. 根据模论中熟知的伴随性质, 指定 L-模同态 a : M → L ⊗
K
M

遂相当于指定 L⊗
K
L-模同态

ã : (L⊗
K
L) ⊗

L,ι1
M → (L⊗

K
L) ⊗

L,ι2
M

1⊗ 1⊗m 7→
n∑
i=1

`i ⊗ 1⊗mi;
(7.9.2)



470 第七章 单子论

此处记 a(m) =
∑n
i=1 `i ⊗mi. 因为 ι1|K = ι2|K , 当 M 来自 K-模 N 时, 小心翼翼地

代入 (7.9.1), 可见 ã 化为 id : L⊗
K
L⊗
K
N → L⊗

K
L⊗
K
N .

以后简记 L⊗n := L ⊗
K
· · · ⊗

K
L (共 n 项). 暂且忘记 L-ModL, 今起考虑任意的

ã : L⊗2 ⊗
L,ι1

M → L⊗2 ⊗
L,ι2

M . 根据张量积的泛性质 [51, 命题 7.3.4], 指定一对交换
K-代数的同态 f, g : L→ E 相当于指定同态 f ⊗ g : L⊗

K
L→ E. 由此可从 ã定义 E-模

的同态
ãgf := E ⊗

f⊗g
ã : E ⊗

L,f
M → E ⊗

L,g
M.

随着 (E, f, g) 变动, 我们希望分析这些同态之间的兼容性. 上式说明 (E, f, g) :=

(L⊗
K
L, ι1, ι2) 对此是 “泛” 的, 对应到 ã, 一般的 (E, f, g) 则是对它取 E ⊗

f⊗g
(·) 的产物.

为了剖析 “泛” 的情形, 对 1 ≤ i 6= j ≤ 3 记:

ι3ij : L
⊗2 → L⊗3 向第 (i, j) 个张量槽的嵌入

ι3i : L→ L⊗3 向第 i 个张量槽的嵌入

从 (7.9.2) 定义 L⊗3-模的同态

ãij := L⊗3 ⊗
L,ι3ij

ã : L⊗3 ⊗
L,ι3i

M → L⊗3 ⊗
L,ι3j

M ;

此处用到了 ι3ijι1 = ι3i 和 ι3ijι2 = ι3j . 当 M 来自 K-模时, 我们可以等同

ã与 idL⊗2⊗
K
N , ãij 与 idL⊗3⊗

K
N ,

此时显然有 ã31 = ã32ã21. 后者就是我们所寻求的兼容性条件, 它的妙用在于

ã31 = ã32ã21 =⇒ ∀f, g, h : L
K-代数

E,

ãhf = ãhgãgf ;
(7.9.3)

左式可谓是右式的 “泛版本”.

定义 7.9.4 (下降资料) 命 DescK→L 为以下范畴: 其对象为资料 (M, ã), 其中 M 是
L-模而 ã : L⊗2 ⊗

L,ι1
M → L⊗2 ⊗

L,ι2
M 满足

B 同构条件 ã 是 L⊗2-模的同构;

B 余圈条件 ã31 = ã32ã21.

从 (M, ã) 到 (M ′, ã′) 的态射是满足 (id⊗2 ⊗ f)ã = ã′(id⊗2 ⊗ f) 的 L-模同态
f :M →M ′. 这些资料 (M, ã) 称为下降资料.
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在 (7.9.3) 之前的讨论表明 L ⊗
K
(·) 给出函子 K-Mod → DescK→L. 现在着手联系

下降资料与 L-ModL.

引理 7.9.5 我们有从 L-ModL 到 DescK→L 的范畴同构, 它在对象层次是 (M,a) ↔
(M, ã), 在态射层次按标准的套路定义.

此外, DescK→L 定义中的同构条件可以代换为: 以 m(` ⊗ `′) = ``′ 定义同态
m : L⊗2 → L, 则 L ⊗

L⊗2,m
ã 给出的自同态 M →M 是 idM .

证明 已知指定 ã 和指定 a :M → L⊗
K
M 是一回事. 问题在于会通关于下降资料 ã 和

使得 (M,a) 为余模的 a 的条件. 这将是断言第二部分的应用.
关于余模的条件是余结合律和余幺元律. 对于前者, 条件 ã31 = ã32ã21 和余结合律

的等价是机械验证, 留给读者. 至于后者, 记 ϕ 为 M
a
L⊗
K
M

εM
M 的合成; 余幺元

律相当于说 ϕ = id. 回忆到 εM (`⊗m) = `m, 同样简单的验证表明

ϕ = L ⊗
L⊗2,m

ã.

我们接着说明在 ã31 = ã32ã21 成立的前提下, ã 是同构当且仅当 ϕ = idM . 这足以完成
全部证明.

设 ã 是同构, 则 ϕ 亦然. 在 (7.9.3) 中取 E = L 和 f = g = h = idL, 则容易验证
其右式化为 ϕ = ϕ2, 故 ϕ = idM .
设 ϕ = idM . 对任意 K-代数同态 f : L→ E, 将 ã 沿交换图表

L⊗2 L

E
f⊗f

m

f

的两路作环变换, 可见 ãff = id. 配合 (7.9.3), 这说明对任意 (E, f, g) 皆有 ã−1fg = ãgf .
特别地, 其 “泛版本” ã 也是同构. 明所欲证.

定理 7.9.6 (平坦下降的第二种形式) 设 L 是忠实平坦的交换 K-代数, 则

L⊗
K
(·) : K-Mod→ DescK→L

是范畴的等价, 它的一个拟逆 L̃ 可以取为等化子

0 L̃(M, ã) M L⊗
K
M

a

m 7→1⊗m

其中 a 是按 (7.9.2) 对应到 ã 的映射.

证明 鉴于引理 7.9.5, 这不过是平坦下降定理 7.9.2 的改述.
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定理 7.9.6 是平坦下降在代数几何中常见的表述. 在代数几何中, 忠实平坦同态
K → L 对应到几何对象在某种意义下的覆盖.
下降资料中的 ã 或对应的 a 有时也表述为左 L⊗

K
L-模, 亦即 (L,L)-双模的同态

a :M ⊗
K
L→ L⊗

K
M

m⊗ ` 7→
n∑
i=1

`i ⊗ `mi.

其中仍假设 a(m) =
∑n
i=1 `i ⊗mi. 这是从 (7.9.2) 适当地缩并张量积的产物, 它至少具

有更简洁的外观. 对 ãij 有类似的缩并版本, 不在话下.

注记 7.9.7 (代数和模的平坦下降) 我们能进一步讨论 L-代数或这些代数上的模如何下
降到 K. 具体言之, 设 (M,a), (M ′, a′) ∈ Ob

(
L-ModL

)
是 N,N ′ ∈ Ob (K-Mod) 的像.

忆及 L⊗
K
(·) : K-Mod→ L-Mod 是幺半函子 [51, 命题 6.6.10], 亦即存在诸如

(L⊗
K
N1)⊗

L
(L⊗

K
N2)

∼→ L⊗
K
(N1 ⊗

K
N2)

(`1 ⊗ x)⊗ (`2 ⊗ y) 7→ `1`2 ⊗ (x⊗ y)
(7.9.4)

的典范同构. 以此赋予 M ⊗
L
M ′ 来自 N ⊗

K
N ′ 的 L-余模结构. 现在取 N ′ = N ; 赋

予 N 一个 K-代数的结构相当于指定 M 的 L-代数结构, 使乘法 M ⊗
L
M → M 和幺

元 L → M 都是 L-ModL 的态射; K-代数所需的结合律等性质全来自 M . 从 M -模到
N -模的下降也应作如是观. 对此, 采用形如 (7.9.2) 的下降资料或许比考虑 L 的余模更
方便, 因为它涉及的函子对 M 都是幺半的; 相反地, L 则非幺半函子.

7.10 应用: Galois下降
以下探讨的 L|K 取作域的 Galois 扩张, 这是 §7.9 的平坦下降的一个实用特例, 称

为 Galois 下降. 我们的策略是直接描述相应的余单子, 所需工具仅止于平坦下降在定
理 7.9.2 中的形式, 以及其上的铺垫, 不涉及 §7.9 后半部的深入讨论.
今后假定 K 和 L 都是域, L|K 是 Galois 扩张. 先前的模化为向量空间. 记

Γ := Gal(L|K), 赋予 Krull 拓扑.

关于 Krull 拓扑的背景知识见诸 [51, §4.10, §9.2]; 当 L|K 有限时, 这不过是离散拓扑.
事实上, Γ 是 §B.1 所介绍的 pro-有限群.

我们称映射 f : Γ → X 是光滑的, 如果对每个 σ ∈ Γ, 存在开子群 Γ0 使得
σ0 ∈ Γ0 =⇒ f(σσ0) = f(σ). 记

Maps(Γ, X)∞ :=
{光滑映射 f : Γ→ X

}
.
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引理 7.10.1 设 f ∈ Maps(Γ, X)∞, 则存在正规开子群 Γ′ 使得 f 通过 Γ/Γ′ 分解, f 仅
取有限多个值.

证明 对每个 σ ∈ Γ, 存在依赖于 σ0 的开子群 Γ0 使得 f 在 σΓ0 上取常值. 这些
σΓ0 构成 Γ 的开覆盖, 既然 Γ 紧, 存在有限子覆盖 σ1Γ0,1, . . . , σrΓ0,r. 现在取包含于⋂r
i=1 Γ0,i 的正规开子群 Γ′.

我们以此具体地描述 L|K 在 Vect(L) 上确定的余单子 L :M 7→ L⊗
K
M .

引理 7.10.2 对于所有 L-向量空间 M , 赋予 Maps(Γ,M)∞ 如下的 L-向量空间结构:
若 ` ∈ L, 则 (`f)(σ) = σ(`)f(σ) 对所有 σ ∈ Γ 成立. 此时有 L-向量空间的同构

Φ(M) : L⊗
K
M Maps(Γ,M)∞

`⊗m [f : σ 7→ σ(`)m].

∼

(7.10.1)

证明 易见 Φ(M) 良定义 (StabΓ(`) 恒开, 故 f 光滑), 它按定义是 L-线性的, 而且和
任意直和交换 Φ(⊕iMi) =

⊕
i Φ(Mi) (每个 f 取值有限, 故 Maps(Γ, ·)∞ 和任意直和交

换). 任取 M 的基, 则验证 (7.10.1) 化约为验证 M = L 的特例

Φ(L) : L⊗
K
L Maps(Γ, L)∞

`⊗ `′ [f : σ 7→ σ(`)`′].

∼

对于 L|K 的任意有限 Galois 子扩张 L′|K, 记 Γ′ := Gal(L|L′), 我们断言和上式
相同的映法给出

L′ ⊗
K
L′
∼→ Maps(Γ/Γ′, L′) :=

{映射 f : Γ/Γ′ → L′
}
. (7.10.2)

一旦承认这点, 则因为 Maps(Γ, L)∞ =
⋃
L′|K Maps(Γ/Γ′, L′) (应用引理 7.10.1, 扩大

L′ 相当于缩小 Γ′), 在 (7.10.2) 两边对所有 L′|K 取并, 即得 Φ(L) 为同构.
取 α 使得 L′ = K(α), 它的极小多项式 p ∈ K[X] 在 L′ 上分裂为 ∏d

i=1(X − αi),
使得 α1 = α, 无重根. 群 Γ/Γ′ = Gal(L′|K) 通过 σ 7→ σ(α) 和 α1, . . . , αd 一一对应.
将 ` ∈ L′ 表为 g(α), 其中 g ∈ K[X], 则有

L′ ⊗
K
L′

K[X]

(p)
⊗
K
L′

L′[X]
d∏
i=1

(X − αi)

d∏
i=1

L′[X]

(X − αi)
等同于 L′

(L′)Γ/Γ
′

`⊗ `′ (g + (p))⊗ `′ g`′ + (p) (g(αi)`
′)
d
i=1 (σi(`)`

′)
d
i=1

∼ ∼ ∼ ∼

这就确立了 (7.10.2).
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引理 7.10.3 通过引理 7.10.2 的典范同构, 余单子 (L, δ, ε) 由以下交换图表描述, 其中
M 是任意 L-向量空间:

M L⊗
K
M L⊗

K
L⊗
K
M

M Maps(Γ,M)∞ Maps (Γ, (Maps(Γ,M)∞))
∞

f(1) f [σ 7→ [τ 7→ f(τσ)]]

δM

∼

εM

∼

δ′Mε′M

∈ ∈ ∈

此处 1 := 1Γ.

证明 余单位 εM : L⊗
K
M →M 是 `⊗m 7→ `m, 在 (7.10.1) 之下显然对应 f 7→ f(1).

余乘法 δM : L ⊗
K
M → L ⊗

K
L ⊗
K
M 稍费周折: 若 f ∈ Maps(Γ,M)∞ 对应到 ` ⊗m, 则

后者对 δM 的像 `⊗ (1⊗m) 对应到映射

Γ 3 σ 7→ σ(`) · [τ 7→ m]

∈Maps(Γ,M)∞

=

[
τ 7→ τ(σ(`))m

(7.10.1)
f(τσ)

]
.

明所欲证.

定义 7.10.4 若群 Γ = Gal(L|K) 左作用于 L-向量空间 M , 使得 σ(m+m′) = σ(m) +

σ(m′) 和 σ(tm) = σ(t)σ(m) 对所有 σ ∈ Γ, t ∈ L 和 m,m′ ∈M 皆成立, 则称此作用是
半线性的. 定义范畴 VectΓ,∞(L) 如下.

� 对象: 带光滑半线性 Γ-作用的 L-向量空间 M . 光滑意指 StabΓ(m) 对所有
m ∈M 都是 Γ 的开子群.

� 态射: 满足 ϕ(σm) = σ(ϕ(m)) 的 L-线性映射 ϕ, 或称 Γ-等变线性映射.

回到 Galois 扩张 L|K 所确定的余单子 L. 其余模构成的范畴记为 Vect(L)L.

引理 7.10.5 按照上述符号, 我们有范畴的同构

Vect(L)L ' VectΓ,∞(L).

若 M 是 VectΓ,∞(L) 的对象, 则 Vect(L)L 中对应的对象是 (M,a), 其中 a 的刻画是使
合成态射

M
a
L⊗
K
M ∼

Φ(M)
Maps(Γ,M)∞

映 m ∈M 为从 Γ 到 M 的映射 [σ 7→ σm].
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证明 首先留意到Maps(Γ, ·)∞是函子: 任意映射 ϕ :M1 →M2诱导Maps(Γ,M1)
∞ →

Maps(Γ,M2)
∞, 映 f 为 ϕf .

接着将定义余模的两个交换图表用引理 7.10.3 改写并且合并为

Maps (Γ,Maps(Γ,M)∞)
∞ Maps(Γ,M)∞ M

Maps(Γ,M)∞ M

Maps(Γ,a′)∞
ε′M

δ′M

a′

a′

其中的态射 a′ 对应到 a. 观察到指定 L-线性映射 a′ :M → Maps(Γ,M)∞ 等价于指定
映射 β : Γ×M →M , 使得

� β(σ,m+m′) = β(σ,m) + β(σ,m′) 和 β(σ, tm) = σ(t)β(σ,m) (其中 t ∈ L);

� 对每个 m ∈M 和 σ ∈ Γ 都存在开子群 Γ0 使得 σ0 ∈ Γ0 =⇒ β(σσ0,m) = m.

具体对应方式当然是 β(σ,m) = a′(m)(σ). 以上交换图表依此翻译为

β(τσ,m) = β(τ, β(σ,m)), β(1,m) = m.

在对象层次, 上述条件精准匹配 Γ 的光滑半线性作用. 态射层次的验证也毫无
困难.

引理 7.10.6 若 (M,a) ∈ Ob(Vect(L)L) 来自 K-向量空间 N , 则在 VectΓ,∞(L) 中对应
的对象是 L⊗

K
N 配备以下的光滑半线性作用:

σ(`⊗ x) = σ(`)⊗ x, ` ∈ L, x ∈ N, σ ∈ Γ.

证明 我们有 M = L⊗
K
N . 根据 (7.9.1), 同态 a 映 `⊗ x 为 `⊗ 1⊗ x. 于是半线性作

用的刻画说明

σ(`⊗ x) = Φ(M)(`⊗ (1⊗ x))(σ) = σ(`)(1⊗ x) = σ(`)⊗ x,

其中 ` ∈ L 和 x ∈ N 任取. 明所欲证.

给定 (M,a) ∈ Ob(Vect(L)L). 由于 Φ(M)(1 ⊗m)(σ) = σ(1)m = m, 引理 7.10.5
对 a 的描述进一步扩充为 Vect(K) 的交换图表

M L⊗
K
M M

Maps(Γ,M)∞

a

m 7→[σ 7→σm] Φ(M)

1⊗m← [m

[m← [σ]← [m
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定理 7.9.2 中的等化子按此等同于取 Γ-不变量

MΓ := {m ∈M : ∀σ ∈ Γ, σm = m} .

注意到 M 7→MΓ 给出 K-线性范畴之间的 K-线性函子

(·)Γ : VectΓ,∞(L)→ Vect(K).

定理 7.10.7 (Galois下降) 设 L|K 为域的 Galois 扩张, 记 Γ = Gal(L|K), 则函子

Vect(K) VectΓ,∞(L)

对象 N L⊗
K
N

态射 ϕ id⊗ ϕ

是范畴等价, 其拟逆函子可以取为 (·)Γ : VectΓ,∞(L)→ Vect(K).

证明 显然 L 是忠实平坦 K-代数. 引理 7.10.5 和之前对等化子的描述化此为平坦下
降定理 7.9.2 的特例.

换个角度观照定理 7.10.7. 对所有 M ∈ Ob(VectΓ,∞(L)), 定义

ιM : L⊗
K
(MΓ)→M, `⊗ x 7→ `x; (7.10.3)

这显然是 Γ-等变线性映射. 我们有简单的伴随对

L⊗
K
(·) : Vect(K) VectΓ,∞(L) : (·)Γ,

HomVectΓ,∞(L)(L⊗
K
N,M) HomVect(K)(N,M

Γ)

ϕ ϕ|1⊗N

ιM ◦ (idL ⊗ ψ) ψ

∼
(7.10.4)

� 容易看出伴随对的单位 N → (L ⊗
K
N)Γ 映 x 为 1 ⊗ x. 这是同构: 任取 N 的基

B, 则 L⊗
K
N 的元素 ∑

b∈B `b ⊗ b (有限和) 是 Γ-不变的当且仅当每个 `b 皆不变,
亦即 ∑

b `b ⊗ b = 1⊗
∑
b `bb ∈ N .

� 余单位态射正是先前定义的 ιM .

若 M = L⊗
K
N , 则上一条蕴涵 L⊗

K
(MΓ) = L⊗

K
(1⊗N)

∼→ L⊗
K
N = M , 由此可

推知此时 ιM 为同构.
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一旦承认定理 7.10.7, 则所有 M 都来自某个 N , 以上讨论遂蕴涵 (L⊗
K
(·), (·)Γ) 是

一对伴随等价. 反过来说, 若能说明 ιM 对所有 M 都是同构, 便能重新证明 Galois 下
降定理 7.10.7. 尽管取道平坦下降的证明具有天然的理路, 但它确实显得迂回. 习题将
给出直接证明 ιM 为同构的一种方法, 涉及的技巧也适用于其他场合.

注记 7.10.8 (代数和模的 Galois下降) 设 N1, N2 ∈ Ob(Vect(K)), 按照 (7.9.4)将 L⊗
K

(N1 ⊗
K
N2) 自带的半线性 Γ-作用翻译为对 (L⊗

K
N1)⊗

L
(L⊗

K
N2) 的 “对角作用”, 亦即对

两个张量槽同步地作用. 指定一个 K-代数 N 相当于指定 M := L⊗
K
N 上的 L-代数结

构, 使得代数运算兼容半线性 Γ-作用:

σ(1M ) = 1M , σ(xy) = σ(x)σ(y).

对于 K-代数上的模也应作如是观. 这和注记 7.9.7 的思路是相似的.

7.11 Galois下降和 H1 的关联
下降法是分类各种代数或几何对象的有力工具, 其一般陈述需要代数几何的语言.

为了方便教学, 本节作两种简化的假设.

1. 我们只用 Galois 下降 (定理 7.10.7 以及其后讨论), 而不采取平坦下降或更广泛
的技术.

2. 本书的原则是尽量选择代数的, 尤其是线性代数的语言来阐释例子, 因此不得不
将分类问题的范围收窄. 事实上, 行将探讨的仅是有限维向量空间中的一类张量.

这些观点自然地导向 Galois 群的非交换上同调 H1. 后续讨论将基于 §6.13 和
§7.10 的工具; 由于有必要容许无穷 Galois 扩张, 我们也继续使用 pro-有限群的语言,
详阅 §B.1. 首先引入相关符号.

约定 7.11.1 本节选定域 K 并且记 ⊗ := ⊗K , 记有限维 K-向量空间 V 的对偶空间为
V ∨. 对于任意 (p, q) ∈ Z2

≥0, 引入记号

T p,qV := V ⊗p ⊗ (V ∨)⊗q;

依循微分几何学的习俗, 我们称 T p,qV 的元素为 V 上的 (p, q) 型张量.

有限维 K-向量空间的任何同构 g : V → V ′ 皆自然地诱导 T p,qV
∼→ T p,qV ′; 方便

起见, 诱导同构仍记为 g. 此外, 有限维条件蕴涵典范同构 (V1 ⊗ V2)∨ ' V ∨1 ⊗ V ∨2 .
在本节考虑的分类问题中, 主角是以下形式的资料, 定义在域 K 上:

t = (V, I, (ti, pi, qi)i∈I), (7.11.1)

其中
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� V : 有限维 K-向量空间,

� I: 集合 (容许为空),

� (pi, qi): 一族非负整数对, 其中 i 遍历 I,

� ti ∈ T pi,qiV : 一族张量, 其中 i 遍历 I.

换言之, 我们研究有限维向量空间中的一列张量, 型是给定的. 对另一组资料
t′ = (V ′, I, (t′i, pi, qi)i∈I).

若有 K-向量空间的同构 g : V
∼→ V ′ 使得 gti = t′i 对所有 i 成立, 则我们称 g 是这些

资料之间的同构, 记作
gt = t′ 或 g : t ∼→ t′.

我们希望在同构意义下分类这些资料 t, 或者进一步分类满足额外条件的 t, 这些
条件必须是代数地表述的, 并且被同构保持. 虽然理论的框架受限于线性代数, 但它的
应用范围已经足够宽广, 以下是一小部分特例.

1. 考虑资料 (V, b), 其中 b ∈ (V ∨)⊗2 是 (0, 2) 型张量. 分类这些资料相当于分类 V

上的双线性型. 对 b 还能够施加对称, 反对称, 非退化等条件, 这些条件都是 “代
数” 的. 多重线性型也有类似的处理.

2. 也可以考虑 (V, ϕ1, . . . , ϕn) 的分类, 其中 ϕi ∈ V ⊗ V ∨ 是 (1, 1) 型张量. 因为
V ⊗ V ∨ ' EndK(V ), 这相当于分类 V 连同一族线性自同态. 对之可以施加各种
代数关系, 譬如其间的交换性等等.

3. 接着考虑资料 (V, µ), 其中 µ ∈ V ⊗ (V ∨)⊗2 是 (1, 2) 型张量, 亦视同 HomK(V ⊗
V, V ) 的元素. 这相当于分类 V 连同某种双线性的 “乘法” 运算 V × V → V ; 若
我们要求运算有结合律和幺元 (后者可视同一个 (1, 0) 张量), 则这相当于使 V 成
为 K-代数. 我们也可以对 µ 施加不同的限制, 以探讨诸如 Lie 代数, Jordan 代数
等五光十色的结构.

推而广之, 对 (7.11.1) 还可以适当扩展, 以探讨 T p,qV 中的一族向量子空间, 或者
至少是直线的分类问题. 篇幅所限, 不在话下.

定义 7.11.2 给定有限维 K-向量空间 V , 记 GL(V ) 为 V 的线性自同构群. 对于如
(7.11.1) 的资料 t, 定义 GL(V ) 的子群

G(t) := {g ∈ GL(V ) : gt = t} .

选定 V 的基, 将对每个 i ∈ I 的条件 gti = ti 按座标具体写下, 则 G(t) 在 GL(V )

中是由一族多项式方程截出的. 在上述例子中,若取 t对应于非退化对称 (或反对称)双
线性型 b : V ×V → K, 相应的 G(t)便是正交群 O(V, b) (或辛群 Sp(V, b)); 若取 t为行
列式给出的 (0, dimV ) 型张量, 相应的 G(t) 便是特殊线性群 SL(V ) := {g : det g = 1}.
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定义 7.11.3 对任意域扩张 L|K 和 K-向量空间 V , 记 VL := L⊗
K
V , 视为 L-向量空间.

基于典范的 L-向量空间同构

(T p,qV )L ' T p,q(VL),

任何相对于 V , 形如 (7.11.1) 的资料 t 都诱导出一个相对于 VL 的资料 tL, 定义在扩域
L 上.

域扩张不改变资料的数值部分 (dimV, I, (pi, qi)i).
回忆到当 L|K 是 Galois 扩张时, Gal(L|K) 光滑而半线性地作用于 VL (引理

7.10.6), 写作左乘. 事实上, 它光滑半线性地作用于每个 T p,q(VL) (定义 7.10.4), 方法是
在张量积上 “对角” 地作用, 在对偶空间 V ∨ 上按 v̌ 7→ v̌σ−1 作用 (所谓 “逆步”); 相对
于前述同构, 其不变量子空间是

T p,q(VL)
Gal(L|K) = T p,qV ;

这无非是 Galois 下降的对象层次. 态射层次则体现为以下结果.

引理 7.11.4 设 V 和 W 为有限维 K-向量空间. 对所有 h ∈ HomL(VL,WL) 和
σ ∈ Gal(L|K) 定义

σh := σhσ−1 : VL →WL,

则它仍是 L-线性映射. 这使Gal(L|K)光滑半线性地作用于 L-向量空间HomL(VL,WL).
作用兼容于线性映射的合成, 而且

HomL(VL,WL)
Gal(L|K) = HomK(V,W );

此处 HomK(V,W ) 通过 f 7→ fL := idL ⊗ f 嵌入 HomL(VL,WL).

证明 请读者简单地验证 σh 确实是 L-线性映射. 至于光滑性, 选取 V 和 W 的基, 将
HomL(VL,WL) 的元素等同于矩阵, 则 Gal(L|K) 按标准方式作用在每个矩阵元上. 既
然 h 只涉及有限多个矩阵元, 它们总包含于 L|K 的某个有限子扩张 E|K, 故开子群
Gal(L|E) 保持 h 不动. 关于作用 (σ, h) 7→ σh 的其余断言都是容易的.

等式 HomL(VL,WL)
Gal(L|K) = HomK(V,W ) 是 Galois 下降的直接结论, 也不难

以矩阵直接看出.

取特例 V = W 可见群 Gal(L|K) 通过 (σ, g) 7→ σg 作用在 GL(VL) 上, 而
GL(VL)Gal(L|K) = GL(V ).

引理 7.11.5 给定形如 (7.11.1) 的资料 t, 群 Gal(L|K) 对 GL(VL) 的光滑作用保持
G(tL) 不变, 使 G(tL) 成为注记 6.13.11 所谓的光滑 Gal(L|K)-群; 其不变量子群满足

G(tL)Gal(L|K) = G(t).
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证明 设 g ∈ G(tL) 而 σ ∈ Gal(L|K), 则

(σg)tL = (σg)(σtL) = σgσ−1(σtL) = σ(gtL) = σ(tL) = tL,

故 Gal(L|K) 作用保持 G(tL). 其余断言都是平凡的.

实践表明, 对资料 (7.11.1) 的分类在充分大的扩域 L 上总能简化. 以非退化二次型
为例, 在代数闭域上, 它们的同构类完全由维数决定, 而在一般的域, 例如 R, Qp 或 Q
上, 情况就比较复杂.

先前在种种分类问题中施加的非退化性, 或者乘法结合律等条件通常能够在任意
扩域上检验. 问题因而拆成两部分:

1. 在足够大的域 L 上分类形如 (7.11.1) 的资料, 使之满足所需条件; 典型手法是取
L 为可分闭域.

2. 选取定义在 K 上的资料 t0, 取足够大的 Galois 扩张 L|K 并研究有哪些资料 t 满
足 tL ' t0,L.

第一部分可谓是几何的, 第二部分则可谓是算术的. 本节侧重算术部分, 它启发以下
定义.

定义 7.11.6 设 t0 为形如 (7.11.1) 的资料, 定义在域 K 上, 而 L|K 为域的 Galois 扩
张. 命

T (t0) :=

 t :形如 (7.11.1) 的资料 存在同构 h : t0,L
∼→ tL

定义在域 K 上

 .

另记 T (t0) := T (t0)/ '.

定义中只要求存在同构 h, 但未加指定; 不同选取差一个 G(t0,L) 的右乘. 记

Γ := Gal(L|K), 赋予 Krull 拓扑.

若 σ ∈ Γ 而 h : t0,L
∼→ tL (亦即 h(t0,L) = tL), 则

σh(t0,L) = σh(σt0,L) = σ(h(t0,L)) = σ(tL) = tL,

故存在唯一的映射 c : Γ→ G(t0,L) 使得
σh = hc(σ), σ ∈ Gal(L|K).

从 στh = σ(hc(τ)) = σh · σc(τ) = h · c(σ) · σc(τ) 可得

c(στ) = c(σ) · σc(τ), σ, τ ∈ Γ.
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不妨设 t0 和 t 分别实现在空间 V 和 W 上, 于是 h ∈ HomL(VL,WL). 因为 Γ-作
用光滑, 存在开子群 Γ0 ⊂ Γ 保持 h 不动; 相应地, c 通过 Γ/Γ0 分解.

若改变 h 的选取, 写作 h′ = ha, 其中 a ∈ G(t0,L), 则对应的 c′ 满足

c′(σ) = (h′)−1 · σh′ = a−1 · h−1 · σh · σa = a−1 · c(σ) · σa.

综上, 逐条对照非交换 H1 的定义 6.13.4, 配合关于 pro-有限版本的注记 6.13.11,
可得映射

T (t0)→ H1 (Γ, G(t0,L))
t 7→ [c] := c的等价类. (7.11.2)

它是典范的, 不依赖任何辅助资料的选取.
顺带回忆到 H1 (Γ, G(t0,L)) 一般非群, 但它具有由映为恒等自同构 1 的常值映射

Γ→ G(t0,L) 代表的基点. 另一方面, T (t0) 也有当然的基点 t0, 其商集 T (t0) 亦然. 映
射 (7.11.2) 显然保持基点, 代入 h = id 即可知晓.

定理 7.11.7 给定资料 t0 和 Galois 扩张 L|K 如上, Γ := Gal(L|K). 映射 (7.11.2) 诱
导保基点的双射

T (t0)
1:1 H1 (Γ, G(t0,L)) .

证明 首先说明 (7.11.2) 通过 T (t0) 分解: 设有 f : t ∼→ t′, 相应地 fL : tL
∼→ t′L, 则从

h : t0,L
∼→ tL 可得 fLh : t0,L

∼→ t′L; 由于 σfL = fL,它满足 (fLh)
−1 ·σ(fLh) = h−1 ·σh,

对应的 c 不变.
其次说明 T (t0)→ H1 (Γ, G(t0,L)) 单. 设有资料 t, t′ 和同构

t′L ∼
h′

t0,L ∼
h tL,

使得存在满足下式的 a ∈ G(t0,L):

(h′)−1 · σh′ = a−1 · h−1 · σh · σa, σ ∈ Γ.

因此
h · a · (h′)−1 = σh · σa · σ(h′)−1, σ ∈ Γ,

换言之, ha(h′)−1 : t′L
∼→ tL 对 Γ-作用不变, 故它下降为同构 t′ ∼→ t.

最后说明 T (t0)→ H1 (Γ, G(t0,L))满. 令 c ∈ Z1(Γ, G(t0,L)). 由于 c(σ) ∈ GL(VL),
借此可在 VL 上定义新的 Γ-作用 � 如下:

σ � v := c(σ)(σv), σ ∈ Γ, v ∈ VL.

从 c(id) = 1 和

σ � (τ � v) = c(σ)σ(c(τ)(τv)) = c(σ) (σc(τ)(στv)) = (στ)� v
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可知 � 确实是 Γ-作用, 而 c 的光滑性确保 � 仍是光滑半线性作用. 定义 K-向量空间
W := (VL)

Γ, �-作用. 根据 Galois 下降, 我们推得保持半线性 Γ-作用的 L-向量空间同构
h : (VL, �-作用)

∼→ (WL, 自然作用),

w ∈W =⇒ h(w) = 1⊗ w.

另一方面, Γ 也通过 � 半线性地作用在每个 T p,q(VL) 上 (参照定义 7.11.3 之下的
讨论), 而由 c(σ) ∈ G(t0,L) 得

σ � t0,L = c(σ)(σt0,L) = c(σ)t0,L = t0,L.

故 t0,L 对 � 下降为 W 上的资料 t, 其刻画为 h(t0,L) = tL.
综上可见 t ∈ T (t0). 对应的同构 h 满足 σ(h(v)) = h(σ � v) = (hc(σ)σ)(v), 亦即

恒等式 σh = hc(σ)σ; 将此改写为 h−1 · σh = c(σ), 可见 t 在 (7.11.2) 之下被映为 [c].
明所欲证.

最简单也最直接的应用如下, 它归结为一则常识: 任何有限维向量空间都有基, 从
而维数确定有限维向量空间的同构类.

定理 7.11.8 (Hilbert第 90定理: GL版本) 设 V 为有限维 K-向量空间, L|K 为域的
Galois 扩张, 依此让 Γ := Gal(L|K) 光滑地作用在群 GL(VL) 上. 我们有

H1(Γ,GL(VL)) = 1.

证明 应用定理 7.11.7, 但考虑的资料 t0 满足 I = ∅; 换言之, 它仅指定一个有限维
K-向量空间 V , 无关任何张量. 此时 T (t0) 的元素一一对应于 K-向量空间 W 的同构
类, 条件是 WL ' VL, 亦即 dimW = dimV . 这种同构类当然是唯一的.

类似地, 在特征 6= 2 的域上, 任意辛空间 (V, ω) 都有辛基这一常识导向下述结果.

定理 7.11.9 设 char(K) 6= 2 而 V 是 K-向量空间, ω : V × V → K 是非退化反对称双
线性型 (又称 “辛形式”, 资料 (V, ω) 称为 “辛空间”). 对应的辛群定义为

Sp(V ) = Sp(V, ω)
:= {g ∈ GL(V ) : ∀v1, v2 ∈ V, ω(gv1, gv2) = ω(v1, v2)} .

设 L|K 为域的 Galois 扩张, 类似地定义群 Sp(VL) 连同其上的 Γ := Gal(L|K)-作
用; 这是光滑作用. 我们有

H1(Γ, Sp(VL)) = 1.

证明 考虑的资料 t0 由空间 V 和 (0, 2) 型张量 ω 构成. 双线性型的非退化和反对称
性质可在任意扩域上验证, 因此 T (t0) 的元素一一对应于 K 上的辛空间 (W,η) 的同
构类, 条件是 (WL, ηL) ' (VL, ωL). 基于辛空间的结构定理 (即: 维数确定同构类), 这
表明上述资料 (W,η) 构成单一的同构类.
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例 7.11.10 在定理 7.11.8 中要求 dimV = 1, 则 GL(VL) ' L×, 带标准 Γ-作用, 由此
便得到

H1(Γ, L×) = 0;

因为 L× 交换, 上式采用了加法符号. 若 L|K 有限, 则上式可用定义 6.11.1 的 Tate 上
同调改写为 Ĥ1(Γ, L×) = 0.
若进一步要求 L|K 是循环扩张, 则例 6.11.7 指出的周期性蕴涵

Ĥ−1(Γ, L×) ' Ĥ1(Γ, L×) = 0.

这就以一种自然的方式重证了乘性版本的 Hilbert 第 90 定理, 见 [51, 定理 9.6.9].

一般来说, 直接计算 H1 来分类数学对象可能比较困难, 但它的价值在于开启新的
视角, 并且将长正合列 (定理 6.13.7) 等上同调工具引入分类问题的研究中.

习题

1. 补全定义 7.1.4 省略的论证, 并且证明对于对称幺半范畴 V 上的代数 A, 左 A-模和右
Aop-模是一回事.

2. 设 V 是辫幺半范畴, (A,µA, ηA)是其上的代数. 证明若存在 Alg(V)的态射 µ′ : A⊗A→ A

和 η′ : 1→ A, 使得 A 成为 Alg(V) 上的代数, 则必然有 η′ = ηA 和 µ′ = µA; 特别地, 应
用引理 7.1.7 可知 A 交换. 由此建立 (7.1.1).
提示 容易说明 η′ = ηA. 至于 µ′ = µA, 记 A⊗A 的乘法为 µA⊗A, 条件给出交换图表

(A⊗A)⊗ (A⊗A) A⊗A

A⊗A A

µ′⊗µ′

µA⊗A µA

µ′

若将四份 A 放在 2× 2 的表格中, 则交换图表可以形象地理解为纵横交换律

A A

A A
= A A

A A

横向: 以 µ′ 相乘

纵向: 以 µA 相乘

现在 µ′ = µA 的论证可以图解作

A A =
A 1

1 A
=

A 1

1 A
= A

A

也请试着翻译为相应的交换图表或等式.

3. 考虑 A 上的 dg-代数 A (定义 7.2.1). 验证当 A = 1 (幺元) 时, 左 A-模和右 A-模的概念
都化约为 A 上的复形.
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4. 取定交换环 k. 设 A 为 k-Mod 上的 dg-代数, M 为复形. 证明赋予 M 左 A-模的结构相
当于指定 dg-代数的同态 A→ End•(M) := Hom•(M,M).

5. 设 k 为交换环, R 为 k-Mod 上的 dg-代数. 对于右 R-模 X 和左 R-模 Y , 我们分别将 R

和 X, Y 等同于带有直和分解

R =
⊕
n

Rn, X =
⊕
n

Xn, Y =
⊕
n

Y n

连同满足 d2 = 0 的 1 次自同态 d 的 k-代数和 k-模. 因此 X ⊗
R
Y 作为 k-模已有定义.

(i) 回忆到 X ⊗ Y =
⊕

n(
⊕

p+q=nX
p ⊗ Y q) 既是 k-模又有复形结构. 对自明的 k-模同

态 π : X ⊗ Y � X ⊗
R
Y , 验证 ker(π) 是子复形, 从而 X ⊗

R
Y 具有典范的复形结构.

(ii) 证明若 X 为 (A,R)-双模, Y 为 (R,B)-双模, 其中 A 和 B 也是 dg-代数, 则 X ⊗
R
Y

自然地成为 (A,B)-双模. 以此推广命题 4.12.6 的伴随关系至 dg-模的情形; 此处
涉及的 Hom•(YB , ZB) 和 Hom•(AX,AZ) 按例 7.2.6 的方式定义为复形, 但在赋予
(A,R) 和 (R,B)-双模结构时须留意符号.

6. 选定 A 上的 dg-代数 A. 若 p > 0 =⇒ Ap = 0, 则称 A 是非正的. 对于左 (或右) A-模
M 和 n ∈ Z, 以定义 3.9.3 取 M 的截断子复形 τ≤nM . 证明若 A 非正, 则:

(i) 每个 dpM :Mp →Mp+1 都是 A0-线性的;

(ii) 我们有 A-模的短正合列 0→ τ≤nM →M → τ̃≥n+1M → 0.

7. 选定 A上的 dg-代数 A. 回忆到全体左 A-模构成 dg-范畴 A-dgMod (例 7.2.6); 注记 7.2.8
相应地给出同伦范畴 h(A-dgMod). 若左 A-模 M 作为复形是零调的, 则称 M 零调; 若
A-模的态射 f :M → N 作为复形的态射是拟同构, 则称 f 为拟同构.

(i) 设 M 为左 A-模, 其结构由 A 中的一族态射 αp,qA,M : Ap ⊗ Mq → Mp+q 确定
(p, q ∈ Z). 说明下式赋予复形 M [1] 左 A-模结构:

αp,qA,M [1] := (−1)pαp,q+1
A,M .

其次, 说明 M 7→M [1] 给出从 A-dgMod 到自身的 dg-函子.

(ii) 对 A-dgMod 的任意态射 f : M → N , 说明映射锥 Cone(f) 具有典范的左 A-模结
构, 它按先前符号表作

αp,qA,Cone(f) = αp,qA,M [1] ⊕ α
p,q
A,N .

(iii) 循 §4.4 的成法, 以映射锥令 h(A-dgMod) 成为三角范畴. 其次, 对零调 A-模作
Verdier 局部化, 换言之添入拟同构的逆, 以得到导出范畴 D(A-dgMod); 定义相应的
D⋆(A-dgMod), 其中 ? ∈ {+,−, b}.

(iv) 在 A 非正的前提下, 将命题 4.4.9 推广到 D(A-dgMod) 和 D⋆(A-dgMod) 情形,
? ∈ {+,−, b}. 提示 使用截断函子.

(v) 参照 §3.15 来定义何谓 K-内射和 K-投射 A-模, 以之描述 D(A-dgMod) 中的态射.
代入 §4.6 的框架来探讨它们和导出函子的联系.



习题 485

(vi) 对于右 A-模 M , 说明复形 M [1] 具有如下的右 A-模结构: αp,qM [1],A = αp,q+1
M,A , 而且

先前一切性质仍成立.

8. 设 C 是 k 上的 dg-范畴. 定义 Cop 使得 Ob (Cop) = Ob(C), 而对任意 X,Y ∈ Ob (Cop) 定
义复形 Hom•

Cop(X,Y ) := Hom•
C(Y,X), 其上的合成运算定为

Homp
Cop(Y, Z)⊗

k
Homq

Cop(X,Y )→ Homp+q
Cop (X,Z) p, q ∈ Z

f ⊗ g 7→ (−1)pq f ◦ g
Hom•

C 的运算
.

验证这确实给出 dg-范畴 Cop, 称为 C 的相反 dg-范畴.

9. 选定交换环 k 和 k-Mod 上的 dg-代数 R, 右 R-模和左 R-模 Y . 证明先前介绍的

X ⊗
R
(·) : R-dgMod→ C(k), (·)⊗

R
Y : dgMod-R→ C(k)

自然地升级为 dg-函子. 对于 X 或 Y 另带双模结构的情形勾勒相应的结果.
提示 关键在于定义 Hom 复形之间的态射. 对于 X ⊗

R
(·), 设 M 和 N 为左 R-模, 则

Koszul 符号律要求将 f ∈ Homn
R(M,N) 的像 idX ⊗ f ∈ Homn(X ⊗

R
M,X ⊗

R
N) 定义为

(idX ⊗ f)(x⊗m) = (−1)pnx⊗ f(m), x ∈ Xp, m ∈Mq.

须验证 idX ⊗ dHom•(f) = dHom•(idX ⊗ f).
至于 (·)⊗

R
Y 的情形则比较简单, 取 (f ⊗ idY )(m⊗ y) = f(m)⊗ y 即可.

10. 设 C 为交换环 k 上的 dg-范畴, M ∈ Ob(C).

(i) 将 Hom•(M, ·) : C → C(k) 升级为 dg-函子.
提示 设 X,Y ∈ Ob(C) 而 f ∈ Homn(X,Y ). 命 HX = Hom•(M,X), 则 f 的像
应当取为 [

f∗ : g
n 次态射

fg

]
∈ Homn(HX ,HY ).

代入 Hom 复形的定义来验证 (dHom•(X,Y )f)∗ = dHom•(HX ,HY )(f∗).

(ii) 将 Hom•(·,M) : C → C(k)op 升级为 dg-函子.
提示 命 KX = Hom•(X,M),则 Koszul符号律要求将 f ∈ Homn(X,Y )的像取为 f∗ : g

n 次态射
(−1)npgf

∀p ∈ Z, ∀ g ∈ Homp(Y,M)

 ∈ Homn(KY ,KX).

细心地验证
� (dHom•(X,Y )f)

∗ = dHom•(KY ,KX )(f
∗),

� (fh)∗ 等于 h∗ 和 f∗ 在 Hom•
C(k) 中的合成.

11. 证明 §7.3 对闭幺半范畴定义的典范态射 [Y, Z]⊗ [X,Y ] → [X,Z] 和 1 → [X,X] 满足结
合律和幺元的性质, 从而使闭幺半范畴相对于内 Hom 是自充实的. 提示 直接验证, 或
者参考 [24, Section 1.6].
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12. 考虑交换环 k 上的多项式代数 k[t]. 取 ∆, ε, S 分别为

∆(tn) =

n∑
k=0

(
n

k

)
tk ⊗ tn−k, ε(tn) =

{
1, n = 0

0, n 6= 0
, S(tn) = (−1)ntn,

其中 n ∈ Z≥0. 验证这给出交换而且余交换的 Hopf k-代数.

13. 若交换环上的 Hopf 代数 A 的理想 I 满足 ∆(I) ⊂ I ⊗A+A⊗ I, ε(I) = 0 和 S(I) ⊂ I,
则称之为 Hopf 理想. 说明对 Hopf 理想取商给出 Hopf 代数 A/I.

14. 设 k 是交换环而 V 是 k-模. 对张量代数 T (V ) (见 [51, 定义 7.5.1]) 可以定义 k-代数的同
态 ∆ : T (V )→ T (V )⊗ T (V ) 和 ε : T (V )→ k, 使得对所有 v ∈ V 都有

∆(v) = v ⊗ 1 + 1⊗ v, ε(v) = 0;

此处以平凡辫结构 x⊗ y 7→ y ⊗ x 赋予 T (V )⊗ T (V ) 代数的结构.

(i) 验证 T (V ) 对此成为双代数.

(ii) 说明如何定义 k-模自同构 S : T (V ) → T (V ) 使得 S(v) = −v, 并且使 S 是双代数
的反自同构 (命题 7.5.11); 更具体地说,

S(v1 · · · vn) = (−1)nvn · · · v1, n ∈ Z≥0, v1, . . . , vn ∈ V.

验证 T (V ) 依此成为 Hopf 代数.

(iii) 说明对称代数 Sym(V ) 也有类似性质, 它事实上是 T (V ) 对一个 Hopf 理想的商.

(iv) 处理外代数 ∧
(V ) 的版本, 但 ∧

(V ) ⊗
∧
(V ) 上的乘法结构应该用 Koszul 辫结构

(7.1.3) 来定义 (在该处取 ε(a) = a mod 2), 使得齐次元 x, y, z, w ∈
∧
(V ) 满足

(x⊗ y)(z⊗w) = (−1)deg y deg zxz⊗ yw. 这可以确保 (1⊗ v+ v⊗ 1)2 对所有 v ∈ V
都被映为 ∧

(V )⊗
∧
(V ) 的零元.

15. (E. Taft) 设 q 是域 k 的 n 次单位原根, n ≥ 2. 考虑由生成元 g, x 和关系

gn = 1, xn = 0, gxg−1 = qx

确定的 k-代数 H. 说明可以定义 ∆ : H → H ⊗
k
H 和 ε : H → k, 满足

∆(g) = g ⊗ g, ∆(x) = 1⊗ x+ x⊗ g,
ε(g) = 1, ε(x) = 0,

而且这使 H 成为 Hopf k-代数, 带有对极

S : H → H, S(g) = g−1, S(x) = −g−1x.

说明 H 既非交换亦非余交换. 当 n = 2 时, 对应的 Hopf 代数也称为 Sweedler 的 Hopf
代数.

16. 设 (A,∆, ε) 为交换环 k 上的余代数. 若 x ∈ A 满足 ∆(x) = 1 ⊗ x+ x⊗ 1, 则称 x 是本
原的.
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(i) 证明对所有本原的 x 皆有 ε(x) = 0.

(ii) 设 (A,µ, η,∆, ε) 为双代数, 将 µ 表作乘法 (xy = µ(x ⊗ y)). 证明若 x, y ∈ A 是本
原元素, 则 xy − yx 亦然.

(iii) 仍然设 A 为双代数, 设 x1, . . . , xn ∈ A 为本原元素, 记以 x1, . . . , xn 为基的自由
k-模为 V . 由此得到 k-代数同态 φ : T (V )→ A. 证明 φ 也是双代数的同态.

17. 设 (A,∆, ε) 是交换环 k 上的余代数, A 6= {0}, 而且它作为 k-模是无挠的. 满足 ∆(x) =

x⊗ x 的非零元 x ∈ A 称为类群的. 全体类群元素所成集合记为 G(A).
(i) 证明 x ∈ G(A) 蕴涵 ε(x) = 1.

(ii) 证明若 (A,µ, η,∆, ε) 是双代数, 则 G(A) 对 A 的乘法 µ 成为幺半群, 以 1A := η(1)

为幺元.

(iii) 对于幺半群 M 及对应的双代数 k[M ] (例 7.5.5), 证明 G(k[M ]) =M .

(iv) 设 A 是以 S 为对极的 Hopf 代数, 证明 G(A) 是群, x ∈ G(A) 的逆是 S(x).

18. 设 (A,∆, ε) 是域 k 上的余代数, A 6= {0}. 证明 G(A) 是 A 的线性无关子集.
提示 设若不然, 取其中最短的非平凡线性关系, 不妨写作 x1 =

∑n
i=2 aixi, 其中

x1, . . . , xn ∈ G(A)两两相异, ai ∈ k. 于是 x2, . . . , xn 线性无关,而 x1⊗x1 =
∑n
i=2 aixi⊗

xi.

19. 命 TopCMon 为交换拓扑幺半群范畴, Top• 为带基点拓扑空间范畴, U : TopCMon →
Top• 为忘却函子 (基点对应幺元). 试构造 U 的左伴随函子 Sym : Top• → TopCMon. 对
应于带基点拓扑空间 (X,x) 的 Sym(X,x) 又称为 (X,x) 的无穷对称积, 试解释这一术语.
代数拓扑学中的 Dold–Thom 定理便是基于这一构造.

20. 设 (A,B)-双模 P 作为右 B-模是有限生成投射模, 而且 (·)⊗
A
P 是忠实正合函子. 证明右

A-模 N 是有限展示的 (例 A.2.5) 当且仅当 N ⊗
A
P 是有限展示右 B-模. 这是命题 7.7.14

的补充.

21. 考虑交换环 k 和 k-代数的同态 f : A→ B. 我们有伴随对

FB|A : Mod-B Mod-A : HomA(B, ·)

其中对所有右 A-模 N , 以 (φb)(x) = φ(bx) 赋予 HomA(B,N) 右 B-模结构. 详言之,
� 单位态射 M → HomA(B,M) 映 m 为 [b 7→ mb],
� 余单位态射 HomA(B,N)→ N 映 φ 为 φ(1);

可见 [51, 推论 6.6.8]. 作为例 7.7.8 的补充, 请明确它所对应的单子和余单子.

22. 设R是交换环. 记R-Alg为R-代数所成范畴. 考虑伴随对 T (·) : R-Mod R-Alg : U ,
其中 T (·) 是取张量代数, U 是忘却.

(i) 直接证明 R-Mod 上对应的单子作用下的模是 R-代数, 从而说明伴随对是单子的.

(ii) 以 Sym(·) 和 ∧
(·) 代替 T (·), 陈述并证明相应的结果; 可参考 [51, §7.6].

23. 试补全命题 7.7.13 的论证, 并且进一步证明以下的强化版本: 设 C 是 (B,B)-Mod 中的余
代数, 证明:
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(i) 忘却函子 U : Comod-C → Mod-B 有右伴随;
提示 记 C 的余乘法为 ∆, 余幺元为 ε. 对右 B-模 N , 以 idN ⊗∆ 将 N ⊗

B
C 作成

右 C-余模. 对所有右 C-余模 M , 须验证

HomMod-B(M,N) HomComod-C

(
M,N ⊗

B
C

)
ϕ (ϕ⊗ idC)ρ

(idN ⊗ ε)ψ ψ

互为逆, 其中 ρ :M →M ⊗
B
C 确定 M 的余模结构.

(ii) 忘却函子 U 生所有小 lim−→, 因此 Comod-C 余完备;

(iii) 范畴 Comod-C 有余生成元 (定义 1.11.8);
提示 取 Grothendieck 范畴 Mod-B 的余生成元, 然后取它对 U 的右伴随函子
的像.

(iv) 证明若 Comod-C 是 Abel 范畴, 而且 U 是正合函子, 则 C 作为左 B-模是平坦的.
提示 设 g : M → N 是右 B-模的单同态. 由 U 正合与右伴随保核这一事实来说
明 g ⊗ idC :M ⊗

B
C → N ⊗

B
C 仍是单射.

24. 如上题, 继续设 C 是 (B,B)-Mod 中的余代数, 而 M 是右 C-余模. 证明 M 的任意 B-商
模 M ′′ (或 B-子模 M ′) 若具有余模结构, 使得 M � M ′′ (或 M ′ ↪→ M) 是余模同态, 则
这样的余模结构是唯一的, 前提是在子模情形须假设 C 作为左 B-模平坦.

25. 依照 §7.10 末尾的解释, 按以下步骤给出 Galois 下降定理 7.10.7 的直接证明. 沿用该处
符号, 设 M ∈ Ob(VectΓ,∞(L)), 以 (7.10.3) 定义典范映射 ιM .

(a) 设 M ′ 是 L⊗
K
(MΓ) 的 Γ-不变子空间 (亦即 ΓM ′ ⊂M ′). 证明若 M ′ ∩ (1⊗MΓ) =

{0}, 则 M ′ = {0}.
提示 选定 MΓ 的基 (yi)i∈I . 若 M ′ 6= {0}, 选其中最短的非零表达式∑

i∈I `i⊗ yi
(有限和), 适当调整后可以假设它形如

m′ = 1⊗ yi0 + `1 ⊗ yi1 + · · · , `1 /∈ K.

取 σ ∈ Γ 使得 σ(`1) 6= `1, 考虑 m′ − σ(m′) 以得到矛盾.

(b) 证明 ιM : L⊗
K
(MΓ)→M 是单射. 提示 考虑 M ′ := ker(ιM ).

(c) 证明 ιM 是满射.
提示 考虑 L|K 的有限Galois子扩张 E|K. 取 E作为K-向量空间的基 a1, . . . , an,
枚举 Gal(L|E) 的元素 id = σ1, . . . , σn. 应用域论知识可知 (σi(aj))1≤i,j≤n 是 E 上
的可逆矩阵, 其逆记为 (bij)1≤i,j≤n. 对 m ∈MGal(L|E) 推导

m =

n∑
i=1

bi1

n∑
j=1

σj(aim) ∈ im(ιM ).
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(d) 以上述结果说明 (7.10.4) 是伴随等价, 从而给出定理 7.10.7 的一个直接证明.

26. 设 G 为群, L|K 为域的 Galois 扩张. 记系数在域 K (或 L) 上的 G-模范畴为 G-Mod (或
G-ModL); 参阅定义 6.1.1. 运用 §§7.10—7.11 的 Galois 下降方法, 以 G-ModL 的对象连
同合适的 Gal(L|K)-作用来描述 G-Mod.

27. 沿用 §7.11 的符号. 设 c ∈ Z1(Γ, G(t0,L)), 回忆定理 7.11.7 的证明, 可见它通过 Galois
下降定义了 K-向量空间 W 和其上的资料 t, 以及 h : t0,L ∼→ tL.

(i) 说明 g 7→ h−1gh 给出群同构 ν : G(tL) ∼→ G(t0,L); 说明 f
σ∈Γ

c(σ)(σf)c(σ)−1 赋
予 G(t0,L) 新的 Γ-作用, 另记此结构为 cG(t0,L), 而且 ν : G(tL) ∼→ cG(t0,L) 保持
Γ-作用.

(ii) 说明下式给出良定义的映射
Z1(Γ, G(tL))→ Z1(Γ, G(t0,L))

c̃ 7→ [σ 7→ ν(c̃(σ))c(σ)] ,

它诱导双射 H1(Γ, G(tL)) → H1(Γ, G(t0,L)), 映基点为 [c]. 提示 对照第六章习
题中关于 “扭曲” 的构造.

(iii) 说明相对于定理 7.11.7, 此双射对应于等式 T (t) = T (t0).

28. 选定满足 char(K) 6= 2 的域 K. 有限维 K-向量空间 V 上的非退化对称双线性型
q : V × V → K 简称非退化二次型; 在正交群 O(q) = O(V, q) 中, 记 det = 1 截出的子群
为 SO(q) = SO(V, q). 对任意 Galois 扩张 L|K, 我们有非退化二次型 (VL, qL) 和对应的
群, 其上都有 Γ := Gal(L|K) 的光滑作用.

(i) 记 µ2 := {±1} ⊂ K×. 说明 O(q)/ SO(q) ' µ2; 对于 O(qL)/ SO(qL) 的版本, 说明
同构和 Γ-作用有何关系.

(ii) 基于 §7.11的工具,说明 H1(Γ,O(qL))的元素一一对应于K 上满足 dimV ′ = dimV

的非退化二次型 (V ′, q′) 的同构类, 基点对应 (V, q).

(iii) 代入定理 6.13.7 推导带基点集的正合列

O(q)
det

µ2 → H1(Γ, SO(qL))
φ

H1(Γ,O(qL))
ψ

H1(Γ, µ2).

试说明 ϕ 是单射. 提示 由 det 满只能说明 ϕ−1(基点) = {基点}; 为了说明单性,
须变化 (V, q), 并应用上一道习题的扭曲技巧.

(iv) 说明 H1(Γ, µ2) ' K×/K×,2. 说明 ψ 等同于映射[
(V ′, q′) : 非退化二次型] 7→ disc(q′)/disc(q),

其中我们任取 V ′ 的基, 将 q′ 等同于一个对称矩阵, 然后定义

disc(q′) := (−1)n det(q′) mod K×2, dimV = 2n或 2n+ 1.

(v) 说明 H1(Γ, SO(qL)) 的元素一一对应于 K 上满足 dimV ′ = dimV 和 disc(q′) =

disc(q) 的非退化二次型 (V ′, q′) 的同构类, 基点对应到 (V, q).
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命 ∆ 为非零有限序数范畴. 范畴 C 中的单纯形对象按定义是从 ∆op 到 C 的函子
X, 它们也可以等价地描述为一列对象 X0, X1, . . . 及其间的态射 di : Xn → Xn−1 (面)
和 sj : Xn → Xn+1 (退化), 0 ≤ i, j ≤ n, 服从于一族等式 (8.1.2); 这些函子构成范畴
sC. 对于 C = Set 的特例, 它们也称为单纯形集. 相关的基本理论是 §§8.1—8.2 的内容.
命 FinOrd 为有限序数范畴, 若单纯形对象 X 作为函子延拓为 FinOrd → C, 则称之为
增广单纯形对象, 这相当于在资料 (Xn, di, sj)n,i,j 中添入 −1 次项 X−1.
单纯形集源于拓扑学, 想法是将空间剖分为单纯形的黏贴; 单纯形 (点, 线段, 三角

形, 四面体...) 的直观图像是

0 维 1 维 2 维 3 维 · · ·

· · ·

依此对空间的同调和同伦等问题获取具体的, 或谓组合的理解. 此处采取的严格表述由
S. Eilenberg 和 J. A. Zilber 在 1950 年引入. 单纯形集的语言具有广泛的解释能力, 不
限于经典的拓扑问题: 举例来说, 它能通过称为 “脉” 的构造来描述范畴, 详见 §8.3 的
介绍; 既然范畴论探讨图表中的对象 (表现为零维的点), 态射 (表现为一维的箭头) 和
交换性 (关乎三角或方块等二维组件), 范畴和空间能统合于同一种数学结构之下并非
意外.

在介绍脉和分类空间作为单纯形集的基本实例之后, §8.4 回归直观, 定义单纯形集
X 的几何实现 |X|; 定理 8.4.7 说明它和拓扑学家所熟悉的奇异集函子 Sing 一道构成
伴随对

| · | : sSet Top : Sing
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如以同伦论所常用的紧生成 Hausdorff 空间范畴 CGHaus 代替 Top, 则几何实现还满
足 |X × Y | ' |X| × |Y |, 左式的乘积是对两个单纯形集逐项取积; 证明关乎乘积的剖分,
其中一些组合学细节不尽平凡, 由于本书并非拓扑教材, 细节不深究.
相对于本书的主题, 更重要的是考虑 Abel 范畴 A 中的单纯形对象, 此时 sA 也是

Abel 范畴; 例如单纯形 Abel 群构成 Abel 范畴 sAb. 这方面的根本结果是 §8.5 探讨的
Dold–Kan 对应 (定理 8.5.9), 它对 Abel 范畴 A 给出一对伴随等价

Γ : sA Ch≥0(A) : N

其中 Ch≥0(A) 代表 A 上的非负次链复形所成之 Abel 范畴. 函子 N 映单纯形对象 X

为相应的正规化链复形 NX; 更精确地说, 定义 X ∈ Ob(sA) 的非正规化链复形为

CX := (Xn, ∂n)n≥0 , ∂n :=

n∑
i=0

(−1)ndi : Xn → Xn−1,

则 NX 既可以按 (NX)n :=
⋂n
i=1 ker(di) 取为 CX 的子链复形, 也可以理解为 CX 对

退化部分的商, 两者之间的同构是命题 8.5.11 的内容; 事实上, 定理 8.5.12 说明嵌入态
射 u : NX → CX 是链复形之间的拟同构.

Dold–Kan 对应使得单纯形理论不只在历史上, 而且在思想和技术两方面都成为同
调代数的根源. 单纯形方法能够解释并升级复形或链复形上的基本操作, 例如同伦或可
缩性质都有单纯形的版本, 从而获取拓扑诠释, 这部分讨论见诸 §8.6.

另一种应用是搭配 §7.6 的单子理论, 由此可以典范地将范畴中的对象扩充为相应
的增广单纯形对象或增广余单纯形对象; 鉴于它们和 Hochschild 同调中的 “加杠” 操作
有关, 这些技术统称为杠构造, 是 §8.7 的主题. 通过 Dold–Kan 对应和一些关于可缩性
的观察, 杠构造解释了 Hochschild 理论 (见 §3.8) 和群上同调理论 (见 §6.1) 中的种种
标准解消, 说明它们出于更高阶的奇思妙想. 习题包含关于杠构造的其他延伸内容.

按照定义, §8.8 讨论的双单纯形对象无非是函子 ∆op ×∆op → C, 它们构成范畴
s2C. 对于取 A 为 Abel 范畴的情形, 与 s2A 直接相关的 Eilenberg–Zilber 定理 8.8.9
是代数拓扑学中的基本构造; 纯粹从范畴论观点看, 在 A 为幺半范畴的前提下 (例如
A = Ab), 它为函子 N : sA → Ch≥0(A) 提供了双向的典范幺半结构. 然而双单纯形对
象的应用不止于此.
本章最后的 §8.9 和 §8.10 分别探讨单纯形集的 Hom 对象和映射锥. 它们一方面

对应到拓扑直观中的映射空间和锥, 另一方面又在 Abel 群情形通过 Dold–Kan 对应给
出熟悉的 Hom 链复形和映射锥. 复形或链复形上的相应构造因此获得了明白的解释,
而拓扑学家对这一切如数家珍.

阅读提示
本章的 §§8.1—8.4 构成单纯形方法的主干, §§8.5—8.7 和链复形直接相关, 而
§§8.8—8.10 尽管和本书先前的内容声气相通, 其属性则接近延伸内容. 相对于
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本书其他各章, 单纯形方法并非逻辑必需品, 然而其中的思想与技术属于数学工
作者的基本素养, 更是踏入高阶代数的基础. 关于单纯形对象的一些论证有时涉
及琐碎的验证 (如 §8.5), 这是定义使然, 请读者酌情选择.

8.1 单纯形对象
我们在注记 7.1.17 回顾了何谓偏序集之间的保序映射, 并且由之定义了有限序数

范畴 FinOrd. 本章聚焦于非零序数构成的全子范畴 ∆.

定义 8.1.1 令 ∆ 为所有有限非零序数及其间的保序映射构成的范畴. 换言之, 它的对
象是全序集 [n] := {0, . . . , n}, 其中 n ∈ Z≥0, 而态射是保序映射.

请注意: 不应混淆 [n]与 n,后者在本书中代表全序集 {0, . . . , n−1}或相应的范畴.
范畴 ∆ 中的任意态射 [l]→ [n] 都能唯一地分解为保序满射和保序单射的合成

[l] � [m] ↪→ [n], n ≥ m ≤ l,

而如上的单射 (或满射) 又可以拆成片段, 使得每步恰好遗漏一个元素 (或恰好简并两
个元素); 换言之, 所有态射都能分解为下述两类态射的合成.

余面 di = dn,i : [n− 1] ↪→ [n] 0 ≤ i ≤ n 仅遗漏 i ∈ [n] 的保序单射

余退化 sj = sn,j : [n+ 1] � [n] 0 ≤ j ≤ n 取两次 j ∈ [n] 的保序满射

一个保序单射 (或满射) 可按多种方式分解为余面 (或余退化), 取决于遗漏 (或简
并) 元素的次序. 以下的余单纯形等式的验证毫无困难:

djdi = didj−1, i < j

sjdi = disj−1 i < j

sjdj = id = sjdj+1, ∀j

sjdi = di−1sj , i > j + 1

sjsi = sisj+1, i ≤ j.

(8.1.1)

仔细思考保序单射 (或满射) 的不同分解方式之间如何过渡, 可见余面, 余退化和
(8.1.1) 实则为 ∆ 的态射结构给出了完整的生成元和关系.

改置于 ∆op 中考量, 相应地便有态射

面 di = dni : [n]
op

[n− 1] 0 ≤ i ≤ n

退化 sj = snj : [n]
op

[n+ 1] 0 ≤ j ≤ n
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符号 op 只为提示箭头属于相反范畴 ∆op. 将 (8.1.1) 倒转, 可得单纯形等式

didj = dj−1di, i < j

disj = sj−1di i < j

djsj = id = dj+1sj , ∀j

disj = sjdi−1, i > j + 1

sisj = sj+1si, i ≤ j.

(8.1.2)

定义 8.1.2 给定范畴 C,

� 其中的单纯形对象意谓函子 ∆op → C, 全体单纯形对象构成范畴 sC := C∆op ;

� 其中的余单纯形对象意谓函子 ∆→ C, 全体余单纯形对象构成范畴 csC := C∆.

因此 (csC)op ' s(Cop). 如果一个单纯形对象 (或余单纯形对象) 带有到 FinOrdop

(或 FinOrd) 的延拓, 则称之为增广的.

基于先前的讨论, 指定单纯形对象 X 相当于指定 C 的一族对象 (Xn)n≥0 连同一
族满足 (8.1.2) 的态射

di = dni : Xn → Xn−1 (面), sj = snj : Xn → Xn+1 (退化), 0 ≤ i, j ≤ n.

我们称 Xn 为 X 的 n 次项. 从单纯形对象 X 到 Y 的态射相当于 C 的一族态射
(fn : Xn → Yn)n≥0, 使得对所有 n ≥ 0 皆有一族兼容条件

dn+1
i fn+1 = fnd

n+1
i , snj fn = fn+1s

n
j .

对偶地, 指定余单纯形对象 X 相当于指定 C 的一族对象 (Xn)n≥0 连同一族满足
(8.1.1) 的态射

di = dn,i : Xn−1 → Xn (余面), sj = sn,j : Xn+1 → Xn (余退化), 0 ≤ i, j ≤ n.

态射则是和诸 di, sj 兼容的态射族 fn : Xn → Y n.
单纯形对象 (或余单纯形对象) X 的增广相当于在资料中多加一段态射 X0 → X−1

(或 X−1 → X0) 以及交换图表 X1 X0 X−1
d0

d1

ε (或其对偶版本), 称为增广
态射.

约定 8.1.3 对于 ∆ 的态射 φ : [m]→ [n] 和范畴 C 中的单纯形对象 (或余单纯形对象)
X, 记相应的态射为 φ∗ : Xn → Xm (或 φ∗ : X

m → Xn).



§8.1 单纯形对象 495

注记 8.1.4 所有非零序数连同其间的保序单射构成范畴 ∆+. 形如 ∆op
+ → C 的函子

称为 C 中的半单纯形对象, 这相当于在单纯形对象的定义中去除退化态射 sj 和相关条
件; 任何单纯形对象都给出相应的半单纯形对象. 我们也可以类似地定义增广半单纯形
对象. 余单纯形对象的情形全然是对偶的.

例 8.1.5 设 C ∈ Ob(C), 对应的常值单纯形对象 const(C) 由 const(C)n = C 和
sj = idC = di 确定 (∀n, i, j). 一则相对容易的练习是验证

{
X 的增广} 1:1 {(C,ϕ) : C ∈ Ob(C), ϕ : X → const(C)} ,

具体地说, 给定 X 的增广, 取 C = X−1 而 ϕn 取作 Xn

ι∗k
X0 → X−1 的合成, 其中

ιk : [0]→ [n] 映 0 为 k 而 0 ≤ k ≤ n 可任选. 常值余单纯形对象的情形完全类似.

例 8.1.6 设 B → A 是范畴 C 中的态射. 在纤维积

Xn := B ×
A
· · · ×

A
B

n+1 项

, n ≥ 0

存在的前提下, 由于任意态射 f : [m] → [n] 诱导相应的 Xn → Xm, 以投影 B ×
A
· · · ×

A

B
prf(i)

B 为第 i 个分量, 这给出 C 单纯形对象 X; 它是增广的: 取 X0 → X−1 为
B → A 即是.

注记 8.1.7 (倒序对偶性) 对所有 n ∈ Z≥0, 定义从 {0, . . . , n} 到自身的双射 wn 使得
wn(i) = n − i. 定义范畴 ∆ 的自同构 w, 保持对象 [n] 不动, 映态射 f : [n] → [m] 为
wf := wmfwn; 观察到

w2 = id∆, wdn,i = dn,n−i, wsn,j = sn,n−j

更加内禀的观点则是设想 w 映 [n] 为其倒序偏序集 [n]op, 或者视为范畴便是其相反范
畴, 它仍唯一地同构于 [n], 而 w 在态射层次的作用体现为交换图表

[m]op [n]op

[m] [n]

fop

保序

保序
wf

∼ ∼ fop 作为映射
f.

对任意范畴 C, 按此得到 sC (或 csC) 的自同构 X 7→ X ◦ w.

最后, 我们来勾勒幺半结构和单纯形对象的关系.

定义 8.1.8 任何函子 F : C → D 都相应地诱导 sC → sD, 映资料 (Xn, di, sj)n,i,j 为
(FXn, Fdi, Fsj)n,i,j . 此外, 我们有自明的关系式 s(C1 × C2) ' sC1 × sC2.
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将上述观察施于幺半范畴 C 及双函子 ⊗ : C × C → C, 则对任意 X,Y ∈ Ob(sC) 皆
可定义 X ⊗ Y ∈ Ob(sC), 其 n 次项是 Xn ⊗ Yn, 其面态射和退化态射分别形如 di ⊗ di
和 sj ⊗ sj .

因此当 C 是幺半范畴时, sC 也带有相应的幺半结构, 以常值单纯形对象 const(1)
为其幺元. 对余单纯形对象自然也有对应的陈述.

8.2 单纯形集
定义 8.1.2 的单纯形对象在 C = Set 的情形称为单纯形集. 相对于取定的

Grothendieck 宇宙, Set 在本书框架下的严格意涵是所有小集构成的范畴, 这些细节不
影响本节内容.

定义 8.2.1 集合范畴 Set 中的单纯形对象称为单纯形集, 其中的余单纯形对象称为余
单纯形集.

按定义 8.1.2, 全体单纯形集 (或余单纯形集) 构成范畴 sSet := Set∆
op

(或
csSet := Set∆).

定义 8.2.2 对所有 n ∈ Z≥0, 记 Hom∆ (·, [n]) : ∆op → Set 确定的单纯形集为 ∆n, 称
为标准 n-单纯形.

因此 (∆n)m = Hom∆([m], [n]) 是全体保序映射 [m] → [n]. 保序映射 φ : [m] →
[m′] 诱导的 (∆n)m′ → (∆n)m 正是映射的拉回 φ∗ : f 7→ fφ.

例 8.2.3 谨介绍标准 n-单纯形 ∆n 的两种常见子对象.

B 边界 定义 ∆n 的子函子 ∂∆n 为

(∂∆n)m :=
{
f : [m]→ [n]保序, im(f) 6= [n]

}
, m ∈ Z≥0.

当 m < n 时 (∂∆n)m = (∆n)m, 而 m ≥ n 时 (∂∆n)m 的元素是从 (∆n)h 反复退
化而得 (0 ≤ h < n).

B 角形 设 0 ≤ k ≤ n, 定义 ∆n 的子函子 Λnk 为

(Λnk )m :=
{
f : [m]→ [n]保序, im(f) 6⊃ [n]r {k}

}
, m ∈ Z≥0.

我们称 k 是该角形的顶点.

易见任意拉回 φ∗ : f 7→ fφ 保持上述条件不变, 故两者都是子函子. 本章习题将说
明如何将 Λni (或 ∂∆n) 精确表作 n (或 n+ 1) 份 ∆n−1 的黏合.
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空集给出的常值单纯形集 const(∅) 简记为 ∅. 于是 ∂∆0 = ∅.
我们将在 §8.4 给出单纯形集的直观解释, 特别地, 我们将描绘 ∆n ⊃ Λni ⊃ ∂∆n 这

三者的几何图像.
米田引理 (定理 A.1.1) 直接蕴涵以下典范同构, 其中 n ∈ Z≥0, X ∈ Ob (sSet):

HomsSet (∆
n, X) Xn

φ φ([n])(id[n])

∼

φ([n]) : End([n]) = ∆n([n])→ X([n]) =: Xn.

(8.2.1)

定义 8.2.4 我们将 Xn 的元素称为单纯形集 X 中的 n-单纯形. 如果 x ∈ Xn 属于某个
sj 的像, 则称之为退化的, 否则称为非退化的.

作为简单例子, 请读者迅速地证明 ∆n 的非退化 m-单纯形相当于保序单射
[m] ↪→ [n], 共有 (

n+1
m+1

) 个.
进一步, 米田引理还确保 h∆ : [n] 7→ ∆n 给出全忠实函子 ∆ → sSet. 任何 ∆

中的态射 f : [m] → [n] 皆诱导相应的 f : ∆m → ∆n. 指定有 m + 1 个元素的子集
{k0, . . . , km} ⊂ [n] 相当于指定保序单射 [m] ↪→ [n], 标准单纯形之间所对应的态射也相
应地记为

∆m
{k0,...,km}

∆n.

单纯形集的直观意涵可以由 §8.4 介绍的几何实现来说明. 在此之前, 我们先介绍
一系列抽象构造. 首先是单纯形集的统联和左锥, 右锥.

记 FinLin+ 为从有限全序集 (又称有限线性序集) 范畴 FinLin 去掉空集得到的全
子范畴, 其中的态射取为保序映射. 由于 ∆ 是 FinLin+ 的一副骨架, 单纯形集也可以等
价地理解为函子 FinLinop

+ → Set.

约定 8.2.5 设 J 为 FinLin+ 的对象. 任意子集 I ⊂ J 自动是有限全序集; 若还有

∀(i, j) ∈ I × J, j ≤ i =⇒ j ∈ I,

则称 I 为 J 的一个前段, 记为 I @ J .

定义 8.2.6 单纯形集 X 和 X ′ 的统联 X ?X ′ 定义为以下函子 FinLinop
+ → Set:

(X ?X ′)(J) =
⊔
I⊏J

X(I)×X ′(J r I);

此处 (而且仅在此处) 律定 X(∅) 和 X ′(∅) 为独点集. 对任意保序映射 f : J1 → J 和
I @ J , 命 I1 := f−1(I), 则相应地有 I1 @ J1 和

X(I)× Y (J r I)→ X(I1)× Y (J1 r I1).

由此可得诱导态射 f∗ : (X ? Y )(J)→ (X ? Y )(J1). 按此确定 X ? Y 的单纯形结构.



498 第八章 单纯形方法

我们有自明的态射 X → X ? Y ← Y . 定义也可以按早先的符号写为

(X ? Y )n = Xn t Yn t
⊔

j+k=n−1

Xj × Yk.

态射 di, si 可以按部就班地化约到 X 和 Y 上的版本. 以 di : (X ? Y )n → (X ? Y )n−1

为例, 它在子集 Xn 和 Yn 上限制为原有的 di, 在子集 Xj × Yk 上则是

di(x, y) =

{
(dix, y), i ≤ j, j 6= 0

(x, di−j−1y), i > j, k 6= 0,

j = 0 =⇒ d0(x, y) = y ∈ Yn−1,
k = 0 =⇒ dn(x, y) = x ∈ Xn−1.

(8.2.2)

命题 8.2.7 以 Xnd
n ⊂ Xn 代表单纯形集 X 的非退化 n-单纯形子集 (定义 8.2.4). 对于

任意 X 和 Y , 我们有

(X ? Y )nd
n = Xnd

n t Y nd
n t

⊔
j+k=n−1

Xnd
j × Y nd

k .

证明 设 Z 为单纯形集. 对任意非空有限全序集 J , 元素 x ∈ Z(J) 退化当且仅当存在
满而非单的保序映射 f : J � J0 使得 x ∈ im[f∗ : Z(J0) → Z(J)]. 其余归根结柢都是
这一观察的简单应用.

定义 8.2.8 以单纯形集 X 为底的左锥是 X◁ := ∆0 ? X, 右锥是 X▷ := X ?∆0.

锥的直观解释见例 8.4.5. 习题将探讨更多关于统联运算的性质.

8.3 实例: 范畴的脉
本节旨在介绍范畴的脉, 由此引出群的分类空间. 它们都是单纯形集的重要实例.

例 8.3.1 (范畴的脉) 设 C 为小范畴, 由此定义函子

∆op → Set, [n] 7→
{所有函子 [n]→ C

}
.

如视为单纯形集, 则记之为 NC, 称为 C 的脉. 指定 NCn 的元素相当于指定函子
[n]→ C, 亦即在 C 中指定态射链

(f1, . . . , fn) : C0

f1
C1

f2
· · ·

fn
Cn;

因此 NC0 可以等同于 Ob(C), 而 NC1 可以等同于 Mor(C).
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面态射 di : NCn → NCn−1 和退化态射 sj : NCn → NCn+1 的映法是

di(f1, . . . , fn) =


(f2, · · · , fn), i = 0

(. . . , fi+1fi, . . .), 0 < i < n,

(f1, . . . , fn−1), i = n,

sj(f1, . . . , fn) =


(idC0 , f1, . . . , fn) , j = 0

(. . . , fj , idCj , fj+1, . . .), 0 < j < n

(f1, . . . , fn, idCn
), j = n.

注记 8.3.2 展开定义可见单纯形集 N(Cop) 和 NC 由注记 8.1.7 的倒序对偶性相联系,
详细论证留给读者.

脉是范畴通过组合/拓扑资料的具象化, 它包含原范畴的全部信息, 这是行将证明
的命题 8.3.4 的内容. 我们首先刻画有哪些单纯形集是脉, 证明是耐人寻味的.

命题 8.3.3 (脉的刻画) 设 X 为单纯形集. 以下陈述等价:

(i) 存在小范畴 C 使得 NC ' X.

(ii) 它具备内角形唯一填充性质: 对任意整数 0 < i < n 和 sSet 中的态射 σ′ : Λni →
X (这种 Λni 称为内角形), 存在唯一的 σ : ∆n → X 延拓 σ′.

证明 先说明 (i) =⇒ (ii). 设 X = NC 而 0 < i < n, 我们希望将 σ′ : Λni → X 延拓
到 ∆n. 对每个 0 ≤ k ≤ n (或 0 < k ≤ n), 态射 ∆0

{k}
∆n (或 ∆1

{k−1,k}
∆n) 通过

Λni 分解; 它对 σ′ 的像记为 Ck ∈ X0 = Ob(C) (或 [gk : Ck−1 → Ck] ∈ X1 = Mor(C)).
于是得到 Xn 的元素

C0

g1
C1

g2
· · ·

gn
Cn,

相应的态射 ∆n → X 记为 σ. 按构造, 这是 σ′ 唯一可能的延拓. 既然 Λni =⋃
j 6=i im

[
dj : ∆n−1 → ∆n

]
, 故 (ii) 归结为证明

σ ◦ dj = σ′ ◦ dj : ∆n−1 → X, j 6= i; (8.3.1)

依照脉的定义, (8.3.1) 归结为对所有 j 6= i 和数列 0, . . . , ĵ, . . . , n (符号 ĵ 代表删
除 j) 的所有相邻元 h < k 证明 σ 和 σ′ 沿着 ∆1

{h,k}
Λni ⊂ ∆n 有相同的拉回.

� 若 k = h+ 1, 则这由 σ 的构造所确保. 特别地, j ∈ {0, n} 时 (8.3.1) 总是成立.

� 设 (h, k) = (j − 1, j + 1). 若 n = 2, 此无可能. 若 n > 2, 则或者 j − 1 > 0 或者
j + 1 < n. 当 j − 1 > 0 时, {j − 1, j + 1} 分解为

∆1
{j−2,j}

∆n−1 d0={1,...,n}
Λni ⊂ ∆n,

而根据 (8.3.1) 在 j = 0 的已知情形, 拉回确实相等. 类似地, 当 j + 1 < n 时可以
化约到 j = n 的已知情形.
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以下勾勒 (ii) =⇒ (i). 定义范畴 C 使得 Ob(C) := X0, 而对任意 C,C ′ ∈ X0,

HomC(C,C ′) := {f ∈ X1 : d1(f) = C, d0(f) = C ′} .

应用退化映射 s0 : X0 → X1 将恒等态射 idC 定义为 s0(C). 以下也将态射 f 图解为
0

f
1, 以强调它对应到 1-单纯形 [1] = {0, 1} → X.
在 d0(f) = d1(g) 的前提下, 态射的合成定义为 gf := d1(σ), 其中 σ : ∆2 → X2 是

1

0 2

gf : Λ2
1 → X 的唯一延拓, 亦即 d0(σ) = g, d2(σ) = f.

所需性质 f ◦ idC = f 和 idC′ ◦ f = f 分别由 X2 的以下元素所见证.

1

0 2

idC′=d0s1(f)

f=d1s1(f)

f=d2s1(f)

s1(f)

1

0 2

f=d0s0(f)

f=d1s0(f)

idC=d2s0(f)

s0(f)

至于结合律 h(gf) = (hg)f , 构造 σ′ : Λ3
2 → X 使得三个面分别是

1

0 2

gf

gf

2

1 3

hg

hg

2

0 3

hgf

h(gf)

它有唯一延拓 σ : ∆3 → X 使得 d2(σ) ∈ X2 形如
1

0 3

hgf

h(gf)

但按照构造, 上述 2-单纯形又确定 f 和 hg 的合成, 这就见证了 (hg)f = h(gf).
综上, C 是范畴. 我们有典范态射 X → NC, 方式是对给定的 ∆n → X 沿着各个

∆1
{j,j+1}

∆n 拉回以得到态射链. 由构造显见 Xn → NCn 在 n = 0, 1 时是双射. 当
n ≥ 2 时, 取 0 < i < n 并考虑交换图表

Hom(∆n, X) Hom(∆n,NC)

Hom(Λni , X) Hom(Λni ,NC)

由假设和内角形唯一填充性质可知垂直箭头皆双射. 又由于 Λni 可以表为一族 ∆n−1 和
∆n−2 的 lim−→ (亦即 n 个面的黏合), 递归可见第二行是双射. 明所欲证.
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顺带留意到在 (ii) =⇒ (i) 的论证中, 若有小范畴 C0 使得 X = N(C0), 则证明中
构造的 C 正是 C0 本身.

记 Cat 为所有小范畴构成的范畴, 态射取作函子. 任意函子 F : C → C′ 都诱导
sSet 中的态射 NF : NC → NC′, 映 (f1, . . . , fn) 为 (Ff1, . . . , Ffn), 由此得到脉函子
N : Cat→ sSet.

命题 8.3.4 脉函子 N : Cat→ sSet 是全忠实的.

证明 命题 8.3.3 的证明业已说明如何从范畴的脉重构态射及其合成, 由此可见态射
N(C)→ N(C′) 自然地诱导函子 C → C′. 易见此与 N 诱导的反向操作互为逆.

例 8.3.5 (分类空间) 设 Γ 为幺半群. 定义范畴 BΓ 和 EΓ 如下:

范畴 对象集 态射 态射合成

BΓ {?} EndBΓ(?) = Γ Γ的乘法

EΓ Γ HomEΓ(g, g′) = {h ∈ Γ : hg = g′} Γ的乘法

由此定义脉 BΓ := N((BΓ)op) 和 EΓ := N((EΓ)op). 我们称 BΓ 为 Γ 的分类空间.
取 (· · · )op 的实质是在脉的定义中倒转箭头, 但不变标号, 因此:

集合 元素 BΓ或 EΓ中对应的态射链
(BΓ)n = Γn (g1, . . . , gn) ?

g1
· · · ← ?

gn
?

(EΓ)n = Γn+1 (g1, . . . , gn+1) g1 · · · gn+1

g1
· · · ← gngn+1

gn
gn+1

请读者代入定义, 对所有 n ≥ 0 验证

BΓ :

di(g1, . . . , gn) =


(g2, . . . , gn), i = 0

(. . . , gigi+1, . . .), 0 < i < n

(g1, . . . , gn−1), i = n,

sj(g1, . . . , gn) =


(1, g1, . . . , gn), j = 0

(. . . , gj , 1, gj+1, . . .), 0 < j < n

(g1, . . . , gn, 1), j = n,

和

EΓ :

di(g1, . . . , gn+1) =

{
(g2, . . . , gn+1), i = 0

(g1, . . . , gigi+1, . . .), 0 < i ≤ n

sj(g1, . . . , gn+1) =

{
(1, g1, . . . , gn+1), j = 0

(. . . , gj , 1, gj+1, . . .), 0 < j ≤ n.

我们自然地有函子 (EΓ)op → (BΓ)op, 映一切对象为 ?, 映态射 h ∈ Γ 为 h. 由此诱
导的态射 EΓ → BΓ 不外是 (g1, . . . , gn+1) → (g1, . . . , gn). 它的纤维来自 Γ 对 (EΓ)n
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的右乘作用, 或者说是调整资料中的 gn+1:

(g1, . . . , gn, gn+1)g = (g1, . . . , gn, gn+1g).

这些作用显然和 di, sj 相交换. 若 Γ 是群, 则作用还是自由的.
在拓扑学中, BΓ (或其几何实现 |BΓ|, 见 §8.4) 的功能是分类空间上的 Γ-挠子, 而

EΓ→ BΓ 给出其上的泛挠子. 例 8.6.9 将说明 EΓ 是 “右可缩” 的.

8.4 几何实现函子
现在着手为 §8.2 介绍的单纯形集建立几何图像. 先从标准 n-单纯形入手 (n ∈

Z≥0). 记 Rn+1 的标准有序基为 e0, . . . , en. 定义

|∆n| :=

{
(x0, . . . , xn) ∈ (R≥0)n+1 :

m∑
i=0

xi = 1

}
e0

e1

e2

(特例 n = 2)

它的顶点通过 i↔ ei 由 0, . . . , n 标号, 其内部带有标准定向, 使 e1 − e0, . . . , en − en−1
处处给出正向有序基.

任意保序映射 f : [m]→ [n] 都诱导映射
|f | : |∆m| |∆n|∑m
i=0 yiei

∑m
i=0 yief(i).

当 f 非满时, |f | 的像落在边界. 可用嵌入 |di| : |∆n−1| → |∆n| 比较 |∆n−1| 内部的定
向和 |∆n| 在其边界上的诱导的定向: 行列式的常规练习表明两者相差 (−1)i. 下图是
n = 2 情形的勾勒.

0 1

2

0

1

d0

0

1

d1

0 1

d2

定向: 0 1

0 1

2

综上可得函子

| · | : ∆→ Top

 对象 [n] 7→ |∆n|

态射 f 7→ |f |.
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我们希望将它延拓为 sSet→ Top. 回忆到 Top 是余完备的.

定义 8.4.1 (几何实现函子) 函子 | · | : sSet→ Top 定义如下: 设 X 为单纯形集, 则

|X| := lim−→
n,x

|∆n|,

其中 n ∈ Z≥0 而 x ∈ Xn, 或者等价地说 x 是态射 ∆n → X, 这些资料 (n, x) 形成范畴,
使得从 (n, x) 到 (m, y) 的态射无非是让

∆n ∆m

X

f

x y

交换的 f ∈ Hom∆([n], [m]), 或者等价地说, 要求 f∗ : Xm → Xn 满足 f∗(y) = x.

给定 m ≥ 0, 资料 (n, x : ∆n → ∆m) 所成范畴有终对象 (m, id∆m), 故 ∆m 的几何
实现典范地等同于先前定义的 |∆m|. 符号因之是融贯的.

注记 8.4.2 对任何单纯形集 X 都有典范同构 lim−→n,x
∆n ∼→ X, 这是稠密性定理 A.1.3

对范畴 sSet = ∆∧ 的直接应用, 请读者验证.

注记 8.4.3 根据定理 1.8.1, 几何实现给出函子 | · | : ∆→ Top 沿 ∆→ sSet 的左 Kan
延拓 (定义 1.7.1), 构造因此是完全自然的.

按上述构造, 对所有 n ∈ Z≥0 和 x ∈ Xn, 从 lim−→ 的一般性质可得典范映射
in,x : |∆n| → |X|, 当 (n, x) 变动时满足相容性. 在 Top 中取 lim−→ 无非是黏合拓扑空间,
而几何实现可以更具体地写作商空间

|X| =

⊔
n≥0

Xn × |∆n|

(f∗(y), t) ∼ (y, |f |(t))
,

(f∗(y), t) Xn |∆n| [n]

(y, |f |(t)) Xm |∆m| [m].

∈ ×
|f | f

∈ ×

f∗ (8.4.1)

按照几何直观, 不妨将单纯形集 X 设想为空间的一种模型. 集合 X0, X1, . . . 相
当于模型的一列配件包, Xn 的元素对应到 |∆n| 的复本, 或者说是它们的标签; 种种
f∗ : Xm → Xn 相当于组装指南, 它指定了黏合诸 |∆n| 的规则.

由于 ∆ 的态射已有具体描述, (8.4.1) 中的等价关系可以由两类特殊的 f 来生成.

� 取 di : [n − 1] ↪→ [n], 则 |di| 将 {di(x)} × |∆n−1| 嵌入 {x} × |∆n|. 因此面映射
di : Xn → Xn−1 的效果是为一个 n 维组件 (对应到 x) 指定其第 i 面的标签 (即
di(x)), 依此黏合.

� 取 sj : [n+ 1] � [n], 则 |sj | 将 {sj(x)} × |∆n+1| “压入” 为 {x} × |∆n|. 因此退化
映射 sj : Xn → Xn+1 的效用是指定一个 n 维组件 (对应到 x) 如何给出一个在
黏合过程中被压入其第 j 面的 n+ 1 维 “退化” 组件, 后者以 sj(x) 为标签.
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由此可见退化的 n-单纯形 (定义 8.2.4) 在黏合时可以省略, 但退化的信息仍不可或缺,
比方说 di : Xn → Xn−1 完全可能将非退化单纯形映为退化的.

例 8.4.4 举例明之, 例 8.2.3 中的 ∂∆n 描述的不外是标准 n-单纯形在直观意义下的边
界, 而角形 Λnk 则是从 ∂∆n 移除和第 k 个顶点相对的面的产物, 示意如下:

1

3

2

0

|Λ3
0| =

例 8.4.5 对任意拓扑空间 X , 按自明的方式定义其上的锥 Conetop(X ) 为将 X × [0, 1]

的闭子集 X × {0} 收缩为一个点的产物, 形象地看:

Conetop(X ) = X

作为一则简单练习, 请读者说明 |X◁| ' Conetop(|X|) ' |X▷|. 这表明定义 8.2.8 的锥
名副其实, 左锥和右锥的差别仅在于定向.

通过将空间剖分为单纯形集, 可以萃取许多重要的拓扑性质, 这一进路被贴切地称
为 “组合拓扑学”. 进一步的讨论与实例可见 [49, 第六章].

定义 8.4.6 (奇异集函子) 对任意拓扑空间 E, 定义单纯形集 Sing(E) 使得

Sing(E)n := HomTop(|∆n|, E), n ∈ Z≥0,

而 di : Sing(E)n → Sing(E)n−1 (或 sj : Sing(E)n → Sing(E)n+1) 是沿着 |di| :
|∆n−1| → |∆n| (或 |sj | : |∆n+1| → |∆n|) 的拉回, 称之为 E 对应的奇异 (单纯形) 集.
这给出函子

Sing : Top→ sSet.

定理 8.4.7 几何实现是奇异集的左伴随, 换言之, 有互逆映射

HomTop(|X|, E) HomsSet(X, Sing(E))

ϕ

[
Xn

x 7→ϕ◦in,x

HomTop(|∆n|, E)

]

lim−→
(n,x)

(
|∆n|

ψn(x)

E

)
ψ =

[
ψn : Xn → HomTop(|∆n|, E)

]
n≥0

1:1
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其中 X ∈ Ob(sSet) 而 E ∈ Ob(Top).

证明 回忆到 |X| = lim−→n,x
|∆n|. 我们有典范同构

HomTop

(
lim−→
n,x

|∆n|, E

)
∼→ lim←−

n,x

HomTop(|∆n|, E) = lim←−
n,x

Sing(E)n

∼→ lim←−
n,x

HomsSet (∆
n, Sing(E))

ϕ 7→ (ψn(x) := ϕ ◦ in,x)n,x .

任何 ψ : X → Sing(E) 确定的态射族 (ψn(x))n,x 皆满足相容性, 亦即属于上式右
侧的 lim←−. 若能说明指定态射 ψ 相当于指定相容态射族, 证明便告完成, 然而这正是注
记 8.4.2 所确保的.

注记 8.4.8 对于同伦论的研究, §7.3 提及的 CGHaus 或许是比 Top 更方便的范畴. 由
于包含函子 CGHaus → Top 有右伴随 k, 因而保 lim−→, 而 |∆n| 是紧生成 Hausdorff 空
间, 故几何实现 (或奇异集) 中的黏合 (或取 Hom) 可在 CGHaus 中操作1). 定理 8.4.7
中的伴随对因之分成两段, 且以相同的符号记为

sSet CGHaus Top.
|·| 包含函子

Sing k

对于任两个单纯形集 X 和 Y , 它们的积定义为逐项积:

(X × Y )n = Xn × Yn,
di(x, y) = (di(x), di(y)),

sj(x, y) = (sj(x), sj(y)).

这既是 sSet = Set∆
op 中的积, 又是在定义 8.1.8 中取幺半范畴 (Set,×) 的产物. 尽管

两者都是缘自范畴论的定义, 但以下的基本结果说明它们也承载几何意义.

定理 8.4.9 对于单纯形集 X 和 Y , 我们有 CGHaus 中的典范同构

|X × Y | ' |X| × |Y |.

推而广之, CGHaus 版本的 | · | 保有限 lim←−. 如果要求 X 和 Y 其中之一仅有有限多个
非退化单纯形, 则 |X × Y | ' |X| × |Y | 在 Top 中也成立.

一般情形的证明颇费力, 可见 [14, Chapter III] 或 [12]. 同构对几何实现的 Top 版
本一般而言并不成立; 注意到定理对 Top 版本给出的条件并非最优.

推论 8.4.10 记 Grp 为群范畴, 若单纯形集 X 可以升级为 sGrp 的对象, 则 |X| 也自
然地具有拓扑群的结构; 对于其他代数结构也有类似的结果.

1)需要说明的是所论 lim−→ 在 CGHaus 中存在, 这步是拓扑的, 参见 [14, III.1.8, III.2.1].
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基于定理 8.4.9, 我们有理由为 sSet 中的态射 f, g : X ⇒ Y 定义从 g 到 f 的同伦
为态射 H : X ×∆1 → X, 使得下图交换:

X ×∆0 X

X ×∆1 Y

X ×∆0 X

idX×d0

∼

f

H

idX×d1

∼

g

(8.4.2)

作为特例, X ×∆1
投影

X
f
Y 的合成给出从 f 到自身的常值同伦. 然而这般定

义的同伦并非等价关系: 简单的例子足以说明它不满足对称性. 在同伦论中, 一般会要
求 Y 具有额外的性质, 比如是所谓的 Kan 复形. 此时同伦关系具有期望中的性质, 从
而可以组合地开展同伦群, 弱等价等概念的研究.

尽管本书不证明定理 8.4.9, 但针对 X = ∆p 和 Y = ∆q 的简单特例不妨多说几句.
比方说, 如何分类 ∆p ×∆q 的非退化单纯形? 问题的答案非但有助于理解积的几何实
现, 相关构造也是之后需要的.

首先, 任两个偏序集 S1 和 S2 的积 S1 × S2 通过 (a1, a2) ≤ (b1, b2) ⇐⇒ a1 ≤
b1, a2 ≤ b2 成为偏序集, 这也相当于将它们对应的范畴取积.

定义 8.4.11 设 p, q ∈ Z≥0. 所谓 (p, q)-重组,意谓一个保序单映射 σ : [p+q]→ [p]×[q].

对任意 n ∈ Z≥0, 指定保序映射 σ : [n] → [p] × [q] 相当于指定一对保序映射
σ− : [n]→ [p] 和 σ+ : [n]→ [q]; 这也相当于指定 ∆p ×∆q 的一个 n-单纯形. 要求 σ 单
相当于要求 i 7→ (σ−(i), σ+(i)) 的轨迹不停顿 (i = 0, . . . , n). 对于 n = p+ q 的情形, 状
况图解为:

i = 0

(p, q)

恰好移动 p+ q 步. (8.4.3)

于是对于 (p, q)-重组 σ 可以定义

I± := {1 ≤ i ≤ p+ q : σ±(i− 1) < σ±(i)}
= {1 ≤ i ≤ p+ q : σ±(i− 1) = σ±(i)− 1}
= {1 ≤ i ≤ p+ q : σ∓(i− 1) = σ∓(i)} ,
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它们满足 I+ t I− = {1, . . . , p + q}. 子集 I+ (或 I−) 对应 (8.4.3) 的上行 (或右行) 部
分, 故 (p, q)-重组的另一种观点是视之为 p 个符号 → 和 q 个符号 ↑ 的排列, 共有 (

p+q
p

)
种. 这些观察顺带说明 σ+ 和 σ− 对于 (p, q)-重组是保序满射.

命题 8.4.12 设 p, q ∈ Z≥0. 考虑 ∆p×∆q 的 n-单纯形,亦即保序映射 σ : [n]→ [p]×[q].
命 (pi, qi) := σ(i), (p′, q′) := (pn − p0, qn − q0), 则 σ 非退化当且仅当下述条件成立:

� p′ + q′ = n;

� σ 分解为 (p′, q′)-重组 σ′ : [n]→ [p′]× [q′] 和形如 f × g 的保序单射 [p′]× [q′] ↪→
[p]× [q].

证明 让 σ 对应到保序映射对 (σ−, σ+). 按类似图 (8.4.3) 的方式考虑 i 7→ (pi, qi) 的
轨迹, σ 非退化相当于说轨迹不停顿. 其余都是明白的.

基于非退化单纯形的描述, 读者不妨发挥想象力来揣摩 |∆p×∆q| ' |∆p| × |∆q| 在
(p, q) = (1, 1) 和 (2, 1) 时的道理. 例如下图是将 |∆2| × |∆1| 剖分为 3 个四面体的结果,
对应于 3 =

(
3
2

) 个 (2, 1)-重组.

定义 8.4.13 设 σ 为 (p, q)-重组, 其符号定义为

sgn(σ) := (−1)|Iσ|, Iσ := {(i, j) ∈ I− × I+ : i > j} .

若将 σ 视同 p 个 → 和 q 个 ↑ 的排列, 则 Iσ 便是所有出现 “错排” (↑,→) 的数对
(j, i), 其中 j < i. 简单的组合学练习足以说明存在唯一的 τ ∈ Sp+q 将这般排列还原为
形如 → · · · →↑ · · · ↑ 的样式, 而不打乱 I+ 和 I− 内部的顺序, 而定义 8.4.13 相当于说
sgn(σ) = sgn(τ).

对于 (p, q)-重组 σ, 调换 σ− 和 σ+ 的角色给出 (q, p)-重组 σ′. 上述诠释和基本的
组合学论证表明

sgn(σ) = (−1)pq sgn(σ′). (8.4.4)

准此要领, 类似地定义 (p, q, r)-重组为保序单射 σ = (σ−, σ0, σ+) : [p + q + r] →
[p]× [q]× [r], 或理解为符号 →, ↗, ↑ 的排列, 并且定义 sgn(σ) 为 (−1)|Iσ|, 其中 Iσ 由
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所有对应于 (→,↗, ↑) 的奇排列的数组 k > j > i 构成. 同样标准的组合学练习表明若
(p, q, r)-重组 σ 有分解

[p+ q + r]
σ1

[p+ q]× [r]
σ2×id[r]

[p]× [q]× [r],

则 σ1 是 (p+ q, r)-重组, σ2 是 (p, q)-重组, 而且

sgn(σ) = sgn(σ1) sgn(σ2). (8.4.5)

对于分解 [p+ q + r]→ [p]× [q + r]→ [p]× [q]× [r] 自然也有对应的陈述.
等式 (8.4.4) 和 (8.4.5) 的本质都是组合学, 详细验证留作本章习题. 这些观察将在

§8.8 用到.

8.5 Dold–Kan对应
遵循代数拓扑学的惯例,我们将对加性范畴 A考虑其上的链复形范畴 (定义 2.2.4),

记为 Ch(A), 连同其子范畴

Ch≥0(A) :=
{
A = (An, ∂n)n∈Z :链复形, ∀n < 0, An = 0

}
,

其中 ∂n = ∂An : An → An−1. 对于 Ch≥0(A) 显然只需指定资料 (An)n≥0 和 (∂n)n≥1.
同理可以定义 Ch≥m(A); 请参照定义 3.9.1 的上链复形版本.

适当扩大所取的 Grothendieck宇宙,不妨假定A是加性小范畴,见 [51,假设 1.5.2].
从 A 可以定义单纯形对象范畴 sA; 对应于 0 的常值单纯形对象仍记为 0 ∈ Ob(sA).
本节旨在初步地明确这些范畴之间的关系, 更精确地说, 我们将定义三个函子

Ch≥0(A) sAΓ

N

C

其中 N 仅在 A 为 Abel 范畴时方有定义, 而 C 和 N 都可以扩及注记 8.1.4 所谓的半单
纯形对象; 换言之, 它们不涉及退化态射.

我们的处理方式取法 [31, §1.2]. 首务是明确相关定义.

定义 8.5.1 (非正规化链复形) 对于 A 中的半单纯形对象 X 和每个 n ∈ Z≥1, 定义

∂n :=

n∑
i=0

(−1)idi : Xn → Xn−1;

这使得 (Xn)n≥0 连同 (∂n)n 构成 Ch≥0(A) 的对象, 称为 X 给出的非正规化链复形或
Moore 链复形, 记为 CX; 因此 (CX)n = Xn.
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必须说明当 n > 1 时 ∂n−1∂n = 0; 诚然, (8.1.2) 中的 i < j =⇒ didj = dj−1di 蕴
涵

∂n−1∂n =

n−1∑
i=0

n∑
j=0

(−1)i+jdidj

=
∑

0≤i<j≤n

(−1)i+jdj−1di +
∑

n−1≥i≥j≥0

(−1)i+jdidj = 0.

此构造对 X 显然是典范的, 给出函子 C.

例 8.5.2 取交换环 k 和 A = k-Mod. 给定群 Γ, 例 8.3.5 给出对应的单纯形集 EΓ; 定
义 k-Mod 上的单纯形对象 kEΓ, 它的 n 次项是以 EΓ 为基的自由 k-模, di 和 si 则按
线性延拓. 兹断言 C(kEΓ) 正是定义 6.1.10 介绍的链复形 L := (Ln, ∂′n)n. 首先, Ln 按
定义是以 Γn+1 为基的自由 k-模. 取从 (EΓ)n = Γn+1 到 Ln 的映射

(g1, . . . , gn+1) 7→ (g1 · · · gn+1, . . . , gngn+1, gn+1) .

它线性地延拓到 (kEΓ)n 上. 请读者验证 ∑
i(−1)idi 依此对应到 ∂′n : Ln → Ln−1, 给出

所求同构.
此外, Γ 通过 (g1, . . . , gn+1)

g
(g1, . . . , gn, gn+1g) 右作用于每个 (EΓ)n; 这反映在

Ln 的基上, 化作 (g0, . . . , gn)
g

(g0g, . . . , gng); 于是我们得到定义 6.1.10 赋予 L 的右
Γ-作用. 有鉴于此, 对链复形 C(kEΓ) 和 L 逐项取 Γ-余不变量的产物也相互同构, 而前
者又相当于对 EΓ 逐项取商再取自由 k-模. 这导致

C(kBΓ) ' L ⊗
k[Γ]

k,

张量积涉及增广同态 k[Γ]→ k; 作为推论, 群的同调 (定义 6.2.5) 便诠释为

Hn(BΓ; k) := Hn C(kBΓ) ' Hn(Γ, k), n ∈ Z≥0.

左式出现了单纯形集的同调, 这是定义 8.6.3 即将介绍的一般构造. 本章习题将
对 L 的正规化版本 L 给出类似的同构, 它对应于定义 8.5.4 行将讨论的正规化链复形
N(kEΓ).

定义 8.5.3 取定 Ch≥0(A) 的对象 (An, ∂n)n≥0. 按以下方式定义 sA 的对象 Γ(A).

(ΓA)n :=
⊕

t:[n]↠[k]

Ak.

对于 ∆ 的任意态射 f : [m] → [n], 对应的 f∗ : (ΓA)n → (ΓA)m 相对于上述直和
分解表为以下矩阵

(Φu,t : Ak → Al)u:[m]↠[l]
t:[n]↠[k]

,
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按以下方式确定: 给定 t : [n] � [k], 作 tf 的满–单分解

[n]

[m] [k]

[l]

tf

u v

(8.5.1)

� 若 l = k, 命 Φu,t = id;

� 若 l = k − 1 而 v = d0 (遗漏 0 的保序单射), 命 Φu,t = ∂k : Ak → Ak−1;

� 其余情形命 Φu,t = 0.

留意到当 f 和 t 给定, 至多仅有唯一的 u 使 Φu,t 6= 0.

关于 ΓA ∈ Ob(sA) 的验证比较琐碎, 在此略过. 核心是 (ΓA)n 的直和项 An 和它
们在保序单映射下的行为, 其他低次直和项 Ak 皆来自满态射 [n] � [k] 诱导的退化, 一
般情形下 f∗ 的定义不过是体现此思路.

上述构造是典范的, 给出函子 Γ : Ch≥0(A)→ sA.

定义 8.5.4 设 A 是 Abel 范畴. 对 A 中的半单纯形对象 X 和所有 n ∈ Z≥0 和
0 ≤ k ≤ n 定义

(NX)n :=

n⋂
i=1

ker [di : Xn → Xn−1] , n ≥ 1,

(NX)0 := X0.

连同 Xn

d0
Xn−1 所诱导的态射族 NXn → NXn−1 (请用 (8.1.2) 验证), 合理地

记为 ∂n, 它们构成 Ch≥0(A) 的对象 NX, 称为 X 对应的正规化链复形.

命题 8.5.5 对如上之 X 和每个 n ≥ 0, 记 un : (NX)n ↪→ Xn 为自然嵌入, 则 (un)n≥0

构成 Ch≥0(A) 中的单态射 u : NX → CX, 它对 X 满足函子性.

证明 直接来自 NX 和 CX 的定义.

后续几则结果是 Dold–Kan 定理 8.5.9 的必要铺垫.

引理 8.5.6 设 A 是 Abel 范畴, 则对所有 A ∈ Ob(Ch≥0(A)) 和 n ≥ 0 皆有 NΓ(A)n =

An. 这给出函子的同构 η : idCh≥0(A)
∼→ NΓ.

证明 给定 t : [n] � [k], 注意到当 k < n 时, 总可以取 1 ≤ i ≤ n 使得 t−1(t(i)) 至少
有两个元素, 从而 tdi 满, 使下图交换:

[n]

[n− 1] [k]

[k]

tdi

tdi id
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代入定义 8.5.3 遂知 NΓ(A)n 包含于 id : [n] → [n] 对应的直和项 An. 然而易证该定
义进一步蕴涵 NΓ(A)n = An, 而且 NΓ(A)n+1 → NΓ(A)n 正是 ∂n+1 : An+1 → An.
证毕.

引理 8.5.7 设 A 是 Abel 范畴, 则先前定义的函子给出伴随对

Γ : Ch≥0(A) sA : N

� 对应的单位态射是引理 8.5.6 的同构 η;

� 余单位态射 ε : ΓN→ idsA 描述如下: 给定 t : [n] � [k], 在 ΓN(X)n 中相应的直

和项 (NX)k 上, εX,n 是 (NX)k ⊂ Xk
t∗

Xn.

证明 给定 A ∈ Ob(Ch≥0(A)) 和 X ∈ Ob(sA), 首要目标是证

HomsA(Γ(A), X)
N HomCh≥0(A)(NΓ(A),N(X))

η∗A HomCh≥0(A)(A,N(X))

的合成为双射. 其逆具体定义如下. 给定 φ = (φn)n≥0 : A→ N(X), 定义态射

Φn : (ΓA)n =
⊕

t:[n]↠[k]

Ak → Xn

使得它在对应 t : [n] � [k] 的直和项上是

Ak
φk

(NX)k ⊂ Xk
t∗

Xn

的合成. 对于如上之 t 和任意的 f : [m]→ [n], 作 tf 的满–单分解如 (8.5.1), 并考虑 A
中的图表 (参见定义 8.5.3):

Ak (NX)k Xk Xn

Al (NX)l Xl Xm

φk

Φu,t v∗|(NX)k

t∗

v∗ f∗

φl u∗

左侧方块因正规化链复形 NX 的定义而交换, 中间方块显然交换, 右侧方块因 tf = vu

交换. 因此 Φ = (Φn)n 是 sA 的态射.
关于 η∗AN和 φ 7→ Φ互逆的验证不过是例行公事. 在 φ 7→ Φ的描述中取 φ = idNX ,

结果正是断言中的 ε.

引理 8.5.8 取 A = Ab, 则 Γ 是等价; 精确地说, 伴随对 Γ : Ch≥0(Ab) sAb : N
是 [51, 定理 2.6.12] 所谓的伴随等价.
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证明 要点在于验证引理 8.5.7 描述的余单位态射 ε 为同构. 选定 X ∈ Ob(sA), 兹断
言 εX,n : Γ(NX)n → Xn 对每个 n ≥ 0 皆单. 设 x = (xt)t 属于左式, 其中 t 遍历保序
满射 [n] � [k]. 给定 t, 定义保序单射

s = st : [k] ↪→ [n]

i 7→ min t−1(i),

它满足 ts = id[k]. 现在假定 x 6= 0, 记

S := {t : xt 6= 0} 6= ∅.

取最小的 k 使得存在属于 S 的 t : [m] � [k], 再取如此之 t 使∑k
i=0 min t−1(i) 尽量小,

并构造 s. 今将往证 s∗(εX,n(x)) = xt ∈ Xk, 以此说明 εX,n(x) 6= 0.
基于 εX,n 的具体描述, 仅须对 t′ : [n] � [k′] 证明 s∗(t′)∗(xt′) 6= 0 蕴涵 t = t′ 即

可. 命 u := t′s : [k] → [k′]. 当 t′ /∈ S 时 xt′ = 0, 故以下设 t′ ∈ S 满足 s∗(t′)∗(xt′) =

u∗(xt′) 6= 0.
由于 t 保序而且满, min t−1(0) = 0, 对 t′ 亦然, 故 u(0) = 0. 又由 xt′ ∈ (NX)k′ 可

推知仅当 im(u) ⊃ {1, . . . , k′} 时才可能有 u∗(xt′) 6= 0. 故以下可设 u 满, k 的取法遂蕴
涵 k′ = k 而 u = id.

综之, t′
(
min t−1(i)

)
= i 对 i = 0, . . . , k 皆成立, 故 min(t′)−1(i) ≤ min t−1(i). 回

顾 t 的取法可得 min(t′)−1(i) = min t−1(i) 对所有 0 ≤ i ≤ k 成立; 稍加思索, 可知这相
当于说 t = t′. 至此证得 εX,n 单.
以下对 n 递归地证明 εX,n 满. 兹断言对所有 0 ≤ i ≤ n 皆有

im (εX,n) ⊃ X(i)n :=
⋂

i<j≤n

ker(dj) ⊂ Xn.

当 i = 0 时 X(i)n = (NX)n, 上式容易从 εX,n 的具体描述导出, 而我们的目标是
i = n. 设 n ≥ i ≥ 1 而 y ∈ X(i)n. 关于 n− 1 的递归假设和 εX,n 的描述蕴涵

si−1di(y) ∈ si−1 (im (εX,n−1)) ⊂ im (εX,n) .

另一方面, 单纯形等式 (8.1.2) 蕴涵

disi−1di = di,

j > i =⇒ djsi−1di = si−1dj−1di = si−1didj .

故 y − si−1di(y) ∈ X(i − 1)n, 而关于 i − 1 的递归假设说明它属于 im (εX,n). 综之
y ∈ im (εX,n), 明所欲证.

定理 8.5.9 (A. Dold, D. Kan) 对于任意加性范畴 A, 函子 Γ : Ch≥0(A) → sA 是全忠
实的.
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� 若 A 还是 §2.5 提及的 Karoubi 范畴, 亦即所有幂等元都有核, 则 Γ 是范畴等价.

� 若进一步要求 A 是 Abel 范畴 (因而也是 Karoubi 范畴), 则 N 是 Γ 的拟逆函
子, Γ : Ch≥0(A) sA : N 是伴随等价, 伴随对的单位和余单位态射由引理
8.5.7 描述.

证明 考虑函子

h̃A : A → Ã∧ := Ab(Aop), Y 7→ HomA(·, Y ).

它和忘却函子 Ab → Set 合成等于 §A.1 回顾的米田嵌入 hA : A → A∧. 函子 h̃A

是全忠实的, 这点不过是 Ab-充实版本的米田引理, 但也可以从原版推导: 对任意
Y1, Y2 ∈ Ob(A), 合成映射

HomA(Y1, Y2)→ HomÃ∧

(
h̃A(Y1), h̃A(Y2)

)
→ HomA∧ (hA(Y1), hA(Y2))

已知是双射, 但第二段明显是单射, 由此可知两段皆为双射.
命题 2.1.4 表明 Ã∧ 自然地成为 Abel 范畴. 以相同的符号标记 h̃A 在链复形和单

纯形对象上诱导的函子, 考虑图表:

Ch≥0(A) sA

Ch≥0(Ã∧) sÃ∧
h̃A

Γ

h̃A

Γ

此图精确到典范同构是交换的. 上一段的观察说明两个垂直箭头全忠实, 而逐对象地应
用关于 Ab 的引理 8.5.8, 可见第二行是范畴等价. 于是第一行的 Γ 全忠实.
对于任意函子 F : C → C′, 我们称 X ′ ∈ Ob(C′) 属于 F 的本质像, 如果存在

X ∈ Obj(C) 使得 X ′ ' FX. 搭配引理 8.5.8 对 Ch≥0(Ab)→ sAb 的拟逆的描述, 便能
得到以下结论: X ∈ Ob(sA) 属于 Γ 的本质像当且仅当 Nh̃A(X)n 对每个 n ≥ 0 皆属
于 h̃A : A → Ã∧ 的本质像.

注意到 h̃A : A → Ã∧ 保有限直和. 当 A 是 Karoubi 范畴时, A → Ã∧ 的本质像因
而对萃取直和项保持封闭; 既然 Nh̃A(X)n 是 ΓNh̃A(X)n ' hA(X)n 的直和项, 此时 Γ

全忠实本质满, 从而是等价.
最后, 伴随等价定理 [51, 定理 2.6.12] 确保 Γ : Ch≥0(A)→ sA 的拟逆总能扩充为

其右伴随. 当 A 是 Abel 范畴时, 引理 8.5.7 已经说明 N 是 Γ 的右伴随, 因而是 Γ 的
拟逆. 明所欲证.

约定 8.5.10 基于此, 当 A 是 Karoubi 范畴时, 可以选定 Γ : Ch≥0(A)→ sA 的拟逆函
子, 并且合理地记之为 N.

虽然 NX 的初始定义是 CX 的子对象, 但是它也可以理解为商, 后者在很多场合
更加方便. 以下便来说明这一点.
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考虑 Karoubi 范畴 A 和 X ∈ Ob(sA). 对所有 n ≥ 0 定义 A 中的态射 Ψn, 其刻
画是使下图对所有 0 ≤ j < n 交换:⊕

0≤i<nXn−1 Xn

Xj

Ψn

直和项 sj

因此考虑 coker(Ψn) (亦即 Ψn 和 0 的余等化子) 相当于从 Xn 抹去所有退化部分, 至
少当 A是 Abel范畴时可作此观; 次一结果说明 coker(Ψn)不只存在, 还通过命题 8.5.5
的自然嵌入 u : NX → CX 等同于 (NX)n, 这就提供了看待 NX 的另一视角.

命题 8.5.11 在上述情境中, coker(Ψn) 存在并且典范同构于 (NX)n. 考虑相应的合成
vn : Xn � coker(Ψn)

∼→ (NX)n, 则 (vn)n 给出态射 v : CX → NX, 它对 X 有函子性,
并且对自然嵌入 u : NX ↪→ CX 满足 vu = idNX .

证明 鉴于定理 8.5.9, 不妨假设 X = ΓA, 其中 A ∈ Ob(Ch≥0(A)). 于是 Ψn 表作⊕
0≤i<n

⊕
t:[n−1]↠[k]

Ak →
⊕

t′:[n]↠[k]

Ak.

回忆函子 Γ 的定义 8.5.3 可见 Ψn 在左式的 (i, t)-直和项按下述方式作用: 取 [n]
si

[n− 1]
t
[k] 的合成, 这仍是保序满射, 记为 t′, 而 Ak 恒等地映至右式的 t′-直和项 Ak.

观察到 t′ : [n] � [k] 来自这样的 (i, t) 当且仅当 k < n. 以引理 8.5.6 的 η 定义 vn

为合成 (ΓA)n
投影

An ∼
η

(NΓA)n. 综上可见
[商 : (ΓA)n → cokerΨn] ' [vn : (ΓA)n � (NΓA)n].

展开定义可见 vnun = id(NΓA)n 几近同义反复. 接着来说明 (vn)n 给出 Ch≥0(A)
中的态射 v, 这相当于说下图外框交换

(ΓA)n (ΓA)n−1

An An−1

(NΓA)n (NΓA)n−1

∑
i(−1)

idΓA
i

投影 投影
∂A
n

η η

∂NΓA
n

下半部交换是因为 η 是态射, 上半部交换则是 dΓAi 定义的直接操练 (在定义 8.5.3 中取
f = di). 最后, v 显然对 X 有函子性.

下一个目标是对 Abel 范畴的情形更精密地比较 C 和 N. 对于链复形之间的态射
有同伦的概念, 见定义 3.2.6 和注记 3.2.10. 链复形之间的态射若在同调层次诱导同构,
则称为拟同构.
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定理 8.5.12 设 A 为 Abel 范畴, X ∈ Ob(sA), 则引理 8.5.5 的 u : NX → CX 和命题
8.5.11 的 v : CX → NX 皆是拟同构.

证明 已知 vu = idNX , 证 v 是拟同构即可. 由于 v 有右逆, 因而满, 链复形的长正合
列 (命题 3.6.4) 将问题化为证 ker(v) 零调. 鉴于定理 8.5.9, 以下不妨设 X = ΓA, 其中
A ∈ Ob(Ch≥0(A)). 因此

(CX)n =
⊕

t:[n]↠[k]

Ak,

∂n : (CX)n → (CX)n−1

给定 n ≥ 0 和 i ∈ Z, 记 (C≤iX)n 为 (CX)n 中由满足

∃ j, max{n− i, 1} ≤ j ≤ n, t(j) = t(j − 1)

的直和项截出的子对象. 我们有 i ≤ i′ =⇒ (C≤iX)n ⊂ (C≤i′X)n.
因为 vn 不外是向 t = id[n] 的直和项作投影, 当 i ≥ n− 1 时 (C≤iX)n = ker(vn).

以下来说明 (
(C≤iX)n

)
n≥0 给出 CX 的子链复形 C≤iX. (8.5.2)

为了证明这点, 选定满足前述条件的 t : [n] � [k] 和 max{n − i, 1} ≤ j ≤ n.
今后记 di = dXi , sj = sXj . 对任意 0 ≤ h ≤ n, 在图表 (8.5.1) 中取 m = n − 1 和
f = dh : [n− 1] ↪→ [n].

� 设 h /∈ {j − 1, j}, 命 j′ := (dh)−1(j), 则 u : [n − 1] � [l] 满足 u(j′) = u(j′ − 1),
而且易见 n − 1 − i ≤ j′ ≤ n − 1. 此时 (−1)hdh : Xn → Xn−1 将 Ak 映到 u 在
(C≤iX)n−1 中确定的直和项.

� 承上, 若进一步要求 h ≥ n− i− 1, 则 j′ 的范围还可以细化为 n− i ≤ j′ ≤ n− 1;
换言之, 此时 Ak 的像落在 (C≤i−1X)n−1.

� 对于 h ∈ {j − 1, j} 的情形, 请读者验证 tdj−1 = tdj ; 由此可得 dj−1, dj : Xn ⇒
Xn−1 在 t 对应的直和项 Ak 上相同, (−1)j−1dj−1 和 (−1)jdj 在此相消.

这就确立了 (8.5.2); 第二和第三点还顺带给出同余式
n∑
h=0

(−1)hdh ≡
n−i−2∑
h=0

(−1)hdh (mod C≤i−1X) (8.5.3)

综上, 问题化约为证 C≤iX 零调. 命

D := C≤iX/C≤i−1X.

留意到 C<−1X = 0. 链复形的长正合列遂将问题归结为递归地证明 D 零调 (i ≥ 0).
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为了证明 D 零调. 考虑态射族
(−1)n−i−1sn−i−1 : Xn → Xn+1, n ≥ i+ 1.

简单的验证说明它们保持 (C≤i−1X)• 和 (C≤iX)• (这是最优选取), 从而诱导

hn : Dn → Dn+1.

我们将 sk 的定义按零延拓到所有 k ∈ Z, 借此将 hn 的定义按零延拓到 n ≤ i 的
情形; 观察到 n ≤ i =⇒ Dn = 0, 因此这是唯一合理的选择. 兹断言

∂Dn+1hn + hn−1∂
D
n = idDn , n ∈ Z.

这将说明 D 零调. 首先是应用 (8.5.3) 得到

∂Dn =

n−i−2∑
j=0

(−1)jdj mod C≤i−1(X)n−1.

搭配 (8.1.2) 可见当 n ≥ i+ 1 时

∂Dn+1hn = (−1)n−i−1
n−i−1∑
j=0

(−1)jdjsn−i−1 mod C≤i−1(X)n

= (−1)n−i−1
n−i−2∑
j=0

(−1)jsn−i−2dj + idC≤i(X)n mod C≤i−1(X)n

= −hn−1∂Dn + idDn
.

等式在 n ≤ i 时也平凡地成立. 断言得证.

注记 8.5.13 理所当然, 我们也希望对复形范畴 C(A) 或者其子范畴 C≤0(A), C≥0(A)
获取本节各种定理的相应版本, 特别是 Dold–Kan 对应. 对此至少有两种简单进路: 一
是镜射, 二是倒转或对偶.

1. 如注记 2.2.6 所述, C(A) 和 Ch(A) 通过 Xn = X−n 和 dn = ∂−n 彼此对应. 本
节的所有结果都能借此搬运到复形上, 例如定理 8.5.9 的镜射版本是 C≤0(A) 和
sA 之间的伴随等价.

2. 另一种方法是考虑余单纯形范畴 csA. 我们有范畴等价

csA ' s (Aop)
op ' Ch≥0(Aop)op ' C≥0(A),

最后一步是反转箭头的产物, 如注记 2.2.6.

关于正规化复形等操作也都能类似地翻译到复形范畴中.
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8.6 同调计算
函子 C 或 N 的经典应用是定义单纯形集的同调, 这与代数拓扑学的研究息息相关.

定义 8.6.1 对任意 K ∈ Ob(sSet), 定义 ZK ∈ Ob(sAb) 使得 (ZK)n 是以 Kn 为基的
自由 Z-模, 而其上的 di, sj 来自 K 带有的映射. 这给出函子 Z(·) : sSet→ sAb.

命题 8.6.2 我们有自然的伴随对 Z(·) : sSet sAb :忘却 .

证明 函子 Z(·) 和忘却都是逐次地定义的. 一切化为自由–忘却伴随对 Set � Ab.

对于所有 X ∈ Ob(sAb), 指定态射 Z∆n → X 因而便相当于指定 Xn 的元素.
此外, Z(X × Y ) ' ZX ⊗ ZY , 右式的 ⊗ 代表逐次地取 Xn ⊗

Z
Yn.

定义 8.6.3 对于单纯形集 K 和任意 n ∈ Z≥0, 记 Hn(K;Z) := Hn (C(ZK)), 称为 K

的 n 次同调群; 这给出一族函子 Hn(·;Z) : sSet→ Ab.

� 推而广之, 可以定义系数为 Z-模 M 的同调 Hn(K;M) := Hn (C(ZK)⊗M), 其
中 · ⊗M 代表将链复形逐项地取 · ⊗

Z
M 的产物.

� 系数为 M 的上同调定义为 Hn(K;M) := Hn (HomZ(C(ZK),M)), 括号内视作复
形. 根据 Z(·) 的泛性质, 复形的 n 次项也可以等同于

Maps(Kn,M) := {映射 Kn →M} ,

它按照逐点运算成为 Z-模, 微分同态则等同于
∑
i(−1)i(di)∗.

若在上述定义中以 N(ZK) 代 C(ZK), 得到的同调群 (或上同调) 群是典范同构的,
这是定理 8.5.12 的推论. 采用 N(ZK) 有时更为简单, 这是因为命题 8.5.11 导致

N(ZK)n =
⊕
x∈Knd

n

Zx,

此处 Knd
n ⊂ Kn 代表非退化单纯形所成子集, 而 N(ZK)n → N(ZK)n−1 是先取∑n

i=0(−1)idi 再向 Knd
n−1 部分作投影. 例如

N(Z∆0) = Z置于 0 次项,

C(Z∆0) =

[
· · · 1

Z
0

Z
1

Z
0

Z
]
.

例 8.6.4 作为一则有用的特例,考虑有下界 e的非空偏序小集 (Q,≤). 这给出保序映射

[0]
0 7→e

Q→ [0].
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将 Q 视同范畴, 取例 8.3.1 介绍的脉 S := N(Q); 根据脉的原初定义, 我们又有
N([n]) = ∆n. 于是得到 sSet 的态射

∆0 i
S

q
∆0, qi = id∆0 .

由此进一步得到

Z = N(Z∆0)
Ni N(ZS)

Nq
Z,

其中 Z 视同链复形, 置于 0 次项. 我们断言 Ni 和 Nq 在链复形的同伦范畴中互逆; 特
别地 H0(Q;M) ' Z, 而 n 6= 0 时 Hn(Q;M) = {0}.

既然 qi = id, 问题只在给出从 NiNq 到 id 的同伦. 对所有 n ≥ 0, 观察到 Snd
n 的

元素是 Q 中形如 q0 < · · · < qn 的链; 命
hn : Snd

n → Snd
n+1 ∪ {0}, n ≥ 0

q0 < · · · < qn 7→

{
e < q0 < · · · < qn, q0 6= e

0, q0 = e.

将此线性地延拓到 ZSnd
n ' (NS)n. 容易验证它具备同伦所需的条件, 细节留给读者

练手.

同调的计算离不开同伦. 在 Dold–Kan 对应之下, 链复形的同伦反映单纯形对象的
同伦, 后者的定义可以组合地给出.

定义 8.6.5 (单纯形同伦) 设 X 和 Y 是范畴 C 中的单纯形对象, f, g : X ⇒ Y 是一对
态射. 从 g 到 f 的单纯形同伦意谓一族态射

hi = hni : Xn → Yn+1, 0 ≤ i ≤ n

简记为 h, 所需条件是

d0h0 = fn,

dn+1hn = gn,

dihj =


hj−1di, 0 ≤ i < j

dihi−1, 1 ≤ i = j

hjdi−1 i > j + 1,

sihj =

{
hj+1si, i ≤ j
hjsi−1, i > j.

上述定义是组合的, 然而它在 C = Set 情形和基于拓扑直观的 (8.4.2) 是一回事.
何以故? 对所有 n ∈ Z≥0, 将 (∆1)n 具体表作 {α−1, . . . , αn}, 其中 αi : [n] → [1] 映
≤ i 的数为 0, 其余映为 1, 因此指定 Hn : (X ×∆1)n → Yn 相当于指定 Hn

−1, . . . , H
n
n :

Xn → Yn.
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� 给定单纯形同伦的资料 (hni )i,n, 定义 Hn
−1 = g, Hn

n = f , 并且对 0 ≤ i ≤ n− 1 定
义 Hn

i = dn+1h
n
i .

� 给定交换图表 (8.4.2) 的资料 H, 定义 hni := Hn+1
i si : Xn → Yn+1.

例行的验证说明双向映射良定义, 互为逆.
对于 C = Ab 的情形, 只要将 (8.4.2) 中的 X ×∆i 换成 X ⊗ Z∆i, 在 sAb 中操作,

则相同论证通行无阻. 下述结果因之是毫不意外的.

命题 8.6.6 考虑 sA 中的一对态射 f, g : X ⇒ Y . 若 h 是从 g 到 f 的单纯形同伦, 则(∑n
j=0(−1)jhnj

)
n≥0
给出 Cf,Cg : CX ⇒ CY 之间的同伦.

证明 照例将 X 和 Y 的各个面态射统一记为 di 的形式, 并省略 hj 的上标, 这不会导
致混淆. 我们有 HomA(Xn, Yn) 中的等式

n+1∑
i=0

(−1)idi
n∑
j=0

(−1)jhj +
n−1∑
j=0

(−1)jhj
n∑
i=0

(−1)idi

= fn − gn +
∑

0≤i≤n+1
0≤j≤n

(i,j) 6=(0,0),(n+1,n)

(−1)i+jdihj +
∑

0≤i≤n
0≤j≤n−1

(−1)i+jhjdi.

将末式的第一个和改写为
∑

0≤i≤n+1
i<j≤n

(−1)i+jhj−1di +
n∑
i=1

dihi −
n∑
i=1

dihi−1 +
∑

1≤i≤n+1
0≤j<i−1

(−1)i+jhjdi−1

= −
∑

0≤i≤n
i≤j≤n−1

(−1)i+jhjdi −
∑

0≤i≤n
0≤j<i

(−1)i+jhjdi;

此处用到 1 ≤ i ≤ n =⇒ dihi = dihi−1. 这消去第二个和, 留下 fn − gn.

我们接着考虑增广半单纯形对象 (注记 8.1.4) 和它们对应的链复形, 这些结果将在
§8.7 用上. 如无另外说明, 增广半单纯形对象 X 的增广态射统一记为 ε : X0 → X−1

之形.

定义 8.6.7 对于加性范畴 A上的增广半单纯形对象 X,对应的 CX 可以扩充为链复形

CaugX :=

[
· · ·

∂3
X2

∂2
X1

∂1
X0

∂−1:=ε
X−1 → 0→ · · ·

]
,

∂n :=

n∑
i=0

(−1)idi : Xn → Xn−1, n ≥ 1.
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从 d0ε = d1ε 可见 CaugX 确实是 Ch≥−1(A) 的对象; 它也能视同 Ch≥0(A) 中
的态射

ε : CX → X−1

置于 0 次
, 在 0 次项为 ε, 其余为 0.

定义 8.6.8 设 X 是任意范畴 C 上的增广半单纯形对象. 若存在态射族 kn : Xn →
Xn+1, 其中 n ∈ Z≥−1, 使下述条件成立, 则分别称 X 左可缩或右可缩:

左可缩 右可缩

εk−1 = idX−1
εk−1 = idX−1

d0kn = idXn
dn+1kn = idXn

dikn = kn−1di−1 (1 ≤ i ≤ n+ 1, n ≥ 1) dikn = kn−1di (0 ≤ i ≤ n, n ≥ 1)

d1k0 = k−1ε d0k0 = k−1ε

请读者验证左和右可缩性在注记 8.1.7的意义下是倒序对偶的. 此外,两者都是 “绝
对” 性质: 若 X 左 (或右) 可缩, 相应的资料取为 (kn)n≥−1, 则对任何函子 F : C → D,
资料 (Fkn)n≥−1 使得 X 对 F 的像左 (或右) 可缩.

例 8.6.9 对于任意幺半群 Γ, 将例 8.3.5 介绍的 EΓ 作成增广单纯形集, 使得 (EΓ)−1 =

{1}, 增广态射 ε : (EΓ)0 → (EΓ)−1 是常值映射. 这是右可缩的: 对 n ≥ −1 定义
kn : (EΓ)n → (EΓ)n+1 为 (g1, . . . , gn+1) 7→ (g1, . . . , gn, 1). 它平凡地满足 εk−1 = id; 只
要展开定义, dn+1kn = id, dikn = kn−1di (当 0 ≤ i ≤ n, n ≥ 1) 和 d0k0 = k−1ε 的验证
也都毫无困难.

若取交换环 k, 并以例 8.5.2 等同链复形 C(kEΓ) 和定义 6.1.10 的链复形 L =

(Ln, ∂′n)n, 则增广给出的 L→ k 无非命题 6.1.13 给出的解消. 鉴于下一则结果, EΓ (从
而 kEΓ) 的可缩性便为 L→ k 为拟同构这一事实提供了拓扑解释.

命题 8.6.10 设 A 是加性范畴, X 是 A 中的左可缩或右可缩增广半单纯形对象, 则从
CaugX 到其自身的恒等态射是零伦的.

证明 先论左可缩情形, 取其定义中的态射族 kn : Xn → Xn+1. 对 n < −1 (或 n < 0)
的情形定义 kn = 0 (或 ∂n = 0), 另外定义 ∂0 = ε. 我们希望以 (kn)n 见证零伦, 亦即证

∂n+1kn + kn−1∂n = idXn
.

当 n < −1 时两边皆为 0, 当 n = −1 时左式为 idX−1 , 当 n = 0 时左式为
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d0k0 − d1k0 + k−1ε = idX0
. 当 n ≥ 1 时计算左式给出

n+1∑
i=0

(−1)idikn +

n∑
i=0

(−1)ikn−1di

= idXn
+

n+1∑
i=1

(−1)ikn−1di−1 +
n∑
i=0

(−1)ikn−1di = idXn
.

对于右可缩的情形, 改取 (
(−1)n+1kn

)
n
即可.

8.7 杠构造
定义 7.6.1 说明了何谓范畴 C 上的单子, 以及其对偶版本余单子. 本节的起点是从

单子 (或余单子) 制造 End(C) 中的增广余单纯形 (或单纯形) 对象的一种思路. 由此可
以合理地解释同调代数中许多基本构造, 包括本节末尾将回顾的 Hochschild 同调与上
同调 (例 8.7.7).

例 8.7.1 设 (T, µ, η) 是范畴 C 上的单子, 亦即自函子范畴 End(C) = CC 上的代数. 注
记 7.1.17 的 “游走代数” 构造给出相应的幺半函子

FinOrd→ End(C), n 7→ Tn,

亦即 End(C)中的增广余单纯形对象. 对偶地,范畴 D上的余单子 (L, δ, ε)给出 End(D)
中的增广单纯形对象, 此处 δ : L→ L2 而 ε : L→ idD.

� 本节主要考虑余单子在 D 上给出的增广单纯形对象. 精确地说, 它的 n 次项是
Ln+1, 面与退化态射容易写下为

di := LiεLn−i : Ln+1 → Ln,

sj := LjδLn−j : Ln+1 → Ln+2, 0 ≤ i, j ≤ n;

增广对象的 −1 次项是恒等函子. 注意到 d0 的公式在 n = 0 时仍有意义, 给出增
广态射 ε : L→ idD.

� 相应地, C 上的增广余单纯形对象以 Tn+1 为其 n 次项, 而
di := T iηTn−i : Tn → Tn+1,

sj := T jµTn−j : Tn+2 → Tn+1, 0 ≤ i, j ≤ n;

在 n = 0 时 d0 化为增广态射 η : idC → T .

单子或余单子的一个重要来源是伴随函子. 基于经典理论中的一些渊源 (请参考
§3.8), 这类构造统称为杠构造.
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例 8.7.2 (杠构造: 伴随对) 取定伴随对

F : C D : G,
η : idC → GF 单位
ε : FG→ idD 余单位

依照例 7.6.2, 由此得到

� C 上的单子 (T, µ, η) := (GF,GεF, η), 对应的增广余单纯形对象记为

Cobar(F,G) : FinOrd→ End(C);

� D 上的余单子 (L, δ, ε) := (FG,FηG, ε), 对应的增广单纯形对象记为

Bar(F,G) : FinOrdop → End(D).

对应的面与退化态射 (及其对偶版本) 已在例 8.7.1 描述.
既然 Bar(F,G) (或 Cobar(F,G)) 取值在函子范畴 End(D) (或 End(C)), 对之可以

逐次地左合成 (或右合成) G. 前者的产物是增广单纯形对象 GBar(F,G) : FinOrdop →
CD, 其通项是函子

GBar(F,G)n = GLn+1 = (GF )n+1G

= Tn+1G : D → C, n ≥ −1.

面态射 di : T
n+1G→ TnG (当 i = n = 0 时理解为增广态射) 是

di =


GLiεLn−i = T iGεFTn−i−1G

= T iµTn−i−1G, 若 0 ≤ i < n,

GLnε = TnGε, 若 i = n;

从 n ≥ 0 次项出发的退化态射 sj : T
n+1G→ Tn+2G 则表作

sj = GLjδLn−j = GLjFηGLn−j

= T j+1ηTn−jG, 0 ≤ j ≤ n.

增广余单纯形对象 Cobar(F,G)G 也有相应的描述: 它的 n 次项仍是 Tn+1G =

GLn+1, 而

[
di : GLn → GLn+1

]
=

{
GLi−1δLn−i, 0 ≤ i < n

ηGLn, i = n,[
sj : GLn+2 → GLn+1

]
= GLjεLn−j+1, 0 ≤ j ≤ n.

同样地, 当 i = n = 0 时 d0 应当理解为增广态射 ηG : G→ GFG = GL.
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建议初学的读者在此稍作停顿, 对于 k-代数的同态 f : A→ B 和伴随对
B ⊗

A
(·) : A-Mod B-Mod :忘却

描述 Bar (或 Cobar) 在左 B-模 M (或左 A-模 N) 处的取值, 再用定义 8.5.1 的函子 C
写下对应的链复形; 对于右模版本, 相应的余单子 (或单子) 在例 7.7.8 已有完整描述.

例 8.7.3 (杠构造: 自由与忘却) 取定范畴 C 上的单子 (T, µ, η). 定义–命题 7.6.6 给出
伴随对

FreeT : C CT : UT ,
自由

忘却

它确定的单子正是 (T, µ, η). 将此代入例 8.7.2, 给出增广单纯形对象
Bar(T ) := Bar(FreeT , UT ) : FinOrdop → End(CT ).

在给定的 (M,a) ∈ Ob(CT ) 上求值给出从 End(CT ) 到 CT 的函子. 逐次地施此于
Bar(T ), 便有增广单纯形对象

Bar(M,a) : FinOrdop → CT .

以下考察 UTBar(M,a) : FinOrdop → C, 这也是 UTBar(T ) 在 (M,a) 取值的产物.

� 代入例 8.7.2 可见 UTBar(M,a) 的通项是
UTBar(M,a)n = Tn+1UT (M,a) = Tn+1M, n ≥ −1.

� 仍记 (FreeT , UT ) 的余单位为 ε. 定义–命题 7.6.6 的证明已验证[
ε(M,a) : FreeTUT (M,a) = (TM,µM )→ (M,a)

]
= a,

因而 UTBar(M,a) 的面态射是
[
di : T

n+1M → TnM
]
=

{
T iµTn−i−1M , 0 ≤ i < n

Tna, i = n.

上式在 i = n = 0 时也有意义, 给出增广态射, 即 a : TM →M .

� 它的退化态射是[
sj : T

n+1M → Tn+2M
]
= T j+1ηTn−jM , 0 ≤ j ≤ n.

综上, UTBar(M,a) 可以简练地表作

· · · T 3M T 2M TM M.

µT2M

T 3a

µTM

TµM

T 2a

µM

Ta

a (8.7.1)

先前抽象地说明了这些箭头满足单纯形等式 (8.1.2), 尽管直接计算也没有本质的
困难. 此外, 例 7.6.10 说明图表右端将 a : TM →M 实现为余等化子.
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杠构造给出的增广单纯形对象 (8.7.1) 可以粗略地设想为 M 的某种替代品. 为了
阐明这点, 不妨考虑以下问题. 设 Γ 为群, 赋予独点集 {pt} 平凡的右 Γ-作用, 试问:

如何理解 “商空间” {pt}/Γ?

若用商集或商拓扑空间的素朴定义, 答案当然是无聊的; 一般而言, 非自由作用总会抹
除原空间的信息. 但是实践中的种种要求促使人们对非自由的商寻求更精细的定义.

为此, 我们记 Set-Γ 为全体右 Γ-小集形成的范畴, 并考虑自由–忘却伴随对 Set �
Set-Γ. 杠构造从独点右 Γ-集 {pt} 产出 Set-Γ 的单纯形对象, 它正是例 8.3.5 介绍的单
纯形集 EΓ; 细节验证划入本章习题. 一旦领略这一事实, 并且承认杠构造在此确实胜任
{pt} 的替代品, 则 {pt}/Γ 就有理由取为 (EΓ)/Γ ' BΓ — 这是对自由作用取商, 给出
Γ 的分类空间; 它比素朴的商集更合理, 也往往更有用.

在何种意义下能说例 8.7.2, 8.7.3 的增广单纯形对象给出原对象的某种替代品, 或
称 “解消”? 思路来自拓扑学, 具体内涵涉及定义 8.6.8 所谓的可缩性. 一则相关结果
如下.

命题 8.7.4 考虑例 8.7.2 的情境: 取定伴随对

F : C D : G,
η : idC → GF 单位

ε : FG→ idD 余单位

以此得到 End(D) 中的增广单纯形对象 Bar(F,G). 此时 GBar(F,G) 左可缩.

证明 沿用例 8.7.2 的符号, 如 T = GF 和 µ : T 2 → T 等等. 回忆到 GBar(F,G)n =

Tn+1G. 对所有 n ≥ −1, 我们取
kn := ηTn+1G : Tn+1G→ Tn+2G.

继续回忆 GBar(F,G) 的 di : T
n+1G→ TnG 是 T iµTn−i−1G (若 0 ≤ i < n) 或 TnGε

(若 i = n), 增广态射是 Gε : TG→ G (注意: 与定义 8.6.8 的符号不同). 关于左可缩的
条件逐一验证如下.
首先, 伴随对的一般性质给出 (Gε)k−1 = (Gε)(ηG) = idG.
其次, (T, µ, η) 是单子, 故 µ(ηT ) = idT . 当 n ≥ 0 时两边右合成 TnG, 即得

d0kn = µTnG · ηTn+1G = idTn+1G.
最后, 基于 η 的函子性, 当 1 ≤ i ≤ n+ 1 时下图交换:

Tn+1G Tn+2G

TnG Tn+1G

kn=ηT
n+1G

di−1=ϕ di=Tϕ

kn−1=ηT
nG

ϕ :=

{
T i−1µTn−iG, 1 ≤ i ≤ n
TnGε, i = n+ 1.

这便给出 d1k0 = k−1(Gε) (当 i = 1 而 n = 0) 和 dikn = kn−1di−1 (当 n ≥ 1). 明所
欲证.
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虽然 GBar(F,G) 可缩未必蕴涵 Bar(F,G) 可缩, 命题 8.7.4 对此后的应用已然足
够. 本章习题将介绍更多关于可缩性的结果,

对于加性范畴的情形, “解消” 的实质还能够转译到链复形的层次, 从而以线性代数
来理解. 首先, 加性范畴中的增广单纯形对象 X 按定义 8.6.7 给出链复形 CX 的增广
CaugX. 若一个链复形的恒等态射零伦, 则简称该链复形零伦.

定理 8.7.5 取定加性范畴 A 和伴随对

F : A B : G,

以此构造 End(B) (或 AB) 中的增广单纯形对象 Bar(F,G) (或 GBar(F,G)).

� 留意到 AB 是加性范畴 (见 §2.1前半部). 定义 8.6.7的链复形 Caug (GBar(F,G))
零伦.

� 对任意 Y ∈ Ob(B), 将 Bar(F,G) (或 GBar(F,G)) 逐次地在 Y 求值, 给出 B (或
A)中的增广单纯形对象 Bar(Y ) (或 GBar(Y )),则 A上的链复形 Caug (GBar(Y ))

零伦.

证明 命题 8.7.4 已说明 GBar(F,G) 左可缩. 既然可缩条件是绝对的, 应用求值函子
evY : AB → A 的产物 GBar(Y ) 自然也左可缩. 对此二者应用命题 8.6.10.

现在设 A 和 B 都是加性范畴. 给定如定理 8.7.5 所述的伴随对和 Y ∈ Ob(B), 由
于 Bar(Y )−1 = Y , 摊平 Caug(Bar(Y )) 便有 Ch≥0(B) 中的态射

εY : C(Bar(Y ))→ Y ; (8.7.2)

它对 Y 是典范的, 零次部分正是 Bar(Y ) 的增广态射 εY : FG(Y )→ Y , 故记法合理.

推论 8.7.6 考虑 Abel 范畴之间的伴随对2) F : A B : G 和 Y ∈ Ob(B), 对
(8.7.2) 逐项取 G 给出的态射

GεY : C(GBar(Y ))→ GY

是 Ch(A) 中的拟同构.

证明 定理 8.7.5 蕴涵 Caug(GBar(Y )) 零调, 证毕.

例 8.7.7 (模的杠解消和 Hochschild同调/上同调) 令 k 为交换环, R 为 k-代数. 记
⊗ := ⊗k. 根据例 7.7.8, 伴随对

R⊗ (·) : k-Mod R-Mod :忘却
2)此处 F , G 必然是加性函子, 见推论 1.3.6.
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所确定的余单子是 R-Mod 的自函子 L : M 7→ R ⊗M . 对右 R-模当然也有相应理论,
此处不赘.

现在施行杠构造: 对于所有左 R-模 M , 我们有 Ch≥0(R-Mod) 中的典范态射

εM : C(Bar(M))→M ;

这是拟同构, 缘由是推论 8.7.6 确保 εM 在 k-Mod 层次是拟同构. 详言之,

C(Bar(M))n = Ln+1(M) = R⊗(n+1) ⊗M.

根据例 8.7.1 和例 7.7.8 对 L→ id 的描述 (即 “乘进”), 映射 Ln+1(M)→ Ln(M) 表作

∂n : r0 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ x 7→
n−1∑
k=0

(−1)k · · · ⊗ rkrk+1 ⊗ · · · ⊗ x+ (−1)nr0 ⊗ · · · ⊗ rn−1 ⊗ rnx,

其中 x ∈ M 而 ri ∈ R. 上式在 n = 0 时也有意义 (r0 ⊗ x 7→ r0x), 于是得到增广版本
ε : C(Bar(M))→M , 即 Caug(Bar(R)).

目光转向特例 M = R. 此时
C(Bar(R))n = R⊗(n+2) = R⊗R⊗n ⊗R,

∂n(r0 ⊗ · · · ⊗ rn+1) =

n∑
k=0

(−1)k · · · ⊗ rkrk+1 ⊗ · · · .

虽然 C(Bar(R)) 及其增广 Caug(Bar(R)) 按定义是左 R-模的链复形, 以上描述使
它们升级为 (R,R)-双模的链复形, 方法是让 R 左乘在 R⊗R⊗n⊗R 首位, 右乘在末位.
这种升级并非巧合: 因为 Caug(Bar(·)) 是函子, 所以 R 作为左 R-模的任何自同态 (譬
如右乘) 都自然地提升到整个杠构造上.

对照定义 3.8.1, 立见此即定义 Hochschild 同调与上同调时使用的链复形:

C(Bar(R)) = BR, Caug(Bar(R)) = B′R.

顺带注意到引理 3.8.2 不过是定理 8.7.5 的一则特例.
记 Re := R⊗Rop, 依约定 3.8.3 等同左 Re-模, (R,R)-双模和右 Re-模. 由此观之,

双模M 的 Hochschild同调 HH•(M) (或上同调 HH•(M))是M⊗
Re
R (或 HomRe(R,M))

的某种导出版本, 相当于以杠解消将双模 R 代换为 C(Bar(R)), 然后计算同调 (或上同
调).

这种代换思路遍布于导出函子与导出范畴的研究, 但又和此处场景稍异: 在第三
章和第四章的框架下,用以代换 R的应当是它作为双模的平坦解消 (或投射解消),由此
得出 TorR

e

• (M,R) (或 Ext•Re(R,M)), 又或者是它们在导出范畴中的本体. 例 3.14.11
(或例 3.14.6) 说明了在 R 为平坦 (或投射) k-模的前提下, 它们自然同构于 HH•(M)

(或 HH•(M)), 一般情形则未必如此.
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例 8.7.8 (杠解消和群的同调) 设 Γ 为群. 对群代数 R := k[Γ] 延续例 8.7.7 的讨论, 此
时的 M 相当于 §6.1所谓的左 Γ-模. 回忆到 (·)Γ : Γ-Mod→ k-Mod代表余不变量函子,
兹断言 εM : C(Bar(M)) → M 是 Γ-Mod 中的 (·)Γ-零调解消 (约定 3.12.8). 拟同构性
质已知. 为了说明每个 Bar(M)n = k[Γ]⊗(n+1) ⊗M 皆是 (·)Γ-零调的, 首先由 Shapiro
引理 (定理 6.4.3) 得知对于任意 k-模 P , 我们有

Hk(Γ, k[Γ]⊗ P ) = Hk
(
Γ, indΓ{1}(P )

)
' Hk({1}, P ),

而右式在 k > 0 时恒为 0; 施此于 P = k[Γ]⊗n ⊗M 即得断言.
因此推论 3.12.10 蕴涵 Hn(Γ,M) ' Hn (C((Bar(M)Γ)); 此处的函子 (·)Γ 既可以取

在单纯形对象上, 也可以相同地取在对应的链复形上. 这就将群的同调诠释为本章习题
所谓的余单子同调. 更精确地说, 对 Bar(M)n 取 Γ-余不变量相当于以 k[Γ] � k 缩并
k[Γ]⊗(n+1) ⊗M 的第一个张量位, 给出 k[Γ]⊗n ⊗M , 而 Bar(M)n,Γ → Bar(M)n−1,Γ 按
此表作

g1 ⊗ · · · ⊗ gn ⊗ x 7→ g2 ⊗ · · · ⊗ gn ⊗ x+

n−1∑
k=1

(−1)k · · · ⊗ gkgk+1 ⊗ · · · ⊗ x

+ (−1)ng1 ⊗ · · · gn−1 ⊗ gnx,

其中 gi ∈ Γ 而 x ∈ M . 对照命题 6.2.9, 立见 C(Bar(M))Γ 正是计算 Hn(Γ,M) 的标准
链复形.

8.8 双单纯形对象
首先引入一些广泛的定义. 对 ∆ 的一族对象 [m1], . . . , [mn], 今后将 (∆)n 的对象

([m1], . . . , [mn]) 另记为 [m1]× · · · × [mn] 以便排版.

定义 8.8.1 设 C 为任意范畴, n ∈ Z≥1. 形如 X : (∆op)n → C (或 ∆n → C) 的函子称
为 C 中的 n 重单纯形对象 (或 n 重余单纯形对象); 态射理解为它们作为函子的态射.
当 n = 2 时, 相应的对象称为双单纯形 (或双余单纯形) 对象. 我们将 n 重单纯形对象
(或 n 重余单纯形对象) X 在 [m1]× · · · [mn] 处的取值记为 Xm1,...,mn

(或 Xm1,...,mn).

因此 n 重单纯形对象由一族对象 Xm1,...,mn
(其中 m1, . . . ,mn ∈ Z≥0) 连同其间的

面态射
kdi : Xm1,...,mn → X...,mk−1,..., 1 ≤ k ≤ n, 0 ≤ i ≤ mk

和退化态射
ksj : Xm1,...,mn

→ X...,mk+1,..., 1 ≤ k ≤ n, 0 ≤ j ≤ mk

确定, 条件是这些态射对每个 k 须服从 (8.1.2), 不同的 k 对应的态射相交换; 这不外乎
是定义 8.1.2 的多元版本.
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推而广之, 对于 ∆n 的任意态射 f : [m1]× · · · × [mn]→ [m′1]× · · · × [m′n], 相应地
有拉回 f∗ : Xm′

1,...,m
′
n
→ Xm1,...,mn

. 至于 n 重余单纯形的情况则是对偶的.

例 8.8.2 取 C = Set, 则一如定义 8.2.2, 我们可以定义标准 n 重单纯形集

∆p1,...,pn := Hom∆n (·, [p1]× · · · × [pn]) .

再取 C = Ab, 则仿照定义 8.6.1 可对任意 n 重单纯形集 K 定义 Ab 中的 n 重单纯形
对象 ZK; 指定态射 Z∆p1,...,pn → X 相当于指定 Xp1,...,pn 的元素.

在 C 为小范畴的前提下,所有 n重单纯形对象构成的范畴记为 snC. 于是 s1C = sC
而当 n > 1 时有 snC = s

(
sn−1C

)
= sn−1 (sC) 等等; n 重余单纯形对象的情形依此

类推.
注记 8.1.4 所谓的半单纯形对象显然有 n 重版本, 这相当于在上述定义中删除退化

态射和相关条件.

定义 8.8.3 符号如上. 对角函子 d : snC → sC 映 n 重单纯形对象 X 为单纯形对象

d(X)n := Xn,...,n,

其上的面态射和退化态射按 di =
∏
k
kdi 和 sj =

∏
k
ksj 定义, 它在态射层次则按自明

的方式定义; 等价的说法是 d(X) 定为 X 和对角嵌入 ∆op → (∆op)n 的合成. 余单纯
形对象的情形完全是对偶的.

例 8.8.4 取 (C,⊗) 为幺半范畴, 譬如 Set 相对于积 ×. 对于 X1, . . . , Xn ∈ Ob(sC), 按
自明的方式可以定义 snC 的对象, 使得其 (m1, . . . ,mn) 次项是 X1,m1

⊗ · · · ⊗Xn,mn
.

记此 n 重单纯形对象为
X1 � · · ·�Xn ∈ Ob(snC).

不应混淆上式和定义 8.1.8 的 X1 ⊗ · · · ⊗Xn ∈ Ob(sC), 两者的关联是

X1 ⊗ · · · ⊗Xn = d(X1 � · · ·�Xn).

一个基本例子是取幺半范畴 (Set,×), 此时 ∆p1 � · · ·�∆pn = ∆p1,...,pn , 而 ∆p1 ⊗ · · · ⊗
∆pn = ∆p1 × · · · ×∆pn (逐项取积给出的单纯形集).

一般的 n 重单纯形对象在同伦论及其应用中不可或缺. 本节主要关心 Abel 范畴
的情形, 聚焦 n = 2 的特例. 第一步是引进定义 8.5.1 的变体.

回顾定义 3.5.1 的双复形, 或者更精确地说是它的链复形版本; 链双复形范畴记为
Ch2(· · · ), 类似地定义 Ch2

≥0(· · · ). 其次, 对双半单纯形对象引入符号
▷di := 1di,

△di := 2di,

表示沿着双半单纯形对象的 “水平” 和 “垂直” 两个方向的面态射; 对于双单纯形对象,
以类似模式标注退化态射 ▷sj = 1sj 和 △sj = 2sj .
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定义 8.8.5 设 A 为加性范畴, X 为 A 中的双半单纯形对象. 对应的非正规化链双复
形 (或称 Moore 链双复形) 是 (Xp,q)p,q∈Z≥0

连同资料

▷∂p,q :=
p∑
i=0

(−1)i▷di : Xp,q → Xp−1,q,

△∂p,q :=
q∑
i=0

(−1)i△di : Xp,q → Xp,q−1,

按惯例, (p, q) /∈ Z2
≥0 时 Xp,q := 0. 由此得到的链双复形记为 C2X ∈ Ob(Ch2(A)).

为了说明这确实是链双复形, 必须验证 ▷∂p−1,q▷∂p,q = 0, △∂p,q−1△∂p,q = 0 和
△∂p−1,q▷∂p,q = ▷∂p,q−1△∂p,q: 前两者和定义 8.5.1 无异, 末者则是 ▷di 和 △dj 交换的
直接结论. 依此, 我们得到加性函子

C2 : s2A → Ch2(A).

既然 (p, q) /∈ Z2
≥0 =⇒ Xp,q = 0, 现在可以合理地定义链全复形如下:

(totX)n :=
⊕
p+q=n

Xp,q,

(totX)n (totX)n−1

Xp,q Xp−1,q ⊕Xp,q−1.

∂n

(▷∂p,q, (−1)p△∂p,q)

和定义 3.5.4 全然相似的论证说明 totX 确实是链复形. 合成函子 tot ◦C2 : s2A →
Ch≥0(A) 有意义.

对于 A 上的 n 重单纯形对象亦可如法泡制, 以得到函子 Cn : snA → Chn(A) 和
相应的链全复形; 参看注记 3.5.7.

例 8.8.6 设 A 具有幺半范畴的结构, 使得双函子 ⊗ : A×A → A 对每个变元都是加性
函子. 若 C1, C2 ∈ Ob(Ch≥0(A)), 自然可以构造链双复形 C1 � C2, 使其 (p, q) 次项是
C1,p⊗C2,q,而 ▷∂ 和 △∂ 分别来自 C1 和 C2. 若 A,B ∈ Ob(sA),则链双复形 CA�CB
和例 8.8.4 的双单纯形对象 A�B 有以下简单关系

C2(A�B) = CA� CB.

附带一提, Ch≥0(A) 对
C1 ⊗ C2 := tot(C1 � C2)

构成幺半范畴, 幺元显然是置于零次项的 1.

定义 8.8.3 给出加性函子 d : s2A → sA. 本节目标是在 A 为 Abel 范畴的前提下
阐明函子

tot ◦C2, C ◦ d : s2A⇒ Ch≥0(A) 的关系.
这将涉及定义 8.4.11 介绍的 (p, q)-重组 σ 以及定义 8.4.13 介绍的 sgn(σ).
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定义 8.8.7 设 A 为加性范畴, X 为 A 中的双单纯形对象. 对于取定的 (p, q) ∈ Z2
≥0,

命 n := p+ q.

(i) 定义 EZp,q : Xp,q → Xn,n 为

EZp,q :=
∑

σ:(p,q)-重组

sgn(σ) (σ− × σ+ : [n]× [n]→ [p]× [q])
∗
,

繁而不难的论证 (此处略去) 足以说明它们组合为链复形的态射, 称为重组态射或
Eilenberg–Zilber 态射:

EZ : tot(C2X)→ C(dX).

(ii) 定义 AWn :=
∑
p+q=nAWp,q : C(dX)n → tot(C2X)n, 其中 AWp,q : Xn,n →

Xp,q 定为
(
λnp × ρnq

)∗, 此处取
λnp : [p] ↪→ [n], i 7→ i,

ρnq : [q] ↪→ [n], i 7→ n− q + i.

类似地, 它们组合为链复形的态射 AW : C(dX)→ tot(C2X), 称为 Alexander–
Whitney 态射.

这些态射不仅对 X 具函子性, 对范畴 A (以及函子) 亦然. 它们起初是在拓扑学的
背景下引入的, 关乎乘积空间的同调.

接着介绍 EZ 和 AW 的正规化版本.
设 A 是带幺半范畴结构的 Abel 范畴, 使得 ⊗ : A×A → A 对每个变元皆具加性.

考虑 A,B ∈ Ob(sA), 既然 C2(A�B) = CA� CB, 故

CA⊗ CB := tot (CA� CB) = tot C2(A�B);

进一步引入简化的记法

A⊗B := d(A�B),

NA⊗NB := tot (NA�NB) .

引理 8.8.8 考虑如上的幺半 Abel 范畴 A. 回忆到对任意 Y ∈ Ob(s(A)), 命题 8.5.11
将 NY 等同于 CY /退化部分. 依此, 态射 AW 和 EZ 皆通过下述交换图表唯一地分解:

CA⊗ CB C(A⊗B) CA⊗ CB

NA⊗NB N(A⊗B) NA⊗NB.

EZ AW

EZ AW
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证明 对于 AW, 关键在于对所有 p, q ≥ 0 和 n := p+ q 验证 ∆ 中的态射等式
λnp ◦ sj = sj ◦ λn+1

p+1 ,

ρnq ◦ sj = sj+n−q ◦ ρn+1
q+1 ,

关于 j 的条件分别是 0 ≤ j ≤ p 和 0 ≤ j ≤ q. 这没有本质困难.
对于 EZ, 设 σ 是一个 (p, q)-重组, 而 0 ≤ j ≤ p − 1. 考虑 EZp,q 在 im(sj) ⊗ Bq

上的限制. 根据先前对 (p, q)-重组的讨论可知存在唯一的 0 ≤ k < n := p + q 使得
σ−(k) = j 而 σ−(k + 1) = j + 1, 而且此时 σ+(k + 1) = σ+(k). 这蕴涵 ∆ 中的等式

sjσ− dksk
[n]←[n]

= sjσ− : [n]→ [p− 1],

σ+dksk = σ+ : [n]→ [q].

沿着这些等式作拉回, 可见 EZp,q|im(sj)⊗Bq
包含于通过 sk 退化而来的部分. 对于

0 ≤ j ≤ q − 1 和 EZp,q|Ap⊗im(sj) 的情形也可以如法炮制.

下述结果也称为广义 Eilenberg–Zilber 定理.

定理 8.8.9 (S. Eilenberg, J. A. Zilber, P. Cartier) 设 A 为 Abel 范畴, X ∈ Ob(s2A),

则以上定义的典范态射 tot
(
C2(X)

)
C(d(X))

EZ

AW
在同调层次互逆; 因此它们皆是

拟同构.

证明 因为 s2A ' s(sA) 而 Ch2
≥0(A) ' Ch≥0(Ch≥0(A)), Dold–Kan 对应有双重版本,

仍记为范畴等价 Γ : Ch2
≥0(A)→ s2A. 以下不妨假设X = ΓA,其中 A ∈ Ob(Ch2

≥0(A));
若 p+ q > n =⇒ Ap,q = 0, 则称 A 的次数 ≤ n.

首先假定 A = Ab, 它有来自张量积 ⊗ = ⊗Z 的幺半结构. 观察到函子 tot, C2, C
和 d 都是右正合加性函子, 而且它们保持任意直和. 典范态射 EZ 和 AW 同样和任意
直和相容. 现在将 A 写成有界子对象的滤过并, 而滤过 lim−→ 保持同调, 故问题化约到 A

的次数 ≤ n 的情形, n ≥ 0 给定; 以下对 n 递归地论证.
对 A 取暴力截断, 可得短正合列 0→ A′ → A→ A′′ → 0, 其中
� A′ 的次数 ≤ n− 1,
� A′′ 的非零项全落在 p+ q = n 部分,
� 短正合列在每个次数 (p, q) 上皆分裂.

回忆函子 Γ 的描述, 可知 0→ ΓA′ → ΓA→ ΓA′′ → 0 同样是 s2Ab 中逐次分裂的短正
合列; 严格来说, 此处需要 Γ 的双重版本, 但样貌是类似的.
综上可得链复形的行正合交换图表

0 tot
(
C2(ΓA′)

)
tot
(
C2(ΓA)

)
tot
(
C2(ΓA′′)

)
0

0 C(dΓA′) C(dΓA) C(dΓA′′) 0

EZAW
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这将问题递归地化约到 A′′ 情形. 事实上, 我们发现在递归假设之下, 原问题只关乎
(Ap,q)p+q=n.

于是问题化约到 A是若干份 C⊗(N(Z∆p)�N(Z∆q))的直和的情形,其中 p+q = n

而 C ∈ Ob(Ab), 再化到仅有一份 (p, q) 的情形, 最终从各种映射中提出 idC 以化约到
C = Z 的特例. 留意到 N(Z∆p) 中次数低于 p 的部分对问题没有影响, 以 q 代 p 亦同.
相应地, X = ΓA ' Z(∆p ×∆q). 基于定理 8.5.12 和引理 8.8.8, 问题化为证

N(Z∆p)⊗N(Z∆q) N(Z(∆p ×∆q))
EZ

AW
在同调层次互逆. (8.8.1)

偏序集 [p], [q] 和 [p] × [q] 都有下界 0 或 (0, 0), 例 8.6.4 的同伦等价 Ni 和 Nq 此
时适用. 容易验证有交换图表

Z⊗ Z Z Z⊗ Z

N(Z∆p)⊗N(Z∆q) N(Z(∆p ×∆q)) N(Z∆p)⊗N(Z∆q)

Ni⊗Ni

∼
标准

Ni

∼
标准

Ni⊗Ni

EZ AW

第一行皆置于零次项, 标准同构 Z ⊗ Z ' Z 让 1 ⊗ 1 对应到 1. 事实上, 交换性的验证
只涉及 EZ 和 AW 的 0 次项, 毫无难度. 于是 (8.8.1) 得证.

现在放宽 A 的选取. 假设存在忠实正合函子 (命题 2.8.9) F : A → Ab. 按定义, 函
子 tot, C2, C, d 与 F 相交换, 而 EZ 和 AW 显然也相容于 F . 忠实正合的性质遂将问
题化约到 A = Ab 的已知情形.
若 A 有投射生成元, 譬如 A = Mod-R (其中 R 是环), 则映向 Ab 的忠实正合函子

总是存在. 对于一般的 Abel 范畴 A, 函子 F 的存在性需要 Freyd–Mitchell 定理 B.6.3
来确保; 为此, 可适当扩大 Grothendieck 宇宙以确保 A 是小范畴.

注记 8.8.10 (幺半结构) 设 A 为幺半范畴, 而且 ⊗ 对每个变元都有加性. 引理 8.8.8 的
陈述中已经给出形如

CA⊗ CB C(A⊗B) CA⊗ CB

NA⊗NB N(A⊗B) NA⊗NB.

EZ AW

EZ AW

的典范态射, A,B ∈ Ob(sA); 广义 Eilenberg–Zilber 定理对 X = A � B 的特例断言
它们在同调层次互逆. 回忆到 Ch≥0(A) 此时也是幺半范畴 (例 8.8.6), 而我们有自明
的态射

1置于零次项 N(const(1)) C(const(1)).∼ 包含

商去退化部分

从抽象的高度观之, 重组态射 (或 Alexander–Whitney 态射) 的意涵在于它赋予
C, N 右松 (或左松) 幺半函子的结构, 见 [51, 注记 3.1.8]. 对于重组态射, 这约略是说
EZp,q 和 EZp,q 具有结合律并且和幺元兼容; AW 和 AW 的情况则是对偶的. 这些断言
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同样是繁而不难的验证, 例如重组态射的结合律涉及 (8.4.5), Alexander–Whitney 态射
的情形更为简单.

当 A 是对称幺半范畴时, EZ 和 EZ 还保持 (7.1.3) 介绍的 Koszul 辫结构; 以 EZ
为例, 这相当于 A 中的交换图表

(CA)p ⊗ (CB)q C(A⊗B)p+q

(CB)q ⊗ (CA)p C(B ⊗A)q+p

EZp,q

(−1)pqswap C(swap)

EZq,p

此处 p, q ∈ Z≥0, 左右两列的 swap 来自于 A 的辫结构 c(X,Y ) : X ⊗ Y ∼→ Y ⊗X 以
及它在单纯形对象上逐项地诱导的作用, 不涉及正负号. 证明是定义和 (8.4.4) 的直接
应用. 与此相反, AW 和 AW 则未必兼容辫结构.
大而化之地说, 定理 8.5.9 的 Dold–Kan 对应函子 N 及其非正规化版本 C 在右松

和左松这两种意义下都是幺半的, 所需资料分别由重组态射和 Alexander–Whitney 态
射提供; 当 A 是对称幺半范畴时, 右松幺半函子结构还具有对称性. 双松幺半函子的概
念 [2, Chapters 3, 5] 可对这些结构作更精确的界定.

8.9 闭结构
本节的目标是说明如何使 sSet 和 sAb 成为定义 7.3.2 所述的 Cartesius 闭范畴.

换言之, 我们希望将 Hom 集升级为合适的单纯形对象. 我们将首先考虑单纯集范畴
sSet, 然后研究 sAb 的版本, 并通过 Dold–Kan 对应和 Hom 链复形作比较; 最后一步
需要 §8.8 的结果.

定义 8.9.1 对X,Y ∈ Ob(sSet),定义Hom(X,Y ) = HomsSet(X,Y ) ∈ Ob(sSet)如下:

Hom(X,Y )n := HomsSet (X ×∆n, Y ) , n ∈ Z≥0,

而对 ∆ 的任意态射 f : [m]→ [n], 定义 f∗ : Hom(X,Y )m → Hom(X,Y )n 为沿

idX × f : X ×∆m → X ×∆n

的拉回. 另外定义求值态射

evX,Y : Hom(X,Y )×X → Y

如下: (ϕ, x) ∈ HomsSet(X ×∆n, Y )×Xn 的像是 evX,Y,n(ϕ, x) := ϕ(x, id[n]) ∈ Yn (回
忆到 (∆n)n = End∆([n])).
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必须验证 evX,Y 确实是 sSet 的态射. 这毫不困难: 给定 f : [m] → [n] 和
(ϕ, x) ∈ Hom(X,Y )n ×Xn, 我们有

evX,Y,m (f∗(ϕ), f∗(x)) = ((idX × f)∗ϕ)
(
f∗(x), id[m]

)
= ϕ( f∗(x), f

∈Xm×(∆n)m

) = ϕ
(
f∗(x), f∗id[n]

)
= f∗

(
ϕ(x, id[n])

)
= f∗ (evX,Y,n(ϕ, x)) .

当 X,Y 变动, 这给出函子 Hom : sSetop × sSet → sSet, 而 ev 对 X 和 Y 是典
范的.

命题 8.9.2 对所有 X,Y, Z ∈ Ob(sSet), 我们有典范双射

HomsSet (X,Hom(Y, Z)) HomsSet (X × Y, Z) .1:1

它映 g : X → Hom(Y, Z) 为以下态射的合成

X × Y
g×idY

Hom(Y, Z)× Y
evY,Z

Z.

它映 h : X × Y → Z 为如下态射: 设 n ∈ Z≥0 而 x ∈ Xn, 对应于态射 ιx : ∆n → X,
则 x 的像是以下合成

Y ×∆n
idY ×ιx

Y ×X ∼
换位

X × Y h
Z.

证明 例行公事.

推论 8.9.3 命题 8.9.2 的双射使 sSet 对双函子 Hom 成为定义 7.3.2 所谓的 Cartesius
闭范畴.

证明 回忆到 sSet 中的积无非是单纯形集的积 X × Y 等等, 剩下的仅是比较 (7.3.1)
和命题 8.9.2 的典范双射.

闭幺半范畴的一般理论 (见 §7.3) 给出典范态射 Hom(X,Y )×X → Y : 它是 id 对

EndsSet (Hom(X,Y ))
1:1 HomsSet (Hom(X,Y )×X,Y )

的像. 展开定义可见它正是先前定义的 evX,Y .

例 8.9.4 命题 8.3.4 说明脉函子 N 将 Cat 全忠实地嵌入 sSet. 如何将 Hom 反映在范
畴层次? 答案很简单: 对所有小范畴 C 和 D, 我们有典范同构

Hom (NC,ND) ' N
(
DC
)
.

诚然, N 映范畴的积为单纯形集的积, N([n]) = ∆n, 于是由于 Cat 也是 Cartesius 闭的,

HomsSet (NC ×∆n,ND) = HomsSet (N(C × [n]),ND)
' HomCat (C × [n],D) ' HomCat

(
[n],DC

)
= N

(
DC
)
n
.

不难想见, 对于 ∆ 的任意态射 f : [m]→ [n], 两边的拉回相匹配.



§8.9 闭结构 535

现在考虑 sAb. 回忆到它有来自 ⊗ := ⊗Z 的对称幺半结构 (即: 逐项取张量积). 对
所有 X ∈ Ob(sAb) 和 K ∈ Ob(sSet), 定义

X ⊗K := X ⊗ ZK ∈ Ob(sAb);

特别地, X ⊗∆n 有意义. 这给出双函子 sAb× sSet→ sAb.

定义 8.9.5 对 X,Y ∈ Ob(sAb), 定义 Hom(X,Y ) = HomsAb(X,Y ) ∈ Ob(sAb) 如下:
Hom(X,Y )n := HomsAb(X ⊗∆n, Y ), 拉回态射和定义 8.9.1 相仿.

命题 8.9.6 对所有 X,Y, Z ∈ Ob(sAb), 我们有典范的交换图表

HomsSet (X,HomsSet(Y, Z)) HomsSet (X × Y, Z)

HomsAb (X,HomsAb(Y, Z)) HomsAb (X ⊗ Y, Z)

1:1

1:1

⊂

证明 图表第一行是命题 8.9.2 的内容. 右侧垂直箭头将 HomsAb(X ⊗ Y, Z) 嵌入为
HomsSet (X × Y, Z) 的双线性部分, 左侧嵌入的像则是所有使态射族

ϕn : Xn → HomsSet(Y ×∆n, Z)

对所有 n ∈ Z≥0 满足
� ϕn(x) : Y ×∆n → Z 对变元 Y 满足加性 (x ∈ Xn),亦即通过 HomsAb(Y ⊗∆n, Z)

分解;

� 分解出的 ϕn : Xn → HomsAb(Y ⊗∆n, Z) 是加性的
所给出的 ϕ : X → HomsSet(Y, Z). 展开定义, 易见两者相互对应.

事实上, sAb 是加性范畴, 而 HomsAb (X,HomsAb(Y, Z)) ' HomsAb (X ⊗ Y, Z) 是
Z-模同态.

推论 8.9.7 设 X,Y ∈ Ob(sAb) 而 K ∈ Ob(sSet), 我们有典范的 Z-模同构

HomsAb(X ⊗K,Y ) ' HomsSet (K,HomsAb(X,Y ))

' HomsAb (X,HomsSet(K,Y )) ;

根据泛性质, 末项的 HomsSet(K,Y )自然地等同于 HomsAb(ZK,Y )在 sSet中的像, 因
而升级为 sAb 的对象.

证明 命题 8.9.6 给出
HomsAb(X ⊗K,Y ) ' HomsAb(ZK ⊗X,Y )

' HomsAb (ZK,HomsAb(X,Y )) ,

然而 Z(·) 的伴随性质表明末项是 HomsSet (K,HomsAb(X,Y )). 同理, HomsAb(X ⊗
K,Y ) ' HomsAb (X,HomsAb(ZK,Y )).
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推论 8.9.8 命题 8.9.6 的典范双射使 (sAb,⊗) 对双函子 Hom 成为定义 7.3.1 所谓的
闭幺半范畴.

一如单纯形集的情形, 闭幺半范畴的一般理论给出典范的求值态射

evX,Y : HomsAb(X,Y )⊗X → Y,

它有类似于定义 8.9.1 的具体描述, 这不外是操演定义.
不妨在 Dold–Kan 对应 (定理 8.5.9) 的视角下探究 HomsAb 与 Hom 复形的联

系. 两者各自是闭幺半范畴 sAb 和 Ch≥0(Ab) 的内 Hom. 正规化链复形函子 N :

sAb → Ch≥0(Ab) 虽是等价, 却非幺半函子, 所以不能简单地引申出 NHomsAb(X,Y )

与 Hom•(NX,NY ) 同构. 尽管如此, §8.8 的结果仍然给出一对典范态射

NHomsAb (X,Y ) Hom• (NX,NY ) . (8.9.1)

� 基于 Ch≥0(Ab) 的闭幺半结构, 从左至右相当于指定态射

NHomsAb (X,Y )⊗NX → NY,

取之为合成

NHomsAb (X,Y )⊗NX EZ N (HomsAb(X,Y )⊗X)
N(evX,Y )

NY.

� 应用 N 的左伴随 Γ (同时也是拟逆), 从右至左相当于指定态射

ΓHom•(NX,NY )→ HomsAb(X,Y ),

而基于 sAb 的闭幺半结构, 这也相当于指定态射 ΓHom•(NX,NY )⊗X → Y , 具
体取法是使得它对 N 的像等于合成

N (ΓHom•(NX,NY )⊗X)
AW NΓHom•(NX,NY )⊗NX

' Hom•(NX,NY )⊗NX
求值

NY.

上述构造的实质在于 N 既是右松也是左松幺半函子. 假若 N 是幺半函子 (等价地
说, 假若 EZ 和 AW 皆为同构), 则抽象论证将说明 (8.9.1) 互逆; 但实际情况并非如此.
不过广义 Eilenberg–Zilber 定理 8.8.9 断言 EZ 和 AW 在同调层次互逆, 由此遂推知
Hom 复形和 HomsAb 有如下联系.

命题 8.9.9 对所有 X,Y ∈ Ob(sAb), 态射对 (8.9.1) 在同调的层次互逆.

若取交换环 k, 以对称幺半范畴 k-Mod 代 Ab 并考虑其上的单纯形对象, 则类似的
结果依然成立.
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注记 8.9.10 关于 Hom的定义可推及一般的加性范畴 A, 这是因为在 HomsAb(X,Y )n

的描述中,

(X ⊗ Z∆n)k = Xk ⊗

 ⊕
u:[k]→[n]

Z

 ' ⊕
u:[k]→[n]

Xk,

末项只涉及有限直和而不涉及任何元素, 而映射 di, sj 等等在直和表法中也有简单表
述. 由此遂可定义双函子

HomA : (sA)op × sA → sA,

它对每个变元都具有加性.

8.10 重访映射锥
如 §3.3 和 §4.4 所见, 映射锥 Cone(f) 在复形理论和导出范畴的研究中不可或缺.

本节的目的是通过 Dold–Kan 对应予以诠释, 阐述映射锥之所以为 “锥”. 更精确地说,
行将探究的是映射锥的链复形版本, 见注记 3.3.13.

先从拓扑学中的映射锥和映射柱说起. 考虑连续映射 F : X → Y , 其中 X 6= ∅, 对
应的映射柱是商空间

Cyltop(F ) :=
(X × [0, 1]) t Y

∀x ∈ X , (x, 1) ∼ f(x)
,

此处的 × (或 t) 是为拓扑空间的乘积 (或无交并). 映射锥则定义为

Conetop(F ) :=
(X × [0, 1]) t Y

∀x ∈ X , (x, 1) ∼ F (x), (x, 0) ∼ (?, 0)

'
Cyltop(F )

∀x ∈ X , (x, 0) ∼ (?, 0)
,

其中 ? ∈ X 是任选的点. 直观地看, X × [0, 1] 可设想为横截面为 X 的筒, Cyltop(F ) 相
当于将 X × [0, 1] 的筒底以 F 黏合到 Y , 而 Conetop(F ) 进而将筒顶收缩为一点. 示意
如下.

Cyltop(F ) =

X

Y

Conetop(F ) =

Y

单纯形集是剖析拓扑空间的一种具体手段. 稍加精确地说, 定理 8.4.7 给出伴随对

| · | : sSet Top : Sing,
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而且两端在某种精确意义下实现相互等价的同伦理论; 若以 CGHaus 代替 Top, 前述
构造同样适用. 我们现在着手将先前的讨论翻译到 sSet 中. 为此不妨就假定

X = |X|, Y = |Y |, F = |f | : |X| → |Y |,

其中 f : X → Y 是 sSet 的态射. 就单纯形集的立场, 映射锥比映射柱更容易解
释. 我们先从 X 的锥 Conetop(X ) := Conetop(idX ) 切入. 在 X = |X| 的前提下,
Conetop(X ) ' |X◁| ' |X▷| (例 8.4.5). 以下将聚焦于 X 的左锥 X◁ = ∆0 ? X 和对应
的链复形.

对任意单纯形集 Z, 其中的非退化 n-单纯形构成集合 Znd
n . 记 {pt} = (∆0)0 =

(∆0)nd
0 . 命题 8.2.7 或拓扑直观表明

(∆0 ? X)nd
n =

{
Xnd
n t

(
{pt} ×Xnd

n−1
)
, n > 0

{pt} tX0, n = 0.
(8.10.1)

代入 (8.2.2)和其上讨论的一般公式,可见当 n ≥ 1时 di : (∆
0?X)n → (∆0?X)n−1

在子集 {pt} ×Xn−1 和 Xn 上的限制是

{pt} ×Xn−1 Xn

{pt} ×Xn−2 Xn−1

id×di−1 di

1 ≤ i ≤ n

{pt} ×Xn−1 Xn

{pt} ×Xn−2 Xn−1

pr2
d0

i = 0

(8.10.2)

当 n = 1 时, 上式的 {pt} ×Xn−2 应理解为 {pt}.
由于我们的目标是链复形, 下一步是将问题通过定义 8.6.1 的函子 Z(·) 作线性化,

再以 Dold–Kan 对应过渡到链复形

N(ZX◁) ' C(ZX◁)
/退化部分 (命题 8.5.11);

既然 C(ZX◁) 的链复形结构来自 ∂n :=
∑n
i=0(−1)idi, 结合 (8.10.1), (8.10.2) 连同注记

3.3.13 对 Cone(idNX) 的描述, 可得链复形的短正合列

0→ Z{pt}
零次项

→ N(ZX◁)→ Cone(idNX)→ 0.

其次, 函子 | · | 和 N 保推出图表, 这是因为它们分别是左伴随以及等价, 而推出图
表在拓扑中的意义是黏合. 因此若对 f : X → Y 定义

Cones(f) := X◁ t
X,f

Y,
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则有

X Conetop(X )

Y Conetop(F )

F

底部

�
|·|

X X◁

Y Cones(f)

f

典范

�
N

NX NX◁

NY NCones(f)

Nf �

这一系列操作提示 Conetop(F ) 的线性代数化身应当是 NCones(f).

命题 8.10.1 符号同上, 我们有链复形的典范短正合列

0→ Z{pt}
零次项

→ NCones(f)→ Cone(Nf)→ 0.

证明 推出不触及 NX◁ 的子链复形 Z{pt} (对应锥的顶点), 而它将 n 次项的所有 Xn

换成 Yn, 并将 (8.10.2) 的投影 pr2 换成 fn−1pr2. 因此在商 Cone(idNX) 的层次, 推出
的产物无非是 Cone(Nf); 参阅注记 3.3.13.

注记 8.10.2 映射柱 Cyltop(F ) 及其链复形版本也可以作类似的会通, 而且此时不必再
对顶点的贡献取商. 不过由于映射柱涉及单纯形集的乘积, 而 N 并非幺半函子, 所以拓
扑学中一般是通过 CW 复形而非单纯形集来作解释, 乘积在 CW 复形的世界中更容易
操作.

综上, 链复形的映射锥是来自单纯形集 (或拓扑) 的映射锥对一份 Z 的商, 这份 Z
来自锥的顶点 pt. 在链复形的研究中, 映射锥的主要意义是任何映射 φ : A → B 都拓
展为列:

A
φ
B → Cone(φ)→ A[−1]

−f [−1]
B[−1]→ · · · (8.10.3)

在拓扑情境下, 对应到 Cone(φ) → A[−1] 的映射是将 Conetop(F ) 的底 Y 缩为一
点, 收缩的产物记为 SX ; 这与 Y 无关 (见下图), 给出函子 S. 对应的映射列如

X
F

Y

嵌入

Y

缩

X
→ · · ·

称之为 f 生成的上纤维列 (精确地说, 不带基点的版本). 若在 sSet 中操作, 对相应的
列取链复形, 得到的大致是 (8.10.3). 之所以说 “大致”, 缘由在于:

� 映射 SX → SY 不能单纯地取为 S(F ), 而须适当地翻转垂直座标, 这在线性代数
的层次对应到 (8.10.3) 中的 −f [−1]; 详见拓扑学相关教材.
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� 如命题 8.10.1 所见, 各种链复形包含多余的 Z, 对应到 Conetop(F ) 和 SX 等空间
的顶点. 拓扑学中摆脱这些问题的方式是考虑带基点的空间, 然后在锥的拓扑构
造中缩掉和基点相连的部分.

倘若暂时略去一切细节, 大而化之地说, 则 §4.4 建立的导出范畴理论 (取 A = Ab)
也可视为同伦论3)的一种略为粗糙的 “线性化”.

由于相关问题涉及愈来愈多的拓扑学思想和方法, 为免离题万里, 我们就此打住.

习题

1. 证明对于任何范畴 C, 例 8.1.5 的构造 C 7→ const(C) 给出全忠实函子 C → sC.

2. 设 X 是单纯形集, x ∈ Xn. 证明存在数列 j1 < · · · < jh 和一个非退化单纯形 y 使得
x = sjh · · · sj1(y), 而且 y 唯一.
提示 难点在唯一性. 设 Sy = x = S′y′, 其中 S 和 S′ 都具有断言中的形式, 则可取一
系列面态射的合成 D 使得 y = DSy = DS′y′; 将 DS′ 转换成 S̃′D̃ 的形式 (符号不言自
明), 则 y 非退化蕴涵 S̃′ = id, 故 y′ = D̃y. 运用对称性来推导 y = y′ 和 D̃ = id.

3. 说明在 sSet 中有如下图表, 上下两半分别交换 (0 ≤ i < j ≤ n):

∆n−2 ∆n−1

⊔
0≤i′<j′≤n∆

n−2 ⊔n
i′=0 ∆

n−1 ∂∆n

∆n−2 ∆n−1

ιi<j

dj−1

ιi di

ιi<j

di

ιj
dj

其中 ⊔ 是在 sSet = Set∆
op 中逐项取的, 而 ιi<j (或 ιi) 意谓向第 i < j (或第 i) 项的嵌

入; 中段的各个箭头由此交换性刻画. 进一步说明中间段是余等化子.
类似地, 说明对所有 0 ≤ k ≤ n 也同样有

∆n−2 ∆n−1

⊔
0≤i′<j′≤n
i′,j′ 6=k

∆n−2 ⊔
0≤i′≤n
i′ 6=k

∆n−1 Λnk

∆n−2 ∆n−1

ιi<j

dj−1

ιi di

ιi<j

di

ιj dj

其中间段是余等化子, 要求 i, j 6= k. 试说明这些余等化子的拓扑意涵.

4. 验证定义 8.2.6 的统联运算 ? 有以下性质.
3)应当说是稳定同伦论, 因为链复形容许有负次项.
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(i) 单纯形集对 ? 自然地成为幺半范畴, 以取常值 ∅ 的空单纯形集为幺对象.

(ii) 注记 8.1.7 的倒序对偶性给出 sSet 的自同构, 暂且记为 X 7→ X̂. 说明 (X ? Y )∧ '
Ŷ ? X̂.

(iii) 验证 ∆p ?∆q ' ∆p+q+1.

5. 说明精确到典范同胚, 对单纯形集取倒序对偶不改变几何实现. 提示 从 ∆n 的情形
起步.

6. 验证例 8.4.5 的断言.

7. 设 C 和 C′ 为范畴. 定义范畴 C ? C′ 如下:

Ob(C ? C′) := Ob(C) tOb(C′),

HomC⋆C′(X,Y ) :=


HomC(X,Y ), X, Y ∈ Ob(C)
HomC′(X,Y ), X, Y ∈ Ob(C′),
独点集, X ∈ Ob(C), Y ∈ Ob(C′),
∅, X ∈ Ob(C′), Y ∈ Ob(C).

态射的合成与恒等态射有自明的定义. 证明单纯形集的统联运算 ? 和例 8.3.1 的脉函子有
以下关系

N(C) ?N(C′) ' N(C ? C′).

8. 为等式 (8.4.4) 和 (8.4.5) 给出较为详细的证明.

9. 对任意范畴中的单纯形对象 X, 定义称为移位的单纯形对象 Déc0X 和 Déc0X 使得
(Déc0X)n = (Déc0X)n = Xn+1,

dDéc0X,n
i = dX,n+1

i , sDéc0X,n
j = sX,n+1

j ,

dDéc0X,n
i = dX,n+1

i+1 , sDéc0X,n
j = sX,n+1

j+1 .

说明这是良定义的, 两者通过倒序对偶相联系 (注记 8.1.7), 而且对于加性范畴有
C(Déc0X) = C(X)[1] (参阅注记 3.1.9).

10. 承上题, 说明 d0 : X1 → X0 (或 d1 : X1 → X0) 使 Déc0X (或 Déc0X) 增广, 以 X0 为其
−1 次项. 进一步说明在增广之后 Déc0X 右可缩, Déc0X 左可缩; 见定义 8.6.8. 提示
处理 Déc0X 即可. 取 kn−1 := sn : Xn → Xn+1.

11. 证明小范畴 C 是广群 (定义: 所有态射皆可逆) 当且仅当 NC 具有以下条件: 对所有
n ∈ Z≥0 和 0 ≤ i ≤ n, 任何态射 Λni → NC 都可以延拓为 ∆n → NC, 不要求唯一性; 满
足此延拓条件的单纯形集称为 Kan 复形.

12. 延续例 8.5.2 的讨论, 说明正规化复形 L (翻转为链复形) 同构于 N(kEΓ). 提示 先以
命题 8.5.11 将 N(X) 等同于 C(X) 的商.

13. 设 Γ 为幺半群. 记 Set-Γ 为全体右 Γ-小集形成的范畴.

(i) 明确描述自由–忘却伴随对

F : Set Set-Γ : U
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和对应的单位态射和余单位态射. 说明对应的单子 T 将 Set-Γ 等同于 SetT .
提示 函子 F 映集合 X 为 X × Γ, 其中 Γ 以右乘作用于第二个分量. 单位态射是
x 7→ (x, 1) 而余单位是作用映射.

(ii) 对每个右 Γ-集 X 描述 Set-Γ 中对应的单纯形对象 Bar(X) (例 8.7.2, 例 8.7.3).

(iii) 取独点集 X = {pt}, 赋予平凡右 Γ-作用. 说明对应的单纯形对象同构于例 8.3.5 介
绍的 EΓ, 后者通过每个 (EΓ)n 上的右 Γ-作用成为 Set-Γ 中的单纯形对象.

14. 选定群 Γ. 在例 8.7.7 中取群代数 R = k[Γ], 取 M 为平凡 Γ-模 k (例 6.1.2). 说明对应
的 εk : C(Bar(k)) → k 同构于命题 6.1.13 的解消 L = (Ln, ∂′

n)n → k. 提示 应用
(6.1.4).

15. 取交换环 k 和 A = k-Mod, ⊗ = ⊗k. 设 Γ 为群, 考虑例 8.6.9 中的单纯形对象 kEΓ, 在
Alexander–Whitney 映射的定义 8.8.7 中代入 X := kEΓ� kEΓ, 然后考虑态射

C(kEΓ)→ C(kEΓ⊗ kEΓ

'k(EΓ×EΓ)

)
AW C(kEΓ)⊗ C(kEΓ),

第一段由单纯形集的对角嵌入 EΓ → EΓ × EΓ 诱导; 鉴于例 8.5.2, 其合成也相当于链复
形的态射

L→ L⊗ L.

试由此诠释定义群上同调的杯积时用过的态射 ∆ : L→ L⊗ L; 见引理 6.10.8 (ii).
提示 代入 AW 的定义可见合成态射的 (p, q) 分量和引理 6.10.8 (ii) 差一个 (−1)pq. 差
异缘于该处探讨的是 (Ln, ∂n)n 而例 8.5.2 则取 (Ln, ∂′

n)n. 两者在单纯形集 EΓ 的层次差
一个倒序 (注记 8.1.7); 留意到倒序对偶性调换 λnp 和 ρnq 在 AW 中的角色, 或者说是调换
两份 C(kEΓ).

16. 考虑范畴 D 上的余单子 (L, δ, ε). 对任意 M ∈ Ob(D), 若 εM : LM → M 有右逆
f :M→ LM, 则称 M 是 L-投射对象. 对偶地, 从范畴 C 上的单子 (T, µ, η) 可定义何
谓 C 的 T -内射对象.
基于对偶性, 以下主要讨论 L-投射的概念. 按照例 8.7.1 的方法在 End(D) 中得到增广单
纯形对象 (Ln+1)n≥−1 (符号中省略 di, sj 等资料). 给定 L-投射的M 和相应的 f , 定义

kn := Ln+1f : Ln+1M→ Ln+2M, n ≥ −1.

证明这使增广单纯形对象 (Ln+1M)n≥−1 右可缩 (定义 8.6.8).
提示 已知 εMk−1 = εMf = idM, 两边同取 Ln+1 给出 dn+1kn = idXn , 而函子性确保

LM L2M

M LM

Lf

ϵM ϵLM

f

交换, 亦即 d0k0 = fεM = k−1εM;

以 Ln−if 代 f , 再对相应的图表取 Li, 同理可得 dikn = kn−1di 对 0 ≤ i ≤ n 成立.

17. 对于环 R, 自由–忘却伴随对 Set � R-Mod 确定 R-Mod 上的余单子 L. 证明一个左 R-模
是 L-投射的当且仅当它是投射模.
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18. 考虑伴随对 F : C D : G 和 End(D) 上相应的余单子 (L, δ, ε) = (FG,FηG, ε)

(例 7.6.2). 证明形如 FN 的对象 (N ∈ Ob(C)) 总是 L-投射的. 作为推论, 对所有
M∈ Ob(D), 单纯形对象 (Ln+1M)n≥0 的每一项都是 L-投射对象.
提示 取 f = FηN : F (N ) → FGF (N ) = L(F (N )), 则 εF (N )f = idF (N ) 不外是伴随
对的标准性质.

19. 仍考虑来自伴随对 (F,G) 的余单子 L. 说明 P ∈ Ob(D) 是 L-投射的当且仅当它有以
下提升性质: 对 D 的任意态射 α :M1 → M2 和 φ : P → M2, 若 Gα 有右逆, 则存在
β : P →M1 使得 φ = αβ.
提示 对于 “当” 的方向, 对 α := εP : FG(P) → P 和 φ := id 应用提升性质.
对于 “仅当” 方向, 首先解释在提升性质中可用 FG(P) 代 P, 然后以伴随性质说明
α∗ : Hom(FG(P),M1)→ Hom(FG(P),M2) 满.

20. 对任意交换环 k 和 k-代数的同态 S → R, 考虑伴随对

R⊗
S
(·) : S-Mod R-Mod :忘却,

忘却 : R-Mod S-Mod : HomS(R, ·)

由此分别得到 R-Mod 上的余单子 L 和单子 T . 试以先前介绍的提升性质 (或其对偶) 给
出一个左 R-模 M 作为 L-投射 (或 T -内射) 对象的充要条件, 然后比较它和投射模 (或内
射模) 的异同.
在此基础上可以建立一套称为相对同调代数的理论, 详见 [19]; 其特色是它仅考量在 S 上
分裂正合的 R-模正合列. 稍后的习题将探讨相对版本的 Tor 和 Ext 函子.

21. 考虑 Abel 范畴之间的伴随对 F : C D : G . 对所有M∈ Ob(D) 证明:

(i) 存在 Ch≥0(D) 的对象 P• 连同态射 ε : P• →M, 使得
� 每个 Pn 都是 L-投射的 (n ≥ 0),
� · · · → GP1 → GP0 → GM→ 0 的恒等态射零伦 (换言之, 它是分裂正合复形).
提示 应用命题 8.7.5.

(ii) 给定任两组满足上述条件的态射 ε : P• → M 和 ε′ : P ′
• → M, 存在同伦等价

f : P → P ′ 使得 ε′f = ε. 提示 需要之前介绍的提升性质.

22. (M. Barr, J. M. Beck) 设 L 是范畴 D 上的余单子; 例 8.7.1 的构造在M ∈ Ob(D) 取值
给出的单纯形对象记为 Bar(M). 对任意 Abel 范畴 A 和函子 E : D → A, 定义 (L,E)

的余单子同调为 Ch≥0(A) 的一族对象

HL
n(E;M) := Hn (C(EBar(M))) , n ∈ Z≥0,

其中 EBar(M)代表对 Bar(M)逐项地取 E. 对偶地,若 T 是范畴 C上的单子, F : C → A
是映向 Abel 范畴的函子, 则同样能定义 (T, F ) 的单子上同调在 N ∈ Ob(C) 的取值, 不
必赘言.

(i) 写下自然态射 HL
0 (E;M)→ EM, 说明当M 为 L-投射对象时此为同构.
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(ii) 设 L 来自 Abel 范畴之间的伴随对 (F,G), 而 E 是加性函子. 证明若 P• →M 是
Ch≥0(D) 的态射, 满足
� 每个 Pn 都是 L-投射的 (n ≥ 0),
� · · · → GP1 → GP0 → GM→ 0 的恒等态射零伦,

则 HL
n(E;M) ' Hn(EP•). 因此, 余单子同调可以用合适的 L-投射解消来计算.

(iii) 承继先前假设. 若 D 的态射M′ →M→M′′ 取 G 之后是 C 的分裂短正合列, 则
称之为 G-分裂短正合列. 证明 G-分裂短正合列自然地诱导 HL

n(E; ·) 的长正合列.

23. (G. Hochschild [19]) 对任意交换环 k 和 k-代数的同态 S → R, 考虑伴随对

R⊗
S
(·) : S-Mod R-Mod :忘却

在 R-Mod 上确定的余单子 L. 对右 R-模 A 和左 R-模 B, N , 定义 k-模

TorR|S
n (A,N) := HL

n

(
A⊗
R
(·);N

)
,

ExtnR|S(N,B) := HL
n (HomR(·, B);N) ,

此处 HomR(·, B) 视为函子 R-Mod→ S-Modop. 它们称为相对 Tor 和相对 Ext 函子.

(i) 说明两者对每个变元皆有函子性. 试明确相应的链复形, 并说明

TorR|S
0 (A,N) ' A⊗

R
N, Ext0R|S(N,B) ' HomR(N,B).

(ii) 说明双函子 TorR|S
n 有类似于定理 3.14.2 的 “平衡” 性质.4)

(iii) 证明若 I 是 S 的双边理想而 R = S/I, 则当 n > 0 时 TorR|S
n = 0 = ExtnR|S . 由此

可见相对 Tor 和相对 Ext 不同于 §3.14 的绝对版本. 提示 此时 L = idR-Mod.

(iv) 记 Re = R⊗
k
Rop. 证明 HHn(M) ' TorR

e|k
n (M,R) 而 HHn(M) ' ExtnRe|k(R,M);

参见例 8.7.7. 提示 归结为说明 C(Bar(R))n = R ⊗ R⊗n ⊗ R 是 L-投射的
Re-模.

4)避谈 ExtnR|S 是因为它涉及单子上同调的概念, 此处不细说, 详阅参考文献.
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对偶性的概念起源于向量空间理论. 选定域 k, 记 k-向量空间 V 的对偶空间为
V ∨ := Homk(V, k), 则有

� 求值映射 ev : V ⊗ V ∨ → k, 映 v ⊗ λ 为 λ(v);

� 当 V 有限维时还有余求值映射 coev : k→ V ∨ ⊗ V , 它映 1 为 ∑n
i=1 v̌i ⊗ vi, 其中

(vi)
n
i=1 是 V 的任意基而 (v̌i)

n
i=1 是对偶基.

在有限维情形, 两者满足基本等式

(idV ∨ ⊗ ev)(coev⊗ idV ∨) = idV ∨ , (ev⊗ idV )(idV ⊗ coev) = idV .

在一般的幺半范畴中, §9.1 定义的对偶资料是上述情景的直接推广: 这是一对对象
(L,R) 连同态射 ev : L⊗R→ 1 和 coev : 1→ R⊗ L, 服从于上述基本等式; 此时称 R

是 L 的右对偶, L 是 R 的左对偶. 一切对象皆有左 (或右) 对偶的幺半范畴称为左 (或
右) 刚性的.

对于辫幺半范畴, §9.2 将说明如何联系左右两种对偶, 从而在对象 X 有对偶的前
提下对 f ∈ End(X) 定义迹 Tr(f), 从而定义维数 dimX := Tr(idX), 它们都是 End(1)
的元素, 严格来说分为左右两种版本, 但是在对称幺半范畴中不必区别. 本书主要关注
具有对称幺半结构的 Abel 范畴, 譬如交换环上的模范畴 (见命题 9.2.2); 只要读者明白
对偶向量空间的用处, 自能体会推广后的妙用; 对偶性在 2-范畴的框架下能发挥更大威
力, 但这不属于本书范围.

对偶性的实例是 §9.3 的主题, 其中和代数学最亲近的是 Hopf k-代数 A 上的有限
维右 A-模范畴 Modf-A 及其余模版本 Comodf-A (命题 9.3.5); 无论哪种情形, 对偶性
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都反映对极 S : A → A 的性质. Hopf 代数的例子对于量子群的研究尤其重要, 同时又
是淡中范畴理论的预备知识.

本章 §§9.4—9.6 的内容涉及余代数的重构问题. 对任何余代数 L, Abel 范畴
Comodf-L都是局部有限的 (定义 A.4.2),并带有忠实正合的忘却函子 U : Comodf-L→
Vectf(k). 重构问题关切的是反方向:

如何从局部有限 k-线性 Abel 范畴 A 和忠实正合函子 ω : A →
Vectf(k) 构造余代数 L, 使得 (A, ω) 自然地等价于 (Comodf-L,U)?

本章的方案将涉及函子 ω 的自同态余代数 coE(ω) = coEk(ω) (定义–命题 9.4.3), 它余
作用在每个 ω(X) 上, 而且对此是 “泛” 的.

余代数重构定理 9.5.5 的证明涉及了 §7.6 的余单子理论, §7.7 关于森田理论的基
本知识, §A.4 关于局部有限 Abel 范畴的技术性结果, 以及 §B.4 介绍的 Ind 化. 当
(A, ω) 带有幺半结构时, coE(ω) 相应地成为双代数. 若 A 既是左刚性又是右刚性的,
则 coE(ω) 还是 Hopf 代数 (定理 9.6.5). 这部分的处理方式主要参照 [10].

在这一系列准备后, §9.7 将引入淡中范畴的严格定义. 这是一类具有特殊性质的对
称幺半范畴 T , 其形式定义来自 N. Saavedra Rivano 和 P. Deligne, 动机则可上溯至淡
中忠郎等人的工作. 在定义 9.7.1 的诸多条件中, 最突出的是要求有非零交换 k-代数 B

和兼容于辫结构的右正合幺半函子 ω : T → Mod-B, 称为 T 在 B 上的纤维函子.
代数几何的场景要求容许一般的 B, 但许多初等应用只涉及中性纤维函子, 此时 ω

是取值在 Vectf(k) 的忠实正合函子; 相应的淡中重构定理 9.7.3 不外是先前结果的应
用, 它蕴涵 coE(ω) 是交换 Hopf 代数, 并且将 (T , ω) 等同于 (coE(ω), U). 关于 (T , ω)
的许多属性按此转译为 Hopf 代数的性质.

对于一般的纤维函子, 推论 9.7.8 将 B 上的交换 Hopf 代数 coEB(ω) 和 ω 的 ⊗-自
同构群 Aut⊗(ω) 联系起来. 关于 coEB(ω) 的全部信息都蕴藏于 Aut⊗, 前提是将后者
理解为群函子 B-CAlg→ Grp, 而不只是单一的群. 这种见地在代数几何中浑然天成.
最后, §9.8 返回淡中范畴的历史渊源, 基于先前理论来说明给定有限群 G 和域 k,

如何从有限维 G-模范畴 G-Modf (定义 6.1.1) 连同映向 Vectf(k) 的忘却函子 ω 来重构
群 G; 由于 G-Modf 在抽象调和分析的语境下近乎 G 的某种 “对偶”, 故此结果也称为
淡中–Krein 对偶定理的有限群版本. 事实上, 一旦知悉 G-模和函数空间 C(G) 上的右
余模是一回事, 则所求同构 G

∼→ Aut⊗(ω) 有更短的证明, 绕道重构定理不过是为了阐
明淡中范畴的来由.

阅读提示
涉及 Hopf 代数的内容以及 §9.5 关于重构定理的证明都基于第七章的部分内容.
此外, 重构定理的证明还引用附录部分的 §A.4 和 §B.4, 初看时不必深究. 最后
的 §9.8 涉及 G-模的基本概念, 详见 §6.1 前半部, 其后半部关于解消的讨论则与
本章无关.
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9.1 幺半范畴中的对偶性
首先介绍适用于所有幺半范畴的一则概念, 然后渐次细化.

定义 9.1.1 设 C 为幺半范畴, L,R ∈ Ob(C). 若存在态射

ev : L⊗R→ 1, coev : 1→ R⊗ L

使得以下合成分别是 idR 和 idL, 则我们称 L 是 R 的左对偶, 称 R 是 L 的右对偶:

R ' 1⊗R
coev⊗idR

(R⊗ L)⊗R ' R⊗ (L⊗R)
idR⊗ev

R⊗ 1 ' R,

L ' L⊗ 1
idL⊗coev

L⊗ (R⊗ L) ' (L⊗R)⊗ L
ev⊗idL

1⊗ L ' L.

如上的 (L,R, ev, coev) 称为对偶资料.

对偶资料中的 ev 和 coev 应当理解为 “求值” 态射及其对偶. 定义中涉及的幺元约
束, 结合约束与括号顺序不会造成任何困难, 今后经常省略.

读者兴许会从定义 9.1.1 联想到伴随函子的单位和余单位态射. 对偶性确实能涵摄
伴随函子理论, 但这需要在 2-范畴或更广义的结构中进行操作, 不属本书范围.

命题 9.1.2 设 F : C → D 为幺半范畴之间的幺半函子, 则 C 的任何对偶资料
(L,R, ev, coev) 皆典范地诱导 D 的对偶资料 (FL, FR,F ev, F coev).

证明 为了将 (FL, FR,F ev, F coev) 诠释为对偶资料, 仅须考虑交换图表

FL⊗ FR 1D FR⊗ FL

F (L⊗R) F (1C) F (R⊗ L)
F ev

∼ ∼

F coev

∼

垂直箭头来自幺半函子的结构. 所需性质依此化到 C 上.

定义–命题 9.1.3 设 C 为幺半范畴, X ∈ Ob(C), 若 X 有右对偶 (或左对偶), 对偶资料
写作 (X,X∗, ev, coev) (或 (∗X,X, ev, coev)), 则这些资料精确到唯一同构是唯一的.
有鉴于此, 我们可以合理地谈论 X 的右对偶 X∗ (或左对偶 ∗X) 而不致混淆.

证明 调换 ⊗ 顺序即可在左和右对偶之间过渡, 故以下仅伦 X∗ 情形. 设资料
(X∗i , evi, coevi) 给出 X 的右对偶 (i = 1, 2). 首先论证同构的唯一性. 设 α : X∗1

∼→ X∗2
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与对偶性的态射 evi, coevi 兼容, 则有交换图表

X∗1 X∗2 ⊗X ⊗X∗1

X∗2

X∗2 X∗2 ⊗X ⊗X∗2

α

coev2⊗id

id⊗α

id⊗ev1

coev2⊗id

id⊗ev2

根据右对偶的定义, 其下路合成为 (id⊗ ev2)(coev2 ⊗ id) = idX∗
2
; 对于逆态射 β : X∗2

∼→
X∗1 也有相应的陈述. 因此所求的 α : X∗1 → X∗2 和 β : X∗2 → X∗1 只能分别取作合成

X∗1

coev2⊗idX∗
1

X∗2 ⊗X ⊗X∗1
idX∗

2
⊗ev1

X∗2 ,

X∗2

coev1⊗idX∗
2

X∗1 ⊗X ⊗X∗2
idX∗

1
⊗ev2

X∗1 .

兹断言以上定义的 α 和 β 确实与对偶性的态射兼容. 基于对称性, 考虑 α 即可.
右对偶的定义给出交换图表

X ⊗X∗1

X ⊗X∗2 ⊗X ⊗X∗1 X ⊗X∗1

X ⊗X∗2 1

idid⊗coev2⊗id

ev2⊗id
id⊗ev1 ev1

ev2

1 X∗1 ⊗X

X∗2 ⊗X X∗2 ⊗X ⊗X∗1 ⊗X

X∗2 ⊗X

coev1

coev2 coev2⊗id
id⊗coev1

id
id⊗ev1⊗id

垂直方向的合成分别是 id⊗ α 和 α⊗ id, 兼容性得证.
其次证明 α 和 β 互逆. 同理, 证 βα = id 即可. 考虑图表

X∗1 X∗1 ⊗X ⊗X∗1

X∗2 ⊗X ⊗X∗1 X∗1 ⊗X ⊗X∗2 ⊗X ⊗X∗1 X∗1 ⊗X ⊗X∗1

X∗2 X∗1 ⊗X ⊗X∗2 X∗1

coev2⊗id

coev1⊗id

id⊗id⊗coev2⊗id id

coev1⊗id
id⊗ev1 id⊗ev1

id⊗ev2⊗id⊗id
id⊗ev1

coev1⊗id id⊗ev2

三个方块显然交换, 三角部分基于右对偶的定义交换, 故全图交换. 按 合成给出
βα, 而按 合成则给出 idX∗

1
. 明所欲证.

左对偶和右对偶的相互关系可表作 ∗(X∗) = X 和 (∗X)∗ = X. 尽管在论证或叙述
中经常会选定对偶资料, 但对偶性究其实质乃是对象具有的一则性质, 而非外加的结构.
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例 9.1.4 在任意幺半范畴中皆有

1∗ = 1 = ∗1,

所需的态射 ev 和 coev 皆来自幺元约束 1⊗ 1 ' 1.

定义 9.1.5 (N. Saavedra Rivano) 若幺半范畴 C 的所有对象都有左对偶 (或右对偶),
则称 C 为左刚性 (或右刚性) 范畴.

定义–命题 9.1.3 的证明思路简则简矣, 过程中却引进繁多的公式和交换图表. 在
涉及对偶性的各种论证中, 称为线图的可视化技巧十分方便; 参照 §7.1 或 [51, 定理
2.6.12 证明]. 详言之, 我们以对象为节点, 态射为箭头, 由上而下地合成; 譬如 idX ,
f : X → Y , g : Y → Z 和 gf 分别表为

X

X

X

Y

f

Y

Z

g

X

Z

f

g

因此将态射从前或后边合成 id 相当于将箭头拉长. 对态射取 ⊗ 则表作箭头的并列, 譬
如 f ⊗ g 表作

X Y

Y Z

f g

由于 X ⊗ 1 ' X ' 1⊗X, 在线图中可以合理地省略 1, 或者说箭头在该处无端点,
于是在对偶存在的前提下, ev : X ⊗X∗ → 1 和 coev : 1→ X∗ ⊗X 便分别表作

X X∗

ev
X∗ X

coev

相同前提下, 定义 9.1.1 的等式

(idX ⊗ ev)(coev⊗ idX) = idX = (ev⊗ idX)(idX ⊗ coev)
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按此图解为

X

X∗XX

X

coev

ev
=

X

X

=

X

X X∗ X

X

coev

ev
(9.1.1)

前提是所论的对偶存在; 这就赋予定义 9.1.1 一种 “拉直箭头” 的操作感. 在一些文献
中, 上述图表是旋转 π

2 后描绘的, 因之又称 Z 字等式.

基于代数等式和线图操作之间的这些对应, 涉及对偶性的基本代数等式容易按图
索骥, 或者索性以图为证. 作为练习, 读者不妨尝试将定义–命题 9.1.3 的证明改写成简
单的图表.

下一则结果说明对偶自然地调换 ⊗ 的次序.

命题 9.1.6 设 C 为幺半范畴, X,Y ∈ Ob(C).

(i) 若 X 和 Y 分别有左对偶 ∗X 和 ∗Y , 则 ∗Y ⊗ ∗X 给出 X ⊗ Y 的左对偶, 相应的
资料可以通过 X 和 Y 的对偶资料图解为

evX⊗Y =

 ∗Y ∗X X Y

evY

evX

 , coevX⊗Y =

 X Y ∗Y ∗X

coevX

coevY

 .

(ii) 若 X 和 Y 分别有右对偶 X∗ 和 Y ∗, 则 Y ∗ ⊗X∗ 给出 X ⊗ Y 的右对偶, 相应的
资料可以通过 X 和 Y 的对偶资料图解为

evX⊗Y =

 X Y Y ∗ X∗

evX

evY

 , coevX⊗Y =

 X∗ Y ∗ Y X

coevX

coevY

 .
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证明 必须验证定义 9.1.1 的等式, 亦即 Z 字等式 (9.1.1). 这也相当于验证

∗Y ∗X X Y ∗Y ∗X =

∗Y ∗X

∗Y ∗X

,

X Y ∗Y ∗X X Y =

X Y

X Y

严格来说, 左式的图表应该如 (9.1.1) 一般往垂直方向拉开, 亦即插入若干 id, 适当地横
挪然后拉直. 上述等式遂一目了然. 相应的形式化验证则是基于幺元的种种自然性质,
细节留给感兴趣的读者.

定义 9.1.7 设 f : X → Y 是幺半范畴 C 中的态射. 设 X 和 Y 皆有左对偶 ∗X 和 ∗Y

(或右对偶 X∗ 和 Y ∗), 此时定义 f 的左对偶 ∗f : ∗Y → ∗X (或右对偶 f∗ : Y ∗ → X∗)
态射如下:

∗f := (evY ⊗ id)(id⊗ f ⊗ id)(id⊗ coevX)

∗Y

∗Y Y

X

f

∗X

∗X
evY

coevX

,

f∗ := (id⊗ evY )(id⊗ f ⊗ id)(coevX ⊗ id)

Y ∗

Y ∗Y

X

f

X∗

X∗

evY

coevX

.

基于左对偶和右对偶的相互关系和定义–命题 9.1.1, 可以验证 ∗(f∗) = f = (∗f)∗;
绘制 “图中图” 可一目了然. 此外 ∗(idX) = id∗X 和 (idX)∗ = idX∗ 则归结为定义.
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谨记录两组关于 f : X → Y 的左/右对偶的有用等式, 依旧以图为证.

f

Y ∗X

= ∗f

Y ∗X

f∗

X∗ Y

= f

X∗ Y

(9.1.2)

f

X Y ∗

= f∗

X Y ∗

∗f

∗Y X

= f

∗Y X

(9.1.3)

命题 9.1.8 设 X
f
Y

g
Z 是幺半范畴 C 中的态射. 设这些对象皆有左对偶 (或右对

偶), 则 ∗(gf) = ∗f ∗g (或 (gf)∗ = f∗g∗).

证明 运用 Z 字等式 (9.1.1), 一图胜千言.

推论 9.1.9 对于左刚性 (或右刚性) 范畴 C, 倒转箭头的同时倒转 ⊗ 的变元顺序以赋予
Cop 幺半结构, 则我们有幺半函子 C → Cop, 映对象 X 为 ∗X (或 X∗), 映态射 f 为 ∗f

(或 f∗).

出人意料地, 对于从左或右刚性范畴出发的幺半函子, 其间的态射必为同构. 这颇
能够说明 “刚性” 的底蕴.

命题 9.1.10 设 F,G : C ⇒ D 为幺半范畴之间的幺半函子. 若 C 是左刚性 (或右刚性)
的, 则幺半函子之间的所有态射 ϕ : F → G 皆是同构. 事实上, (ϕX)−1 = (ϕ∗X)

∗ (或
∗ (ϕX∗)).

证明 考虑左刚性情形即可. 选定 X ∈ Ob(C), 其左对偶 ∗X 和资料 ev, coev. 我们有
交换图表

1 F (1) F (X ⊗ ∗X) F (X)⊗ F (∗X)

G(1) G(X ⊗ ∗X) G(X)⊗G(∗X)

∼

∼ ϕ1

F coev ∼

ϕX⊗∗X ϕX⊗ϕ∗X

Gcoev ∼

F (∗X)⊗ F (X) F (∗X ⊗X) F (1) 1

G(∗X)⊗G(X) G(∗X ⊗X) G(1)

∼

ϕ∗X⊗ϕX

F ev

ϕ∗X⊗X

∼

ϕ1

∼ Gev

∼

而且命题 9.1.2 说明图表按两行的合成分别使 F (∗X) 和 G(∗X) 给出 F (X) 和 G(X)

的左对偶; 因此 (ϕ∗X)∗ : G(X)→ F (X) 有定义. 由此得到图表等式
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G(X)

G(X)G(∗X)

F (∗X)

ϕ∗X

F (X)

G(X)

Gev

F coev

ϕX = G(X) G(∗X) G(X)

G(coev)

G(ev)

,

F (X)

G(X)G(∗X)

F (∗X)

ϕ∗X

F (X)

F (X)

Gev

F coev

ϕX = F (X) F (∗X) F (X)

F (coev)

F (ev)

,

右侧根据 (9.1.1) 分别是 idGX 和 idFX . 这便说明 (ϕ∗X)
∗ 确实是 ϕX 的逆.

命题 9.1.11 设 C 为幺半范畴而 X,Y ∈ Ob(C).

(i) 当 X 有左对偶 ∗X 时, 有互逆双射 HomC(X,Y )
1:1 HomC(1, Y ⊗ ∗X) 如下.

X

Y

f 7−→ X ∗X

Y ∗X

coevX

f

X∗XY

Y

evX

ϕ

←− [ Y ∗X

ϕ
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(ii) 当 X 有右对偶 X∗ 时, 有互逆双射 HomC(X,Y )
1:1 HomC(1, X∗ ⊗ Y ) 如下.

X

Y

f 7−→ XX∗

YX∗

coevX

f

X X∗ Y

Y

evX

ϕ

←− [ X∗ Y

ϕ

(iii) 推而广之, 在所论对偶存在的前提下, 存在典范双射

HomC (W ⊗X,Y ) HomC(W,Y ⊗ ∗X)

f (f ⊗ id∗X)(idW ⊗ coevX)

1:1

和
HomC (X ⊗W,Y ) HomC(W,X∗ ⊗ Y )

f (idX∗ ⊗ f)(coevX ⊗ idW ).

1:1

证明 对于 (i) 和 (ii), 互逆的验证不外是 (9.1.1) 的应用. 基于同样思路, 但画法稍加
别扭的图表足以解释 (iii).

在 (i) 和 (ii) 的情境下, 容易将态射的合成在双射右侧的元素 ϕ 上描述 (提示: 应
用态射 ev). 这些典范操作引向以下结果.

推论 9.1.12 设 C 是定义 9.1.5 所谓的左刚性 (或右刚性) 范畴, 则定义内 Hom 为
Hom左(X,Y ) := Y ⊗ ∗X (或 Hom右(X,Y ) := X∗ ⊗ Y ) 可使 C 成为定义 7.3.1 所谓的
右 (或左) 闭幺半范畴.

证明 将命题 9.1.11 (iii) 代入定义 7.3.1, 其余验证全是例行公事.

推论 9.1.13 设 X ∈ Ob(C).

� 若 X 有左对偶 ∗X, 则 (·)⊗X 保小 lim−→ 而 X ⊗ (·) 保小 lim←−.

� 若 X 有右对偶 X∗, 则 (·)⊗X 保小 lim←− 而 X ⊗ (·) 保小 lim−→.
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证明 考虑 X 有左对偶 ∗X 的情形. 命题 9.1.11 (iii) 蕴涵函子 (·) ⊗ X 有右伴随
(·)⊗ ∗X, 函子 X ⊗ (·) ' (∗X)∗ ⊗ (·) 有左伴随 ∗X ⊗ (·).
在上述论证中调换 ⊗ 的顺序, 即可处理有右对偶 X∗ 的情形.

9.2 对偶性: 迹和维数
我们在 §9.1 介绍了和对偶性相关的几则概念, 它们都分成左/右两种版本, 取决于

对象在 ⊗ 中的位置. 许多应用中考虑的幺半范畴是对称的, 这时不必再区分左右. 我们
且从辫幺半范畴的情况入手. 辫结构照例写作

c(X,Y ) : X ⊗ Y ∼→ Y ⊗X

的形式, 辫结构对称相当于说 c(X,Y )−1 = c(Y,X). 辫图可以和 §9.1 介绍的线图技巧
搭配使用.

引理 9.2.1 设 C 是辫幺半范畴. 给定 X ∈ Ob(C) 的右对偶 X∗, 则 X∗ 也是 X 的左对
偶: 精确地说, 命

ev′ := ev ◦ c(X,X∗)−1 : X∗ ⊗X → 1,

coev′ := c(X∗, X) ◦ coev : 1→ X ⊗X∗.

则 (X∗, X, ev′, coev′) 是对偶资料. 左对偶 ∗X 的情形类此. 当 C 是对称幺半范畴时, 我
们进一步有 ev′′ = ev 和 coev′′ = coev.

证明 这是辫结构的公理的应用. 举例明之, (id ⊗ ev′)(coev′ ⊗ id) = id 归结为下图
交换:

X ⊗ 1 X ⊗X∗ ⊗X 1⊗X

1⊗X X∗ ⊗X ⊗X X ⊗X∗ ⊗X X ⊗X ⊗X∗ X ⊗ 1

c(X,1)

id⊗coev

c(X,X∗⊗X)

ev⊗id

c(1,X)

coev⊗id c(X∗,X)⊗id id⊗c(X,X∗)−1 id⊗ev

小方块交换缘于辫结构的函子性, 右侧大方块则是例行的辫图论证, 可参照 §7.1.

综上, 辫幺半范畴的对象 X 有左对偶当且仅当它有右对偶. 对于对称幺半范畴的
情形, 我们可以放心地混同左右, 将对偶对象和对偶态射统一记为 X∗ 和 f∗.

最为典型的例子当然是交换环上的模范畴, 它对模的张量积构成对称幺半范畴, 其
中的对偶性有简单的刻画.

命题 9.2.2 设 R 为交换环. 将 R-Mod 通过 ⊗R 作成对称幺半范畴, 则 R-模 M 有对
偶 M∗ 当且仅当 M 是有限生成投射模, 而且此时可取 M∗ := HomR(M,R), 而 evM
和 coevM 则如定义 7.7.10 所述 (取 A = B = k = R, P = M , 此处的 M∗ 在该处记为
M∨), 至多差一个张量积换序.



556 第九章 对偶性

证明 较为容易的是 “当” 的方向, 因为 (M∗, evM , coevM ) 的取法明确. 对于特例
M = R, 我们可以等同 M∗ 与 R, 而 evM (x⊗ y) = xy, coevM (1) = 1⊗ 1, 此时所需等
式的验证都是标准的.

其次, 易见 (M∗, evM , coevM ) 的给法兼容于直和, 由此可得 M = R⊕n 的情形. 一
般的有限生成投射模 M 总能实现为某个 R⊕n 的直和项, 由此可得 M 有对偶.

现在考虑 “仅当” 方向. 设 R-模 M 有对偶 M∗. 基于命题 9.1.11 (ii), 对于任意
R-模 M ′ 皆有 R-模同构

HomR(M,M ′) HomR(R,M
∗ ⊗
R
M ′) M∗ ⊗

R
M ′

(evM ⊗ idM ′)(idM ⊗ ϕ) ϕ ϕ(1)

∼ ∼

取 M ′ = R 可见 HomR(M,R) ' HomR(R,M
∗) 'M∗, 它映 λ ∈M∗ 为以下同态:

M M ⊗
R
R M ⊗

R
M∗ R

m m⊗ 1 m⊗ λ evM (m⊗ λ).

∼ idM⊗λ evM

因此 M∗ 可等同于 HomR(M,R), 同时 evM 等同于求值.
考察等式 (evM ⊗ idM )(idM ⊗ coevM ) = idM . 设 coevM (1) =

∑n
i=1 λi ⊗mi, 等式

相当于说 ∑
i λi(m)mi = m 恒成立, 亦即 idM 分解为

M
(λ1,...,λn)

R⊕n
(m1,...,mn)

M,

这说明 M 是 R⊕n 的直和项. 证毕.

定义 9.2.3 对于辫幺半范畴, 定义 9.1.5 的左刚性和右刚性相互等价; 满足其中任何一
者的辫幺半范畴称为刚性范畴.

一旦加上 Abel 范畴结构, 刚性辫幺半范畴的幺元便折射出特殊的性质. 我们首先
证明此时 ⊗ 对每个变元都自动具有加性.

命题 9.2.4 设 C 是刚性辫幺半范畴. 若 C 还是加性范畴, 则 ⊗ 是加性双函子.

证明 选定 X ∈ Ob(C). 命题 9.1.11 (iii) 蕴涵函子 X ⊗ (·) 有右伴随 X∗ ⊗ (·), 故推论
1.3.6 (v) 确保 X ⊗ (·) 具有加性. 基于辫结构, (·)⊗X 亦然.

命题 9.2.5 设 C 是刚性辫幺半范畴, 兼具 Abel 范畴的结构. 若 ι : U ↪→ 1 是子对象,
则 1 = U ⊕ ker(ι∗). 作为推论:

(i) 对象 1 分裂 (定义 2.7.6);

(ii) 若 EndC(1) 是域, 则 1 是单对象.
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证明 命 V := coker(ι). 已知 ⊗ 对每个变元都是正合加性函子 (推论 9.1.13 和命题
9.2.4), 故有实线部分的行正合交换图表

0 U 1 V 0

0 U ⊗ U U U ⊗ V 0

ι

ι⊗id

id⊗ι

ι ι⊗id

虚线合成箭头为 0, 由此知 U ⊗ V = 0 而 U ⊗ U ' U .
对任意对象 T ,同理可得单态射 ι⊗idT : U⊗T ↪→ T ,故 U⊗T = 0 ⇐⇒ ι⊗idT = 0,

而右式又等价于在命题 9.1.11 (iii) 之下对应的态射 T → U∗ ⊗ T 为 0, 不难说明后者正
是 ι∗ ⊗ idT (本章习题). 综上, 对于任意对象 X, 使得 U ⊗ T = 0 的极大子对象 T ⊂ X
等于使得 T → U∗ ⊗ T ↪→ U∗ ⊗X 为 0 的极大子对象, 这也等于

ker [ι∗ ⊗ idX : X → U∗ ⊗X] ' ker(ι∗)⊗X.

� 施此于 X = V 并利用 U ⊗ V = 0, 可得 ker(ι∗)⊗ V ' V ;

� 施此于 X = U , 则因为 U 的子对象 T 也是 1 的子对象, 故 U ⊗ T ⊃ T ⊗ T ' T ,
由此得 ker(ι∗)⊗ U = 0.

将此代入短正合列

0→ ker(ι∗)⊗ U → ker(ι∗)→ ker(ι∗)⊗ V → 0,

立见 1 ⊃ ker(ι∗) ∼→ V . 这使 0→ U → 1→ V → 0 分裂. 由于子对象 U 是任意的, 这
也正是 1 分裂的定义.

最后, 推论 2.5.5 蕴涵当 EndC(1) 是域时 1 不可分解, 故 1 单.

任意幺半范畴 C 中的 End(1) 是幺半群, 容易证明它还是交换的, 见 [51, 第三章习
题]. 幺约束 X ' 1⊗X 使得 End(1) 的元素以自态射作用在每个 X 上; 这些自态射确
定幺半群同态 End(1) → Z(C), 此处 Z(C) 代表范畴 C 的中心. 基于中心的一般性质,
态射合成相对于 End(1) 作用是双线性的:

(zf)g = z(fg) = f(zg), X
g
Y

f
Z, z ∈ End(1).

此外, 从 ⊗ 的公理 (见 [51, §3.1]) 不难导出 ⊗ 同样是双线性的:

(zf1)⊗ f2 = z(f1 ⊗ f2) = f1 ⊗ (zf2), fi ∈ Hom(Xi, Yi), z ∈ End(1).

不妨设想 End(1) 为幺半范畴 C 提供了某种 “系数”.

定义 9.2.6 设 f ∈ End(X) 是辫幺半范畴 C 中的自态射, X 有对偶; 定义 f 的左迹
(简称迹) 为

Tr(f) = Tr左(f) := evX (f ⊗ idX∗) coev′X ∈ End(1),
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其右迹定义为

Tr右(f) := ev′X (idX∗ ⊗ f) coevX ,

其中 coev′X 和 ev′X 如引理 9.2.1; 鉴于定义–命题 9.1.3, 两种迹不依赖对偶资料的选取.

定义 9.2.7 设 X 是辫幺半范畴 C 的对象, X 有对偶, 则其左维数 (简称维数) 定义为

dimX = dim左X := Tr(idX) ∈ End(1),

其右维数定义为 dim右X := Tr右(idX).

左迹和右迹分别图解如下:

Tr左(f) =

X X∗

X X∗

coev′X

f

evX

简记
f Tr右(f)

简记
f

若 C 是对称幺半范畴, 则左右两种版本的迹和维数总是相等, 这也是未来的主要应
用场景.

必须突出范畴 C 的角色时, 我们将采用 TrC 和 dimC 等记法. 一些文献也称之为量
子迹和量子维数. 例 9.3.1 将说明它们和经典版本的关系.

命题 9.2.8 设 F : C → D 为辫幺半范畴之间的幺半函子, 保持辫结构, 则对 C 的任何
自态射 f ∈ End(X), 在 X 有对偶的前提下 F (TrC(f)) = TrD(Ff); 考虑右迹亦然. 特
别地, F (dimC X) = dimD(FX).

证明 和命题 9.1.2 全同.

以上定义的迹具有和线性映射的迹相类似的性质.

命题 9.2.9 设 C 为辫幺半范畴. 以下讨论自态射 f ∈ End(X) 时皆默认 X 有对偶.

(i) 我们有 Tr左(f) = Tr右(∗f) 和 Tr右(f) = Tr左(f∗).

(ii) 设 X 和 Y 皆有对偶. 对任意 X Y
f

g
, 我们有 Tr左 (gf) = Tr左 ((∗∗f)g) 和

Tr右 (gf) = Tr右 ((f∗∗)g). 留意到当 C 是对称幺半范畴时, ∗∗f = f = f∗∗.

(iii) 对任意 f ∈ End(X) 和 g ∈ End(Y ), 我们有 Tr(f ⊗ g) = Tr(f)Tr(g).

(iv) 设 a ∈ End(1), 则 Tr(af) = aTr(f) 恒成立.
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(v) 设 C 是 Ab-范畴, 而且 ⊗ 对第一个 (或第二个) 变元具有加性, 则对任意 f, g ∈
End(X)皆有 Tr左(f+g) = Tr左(f)+Tr左(g) (或 Tr右(f+g) = Tr右(f)+Tr右(g)).

断言 (iii) 和 (iv) 中的 Tr 既可以代入左迹, 也可以代入右迹.

证明 按照往例, 我们主要依赖图形来论证. 基于对称性, 讨论左迹即可. 首先, 基于迹
的图解, 对 (9.1.2) 的各项装配底盘即得 (i). 类似道理, (ii) 通过 (9.1.3) 图解如下.

f

g
= ∗fg =

g

∗∗f

对于 (iii), 关键是直观的等式

f g = f g =
f

g

其形式证明则是基于幺元的种种自然性质.
断言 (iv) 来自态射合成与 ⊗ 相对于 End(1) 的双线性性质. 断言 (v) 则直接来自

左迹和右迹的文字定义, 不必图解.

不妨将命题 9.2.9 (iv) 和 (v) 理解为迹的线性性质. 作为 (iii) 的特例, 我们也有
dimX ⊗ Y = dimX dimY .

9.3 对偶性的实例
我们接着来考察对偶性理论的若干基本实例.

例 9.3.1 考虑域 k 上的向量空间范畴 Vect(k) 及其标准的对称幺半结构, 其幺元为
1 := k. 这是对偶性的模板. 命题 9.2.2 蕴涵对于任意 k-向量空间 V ,

V 有对偶 ⇐⇒ V 有限维.

更具体地说, 对于 n 维 k-向量空间 V , 其对偶 (不必分左右) 取为

V ∗ := Homk(V, k),

对应的态射是
V ⊗ V ∗ k

v ⊗ v̌ v̌(v)

ev k V ∗ ⊗ V

1
∑n
i=1 v̌i ⊗ vi

coev
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其中 v1, . . . , vn 是 V 的任意基, v̌1, . . . , v̌n 则是其对偶基. 这些定义既是命题 9.2.2 的
特例, 直接验证也毫无困难.

有限维 k-向量空间对 ⊗ 成为刚性范畴, 记为 Vectf(k). 涉及对偶的所有操作都化
作常识, 勾勒如下.

� 同构 V ∗ ⊗ W ' Hom(k, V ∗ ⊗ W )
∼→ Hom(V,W ) 映 ∑

i v̌i ⊗ wi 为线性映射∑
i v̌i(·)wi.

� 态射 f : V →W 的对偶 f∗ :W ∗ → V ∗ 无非是线性映射的转置, 图表等式 (9.1.3)
道尽一切.

� 迹和维数取值在 End(k) ' k. 既然 Vectf(k) 对称, 免分左右.

� 等同 End(V ) 和 V ∗ ⊗ V , 则 Tr(
∑
i v̌i ⊗ vi) =

∑
i v̌i(vi) 正是经典的迹. 同理,

dimV 无非是经典维数在同态 Z→ k 之下的像.

例 9.3.2 考虑例 7.1.13 的对称幺半范畴 Vect−Z/2Z(k), 其对象 (或态射) 写作 V =

V0 ⊕ V1 (或 f = (f0, f1)) 之形, 以 k = k⊕ {0} 为幺元. 一如例 9.3.1, 对象 V 有对偶当
且仅当 V 是有限维 k-向量空间; 这些空间构成全子范畴 Vect−Z/2Z,f (k). 当 V 维数有限
时, 对偶的具体取法是

V ∗ = V ∗0 ⊕ V ∗1 , V ∗i := Homk(Vi, k),

和
V ⊗ V ∗ k

(v0, v1)⊗ (v̌0, v̌1) v̌0(v0)− v̌1(v1),

k V ∗ ⊗ V

1
∑n0

i=1 v̌0,i ⊗ v0,i −
∑n1

i=1 v̌1,i ⊗ v1,i

ev

coev

其中 v0,1, . . . , v0,n0
(或 v1,1, . . . , v1,n1

) 是 V0 (或 V1) 的任意基, 而 v̌0,1, . . . , v̌0,n0
(或

v̌1,1, . . . , v̌1,n1
) 是其对偶基. 定义 9.1.1 要求的性质可以直接验证.

� 同构 (V ∗ ⊗W )0 ' Hom(k, V ∗ ⊗W )
∼→ Hom(V,W ) 映 ∑

i v̌i ⊗ wi 为线性映射∑
i v̌i(·)wi, 其中或者 v̌i ∈ V ∗0 , wi ∈W0, 或者 v̌i ∈ V ∗1 , wi ∈W1.

� 态射 f : V →W 的对偶 f∗ :W ∗ → V ∗ 仍是线性映射的转置, 在每个直和项上各
别操作.

� 迹和维数仍然取值在 End(k) ' k, 不分左右. 自态射 f = (f0, f1) ∈ End(V ) 的
迹等于 Tr(f0)− Tr(f1), 称为超迹. 相应地, 超维数 dimV 是 dimV0 − dimV1 在
Z→ k 之下的像.
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类似的描述可以推及更一般的分次 k-向量空间范畴 VectεI(k), 其中 I 是交换幺半
群, ε : I → Z/2Z, 见例 7.1.11. 此对称幺半范畴的对象 (或态射) 仍可表作 ⊕

i∈I Vi (或
(fi)i∈I) 之形, 涉及的正负号取决于 ε(i).

注意到 Vect(k) 可以通过 V 7→ (V0, V1) := (V, {0}) 嵌入 Vect−Z/2Z(k), 例 9.3.2 因
此涵摄了例 9.3.1 的经典理论. 进一步, 当 k ∈ {R,C} 时还可以将 k-超向量空间推广为
拓扑流形 M 上的超向量丛. 超迹和超维数也相应地推广到超向量丛, 唯一差别是它们
取值在平凡超向量丛 M × (k⊕ {0}) 的自同态群, 亦即取值在 {连续函数M → k}.
接着是两则非线性的例子.

例 9.3.3 (对应) 令 Corr 为以下范畴: 它的对象是所有小集, 而从 X 到 Y 的态射定
义为图表 [X

u
A

v
Y ] 的同构类, 其中 A 是任意小集, u 和 v 是任意映射, 同构

按自明方式理解; 这种图表被称为从 X 到 Y 的 “对应”, 它是映射的推广1). 态射
[Y ← B → Z] 和 [X ← A→ Y ] 的合成以纤维积定义为

A×
Y
B

A B

X Y Z

对象 X 的单位态射因而是 X
id
X

id
X, 或与之同构的任何图表. 合成的特例是

[Y = Y
w
Z] ◦ [X u

A
v
Y ] = [X

u
A

wv
Z],

[Y
z
B

w
Z] ◦ [X u

Y = Y ] = [X
uz

B
w
Z].

考虑抽象的集合只是出于教学考量; 实际应用中习惯取 X, Y 等等为合适的几何对象,
如拓扑空间或概形等等.

现在赋予 Corr 幺半结构: 定义 X ⊗ Y := X × Y , 幺元 1 是记为 pt 的独点集. 这
自然地成为对称幺半范畴. 它还是刚性的: 对所有 X, 取 X∗ = X 连同

coevX :=

[
pt X X ×X对角

]
, evX :=

[
X ×X X pt对角

]
.

有请读者仔细验证定义 9.1.1 的条件.

� 一旦展开定义, 同构 HomCorr(X,Y ) ' HomCorr(1, X
∗ ⊗ Y ) 便化为同义反复.

� 态射 f = [X
u
A

v
Y ] 的对偶 f∗ 等于 [Y

v
A

u
X]. 直接操演定义可见, 细

节留给读者.
1)若 f : X → Y 是映射, 则可取 A 为 f 的映射图形.
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� 迹和维数取值在 EndCorr(1), 此集的元素是图表 [pt ← A → pt] 的同构类, 它们
由基数 |A| 完全确定.

� 记任意映射 u : A → X 的图形为 Γu := {(a, u(a)) : a ∈ A} ⊂ A × X. 自态射
f = [X

u
A

v
X] 的迹由下图描述

Γu ∩ Γv

Γu Γv

X A×X X

pt X ×X X ×X pt

投影 投影

对角 u×id v×id 对角

每个菱形都是拉回方块. 注意到 Γu ∩ Γv ' {a ∈ A : u(a) = v(a)}.

记 ∆ := ΓidX
⊂ X × X 为对角子集. 对于 A = X 而 u = idX 的特例, 图表的

顶点是不动点集 Γv ∩∆ = {x ∈ X : v(x) = x}, 所以 Tr(f) 的效用无非是不动点
计数.

� 取特例 u = v = idX 可见 dimX 是对角自交 ∆ ∩∆. 在眼下的集合情形, ∆ ∩∆

即 X, 故 dimX ∈ EndCorr(1) 仅描述 |X|. 在更精细的几何或拓扑场景, 连同适
当的 “导出” 框架中, 对角自交能给出更微妙而重要的信息.

例 9.3.4 (配边) 考虑 [51, 例 3.1.4] 的幺半范畴 n-Cob. 它以 n− 1 维紧闭定向流形为
对象 (n ∈ Z≥1), 态射是由 n 维带边定向流形给出的 “配边” 等价类; 此处的等价取为
保边界的微分同胚. 幺半结构来自定向流形的无交并, 以空流形 ∅ 为幺元. 配边的具体
图解 (俗称 “裤管”) 可参考前引书, 不过为了尊重 §9.1 的线图表法, 配边应当由上而下
绘制, 而非如前引书由左而右.

微分同胚的闭流形在 n-Cob 中也是同构的, 故幺半结构对称. 它还是刚性
的: 对任意对象 X, 倒转定向给出 X∗. 更精确地说, 态射 evX : X t X∗ → ∅ 和
coevX : ∅ → X tX∗ 将带边流形 X × [0, 1] 按两种不同方式作成配边, 可理解为有向
流形的积:

evX := X × , coevX := X × .

� 如前引书, n-Cob 的定义已内建双射

Homn-Cob(X,Y )
1:1 Homn-Cob (∅, X∗ t Y )

=
{
W :带边定向, 连同资料 ∂W

∼→ X∗ t Y
}
/ ∼ .

� 态射 (亦即配边) 的对偶无非是将 ∂W
∼→ X∗ t Y 逆转为 ∂W

∼→ (Y ∗)∗ tX∗.
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� 迹和维数取值在
Endn-Cob(∅) =

{
n维紧闭流形} / ∼ .

� 根据先前对 evX 和 coevX 的描述, 对 f ∈ Endn-Cob(X) 取迹相当于将配边 f 上
下两头的 X 黏合. 由于恒等态射 idX 对应于平凡配边 X × [0, 1], 故

dimX = X × .

对于 n-Cob, 在 §9.1 引入的各种图解都获得了实际意义. 方法和对象在此具有相
同的几何实质.

我们最后来讨论对偶性如何体现于 Hopf 代数上的模和余模; 详见 §7.5. 设 k 为域,
(A,µ, η,∆, ε) 为 k-双代数, 亦即 Vect(k) 上的双代数. 命题 7.5.6 已说明如何同时运用
代数和余代数结构赋予下述范畴

A-Mod, Mod-A, A-Comod, Comod-A

自然的幺半结构. 我们意欲在其中刻画对偶性. 以下仅就右模和右余模的情形加以
阐述.

既然从 Mod-A (或 Comod-A) 向 Vect(k) 的忘却函子是幺半函子, 若右 A-模 (或
A-余模) M 有左或右对偶, 则:

� dimkM <∞;

� 无论左右, 对偶必然实现在对偶向量空间 M∨ := Homk(M, k) 上;

� ev 和 coev 在 Vectf(k) 的层次都按例 9.3.1 的方式确定, 精确到同构.

如果一个 A-模 (或 A-余模) 作为 k-向量空间是有限维的, 则称之为有限维 A-模
(或 A-余模). 以下便聚焦于有限维的 M , 相应的范畴记为 Modf-A 等2). 对于熟悉交换
环论的读者, 将后续结论推广到一般的交换环 k 是毫不费力的, 前提是要求 M 是有限
生成投射 k-模.

关键是赋予 M∨ 合适的右 A-模 (或 A-余模) 结构. 记 ⊗ := ⊗k. 有限维情形的对
偶函子延拓为

(·)∨ := Homk(·, k) : Vect(k)op → Vect(k).

它仅是右松的: 存在典范的 N∨ ⊗M∨ → (M ⊗N)∨. 我们仍有一族求值态射

evM :M ⊗M∨ → k.

2)莫和定理 7.8.5 的 Modfg-A 混淆, 后者是有限生成右 A-模范畴.
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先考虑 M 为右 A-模的情形, 纯量乘法来自 a : M ⊗ A → M . 既然 Vect(k) 是具体的
范畴, 元素和映射的语言更为直白. 按以下方式取转置 ta : A ⊗M∨ → M∨, 可使 M∨

成为左 A-模:
ev
(
m, ta(t⊗ λ)

)
= ev (a(m⊗ t), λ) ,

其中 m ∈M , λ ∈M∨, t ∈ A.
对于右 A-余模M 的情形,我们选定M 的基 v1, . . . , vn和M∨的对偶基 v̌1, . . . , v̌n,

按此描述余模结构为

ρ(vi) =

n∑
j=1

vj ⊗ tji, tji ∈ A, 1 ≤ i ≤ n. (9.3.1)

对于 ρ, 先前的转置操作有对偶版本: 命

tρ :M∨ → A⊗M∨, v̌i 7→
n∑
j=1

tij ⊗ v̌j .

从 (7.5.1) 及其左余模版本可见 tρ 使 M∨ 成为左 A-余模, 还可以验证此结构无关基的
选取.

问题是如何调整回右 A-模和右 A-余模. 这点在 A 为 Hopf 代数时可以典范地做
到. 记述如下.

命题 9.3.5 设 k 为域. 设 A 为以 S 为对极的 Hopf k-代数 (定义 7.5.8), 资料具体写作
(A,µ, η,∆, ε). 设 M 为有限维右 A-模 (或 A-余模), 则 M 兼有左对偶和右对偶, 都实
现在 M 的对偶向量空间 M∨ 上, 具体描述如下:

� 设右 A-模 M 的结构来自 a :M ⊗A→M , 则:

左对偶 右对偶

∨a :M∨ ⊗A→M∨ a∨ :M∨ ⊗A→M∨

∨a(λ⊗ t) = ta
(
S−1t⊗ λ

)
a∨(λ⊗ t) = ta (St⊗ λ)

其中 ta 是先前定义的转置, λ ∈M∨, t ∈ A 而 m ∈M .

� 设右 A-余模 M 的结构来自 ρ :M →M ⊗A, 选基后具体描述如 (9.3.1), 则:

左对偶 右对偶

∨ρ :M∨ →M∨ ⊗A ρ∨ :M∨ →M∨ ⊗A

∨ρ(v̌i) =
∑
j v̌j ⊗ Stij ρ∨(v̌i) =

∑
j v̌j ⊗ S−1tij
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作为推论, 有限维右 A-模范畴 Modf-A (或有限维右 A-余模范畴 Comodf-A) 既是
左刚性的也是右刚性的. 左 A-模或余模的情形全然相似, 左右对调即可.

证明 先讨论右 A-模 M 的情形. 延续先前讨论, 既然 S 给出同态 A → Aop
cop (命题

7.5.11) 而 Vect(k) 的辫结构对称, 两种方法都使 M∨ 成为右 A-模. 兹断言相对于 a∨

赋予 M∨ 的右 A-模结构, ev :M ⊗M∨ → k 是右 A-模的同态.
以下直接将 a 和 a∨ 写作右乘, 按照环论习惯将 µ : A⊗ A→ A 写作乘法, 并从符

号中省略 η : k→ A. 设 ∆(t) =
∑
i t

(1)
i ⊗ t

(2)
i . 让 t 右乘于 m⊗ λ ∈M ⊗M∨ 再求值的

产物为

ev
(∑

i

mt
(1)
i , λt

(2)
i

)
= ev

(∑
i

mt
(1)
i S

(
t
(2)
i

)
, λ

)
.

然而对极的定义蕴涵 ∑
i t

(1)
i S

(
t
(2)
i

)
= ε(t), 故上式简化为 ε(t)ev(m ⊗ λ). 因为 k 的

A-模结构来自 ε, 这就说明了 ev 是右 A-模同态.
其次验证 coev : k → M∨ ⊗M 是右 A-模同态, M∨ 的右 A-模结构仍来自 a∨. 将

M∨ ⊗M 等同于 Endk(M), 则 coev(1) = idM , 问题遂归结为对所有 t ∈ A 验证

ε(t) · idM =
∑
i

(
t
(2)
i 右乘

)
◦ idM ◦

(
St

(1)
i 右乘

)
,

亦即证 ε(t) =
∑
i S
(
t
(1)
i

)
t
(2)
i , 这同样归结为对极定义.

综上, M∨ 对 a∨ 给出 M 的右对偶, 记为 M∗. 左对偶也可以按类似方法处理, 或
者归结为以下简单观察: 以 ∨a 使 M∨ 成为右 A-模, 记为 ∗M , 则容易看出前一步构造
给出的 (∗M)∗ 回到 M 本身, 这就说明 ∗M 是 M 的左对偶.
对有限维右余 A-模 M , 我们采取待定系数法. 设 M∨ 带有由环 A 上的 n × n 矩

阵 U = (uij)i,j 确定的右余模结构, 刻画为

v̌i 7→
n∑
j=1

v̌j ⊗ uji, 1 ≤ i ≤ n.

使 U 给出右余模的充要条件已经在 (7.5.1) 列出.
请忆及 ev(vi, v̌j) = δi,j (Kronecker 的 δ 符号) 和 coev(1) =

∑
i v̌i ⊗ vi. 按此不难

将 ev 和 coev 为右 A-余模同态的条件写作∑
k

tkiukj = δi,j =
∑
k

uiktjk. (9.3.2)

记 T = (tij)i,j , 记其转置矩阵为 tT , 则上述条件以矩阵语言改写为

(tT )U = 1n×n = U(tT ).
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故寻求 M 的右对偶相当于求 (tT )−1. 类似地, 寻求 M 的左对偶相当于求 t(T−1). 关
于右对偶和左对偶的断言分别化约为验证∑

k

tkiS
−1(tjk) = δi,j =

∑
k

S−1(tki)tjk,∑
k

tikS(tkj) = δi,j =
∑
k

S(tik)tkj .

这是容易的. 由于 ∆(tij) =
∑
k tik ⊗ tkj , 对极的定义蕴涵第二式的两边同为

ε(tij) = δi,j . 对第二式两边同取 S−1, 并且注意到 S 保持幺元而倒转乘法, 整理即得第
一式. 证毕.

当 A 非交换时, t(T−1) 和 (tT )−1 未必相等. 上述论证因而也提示了左和右对偶一
般并不相等.

事实上, 之后的推论 9.6.6 将说明从有限维余模范畴的刚性如何逆推双代数上的
Hopf 结构, 这将涉及一系列的理论准备.

9.4 自同态余代数
自本节开始是面向淡中范畴理论 (见 §9.7) 的一系列铺垫, 但涉及的一些工具和思

路有更广泛的应用. 主要参考材料是 [10].
设 k 是交换环. 对任何范畴 A 及函子 ξ : A → k-Mod, 我们可以考虑函子的自同

态 k-代数 End(ξ), 它给出一族 k-线性映射

End(ξ)⊗
k
ξ(X)→ ξ(X), X ∈ Ob(A),

它们对 X 具有函子性, 或者写作 End(ξ) ⊗
k
ξ → ξ. 此外 End(ξ) 对之还是 “泛” 的: 根

据同义反复, 让一个 k-代数 E 作用在 ξ 上相当于指定代数的同态 E → End(ξ), 而由
此泛性质可以抽象地推导 End(ξ) 的乘法结构.

对于我们行将处理的问题而言, 上述构造的对偶版本更实用也更简单, 但有必要考
虑取值在 Mod-B 的函子, 其中 B 是 k-代数, 按惯例默认非零. 这和范畴论中称为余端
的抽象构造密切相关, 本章习题另有说明.

定义 9.4.1 设 k 为交换环, B 为 k-代数, ω1, ω2 : A → Mod-B 为函子. 考虑 (B,B)-双
模 L 连同函子之间的态射 a : ω2 → ω1 ⊗

B
L, 亦即一族右 B-模同态

aX : ω2(X)→ ω1(X)⊗
B
L, X ∈ Ob(A),
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使得下图对一切 f ∈ HomA(X,Y ) 皆交换:

ω2(X) ω1(X)⊗
B
L

ω2(Y ) ω1(Y )⊗
B
L.

aX

ω2(f) ω1(f)⊗id

aY

从资料 (L, a) 到 (L′, a′) 的态射定义为双模同态 t : L→ L′, 条件是使下图恒交换

ω2(X) ω1(X)⊗
B
L

ω1(X)⊗
B
L′

aX

a′X
id⊗t

反过来说, 给定资料 (L, a) 和双模同态 t : L → L′, 可按上图确定 a′ 连同态射
t : (L, a)→ (L′, a′).

若全体资料 (L, a) 和态射所成的范畴有始对象, 则记相应的 (B,B)-双模为

coH(ω1, ω2) = coHk(ω1, ω2),

并且记相应的态射为 λ : ω2 → ω1 ⊗
B
L. 另记

coE(ω) = coEk(ω) := coH(ω, ω).

符号 coH 代表 coHom 而 coE 代表 coEnd, 应设想为 Hom 和 End 的对偶, 缩写仅
是排版考量. 留意到 (B,B)-双模的概念不只依赖 B 的环结构, 还依赖 k.

注记 9.4.2 观察到 coH(ω1, ω2) = 0 相当于说任何态射 ω2 → ω1 ⊗
B
L 皆为零, 定义

并不排除这种可能. 相对于此, 在 coE(ω) 存在的前提下, 若 ω 不是常值零函子, 则
coE(ω) 6= 0, 这是因为 ω

∼→ ω ⊗
B
B.

若 coE(ω) 存在, 对 ω
∼→ ω ⊗

B
B 应用泛性质可得双模同态

ε : coE(ω)→ B.

另一方面, 在所论的 coH 存在的前提下, 对 ω1, ω2, ω3 连续操作可得态射
ω3 → ω2 ⊗

B
coH(ω2, ω3)→ ω1 ⊗

B
coH(ω1, ω2)⊗

B
coH(ω2, ω3),

泛性质继而给出典范的双模同态
coH(ω1, ω3)→ coH(ω1, ω2)⊗

B
coH(ω2, ω3) (9.4.1)

对函子 ω1, . . . , ω4 操练例行的论证, 可见 (9.4.1) 服从余结合律; 这使得 coE(ω) 在
(B,B)-Mod 中成为以 ε : coE(ω)→ B 为余幺元的余代数, 而每个 ω(X) 都通过典范态
射 λ 成为 coE(ω)-余模. 相关讨论总结如下.
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定义–命题 9.4.3 (自同态余代数) 取函子 ω : A → Mod-B, 并且假定 coE(ω) 存在.

� 作为幺半范畴 (B,B)-Mod 的对象, coE(ω) 具有典范的余代数结构, 使得每个
ω(X) 通过典范态射成为 coE(ω)-余模, 而且 A 的态射诱导余模同态. 我们称
coE(ω) 是 ω 的自同态余代数3).

� 对于 (B,B)-Mod 中的任意余代数 L, 为每个 ω(X) 相容地指定 L-余模结构相当
于指定余代数的同态 coE(ω)→ L.

注记 9.4.4 给定函子 T : A′ → A 和 ω1, ω2 : A → Mod-B, 在所论的 coH 存在的前提
下, 从 ω1(TX)→ ω2(TX)⊗

B
coH(ω1, ω2) 和泛性质自然地诱导出同态

coH(ω1T, ω2T )→ coH(ω1, ω2),

它兼容上述一切结构; 特别地, 取 ω1 = ω = ω2 给出余代数同态 coE(ωT )→ coE(ω).

命题 9.4.5 取定函子 ω1, ω2 : A → Mod-B. 设 A 是一族子范畴的并, 将这些子范畴记
为 A′ 的形式, 并且记 ω′i := ωi|A′ . 假设 coH(ω′1, ω′2) 对所有 A′ 皆存在, 则 coH(ω1, ω2)

存在, 并且有典范同构
lim−→
A′

coH(ω′1, ω′2)
∼→ coH(ω1, ω2);

左侧的 lim−→ 按包含关系赋序, 转移同态由注记 9.4.4 的方式给出. 同构兼容于 (9.4.1).

证明 对任意 (B,B)-双模 L, 指定 ω2 → ω1 ⊗
B
L 相当于对所有 A′ 指定 ω′2 → ω′1 ⊗

B
L,

要求彼此兼容; 这也相当于给定一族兼容的同态 coH(ω′1, ω
′
2)→ L.

问题在于如何确保 coH(ω1, ω2) 存在, 这不尽然是平凡的. 首先须控制范畴的大小.
选定 Grothendieck 宇宙 U , 依此可以谈论何谓小集和小范畴. 若一个范畴的所有对象
的同构类形成一个小集, 则称该范畴为本质小的 (定义 A.4.1).

约定 9.4.6 选定交换环 k 和 k-代数 B. 我们需要一系列的符号.

� 考虑全子范畴
Modpfg-B
投射 + 有限生成

⊂ Modfg-B
有限生成

⊂ Mod-B.

� 对任意右 B-模 P , 按 (7.7.4) 定义左 B-模 P∨. 任何同态 ϕ : P → Q 皆诱导对偶
同态 ϕ∨ : Q∨ → P∨.

根据本书关于代数结构的惯例, 默认 k 和 B 实现在小集上. 基于有限生成的条件,
Modfg-B 和 Vectf(k) 都是本质小范畴, 它们还都是 k-线性的. 然而本节考虑的本质小
范畴 A 不要求有 k-线性结构.

3)或者更应该称为余自同态余代数?
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对所有 P1, P2 ∈ Ob(Modpfg-B), 我们有典范同构

HomMod-B

(
P2, P1 ⊗

B
L

)
∼→ Hom(B,B)-Mod

(
P∨1 ⊗

k
P2, L

)
ϕ 7→ [p̌1 ⊗ p2 7→ (p̌1 ⊗ idL)(ϕ(p2))] ;

这很容易化约到 P1 和 P2 是有限秩自由模的情形来验证. 由此可见当 ω1, ω2 : A →
Mod-B 取值在 Modpfg-B 时, 指定定义 9.4.1 述及的资料 a = (aX)X 等价于指定一
族同态

αX : ω1(X)∨ ⊗
k
ω2(X)→ L, X ∈ Ob(A),

它们对 X 的函子性翻译如下: 对所有 f ∈ HomA(X,Y ), 下图交换.

ω1(Y )∨ ⊗
k
ω2(X) ω1(X)∨ ⊗

k
ω2(X)

ω1(Y )∨ ⊗
k
ω2(Y ) L.

ω1(f)
∨⊗id

id⊗ω2(f) αX

αY

(9.4.2)

命题 9.4.7 设 A 为本质小范畴, ω1, ω2 : A → Modpfg-B 为任意函子, 则定义 9.4.1 中
的 coH(ω1, ω2) 存在.

证明 唯一待说明的是始对象的存在性. 关键是应用交换图表 (9.4.2). 取 L0 为所有
ω∨1 (X) ⊗

k
ω2(X) 的直和, 其中 X 遍历 Ob(A)/ ' 的一族代表元; 此处需要本质小的条

件. 接着对所有 f : X → Y 定义

δf := ω1(f)
∨ ⊗ id− id⊗ ω2(f) : ω1(Y )∨ ⊗

k
ω2(X)→ L0.

取 coH(ω1, ω2) := L0/
∑
f im(δf ) 即所求.

约定 9.4.8 以下的具体表法是方便的: 对 t ∈ ω1(X)∨ ⊗
k
ω2(X), 它在 coH(ω1, ω2) 中的

像记为 [t]; 这些像生成 coH(ω1, ω2). 在定义 9.4.3 的泛性质中, [φ ⊗ x] ∈ coE(ω) 在 L

中的像是先取 x ∈ ω(X) 对 ω(X)→ ω(X)⊗
B
L 的像, 再用 φ ∈ ω(X)∨ 缩并的产物.

对函子 ω : A → Modpfg-B, 求值同态 evω(X) : ω(X)∨⊗
k
ω(X)→ B 是 (B,B)-双模

同态, 它确定的典范同态正是先前定义的
ε : coE(ω)→ B

[t] 7→ evω(X)(t).
(9.4.3)

当 ω1(X) 自由时, 取其 B-基 (vi)
n
i=1 和对偶基 (v̌i)

n
i=1, 则 λX : ω2(X)→ ω1(X)⊗

B

coH(ω1, ω2) 可以表作
w 7→

n∑
i=1

vi ⊗ [v̌i ⊗ w]; (9.4.4)
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基于此, 对任意 ω1, ω2, ω3, 在 ω1(X) 和 ω2(X) 自由, λ ∈ ω1(X)∨ 和 w ∈ ω3(X) 的前
提下推得

coH(ω1, ω3)→ coH(ω1, ω2)⊗
B
coH(ω2, ω3)

[λ⊗ w] 7→
∑
i

[λ⊗ vi]⊗ [v̌i ⊗ w]
(9.4.5)

下一步是引进幺半结构. 为此必须要求 B 交换, 并且在前述构造中取 k = B. 于是
Mod-B 和 Modpfg-B 对 ⊗B 皆是对称幺半范畴, 以 B 为幺元. 我们将对应的 coH 和
coE 标为 coHB 和 coEB 以资强调; 此时 (B,B)-双模和 B-模是一回事.
取 A, A′ 等等为任意范畴. 首先给定函子

ωi : A → Mod-B, ω′i : A′ → Mod-B, i = 1, 2.

定义 ωi � ω′i : A×A′ → Mod-B, 映对象 (X,X ′) 为 ωi(X)⊗
B
ω′i(X

′).

在所论 coH 存在的前提下, 对态射族

ω2(X)⊗
B
ω′2(X

′)→ ω1(X)⊗
B
coHB(ω1, ω2)⊗

B
ω′1(X

′)⊗
B
coHB(ω′1, ω′2)

' ω1(X)⊗
B
ω′1(X

′)⊗
B
coH(ω1, ω2)⊗

B
coHB(ω′1, ω′2)

应用泛性质, 可得典范态射

ν : coHB(ω1 � ω′1, ω2 � ω′2)→ coHB(ω1, ω2)⊗
B
coHB(ω′1, ω′2),

它使下图对所有 (X,X ′) ∈ Ob(A×A′) 交换:

ω2(X)⊗
B
ω′2(X

′) ω1(X)⊗
B
ω′1(X

′)⊗
B
coHB(ω1 � ω′1, ω

′
2 � ω′2)

ω1(X)⊗
B
ω′1(X

′)⊗
B
coHB(ω1, ω2)⊗

B
coHB(ω′1, ω′2).

典范

典范
id⊗ id⊗ ν

引理 9.4.9 符号如上, 并且设 ωi 和 ω′i 皆取值在 Modpfg-B, 则 ωi � ω′i 亦然, 而且此时
ν 是同构; 它可以按照约定 9.4.8 具体描述为

ν : [(φ⊗ φ′)⊗ (x⊗ x′)] 7→ [φ⊗ x]⊗ [φ′ ⊗ x′].

证明 既然 Modpfg-B 对 ⊗B 封闭, 故 ω � ω′ 取值在其中. 回归 (9.4.2) 和命题 9.4.7
的构造即可验证 ν 的具体描述.

接着说明 ν 为同构. 按照命题 9.4.7 的构造, coHB(ω1, ω2) 可以适当地表成
lim−→X,Y

ω1(Y )∨ ⊗
B
ω2(X), 相关态射来自 (9.4.2); 对于 ν 涉及的其他 coHB 自然也是如
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此. 因此, 说 ν 为同构相当于说自明的态射

lim−→
X,X′,Y,Y ′

ω1(Y )∨ ⊗
B
ω′1(Y

′)∨ ⊗
B
ω2(Y )⊗

B
ω′2(Y

′)

→ lim−→
X,Y

(
ω1(Y )∨ ⊗

B
ω2(X)

)
⊗
B

lim−→
X′,Y ′

(
ω′1(Y

′)∨ ⊗
B
ω′2(X

′)

)

为同构, 而这又归结为关于 ⊗
B
保小 lim−→ 的模论常识 [51, 命题 6.9.2].

继续先前的讨论. 考虑函子

⊗ : A×A′ → A′′,
ωi : A → Modpfg-B, ω′i : A′ → Modpfg-B, ω′′i : A′′ → Modpfg-B i = 1, 2,

连同同构 θi : ωi � ω′i
∼→ ω′′i ◦ ⊗, 其对偶版本记为 θ∨i ; 前一段铺垫给出 B-线性的同态

coHB(ω1, ω2)⊗
B
coHB(ω′1, ω′2) coHB(ω′′1 ◦ ⊗, ω′′2 ◦ ⊗) coHB(ω′′1 , ω′′2 )

[φ⊗ x]⊗ [φ′ ⊗ x′] [θ∨1 (φ⊗ φ′), θ2(x⊗ x′)].

ν−1

θ1,θ2

注记 9.4.4

(9.4.6)
先前关于 ν 的交换图表蕴涵下图交换, 细节留给读者.

ω′′2 (X ⊗X ′) ω′′1 (X ⊗X ′)⊗
B
coHB(ω′′1 , ω′′2 )

ω2(X)⊗
B
ω′2(X

′)

ω1(X)⊗
B
ω′1(X

′)⊗
B
coHB(ω1, ω2)⊗

B
coHB(ω′1, ω′2) ω1(X)⊗

B
ω′1(X

′)⊗
B
coHB(ω′′1 , ω′′2 )

θ−1
2

∼

典范

典范

(9.4.6)

θ1⊗id∼

(9.4.7)
现在进一步假设 A = A′ = A′′ 是幺半范畴, ⊗ 为其乘法, ω′′i = ω′i = ωi 是幺半函

子 (i = 1, 2). 记 A0 为仅有一个对象和一个态射 (即恒等) 的范畴, ι : A0 → A 映唯一
对象为 1. 简单操演定义可见

coHB(ω1ι, ω2ι) ' B ⊗
B
B ' B.

注记 9.4.4 的函子性遂给出典范映射

B ' coHB(ω1ι, ω2ι)→ coHB(ω1, ω2), b 7→ [b⊗ 1] = [1⊗ b]. (9.4.8)

命题 9.4.10 在上述场景中取 A = A′ = A′′ 为幺半范畴, ω1 和 ω2 为幺半函子,
ω′′i = ω′i = ωi.
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(i) 相应的同态 coHB(ω1, ω2)⊗
B
coHB(ω1, ω2)→ coHB(ω1, ω2) 使 coHB(ω1, ω2) 成为

B-代数, 以 (9.4.8) 为幺元.

(ii) 对于特例 ω1 = ω = ω2, 这使 coEB(ω) 成为双代数.

(iii) 若 A 是对称幺半范畴, ω1 和 ω2 兼容辫结构, 则 coHB(ω1, ω2) 是交换 B-代数.

证明 由于乘法 coHB(ω1, ω2) 有基于 (9.4.6) 和 (9.4.7) 的自然刻画, 其余一切都是幺
半结构的反映, 所需只是形式论证, 此处略去.

9.5 重构定理
本节选定交换环 k. 除非另外说明, 以下考虑的范畴和函子都是 k-线性的; 特别地,

幺半范畴的双函子 ⊗ 对每个变元都默认为 k-线性的. 约定 9.4.6 已经对 k-代数 B 定
义了本质小范畴 Modpfg-B ⊂ Modfg-B. 对于幺半范畴 (B,B)-Mod 中的余代数 C, 记
Comod-C 为 C 的右余模范畴, 这些余模是叠架在 Mod-B 上的结构, 详见定义 7.7.11
的说明. 施加作为右 B-模的投射性/有限性条件, 便有全子范畴

Comodpf-C
投射 + 有限生成

⊂ Comodf-C
有限生成

⊂ Comod-C.

基于有限生成的条件, Comodf-C 仍是定义 A.4.1 所谓的本质小范畴.
为了对 §9.4 介绍的 coE(ω) = coEk(ω) 有更具体的把握, 现在切入命题 7.7.12 的

场景: 考虑 k-代数 A, B (未必交换) 和 (A,B)-双模 P , 并且设 P 是有限生成投射右
B-模. 取 A 为 Mod-A 的全子范畴, 使得
� A ∈ Ob(A),

� ω := (·)⊗
A
P 给出函子 A → Modpfg-B.

命题 7.7.12 断言 (B,B)-双模 P∨ ⊗
A
P 是余代数, 对应到伴随对

(·)⊗
A
P : Mod-A Mod-B : (·)⊗

B
P∨.

所确定的余单子: P∨ ⊗
A
P 自然地余作用于每个 ω(N) = N ⊗

A
P . 精确地说, 余作用是

N ⊗
A
P

idN⊗coev⊗idP

N ⊗
A
P ⊗

B
P∨ ⊗

A
P, N ∈ Ob(A-Mod).

定义–命题 9.4.3 遂给出余代数的典范同态

coE(ω)→ P∨ ⊗
A
P.
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命题 9.5.1 在上述情境中, coE(ω)→ P∨ ⊗
A
P 是同构.

证明 取 Mod-A 的全子范畴 A[ 使得 Ob(A[) = {A}, 相应的包含函子记为 i. 注记
9.4.4 给出交换图表

coE(ωi) coE(ω)

P∨ ⊗
A
P

请读者简单地验证 coE(ωi) ∼→ P∨ ⊗
A
P . 于是 coE(ωi) → coE(ω) 有左逆; 若能证明它

满, 则 coE(ωi) ∼→ coE(ω), 从而 coE(ω) ∼→ P∨ ⊗
A
P .

基于 coE(ω) 和 coE(ωi) 的具体构造, 问题化为对所有 Y ∈ Ob(A) 证明

im
[
ω(Y )∨ ⊗

k
ω(Y )→ coE(ω)

]
⊂ im

[
ω(A)∨ ⊗

k
ω(A)→ coE(ω)

]
.

将任意 t ∈ ω(Y )∨ ⊗
k
ω(Y ) 写作有限和 ∑

i λi ⊗ oi; 基于 ω 的具体取法, 每个
oi ∈ ω(Y ) 又可以表作形如 ω(f)(x) 的元素的有限线性组合, 其中 x ∈ ω(A) 而
f ∈ HomA(A, Y ). 于是问题进一步化到 t = λ⊗ ω(f)(x) 的情形. 然而这点可以通过在
交换图表

ω(Y )∨ ⊗
k
ω(A) ω(A)∨ ⊗

k
ω(A)

ω(Y )∨ ⊗
k
ω(Y ) coE(ω)

ω(f)∨⊗id

id⊗ω(f)

中考虑 λ⊗ x ∈ ω(Y )∨ ⊗
k
ω(A) 的像来说明.

对于任何本质小范畴 A 和函子 ω : A → Modpfg-B, 定义–命题 9.4.3 将 ω 典范地
分解为

A ω Comodpf- coE(ω)
U Modpfg-B, (9.5.1)

其中 U 是忘却函子. 我们希望探究 ω 何时为等价.
以下引理将为之后的种种重构定理奠定基础, 证明主干基于 Beck 单子性定理

7.6.14. 我们也将需要命题 2.8.9 对忠实正合函子的刻画, 定义 A.4.2 关于局部有限
Abel 范畴的概念, 以及附录 B 关于 Ind 化的一点技巧.

引理 9.5.2 设 k 为域, A 是局部有限 Abel 范畴, s 是 A 的投射生成元. 考虑忠实正
合函子

ω : A → Mod-B,

并假设它取值在 Modpfg-B 中.
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(i) 余代数 coE(ω) 可以具体表作 P∨ ⊗
A
P , 其中 A = EndA(s) 而 P = ω(s).

(ii) 典范分解 (9.5.1) 中的 ω 是范畴等价.

(iii) 我们有 Comodpf- coE(ω) = Comodf- coE(ω).

证明 观察到 A 是有限维 k-代数. 此时定理 7.8.5 的前提全部成立, HomA(s, ·) 给出
等价 A → Modfg-A. 问题依此化约到 A = Modfg-A 而 s = A 的情形. 第一个观察是 ω

此时典范地延拓为函子
Ω : Mod-A→ Mod-B,

具体方法是:

B 对象层次 取滤过小 lim−→
Ω(N) = lim−→

N ′⊂N
有限生成

ω(N ′); (9.5.2)

B 态射层次 对右 A-模的同态 f : N1 → N2 取

Ω(f) = lim←−
N ′

1⊂N1

lim−→
N ′

2⊂N2

N ′
2⊃imω(f |N′

1
)

[
ω(f |N ′

1
) : ω(N ′1)→ ω(N ′2)

]
∈ lim←−
N ′

1⊂N1

lim−→
N ′

2⊂N2

HomMod-B (ω(N ′1), ω(N
′
2)) ,

右式按显然的方式确定从 Ω(N1) 到 Ω(N2) 的同态.

倘若读者愿意调用 §§B.2—B.3 关于 Ind 化的理论, 则这不外是将 Mod-A 等同
于 Ind (Modfg-A), 然后应用 Mod-B 的余完备性质, 将函子 ω 依照滤过 lim−→ 延拓到
Ind (Modfg-A) 上的结果, 详见定义–命题 B.4.4.
下列性质既是关于 Ind 化的一般事实, 也可以直接从 Ω 的构造来检验.

� Ω 在 Modfg-A 上的限制同构于 ω.

� Ω 是正合 k-线性函子 — 见命题 B.5.5 (ii) 及其上的讨论, 用到 ω 的正合性, 以及
Mod-B 是 Grothendieck 范畴这一事实.

� Ω 保持所有小 lim−→ — 见命题 B.5.5 (iii), 用到 Modfg-A 本质小这一事实.

此外, ω 左正合蕴涵对于 N 的所有有限生成子模 N ′ ⊂ N ′′, 在 (9.5.2) 中的转移同
态 ω(N ′)→ ω(N ′′) 皆单, 故滤过 lim−→ 在模范畴中的初等构造表明

Ω(N) = 0 ⇐⇒ ∀N ′, ω(N ′) = 0
∵ ω 忠实⇐⇒ ∀N ′, N ′ = 0 ⇐⇒ N = 0.

综上可见 Ω 忠实正合.



§9.5 重构定理 575

现在可以对函子 Ω 应用定理 7.7.2 以得出

Ω ' (·)⊗
A
P, P := Ω(A) = ω(A) ∈ Ob(Modpfg-B).

它限制到 Modfg-A 给出原函子 ω; 鉴于命题 9.5.1, 这也一并给出 (i) 对 coE(ω) 的描述.
既然 Ω 忠实正合, 命题 7.7.7 蕴涵伴随对

(·)⊗
A
P : Mod-A Mod-B : (·)⊗

B
P∨,

是余单子的, 相应的余代数是先前见过的 P∨ ⊗
A
P . 综之, Ω 典范地分解为等价和忘却:

Mod-A ∼
Ω Comod-

(
P∨ ⊗

A
P

)
U Mod-B.

基于命题 7.7.14, 上述分解限制为交换图表

Modfg-A Comodf-
(
P∨ ⊗

A
P

)
Modfg-B.

Comodf- coE(ω)

∼
U

∼(i)

然而第一行合成为 ω, 已知它取值在 Modpfg-B, 这便给出 (iii). 上图的弯曲箭头因之等
同于 ω, 由此得 (ii).

上述结果和子 Abel 范畴之间的关系也容易说明.

引理 9.5.3 设 A 和 ω 满足引理 9.5.2 的条件, 则任意子 Abel 范畴 A′ 和 ω|A′ 亦然,
而且注记 9.4.4 给出的典范同态 coE(ω|A′)→ coE(ω) 是单的.

证明 显然 A′ 局部有限, 不失一般性, 不妨设子集 Ob(A′) ⊂ Ob(A) 对同构封闭. 我
们有以下的一般性质, 论证并不困难, 详见附录 A 习题.

� 取定 A 的投射生成元 s, 它有落在 A′ 中的极大商对象, 记为 s′, 而且 s′ 是 A′ 的
投射生成元.

� 记 A := End(s), A′ := End(s′) ' Hom(s, s′), 则有双边理想 a 使得 A→ A′ 诱导
A/a

∼→ A′. 更加明确地说, 若记 t := ker[s� s′] ⊂ s, 则 a = Hom(s, t) ⊂ A.

� 如将 A 等同于 Modfg-A, 则 A′ 等同于被 a 零化的模截出的全子范畴.

取 k-向量空间 Hom(s, t) 的基 φ1, . . . , φm, 应用生成元的性质得到正合列

s⊕m
(φi)i

s→ s′ → 0.
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记 P := ω(s) 和 P ′ := ω(s′), 则 A 通过 ω 左作用于 P , 而由相应的正合列

P⊕m
(ω(φi))i

P → P ′ → 0

可见 P ′ ' P/aP .
我们在引理 9.5.2 证明中已经看到 (·)⊗

A
P : Mod-A→ Mod-B 是正合函子, 配合先

前描述易得
(P ′)∨ ⊗

A/a
P ′ ' (A/a⊗

A
P )∨ ⊗

A/a
(A/a⊗

A
P )

' (A/a⊗
A
P )∨ ⊗

A
P

↪→ P∨ ⊗
A
P ;

不难说明这正是典范同态 coE(ω|A′)→ coE(ω).

例 9.5.4 以下考虑引理 9.5.2 在 B = k 时的几个初步应用; 回忆到 k 假设为域. 对于
任意非空集 I, 定义 VectI(k) 为 I-分次 k-向量空间 (例 7.1.11, 取平凡的 ε) 所成范畴,
满足 ∑

i dimkM
i < ∞ 的对象 (M i)i∈I 构成全子范畴 A := VectI,f(k); 记 k[I] 为以 I

为基的 k-向量空间, 以下结构使之成为余交换余代数:

ε(i) = 1, ∆(i) = i⊗ i, i ∈ I.

定义函子 ωI : A → Vectf(k), 映对象 (M i)i∈I 为
⊕

iM
i.

1. 极简情形 |I| = 1 相当于取 A = Vectf(k) 和 ωI = id, 此时的投射生成元 s 可以
取为 k 本身. 直接从定义计算, 或者应用引理 9.5.2 (i) 可知

coE(ωI) ' k, ε(1) = 1, ∆(1) = 1⊗ 1;

因此 |I| = 1 时 coE(ωI) ' k ' k[I].

2. 接着说明当 I 有限时 coE(ωI) ' k[I]. 这点既可以从前一步处理的情形来推导,
也可以代入引理 9.5.2 (i) 来理解, 取投射生成元 s 为 ∀i, M i = k 确定的对象
即可.

观察到如果 I ⊂ J , 则 VectI,f(k) ⊂ VectJ,f(k) 诱导的 k[I]→ k[J ] 是 I ↪→ J 诱导
的余代数嵌入.

3. 兹断言对于任意非空集 I 仍有 coE(ωI) ' k[I]; 更精确地说, 若 x ∈ M i 和
φ ∈ (M i)∨ 满足 φ(x) = 1, 则 [φ⊗ x] ∈ coE(ωI) 对应于 i ∈ k[I].

注意到 I 是有限子集的滤过并, 而范畴 VectI,f(k) 和余代数 k[I] 也都可以通过类
似方法化到有限情形. 既然 I 有限的情形是已知的, 命题 9.4.5 即刻给出

coE(ωI) ' lim−→
J⊂I,|J|<∞

coE(ωJ).

取 lim−→ 是关键手法, 它将在稍后的证明中重现.
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下述定理是迄今的阶段性成果, 证明依赖于 §A.4 的技术性结果. 回忆到对于 B-双
代数 (L, µ, η,∆, ε), 命题 7.5.6 赋予 Comod-L 自然的幺半结构: 它的 ⊗ 运算来自 µ,
而幺元是由 B 连同 η : B → B ⊗

B
L ' L 给出的. 观察到 Comodpf-L 是其子幺半范畴.

定理 9.5.5 设 k 为域, B 为 k-代数, A 为局部有限 Abel 范畴, ω : A → Mod-B 为忠实
正合函子, 并且假设 ω 取值在 Modpfg-B 中.

(i) 典范分解 (9.5.1) 中的 ω 是范畴等价, 而且存在 A 的一族子 Abel 范畴, 其元素记
如 A′, 使得

�
⋃
A′ A′ = A 是子范畴的滤过并,

� 每个 A′ 都有投射生成元,

而对于这般的子范畴族, 我们有余代数同构

coE(ω) ' lim−→
A′

coE(ω′), ω′ := ω|A′ ;

右式的转移同态来自注记 9.4.4, 它们都是余代数的嵌入. 此时有

Comodf- coE(ω) = Comodpf- coE(ω).

(ii) 如果 A 具有幺半范畴结构, B = k 而 ω 是幺半函子, 则相对于命题 9.4.10 赋予
coE(ω) 的 k-双代数结构, ω 和 U 皆为幺半函子.

(iii) 承上, 进一步假设 A 是对称幺半范畴, ω 兼容辫结构, 则 coE(ω) 作为代数是交换
的, 而 ω 和 U 也兼容于辫结构.

证明 命题 A.4.4 将 A 写成带有投射生成元的子 Abel 范畴 A′ 的滤过并, 比如可取
A′ = 〈X〉, X ∈ Ob(A). 命题 9.4.5 表明 coE(ω) ' lim−→A′ coE(ω′); 引理 9.5.3 说明转移
同态都是余代数的嵌入. 典范分解 (9.5.1) 是对

A′ Comodpf- coE(ω′) Modpfg-Bω′ U

取滤过并的产物. 引理 9.5.2 蕴涵每个 ω′ 皆是等价, 由此易见 ω 是等价; 又因为

Comodpf- coE(ω′) = Comodf- coE(ω′),

此过程同时给出 Comodpf- coE(ω) = Comodf- coE(ω). 此即 (i).
当 A 具有幺半结构而 B = k 时, 对于 Comod- coE(ω) 上来自双代数 coE(ω) 的幺

半结构, U 总是幺半函子, 而从交换图表 (9.4.7) (将 ωi, ω
′
i, ω
′′
i 代换为 ω) 不难看出 ω

也是幺半函子, 此即 (ii). 类似的论证可以处理 (iii).

例 9.5.6 设 Γ 是幺半群. 取 B = k 为域, 此时 Modpfg-B = Vectf(k). 例 9.5.4 说明了

ωΓ : VectΓ,f(k)→ Vectf(k), (Mγ)γ∈Γ →
⊕
γ

Mγ ,
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所对应的余代数是 k[Γ]. 然而我们知道 k[Γ] 也承载双代数的结构 (例 7.5.5). 另一方面,
VectΓ,f(k) 是幺半范畴而 ωΓ 是幺半函子 (例 7.1.11), 这也赋予 k[Γ] 双代数结构. 两者
是相等的: 比较 (9.4.6) 对乘法的描述和例 9.5.4 即可验证, 细节留给读者.

9.6 Hopf代数的重构
承接 §9.5 的讨论. 定理 9.5.5 从资料 (A, ω) 构造余代数 coE(ω), 并将 A 等同于

Comodf- coE(ω). 最基本的是 B = k 为域的场景. 给定 k-余代数 L, 取
A := Comodf-L,

ω := U : Comodf-L
忘却

Vectf(k).

既然 k 是域, 在命题 7.7.13 中取 B = k 可见 Comod-L 是 Abel 范畴, 而有限维余
模构成的 Comodf-L 显然是其局部有限 Abel 子范畴. 此时自然要问: 对应的 coE(ω)
是否重构原有的资料 L, 抑或给出新的余代数? 答案是意料之中的 “重构”, 但需要一些
论证.

首务是明确如何比较 coE(ω) 和 L. 既然 L 右余作用在每个 ω(X) 上, 泛性质遂诱
导余代数同态

u : coE(ω)→ L. (9.6.1)

原问题相当于问 u 是否为同构. 我们先来建立一则简单结果.

引理 9.6.1 设 k 为域, L 为 k-余代数, 余乘法同态记为 ∆, 余幺元同态记为 ε. 任何右
L-余模 V 都是有限维子余模的并.

证明 设余模结构来自 ρ : V → V ⊗
k
L. 对每个 x ∈ V ⊗

k
L 定义子空间

V (x) := 〈(id⊗ λ)(x) : λ ∈ Homk(L, k)〉 ⊂ V ;

若将 x 具体表作 ∑n
i=1 vi ⊗ `i, 其中 `1, . . . , `n 线性无关, 则可见 V (x) = 〈v1, . . . , vn〉,

因而 x ∈ V (x)⊗
k
L.

令 v ∈ V . 取 x = ρ(v) 和 λ = ε 可得 v ∈ V (ρ(v)). 接着说明 ρ(V (ρ(v))) ⊂
V (ρ(v))⊗

k
L. 仍作展开 ρ(v) =

∑
i vi⊗ `i, 余模定义中的 (ρ⊗ id)ρ(v) = (id⊗∆)ρ(v) 写

作 V ⊗
k
L⊗

k
L 中的等式 ∑

i

ρ(vi)⊗ `i =
∑
i

vi ⊗∆(`i).

扩充 `1, . . . , `n 为基, 以对偶基缩并即得 ρ(vi) ∈ V (ρ(v))⊗
k
L, 其中 i = 1, . . . , n.

因此 V 的任何有限维子空间 〈v1, . . . , vm〉 都包含于子余模
∑m
i=1 V (ρ(vi)), 后者显

然有限维.
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引理 9.6.2 符号同上, (9.6.1) 中的 u : coE(ω)→ L 是余代数的同构.

证明 兹断言所有右 L-余模 V 连同其间的同态都自然地提升到右 coE(ω)-余模. 当
dimk V < ∞ 时这是定义–命题 9.4.3 对 A = Comodf-L 和 ω = U 的应用, 搭配引理
9.6.1 便得一般情形.

现在取 V = L 和 ∆ 确定的右 L-余模, 提升而得的 coE(ω)-余模对应到 ∆̃ : L →
L⊗

k
coE(ω). 这相当于说下图的三角部分交换:

L L⊗
k
coE(ω) coE(ω)

L⊗
k
L L

∆̃

∆

ε⊗id

id⊗u u

ε⊗id

其方块部分显然也交换. 记第一行的合成为 γ, 则 uγ = idL. 问题化为证 γ 满.
设 ρ : V → V ⊗

k
L 是有限维右 L-余模; 定义包含的交换图表

V V ⊗
k
L

V ⊗
k
L V ⊗

k
L⊗

k
L

ρ

ρ
id⊗∆

ρ⊗id

也相当于说 ρ 是 L-余模的同态, 前提是赋予 V ⊗
k
L 来自 L 和 ∆ 的余模结构. 现在将

V 自然地提升为 coE(ω)-余模, 对应到 ρ̃ : V → V ⊗
k
coE(ω); 如将余模 V ⊗

k
L 也类似地

提升, 则它对应 id⊗ ∆̃ : V ⊗
k
L→ V ⊗

k
L⊗

k
coE(ω). 余模同态 ρ 同样提升到 coE(ω) 层

次, 这相当于说下图的方块交换:

V V ⊗
k
L

V ⊗
k
coE(ω) V ⊗

k
L⊗

k
coE(ω) V ⊗

k
coE(ω)

ρ

ρ̃
id⊗∆̃

ρ⊗id id⊗ε⊗id

又因为第二行合成为 id,故 ρ̃ = (idV ⊗γ)ρ. 可验证 ρ̃诱导的映射 αV : V ∨⊗
k
V → coE(ω)

相应地分解为
V ∨ ⊗

k
V

由 ρ 诱导
L

γ
coE(ω).

回顾 coE(ω) 的构造可知当 V 变动, im(αV ) 生成整个 coE(ω), 故 γ 满.

可以想见当 L 是双代数时 (9.6.1) 还是双代数的同构. 所需论证全是例行公事, 不
在话下.
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定义 9.6.3 对于选定的域 k, 定义范畴 Fib(k) 如下.

� 对象是资料 (A, ω), 其中 A 是局部有限 Abel 范畴 (因此 A 本质小), 而 ω : A →
Vectf(k) 是忠实正合函子.

� 从 (A, ω)到 (A′, ω′)的态射是资料 (F, α),其中 F : A → A′ 是函子, α : ω
∼→ ω′F

是函子之间的同构. 按自明的方式定义恒等与合成.

按照类似手法定义范畴 Fib⊗(k), 额外条件是:

� 要求对象 (A, ω) 中的 A 带有幺半结构, 而 ω 是幺半函子;

� 要求态射中的 F 也是幺半函子, α 是幺半函子之间的同构.

观察到若 (A, ω) 是 Fib⊗(k) 的对象, 则忠实正合条件蕴涵 EndA(1) → k 是 k-代
数之间的单同态, 故此时 EndA(1)

∼→ k.
另一方面, 记 k-余代数 (或双代数) 以及其间同态构成的范畴为 k-coAlg (或

k-biAlg).

� 我们有显然的函子 Fib(k) → k-coAlg 和 Fib⊗(k) → k-biAlg, 它们映对象 (A, ω)
为 coE(ω), 而态射 (A, ω) → (A′, ω′) 诱导余代数或双代数的同态 coE(ω) '
coE(ω′F )→ coE(ω′).

� 反方向也有函子: 给定余代数或双代数 L, 取对应的资料 (Comodf-L,U), 而在态
射层面, 给定同态 φ : L→ L′, 右 L-余模 (M,ρ) 通过 M

(id⊗φ)ρ
M ⊗ L′ 定义右

L′-余模, 这给出 (Comodf-L,U)→ (Comodf-L′, U ′).

定理 9.6.4 设 k 为域. 上述方式给出两对互为拟逆的函子

Fib(k) k-coAlg

Fib⊗(k) k-biAlg.

证明 将双向的函子记为 Z : ?� ? : Y 的形式. 对于第一对函子, 引理 9.6.2 的同构 u

给出 ZY
∼→ id, 定理 9.5.5 (i) 的等价 ω 说明 id ∼→ Y Z.

对于第二对函子, 由于已知当 L 是双代数时 (9.6.1) 的 u 还是双代数的同构, 故在
带有幺半结构的情形仍有 ZY

∼→ id, 而此时 id ∼→ Y Z 是定理 9.5.5 (ii) 的内容.

现在进一步将 §9.1 介绍的对偶性添入重构定理 9.5.5 的框架. 一如既往, 我们只考
量 B = k 为域的简单情形.

定理 9.6.5 承继定理 9.6.4 的前提, 进一步假设 (A, ω) 是 Fib⊗(k) 的对象, 而且 A 既
是左刚性的也是右刚性的. 此时 coE(ω) 是 Hopf 代数.
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证明 仅须说明双代数 coE(ω) 有对极. 以 A 的左刚性定义自函子 X 7→ ∗X. 对所有
X ∈ Ob(A), 由幺半函子保对偶可得 ω(∗X) ' ω(X)∨, 而 Vectf(k) 的幺半结构是对称
的, 故 ω(X) ' ω(∗X)∨. 现在考虑

φ ∈ ω(X)∨ ' ω(∗X), x ∈ ω(X) ' ω(∗X)∨,

其中 X ∈ Ob(A) 任取. 在约定 9.4.8 的符号下, [φ⊗ x] 和 [x⊗ φ] 因而都是 coE(ω) 的
元素. 兹断言

存在线性映射 S : coE(ω)→ coE(ω), 刻画为 S[φ⊗ x] = [x⊗ φ]. (9.6.2)

为此, 观察到对于 A 的所有态射 f : X → Y 皆有交换图表

ω(X) ω(Y )

ω(∗X)∨ ω(∗Y )∨

ω(f)

∼ ∼

ω(∗f)∨

ω(Y )∨ ω(X)∨

ω(∗Y ) ω(∗X).

ω(f)∨
∼ ∼

∗f

其中垂直箭头都来自上一段的同构. 对于 ψ ∈ ω(Y )∨ 和 x ∈ ω(X), 我们有对应的
ψ′ ∈ ω(∗Y ) 和 x′ ∈ ω(∗X)∨, 而相应地

ω(f)∨(ψ)↔ ω(∗f)(ψ′), ω(f)(x)↔ ω(∗f)∨(x′).

代入命题 9.4.7 证明中对 coE(ω) 的构造与描述, 遂知该处的 δf 按此对应到 δ∗f , 故
[φ⊗ φ] 7→ [x⊗ φ] 确实唯一地给出线性映射 S, 故 (9.6.2) 得证.
目标是证 S 为对极. 上一段构造同样能够以 X∗ 代 ∗X 来操作, 从而给出线性映射

T : coE(ω)→ coE(ω); 它依然表作 [φ⊗x] 7→ [x⊗φ]的形式. 基于 ∗(X∗) = X = (∗X)∗,
易见 ST = id = TS; 特别地, S 是同构. 这是对极的第一要件.
其次, 分别记 coE(ω) 的乘法, 余乘法, 幺元, 余幺元同态为 µ, ∆, η, ε. 选定对象 X

和 k-向量空间 ω(X) 的基 v1, . . . , vn. 记 v̌1, . . . , v̌n 为 ω(X)∨ 的对偶基. 记关于 X 的
左对偶的态射为

evX : ∗X ⊗X → 1, coevX : 1→ X ⊗ ∗X.

它们对 ω 的像实现 ω(X) 和 ω(∗X) 之间的对偶; 回忆到 (·)∨ 是在对称幺半范畴
Vectf(k) 中的对偶, 不分左右, 今后无妨等同

ω(1) ' ω(1)∨, ω(X ⊗ ∗X) ' ω(∗X ⊗X)∨,

并且相应地等同 ω(coevX) 与 ω(evX)∨.
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对所有 φ ∈ ω(X)∨ 和 x ∈ ω(X), 参照 (9.4.5) (或 (9.4.6)) 对 ∆ (或 µ) 的描述可得

∆([φ⊗ x]) =
n∑
i=1

[φ⊗ vi]⊗ [v̌i ⊗ x],

µ(S ⊗ id)∆([φ⊗ x]) =
n∑
i=1

µ ([vi ⊗ φ]⊗ [v̌i ⊗ x])

=

n∑
i=1

[(vi ⊗ v̌i)⊗ (φ⊗ x)]

=
[
coevω(X)(1)⊗ (φ⊗ x)

]
= [ω(coevX)(1)⊗ (φ⊗ x)] .

然而 (9.4.2) 蕴涵下图交换

ω(1)⊗ ω(∗X ⊗X) ω(X ⊗ ∗X)⊗ ω(X ⊗ ∗X)

ω(1)⊗ ω(1) coE(ω)

k

ω(coevX)⊗id

id⊗ω(evX) [·]

∼

[·]

η

于是乎

[ω(coevX)(1)⊗ (φ⊗ x)] = η (ω(evX)(φ⊗ x))
(9.4.3)

ηε (φ⊗ x) .

这就验证了 µ(S ⊗ id)∆ = ηε. 同理 µ(id⊗ S)∆ = ηε. 综上可见 S 是对极.

推论 9.6.6 对于定理 9.6.4 蕴涵的双射

Ob(Fib⊗(k))/ ' Ob(k-biAlg)/ ',
1:1

左侧的对象 (A, ω) 中的 A 既是左刚性的又是右刚性的当且仅当右侧的对象 L 是 Hopf
代数.

证明 “仅当” 方向缘于定理 9.6.5, “当” 的方向则已在命题 9.3.5 说明.

在定理 9.6.5 的证明中, 主要是 A 的左刚性起作用, 右刚性仅用以确保 S 是同构.
倘若在 Hopf 代数的定义中容许不可逆的 S, 则右余模范畴 Comodf-L 只是左刚性的;
请参照命题 9.3.5 的公式.
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9.7 淡中范畴
淡中范畴理论是 Saavedra Rivano和 Deligne [39, 10]对淡中忠郎 [44]和 M. Krein

[26] 关于紧群表示的工作的彻底改写, 立意源于 Grothendieck. 相关思路后来在 Lurie
和 Bhatt 对导出代数几何的研究中得到深远的推广. 我们将大致追随 Deligne 的处理
方式.

除非另外说明, 本节沿用 §9.5 的假设, 选定域 k.

定义 9.7.1 设 T 是本质小 Abel 范畴 (定义 A.4.1), 另外具有对称幺半结构, 使得 ⊗对
每个变元都是 k-线性的. 若 T 具有以下性质, 则称之为域 k 上的淡中范畴.

� 记 T 的幺元为 1, 则 EndT (1) = k.

� 作为对称幺半范畴, T 是刚性的 (定义 9.2.3).

� 存在交换 k-代数 B (默认非零) 和兼容于辫结构的右正合幺半函子

ω : T → Mod-B,

这样的函子称为 T 在 B 上的纤维函子4).

称 k 上的纤维函子为中性的. 若淡中范畴 T 有中性纤维函子, 则称 T 为中性淡中
范畴.

根据对偶态射的定义 9.1.7, 淡中范畴的对偶函子 (·)∗ 必然是 k-线性的.
上述定义具有相当的弹性: 若 ω 是 B 上的纤维函子, B → B′ 是交换 k-代数的同

态, 则 ω ⊗
B
B′ 是 B′ 上的纤维函子. 这些公理蕴涵一系列非平凡的性质, 对偶性在其中

起到关键作用.

引理 9.7.2 设 T 是淡中范畴.

(i) 对所有交换 k-代数 B, 其上的纤维函子 ω 总是取值在 Modpfg-B, 并且自动是忠
实正合的.

(ii) 存在扩域 k′|k 和 k′ 上的纤维函子 ω.

(iii) 若 ω是B上的纤维函子,则典范映射HomT (X,Y )⊗
k
B → HomMod-B(ω(X), ω(Y ))

是单射.

(iv) 范畴 T 是局部有限的 (定义 A.4.2).
4)术语源于 Grothendieck 学派, 它来自于和复叠空间理论的某种类比.
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证明 对于 (i),因为 ω 是幺半函子而 T 是刚性的,命题 9.2.2说明 ω 取值在 Modpfg-B.
其次说明 ω 左正合. 考虑 T 的任意正合列

0→ X → Y → Z,

它的对偶也正合, 从而取 ω 便有 Mod-B 的正合列

ω(Z)∨ → ω(Y )∨ → ω(X)∨ → 0.

对此列再次取 (·)∨ = HomMod-B(·, B), 结合命题 2.8.11 和 ω(·)∨∨ ' ω(·) 遂有

0→ ω(X)→ ω(Y )→ ω(Z) 正合.

至于忠实性, 对偶的定义蕴涵 X 6= 0 当且仅当 evX : X ⊗X∗ → 1 非零, 而命题
9.2.5 和 EndT (1) = k 说明这又等价于 evX 满. 然而 ω 既幺半又正合, 故 X 6= 0 蕴涵
ω(X)⊗

B
ω(X)∨ � B, 由此知 ω(X) 6= 0.

对于 (ii), 给定 B 上的纤维函子 ω, 任取 B 的极大理想 m, 命 k′ := B/m, 则 ω⊗
B
k′

给出 k′ 上的纤维函子.
对于 (iii), 考虑线性无关的 f1, . . . , fn ∈ HomT (X,Y ). 由此构造态射 Φ : 1⊕n →

Hom(X,Y ), 符号如推论 9.1.12. 兹断言 Φ 单: 诚然, 1 是单对象 (命题 9.2.5), 故
ker(Φ) 是有限长度对象, 而若 ker(Φ) 6= 0 则其合成因子全是 1; 详见 §2.7. 特别地,
若 ker(Φ) 6= 0 则有单态射 1 ↪→ ker(Φ) ↪→ 1⊕n. 因为 EndT (1) = k, 合成 Φ 给出的
1 → Hom(X,Y ) 一方面是零态射, 另一方面又对应到 ∑n

i=1 aifi ∈ HomT (X,Y ), 其中
a1, . . . , an ∈ k 不全为 0. 这与线性无关相矛盾.

对 Φ 应用正合幺半函子 ω, 可得 B-模单同态 B⊕n ↪→ HomMod-B(ω(X), ω(Y )), 但
这正是所论的典范态射在⊕n

i=1 kfi ⊗k
B 上的限制.

对于 (iv), 首先以 (ii) 取扩域 k′ 上的纤维函子 ω. 基于 (i) 的忠实正合性质, 这已
经蕴涵每个 X ∈ Ob(T ) 都是有限长度的. 其次以 (iii) 得到 k′-线性嵌入

HomT (X,Y )⊗
k
k′ ↪→ HomVectf(k′)(ω(X), ω(Y )).

右端有限维, 故 HomT (X,Y ) 是有限维 k-向量空间.

鉴于引理 9.7.2 的结果, §9.5 的理论框架适用于任意淡中范畴 T 和任意交换 k-代
数 B 上的纤维函子 ω : T → Modpfg-B. 在代数几何的视野下, Modpfg-B 相当于仿射
概形 SpecB 上的向量丛范畴, 所以考虑一般的 B 实属必要, 同时也要求更多的理论工
具. 以下表述的重构定理只涉及 B = k 的情形.

定理 9.7.3 设 T 是中性淡中范畴, ω : T → Vectf(k) 为中性纤维函子, 则 ω 典范地
分解为

T ω Comodf- coE(ω)
U Vectf(k),

其中 coE(ω) 带有典范的交换 Hopf 代数结构, 而且 ω 是对称幺半范畴的等价.
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证明 既然已知 T 是局部有限的, 一切归结于先前介绍的定理 9.5.5, 9.6.5.

例 9.7.4 设 H 是 Hopf k-代数. 命题 9.3.5 说明有限维余模范畴 Comodf-H 自然地成
为中性淡中范畴, 中性纤维函子的标准取法是忘却函子, 即

ω : Comodf-H → Vectf(k), M 7→ (M 作为向量空间).

定理 9.7.3 相当于说精确到等价, 这族例子穷尽了所有中性淡中范畴.

例 9.7.5 设 (Γ,+) 是交换群, 取 T = VectΓ,f(k), 符号如例 9.5.4 和例 9.5.6. 赋予 T
标准的辫结构

c(M,N) :M ⊗N ∼→ N ⊗M
x⊗ y 7→ y ⊗ x, x ∈Mγ , y ∈ Nη.

这使 T 成为中性淡中范畴, 以 ωΓ : (Mγ)γ∈Γ 7→
⊕

γM
γ 为中性纤维函子. 要点在于刚

性, 而这不过是例 9.3.1 的多元版本. 对应的 coE(ω) 业已明确, 它是 Hopf 代数 k[Γ].
尽管此处容许 Γ = Z 或 Z/2Z, 但辫结构不涉及 Koszul 符号律 (7.1.3), 否则 ωΓ 不

保持辫结构. 淡中范畴的理论不能简单地施于诸如超向量空间范畴 Vect−Z/2Z,f (k) 的情
形, 因为它缺少映向 Vectf(k) 的纤维函子.

注记 9.7.6 一些线性代数的, 亦即关于纤维函子的断言能够借定理 9.7.3 转译为 Hopf
代数的语言. 简单而有用的一则例子是对中性纤维函子 ω 和交换群 (Γ,+) 考虑以下三
种资料:

(i) 为每个 X ∈ Ob(T ) 赋 ω(X) 以 Γ-分次结构, 亦即指定一族同构

αX : ω(X)
∼→ ωΓ(FX), FX ∈ Ob (VectΓ,f(k)) ,

要求 FX 和 αX 对 X 有函子性, 并使 ω(1) ' k 和 ω(X ⊗X ′) ' ω(X)⊗ ω(X ′)
都相应地提升到 Γ-分次向量空间的层次;

(ii) 指定幺半函子 F : T → VectΓ,f(k) 连同幺半函子之间的同构 α : ω
∼→ ωΓF ;

(iii) 指定 k-双代数的同态 coE(ω)→ k[Γ].

资料 (i) 和 (ii) 只是修辞差异, 而 (ii) 在定义 9.6.3 的语言中相当于指定 Fib⊗(k)
的态射 (F, α) : (T , ω)→ (VectΓ,f(k), ωΓ), 故重构定理 9.6.4 确保 (ii) 和 (iii) 相互等价.

举例明之, 对于最常见的分次结构 Γ = Z, 此时 (iii) 便相当于指定 Hopf 代数的同
态 coE(ω)→ k[T, T−1], 其中 T 是变元.

最后简单介绍纤维函子之间的关系; 和先前讨论相反, 这部分不涉及重构定理. 设
T 是淡中范畴而 ω1, ω2 是交换 k-代数 B 上的纤维函子. 对任意交换 B-代数 B′, 定义
以下集合:

Hom⊗B(ω2, ω1)(B
′) := Hom幺半函子

(
ω2 ⊗

B
B′, ω1 ⊗

B
B′
)
.
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随着 B′ 变动, 这给出函子 B-CAlg → Set. 回忆到命题 9.4.10 (iii) 赋予 coHB(ω1, ω2)

交换 B-代数的结构.

命题 9.7.7 对于淡中范畴 T 及纤维函子 ω1, ω2 : T → Mod-B, 我们有函子之间的同构

Hom⊗B(ω2, ω1) ' HomB-CAlg (coHB(ω1, ω2), · ) .

同态的合成在右侧由 (9.4.1) 诱导.

证明 为了简化符号, 今后将 coHB(ω1, ω2) 简写为 coH. 指定态射 (不计幺半结构)

ϕ̃ : ω2 ⊗
B
B′ → ω1 ⊗

B
B′ (两边都取值在 Mod-B′)

相当于指定态射

ϕ : ω2 → ω1 ⊗
B
B′ (两边都取值在 Mod-B),

而基于 coH 的泛性质, 这又相当于指定 B-模同态

ψ : coH→ B′.

问题归结为证明 ϕ̃ 保持幺半结构当且仅当 ψ 是 B-代数的同态. 论证是形式的, 但要讲
清楚则颇为费事.

记乘法态射为 m : B′ ⊗
B
B′ → B′ 和 µ : coH⊗

B
coH → coH. 不难看出 ϕ̃ 保持幺元

(或保持 ⊗) 当且仅当以下的左图 (或右图) 恒交换:

ω2(1) ω1(1)⊗
B
B′

B ⊗
B
B′

B B′

∼

ϕ1

∼
∼

ω2(X ⊗ Y ) ω1(X ⊗ Y )⊗
B
B′

ω1(X)⊗
B
ω1(Y )⊗

B
B′

ω2(X)⊗
B
ω2(Y ) ω′1(X)⊗

B
B′ ⊗

B
ω1(Y )⊗

B
B′

ϕX⊗Y

∼

∼

ϕX⊗ϕY

m 诱导

先处理左图. 第一行分解为 ω2(1) → ω1(1) ⊗
B
coH

id⊗ψ
ω1(1) ⊗

B
B′. 将 ωi(1) 全

等同于 B 后, 可见左图交换等价于 B B′

coH
ψ

交换, 也等价于 ψ 保持幺元.
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以下说明右图交换等价于 ψ 保持乘法. 请端详

ω2(X ⊗ Y ) ω1(X ⊗ Y )⊗
B
coH ω1(X ⊗ Y )⊗

B
B′

ω1(X ⊗ Y )⊗
B
coH⊗

B
coH ω1(X)⊗

B
ω2(X)⊗

B
B′

ω2(X)⊗
B
ω2(Y ) ω1(X)⊗

B
coH⊗

B
ω1(Y )⊗

B
coH ω1(X)⊗

B
B′ ⊗

B
ω1(Y )⊗

B
B′

ϕX⊗Y

∼

id⊗ψ
∼id⊗µ

ϕX⊗ϕY

(id⊗ψ)⊗2
∼ m 诱导

(9.7.1)
其上下两个弓形区域总交换, 左侧方块交换则归结为 µ 的刻画 (9.4.7).
命 η := ω∨1 ⊗

B
ω2, 它是幺半函子 T → Mod-B, 则图表 (9.7.1) 的方形部分重新

整理为
η(X ⊗ Y ) coH B′

η(X)⊗
B
η(Y ) coH⊗

B
coH B′ ⊗

B
B′

∼
ψ

ψ⊗ψ

µ m (9.7.2)

其左侧方块依然交换, 而 ψ 保持乘法当且仅当右侧方块交换.
若 ϕ̃ 保持 ⊗, 则 (9.7.1) 的大外框交换, 故方形外框交换. 因此 (9.7.2) 的外框交换.

这说明右侧方块合成 η(X)⊗
B
η(Y )→ coH⊗

B
coH 之后交换. 既然 X 和 Y 可任取, 基于

coH 的泛性质, 又或者基于命题 9.4.7 对 coH 的具体构造, 这足以说明 (9.7.2) 的右侧
方块交换.

反之设 (9.7.2) 的右侧方块交换, 则 (9.7.2) 全图交换, 因而 (9.7.1) 的大外框交换,
故 ϕ̃ 保持 ⊗. 验证完成.

注意到 T 的刚性蕴涵 Hom⊗B(ω2, ω1)(B
′) 的元素必然是同构, 这是命题 9.1.10 的

应用. 以下结果因之是显然的.

推论 9.7.8 对于淡中范畴 T , 交换 k-代数 B 及纤维函子 ω : T → Mod-B, 记 Aut⊗(ω)
为 ω 作为幺半函子的自同构群, 则对所有交换 B-代数 B′ 皆有典范同构

Aut⊗
(
ω ⊗
B
B′
)
' HomB-CAlg (coEB(ω), B′) ,

群乘法在右侧反映为 coEB(ω) 的余乘法.
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进一步, 还能够说明自同构群的幺元和取逆运算分别来自 coEB(ω) 的余幺元态射
和对极. 验证是简单而形式化的, 留作本章习题. 考量 B-CAlg 的米田嵌入, 便得到以下
结论:

了解函子 Aut⊗
(
ω ⊗
B
(·)
)

: B-CAlg→ Grp

了解 Hopf B-代数 coEB(ω).

有鉴于此, 只要对 Aut⊗ 采取函子化的观点, 则关于自同态余代数的一切曲折故事最终
都回归纤维函子的 ⊗-自同构群.
对于命题 9.7.7 的情形, Deligne 在 [10, 1.11–1.13] 证明了 coHB(ω1, ω2) 作为 B-

模是忠实平坦的, 当然这还蕴涵 coHB(ω1, ω2) 非零. 此处无意给出详细证明, 但
不妨谈谈它在代数几何学中的重要性. 它确保有忠实平坦的 B-代数 B′ 以及同构
ω1 ⊗

B
B′ ' ω2 ⊗

B
B′, 譬如取 B′ = coHB(ω1, ω2). 因此纤维函子精确到忠实平坦环变换

具唯一性, 而原环 B 上的性质原则上能够通过 §7.9 所谓的下降资料来同构, 这是忠实
平坦的主要好处.

9.8 有限群的淡中–Krein定理
经典的淡中–Krein 理论 [44, 26] 主要探究以下问题: 给定紧拓扑群 G, 如何从它的

表示范畴重构 G? 答案和张量积结构与对偶性紧密相关, 可参阅 [54, §4.3]. 本节将从先
前结果简洁地诠释淡中–Krein 重构定理, 但只处理有限群而非紧群.
设 G 为群, k 为域. 以下记 ⊗ := ⊗k, 将 G 的幺元写作 1G.
我们关注的主要对象是定义 6.1.1 介绍的 G-模, 许多场合也称为 G 的表示; 简言

之,它们是带有线性左 G-作用 G×V → V 的 k-向量空间 V ,作用写作左乘 (g, v) 7→ gv.
全体 G-模构成 k-线性 Abel 范畴 G-Mod, 其中的 Hom 记为 HomG. 忘却函子

ω : G-Mod→ Vect(k)

当然地映 G-模 V 为相应的 k-向量空间 V .
记 G 的群代数为 k[G]; 根据例 7.5.13, 它是 Hopf 代数. 如命题 6.1.4 所述, G-Mod

同构于 k[G]-Mod, 今后将不加说明地在两者之间切换.

约定 9.8.1 一个 G-模的维数意谓它作为 k-向量空间的维数. 记 G-Modf 为有限维
G-模在 G-Mod 中构成的全子范畴.

带有平凡 G-作用的 k 称为平凡 G-模 (例 6.1.2). 对于 G-模 V 和 W , 我们可以赋
予 V ⊗W 和 Hom(V,W ) := Homk(V,W ) 典范的 G-模结构; 后者的特例 Hom(V, k) 称
为 V 的逆步 G-模, 另记为 V ∗, 以区别于作为向量空间的对偶. 这些操作在定义 6.1.5
之下已有详尽说明.
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命题 9.8.2 上述张量积运算 (V,W ) 7→ V ⊗W 赋予 G-Mod 对称幺半结构, 以平凡
G-模 k 为幺元, 而忘却函子 G-Mod → Vect(k) 对此成为幺半函子. 全子范畴 G-Modf

对此成为中性淡中范畴, 而忘却函子 ω : G-Modf → Vectf(k) 是其纤维函子.

证明 关于 G-Mod 的对称幺半结构可以直接循张量积定义来检验. 偏好宏大叙事的读
者也可以作如下理解.

� 因为 k[G] 是 Hopf 代数, 命题 7.5.6 赋予 k[G]-Mod 幺半结构, 使得忘却函子是幺
半的. 基于 k[G] 的余乘法是 g 7→ g ⊗ g 这一事实, 细心展开定义可见这正是先前
定义的张量积操作.

� 因为 k[G] 余交换, 命题 7.5.7 (i) 还蕴涵 k[G]-Mod 是对称幺半范畴.

显然 G-Modf 是 G-Mod 的幺半子范畴, 它同时也是 Abel 范畴. 对每个 n ∈ Z≥0,
在 kn 上所能赋予的所有 G-模结构组成一个小集, 由此可见 G-Modf 本质小. 显然

EndG
(
k : 平凡 G-模) = k.

逐步检验 §9.1.1 关于对偶性的定义, 可见逆步运算 V 7→ V ∗ 使 G-Modf 成为刚性
的; 对偶资料来自熟悉的态射

V ⊗ V ∗ k

v ⊗ λ λ(v)

ev k V ∗ ⊗ V

1
∑
i v̌i ⊗ vi

coev

其中 (vi)i 是 V 作为向量空间的任一组基, 而 (v̌i)i 是其对偶基; 两者都是 G-Mod 的态
射. 如果采取 Hopf 代数 k[G] 的视角, 则刚性也可以从命题 9.3.5 以及 k[G] 的对极是
g 7→ g−1 这一事实来推导.

以上构造还蕴涵忘却 ω : G-Modf → Vectf(k) 是幺半函子, 兼容于两边的对称幺半
范畴结构, 而且它显然正合. 综上, ω 是中性淡中范畴 G-Modf 的中性纤维函子.

以下设 G 是有限群. 本节的核心关切是:

如何从资料 (G-Modf, ω) 重构群 G?

在 §9.7 取得的结果已经逼近问题的答案, 但工具还需要一些调校. 首先, 我们须将
G-Modf 诠释为余模范畴.

定义 9.8.3 依然设 G 为有限群. 定义 k-向量空间

C(G) := {映射 f : G→ k} ,

其向量空间结构来自逐点运算. 此外有典范同构

C(G)⊗ C(G) C(G×G)

f1 ⊗ f2 [(g1, g2) 7→ f1(g1)f2(g2)].

∼
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且将 C(G)⊗ C(G) 等同于 C(G×G), 则 C(G) 具有以下结构:

乘法 余乘法 ∆ 幺元 余幺元 ε 对极 S

逐点乘 f 7→ [(g1, g2) 7→ f(g1g2)] 常值 1 f 7→ f(1G) (Sf)(g) = f(g−1)

请读者扼要地说明这是交换 Hopf 代数. 因此命题 7.5.7 (ii) 确保 Comod-C(G) 成为对
称幺半范畴, 而命题 9.3.5 使 Comodf-C(G) 成为刚性对称幺半范畴; 请对照先前证明
的 “宏大叙事” 部分.

对所有 g ∈ G, 命 1g ∈ C(G) 为在 g 处取 1, 其他处取 0 的元素. 它们给
出 C(G) 的基, 而乘法和余乘法分别由 1g11g2 = δg1,g21g1 (Kronecker 的 δ 符号) 和
∆(1g) =

∑
xy=g 1x ⊗ 1y 确定.

命题 9.8.4 我们有范畴同构 G-Mod ' Comod-C(G): 对应到 G-模 V 的右 C(G)-余模
是 V 配上线性映射

ρ : V V ⊗ C(G) {映射 G→ V }

v
∑
g∈G

gv ⊗ 1g [g 7→ gv]

∼

而右 C(G)-余模 (V, ρ) 对应的 G-模是 V 配上映射

G× V → V

(g, v) 7→ ρ(v)

映射 G→V

(g).

进一步, G-Mod 和 Comod-C(G) 的对称幺半结构也按此对应. 这些同构都保持映
向 Vect(k) 的忘却函子, 表达为交换图表

G-Mod Comod-C(G)

Vect(k).

∼

ω ωC(G)

特别地, G-Modf 和 Comodf-C(G) 也相互同构, 而且同构保持映向 Vectf(k) 的忘
却函子.

证明 操演定义.

引理 9.8.5 我们有双射 G
1:1 Homk-CAlg(C(G), k), 映 g 为求值同态 f 7→ f(g). 若

赋予右式来自 ∆ : C(G) → C(G × G) ' C(G) ⊗ C(G) 的二元运算, 映 (ϕ1, ϕ2) 为
(ϕ1 ⊗ ϕ2) ◦∆, 则此双射还是群的同构.
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证明 任何 k-代数的同态 ϕ : C(G)→ k 皆满, 从而 ker(ϕ) 是极大理想. 然而 C(G) 作
为 k-代数是 G 份 k 的直积, 方法是映 f 为 (f(g))g∈G, 而且容易说明

∏
g∈G k 的极大

理想恰好通过
g ∈ G ↔ k× · · · × {0}

g 分量
× · · · × k

和 G 的元素一一对应; 读者可参阅 [51, 引理 8.9.7] 或自证. 由此容易得出所求双射.
群乘法在 Homk-CAlg(C(G), k) 上的反映归结为验证

(g1, g2) G×G Homk-CAlg(C(G×G), k) [F 7→ F (g1, g2)]

g1g2 G Homk-CAlg(C(G), k) [f 7→ (∆f)(g1, g2)]

∈ 1:1 3

∈
1:1

3

是交换图表. 这没有本质上的困难.

现在可以回答先前提出的重构问题. 答案涉及推论 9.7.8 引进的群 Aut⊗(ω), 重点
在于明确地描述同构.

定理 9.8.6 (淡中忠郎, M. Krein) 设 k为域, G为有限群. 考虑忘却函子 ω : G-Modf →
Vectf(k), 则有群同构

A : G
∼→ Aut⊗(ω),

具体描述如下: 设 g ∈ G 而 V 是有限维 G-模, 则 A(g)V : V → V 是 k-线性映射
v 7→ gv.

证明 已知 ω 是淡中范畴 G-Modf 的中性纤维函子 (命题 9.8.2), 相应地有交换 Hopf
代数 coE(ω). 在推论 9.7.8 中取 B = B′ = k 给出群同构

Aut⊗(ω) ' Homk-CAlg (coE(ω), k) .

命题 9.8.4 的交换图表蕴涵

coE(ω) ' coE
(
ωC(G) : Comodf-C(G)→ Vectf(k)

)
,

而引理 9.6.2 连同其后说明进一步给出

coE
(
ωC(G)

)
' C(G);

这些都是双代数的典范同构. 代入引理 9.8.5 遂有群同构

G Homk-CAlg (C(G), k) Aut⊗(ω)

g B(g) A(g).

∼ ∼
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第一段同构的像 B(g) 已知是求值同态 f 7→ f(g). 另一方面, 根据 coE(ω) =

coH(ω, ω) ' C(G) 在定义 9.4.1 中的泛性质 (代入 L = k), 第二段同构实则延拓为

Homk(C(G), k)
∼→ Homk(ω, ω),

而且泛性质表明 A 和 B 的对应由 Vectf(k) 中的交换图表刻画:

ω(V )

ω(V )⊗ C(G) ω(V )⊗ k ω(V )

ρ A(g)V

id⊗B(g) ∼

其中 V 遍历有限维 G-模, 而 ρ 按命题 9.8.4 的方式定义. 代入 B(g)(f) = f(g) 立见
A(g)V (v) = gv. 明所欲证.

如果对 k 施加适当的条件, 则能进一步刻画有哪些交换 Hopf 代数同构于 C(G),
其中 G 是某个有限群. 这些问题当属初等代数几何或交换环论的范围, 此处不再深入.

最后, 另有一种不依赖纤维函子, 纯粹从 G-模范畴重构紧群的方法, 称为
Doplicher–Roberts 重构定理, 其渊源是量子场论. 感兴趣的读者可参阅 [35] 的综述.

习题

1. 设 k 为域, V 和 W 为 k-向量空间, 按惯例定义 V ∨ := Homk(V, k) 等等. 写下典范线性
映射 V ∨ ⊗

k
W∨ → (V ⊗

k
W )∨, 说明它总是单射, 但在当 V 和 W 皆无穷维的情形下非满.

2. 设 T 是幺半范畴 C 的任意对象, ι : U → 1 是态射. 证明在 ∗U (或 U∗) 存在的前提
下, 命题 9.1.11 (iii) 的双射 Hom(T ⊗ U, T ) → Hom(T, T ⊗ ∗U) (或 Hom(U ⊗ T, T ) →
Hom(T,U∗ ⊗ T )) 映 idT ⊗ ι 为 idT ⊗ ∗ι (或映 ι⊗ idT 为 ι∗ ⊗ idT ).

3. 设幺半范畴 C 同时是加性范畴, 记其零对象为 0, 并且假设 ⊗ 是加性双函子. 说明
X ⊗ 0 = 0 = 0⊗X 恒成立.

4. 设 C 是刚性辫幺半范畴, 兼具 Abel 范畴的结构, 而且 EndC(1) 是域. 给定 X ∈ Ob(C) 及
其右对偶 X∗. 证明 X 6= 0 等价于 X ⊗X∗ 6= 0, 也等价于 X∗ ⊗X 6= 0. 提示 注意
到 X 6= 0 等价于 evX 6= 0, 也等价于 coevX 6= 0; 应用命题 9.2.5.

5. 设 C 和 C′ 是刚性对称幺半范畴, 两者都有 Abel 范畴结构, EndC(1) 是域而 1′ 6= 0. 证明
所有兼容于辫结构的正合幺半函子 F : C → C′ 都满足 X 6= 0 ⇐⇒ F (X) 6= 0. 提示
重操引理 9.7.2 (i) 的论证, 或参考前一题的方法.

6. (米田信夫) 设 C 和 D 为范畴, F : Cop × C → D 为函子. 对应的楔意谓以下资料(
W, (eX)X∈Ob(C)

)
, 也简写为 e :W

•
F , 其中

� W 是 D 的对象,
� eX :W → F (X,X) 是 D 的态射,
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条件是下图对 C 的所有态射 f : X → Y 皆交换:

W F (Y, Y )

F (X,X) F (X,Y )

eY

eX F (f,Y )

F (X,f)

对偶地定义余楔为资料 (M, (fX)X), 简写为 f : F
•
M , 条件是交换图表

F (Y,X) F (X,X)

F (Y, Y ) M.

F (f,X)

F (Y,f) fX

fY

(i) 说明对于给定的 F , 如何将所有楔 (或余楔) 作成范畴. 楔范畴 (或余楔范畴) 中若存
在终对象 (或始对象), 则称之为 F 的端 (或余端), 记法是

端 =

∫
X∈C

F (X,X), 余端 =

X∈C∫
F (X,X);

积分在此仅是一个符号, 但不无道理.

(ii) 将 (9.4.2) 和命题 9.4.7 对 coH(ω1, ω2) 的构造诠释为余端的一则特例.

(iii) 设 C 相对于选定的 Grothendieck 宇宙是本质小的 (定义 A.4.1), 而 D 完备 (或余完
备), 证明任何 F 皆有端 (或余端).

(iv) 给定一对函子 F,G : Cop×C ⇒ D,定义双自然变换 α : F
•
G为资料 (αX)X∈Ob(C),

其中 αX : F (X,X)→ G(X,X), 条件是下图对 C 的所有态射 f : X → Y 交换:

F (X,X) G(X,X)

F (Y,X) G(X,Y )

F (Y, Y ) G(Y, Y )

αX

G(X,f)F (f,X)

F (Y,f)

αY

G(f,Y )

说明之前的楔和余楔都是双自然变换的特例. 其次说明自然变换, 亦即函子 C → D
或 Cop → D 之间的态射也是其特例.

关于端和余端的详细介绍可见专著 [30].

7. 考虑一对函子 F,G : C → D, 其中 C 本质小. 证明其间的态射集可按以下方式诠释为端:

HomDC (F,G) '
∫

X∈C

HomD(FX,GX).

按此将范畴 C 的中心 Z(C) 诠释为由 HomC 确定的端.

8. 设 k 为域. 证明函子 Homk : Vectf(k)op ×Vectf(k)→ Vectf(k) 的余端可以等同于 k 连同
迹映射

TrV : Endk(V )→ k, V : 有限维 k-向量空间.
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9. 一般而言, 端类似于一种取不变量的操作, 而余端则类似黏合. 对于熟悉单纯形集的读者,
请将 §8.4 探讨的几何实现函子 | · | 诠释为余端

|X| '
[n]∈∆∫

Xn × |∆n|, X ∈ Ob(sSet).

10. 对于小范畴 C, 定义函子范畴 C∧ := SetC
op

. 证明对于所有 F ∈ Ob(C∧) 皆有 C∧ 中的典
范同构

X∈Ob(C)∫
F(X)×HomC(·, X)

∼→ F .

此处的余端来自函子

Cop × C → C∧, (X,Y ) 7→ F(X)×HomC(·, Y ).

提示 参考 §A.1, 特别是稠密性定理 A.1.3.

11. 对于淡中范畴 T , 纤维函子 ω : T → Mod-B 和交换 B-代数 B′. 说明在推论 9.7.8 的同构
下, 群 Aut⊗

(
ω ⊗
B
B′
)
的幺元和和取逆运算分别通过 HomB-CAlg(·, B′) 来自 coEB(ω) 的

余幺元态射和对极.
提示 群的幺元和逆元由乘法唯一确定. 已知乘法对应到 coE(ω) 的余乘法.

12. 设 G 为群, 记 G-Set 为所有带左 G-作用的小集所成范畴, 记 U : G-Set→ Set 为忘却函
子, 试给出自然的群同构

G ' Aut(U).

说明如何视之为淡中–Krein 定理 9.8.6 的简单原型.
提示 对 U ' HomG-Set(G, ·) 应用米田引理得到幺半群同构 G ' End(U).



附录 A
关于 Abel 范畴的
延伸内容

这部分附录是和 Abel 范畴直接或间接相关的一系列内容, 性质近乎乱炖. 预设的
背景知识原则上不超过第一章的前半部, 以及第二章的少部分内容.
开头的 §A.1 简要回顾米田嵌入, 其中的稠密性定理 A.1.3 属于范畴论常识, 然而

常被教材遗漏. 这些工具在 §B.2 将有频繁应用.
虽然 §A.2 介绍的紧对象和可展示范畴对本书其他部分并非绝对必要, 却是一套方

便而常见的语言, 而该处关于正则基数的讨论也为 §2.10 铺平了道路.
后续两节和 Abel 范畴直接相关: §A.3 介绍的 Gabriel–Popescu 定理阐明了

Grothendieck 范畴的结构, 而 §A.4 讨论的局部有限 Abel 范畴则为 §9.5 所需, 其重点
是来自 O. Gabber 的命题 A.4.4, 证明具有一定的技巧性.

A.1 米田嵌入的稠密性
首先回顾和米田嵌入相关的理论框架. 对任意范畴 C, 定义函子范畴

C∧ := SetC
op
, C∨ :=

(
Setop)Cop

=
(

SetC
)op

.

两者相对偶: (C∨)op
= (Cop)

∧. 相对于事先选定的 Grothendieck 宇宙 U , 除非 C 是小
范畴, 否则 C∧ 和 C∨ 一般而言是大范畴.
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米田嵌入意指以下函子
hC : C −→ C∧ kC : C −→ C∨

S 7−→ HomC(·, S), S 7−→ HomC(S, ·).

以下复述 [51, 定理 2.5.1].

定理 A.1.1 (米田信夫) 对任意 S ∈ Ob(C) 和 A ∈ Ob(C∧), B ∈ Ob(C∨), 典范映射

HomC∧ (hC(S), A) A(S)[
HomC(·, S)

φ
A(·)

]
φS(idS)

HomC∨ (B, kC(S))

HomSetC (kC(S), B) B(S)[
HomC(S, ·)

ψ
B(·)

]
ψS(idS)

皆是双射. 作为推论, hC 和 kC 都是全忠实函子.

定义 A.1.2 在同构意义下来自 hC (或 kC) 的函子 Cop → Set (或 C → Set) 称为可表
函子.

尽管 C∧ (或 C∨) 比 C 大得多, 但其对象总能典范地写成可表函子的 lim−→ (或 lim←−).
在陈述这一稠密性定理之前, 我们需要若干定义.

� 对每个 A ∈ Ob(C∧), 以定义 1.6.2的方式定义范畴 (hC/A), 其对象写作资料 S :=(
S, hC(S)

φS

A

)
,从 S 到 S′ 的态射是满足 φS = φS′hC(f)的 f ∈ HomC(S, S′).

� 对偶地,对B ∈ Ob(C∨)则有范畴 (B/kC),其对象为资料 S :=

(
S,B

ψS

kC(S)

)
,

其中 ψS 视为 C∨ 的态射, 而态射 S → S
′ 的定义与先前类似.

定理 A.1.3 (稠密性) 对于一切 A ∈ Ob(C∧) 和 B ∈ Ob(C∨), 上述态射族 φS , ψS 分别
在 C∧ 和 C∨ 中给出典范同构

lim−→
S

hC(S)
∼→ A, B

∼→ lim←−
S

kC(S).

证明 只论第一式. 对于任意 A′ ∈ Ob(C∧), 我们有映射

HomC∧(A,A′) −→

 相容的态射族 a′S : hC(S)→ A′,

其中 S = (S, φS) ∈ Ob((hC/A))


ϕ 7−→

(
a′S := ϕφS

)
S
.

(A.1.1)
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定义反向的映射如下. 给定资料 (a′S)S , 对任意 S ∈ Ob(C) 和 aS ∈ A(S), 按定理
A.1.1 取对应的 φ : hC(S)→ A, 从而确定 S := (S, φ) ∈ Ob((hC/A)). 于是 aS 7→ a′S 给
出映射 A(S)→ A′(S). 兹断言:
� 当 S 变动, 诸映射 A(S)→ A′(S) 给出 C∧ 的态射 ϕ : A→ A′.
� 映射 (a′S)S 7→ ϕ 与 (A.1.1) 的映射互逆.

一如许多关于米田嵌入定理的结果, 细节验证近于同义反复, 在此略过.
于是 (A.1.1) 是双射, 而对于 A′ = A 的特例, 它映 idA 为 (a′S = φS)S . 这就验证

了 A 和诸 φS : hC(S)→ A 具备 lim−→ 的泛性质.

读者也可以参照 [33, pp.76–77] 的处理方式.

注记 A.1.4 关于 B 的同构也可以在 SetC 中改述为 lim−→S
HomC(S, ·)

∼→ B, 其中 S 取
遍资料 (S, ψ′

S
), 要求 S ∈ Ob(C) 而 ψ′

S
: HomC(S, ·)→ B(·) 是 SetC 的态射.

定理 A.1.3 的一则应用是延拓定义在小范畴上的函子, 以下仅陈述 C∧ 的版本. 考
虑小范畴 C, 余完备范畴 D (容许是 “大” 的, 只要求具备小 lim−→) 以及函子 F : C → D.
定义

F̃ : C∧ → D
X 7→ lim−→

S

F (S), (A.1.2)

其中 S =
(
S, φS : hC(S)→ X

) 遍历小范畴 (hC/X). 当 X 来自 C 的对象 T 时, 范畴
(hC/X) 有终对象 (T, hC(T )

∼→ X), 所以延拓的意涵缘于下图交换, 精确到典范同构:

C∧ D.

C

F̃

hC
F

现在来说明 F̃ 总有右伴随, 从而保所有小 lim−→. 我们将在 §B.3 用到这一事实.

命题 A.1.5 设 C 是小范畴而 D 是余完备范畴 (容许是 “大” 的). 对函子 F : C → D
按 (A.1.2) 取典范延拓 F̃ : C∧ → D, 则 F̃ 有右伴随

Hom(F, ·) : D → C∧,

其定义是

� 使 Hom(F, Y )(S) = HomD(FS, Y ) 对所有 S ∈ Ob(C) 和 Y ∈ Ob(D) 成立;

� 态射 f : Y → Y ′ 诱导 C∧ 的态射 f∗ : Hom(F (·), Y )→ Hom(F (·), Y ′).

作为推论, F̃ 保所有小 lim−→.
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证明 对于 X ∈ Ob(C∧) 和 Y ∈ Ob(D), 我们从 X = lim−→S
hC(S) 和 lim−→ 的泛性质得到

典范双射

HomC∧(X,Hom(F, Y )) ' lim←−
S

HomC∧(hC(S),Hom(F, Y )) ' lim←−
S

HomD(FS, Y )

' HomD(lim−→
S

FS, Y ) = HomD(F̃X, Y ).

于是 Hom(F, ·) 确实是 F̃ : C∧ → D 的右伴随.

A.2 紧对象和可展示范畴
范畴论的紧性是代数, 几何以及代数几何中许多有限性条件的共同提纯. 本节选定

范畴 C; 除非另外说明, 总假设 C 具备所有的滤过小 lim−→.
考虑滤过小范畴 I 和函子 α : I → C. 对于 X ∈ Ob(C), 典范态射族 ιi : α(i) →

lim−→α 诱导一族 (ιi)∗ : Hom(X,α(i)) → Hom
(
X, lim−→α

)
, 其中 i ∈ Ob(I), 继而诱导典

范映射
lim−→

i∈Ob(I)
Hom (X,α(i))→ Hom

(
X, lim−→α

)
. (A.2.1)

定义 A.2.1 设 (P,≤) 为非空偏序集, κ 为无穷基数. 若任何满足 |P0| < κ 的子集 P0

在 P 中都有上界, 则称 (P,≤) 是 κ-滤过的.

若 κ ≤ κ′, 则 κ′-滤过蕴涵 κ-滤过. 取 κ := ℵ0 = ω 则复归例 1.6.7 介绍的滤过偏
序集.

定义 A.2.2 若 X ∈ Ob(C) 使得 (A.2.1) 对所有滤过小范畴 I 和 α : I → C 都是同构,
则称 X 为 C 的紧对象.

给定小基数 κ, 若进一步限制 I 为 κ-滤过偏序小集, 则满足相应条件的 X 称为
κ-紧对象.

按定义 1.5.2 的术语, X 是紧对象当且仅当 Hom(X, ·) : C → Set 保滤过小 lim−→. 若
κ ≤ κ′, 则 κ-紧蕴涵 κ′-紧.

注记 A.2.3 紧对象和 ℵ0-紧对象的定义方式乍看相异, 前者涉及所有滤过小范畴, 后者
仅容许滤过偏序小集. 然而有一则不尽平凡的事实 [1, Theorem 1.5]:

对所有滤过小范畴 I, 存在滤过偏序小集 (P,≤) 连同共尾函
子 P → I.

由此可以推得紧性等价于 ℵ0-紧性. 证明将在习题部分勾勒.

运用滤过范畴的定义和滤过 lim−→ 在 Set 中的具体描述 (命题 1.6.11), 可见
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� 映射 (A.2.1) 满 ⇐⇒ 所有 f : X → lim−→α 都有分解 X
fi

α(i)
ιi
X;

� 映射 (A.2.1)单 ⇐⇒ 对所有 i ∈ Ob(I)和满足 ιif = ιig 的 f, g ∈ Hom(X,α(i)),
存在 I 中的态射 i→ j 使得 f 和 g 在 Hom(X,α(j)) 中的像相等.

例 A.2.4 对于 C = Set 情形, X 是紧对象当且仅当 X 它是有限集. “当” 的方向直接
来自上述讨论和 lim−→α 的具体描述. 至于 “仅当” 方向, 请将 X 表作其有限子集的滤过
lim−→ 并考虑 idX .

例 A.2.5 设 R 为环, 则对于 C = R-Mod 情形, X 是紧对象当且仅当 X 具备有限展
示, 换言之, 存在 a, b ∈ Z≥0 和 R-模的正合列

R⊕b → R⊕a
p
X → 0.

关于 R-Mod 中的滤过 lim−→, 可见 [51, 注记 6.2.3] 的说明. “仅当” 方向留作习题. 且来
勾勒 “当” 的方向. 取 R⊕a 的标准基的像, 得到 X 的一族生成元 x1, . . . , xa. 兹证明
(A.2.1) 单: 设 f, g ∈ Hom(X,α(i)) 满足 ιif = ιig, 则对每个 x ∈ {x1, . . . , xa} 都可以
找到 i→ jx 使得 f(x) 和 g(x) 在 α(jx) 中的像相等, 继而由滤过范畴的性质得到所求
的 i→ j, 使 f 和 g 在 Hom(X,α(j)) 中的像相等.

其次证 (A.2.1) 满: 考虑 f : X → lim−→α. 对每个 x ∈ {x1, . . . , xa} 都存在 jx 和
mx ∈ α(jx) 使得 f(x) = ιjx(mx); 同样地, 滤过性质确保 jx 有无关于 x 的取法, 记为
j. 这就决定了态射 m : R⊕a → α(j) 使得 fp = ιjm. 因为 b 有限, 取足够深的 j → i,
再以 i 代 j 还可以确保 m 限制在 R⊕b 的像上恒为零, 这就给出所求的 fi.

对于各类代数结构所确定的紧对象, [1, 1.2 Examples, 3.12 Theorem] 有更完整的
讨论. 譬如群范畴 Grp 的紧对象恰好是具备有限展示的群.

另一类重要的紧对象来自 §A.1 回顾的米田嵌入 hD : D → D∧.

命题 A.2.6 设 D 为任意范畴, X ∈ Ob(D), 则 hD(X) 在 D∧ 中是紧对象.

证明 给定滤过小范畴 I 和函子 α : I → D∧, 从定理 A.1.1 和 lim−→ 在 D∧ 中的逐点构
造 (见 [51, 命题 2.7.8], 该处记之为 “ lim−→ ”), 可得

lim−→
i

HomD∧(hD(X), α(i)) ' lim−→
i

(α(i)(X))

= (lim−→α)(X)

' HomD∧(hD(X), lim−→α).

例行的验证说明这等于 (A.2.1) 的典范映射. 紧性得证.

借由对 (A.2.1) 中的滤过范畴 I 作进一步限制, 可以得到紧性的种种变奏. 首先聚
焦于 [51,定义 1.4.10]曾介绍的正则基数,此处宜作更精细的梳理1). 首先设 α > 0为任

1)对集合论无感的读者可以跳过以下内容.
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意的无穷序数. 考虑极限序数 θ > 0 和严格递增的序数列 (aβ)β:序数
β<θ

, 若 supβ<θ aβ = α,

则称此列与 α 共尾. 若 α 是极限序数, 定义

cf(α) := inf
{
θ > 0 :极限序数, ∃(aβ)β<θ 如上, 与 α 共尾} ;

此 inf 有意义, 并且能被所示的某个 θ 取到; 关于序数的 sup 和 inf 详见 [51, 定理
1.2.10]. 取 aβ := β 立见 cf(α) ≤ α.
留意到无穷基数作为序数必然是极限序数, 详见 [51, 引理 1.4.6] 之下的讨论.

定义 A.2.7 若无穷基数 κ 作为序数满足 cf(κ) = κ, 则称之为正则基数.

命题 A.2.8 设 α > 0 为极限序数:

(i) cf(cf(α)) = cf(α);

(ii) 若非空子集 S ⊂ α 满足 supS = α, 则作为序数有 |S| ≥ cf(α);

(iii) cf(α) 是正则基数.

证明 对于 (i), 关键是证 cf(α) ≤ cf(cf(α)). 设 (aβ)β<θ 与 α 共尾, (b(γ))γ<ψ 与 θ 共
尾, 则 (

ab(γ)
)
γ<ψ

与 α 共尾. 由此可见 cf(α) ≤ cf(θ). 再取 θ = cf(α) 便是.
对于 (ii), 任取双射 f : |S| → S. 回忆到 |S| 是序数, 而 α /∈ S. 兹断言存在极限序

数 θ 和保序嵌入 i : θ ↪→ |S| (因而 θ ≤ |S|), 使得 S 中的序数列 (f(i(β)))β<θ 严格递
增, 而且 supβ<θ f(i(β)) = supS = α.

诚然, 这是超穷递归原理的应用. 详言之, 取

i(0) := inf |S| = 0,

i(n+ 1) := inf {t ∈ |S| : f(t) > f(i(n))} , n ∈ ω := {0, 1, 2, . . .},
i(ω) := inf {t ∈ |S| : ∀k < ω, f(t) > f(i(k))} ,

依此超穷地类推, 止于 θ. 断言得证. 由之立见 |S| ≥ θ ≥ cf(α).
考虑 (iii). 鉴于 (i), 说明 cf(α) 是基数即可. 假设 β > 0 为极限序数, 则 (ii) 蕴涵

β ≥ |β| ≥ cf(β); 代入 β = cf(α) 和 (i) 可知 cf(α) = |cf(α)|, 亦即 cf(α) 为基数.

命题 A.2.9 (见 [21, Theorem 5.10]) 设 λ 为无穷基数, 则 cf(2λ) > λ.

证明 这是集合论中的标准结果. 给定极限序数 0 < α ≤ λ 和一列序数 (aβ)β<α, 满足
aβ < 2λ. 记 κβ := |aβ | < 2λ. 按序数的 sup 和基数运算的定义,∣∣∣∣∣supβ<α

aβ

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
⋃
β<α

aβ

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
β<α

κβ .
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关于基数运算的 König 引理 (参考 [51, 习题 1.6], 或 [21, Theorem 5.10]) 蕴涵∑
β<α

κβ <
∏
β<α

2λ = (2λ)|α|

= 2λ·|α| ≤ 2λ·λ = 2λ;

最后一步用到了 [51, 定理 1.4.8]. 这就表明不可能有 λ ≥ cf(2λ).

引理 A.2.10 设 T 为小集, 则存在正则小基数 µ 使得 µ > |T |.

证明 回忆到 Grothendieck 宇宙 U 已经选定. 问题仅关乎 |T |, 不妨设 T ∈ U 无穷.
于是其幂集 P (T ) ∈ U . 记 λ := |T |. 命题 A.2.9 断言 cf(2λ) > λ. 由于 cf(2λ) 既是正则
基数 (命题 A.2.8 (iii)), 又能嵌为 2λ = |P (T )| 的子集, 故 µ := cf(2λ) 即所求.

现在切回范畴论的主线. 以下概念源于 [15], 教科书则是 [1, Chapters 1, 2].

定义 A.2.11 (P. Gabriel, F. Ulmer) 设范畴 C 如前所述, 而 κ 是正则小基数.

1. 满足以下条件的 C 称为 κ-可达范畴:

� C 具有所有 κ-滤过小 lim−→ (定义 A.2.1);
� 存在由 κ-紧对象 (定义 A.2.2) 构成的小子集 S ⊂ Ob(C), 使得每个 X ∈
Ob(C) 皆可表成 S 的元素的 κ-滤过小 lim−→.

2. 若 κ-可达范畴之间的函子保 κ-滤过小 lim−→, 则称之为 κ-可达函子.

3. 余完备的 κ-可达范畴称为 κ-可展示范畴2).

当 κ 越大, 条件便越松弛, 对某个正则小基数 κ 是 κ-可达 (或 κ-可展示) 的范畴称
为可达 (或可展示) 范畴. 类似地, 如果可展示范畴之间的函子对某个正则小基数 κ 是
κ-可达的, 则称之为可达函子.

可以验证例 A.2.4 和 A.2.5 讨论的范畴 Set 和 R-Mod 都是可展示的, 事实上它们
是 ℵ0-可展示的; 亦见习题.

对于以下重要结果, 此处仅能给予部分的证明.

定理 A.2.12 (P. Gabriel, F. Ulmer) 设 κ 为正则小基数, F : C → D 为可展示范畴之
间的函子, 则

(i) F 有右伴随当且仅当它保小 lim−→;

(ii) F 有左伴随当且仅当它可达而且保小 lim←−.

证明 断言 (i) 的 “仅当” 方向是熟知的, 另一方向则导自特殊伴随函子定理 1.11.13 和
以下事实. 第一, 引理 1.11.9 蕴涵定义 A.2.11 中的 S 是 C 的生成系; 其次, 可展示范
畴总是余良幂的, 见 [1, 1.58 Theorem].

断言 (ii) 导自 Freyd 的伴随函子定理 1.11.6, 详见 [1, 1.66 Theorem].
2)一度被 Gabriel 称为代数范畴, 文献 [1, 15] 称之为局部可展示范畴, 此处从 [32, A.1.1] 改名.
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A.3 Gabriel–Popescu定理
本节是 §2.10 的延续与补充. 选定 Grothendieck 范畴 A, 并且将 HomA 简记为

Hom. 以 X⊕I 代表 I 份对象 X 在 A 中的直和, I 是小集.
Gabriel–Popescu 定理将说明 A 总能实现为某个右模范畴 Mod-R 的反射局部化

(注记 1.9.20), 环 R 和涉及的函子取决于生成元 s. 以下取法 L. Kuhn [27] 的证明, 其
中一步需要导出函子的经典理论, 见 §3.12.
取 s ∈ Ob(A). 命 R := End(s) 并且考虑函子

G : A → Mod-R
X 7→ Hom(s,X),

其中 R 按态射的合成右作用于 Hom(s,X). 易见 G 是 Abel 范畴之间的加性函子, 保
所有小 lim←−. 今后记 HomR := HomMod-R 以区别于 Hom := HomA.

对所有 r ∈ R, 定义 EndR(R) 的元素 λr : x 7→ rx. 请留意到 G(s) = R, 而
λr : R→ R 无非是态射 r : s→ s 对函子 G 的像.

引理 A.3.1 上述函子 G : A → Mod-R 有左伴随 P : Mod-R → A. 伴随对的余单位
ε : PG→ id 使得 εs : PG(s) = P (R)→ s 为同构, 而且下图交换

λr EndR(R) End(P (R)) ϕ

r R End(s) εsϕε
−1
s .

∈ P

∼

3

∈

∼

3

证明 左伴随 P 的存在性源自特殊伴随函子定理 1.11.13 和推论 2.10.8. 其次, 对任意
Y ∈ Ob(A), 兹断言下图交换:

Hom(PG(s), Y )

Hom(s, Y ) HomR(G(s), G(Y )) ψ

G(Y ) ψ(1R)

∼ε∗s

G

id

∼

3

3

� 上半部交换是关于伴随对 (P,G) 的一般性质: 任给 f ∈ Hom(s, Y ), 则 fεs :

PGs → Y 对应到 G(fεs) ◦ ηGs : Gs → GY , 见 [51, (2.5)]; 而根据伴随对的三角
等式, 后者又等于 (Gf) ◦ ((Gεs)ηGs) = Gf .

� 从 G 的定义可直接检验下半部交换.
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于是 ε∗s 是同构. 进一步取 Y 为推论 2.10.15 提供的内射余生成元, 则可见 εs 为同
构. 最后, 关于图表交换的断言相当于说

P (R) P (R)

s s

P (λr)

εs εs

r

(r ∈ R)

交换; 但是 R = Gs 而 λr = Gr, 故 ε 的自然性确保上图交换.

如何描述 P? 对任意右 R-模 M , 存在小集 I, J 和正合列

R⊕J → R⊕I →M → 0;

取 P 保小 lim−→, 于是 PM ' coker
[
s⊕J → s⊕I

]
.

以下结果的表述涉及 Abel 范畴的 Serre 商, 详见定理 2.9.6; Serre 商是局部化的
一种特例.

定理 A.3.2 (P. Gabriel, N. Popescu, L. Kuhn) 取 s 为 Grothendieck 范畴 A 的生成
元. 以下性质成立:

� 函子 G = Hom(s, ·) : A → Mod-R 有正合的左伴随 P ;

� G 是全忠实的, 伴随对的余单位态射给出同构 ε : PG
∼→ idMod-R;

� P 诱导范畴的等价 Mod-R/ ker(P ) ∼→ A.

证明 引理 A.3.1 已说明 G 有左伴随 P . 兹断言若 u :M → GX 是 Mod-R 的单态射,
则对应的 v := εX ◦ Pu : PM → X (见 [51, (2.5)]) 是 A 的单态射. 将 M 写成有限生
成 R-子模的滤过 lim−→. 由于 P 保 lim−→ 而 A 中的滤过 lim−→ 正合, 问题化约到 M 有限生
成的情形.

以同构 εs 等同 s 与 P (R). 取有限集 I 连同 R⊕I � M . 这给出 e : s⊕I � PM .
若能证明 ker(ve) = ker(e) 即可推导 v 单. 基于生成元的性质 (例如命题 2.10.7), 问题
进一步化约为说明任何态射 f : s→ s⊕I 若满足 vef = 0, 则 ef = 0. 作两点观察:

� 按构造, e 来自 P 作用于态射的像, 而因为 I 有限, 将 f 表作 R⊕I 的元素, 逐一
考察各个分量, 则引理 A.3.1 的交换图表确保 f 也来自 P 的像;

� 其次, 若 Mod-R 的态射 ψ : N → M 满足 v ◦ Pψ = 0, 则 ψ = 0. 这是基于 u 的
单性和 Ab 中的交换图表

v Hom(PM,X) HomR(M,GX) u

Hom(PN,X) HomR(N,GX).

∈ ∼

(Pψ)∗ ψ∗

3

∼
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于是 ef : s→ PM 总来自于 P 的像, 而 vef = 0 蕴涵 ef = 0. 断言得证.
伴随对的余单位态射 ε 为同构等价于 G 全忠实, 这则一般事实是第一章的习题.

以下来证明 ε 为同构. 命 X ∈ Ob(A). 既然 εX : PG(X) ↪→ X 对应 idGX , 于前一步代
入 u = idGX 可知 εX 单. 至于满性, 命题 2.10.7 将此化约为证明任意 α : s→ X 都通
过 εX : PG(X) ↪→ X 分解, 而下图给出所求分解:

PG(s) s

PG(X) X

∼
εs

PG(α) α

εX

接着证明 P 正合. 已知 P 右正合, 再证左导出函子 L1P = 0 即可. 对任意右 R-模
M , 取短正合列

0→ K
u
F →M → 0, F :自由模.

基于移维技巧 (命题 3.12.9), 可见

L1P (M) ' ker[Pu : P (K)→ P (F )].

问题遂归结为证 Pu 单. 将 F 表作有限秩自由子模 F ′ 的滤过 lim−→ (亦可写作递增
并), 相应地 K = lim−→F ′(F

′ ∩K); 因为 P 保 lim−→ 而 A 中的滤过 lim−→ 正合, 问题化约到
F = R⊕I ' G(s⊕I) 的情形, I 为有限集. 然而证明之初业已说明: 若 u : K → G(s⊕I)

单, 则 v = εs⊕I ◦ Pu : P (K)→ s⊕I 单, 因而 Pu 单. 正合性得证.
最后, 将定理 2.9.6 给予的泛性质用于 P , 可将 P 通过忠实加性函子 P :

Mod-R/ ker(P ) → A 分解. 记 G 为合成 A G Mod-R → Mod-R/ ker(P ), 则
P ◦G ' P ◦G ' idA. 由此知 P 还是全忠实本质满的, 以 G 为拟逆. 明所欲证.

注记 A.3.3 基于 Gabriel–Popescu 定理 A.3.2, 可以推出 Grothendieck 范畴是定义
A.2.11 意义下的可展示范畴. 这是因为 Mod-R ' Rop-Mod 已知是可展示的; 应用 [1,
1.40 Corollary] 即可将此性质 “反射” 到 A 上.

A.4 局部有限 Abel范畴
本节的目的是介绍 Abel 范畴上的一类有限性条件, 这为 §9.5 提供了必要的技术

支持. 建议读者先掌握定义 A.4.1, 定义 A.4.2 和命题 A.4.4 的陈述, 但略过后续的引理
和证明. 我们选定 Grothendieck 宇宙 U 以探讨何谓小集和小范畴.

定义 A.4.1 若范畴 C 与某个小范畴等价, 或等价地说 Ob(C)/ ' 是小集, 则称 C 是本
质小的.

以下选定域 k, 我们考虑的 Abel 范畴 A 都默认为 k-线性的.
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定义 A.4.2 相对于选定的域 k, 若本质小 Abel 范畴 A (定义 A.4.1) 具备以下性质, 则
称 A 局部有限:

∀X,Y ∈ Ob(A)

 X 是有限长度对象 (定义 2.4.12),

dimk HomA(X,Y ) <∞.

约定 A.4.3 对于 Abel 范畴 A 和 X ∈ Ob(A), 定义 A 的子 Abel 范畴 〈X〉 使得

Y ∈ Ob(〈X〉) ⇐⇒ ∃n ∈ Z≥0 使得 Y 是 X⊕n 的子商.

不难看出 A 是所有子范畴 〈X〉 的并, 而且由 〈X〉 ⊂ 〈X ⊕ Y 〉 ⊃ 〈Y 〉 可见此并是滤
过的. 我们关心的是形如 〈X〉 的局部有限 Abel 范畴.

命题 A.4.4 (O. Gabber) 设 Abel 范畴 A 局部有限, 而且存在 X ∈ Ob(A) 使得 A =

〈X〉, 则 A 有投射生成元.

证明需要若干准备.

定义 A.4.5 在任意 Abel 范畴中, 若 α : E � Y 是满态射, 而且不存在 E 的真子对象
E′ 使 α|E′ 满, 则称 α 为实质扩张.

引理 A.4.6 设 S 是任意 Abel 范畴中的单对象, α : E � S 是实质扩张, 则对于任意单
对象 T , 拉回映射 α∗ : Hom(S, T )→ Hom(E, T ) 是同构.

证明 沿着满态射 α 拉回总是单的, 以下证其为满. 设 φ ∈ Hom(E, T ) r {0}, 由于
α|ker(φ) 非满, 故 S 单蕴涵 ker(φ) ⊂ ker(α). 诱导态射 T ' E/ ker(φ) � E/ ker(α) ' S
必然是同构, 故 ker(φ) = ker(α). 于是存在 φ′ ∈ Hom(S, T ) 使得 φ = φ′α = α∗(φ′).

对于 Abel 范畴中的有限长度对象 Y , 其合成因子构成的带重数集记为 JH(Y ) (定
义–定理 2.7.4).

引理 A.4.7 设 A 为 Abel 范畴, X 为有限长度对象. 考虑 〈X〉 的单对象 S 和实质扩
张 α : E � S. 对所有 Y ∈ Ob(〈X〉), 记 `S(Y ) 为 JH(Y ) 中同构于 S 的合成因子个数
(计重数), 则有

dimk Hom(E, Y ) ≤ `S(Y ) dimk End(S); (A.4.1)

若 Y 是单对象, 则等号成立.
此外, 以下陈述相互等价:

(i) E 是 〈X〉 的投射对象;

(ii) (A.4.1) 的等号对于所有 Y ∈ Ob(〈X〉) 成立;

(iii) (A.4.1) 的等号对于 Y = X 成立.



606 附录 A 关于 Abel 范畴的延伸内容

证明 所求不等式 (A.4.1) 的右侧作为 Y 的函数, 对短正合列 0→ Y ′ → Y → Y ′′ → 0

具有加性. 另一方面, Hom(E, ·) 左正合故 (A.4.1) 的左侧具有 “次加性”

dimk Hom(E, Y ) ≤ dimk Hom(E, Y ′) + dimk Hom(E, Y ′′).

上式的等号对所有短正合列成立当且仅当 E 是 〈X〉 的投射对象.
若 Y 是单对象, 则引理 A.4.6 蕴涵当 Y ' S 时 (A.4.1) 左侧为 dimk End(S), 否则

为 0; 但右侧也有相同性质, 故此时 (A.4.1) 等号成立. 对于一般的 Y , 考虑其合成列并
应用第一段的讨论, 便同时给出不等式 (A.4.1) 和 (i) =⇒ (ii). 反之若 (A.4.1) 的等号
成立, 则 dimk Hom(E, ·) 具有加性, 由此知 (ii) =⇒ (i).

显然 (ii) =⇒ (iii). 以下说明 (iii) =⇒ (ii). 既然不等式 (A.4.1) 业已确立, 第一
段的讨论说明若其中等号对 Y 成立, 则对 Y ′ 和 Y ′′ 亦然. 已知等号对 X 成立, 故对所
有 X⊕n 及其子商皆成立, 由此得到 (ii).

现在回到本节目标.

证明 (命题 A.4.4) 不妨设 X 6= 0. 首先说明如果对 JH(X) 的每个元素 S (不计重数),
皆有满态射 PS � S 使得 PS 是 〈X〉 的投射对象, 则这些 PS 的直和 P 是 〈X〉 的投射
生成元.

诚然, 直和 P 在 〈X〉 中自动是投射的; 基于命题 2.8.15, 再对所有 Y ∈ Ob(〈X〉)
证明 Y 6= 0 =⇒ Hom(P, Y ) 6= 0 即可. 取单商 Y � S, 则 PS 的投射性质将 PS � S

分解为 PS → Y � S, 这便给出非零之 P
投影

PS → Y .
以下选定 〈X〉 的单对象 S 并构造 PS � S. 取 X 的合成列

X = X0 ) · · · ) Xr = 0, r ≥ 1.

今将对 i = 1, . . . , r 递归地构造一列实质扩张 Pi � S 使得

dimk Hom(Pi, X/Xi) = `S(X/Xi) dimk End(S).

一旦证得这点, 则引理 A.4.7 说明 Pr 是 〈X〉 的投射对象, 而 PS := Pr � S 即所求.
取 P1 = S, 命题 A.4.7 说明等式成立. 现在设 1 ≤ i < r 而 Pi 已经构造. 取

Hom(Pi, X/Xi) 在 k 上的基 φ1, . . . , φn. 构作纤维积

Qj X/Xi+1

Pi X/Xi

ψj

φj

� 1 ≤ j ≤ n.

留意到 Qj � Pi (命题 2.1.6). 取 Q 为 Q1, . . . , Qn 在 Pi 上的纤维积. 由于纤维积
可以分步作, 故基于相同理由, Q → Pi 满. 现在可以任取 Q 的子对象 Pi+1 使得
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Pi+1 ↪→ Q → Pi 的合成 pi+1
i 为满, 而且 Pi+1 对此性质而言是极小的. 按此构造,

Pi+1

pi+1
i

Pi � S 的合成是实质扩张. 另记 Pi+1 ↪→ Q
投影

Qj 的合成为 tj .
兹断言 (pi+1

i )∗ : Hom(Pi, X/Xi) → Hom(Pi+1, X/Xi) 是同构. 首先它是单的, 其
次, 左侧维数已知为 `S(X/Xi) dimk End(S), 右侧维数则以此为上界 (引理 A.4.7). 断
言得证.

且记 Hom(Pi+1, X/Xi+1)→ Hom(Pi+1, X/Xi) 为 Φi. 基于上述断言, 我们可以合
理地定义反向的 k-线性映射 Ψi, 使得 φjp

i+1
i 被映为 ψjtj , 其中 1 ≤ j ≤ n. 现在验证

ΦiΨi = id: 考虑它在每个 φjp
i+1
i 上的作用, 易见有交换图表

Pi+1 Qj X/Xi+1

Pi X/Xi

tj

pi+1
i

ψj

φj

这也相当于说 Φi(ψjtj) = φjp
i+1
i . 验证到位.

综上, 我们有分裂短正合列

0 Hom(Pi+1, Xi/Xi+1

单对象
) Hom(Pi+1, X/Xi+1) Hom(Pi+1, X/Xi) 0

Hom(Pi, X/Xi)

Φi

∼

命题 A.4.7 和递归假设表明左右两端的维数分别是

`S(Xi/Xi+1) dimk End(S), `S(X/Xi) dimk End(S).

基于 `S(·) 的加性, 中项因而取到所需的维数. 明所欲证.

习题

1. 在 §A.1 的讨论中, 取定交换环 k, 要求 C 是 k-Mod-范畴 (定义 1.4.1), 在 C∧ 和 C∨ 的定
义中以 k-Mod 代 Set, 并且要求函子都是 k-线性的. 试为定理 A.1.1 和 A.1.3 给出对应的
k-线性版本.

2. 补全例 A.2.5 的 “仅当” 部分. 提示 任何 R-模都能写成有限展示 R-模的滤过
lim−→ (未必是其子模), 简单起见写作 X = lim−→α. 考虑 idX 在 (A.2.1) 下的原像, 可得
fi ∈ Hom(X,α(i)) 使得 ιifi = idX . 这给出分解 α(i) ' X ⊕N . 由于 N 同构于 α(i) 的
商, 它是有限生成 R-模. 问题归结为有限展示 R-模对有限生成子模的商仍具备有限展示.

3. 阐明 §A.2 介绍的共尾序数列和定义 1.6.4 的共尾子范畴之间的联系.
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4. (J. Adámek, J. Rosický) 按照以下方式证明注记 A.2.3 提及的事实: 对所有滤过小范畴
I, 存在滤过偏序小集 (P,≤) 连同共尾函子 P → I.

(i) 设滤过小范畴 I 具有以下性质: 任何有限子范畴 A 都能嵌入某个有限子范畴 A′, 使
得 A′ 有唯一的终对象 (注意: 子范畴未必是全子范畴, 而有限范畴意谓其对象和态
射集皆有限). 命 I 为所有具有唯一终对象的子范畴构成的集合, 按包含关系 ⊂ 赋偏
序. 说明可定义函子

H : I → I,

映对象A为其唯一终对象HA,映态射A1 ⊂ A2为A2中唯一的态射HA1 → HA2.

(ii) 承上, 说明 (I,⊂) 是滤过偏序小集, H 是共尾函子.

(iii) 现在设 I 是一般的滤过小范畴. 说明积范畴 I × ω 具有 (i) 预设的性质, 而投影函子
I × ω → I 共尾. 此处 ω 是非负整数构成的全序集.
提示 易见 I × ω 滤过. 给定 I × ω 的有限子范畴 A, 说明存在 I × ω 的对象
(i, n), 连同以包含函子 A → I × ω 为底, 以 (i, n) 为顶点的锥 (约定 1.5.1). 向
A 添入对象 (i, n + 1), 其恒等态射, 以及锥中所有态射 (j, k) → (i, n) 和自明态射
(i, n)→ (i, n+ 1) 的合成, 以获得有限子范畴 A′, 它有唯一的终对象 (i, n+ 1).

(iv) 从 (iii) 证明存在所需的共尾函子 P → I.

5. 设范畴 C 可达.

(i) 选定定义 A.2.11 的小子集 S ⊂ Ob(C), 记它生成的全子范畴记为 S. 证明米田嵌入
限制为全忠实函子 C → SetS

op
.

(ii) 证明 C 良幂 (定义 1.11.11). 提示 对 SetS
op 的任意对象 F 和 X ∈ S, 集合 FX

及其幂集皆是小集, 由此论证 SubF 是小集.

6. 选定域 k, 设 A 是局部有限 k-线性 Abel 范畴, 而 A′ 是其子 Abel 范畴, 记包含函子为
i : A′ → A. 假设子集 Ob(A′) ⊂ Ob(A) 对同构封闭.

(i) 说明对所有 X ∈ Ob(A), 商对象偏序集 QuotX (或子对象偏序集 SubX) 和 A′ 的交
有唯一的极大元, 记为 i∗(X) (或 i!(X)), 而且 i∗ (或 i!) 给出 i 的左 (或右) 伴随函
子.

(ii) 设 A 有投射生成元 s. 证明 s′ := i∗(s) 是 A′ 的投射生成元.

(iii) 对于 s, s′ 如上, 命 A := End(s), A′ := End(s′). 证明

A = Hom(s, s)→ Hom(s, s′)
∼← Hom(s′, s′) = A′

使 A′ 成为 A 的商环, 记为 A′ = A/a. 证明 A 和 s 符合定理 7.8.5 的条件, 从而 A
等同于 Modfg-A, 而且 A′ 等同于被双边理想 a 零化的模所截出的全子范畴.
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给定范畴 C, 何谓其上的 ind-对象? 取道米田嵌入 C → C∧, ind-对象可以严谨地定
义为 C∧ 中形如 X = “ lim−→ ”Xi 的对象, 下标 i 遍历某个滤过小范畴 I, 而 Xi ∈ Ob(C);
符号 “ lim−→ ” 是为了区别 C∧ 和 C 中的 lim−→. 可以证明

Hom(X,Y ) = lim←−
i

lim−→
j

HomC(Xi, Yj), X = “ lim−→ ”Xi, Y = “ lim−→ ”Yj .

因此一个 ind-对象 X 可大致地设想为一个 “滤过系”, 由 C 的一族对象 Xi 连同相容的
态射族 Xi → Xj 代表, 其中 i → j 遍历 Mor(I), 但 (Xi)i 的取法相对于 X 是可变的.
这一概念也有对偶版本, 称为 C 上的 pro-对象. 此处的表述方式借鉴了 [23].

为了给出实例, §B.1 从 pro-有限群入手: 它们既是一类特殊的拓扑群, 也可以等价
地刻画为有限群在拓扑群范畴中的滤过 lim←− (注记 B.1.6). 在此基础上, 稍后的例 B.2.5
将说明 pro-有限群无非是有限群范畴上的 pro-对象, 因此能用代数方法处理. 这一类拓
扑群在数学中特别常用, 也是本书一些章节所需的背景知识.

我们在 §B.2 正式写下 ind-对象和 pro-对象的定义, 其间态射的描述, 和若干初步
例子. 之后的讨论侧重 ind-对象; §B.3 探讨 C 上的所有 ind-对象所成的范畴 Ind C, 又
称 C 的 Ind 化, 它包含 C 作为全子范畴. 我们将探讨如何在 C∧ 中辨认 ind-对象 (命题
B.3.3), 亦即刻画一个函子 Cop → Set 的 ind-可表性, 然后讨论 C → Ind C 和极限的纠
葛; 特别地, 我们将说明 Ind C 具备所有滤过小 lim−→.
对偶地, C 也有 Pro 化: 全体 pro-对象构成范畴 Pro C = Ind (Cop)

op.
函子的 Ind化是 §B.4的主题. 结论包括如何将函子 C → D 延拓到 Ind C (定义–命

题 B.4.4), 以及如何识别一个范畴 C 是否为全子范畴 C′ 的 Ind 化 (命题 B.4.5).
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这些结果将在 §B.5应用于 Abel范畴 C,由之说明嵌入 C → Ind C 和 C → Pro C 都
是 Abel 范畴之间的全忠实正合函子 (定理 B.5.1); 该处还对 Abel 范畴讨论函子延拓的
正合性 (命题 B.5.5). 进一步,定理 B.5.7将说明 Abel小范畴的 Ind化是 Grothendieck
范畴.

基于前述结果, 以及 Grothendieck 范畴有内射余生成元这一基本事实, §B.6 将证
明 Freyd–Mitchell 嵌入定理: 任何 Abel 小范畴都能全忠实正合地嵌入 Mod-R, 其中
R 是某个实现在小集上的环. 取道 Ind 化的进路既非最初等的, 也不是最短的, 然而与
Freyd–Mitchell 定理本身相比, Ind 化兴许是一套更有价值的技术.

B.1 楔子: pro-有限群
本节先从拓扑视角界定 pro-有限群: 它们是一类具有特定性质的拓扑群. 在少数必

须区分集合大小的场合, 我们考虑的拓扑群默认实现在小集上, 否则不多赘言.

定义 B.1.1 所谓 pro-有限群意谓具备下述条件的拓扑群 G:

� G 是 Hausdorff 紧群,

� G 在幺元 1G 处有一组由正规子群构成的邻域基.

将全体拓扑群构成的范畴记为 TopGrp, 其中的态射取为连续同态, 则全体 pro-有
限群构成 TopGrp 的全子范畴.

若 G 是 pro-有限群, 则 1G 处的邻域基可以取为所有正规开子群 K C G. 详细讨
论可见 [54, §1.9] 或 [51, §4.10].

注记 B.1.2 另一种刻画是: 一个拓扑群 G 是 pro-有限群当且仅当它是完全不连通的
紧群; 见 [54, §1.7 和命题 1.9.3]. 此外, 以下相关事实也是有益的: 一个 Hausdorff 拓扑
空间 E 是局部紧而且完全不连通的, 当且仅当每个 e ∈ E 都有一组由紧开子集构成的
邻域基.

若 H 是 G 的开子群, 对所有陪集 ḡ ∈ G/H 任取代表元 g, 则 G =
⊔
ḡ∈G/H gH 连

同紧性蕴涵 (G : H) 有限. 此外, H = Gr
⋃
ḡ 6=H gH 还蕴涵 H 闭.

我们进一步记录若干基本性质.

引理 B.1.3 设 G 为拓扑群, H 为其子群, 则:

(i) 商映射 π : G→ G/H 相对于 G/H 的商拓扑是开映射;

(ii) G/H 对商拓扑是 Hausdorff 空间当且仅当 H 闭;

(iii) G/H 的商拓扑是离散的当且仅当 H 开.
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以上断言对 H\G 当然也是成立的.

证明 对于断言 (i), 若 U 是 G/H 的开子集, 则 π−1(π(U)) =
⋃
h∈H Uh 亦开, 故 π(U)

按商拓扑定义是开的.
断言 (ii) 的 “仅当” 方向来自 H = π−1(1G · H). 至于 “当” 的方向, 给定相异陪

集 xH 6= yH, 取 G 的开子集 V 3 1G 使得 V x ∩ yH = ∅, 再取开子集 U 3 1G 使得
U−1U ⊂ V . 这确保 UxH ∩ UyH = ∅. 然而 (i) 说明 π(Ux) 和 π(Uy) 皆开.
断言 (iii) 的 “仅当” 方向仍来自 H = π−1(1G · H). 现在设 H 开, 则 (i) 蕴涵

{1G ·H} = π(H) 开, 平移可见 G/H 的所有独点集皆开, 故 “当” 方向得证.

命题 B.1.4 设 G 为 pro-有限群.

(i) 若 H 是 G 的闭子群, 则 H 是 pro-有限群.

(ii) 若 H 是 G 的正规闭子群, 则 G/H 对商拓扑成为 pro-有限群.

证明 对于 (i), 闭子群 H 当然是紧 Hausdorff 的, 它在 1G 处的一组邻域基由所有
K ∩H 构成, K 遍历 G 的正规开子群.

至于 (ii), 已知 H 闭蕴涵 G/H 是 Hausdorff 的, G 紧蕴涵 G/H 紧, 而 G/H 在
1G ·H 处的邻域基由所有 KH/H 构成, K 遍历 G 的正规开子群; 然而我们同样已知
KH/H 是 G/H 的正规开子群.

容易证明一族 pro-有限群 (Gi)i 的乘积仍然 pro-有限, 下标 i 遍历某个小集. 对于
任意小范畴 I 和函子 β : Iop → TopGrp, 简写为 (Gi)i∈Ob(I) 的形式 (Gi := β(i)), 我
们赋予 (

lim←−
i

Gi := lim←−β
)
↪→
∏
i

Gi

的左式来自乘积空间的拓扑, 使其成为闭子群. 这给出 TopGrp 中的 lim←−. 综上可知若
每个 Gi 都是 pro-有限的, 则 lim←−iGi 亦然. 作为推论, 我们得知所有 pro-有限群构成一
个完备范畴.

例 B.1.5 平凡的例子是 G 为有限群的情形, 此时它的 Hausdorff 拓扑只有一种选择 —
离散拓扑. 下述例子也是常见的.

� 取 Galois 扩张 E|F 的 Galois 群 G := Gal(E|F ), 带 Krull 拓扑 [51, §9.2], 对应
的邻域基是 Gal(E|L), 其中 L|F 遍历 E|F 的有限 Galois 子扩张.

� 对素数 p, 记 Zp 为 p-进整数环, 记 SL(n,Zp) 为其上行列式 = 1 的 n×n 矩阵群,
赋予来自 n× n 矩阵空间 Mn(Zp) 的拓扑, 这也是 pro-有限群.

� 对于任意群 G, 它的 pro-有限完备化定义为

Ĝ := lim←−
N◁G

(G:N)<∞

G/N,
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对其中每个 G/N 赋离散拓扑. 顾名思义, 它是 pro-有限群.

注记 B.1.6 早先的讨论表明若赋有限群离散拓扑, 则它们的小 lim←− 是 pro-有限群. 反
之, 任何 pro-有限群 G 都可以表作 lim←−iGi 的形式, 其中 (I,≤) 是滤过偏序小集, 而每
个 Gi 都是有限群; 见 [51, 定理 4.10.6]. 这里可以具体取正规开子群在 1G 处构成的一
组邻域基 (Ki)i∈I , 下标集按包含关系反向赋序, 而 Gi := G/Ki.

以 Galois群为例, Gal(E|F ) = lim←−L|F Gal(L|F ),其中 L|F 遍历 E|F 的有限 Galois
子扩张.

考虑带有如上表达式的 pro-有限群 G = lim←−iGi 和 H = lim←−j Hj ; 由于全体
ker[G→ Gi] 构成 G 在 1G 处的一族邻域基, 我们得到典范同构

HomTopGrp(G,H) = HomTopGrp

(
lim←−
i

Gi, lim←−
j

Hj

)

' lim←−
j

HomTopGrp

(
lim←−
i

Gi,Hj

)
(∵ lim←− 的泛性质)

' lim←−
j

lim−→
i

HomGrp(Gi,Hj) (∵ 连续同态必通过某个 Gi 分解);

基于此, pro-有限群也可用代数的方式来处理; 详见稍后的例 B.2.5.

定义 B.1.7 设 p 为素数. 若一个 pro-有限群 G 具备以下性质, 则称之为 pro-p-群: 对
于任意小的正规开子群 K CG, 商群 G/K 皆是 p-群. 等价地说: G 可以表成 lim←−iGi,
其中 (I,≤) 是滤过偏序集而所有 Gi 皆是 p-群.

这一类群在数论中常见. 习题将有更多关于 pro-p-群的讨论.
以下结果表明 pro-有限群对闭子群的商映射具有简单的拓扑性状, 与常见的 Lie

群场景迥异.

引理 B.1.8 设 H 和 H ′ 为 pro-有限群 G 的闭子群, H ′ ⊂ H, 则商映射 π : G/H ′ �
G/H 有连续截面 s : G/H → G/H ′; 换言之, s 是满足 πs = idG/H2

的连续映射.
对于商映射 H ′\G� H\G 也有相似的结论.

证明 首先处理 (H : H ′) 有限的情形. 此时 H 是 H ′ 和有限多个左平移的无交并, 故
H ′ 在 H 中是开的. 存在正规开子群 U C G 使得 U ∩ H ⊂ H ′; 于是 π 限制为双射
UH ′/H ′ → UH/H, 基于紧性可见这是同胚, 其逆给出定义在 G/H 的开子集 UH/H

上的连续截面. 最后, 以平移将截面延拓到整个 G/H 上.
对于一般情形, 请读者将问题化约到 H ′ = {1G} 情形. 在此情况下, 我们考虑所有

资料 (T, t), 其中 T ⊂ H 是闭子群而 t 是 G/T � G/H 的连续截面, 赋偏序: (T1, t1) �

(T2, t2) 意谓 T2 ⊂ T1 而 t1 分解为 G/H
t2

G/T2 � G/T1. Zorn 引理确保极大元存
在: 关键在于若 ((Si, si))i 对 � 成链, 命 S′ :=

⋂
i Si, 则典范映射 G/S′ → lim←−iG/Si
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连续单, 像稠密, 故紧性蕴涵同胚. 由此遂可定义 s′ := lim←−i si : G/H → G/S′ 以得到链
的上界 (S′, s′).

考虑上述偏序集的极大元 (S, s). 若 S = {1} 则完事. 假若 S 6= {1}, 取 G 的正规
开子群 U 使 S ∩U 6= S. 由于 (S : S ∩U) 有限, 证明第一步给出 G/(S ∩U)→ G/S 的
连续截面, 再合成 s 可得 G/(S ∩U)→ G/H 的连续截面, 这与 (S, s) 的极大性质矛盾.
最后, H ′\G� H\G 的版本毫无差别.

最重要的是 H ′ = {1G} 的特例, 此时连续截面 s 诱导拓扑空间的同胚 (G/H) ×
H
∼→ G, 映 (x, h) 为 s(x)h. 对于 G� H\G, 结论当然是相似的.

B.2 关于 ind-对象与 pro-对象
自本节起, 我们选定 Grothendieck 宇宙 U , 依此来谈论何谓小范畴和小集; 除非另

外说明, 不带定语的范畴默认为 U -范畴 (否则称为 “大范畴”). 回忆到 Set 代表小集
范畴.

设 C 为范畴. 我们在 §A.1 回顾了两种米田嵌入

hC : C → C∧, kC : C → C∨.

两者当然互为对偶. 注意到除非 C 小, 否则 C∧ 和 C∨ 一般是大范畴. 在不致混淆的前
提下, 今后经常省略函子 hC 或 kC .
回忆 [51, 命题 2.7.8, 2.7.9] 的教诲:

� C∧ 具备所有小 lim−→ 和小 lim←−, 构造方式是在 Set 中逐点地取;

� 一般而言, 米田嵌入 C → C∧ 保 lim←− 不保 lim−→.

遵循该处的成例1), 本节将 α : I → C∧ 的 lim−→ 另外记为

“ lim−→ ”α或 “ lim−→ ”α(i)

的形式, 下标 i 遍历 Ob(I). 这是为了和 C 中的 lim−→ 相区别.
对偶地, 我们将 C∨ 中逐点构造给出的 lim←− 记为 “ lim←− ” 以资区别, 因为一般而言

C → C∨ 保 lim−→ 不保 lim←−.
稠密性定理 A.1.3 说明 C∧ 的所有对象都能表成 C 中对象的 “ lim−→ ”. 所谓 ind-对

象, 相当于其中能以滤过 “ lim−→ ” 表出的对象, 在 C∨ 中的对偶版本则称为 pro-对象.

定义 B.2.1 设 C 为范畴.

� 若 X ∈ Ob(C∧) 能表成 “ lim−→ ”Xi, 下标遍历一个滤过小范畴 I, 而 Xi ∈ Ob(C)
(资料相当于函子 I → C), 则称 X 是 C 上的 ind-对象.

1)这种符号由 P. Deligne 首创.
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� 若 X ∈ Ob(C∨) 能表成 “ lim←− ”Xi, 下标遍历一个滤过小范畴 I, 而 Xi ∈ Ob(C)
(资料相当于函子 Iop → C), 则称 X 是 C 上的 pro-对象.

全体 ind-对象构成范畴 Ind C, 全体 pro-对象构成范畴 Pro C, 它们分别是 C∧ 和
C∨ 的全子范畴.

于是我们有全忠实函子 C → Ind C 和 C → Pro C. 推论 B.2.3将控制 Ind C 和 Pro C
的大小, 说明它们并非大范畴.

按定义显见 (Ind C)op ' Pro(Cop). 今后将 ind-对象 (或 pro-对象) 不加说明地表
成 “ lim−→ ”Xi (或 “ lim←− ”Yi) 的形式; 留意到表法并不唯一.

命题 B.2.2 设 X = “ lim−→ ”Xi 和 Y = “ lim−→ ”Yj 为 C 上的 ind-对象, 则有典范双射

HomInd C(X,Y ) ' lim←−
i

lim−→
j

HomC(Xi, Yj);

类似地, 对 pro-对象 X = “ lim←− ”Xi 和 Y = “ lim←− ”Yj , 我们有

HomPro C(X,Y ) ' lim←−
j

lim−→
i

HomC(Xi, Yj).

右式的极限都在 Set 中理解.

证明 对于 ind-对象, 我们有

HomC∧
(
“ lim−→ ”Xi, “ lim−→ ”Yj

)
= lim←−

i

HomC∧
(
Xi, “ lim−→ ”Yj

)
(∵ C∧ 中的 lim−→)

= lim←−
i

[(
“ lim−→ ”Yj

)
(Xi)

]
(∵ 定理 A.1.1)

= lim←−
i

lim−→
j

HomC(Xi, Yj) (∵ “ lim−→ ”的构造).

后两个等号也可以理解为 Xi 在 C∧ 中的紧性的体现 (命题 A.2.6). 至于 pro-对象情形
则是对偶的.

推论 B.2.3 以上构造的 Ind C 和 Pro C 同 C 一样都是 U -范畴.

证明 命题 B.2.2 中的每个 HomC(Xi, Yj) 都是 U -小集, 而 lim←− 和 lim−→ 也在小范畴
上取.

留意到 Ind C 和 Pro C 的定义涉及宇宙 U 的选取. 关于它们和 U 的精确关系, 请
参阅 [23, Proposition 6.1.21], 此处不深究.
以下例子中的代数结构都默认实现在小集上.

例 B.2.4 设 k 为域, 记有限维 k-向量空间范畴为 Vectf(k), 记 k-向量空间范畴为
Vect(k). 以下来说明

IndVectf(k)等价于 Vect(k).
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定义函子 IndVectf(k) → Vect(k) 如下: 它映 “ lim−→ ”Vi 为 Vect(k) 中的 V :=

lim−→i
Vi. 为了说明它给出全忠实函子, 关键在于

Homk(V,W ) ' lim←−
i

lim−→
j

Homk(Vi,Wj).

这不外是因指定线性映射 f : V → W 相当于指定一族相容的线性映射 fi : Vi → W ,
而滤过 lim−→ 在 Vect(k) 中的具体描述说明每个 fi 都通过某个 Wj 分解.
函子 IndVectf(k)→ Vect(k) 还是本质满的, 这是因为对于任意 k-向量空间 V , 其

所有有限维子空间 V [ 对包含关系成为滤过偏序集, 而我们有 Vect(k) 中的典范同构
lim−→V [

∼→ V .

类似而且更加简单的方法足以说明 Set 等价于 IndFinSet, 此处 FinSet 代表有限
小集范畴. 观察到 FinSet 和 Vectf(k) 都是 “本质小” 的: 其对象的同构类构成一个小
集. 由此可见 ind-对象是一种 “小中见大” 的构造.

这种例子举之不尽, 命题 B.4.6 将给出一种统一的判准来识别范畴的 Ind 化.

例 B.2.5 记有限群范畴为 FinGrp,记定义 B.1.1的 pro-有限群构成的范畴为 proFinGrp.
以下来说明 proFinGrp 等价于 ProFinGrp.
定义函子 ProFinGrp → proFinGrp, 映 “ lim←− ”Gi 为拓扑群范畴 TopGrp 中的

G := lim←−iGi,其中赋予每个 Gi 离散拓扑; 按定义,资料 (Gi)i 来自函子 Iop → TopGrp,
其中 I 是滤过小范畴, 但注记 A.2.3 表明取 I 为滤过偏序集亦可. 一如例 B.2.4, 等价
性归结为证
� 以上的 G 是 pro-有限群,
� HomTopGrp(G,H) ' lim←−j lim−→i

HomFinGrp(Gi,Hj),
� pro-有限群总能表为有限群的滤过小 lim←−.

然而这些正是注记 B.1.6 的内容.

在范畴 C 本身已有滤过小 lim−→ 的情形, Ind C 和 C 之间还有反向联系. 我们一并对
pro-对象给出对偶的陈述.

命题 B.2.6 假设对于所有滤过小范畴 I 和函子 α : I → C (或 β : Iop → C), 总是存在
lim−→α (或 lim←−β), 则嵌入函子 ι : C → Ind C (或 C → Pro C) 有左伴随 σ : Ind C → C (或
右伴随 τ : Pro C → C), 满足 σι ' idC (或 τι ' idC).

具体地说, 若 X = “ lim−→ ”Xi (或 X = “ lim←− ”Xi), 则有典范同构 σ(X) ' lim−→i
Xi

(或 τ(X) ' lim←−iXi).

证明 处理 ind-版本即可. 鉴于 [51, 命题 2.6.9], 证明左伴随 σ 存在相当于对所有
ind-对象 X 证明

HomC∧(X, ·) : C → Set
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是可表函子. 为此, 设 X = “ lim−→ ”Xi, 则上式同构于

lim←−
i

HomC(Xi, ·) ' HomC

(
lim−→
i

Xi, ·

)
.

这非但证明左伴随 σ 存在, 也一并给出所需的描述.

出于理论的需要, 我们经常希望将 Ind C 或 Pro C 中的态射 “对齐”, 这点由以下结
果料理.

引理 B.2.7 设 X 和 Y 为 C 上的 ind-对象 (或 pro-对象).

(i) 存在滤过小范畴 K 和函子 γ, δ : K → C (或 Kop → C), 使得 X = “ lim−→ ”γ 而
Y = “ lim−→ ”δ (或 X = “ lim←− ”γ 而 Y = “ lim←− ”δ).

(ii) 设 f : X → Y 为态射, 则在 (i) 的资料中还可以取到函子之间的态射 ϕ : γ → δ,
使得 f 等于 “ lim−→ ”ϕ (或 “ lim←− ”ϕ).

(iii) 推而广之, 给定一对态射 f, g : X ⇒ Y , 也同样能适当地选取资料, 将它们用一对
态射 ϕ,ψ : γ → δ 的 “ lim−→ ” (或 “ lim←− ”) 来代表.

证明 处理 ind-版本即可. 对于 (i), 首先设 X 和 Y 分别来自函子 α : I → C 和
β : J → C. 定义 K 为积范畴 I × J ; 回忆其对象是二元组 (i, j) ∈ Ob(I) × Ob(J), 而
HomK((i, j), (i′, j′)) := HomI(i, i

′) × HomJ(j, j
′). 容易看出 K 是滤过小范畴, 而两个

投影函子
I ← K → J, i← [ (i, j) 7→ j

都是共尾函子 (定义 1.6.4); 展开原定义检验便是. 以这两个函子和 α 与 β 的合成分别
定义 γ 与 δ, 于是命题 1.6.5 蕴涵 “ lim−→ ”α = “ lim−→ ”γ 而 “ lim−→ ”β = “ lim−→ ”δ.

对于 (ii), 我们按以下方式调整构造. 这次定义 K 为以下范畴: 其对象是构成交换
图表的三元组 (i, j, t):

α(i) β(j)

X Y

典范

t

典范

f

其态射则以自明的楔形交换图表定义. 我们有函子 I ← K → J , 它在对象层面是
i← [ (i, j, t) 7→ j. 仍以它们和 α 与 β 的合成分别定义 γ 与 δ. 有劳读者验证:
� K 是滤过小范畴,
� 函子 I ← K → J 皆共尾,
� 资料中的 t 给出态射 ϕ : γ → δ.
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这些事实足以说明存在所求的交换图表

“ lim−→ ”γ “ lim−→ ”δ

X Y

“ lim−→ ”ϕ

∼ ∼

f

对于 (iii) 的态射对 f, g : X ⇒ Y , 论证是类似的, 须定义 K 的元素为四元组
(i, j, s, t), 其中 s, t : α(i) ⇒ α(j), 细节留给读者.

上述结果自然地推广到任意有限个态射 f, g, . . . ∈ HomInd C(X,Y ) 的情形.

B.3 范畴的 Ind化
延续 §B.2 的讨论, 今起聚焦于 ind-对象. 从 C 向 Ind C 的过渡是一个重要技巧, 常

被称为 Ind 化.

定义 B.3.1 设 I 为范畴. 若存在小范畴 J 连同共尾函子 J → I (定义 1.6.4), 则称 I

是共尾小的.

引理 B.3.2 范畴 I 是共尾小的当且仅当存在全子范畴 I ′ 使得包含函子 I ′ → I 是共尾
函子, 而 I ′ 是小范畴. 若 I 滤过, 则 I ′ 也滤过.

证明 说明 “仅当” 方向和后半部即可. 取定义中的共尾函子 H : J → I. 命 I ′ 为所有
对象 H(j) 组成的全子范畴 (j ∈ Ob(J)); 它当然是小的. 将 H 分解为

J
H′

I ′
G:包含函子

I.

证明 G : I ′ → I 共尾相当于证明逗号范畴 (i/G) 对所有 i ∈ Ob(I) 皆连通, 见定义
1.6.4. 这点容易从 (i/H) 的连通性推得, 留给读者验证.

至于共尾全子范畴 I ′ 的滤过性质, 请见命题 1.6.8.

命题 B.3.3 (辨认 ind-对象) 设 X ∈ Ob(C∧), 则以下陈述等价:

(i) X 是 C 上的 ind-对象;

(ii) 定理 A.1.3 中出现的 (hC/X) 是共尾小滤过范畴.

证明 先说明 (i) =⇒ (ii). 关于滤过性质, 设 X = “ lim−→ ”Xi, 下标 i 遍历滤过小范畴
I 的对象, Xi ∈ Ob(C). 设 φ : S → X 和 φ′ : S′ → X 为 (hC/X) 的任两个对象. 命题
A.2.6 说明存在 i (或 i′) 使得 φ (或 φ′) 通过 Xi (或 Xi′) 分解; 因为 I 滤过, 不失一般
性可设 i = i′, 于是 φ 和 φ′ 都通过 (hC/X) 的对象 Xi → X 分解. 这是滤过范畴的第
一要件.
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以上论证顺带指出: 全体典范态射 (Xi → X)i 给出共尾函子 I → (hC/X). 故
(hC/X) 共尾小.

其次, 设有 (hC/X) 中的两个态射, 形如

S S′

X

f

g

φ φ′

我们知道 φ′ 通过某个 φ′i : S
′ → Xi 分解, φ′f = φ′g 蕴涵有 I 的态射 α : i → j 使得

X(α)φ′if = X(α)φ′ig, 其中 X(α) : Xi → Xj . 这也相当于说 f 和 g 被下图等化

S S′ Xj .

X

f

g

φ
φ′

X(α)φ′
i

至此证出 (hC/X) 滤过.
以下说明 (ii) =⇒ (i). 定理 A.1.3 说明 X 是函子 (hC/X) → C∧ 的 “ lim−→ ” (映

φ : S → X 为 S). 以引理 B.3.2 取 (hC/X) 的共尾全子范畴 I, 使得 I 是滤过小范畴,
由此可将 X 写成 ind-对象 “ lim−→ ”Xi.

落在 Ind C 的函子 X : Cop → Set 也称为 ind-可表的. 命题 B.3.3 相当于给出
ind-可表性的一个判准. 以对偶方式可谈论 pro-可表函子并给出判准.
今后的结果涉及定义 1.5.2 的术语.

命题 B.3.4 全忠实函子 Ind C → C∧ 生滤过小 lim−→. 特别地, Ind C 具备所有滤过小 lim−→.

证明 取滤过小范畴 I 和函子 α : I → Ind C, 记 X := “ lim−→ ”α ∈ Ob(C∧). 我们的目标
是证明 X 落在 Ind C. 基于命题 B.3.3, 证明 (hC/X) 是共尾小滤过范畴即可.
关于滤过范畴的第一则条件, 给定 φ : S → X 和 φ′ : S′ → X, 命题 A.2.6 蕴涵存

在 i, i′ ∈ Ob(I) 使得它们分别通过 φi : S → Xi 和 φ′i′ : S → Xi′ 分解, 不失一般性可
设 i = i′. 既然 Xi 是 ind-对象, 写作 “ lim−→ ”Xij 之形, 再次应用命题 A.2.6 可设 φi 和
φ′i 都通过某个 Xij ∈ Ob(C) 分解; 典范态射 Xij → X 使它成为 (hC/X) 的对象.
关于态射等化的第二则条件按照相同方式处理.
现在验证 (hC/X) 共尾小. 基于引理 B.3.2, 对所有 i 皆存在 Ob((hC/Xi)) 的小子

集 Si, 使得 (hC/Xi) 的任何对象皆有映向 Si 的态射. 记 Fi : (hC/Xi)→ (hC/X) 为自
明的函子, 命

S :=
⋃
i

Fi(Si) ⊂ Ob((hC/X)).

于是 S 是小集, 而且早先的论证其实说明 (hC/X) 的任何对象都有映向 S 的态射. 综
上可见 S 给出 (hC/X) 的共尾全子范畴 (应用命题 1.6.8), 故 (hC/X) 共尾小.
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引理 B.3.5 设 C 具备有限 lim←−, 则函子 Ind C → C∧ 生有限 lim←−, 而 C → Ind C 保有限
lim←−, 特别地, Ind C 具备有限 lim←−.

此时 Ind C 中的有限 lim←− 可和滤过小 lim−→ 交换.

证明 已知嵌入 C → C∧ 保小 lim←−. 第一段的断言归结为证明 Ind C 对 C∧ 中的有限
lim←− 保持封闭.

既然 C → C∧ 保小 lim←−, 它映终对象为终对象, 于是问题进一步简化为证明 Ind C 对
C∧ 中的有限积和等化子保持封闭. 对于两个 ind-对象 X 和 Y 的积, 以引理 B.2.7 (i)
取滤过范畴 K 将它们表为 X = “ lim−→ ”Xk 和 Y = “ lim−→ ”Yk, 兹断言 “ lim−→ ”(Xk × Yk)
在 C∧ 中给出 X × Y . 诚然, 对任意 S ∈ Ob(C) 皆有(

“ lim−→ ”(Xk × Yk)
)
(S) = lim−→

k

((Xk × Yk)(S)) = lim−→
k

(Xk(S)× Yk(S))

' lim−→
k

Xk(S)× lim−→
k

Yk(S) = X(S)× Y (S);

第二行的典范同构用到一则事实: Set中的滤过小 lim−→和有限 lim←−相交换 (命题 1.6.12).
接着处理等化子. 考虑 ind-对象之间的态射 f, g : X ⇒ Y . 根据引理 B.2.7 (iii), 不

妨假设 X = “ lim−→ ”Xi, Y = “ lim−→ ”Yi 而 f, g 分别来自两族态射 fi, gi : Xi ⇒ Yi. 取 C
中的 ker(fi, gi). 对所有 S ∈ Ob(C) 和 i, 我们得到 Set 中的等化子图表

HomC(S, ker(fi, gi)) HomC(S,Xi) HomC(S, Yi).
fi,∗

gi,∗

对 i 取 lim−→, 并且再次应用 Set 中的滤过小 lim−→ 和有限 lim←− 相交换这一事实, 便有等化
子图表 (

“ lim−→ ” ker(fi, gi)
)
(S) X(S) Y (S).

f

g

当 S 变动, 它表明 ind-对象 “ lim−→ ” ker(fi, gi) 给出 C∧ 中的 ker(f, g).
事实上, 论证中说明了 C∧ 中的滤过小 lim−→ 和有限 lim←− 相交换; 这点是化约到 Set

上验证的. 既然 Ind C → C∧ 生滤过小 lim−→ (命题 B.3.4) 和有限 lim←−, 交换性质在 Ind C
中仍成立.

引理 B.3.6 设 C 具备有限 lim−→, 则 Ind C 亦然, 而且 C → Ind C 保有限 lim−→.
此时 Ind C 是余完备的.

证明 将有限 lim−→ 拆解为三种情形: 始对象, 两个对象的余积, 余等化子.
设 X 是 C 的始对象, 则对于任意 ind-对象 Y = “ lim−→ ”Yj 皆有 HomC∧(X,Y ) '

lim−→j
HomC(X,Yj), 这显然是独点集. 故 X 是 Ind C 的始对象.
接着考虑 ind-对象 X 和 Y 的余积. 以引理 B.2.7 (i) 取滤过范畴 K 将它们表为

X = “ lim−→ ”Xk 和 Y = “ lim−→ ”Yk. 兹断言余积由 ind-对象 “ lim−→ ”(Xk t Yk) 给出. 对任
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意 ind-对象 S = “ lim−→ ”Sh,

HomC∧(“ lim−→ ”(Xk t Yk), S) ' lim←−
k

lim−→
h

HomC(Xk t Yk, Sh)

' lim←−
k

lim−→
h

(HomC(Xk, Sh)×HomC(Yk, Sh))

' lim←−
k

lim−→
h

HomC(Xk, Sh)× lim←−
k

lim−→
h

HomC(Yk, Sh),

最后一步用到 lim←− 和 lim←− 交换, 以及 Set 中的滤过小 lim−→ 和有限 lim←− 交换. 最终产物是
HomC∧(X,S)×HomC∧(Y, S), 同构都是典范的.
考虑余等化子情形. 设 f, g : X ⇒ Y 为 ind-对象之间的态射. 根据引理 B.2.7 (iii),

可假设 X = “ lim−→ ”Xi, Y = “ lim−→ ”Yi 而 f, g 来自两族态射 fi, gi : Xi ⇒ Yi. 对所有
S ∈ Ob(C) 和 i, 我们有 Set 中的等化子图表

HomC(coker(fi, gi), S) HomC(Yi, S) HomC(Xi, S).
f∗
i

g∗i

若以米田嵌入将 HomC 改写成 HomC∧ , 并将上式的 S ∈ Ob(C) 放宽为 ind-对象
S = “ lim−→ ”Sj , 则仍然有等化子图表, 缘由是根据命题 B.2.2, 这不外是在上式中以 Sj

代 S, 再套一层 lim−→j
的结果; 但等化子是一种有限 lim←−, 故被 lim−→j

保持.
对以上得到的等化子图表取 lim←−i, 然后将 lim←−i 搬进 Hom 的第一个变元, 变为

“ lim−→ ”, 其产物是 Set 中的等化子图表

HomC∧(“ lim−→ ” coker(fi, gi), S) HomC∧(Y, S) HomC∧(X,S).
f∗

g∗

综上, 我们为 “ lim−→ ” coker(fi, gi) 验证了 Ind C 中的 coker(f, g) 所需之泛性质.
最后, 为了证明 Ind C 余完备, 说明它具备小余积即可. 但一般的小余积表作有限

余积的滤过 lim−→. 应用命题 B.3.4.

B.4 函子的 Ind化与延拓
继续前一节的讨论, 但将焦点转向函子.

定义–命题 B.4.1 (函子的 Ind化) 设 F : C → D 为函子, 则有典范地定义的函子
IndF : Ind C → IndD, 使得下图精确到典范同构是交换的:

Ind C IndD

C D

IndF

F

对 C 上的任何 ind-对象 X = “ lim−→ ”Xi, 存在典范同构 (IndF )(X) ' “ lim−→ ”F (Xi).
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证明 米田嵌入的稠密性定理 A.1.3 将所有 X ∈ Ob(C∧) 典范地表作
X ' “ lim−→ ”φ:S→XS,

右式的资料遍历范畴 (hC/X). 我们希望对 ind-对象 X 定义
(IndF )(X) := “ lim−→ ”φ:S→XF (S),

这当然是典范的, 问题在于说明右式是 D 上的 ind-对象. 由命题 B.3.3 可知 (hC/X)

是共尾小滤过范畴; 以引理 B.3.2 取其共尾全子范畴 I, 使得 I 是滤过小范畴, 则
(IndF )(X) 表为 I 上的滤过小 lim−→, 从而说明 (IndF )(X) 是 ind-对象.
给定 ind-对象 X = “ lim−→ ”Xi, 命题 B.3.3 的证明已说明典范态射族 (Xi → X)i 给

出共尾函子 I → (hC/X), 由此易得 (IndF )(X) ' “ lim−→ ”F (Xi). 取 X ∈ Ob(C) 而 I 是
仅有单个对象的滤过偏序集, 便给出所求的交换图表, 精确到典范同构.

引理 B.4.2 设 F : C → D 为函子. 若 C 和 D 具备有限 lim−→ (或有限 lim←−), 而且 F 保持
这些 lim−→ (或 lim←−), 则定义–命题 B.4.1 构造的函子 IndF : Ind C → IndD 亦然.

证明 有限 lim−→ (或 lim←−) 在 Ind C 和 IndD 中的存在性已由引理 B.3.6 (或引理 B.3.5)
确保. 回顾证明可见其中考量的 lim−→ (或 lim←−) 都是 “逐下标” 地描述的, 前提是将所
论的 ind-对象及态射适当地对齐; 然而 IndF 也有相应的描述. 这就将问题化约到
F : C → D 保持有限 lim−→ (或 lim←−) 这一前提.

引理 B.4.3 设 F : C → D 为函子, C 为小范畴. 记 F∧ : C∧ → D∧ 为将 (A.1.2) 施于

C F D
hD D∧ 的合成所给出的函子. 精确到同构, 下图交换:

Ind C IndD

C∧ D∧

IndF

F∧

其中的纵向函子都是自明嵌入.
作为推论, IndF 保滤过小 lim−→.

证明 回忆到 D∧ 余完备, 故 F∧ 确实可定义. 对于第一部分, 给定 C 上的 ind-对象
X = “ lim−→ ”Xi, 此处 i 遍历滤过小范畴 I, 或者更广的滤过共尾小范畴, 后者可典范地
取为 (hC/X). 根据 (A.1.2) 的构造, 它在 F∧ 之下的像是 D∧ 中的 “ lim−→ ”F (Xi). 根据
定义–命题 B.4.1 的证明, 这也正是 (IndF )(X) 在 D∧ 中的像.
至于第二部分, 命题 A.1.5 已指出 F∧ 保小 lim−→. 既然图表中的纵向函子生滤过小

lim−→ (命题 B.3.4), 由此易证 IndF 保滤过小 lim−→.

定义–命题 B.4.4 设 F : C → D 为函子, 范畴 D 具备滤过小 lim−→. 定义 F̂ : Ind C → D
为合成函子

Ind C IndF IndD 命题 B.2.6
σ D;
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若 X = “ lim−→ ”Xi 是 C 上的 ind-对象, 则有典范同构 F̂ (X) ' lim−→i
F (Xi); 特别地, F̂ 和

嵌入 C → Ind C 的合成同构于 F .
若进一步设 C 和 D 具备有限 lim−→, 而 F 保这些 lim−→, 则 F̂ 亦然.

证明 第一部分不外是结合命题 B.2.6 和定义–命题 B.4.1 中的相关陈述.
对于第二部分, 引理 B.4.2 说明 IndF 保有限 lim−→. 另一方面, σ 既然有右伴随函

子, 它也保 lim−→.

当 C 是小范畴时, 定义–命题 B.4.4 能进一步强化.

命题 B.4.5 设 F : C → D 为函子, C 为小范畴而 D 具有滤过小 lim−→, 则 F̂ : Ind C → D
保所有滤过小 lim−→.

证明 引理 B.4.3 已说明 IndF 保滤过小 lim−→, 而 σ 有右伴随.

命题 B.4.6 (识别 Ind化) 设 C 具有滤过小 lim−→, 而 C′ 是 C 的全子范畴. 嵌入函子
ι : C′ → C 按照定义–命题 B.4.4 的方式诱导函子 ι̂ : Ind(C′)→ C. 设 C′ 满足以下条件

� C′ 的对象皆是 C 中的紧对象 (定义 A.2.2),

� C 的所有对象都能表成 C′ 中对象的滤过小 lim−→.

此时 ι̂ 是等价.

证明 依构造, ι̂ 映 C′ 上的 ind-对象 “ lim−→ ”Xi 为 C 中的 lim−→Xi; 此处 I → C′ 是给定的
函子, I 是滤过小范畴. 依假设, C 的所有对象都能表为此形式, 故 ι̂ 本质满.

其次说明 ι̂ 全忠实. 考虑 C′ 上的 ind-对象 “ lim−→ ”Xi 和 “ lim−→ ”Yj . 基于 C′ 在 C 中
的紧性, 类似于命题 B.2.2 的论证蕴涵

HomC

(
lim−→
i

Xi, lim−→
j

Yj

)
' lim←−

i

lim−→
j

HomC′(Xi, Yj).

这是典范双射. 明所欲证.

反过来说, 若 C = Ind(C′), 则 C′ 嵌入为 C 的全子范畴, 服从上述全部条件.

B.5 Abel范畴的 Ind化
本节沿续 §§B.2—B.4 的讨论和相关假设.

定理 B.5.1 设 C 是 Abel 范畴, 则 Ind C 亦然, 而 C → Ind C 是全忠实正合函子.
对偶地, 当 C 是 Abel 范畴时, C → Pro C 也是 Abel 范畴之间的全忠实正合函子.
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证明 先处理 Ind C 版本. 以下记 Hom := HomInd C . 既然 C → Ind C 保有限 lim−→ (引理
B.3.6) 和 lim←− (引理 B.3.5), 它映零对象为零对象. 此外这也说明 Ind C 具备有限 lim−→ 和
lim←−.

其次, (1.1.1) 的典范态射

δ : Y t Y → Y × Y, Y ∈ Ob(Ind C)

总是同构: 基于 ind-对象的积或余积的 “逐下标” 构造, 这点立即化约到 X,Y ∈ Ob(C)
的情形来验证. 基于此, 遂可按照命题 1.3.5 的方法在 Hom(X,Y ) 上定义加法为

f + g :=

[
X → X ×X

f×g
Y × Y δ−1

Y t Y → Y

]
的合成.

读者可以验证这些操作在 Hom(X,Y ) ' lim←−i lim−→j
HomC(Xi, Yj) 之下化为 HomC 中按

照同样方式刻画的加法 (忆及 lim−→j
是滤过的), 因此这确实使 Ind C 成为 Ab-范畴, 继而

成为加性范畴, 而 C → Ind C 成为加性函子.
考虑 Ind C 的任意态射 f : X → Y . 兹断言典范态射 coim(f) → im(f) 总是

同构. 鉴于引理 B.2.7 (ii), 不妨设 f 由 C 中的一族态射 fi : Xi → Yi 诱导. 在
加性范畴中以核及余核描述像及余像 (命题 1.3.12), 并且回忆到先前证明中得到的
ker(f) = “ lim−→ ” ker(fi) 等性质, 容易将这点化约到 coim(fi)

∼→ im(fi). 至此证出 Ind C
是 Abel 范畴.

最后, C → Ind C 的正合性源于它保有限 lim−→ 和有限 lim←−.
由于 Abel 范畴的概念自对偶 (命题 2.1.3), 而 Pro C ' Ind(Cop)op, 由此立得关于

Pro C 的对偶表述.

留意到 Abel 范畴是一类特殊的加性范畴, 而加性是范畴的一种性质, 并非额外结
构; 参看推论 1.3.6 之后的讨论.

注记 B.5.2 若进一步假定 C 是 k-线性 Abel 范畴, k 是交换环, 则 Ind C 亦然, 而且
C → Ind C 是 k-线性函子. 为了说明这点, 关键是在每个 Hom(X,Y ) 上典范地定义
k-模结构, 使之在双射

Hom(X,Y ) ' lim←−
i

lim−→
j

HomC(Xi, Yj)

的右侧反映为每个 HomC(Xi, Yj) 的 k-模结构. 我们可以将此条件取作定义, 但问题在
于说明它只依赖 X 和 Y , 无关 (Xi)i 和 (Yj)j 的选取. 相关验证没有本质上的困难, 细
节留作习题.

引理 B.5.3 考虑 Abel 范畴之间的函子 F : C → D. 定义–命题 B.4.1 的函子 IndF :

Ind C → IndD 依然是加性函子.
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证明 考虑 C 上的 ind-对象 X = “ lim−→ ”Xi 和 Y = “ lim−→ ”Yj . 回顾构造可知 IndF 在
态射层面诱导的映射等同于

lim←−
i

lim−→
j

HomC(Xi, Yj)
由 F 诱导

lim←−
i

lim−→
j

HomC(FXi, FYj).

回忆 Ind C 和 IndD 的 Hom 集上的加法结构 (见定理 B.5.1 证明), 可见上述映射是加
法群同态.

引理 B.5.4 设 Abel 范畴 C 具备滤过小 lim−→, 则命题 B.2.6 的 σ : Ind C → C 是加性
函子.

证明 仿照先前方式直接验证, 或者运用以下事实: 它是 Ind C → C 的左伴随, 故推论
1.3.6 (v) 蕴涵加性.

当 C 和 D 是 k-线性的, k 是交换环, 而 F 也是 k-线性函子时, 以上结论也有显然
的推广.

以下结果是 §9.5 所用到的.

命题 B.5.5 考虑 Abel 范畴之间的右正合函子 F : C → D. 设 D 具有滤过小 lim−→.

(i) 定义–命题 B.4.4 给出的延拓 F̂ : Ind C → D 是右正合函子.

(ii) 若进一步要求 F 是正合函子, 而且滤过小 lim−→ 在 D 中是正合的, 则 F̂ 是正合函
子.

(iii) 在 (i) 的场景中, 若要求 C 是小范畴, 则 F̂ 保所有小 lim−→.

证明 此前两则引理说明 F̂ 是加性函子, 而定义–命题 B.4.4 说明 F̂ 保有限 lim−→, 断言
(i) 得证.

现在设 (ii) 的前提成立, 我们的目标归结为证 F̂ 保 ker. 设 f : X → Y 为 Ind C 的
态射. 基于引理 B.2.7 (ii), 不妨设 X = “ lim−→ ”Xi, Y = “ lim−→ ”Yi 而 f = “ lim−→ ”fi, 其中
fi : Xi → Yi 满足相容性条件. 对正合列

0→ ker(fi)→ Xi

fi
Yi

先取 F 再取 lim−→i
, 产物是正合列

0→ lim−→
i

F ker(fi)→ lim−→
i

FXi → lim−→
i

FYi.

根据引理 B.3.5 的证明, “ lim−→ ” ker(fi) = “ lim−→ ” ker(fi, 0) 给出 ker(f) = ker(f, 0),
从而正合列的第一项等同于 F̂ (ker(f)). 另一方面, 第二段态射等同于 F̂ f : F̂X → F̂ Y .
断言 (ii) 得证.

现在考虑断言 (iii). 命题 B.4.5 (ii) 说明 F̂ 保所有滤过小 lim−→. 搭配右正合性, 我们
遂得到 F̂ 保所有小 lim−→.
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继续将重心转向小范畴的 Ind 化. 我们需要 §2.10 关于 Grothendieck 范畴的理论.

引理 B.5.6 若 C 是具备有限 lim−→ 的小范畴, 则 Ind C 有生成元.

证明 已知 Ind C 余完备 (引理 B.3.6), 而 C 小, 故可在 Ind C 中取

s :=
∐

X∈Ob(C)

X.

以下说明 s是生成元. 给定 Ind C 的任一对态射 f, g : X ⇒ Y ,可设 X = “ lim−→ ”Xi.
根据 s 的构造, 可对每个 i 取 εi 使得[

Xi

余积的典范态射
s

εi
X

]
的合成 =

[
Xi

典范
X

]
.

若对所有态射 ε : s→ X 都有 fε = gε, 则代入 ε = εi 可见 f 和 g 拉回到每个 Xi 上皆
相等, 从而 f = g.

定理 B.5.7 设 C 是 Abel 小范畴, 则 Ind C 是 Grothendieck 范畴.

证明 定理 B.5.1 说明 Ind C 是 Abel 范畴. 以下逐一验证 Grothendieck 范畴的条件.

B 余完备性 包含于引理 B.3.6.

B 生成元 引理 B.5.6 确保其存在.

B 滤过小 lim−→ 正合 给定滤过小范畴 I 和函子 α, β, γ : I → Ind C, 连同态射 α →
β → γ, 使得

0→ α(i)→ β(i)→ γ(i)→ 0

对每个 i ∈ Ob(I) 都是短正合列, 我们希望证明

0→ lim−→α→ lim−→β → lim−→ γ → 0

也正合. 如例 2.8.6 所述, lim−→ 总是保 coker, 关键是证其保 ker. 然而 ker 是一种
有限 lim←−, 所以问题由引理 B.3.5 的第二部分解决.

明所欲证.
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B.6 Freyd–Mitchell嵌入定理
继续选定 Grothendieck 宇宙 U 以区分范畴 (默认为 U -范畴) 和小范畴. 按照惯例,

以下提到的群, 环和模皆默认实现在小集 (即 U -小集) 上.

引理 B.6.1 设 C 是具有投射生成元的余完备 Abel 范畴, 而 O 是 Ob(C) 的小子集, 则
存在 C 的投射生成元 S, 使得每个 X ∈ O 都能表作 S 的商对象.

证明 任取 C 的投射生成元 s. 以余完备的条件取直和

S :=
⊕
X∈O

s⊕Hom(s,X).

它依然是投射对象. 对任意 X ∈ O, 定义典范态射 S � X 使得它拉回 f ∈ Hom(s,X)

对应的直和项 s 上等于 f , 其余直和项上为 0. 从生成元的性质易见这是满态射, 详阅
定理 7.8.4 证明.

以下结果是定理 7.8.4 的一则简单变奏.

引理 B.6.2 设 S 是 Abel 范畴 C 的投射生成元. 命 R := EndC(S), 由此得到忠实正合
函子 (命题 2.8.15)

G := HomC(S, ·) : C → Mod-R.

若 X ∈ Ob(C) 能表成有限多份 S 的直和的商, 则 G 诱导之

HomC(X,Y )→ HomMod-R(GX,GY )

对所有 Y ∈ Ob(C) 都是双射.

证明 取 m ∈ Z≥0 和 C 中的短正合列

0→ X ′ → S⊕m → X → 0.

对之取 G 给出 Mod-R 中的短正合列. 考虑 Ab 中的行正合交换图表

0 HomC(X,Y ) HomC(S⊕m, Y ) HomC(X ′, Y )

0 HomR(GX,GY ) HomR(G(S
⊕m), GY ) HomR(GX

′, GY )

(B.6.1)
纵向箭头都来自忠实函子 G, 故为单射. 观察到

HomC(S, Y )
id
GY

ψ(1R)← [ψ∼ HomR(R,GY ) = HomR(GS,GY )
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的合成等同于函子 G 在 Hom 上诱导的同态; 这当然近乎同义反复, 引理 A.3.1 的证明
中业已验证. 既然 G 是加性函子, 这蕴涵 (B.6.1) 的中段纵向箭头是同构. 在 Ab 中按
图索骥, 易见左侧纵向箭头也是同构.

定理 B.6.3 (P. Freyd, B. Mitchell [13, Chapter 4]) 设 A为 Abel小范畴,则存在环 R

和全忠实正合函子 F : A → Mod-R.

证明 以下论证取自 [23, Theorem 9.6.10]. 因为 Aop 仍是 Abel 小范畴, 定理 B.5.7 说
明 Ind(Aop) 是 Grothendieck 范畴, 从而推论 2.10.15 确保它有内射余生成元. 鉴于

Pro(A) ' Ind(Aop)op,

我们推知 Pro(A) 有投射生成元. 此外 A → Pro(A) 是 Abel 范畴之间的全忠实正合函
子 (定理 B.5.1).
视 A 为 Pro(A) 的全子范畴. 应用引理 B.6.1 (取 O = Ob(A)) 可得 Pro(A) 的投

射生成元 S, 使得 A 的每个对象都能表为 S 的商. 现在考虑函子

A → Pro(A) G Mod-R, G := HomPro(A)(S, ·), R := EndPro C(S).

记其合成为 F . 因为每段皆正合, F 是正合函子. 应用引理 B.6.2 可知 G 全忠实, 故 F

全忠实. 明所欲证.

推论 B.6.4 设 A 为 Abel 小范畴, 则存在忠实正合函子 E : A → Ab.

Freyd–Mitchell 定理可将许多关于一般 Abel 范畴的交换图表化约到 Mod-R, 或甚
至是 Ab 的情形来验证; 由于后两种范畴是具体的, 其对象有元素可言, 图追踪的技术
[51, §6.8] 将许多问题大大地简化. 在适当的集合论假设下, 关于小范畴的前提可以通过
扩大 Grothendieck 宇宙来确保.

习题

1. 设 E 是 Hausdorff 拓扑群, M 是 E 的有限正规子群, 而 E/M 对商拓扑成为 pro-有限
群. 证明 E 也是 pro-有限群.

2. 定义 N̂ 为所有映射 n : {素数} → Z≥0 t {+∞} 所成集合, 其元素可以形式地表作乘积∏
p:素数 p

np . 通过素因子分解, Z≥1 嵌入为 N̂ 的子集. 这些表达式之间的乘法, 最大公因
数, 最小公倍数和互素的概念按自明方式定义. 设 H 为 pro-有限群 G 的闭子群, 定义

(G : H) :=所有 (G/K : H/(H ∩K))在 N̂ 中的最小公倍数,

此处 K 遍历 G 的正规开子群.
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(i) 证明 (G : H) 也是所有 (G : L) 的最小公倍数, L 遍历包含 H 的开子群. 提示
这样的 L 必然包含形如 HK 的开子群, K 如上.

(ii) 证明若 H2 ⊂ H1 ⊂ G, 则 (G : H2) = (G : H1)(H1 : H2).
提示 命 GK = G/K, Hi,K = Hi/Hi ∩ K. 已知 (GK : H2,K) = (GK :

H1,K)(H1,K : H2,K); 在等式两边同取最小公倍数.

(iii) 设 H1 ⊃ H2 ⊃ · · · 为一列递降闭子群, H :=
⋂
iHi. 证明 (G : H) 是诸 (G : Hi) 的

最小公倍数.

(iv) 证明 H 开的充要条件是 (G : H) ∈ Z≥1.

3. 设 p 为素数, G 为 pro-有限群. 若闭子群 P 满足 (a) P 是 pro-p 群, (b) (G : P ) ∈ N̂ 与
p 互素, 则称 P 为 G 的一个 Sylow pro-p-子群.

(i) 证明 G 总有 Sylow pro-p-子群. 提示 每个 G/K 都有某个 Sylow p-子群 PK .
应用非空有限集的滤过 lim←− 非空这一事实 (下一道习题), 对每个 G/K 相容地取
PK , 然后考虑 lim←−K PK ↪→ G.

(ii) 对于 Z 的 pro-有限完备化 Ẑ := lim←−n≥1
Z/nZ, 验证 p-进整数环 Zp 的加法群是 Ẑ

的 Sylow pro-p-子群.

(iii) 证明 Sylow pro-p-子群两两共轭. 提示 和 (i) 的论证类似, 化约到有限群情形.

(iv) 证明 G 的所有 pro-p-子群都包含于某个 Sylow p-子群.

4. (N. Bourbaki [6, III.58 Théorème 1]) 设 (I,≤) 是非空滤过偏序集, 给定函子 X : Iop →
Set, 表作 (Xi)i∈Ob(I) 之形, i ≤ j 对应的映射记为 fij : Xj → Xi. 按照以下方法证明若
每个 Xi 皆是非空有限集, 则 lim←−iXi 6= ∅.

(i) 考虑满足以下条件的集合族 (Ai)i∈Ob(I):

∅ 6= Ai ⊂ Xi, i ≤ j =⇒ fij(Aj) ⊂ Ai.

这些集合族构成一个集合 Σ, 赋予偏序 � 如下: (Ai)i � (A′
i)i 意谓 A′

i ⊂ Ai 对所有
i 成立. 以 Zorn 引理说明 (Σ,�) 有极大元.
提示 易见 Σ 非空. 对于 (Σ,�) 中的链, 须验证对每个下标 i 取交仍给出 Σ 的元
素, 从而给出链的上界. 关于非空的性质需要有限集条件.

(ii) 证明若 (Ai)i 是 (Σ,�) 的极大元, 则 fij(Aj) = Ai 对所有 i ≤ j 成立.
提示 命 A′

i :=
⋂
i≤j fij(Aj) ⊂ Ai, 问题归结为证 (A′

i)i ∈ Σ. 非空性质来自有限集
条件; 此外唯一待说明的是 fij(A

′
j) ⊂ A′

i. 首先观察到 fij(A
′
j) ⊂

⋂
j≤k fik(Ak), 其

次以滤过条件说明 ⋂
j≤k fik(Ak) =

⋂
i≤h fih(Ah) = A′

i.

(iii) 承上, 证明极大元 (Ai)i 中的每个 Ai 都是独点集, 从而证明 lim←−iXi 6= ∅.
提示 选定 i ∈ Ob(I) 和 xi ∈ Ai, 对所有 j 定义

Bj :=

{
Aj ∩ f−1

ij (xi), i ≤ j
Aj , 其他情形.

证明 (Bj)j ∈ Σ, 从而 Aj = Bj 恒成立, 包括 i = j 情形.
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留意到 (I,≤) = (Z≥0,≤) 的情形可由引理 3.13.12 处理.

5. 将域 F 的所有代数扩张 (或有限扩张) 作成范畴 extalg(F ) (或 extf(F )). 说明 extalg(F )

等价于 Ind (extf(F )).

6. 设 A 为域 k 上的余代数, 亦即幺半范畴 (Vect(k),⊗k) 上的余代数 (定义 7.5.1). 记
Comod-A 为右 A-余模范畴 (定义 7.5.2), 记 Comodf-A 为有限维右 A-余模构成的全子范
畴. 证明 Comod-A 等价于 Ind (Comodf-A).
提示 和例 B.2.4 的向量空间情形类似, 应用引理 9.6.1.

7. 考虑全子范畴 C′ ⊂ C 和函子 F ′ : C′ → D. 假定
� C′ 小, 其对象皆在 C 中紧;
� C 的对象皆能写成 C′ 的对象的滤过小 lim−→;
� D 具有滤过小 lim−→.

证明此时 F ′ 能延拓为 F : C → D, 使得 F 保滤过小 lim−→; 精确到同构, F 唯一.
提示 先将 F ′ 延拓为 F̂ ′ : Ind(C′)→ D (定义–命题 B.4.4), 再以命题 B.4.6 的等价得到
F : C → D. 我们也需要命题 B.4.5.
关于唯一性, 留意到若 C 的对象 X 表作 lim−→i

Xi, 其中 I → C′ 是函子, I 是滤过小范畴,
则必有 F (X) ' lim−→i

F ′(Xi).

8. 设范畴 C 具备有限 lim−→. 证明 Ind C 是定义 A.2.11 所谓的 ℵ0-可展示范畴.

9. 紧 Hausdorff 完全不连通拓扑空间被称为 Stone 空间; 按惯例, 拓扑空间默认实现在小集
上. 记全体 Stone 空间构成的范畴为 Stone, 记全体有限小集构成的范畴为 FinSet.

(i) 证明 Cantor 集和 Zp 都是 Stone 空间 (p 为任意素数).

(ii) 证明 Stone 等价于 Pro(FinSet), 因此 Stone 空间可视同 pro-有限集.

(iii) 证明 pro-有限群无非是 Stone 中的群对象.

(iv) 证明局部紧 Hausdorff 完全不连通拓扑空间范畴等价于 Ind Pro(FinSet); 证明 Qp
是这种空间.

10. 验证注记 B.5.2 的细节.

11. 说明 Ind C 可由以下性质刻画: 对任何具备滤过小 lim−→ 的范畴 D, 由 C → Ind C 诱导
的函子

Fct0(Ind C,D)→ Fct(C,D)

是等价; 此处 Fct(· · · ) 表函子范畴, 而上标 0 代表由保滤过小 lim−→ 的函子构成的全子
范畴.
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符号索引

0, 1, 2, . . ., 11
[·, ·], 375, 409
[n], 135, 136, 493

Ab, 14
Acop, A

op
cop, 445

A-dgMod, 426
Alg(·), 422
α(f), β(f), 141
Aop, 13, 419
Ad, (A, T )d, 299
Aut⊗, 587
AW,AW, 530

BΓ, 501
Bn(G,M), 343
�, �, 17
BR, 164, 525
B′R, 165, 525

C2(A), 149
C2F,C⊕F,CΠF , 153
C2
f (A), 175

C(A), 133
CAlg(·), 422
C+(A), C−(A), Cb(A),

172
CC(R), 169
CF , 136

cf(α), 600
C(G,M), 339, 394
C(G,M), 342, 394
Ch(A), 508
coH, coE, 566
coim(f), 25, 34
coker(f), 31
Comod, 442
Comodpf,Comodf, 572
Cone(f), 140
Cop, 13
corn, corn, 368
C•(R,M), C•(R,M), 166
C[S−1], 52
C[s,t](A), C≥s(A),

C≤t(A), 172
∪, 378
CX, 508
C2X, 529
CaugX, 519
c(X,Y ), 418
Cyl(f), 144
CylX , 145

D(A), D+(A), D−(A),
Db(A), 245

DC , 13
Déc0X,Déc0X, 541

∆A, 197
δij , 439
∆n, 496
∆p1,...,pn , 528
∆, 493
Derk(R,M), 168
dgCatk, 435
▷d, △d, 149
di, di, 494
DirSys, 276
D/N , 240
dp,qr , drp,q , 301
D[s,t](A), D≥s(A),

D≤t(A), 247
DT (A), 248

EΓ, 501
Ep,qr ⇒ Hp+q(X), 311
ev, coev, 460, 547
Ext(G,M), 345
Extn, 202, 252
EZ,EZ, 530

FI, FII, 150
FB|A, 459
Fct, 13
Fctc,Fctc, 455
Fib(k), Fib⊗(k), 580
Fil•(A), Fil•(A), 297
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FpX, FpX, 297
FinOrd, 425
f−1(Y ′), 100
fop, 13
f∗, ∗f , 551
f(X′), 100

Gal, 13
G-Grp, 400
(G : H), 13
gl.dim, 273
G-Mod, 330
G-Mod∞, 392
Grp, 14
grpX, grpX, 297

HHn, HHn, 166, 203, 205,
525

HpI (X), HqII(X), 175
HI(X), HII(X), 177
Hn, 81, 156, 246, 517
Hn(G,M), Hn(G,M), 338,

393
Ĥn(G,M), 387, 411
Hn, 81, 517
holim, hocolim, 276
Hom•

A, 429
Hom•,•, 154
Hom•, 136
HomG, 330
Hom, 428, 554
Hom•, 139
HPn, HCn, HPn, HCn,

170, 171
H(X, d), 299
H [X → Y → Z], 80

I, 334
(i/H), (H/i), 40
im(f), 25, 34
Ind C, 613
IndGH , indGH , 348
InflGG/H , 332, 392
inj.dim, proj.dim, 273
Innk(R,M), 168∫
F (X,X), 593

InvSys, 197, 276

JH(X), 105

K0, 117, 292
K2(A), 154
K2F,K⊕F,KΠF , 154
K(A), 138
K+(A), K−(A), Kb(A), 172
ker(F ), 116
ker(f), 31
KF , 139, 244
K[s,t](A), K≥s(A), K≤t(A),

247

Λnk , 496
LanK F , 44
L, L, 334
LF , ⋆LF , 263, 265
lim−→, lim←−, lim, colim, 15, 37
lim1, 198
“ lim−→ ”, “ lim←− ”, 613
LN ′
N F , 258

LnF , 188, 263
LN ′
N1×N2

F , 261
ℓ(X), 105

X
+m

Y , 224
MG, MG, 336
Mod, 14, 422
Modf, 563
Modfg, 467
Modpfg, 568

NC, 498
NH , 234
ν, νG, 362
νG|H , νG|H , 367
NX, 510

ΩR|k, 168
⊕, 16, 29

∂∆n, 496
Πi/, Π/i, 40
+̇, 255
Pro C, 613
R→SP , LR→SP , PR→S ,

LPR→S , 286
P∨, 460

qis, 245
QuotX , 23

RanK F , 44

Re, 165
ResGH , 332, 392
resn, resn, 367
RF , ⋆RF , 263, 265
RHom, 272, 279
RnI F , RnIIF , 201
RN ′

N F , 258
RnF , 188, 263
RN ′

N1×N2
F , 261

sC, csC, 494
Set, 12
Set•, G-Set•, 400
SH , SNH , 240
σ, 147, 148
Sing, 504
sj , sj , 494
SN , 238
sSet, csSet, 496
SubX , 23
Supp(X), 175
swap, 150
S/X , SX/, 54

τ≤nI , τ≤nII , . . ., 175
τ≤n, τ≥n, 172, 174
τ̃≤n, τ̃≥n, 172
Tor, 287
TorRn , 203
tot⊕, totΠ, tot, 150

U , 11

Vect, 14
Vectf, 560
VectΓ,∞, 474
∨, ∧, 90

⟨X⟩, 605
Xnd, 498
X

L
⊗
R
Y , 282

X/Y , 99
|X|, 503
X∗, ∗X, 547∑
i∈I Xi, 100∪
i∈I Xi, 100

Z(A), 36
Zr, Br, Er, 301
Zn(G,M), 343



名词索引暨英译

中文术语按汉语拼音排序.

2-胞腔 (2-cell), 12

A
Abel 范畴 (abelian category), 76

分裂 (split), 106
半单 (semisimple), 106
子 Abel 范畴, 115
局部有限 (locally finite), 605
有正合的可数积或余积 (with exact

countable products or coproducts),
197

Alexander–Whitney 映射, 530

B
八面体公理 (Octahedron Axiom), 227
半单纯形对象 (semi-simplicial object), 495
伴随函子定理 (Adjoint Functor Theorem), 67,

69
饱和子范畴 (replete/saturated subcategory),

233
Beck 定理, 453
杯积 (cup product), 378, 380, 399, 411
辫结构 (braid structure), 418
边缘态射 (edge morphism), 303
表示 (representation), 408, 588
标准复形 (standard complex), 339, 394

正规化 (normalized), 342
标准同构 (standard isomorphism), 91
Brown 可表性定理 (Brown Representability

Theorem), 236
补 (complement), 90

C
Cartan–Eilenberg 系 (Cartan–Eilenberg

system), 322
长度 (length), 93, 105
长正合列 (long exact sequence), 156, 189, 228,

263
超导出函子 (hyper-derived functor), 191, 316
超渡 (transgression), 375
超向量空间 (super vector space), 424, 560
叉同态 (crossed homomorphism), 343
乘性系 (multiplicative system), 54

与三角兼容, 237
重构定理 (Reconstruction Theorem), 577,

580, 584
出口引理 (Way-out Lemma), 251
Connes 周期算子 (Connes periodicity

operator), 170

D
带基点集 (pointed set), 400
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代数 (algebra), 418
交换 (commutative), 419
游走 (walking), 425

单纯形 (simplex), 497
非退化 (non-degenerate), 497

单纯形等式 (simplicial identities), 494
单纯形对象 (simplicial object), 494

增广 (augmented), 494
常值 (constant), 495
移位 (décalage), 541

单纯形集 (simplicial set), 496
统联 (join), 497
锥 (cone), 498, 504, 538

单态射 (monomorphism), 22
单位 (unit), 14
淡中范畴 (Tannakian category), 583
淡中–Krein 定理 (Tannaka–Krein Theorem),

591
单子 (monad), 447
导出范畴 (derived category), 245

滤过 (filtered), 323
导出函子 (derived functor), 188, 258, 263

Deligne 的定义, 260
无界 (unbounded), 278

导出双函子 (derived bifunctor), 261, 265
导出张量积 (derived tensor product), 282, 290

交换约束 (commutativity constraint),
288

结合约束 (associativity constraint), 288
大小问题 (size issues), 12, 52, 59, 65, 117,

118, 128, 245, 249, 595, 604, 627
δ-函子 (δ-functor), 191

泛 (universal), 195
等变同态 (equivariant homomorphism), 355
dg-代数, 321, 426

非正 (non-positive), 484
dg-模, 426
dg-范畴, 428
dg-函子, 429
Dold–Kan 对应 (Dold–Kan correspondence),

512
Doplicher–Roberts 定理 (Doplicher–Roberts

Theorem), 592
逗号范畴 (comma category), 40
端 (end), 593
短正合列 (short exact sequence), 82

分裂 (split), 96

对极 (antipode), 444
对偶 (dual), 547

Hopf 模, 564
对象 (object), 11

Artin (Artinian), 94
Noether (Noetherian), 94
不可分解 (indecomposable), 97
内射 (injective), 111
分裂 (split), 106
半单 (semisimple), 106
单 (simple), 105
投射 (projective), 111
有限长度 (of finite length), 94
零 (zero), 16

E
Eilenberg–Zilber 定理, 531
Eilenberg–Zilber 映射, 530
Ext-代数 (Ext-algebra), 253
Ext 函子 (Ext functor), 202, 252

相对 (relative), 544

F
范畴 (category), 11

Ab-, 28
Cartesius 闭 (Cartesian closed), 432
Karoubi (Karoubian), 96, 126
k-Mod-, 35
微分分次 (differential graded), 428
充实 (enriched), 428
共尾小 (cofinally small), 617
加性 (additive), 29
κ-可展示 (κ-presentable), 601
κ-可达 (κ-accessible), 601
同伦 (homotopy), 430
完备, 余完备 (complete, cocomplete), 15
小, 大 (small, big), 12
带平移的 (with translation), 224
本质小 (essentially small), 604
滤过 (filtered), 42
相反 (opposite), 13
离散 (discrete), 12
k-线性 (k-linear), 36
良幂, 余良幂 (well-powered,

well-copowered), 69
连通 (connected), 40

泛系数定理 (Universal Coefficient Theorem),
207, 218, 319, 338
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非正规化链复形 (unnormalized chain
complex), 508, 529

分次对象 (graded object), 134, 224, 296
Zm-分次, 双分次, 134

分次模, 分次代数 (graded module, graded
algebra), 423

分类空间 (classifying space), 501
分裂叉 (split fork), 451
Freyd–Mitchell 嵌入定理 (Freyd–Mitchell

Embedding Theorem), 627
幅度 (amplitude), 251
复形 (complex), 81, 133

K-平坦 (K-flat), 282
K-内射, K-投射 (K-injective,

K-projective), 207
上有界, 下有界, 有界 (bounded above,

bounded below, bounded), 172
上链 (cochain), 81
分裂正合 (split exact), 214
正合 (exact), 81
滤过 (filtered), 310
链 (chain), 81
零调 (acyclic), 81

G
杠复形 (bar complex), 164, 525
杠构造 (bar construction), 521, 543
格 (lattice), 90

有界 (bounded), 90
模 (modular), 90

G-模, 330
平凡 (trivial), 330
光滑 (smooth), 392
诱导 (induced), 348, 397
逆步 (contragredient), 331
限制/膨胀 (restriction/inflation), 332

共尾 (cofinal), 41, 600
G-群, 400

光滑 (smooth), 407
Grothendieck 范畴 (Grothendieck category),

120
Grothendieck 宇宙 (Grothendieck universe),

11
光滑半线性作用 (smooth semi-linear action),

474

H
函子 (functor), 12

三角 (triangulated), 225
保守 (conservative), 38
幺半, 松幺半, 右松幺半 (monoidal, lax

monoidal, right lax monoidal), 424
加性 (additive), 28
可拭, 余可拭 (effaceable, co-effaceable),

195
κ-可达 (κ-accessible), 601
可表 (representable), 596
对角 (diagonal), 528
左正合, 右正合, 正合 (left exact, right

exact, exact), 109
忠实正合 (faithfully exact), 110
k-线性 (k-linear), 35

函子范畴 (functor category), 13
核 (kernel), 31
合成列 (composition series), 93
合成因子 (composition factor), 105
Herbrand 商 (Herbrand quotient), 390
Hilbert 第 90 定理, 389, 482
Hochschild 同调, 上同调, 166
Hochschild 复形 (Hochschild complex), 166
Hom 复形 (Hom complex), 136, 139, 272, 429
Hom 双复形 (Hom double complex), 154, 272
Hopf 代数 (Hopf algebra), 444
H-空间, H-群 (H-space, H-group), 446
环变换 (change of rings), 286, 318

I
I 型子范畴, 267
ind-对象 (ind-object), 613

J
迹 (trace), 557
角形 (horn), 496
截断函子 (truncation functor), 172
截面 (section), 97
解消 (resolution), 179

Cartan–Eilenberg, 186
K-平坦 (K-flat), 283
K-内射, K-投射 (K-injective,

K-projective), 207
平坦 (flat), 204
内射 (injective), 179
投射 (projective), 179
长度 (length), 273

积范畴 (product category), 11
几何实现 (geometric realization), 503
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紧对象 (compact object), 465, 598
三角范畴中的, 236
κ-紧, 598

基数 (cardinal), 11
小 (small), 11
正则 (regular), 600

极限 (limit), 15, 37
保, 返, 生 (preserve, reflect, create), 37
小 (small), 15
滤过 (filtered), 42

Jordan–Hölder 定理, 93, 105
卷积 (convolution), 440
局部化 (localization), 52, 58

反射 (reflective), 60
Verdier, 240

局部环 (local ring), 98

K
K0 群, 117, 292
Kähler 微分形式 (Kähler differentials), 168
Kan 延拓 (Kan extension), 44

绝对 (absolute), 47
可缩 (contractible), 520
Koszul 符号律 (Koszul sign rule), 423
Kronecker 的 δ 符号 (Kronecker delta), 439
Krull–Remak–Schmidt 定理

(Krull–Remak–Schmidt Theorem),
98

Künneth 定理 (Künneth Theorem), 206
扩张 (extension), 253

Baer 和 (Baer sum), 255
米田积 (Yoneda product), 254

L
拉回图表 (pullback diagram), 17
良定义 (well-defined), 10
良序集 (well-ordered set), 11
连接态射 (connecting morphism), 84
· · · -零调对象 (· · · -acyclic object), 193, 269
零伦 (null-homotopic), 138
滤过 (filtration), 297

分离 (separated), 297
完备 (complete), 297
有限 (finite), 297
穷竭 (exhaustive), 297
诱导 (induced), 308

M
脉 (nerve), 498
满–单分解 (epi–mono factorization), 27
满态射 (epimorphism), 22
帽积 (cap product), 386
马蹄引理 (Horseshoe Lemma), 185
幂等元 (idempotent), 95
米田嵌入 (Yoneda embedding), 596

稠密性 (density), 594, 596
Mittag-Leffler 条件 (Mittag-Leffler condition),

199
模 (module), 418, 449, 461

自由 (free), 450
Moore 链复形 (Moore chain complex), 508

N
· · · -内射子范畴 (· · · -injective subcategory),

259, 261, 263, 265
拟同构 (quasi-isomorphism), 158, 240

P
P 型子范畴, 267
配边 (cobordism), 562
偏序集 (partially ordered set), 10

Artin, Noether, 93
有限长度 (finite length), 93
κ-滤过 (κ-filtered), 598
滤过 (filtered), 42

平移函子 (translation functor), 135, 136, 224
(p, q)-重组 ((p, q)-shuffle), 506
pro-对象 (pro-object), 613
pro-p-群, 612
pro-有限集 (profinite set), 629
pro-有限群 (profinite group), 610
谱序列 (spectral sequence), 300

Bockstein, 323
Grothendieck, 317
Lyndon–Hochschild–Serre, 372
乘法结构 (multiplicative structure), 321
弱收敛, 强收敛 (weakly convergent,

strongly convergent), 309, 311
分次, 双分次 (graded, bigraded), 301
双复形的, 314
有界 (bounded), 302
滤过复形的, 310
环变换, 318
超导出函子的, 316
退化 (degenerate), 301
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Q
奇异集 (singular set), 504
全复形 (total complex), 150, 529
区间 (interval), 90
群扩张 (extension of groups), 344

Baer 和 (Baer sum), 359
中心 (central), 360

群的同调/上同调 (homology/cohomology of
groups), 338

pro-有限情形, 393
扭曲 (twist), 413
非交换情形, 401

R
RHom 函子 (RHom functor), 271, 279, 290
蝾螈引理 (Salamander Lemma), 89
弱 Serre 子范畴 (weak Serre subcategory), 115

S
三角 (triangle), 225

好 (distinguished / exact), 225
三角等式 (triangle identities), 14
三角范畴 (triangulated category), 225

子三角范畴, 233
Schreier 加细定理 (Schreier Refinement

Theorem), 93
Schur 乘子 (Schur multiplier), 361
森田等价 (Morita equivalence), 457
Serre 商 (Serre quotient), 116
Serre 子范畴 (Serre subcategory), 115
商 (quotient), 99
商对象 (quotient object), 23
上同调 (cohomology), 81
上同调函子 (cohomological functor), 227
Shapiro 引理 (Shapiro’s Lemma), 349, 388,

399, 406
生成元 (generator), 68

三角范畴中的, 236
强 (strong), 121

蛇形引理 (Snake Lemma), 86
射影表示 (projective representation), 408
实质扩张 (essential extension), 605
收缩 (retract), 97
双代数 (bialgebra), 441
双单纯形对象 (bisimplicial object), 527
双复形 (double complex), 149, 529
双函子 (bifunctor), 153

三角 (triangulated), 261

平衡 (balanced), 201
双积 (biproduct), 29
双链条件 (bi-chain condition), 97
双自然变换 (dinatural transformation), 593
Stone 空间 (Stone space), 629

T
Tate 上同调 (Tate cohomology), 387, 411
同调 (homology), 81
同伦 (homotopy), 138

单纯形 (simplicial), 518
双复形版本, 153

同伦极限, 同伦余极限 (homotopy limit,
homotopy colimit), 276

同伦余核, 同伦核 (homotopy cokernel,
homotopy kernel), 142

Tor-代数 (Tor-algebra), 289
Tor 函子 (Tor functor), 203

相对 (relative), 544
· · · -投射子范畴 (· · · -projective subcategory),

259, 261, 263, 265
推出图表 (pushout diagram), 17
脱氧核糖核酸 (deoxyribonucleic acid), 225

W
微分 (differential), 133
微分对象 (differential object), 299

滤过 (filtered), 306
微分分次代数 (differential graded algebra),

320, 426
滤过 (filtered), 321

微分分次对象 (differential graded object),
134, 300, 426

微分分次模 (differential graded module), 426
维数 (dimension), 270, 281, 558

Tor, 270
内射 (injective), 273
同调/上同调

(homological/cohomological), 365
投射 (projective), 273
整体 (global), 273

五项引理 (Five Lemma), 88

X
下降 (descent), 468

Galois, 476
平坦 (flat), 469

下降资料 (descent datum), 470
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像 (image), 25, 34
相对同调代数 (relative homological algebra),

543
线图 (string diagram), 549
纤维函子 (fiber functor), 583
线性代数 (linear algebra), 1
膨胀-限制正合列 (inflation-restriction

sequence), 375
小对象论证 (small object argument), 123
小集 (small set), 11
循环上同调 (cyclic cohomology), 171
循环双复形 (cyclic double complex), 169, 171
循环同调 (cyclic homology), 170
序数 (ordinal), 11

Y
严格态射 (strict morphism), 26
幺半范畴 (monoidal category), 417

刚性 (rigid), 549, 556
对称 (symmetric), 418
辫 (braided), 418
闭 (closed), 431

映射柱 (mapping cylinder), 144, 146
映射锥 (mapping cone), 140, 146, 539
移维 (dimension shifting), 193
余边 (coboundary), 343
预层 (presheaf), 52
余代数 (coalgebra), 438
余单纯形对象 (cosimplicial object), 494
余单纯形集 (cosimplicial set), 496
余单位 (counit), 14
余单子 (comonad), 447
余单子同调 (cotriple homology), 543
余端 (coend), 593
余核 (cokernel), 31
余模 (comodule), 439, 461

余圈 (cocycle), 343
预三角范畴 (pretriangulated category), 225

子预三角范畴, 233
余生成元 (cogenerator), 68
余像 (coimage), 25, 34
余限制 (corestriction), 368
余中心 (cocenter), 167

Z
Zassenhaus 引理 (Zassenhaus Lemma), 92
增广理想 (augmentation ideal), 334
增广同态 (augmentation homomorphism), 334
张量 (tensor), 477
正规化链复形 (normalized chain complex),

510
正合范畴 (exact category), 76, 120
正合列 (exact sequence), 81, 300, 400
正合偶 (exact couple), 303
直和 (direct sum), 29, 105
忠实平坦 (faithfully flat), 469
中心 (center), 36, 167
周期循环上同调 (periodic cyclic cohomology),

171
周期循环同调 (periodic cyclic homology), 170
转移 (transfer / Verlagerung), 370
子对象 (subobject), 23
自然变换 (natural transformation), 12
子商 (subquotient), 24
自同态余代数 (endomorphism coalgebra), 568
足够的 K-平坦复形 (enough K-flats), 283
足够的 K-内射复形 (enough K-injectives), 207
足够的 K-投射复形 (enough K-projectives),

207
足够的内射对象 (enough injectives), 113
足够的投射对象 (enough projectives), 113
Z 字等式 (mark of Zorro), 550
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