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CinemCinemáática de mecanismos tica de mecanismos 
con movimiento planocon movimiento plano--paraleloparalelo
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ÍÍndicendice

►►Estudio Estudio cinemcinemááticotico a partir de las ecuaciones a partir de las ecuaciones 
de enlace geomde enlace geoméétricas.tricas.

►►Redundancia y configuraciones singulares.Redundancia y configuraciones singulares.
►►Estudio Estudio cinemcinemááticotico a partir de las ecuaciones a partir de las ecuaciones 

de enlace cinemde enlace cinemááticas.ticas.
►►Movimiento plano.Movimiento plano.
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Estudio Estudio cinemcinemááticotico a partir de  a partir de  ecec. de . de 
enlace geomenlace geoméétricas.tricas.

►► PosiciPosicióón: Conocidos los valores de las coordenadas independientes y deln: Conocidos los valores de las coordenadas independientes y del
tiempo, se calcula el conjunto de valores de las coordenadas tiempo, se calcula el conjunto de valores de las coordenadas 
generalizadas que satisface todas las ecuaciones de enlace geomgeneralizadas que satisface todas las ecuaciones de enlace geoméétricas. tricas. 
(se calculan las diferentes posiciones del mecanismo a lo largo (se calculan las diferentes posiciones del mecanismo a lo largo del del 
tiempo).tiempo).

►► Velocidades: Se determinan los valores de las velocidades generaVelocidades: Se determinan los valores de las velocidades generalizadas lizadas 
del mecanismo en una configuracidel mecanismo en una configuracióón, conocidas las velocidades n, conocidas las velocidades 
generalizadas independientes y el tiempo. Posteriormente se puedgeneralizadas independientes y el tiempo. Posteriormente se puede e 
calcular las velocidades de todos los miembros del mecanismo.calcular las velocidades de todos los miembros del mecanismo.

►► Aceleraciones: Se calcula el valor de las derivadas de las velocAceleraciones: Se calcula el valor de las derivadas de las velocidades idades 
generalizadas del mecanismo en una configuracigeneralizadas del mecanismo en una configuracióón, dados los valores de n, dados los valores de 
las velocidades generalizadas independientes y de sus derivadas las velocidades generalizadas independientes y de sus derivadas y del y del 
tiempo. Posteriormente se puede encontrar la distribucitiempo. Posteriormente se puede encontrar la distribucióón de n de 
aceleraciones de todos los eslabones del mecanismo.aceleraciones de todos los eslabones del mecanismo.



MAQUINAS Y MECANISMOS.Cinemática. 4

Estudio Estudio cinemcinemááticotico a partir de  a partir de  ecec. de . de 
enlace geomenlace geoméétricas.tricas.

►► AnAnáálisis de velocidades.lisis de velocidades.
 Se deriva respecto al tiempo el sistema de ecuaciones de enlace Se deriva respecto al tiempo el sistema de ecuaciones de enlace 

geomgeoméétricas tricas ((qq,t,t)) y se obtiene un sistema de ecuaciones lineales y se obtiene un sistema de ecuaciones lineales 
para las velocidades generalizadas:para las velocidades generalizadas:
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Estudio Estudio cinemcinemááticotico a partir de  a partir de  ecec. de . de 
enlace geomenlace geoméétricas.tricas.

►► AnAnáálisis de velocidades.lisis de velocidades.
 El sistema tiene tantas variables como velocidades El sistema tiene tantas variables como velocidades 

generalizadas generalizadas (n)(n) y tantas ecuaciones como ecuaciones y tantas ecuaciones como ecuaciones 
de enlace cinemde enlace cinemááticas ticas ((mmcc).).

 Para resolverlo se hace una particiPara resolverlo se hace una particióón del conjunto de n del conjunto de 
velocidades generalizadas en independientes (tantas velocidades generalizadas en independientes (tantas 
como grados de libertad) y dependientes:como grados de libertad) y dependientes:
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Estudio Estudio cinemcinemááticotico a partir de  a partir de  ecec. de . de 
enlace geomenlace geoméétricas.tricas.
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►► PosiciPosicióón:n:

►► Matriz Matriz JacobianaJacobiana::
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Estudio Estudio cinemcinemááticotico a partir de  a partir de  ecec. de . de 
enlace geomenlace geoméétricas.tricas.

►► Se calculan las velocidades generalizadas dependientes:Se calculan las velocidades generalizadas dependientes:
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►► Suponiendo Suponiendo 11 como coordenada independiente:como coordenada independiente:
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Estudio Estudio cinemcinemááticotico a partir de  a partir de  ecec. de . de 
enlace geomenlace geoméétricas.tricas.

►► AnAnáálisis de aceleraciones.lisis de aceleraciones.
 Se vuelve a derivar respecto del tiempo la primera Se vuelve a derivar respecto del tiempo la primera 

derivada del las ecuaciones de enlace geomderivada del las ecuaciones de enlace geoméétricas:tricas:
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 Haciendo una particiHaciendo una particióón en velocidades generalizadas n en velocidades generalizadas 
independientes y dependientes:independientes y dependientes:
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Estudio Estudio cinemcinemááticotico a partir de  a partir de  ecec. de . de 
enlace geomenlace geoméétricas.tricas.

►► Se calculan las aceleraciones:Se calculan las aceleraciones:
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►► Se calculan los tSe calculan los téérminos desconocidos en la expresirminos desconocidos en la expresióón n 
de las aceleraciones:de las aceleraciones:
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SingularidadesSingularidades
►► Redundancias y bifurcaciones:Redundancias y bifurcaciones:

 Deficiencia en el rango de la matriz Deficiencia en el rango de la matriz jacobianajacobiana (rango por filas < (rango por filas < nnºº
de ecuaciones). No se pueden resolver los sistemas de velocidadede ecuaciones). No se pueden resolver los sistemas de velocidades s 
y aceleraciones.y aceleraciones.

►► Puntos muertos (1 Puntos muertos (1 gdlgdl y sin y sin ecec. de gobierno):. de gobierno):
 Para mecanismos con 1 Para mecanismos con 1 gdlgdl sin sin ecec. de gobierno:. de gobierno:

 Puesto que en un punto muerto para una coord. generalizada su Puesto que en un punto muerto para una coord. generalizada su 
derivada es nula, si se toma esta como independiente:derivada es nula, si se toma esta como independiente:

 Para que la soluciPara que la solucióón sea diferente de la trivial el determinante de la n sea diferente de la trivial el determinante de la 
matriz matriz jacobianajacobiana ha de ser necesariamente nulo.ha de ser necesariamente nulo.
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SingularidadesSingularidades
►► DeterminaciDeterminacióón de puntos muertos para una n de puntos muertos para una 

coordenada generalizada:coordenada generalizada:
 Se considera la coordenada generalizada como Se considera la coordenada generalizada como 

coordenada independiente.coordenada independiente.
 Se resuelve el sistema de ecuaciones no lineales:Se resuelve el sistema de ecuaciones no lineales:

 La configuraciones encontradas serLa configuraciones encontradas seráán:n:
►►Puntos muertos si no hacen que la matriz Puntos muertos si no hacen que la matriz jacobianajacobiana sea sea 

deficiente de rango.deficiente de rango.
►►Redundancia o bifurcaciRedundancia o bifurcacióón en el caso contrarion en el caso contrario
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Estudio Estudio cinemcinemááticotico a partir de  a partir de  ecec. de . de 
enlace cinemenlace cinemááticas.ticas.

►► DistribuciDistribucióón de velocidades y aceleraciones en un n de velocidades y aceleraciones en un 
ssóólido rlido ríígido:gido:
 Velocidad de un punto P conocida la velocidad de un Velocidad de un punto P conocida la velocidad de un 

punto O y la velocidad angular del spunto O y la velocidad angular del sóólido:lido:

 AceleraciAceleracióón de un punto P conocida la aceleracin de un punto P conocida la aceleracióón de un n de un 
punto O y la aceleracipunto O y la aceleracióón angular del sn angular del sóólido:lido:
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Estudio Estudio cinemcinemááticotico a partir de  a partir de  ecec. de . de 
enlace cinemenlace cinemááticas.ticas.

►► Cuando existe composiciCuando existe composicióón de movimientos:n de movimientos:
 Velocidad:Velocidad:

 AceleraciAceleracióón:n:

 DerivaciDerivacióón de un vector cualquiera n de un vector cualquiera uu cuando se conoce cuando se conoce 
respecto al sistema de referencia mrespecto al sistema de referencia móóvil:vil:
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Estudio Estudio cinemcinemááticotico a partir de  a partir de  ecec. de . de 
enlace cinemenlace cinemááticas.ticas.

►► Condiciones cinemCondiciones cinemááticas impuestas por los enlaces:ticas impuestas por los enlaces:
 Articulaciones:Articulaciones:

 GuGuííaa--corredera:corredera:

 GuGuííaa--corredera articulada:corredera articulada:
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Estudio Estudio cinemcinemááticotico a partir de  a partir de  ecec. de . de 
enlace cinemenlace cinemááticas.ticas.

►► Condiciones cinemCondiciones cinemááticas impuestas por los enlaces:ticas impuestas por los enlaces:
 Rodadura:Rodadura:

►►Con deslizamiento:Con deslizamiento:

►►Sin deslizamiento:Sin deslizamiento:

 Contacto puntual:Contacto puntual:
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Movimiento planoMovimiento plano
►► Todos los puntos del mecanismo describen Todos los puntos del mecanismo describen 

trayectorias que se encuentran en planos trayectorias que se encuentran en planos 
paralelos entre si.paralelos entre si.

►► Para su estudio es usual:Para su estudio es usual:
 Plantear las ecuaciones de enlace a partir de la Plantear las ecuaciones de enlace a partir de la 

condicicondicióón de cierre de los anillos.n de cierre de los anillos.
 Tomar como velocidades generalizadas las Tomar como velocidades generalizadas las 

velocidades angulares de los eslabones y las velocidades angulares de los eslabones y las 
velocidades de deslizamiento de las correderas velocidades de deslizamiento de las correderas 
respecto de las gurespecto de las guíías.as.

 A partir de las velocidades generalizadas se puede A partir de las velocidades generalizadas se puede 
obtener la velocidad de cualquier punto del obtener la velocidad de cualquier punto del 
mecanismo.mecanismo.
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Ejemplo. Mecanismo de 4 eslabonesEjemplo. Mecanismo de 4 eslabones

►Datos:
► Incógnitas:

► Velocidades:

 Sistema lineal de 2 ecuaciones con 2 incógnitas:
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Ejemplo. Mecanismo de 4 eslabonesEjemplo. Mecanismo de 4 eslabones

►Datos:
► Incógnitas:
► Aceleraciones:

 Sistema lineal de 2 ecuaciones con 2 incógnitas:
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Ejemplo. Mecanismo de 3 eslabonesEjemplo. Mecanismo de 3 eslabones

►Datos:
► Incógnitas:
► Velocidades:

 2 ecuaciones y 2 incógnitas: 
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Ejemplo. Mecanismo de 3 eslabonesEjemplo. Mecanismo de 3 eslabones

►Datos:
► Incógnitas:
► Aceleraciones:

 2 ecuaciones y 2 incógnitas: 
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Centro instantCentro instantááneo de rotacineo de rotacióón.n.
►► Punto del sPunto del sóólido (con movimiento plano) con lido (con movimiento plano) con 

velocidad nula en un instante dado.velocidad nula en un instante dado.
►► Conocida la velocidad de un punto Conocida la velocidad de un punto OO de un sde un sóólido lido 

y su velocidad angular y su velocidad angular , se puede encontrar un , se puede encontrar un 
punto punto II con velocidad nula.con velocidad nula.
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Centro instantCentro instantááneo de rotacineo de rotacióón.n.
►► DeterminaciDeterminacióón de centros instantn de centros instantááneos de rotacineos de rotacióón:n:
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Centro instantCentro instantááneo de rotacineo de rotacióón.n.
►► Centro instantCentro instantááneo de rotacineo de rotacióón absoluto y relativo.n absoluto y relativo.

 CIR absoluto: definido respecto a la referencia en estudio.CIR absoluto: definido respecto a la referencia en estudio.
 CIR relativo: definido respecto a referencias solidarias a cada CIR relativo: definido respecto a referencias solidarias a cada uno uno 

de los eslabones del mecanismo.de los eslabones del mecanismo.

►► Si se dispone de 2 miembros el CIR relativo Si se dispone de 2 miembros el CIR relativo II2121 (punto de 2 (punto de 2 
con velocidad nula respecto de 1) coincide con con velocidad nula respecto de 1) coincide con II1212 (punto (punto 
de 1 con velocidad nula respecto de 2).de 1 con velocidad nula respecto de 2).

 El primer tEl primer téérmino es nulo por la condicirmino es nulo por la condicióón de sn de sóólido rlido ríígido del gido del 
miembro 2, y los tmiembro 2, y los téérminos segundo y tercero por definicirminos segundo y tercero por definicióón de n de 
centro instantcentro instantááneo de rotacineo de rotacióón.n.

   21122112
1
2

0

I
2

0

I
1

0

I
2 II0IIvvv 122121       





MAQUINAS Y MECANISMOS.Cinemática. 24

Centro instantCentro instantááneo de rotacineo de rotacióón.n.

►► La velocidad deLa velocidad de II2121 coincide con coincide con II1212 en cualquier en cualquier 
referencia.referencia.

►► El nEl núúmero de CIR total de un mecanismo es el de las mero de CIR total de un mecanismo es el de las 
combinaciones del ncombinaciones del núúmero de eslabones mmero de eslabones móóviles + 1 viles + 1 
(debido a las conexiones con la bancada), tomadas de (debido a las conexiones con la bancada), tomadas de 
2 en 2.2 en 2.
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Centro instantCentro instantááneo de rotacineo de rotacióón.n.
►► Teorema de los tres centros o de Teorema de los tres centros o de AronholdAronhold--Kennedy.Kennedy.
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 Dados tres sDados tres sóólidos, con movimiento lidos, con movimiento 
plano, los tres centros instantplano, los tres centros instantááneos neos 
de rotacide rotacióón existentes entre ellos (n existentes entre ellos (II1212, , 
II1313, , II2323) est) estáán sobre la misma ln sobre la misma líínea.nea.

 Calculamos la velocidad de Calculamos la velocidad de II2323
respecto a la referencia fija en 1.respecto a la referencia fija en 1.

►►Como punto del sComo punto del sóólido 2:lido 2:

►►Como punto del sComo punto del sóólido 3:lido 3:

►► Igualando ambas expresiones:Igualando ambas expresiones:
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