TEMA V: ESTIMACION PUNTUAL Y POR INTERVALOS.

INTRODUCCION.

Tratamos de estudiar una variable aleatoria unidimensional X que es desconocida en mayor
o menor medida.

Concretamente vamos a suponer que X sigue una distribucidn que tiene una forma funcional
fija y conocida (exponencial, normal, Poisson, etc ) pero de la que es desconocida algun
parametro de una o mas dimensiones, esta situacion se engloba en lo que se llama Inferencia
paramétrica.

Para sacar informacion sobre el pardmetro desconocido estd claro que no cabe otra
alternativa que llevar a cabo observaciones del fendmeno aleatorio objeto de estudio.
En primer lugar, vamos a estudiar lo que se denomina estimacién puntual, es decir,

situaciones en las que el objetivo es utilizar la informacion que nos da las
observaciones para obtener un prondstico numérico acerca de un parametro
desconocido de la distribucién.

En segundo lugar, vamos a estudiar la estimacion por intervalos o intervalos de

confianza, se trataria de dar intervalos en los que pueda razonablemente afirmarse
que se encuentra el verdadero valor del pardmetro desconocido.

Llevar a cabo observaciones del fendmeno objeto de estudio es obtener una muestra
de la poblacién, estd claro que lo que interesa y se quiere es obtener muestras
representativas de la poblacion.

¢Como obtener estas muestras representativas? Todo el desarrollo de la Inferencia
que vamos a hacer esta hecho con un tipo de muestreo que se denomina muestreo
aleatorio simple (m.a.s.), cualquier otro tipo de muestreo acaba cayendo en algin

momento en este. Vamos a definir este m.a.s. y vamos a comentar las hipétesis en las
gue estd basado.
Definicién. Una muestra aleatoria _simple (m.a.s.) de tamafio n, de una variable

aleatoria X son n variables aleatorias (X;, X,,....,X,) independientes e igualmente
distribuidas que X.

Por lo tanto:

P(X1=X1,X2=X2,eeee0; Xn=Xn)=P(X1=X1).p(X2=X2)....... P(Xn=Xn)=p(X=X1).p(X=X2)....... p(X=x,)
(caso discreto)

JIxa, Xa,eeXn)=fx, (X1)-fx, (X2) oo fx, (%n)= fx(X1). fx(X2)-.eo.. fx(xn) (caso continuo)

Comentario sobre el m.a.s. Los dos supuestos del m.a.s. son aceptables sobre todo

para poblaciones bastante homogéneas respecto a la caracteristica objeto de estudio.
El supuesto de independencia podria plantear problemas en poblaciones con un
numero de elementos pequeiio. Lo normal es que si un elemento de la poblacion es
elegido, éste ya no sea reintegrado en la poblacion para poder volver a ser elegido,
pero si la poblacion es grande la probabilidad de que un elemento de ella sea elegido
ya de por si es muy pequena y no digamos nada de ser elegido dos veces, por lo tanto



nos da igual que haya o no reemplazamiento y por lo tanto la hipdtesis de
independencia no plantea ningun problema y constituye una hipdtesis perfectamente
asumible.

En cuanto al supuesto de igualmente distribuidas que X, decir que cada X; es una
variable aleatoria (serd un valor concreto cuando se haya elegido un elemento de la
poblacién). Una hipdtesis bastante aceptable sera suponer que X; sigue la distribucién
de X que es la poblacidon de la cual procede.

De todo lo comentado podemos concluir con la idea de que el m.a.s. es muy bueno,
pero esta también claro que puede der mejorado con informaciones adicionales sobre
la poblacién.

Lo que tiene que quedar claro es que se utilice el tipo de muestreo que se utilice se
necesita la distribucion conjunta de la muestra, considerada como un vector aleatorio
n-dimensional.

Pasamos al primer problema planteado, la estimacién puntual.

Definicidn. Un estadistico es cualquier funcidn de la muestra: T(Xy, Xy,....,Xn)-

Si los estadisticos son variables aleatorias tendrdn su distribucidn.

En primer lugar, quizds queramos obtener estimaciones puntuales de pardmetros tales
como la media o la varianza de una poblacién. Para representar el pardmetro de
interés usaremos la letra griega 9 tanto si es unidimensional como si es k-dimensional.
El objetivo de la estimacion puntual como ya se ha dicho es seleccionar un numero,
con base en la muestra, que sea el valor mas plausible de 9. El valor numérico de un
estadistico es el que sera utilizado como estimacion del pardmetro, que en este caso
va a recibir el nombre de estimador.Definicién. Un estimador 8 de un parametro ¥ de

una poblacién X sera cualquier estadistico que se utiliza para estimar el valor del
parametro 9.

Notacién: 8= T(Xy, Xa,...,Xn).

La cuestion estaria en que estadisticos hay que utilizar y que propiedades estaria bien
que cumplieran.

Se puede estudiar métodos para calcular estimadores y estudiar propiedades que
estaria bien que cumplieran pero no lo vamos a hacer y nos vamos a conformar con
dar estimadores para la media y la varianza de cualquier poblacién que por otra parte
es lo que nos interesa y vamos a comentar Unicamente una propiedad de los
estimadores que estaria bien que tuvieran.

En ldégica si a uno se le pregunta por un buen estimador de la media y, de una
poblacién, contestara que la media muestral, pues bien ese es el estimador que damos
para la media de la poblacién: i =X= % X

Este estimador de la media tiene una propiedad que seria muy deseable que tuvieran
los estimadores de cualquier pardmetro 9 y es la propiedad de ser insesgado o
centrado para el parametro.

Definicién. Un estimador O se dice insesgado o centrado del pardmetro 9 si E(B) =9

Que un estimador sea insesgado es una forma de decir que © estarad préximo al
verdadero valor del pardmetro desconocido.

Si el estimador no es insesgado, entonces la diferencia: E(B)- 9 recibe el nombre de
sesgo del estimador 9.



Ahora nos planteamos un estimador para la varianza a’, en légica uno pensaria en la

. 2 1 G2 .
varianza muestral: 02 =S = — Li(X; —X)°, el caso es que la llamada _cuasi

1

. G2 .. . .
varianza muestral : SZ = — i=1(X; — X)* tiene una ventaja sobre el estimador

varianza muestral y es que es insesgado para la varianza poblacional, con lo cual

quizas podamos utilizarlo para estimar dicha varianza.

Para finalizar la estimacién puntual, vamos a hacer unos comentarios sobre
preferencias entre varios estimadores..

Si tuviéramos varios estimadores insesgados para un parametro, ¢cual seria preferible?
Supongo que es claro que aquel que tuviera menor varianza ya que seria una forma de
decir que mas dificilmente nos desviariamos del verdadero valor del parametro.

Ahora bien si tenemos dos estimadores uno insesgado y otro no, écudl es preferible?
La cuestion podria no ser tan clara, porque aunque la propiedad de estimador
insesgado es buena tampoco hay que magnificarla, vamos a introducir un concepto
gue podria aclarar las cosas.

Definicién. Se define el error cuadratico medio de un estimador 8 del parametro 9
como: ECM (8) = E[(8 — 9)?]

El error cuadratico medio coincide con la varianza de 6 cuando es estimador es
insesgado. En otro caso se tiene: ECM (f) = E[(@ - 19)2] = E[(@ — E(@) +E®) -
9)?] = E[(@ —E(@)?| +E[(E(8) —9)?]+2E[6—EB)(E(D) —9)] =Var(d) +
(Sesgo(B)® vyaque E(B)-9 esuna constante y el doble producto se anula.

El asunto esta en que un estimador aunque no fuera insesgado podria tener un ECM

menor que el insesgado y entonces podria plantearse dudas sobre cual es preferible.
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6 Estimacion por intervalos de confianza

Cuando tratamos la estimacién puntual, uno de los problemas que se plantearon es que el valor de la
estimacion es sélo uno de los valores (posiblemente infinitos) del estimador, obtenido al extraer una muestra
concreta, de forma que si extraemos dos muestras distintas, las estimaciones serdn distintas. Al hacer
cualquier estimacién se estéd cometiendo un error, y seria deseable proporcionar una medida de la precisiéon
de la estimacién del parametro.

En este tema vamos a introducir el concepto de intervalo de confianza como un intervalo cuyos extremos
son variables que dependen de la muestra, y en el cual se confia que esté el valor de pardmetro. El intervalo
se obtendra a partir de un estadistico generalmente relacionado con un estimador puntual, cuya distribucién

no depende del parametro desconocido, y una medida de la validez del intervalo es el nivel de confianza, que

indica la proporcion de intervalos de todos los que se podrian construir a partir de muestras distintas, que

realmente contienen al parametro.

Definiciéon 5 Sea X una v.a. con distribucion que depende de un pardametro 6 desconocido y sea X1,..., X
una m.a.s. de X. Llamaremos intervalo de confianza de nivel 1 — «, (siendo o € (0,1)) a un intervalo

(L1 (X1, ..., X)), La(Xy, ..., X)), cuyos extremos son variables aleatorias que dependen de la muestra, tal
que el (1—a)100% de los intervalos construidos a partir de las posibles muestras de tamano n, contiene a 6.

Para comprender mejor el concepto de intervalo de confianza y la forma en que estos se construyen,
vamos a comenzar presentando un ejemplo sencillo:

Ejemplo:

Intervalo de confianza para la media de una v.a. con distribucién normal y varianza (o2) conocida.

Sea X una v.a. con distribucién N(u,o0) y sea Xi,..., X, una m.a.s. de esta distribucién. Como ya
hemos visto en el tema anterior, el estimador X de 1, que se define como:

_ X;
X = —
25
=1
es una suma de variables aleatorias con distribucién normal e independientes (pues Xi,..., X, lo son) y,
2
por tanto, tiene distribucién normal. Su media es p y su varianza Z-. Si estandarizamos esta variable, se
tiene que: o
X —
=R N(0,1).

o/\n

Obsérvese que esta variable aleatoria tiene distribucién conocida e independiente del valor del parametro
1, que por otra parte es el tnico valor desconocido de la variable una vez extraida una m.a.s. concreta de
tamafio n. Esto es lo que nos va a permitir construir el intervalo de confianza para p.

Si fijamos un nivel 1—a de confianza, pretendemos que para un (1—a)100% de las muestras de tamano
n posibles, el valor de p esté incluido en el intervalo que vamos a construir. Para ello, vamos a considerar el
valor z € R para el cual p(—2< Z < z) = 1—«, donde Z es una variable aleatoria con distribucién N(0, 1).
(Recuérdese que esto significa que el (1—«)100% de los valores de la variable Z que extraigamos al azar,

estardn en el intervalo (—z,z)).

. X —p
—z < < =1—a.
En particular, p < z < T = z> 11—«



Estadistica 62

. Qué significa esto? Que para el (1—a)100% de las muestras de tamano n de la v.a. X, al obtener X y

formar el cociente anterior, ese valor estara entre —z y z. Si en:

X—p
—z < <
SN
despejamos p, se obtiene:
ey g < (o
X—z— < pu<X —
Fm S HsATEE

que es el intervalo correspondiente.

Observacién 3 1. Los extremos del intervalo, X + zin, son vartables aleatorias que dependen de la

muestra; es decir, para cada muestra distinta, tomardn un valor diferente.
2. El valor del pardmetro, aunque desconocido, es un valor fijo.

3. El valor z que interviene en el intervalo, es el valor que corresponde a una probabilidad acumulada de
1—%, y se obtiene facilmente a partir de la tabla de la N(0,1); denotaremos este punto por Z1-g-
(Como en el intervalo (—z,z) debe haber una probabilidad 1—«, en las colas debe quedar distribuida
una probabilidad de o, y de ahi que p(Z < z) = 1—%.) Podriamos elegir otros valores z1 y 2z, tales
que p(z1 < Z < z9) = 1—a, y a partir de ellos obtendriamos también intervalos de confianza de nivel
1—a, de la forma

Y—zQL < p < )?+Z1i>
vn vn

pero estos intervalos tendrian mayor amplitud, y por tanto, la estimacion de u seria menos precisa.

Para obtener el intervalo anterior, hemos utilizado un estadistico que depende de la muestra y del

[ X— C e . . . . .
pardmetro = / \/%, cuya distribuciéon es conocida e independiente del parametro. Esto sugiere que para
construir intervalos de confianza para otros pardametros o en otras condiciones (por ejemplo, si no se
conoce 02), es necesario utilizar estadisticos similares, con distribucién conocida. Esta es la forma en

que procederemos en general:

e Consideraremos un estadistico T'(X1, ..., X,, 0) que depende de la muestra X, ..., X,, y del pardmetro

que queremos estimar, 6, cuya distribucién sea conocida e independiente de dicho parametro.

e Para dicha distribucién, y fijado el nivel de confianza 1—«, seleccionaremos un intervalo [a,b] del

soporte que tenga probabilidad 1—c.
e En la desigualdad a < T(Xq,...,X,,0) <b despejamos 6, obteniendo el intervalo deseado.

Naturalmente, como nos interesa obtener intervalos ”pequenos” en amplitud, trataremos de elegir el
intervalo [a,b] de menor amplitud posible. Hay que senalar que, en los casos en los que la distribucién
del estadistico sea simétrica, los intervalos que vamos a construir son de amplitud minima, para un nivel
de confianza fijado. En los demaés casos, la construccién de un intervalo de amplitud minima resulta
excesivamente complicado y conduce a férmulas poco manejables en la practica, y por tanto, los intervalos
construidos, lo seran, buscando una mayor sencillez.

Vamos a estudiar algunos de estos estadisticos y a introducir algunas distribuciones importantes, relacionadas

con la distribuciéon normal.



Estadistica 63

7 Distribuciones utilizadas en la construccion de intervalos de confianza
1. Distribucién x2.

Definicién 6 Sean Zi,...,Z, v.a. con distribucion N(0,1) e independientes. Entonces la v.a. X =

Z24+ 724 ...+ 72 se dice que tiene una distribucion chi-cuadrado con n grados de libertad y se denota

por X;.-

Propiedades 1  i. Sx = [0,00).
ii. B(X)=n y Var(X) =2n. Chi-Cuadrado
0,16
/ Grad. de libertad
iti. Propiedad de reproductividad: Si 012 \ ~lo
X1,..., X} tienen distribuciones X?w para 008l | )
|
1=1,...,k, y son independientes, entonces 0.0 ri
k :
. _ ) . . . .-, 2 1
la varzabli X—Zgl X; tiene distribucion x; ok = -
conn = > n; grados de libertad.
i=1

iv. Si Z es una v.a. con distribucién x2, X es una v.a. con distribucién X?211 conn>ny,y Z=X+Y,

siendo X e Y v. a. independientes, entonces Y tiene distribucién x2_,, .

Esta nueva distribucion es la que siguen algunos estadisticos que utilizaremos para obtener intervalos
de confianza. En particular, el estadistico que describimos a continuacién y que se utiliza para construir

el intervalo de confianza de la varianza de una v. a. X con distribucién N (u, o)

Proposicién 3 Sea X una v.a. con distribucion N (u,0) y sea X1, ..., X, una m.a.s. de esta distribucion.

2
Entonces, el estadistico ”Uﬁ tiene distribucion x2_.

Demostracion

Vamos a desarrollar

nS2 =1 _ =1 _
o? o? B o? B
X =) (=X 42X — ) (= X)
= — =
i=1
> (X5 — p)? Z(N_)?)Z n
_ =1 4=t +2(u— )?) (Xi —p)
B o? o? a o2
i=1
n e 3 2 b
N Eimw? (u—X)Q_%(u—X)Q:Z": Xi—p (b= X)?
o? o? o2 _ o a?/n

Por tanto,
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Para cada ¢ = 1,...,n, la variable % tiene distribucién N(0,1). La variable X/\_/’i

tiene tamblen distribucién N (0, 1); por tltimo, aunque no lo demostraremos, las variables
ns?

oz Y o/
normal, entonces las variables X y S2 son independientes). Por tanto, Z ( E Sip ) tiene

(X—p)®
a’/n

\_/ﬁ son independientes (ello se debe a que, si X es una v. a. con distribucién

una distribuciéon y2, mientras que tiene distribucion x?. Aphcando la propiedad

(iv), se deduce que "S tiene una distribucion x2_;.

nS? _ (n—1)S?
ns —

—7—<, de forma que ambas expresiones pueden

Observacién 4 Puede observarse que

utilizarse indistintamente para el estadistico.
. Distribucién t de Student.

Definicién 7 Sea Z una v. a. con distribucion N(0,1), y sea Y una v. a. con distribucion x2. Si Z

e Y son independientes, la variable X = \/32/7 se dice que tiene una distribucion t de Student con n
n

grados de libertad. Esta distribucion se denota por ty.

w : (a) o= (_OO, OO) t de Student
(b) E(X) =0y VC”'(X) = n7i2 ,stn > 2. 0.4 /\\
(¢) La distribucion es simétrica respecto de x = 0, o /// \\
y es similar a la normal (distribucion a la que o // \\
tiende cuando el nimero de grados de libertad > / \\\
tiende a 00.) Tiene colas mds amplias que la R
normal.

Esta distribucién aparece, por ejemplo, al construir el intervalo de confianza para el pardmetro p de
una variable X con distribucién N(u, o), y o desconocido. O también, a la hora de estimar el valor de
la diferencia de medias p1 —p2 de dos v. a. independientes, Xy ~ N(u1,0) e Xo~ N(u2,0) , con
varianzas desconocidas pero iguales.

Proposicién 4 Sea X una variable aleatoria con distribucion N(u,0) y sea Xi,..., X, una m.a.s.

. . ., .o, X—pu . . . ..
de esta distribucion. Entonces el estadistico ST tiene distribucion t,_1.

Demostracion

En efecto, ya habiamos visto anterlormente que la variable X o/ f tiene distribucién N(0,1).

Por otra parte, la variable "> > tiene una distribucién X2_, vy es independiente de la anterior.
Por tanto, _
X—p _
o/yn _ X-—p
nS?/o? S/vn—1
=

tiene distribucién t,,_1.
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Observacién 5 Puede observarse que:
X-pn X-u
S/vn —1 S, /yn
Al construir intervalos de confianza pueden utilizarse cualquiera de los dos estadisticos (generalmente,

en funcion de la informacion disponible, es decir, segin que lo que se conozca sea S o S..)

Proposicién 5 Sean X ~ N(p1,0) e Y ~ N(ua,0) dos v. a. independientes, con varianzas iguales;

st X1,...,Xn, €suna m.a.s. de la variable X, e Yi,...,Y,, es una m.a.s. de la variable Y, entonces

el estadistico L
X —Y—(p1—pa2)

n1S: + n2Sa /1 + L’
ny +ne —2 ni ng

tiene distribucion t,, 4, .

mS% £ 1283 _ (m—1)(S)d + (na—1)(S0)3

Observacion 6 Notar que también se verifica: -3 = e =3

. Distribucién F de Fisher-Snedecor

Definiciéon 8 Sean X e Y dos variables chi-cuadrado con n y m grados de libertad, respectivamente,

e independientes. Entonces, la variable F = )),(//:r; se dice que tiene distribucion F de Fisher-Snedecor

con n,m grados de libertad. Esta distribucion se denota por Fy, p,.

Propiedades 3 (a) Sp =[0,00).

—_m :
(b) E(F)= "5, sim>2, y
2m? (n + m—2) . F de Fisher-Snedecor
n(m—2)%(m—1)’ $t Mm>4 or

(¢c) Si X tiene una distribucion F,,, e Y tiene vop [\

una distribucion  Fp, ,, entonces el punto Zz |
x € IR para el cual p(X < ) = 1—a, verifica o S~
que p(Y < %) = a.

Var(F) =

(d) La distribucion F tiene una grdfica (su funcion
de densidad) similar a la de la chi-cuadrado.

Esta distribucién es la que utilizaremos para obtener el intervalo de confianza del cociente de varianzas

de variables normales independientes.

Proposicién 6 Sean X ~ N(ui,01) e Y ~ N(ua,02) dos v. a. independientes. Entonces, el

(Se)i/ot
(Sc

2
1/01
3/03

)

estadistico tiene distribucion Fp 1 pn, 1.
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2 2
En efecto, hemos visto anteriormente que las variables ("1*2(56)1 y (n2 7;2(&)2 tienen respecti-
1 2

vamente distribuciones x2 _; y x2,_;. Ademds son independientes, por serlo X e Y. Por tanto, la

((m = 1)(S)i/0?)  ((n2 —1)(Se)3/05) _ (So)i/of

(n1—1) ' (ng —1) ~ (8)3 /o3
tiene distribucion Fy, 1—1,ny—1-

variable

En la Tabla 1, aparecen los estadisticos y principales intervalos de confianza de pardmetros de variables

con distribucién normal.

8 Otros intervalos de confianza

Se pueden construir también intervalos de confianza para algunos pardmetros de los que depende la distribucion
de algunas variables aleatorias no normales, por ejemplo el parametro p de una variable B(p), o el parametro
A de una variable con distribucién P(A). En general, dada una variable aleatoria X cuya media E(X) = pu,
el estadistico X verifica =
X —p
o/n

~ N(0,1)

si el tamano de la muestra, n, es suficientemente grande. Si la varianza de X es conocida, a partir del
estadistico anterior podriamos deducir un intervalo de confianza para g con un nivel de confianza 1—a:

= O = O
X——2z_a < < X4+ —2,_a
\/ﬁ 1-3 = B = \/ﬁ 1-3
Si 0 es desconocido, se puede sustituir en la expresion del estadistico por una estimacién de la misma,
obtenida a partir de la m.a.s. En ese caso, el estadistico tiene aproximadamente una distribucién N(0,1).
Por ejemplo, si X ~ B(p), una estimacién de p la proporciona el valor de X, y el estadistico:
X —p

AR L N(o,1);
X(1-X)/n

por tanto, el intervalo de nivel 1—« para p es:

— X(1-X
Foay ey K05

= X1-X
B SN b (s

n n

Igualmente, se pueden construir intervalos de confianza para la diferencia de medias de v. a. independientes,
no necesariamente normales, a partir de sendas muestras aleatorias simples, siempre que el tamano de éstas
sea lo suficientemente grande.

La Tabla 2 contiene los estadisticos e intervalos de confianza asintéticos més usuales para parametros de

distribuciones no normales.

9 Algunas aplicaciones de los intervalos de confianza.

1. Toma de decisiones:

Ademsds de servirnos para estimar el valor de un pardametro, proporcionando una medida del error de
estimacién, los intervalos de confianza permiten tomar ciertas decisiones en cudnto al valor de dichos
pardmetros; por ejemplo:
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e Si un valor determinado podria ser o no el valor del parametro.
e Si las medias de dos variables pueden ser o no iguales.
e Si las varianzas de dos variables pueden ser o no iguales.

e Si la probabilidad p de una caracteristica en dos poblaciones distintas, puede ser o no igual.

Todas estas decisiones se basan en el significado del nivel de confianza: si un intervalo tiene nivel 1—q,
sabemos que eso significa que para el (1—«)100% de los intervalos construidos a partir de muestras
de tamano n, el parametro estara en el intervalo; cuando seleccionamos una muestra, existe por tanto
probabilidad 1—« de elegir una de estas muestras ”buenas”, de forma que si determinado valor no estéa
en el intervalo, parece poco creible que pudiera ser el valor del pardmetro, mientras que si lo estd, es
admisible que sea el valor del pardmetro. La forma de expresar lo anterior no es casual y esta llena de
matices: no tiene el mismo significado "no ser creible” que ”ser admisible”.

Respecto de los ejemplos citados, si quiero decidir si es posible, por ejemplo que las medias de dos
variables sean iguales, construiria el intervalo de confianza para la diferencia de medias y si el 0
estuviera en él, concluiria que la igualdad es posible, mientras que si no esta concluiria que las medias
son diferentes. De la misma forma, si quiero decidir si es posible que las varianzas de dos variables
sean iguales, construiria el intervalo de confianza para el cociente de varianzas y si el 1 estuviera en él,

concluiria que la igualdad es posible, mientras que si no esta concluiria que las varianzas son diferentes.

Se procede igual con los otros ejemplos.

2. Determinacion del tamafio muestral para garantizar una precisién en la estimacién de un parametro.

La precisiéon de un intervalo simétrico consideramos que es la semilongitud del mismo; para intervalos
no simétricos, se considera la longitud del intervalo. En ocasiones se puede determinar qué tamano de
muestra minimo es necesario para garantizar que la precisién del intervalo es un valor prefijado. Por
ejemplo, si X es una variable con distribucién N(u, o), con o conocido, y queremos que la precisién
del intervalo sea e, basta despejar n en la desigualdad:
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(Recordad que el intervalo para p en este caso tiene la forma: X - Z1-g ﬁ
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