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Capitulo 1

Preliminares

En este primer apartado trataremos de hacer una introducciéon con conceptos muy
bésicos de algebras no necesariamente asociativas. Asi, los conceptos de algebra, subalgebra,
ideales, cocientes, propiedad universal del mismo, tablas de multiplicar y otros, seran los
que nos sirvan para adentrarnos en futuros capitulos de mayor profundida.

1.1. La categoria de las algebras sobre un cuerpo

A lo largo de este libro trabajaremos con algebras sobre cuerpos. El concepto de cuerpo
hay que entenderlo en el sentido de anillo asociativo y conmutativo con unidad en el que
todo elemento no nulo posee inverso. Asi consideraremos un cuerpo fijo F' y definiremos
una F-dlgebra como un espacio vectorial A sobre F' provisto de una aplicacion bilineal

(lamado producto)
AxA— A

que asigna a cada pareja de elementos (a,b) € A x A un nuevo elemento de A (denominado
producto de a y b) que serd denotado normalmente mediante la simple yuxtaposicion ab
de dichos elementos. El sentido que tiene la bilinealidad de la operacion es desde luego
que debe ser distributiva a derecha y a izquierda respecto a la suma, y que los escalares se
comportan del siguiente modo

A(ab) = (Aa)b = a(Ab),Va,b € A,V € F.

Si A es una F-algebra , lo mismo podemos decir del algebra opuesta A°P cuyo espacio
vectorial subyacente es el mismo que el de A pero cuyo producto esta dado por la operacion
a - b := ba para cualesquiera a,b € A. Si A y B son F-algebras, una aplicacion lineal
f A — B entre los espacios vectoriales subyacentes se dird que es un homomorfismo de
F-algebras cuando f(ab) = f(a)f(b) para cualesquiera a,b € A. El conjunto de todos los
homomorfismos de F-algebras de A en B se denotara por homg(A, B). Los homomorfismos
sobreyectivos se llaman epimorfismos y los inyectivos monomorfismos. Los que son a la vez
monomorfismo y epimorfismo se llaman isomorfismos. Para denotar que dos algebras A y
B son isomorfas utilizaremos la notacion A = B. Los homomorfismos de una F-algebra en
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sf misma se llamaran endomorfismos y utilizaremos la notacion Endp(A) := homp(A, A).
Los isomorfismos de un algebra en si misma se llamaran automorfismos. Al conjunto de
todos ellos lo denotaremos por Autg(A).

Diremos que B es una subdlgebra de la F-algebra A cuando B es un subespacio tal que
las operaciones de A restringidas a B, dotan a esta de una estructura de F-algebra. En
este caso la inclusion ¢ : B — A es un homomorfismo de F-dlgebras. Un subespacio I de
una F-algebra A diremos que es un ideal por la izquierda cuando Va € A, Vx € I, se tiene
ax € I (usaremos la notacion I <; A). Diremos que [ es un ideal por la derecha cuando es
un ideal por la izquierda del algebra opuesta. En este caso usaremos la notacion I <z A.
Diremos que [ es un ideal bildtero (o simplemente un ideal) de A cuando es un ideal por
ambos lados. Esto lo denotaremos mediante [ < A.

Dado un homomorfismo de F-algebras f : A — B se define el nucleo de f (denotado
ker(f)) como el conjunto de elementos cuya imagen por f es nula. Es trivial comprobar
que ker(f) es un ideal de A.

Cuando [ es un ideal de la F-algebra A podemos considerar el espacio vectorial cociente
A/I. Sus elementos son las clases de equivalencia de elementos a € A. Denotaremos la clase
de equivalencia de a € A mediante [a]. Sabemos que dicha clase consiste en el conjunto de
todos los elementos de A que se relacionan con a. El espacio cociente A/I es por lo tanto
A/l :={]a] : a € A}. Este espacio lo podemos convertir en una F-algebra definiendo el
producto de clases mediante:

la][t] := [ab)] (L1)

La buena definicion de esta operacion es algo que queda como ejercicio al lector (se plantea
en el problema 6). Esta estructura de algebra definida en A/I es lo que llamaremos el
algebra cociente de A por el ideal I. Dicha algebra cociente tiene una propiedad universal
para describir la cual necesitaremos la definicion de la proyeccién canoénica p : A — A/I
que asocia a cada elemento de A, su clase de equivalencia. Es decir, para cada a € A
se tiene p(a) = [a]. Se demuestra sin dificultad que p es un epimorfismo de &lgebras y
que para cada homomorfismos de F-algebras f : A — B tal que I C ker(f), existe un
tnico homomorfismo de F-élgebras F' : A/I — B haciendo conmutativo el diagrama:

A—L2—= AT

f -

y
B

es decir, tal que F'op = f. La demostracion de esta propiedad se pide en el problema 7.

1.2. Constantes de estructura, tablas de multiplicar

Supongamos en esta seccion que A es una F-algebra de dimension finita y fijemos una
base B = {ey,...,e,} de A. Entonces el producto de cualesquiera dos elementos e; y e; de
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A serd una combinacioén lineal de los elementos de B:
n
€i€; = Z Fijkek, (ka € F)
k=1

Los escalares I';;;, se llaman constantes de estructura del algebra relativas a B. Conocidos
estos escalares podemos hacer virtualmente cualquier célculo en A. Si tomamos dos ele-
mentos cualesquiera a,b € Ay lo expresamos como combinacion lineal de los elementos de
la base a =}, \ie;, b= ), jije;, entonces

ab = (Z Aiei)( Z 115€5) = Z Aiftjeie; = 2}; AiftiLijrer,
7 J 1) )

y por lo tanto conocidas las constantes de estructura podemos multiplicar elementos cua-
lesquiera del algebra.
A veces se arregla el producto de elementos basicos en forma de tabla de doble entrada:

61 ... 6] . e en
€1
€; Ek Fijkek:
€n

donde se escribe en el lugar (4, j) de la table el producto e;e;. Veamos algin ejemplo de
interés. Vamos a introducir primero lo que se llama en la literatura matematica la funcion
antisimétrica de orden tres. Tomemos el conjunto I = {1,2,3} y la funcion

e: I xIxI—{01}
tal que (i, 7, k) — €;; de modo que
Eijk = _€jik = _ekji = _Gik:j7 siendo €123 = 1.

A partir de la definicién de € se deduce que €;;; = €;i; = € = 0. Pues bien, habiendo
definido la funcién €, definamos ahora una estructura de R-algebra cuyo espacio vectorial
subyacente sea R*. Tomemos por ejemplo la base canonica

eo = (1,0,0,0),e; = (0,1,0,0),e2 = (0,0,1,0),e3 = (0,0,0,1).
Definamos una estructura de R-algebra en R* mediante las relaciones
€p0€; = €;,€0 = €, (Z = 07 1, 2,3),

3
eiej = —0;j€0 + Zﬁijkeka (1,7 € {1,2,3})
k=1
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donde ¢;; es la delta de Kronecker. De este modo tenemos definida una estructura de R-
algebra, habiendo dado las constantes de estructura del algebra. Si ahora nos molestamos
en determinar los productos de los elementos bésicos tenemos la table de multiplicar del
algebra respecto a la base canoénica:

€o €1 €2 €3
€o | €0 €1 €2 €3
€1 €1 —€0 €3 —€9 |
€2 | €2 | —€3 | —€p €1
€3 | €3 €2 —€1 | —€o

Este algebra recibe el nombre de dlgebra de cuaterniones reales de division. Se suele deno-
tar por H. En capitulos que estan por venir la definiremos de una forma més intrinseca.
Por ahora, podemos conformarnos con comprobar que este dlgebra tiene alguna de las
propiedades que le dan su nombre. Por ejemplo H es un dlgebra de division. Esto quiere
decir que todo elemento no nulo posee inverso: Vax € H, dy € H tal que xy = yxr = 1. Para
demostrar esto usaremos la identificacion natural que se suele hacer en toda algebra con
unidad, del cuerpo base con los miltiplos escalares de la unidad del algebra. En nuestro
caso identificaremos el cuerpo base R con Re, (multiplos escalares de la unidad) medi-
ante la aplicacion r — reg. Ahora definiremos la involucion estandar también conocida
como involucién de Cayley como la aplicacion n : H — H tal que x — = donde para
T = xpeg + T1e1 + Toes + x3€3, se define T := xgeg — xr1€1 — Ty — T3€3. Se comprueba
que esta aplicacion es lineal y verifica Ty = gz y & = x para todos =,y € H (este es el
objeto del problema 11). Ahora es facil comprobar que para cada cuaternion x € H se
tiene xx € Rey por lo cual podemos definir una aplicacion llamada norma cuaternionica
n: H — R tal que xz = n(x)ey para cada cuaternion z. Si calculamos zZ encontraremos
que para T = Tgey + T1€1 + Taey + Tzez se tiene T = (x3 + 7 + x5 + x3)ep por lo que la
norma de x es n(z) = Z?:o x;2, es decir, coincide con el cuadrado de la norma euclidea.
Este hecho lo podemos escribir de la forma n(z) = 7 = ||z||. Esto implica que si x # 0
x

entonces n(x) # 0. En ese caso 27 = n(z)eq o bien T = 1. Andlogamente se demostraria

que @x = 1 y por lo tanto todo = # 0 es inversible con inverso ! = % Asi el algebra
e

H es de division. Otra propiedad a destacar de H es que es un algebra asociativa.

Teorema 1 Sea A una F-dlgebra con una base B = {e; : i € I}. Entonces A es asociativa
si (e;ej)ex = e;(ejer) para cualesquiera i,j,k € I.

Dem. Si el dlgebra es asociativa, entonces necesariamente se tiene la condiciéon del enunciado
del teorema. Supongamos ahora que se satisface tal condiciéon y veamos que el algebra es
asociativa: Sean a, b, c € A tales que se expresan como combinacién lineal de los elementos

de B en la forma
azz/\iei, b= Z,ujej, c= nykek.
i j k

Entonces ab =}, A\ipje;e; mientras que

(ab)e = (D> Nipgeie;) Y wer = > Nipleie;)er = > Nipgpei(ejex)

ijk ijk
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= Z Aiei( Z pivkeser) = a(be),
i ik

lo que demuestra la asociatividad del 4lgebra. B
Ahora la asociatividad de H se comprueba directamente sobre los elementos de la base.

1.3. Problemas

Problema 1 En el espacio euclideo R® demuéstrese que una base {ey, ez, e3} tiene ori-
entacion positiva si y solo si e3 = ey A ey donde A denota el producto vectorial de R3.
Sugerencia: recuérdese que una base es positiva cuando la matriz del cambio de esa base a
la canonica, tiene determinante positivo.

Problema 2 Sea (, ) el producto escalar euclideo de R3. Una isometria f de R® es un
isomorfismo lineal tal que (f(x), f(y)) = (x,y) para todos x,y € R3. El grupo de todas ellas
con la composicion se denota por O(3). Se dice que una isometria es propia si transforma
una base positiva en otra base positiva. Demuestra que el conjunto de las isometrias propias
de O(3) es un subgrupo normal (que se denotard por SO(3) en lo sucesivo).

Problema 3 Demuéstrese que para una F-dlgebra A, el conjunto Autp(A) es un grupo
para la composicion de automorfismos.

Problema 4 Considérese el dlgebra H de los cuaterniones reales de division. Fijemos la
base candnica {1,1,7,k} de dicha dlgebra. Sea W el subespacio tridimensional generado por
1, 7 y k. Se tiene entonces la descomposicion H = R1 & W de modo que todo cuaternion q
se puede escribir de la forma g = X +w con A € R y w € W. Si identificamos W con R3
de denotemos por (z,y) el producto escalar euclideo y por x Ny el producto vectorial de W .
Demuéstrese que el producto de dos cuaterniones qi,q2 € H con ¢; = N1 +w; (i =1,2) es
precisamente:
qi1q2 = [)\1)\2 — (U}l, wg)]l + ()\111)2 + )\le + wi; A wg).

Sea q un cuaternion q € H, ¢ € R1. Demuéstrese que ¢> € R1 si y sélo si g € W.

Problema 5 Sea f € Aut(H) y consideremos en H la base candnica {1,1i,j,k}. Sea W el
subespacio de H generado por los vectores del conjunto {i,7,k} (identificado con el espacio
euclideo R?). Demuéstrese:

1. Que f(W)=W.
2. Que f es una isometria del espacio euclideo R* subyacente a H.
3. Que para cualesquiera w,w' € W se tiene f(w Aw') = f(w) A f(w')

Concluyase que flw es un elemento del grupo SO(3). Reciprocamente si partimos de g €
SO(3), entonces la aplicacion de H en H tal que A1 + w — Al + g(w) para cualesquiera
AeER, weW esun automorfismo de H. Concliyase que Aut(H) = SO(3).
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Problema 6 Demuéstrese que el producto de clases de equivalencia dado en 1.1 estd bien
definido.

Problema 7 Demuéstrese la propiedad universal del dlgebra cociente enunciada en este
capitulo.

Problema 8 Supdngase que f : A — B es un epimorfismo de F-dlgebras. Demuéstrese
que para cada ideal I 4 A se tiene un epimorfismo de F-dlgebras A/I — B/f(I) tal que
la] — [f(a)] (hemos denotado las clases de equivalencia de tanto de A/I como de B/ f(I)
del mismo modo: usando corchetes).

Problema 9 Demuéstrese el primer teorema de isomorfia para las F'-dlgebras: si f : A —
B es un homomorfismo, entonces A/ ker(f) = im(f) (imagen de f).

Problema 10 Demuestra que si I,J <A con I C J entonces

J/I< A/l y ademds %/—I] =~ A/J.

Problema 11 Compruébese que la involucion estandar de H es lineal y verifica las propiedades
Ty = yT y T = x para cualesquiera x,y € H.

Problema 12 Demuéstrese que para cada cuaternion x € H se tiene xx € Req. Jus-
tifiquese que podemos definir una aplicacion llamada norma cuaternionica n : H — R tal
que T = n(x)ey para cada cuaternion .

Problema 13 Demuéstrese que H es un dlgebra asociativa.



Capitulo 2

Algebras asociativas

En este capitulo vamos a explicar en forma breve la estructura de las algebras asociativas
simples y de dimension finita sobre un cuerpo. La técnica que se utilizara esta basada en
la existencia de suficientes idempotentes asi como en la descomposicion de Peirce y sus
propiedades.

2.1. Algebras asociativas.

Recordemos que un &lgebra A (no necesariamente asociativa) se dice simple cuando
A? £ ( y los tinicos ideales de A son 0 y A. La teorfa de estructura de las algebras asocia-
tivas simples de dimension finita tiene tu piedra angular en la existencia de idempotentes
no nulos. Para empezar a capturar tales elementos observaremos en primer lugar que se
pueden detectar idempotentes en los ideales minimales por un lado, siempre que no sean
de cuadrado nulo.

Lema 1 Sea U una K-dlgebra (K un cuerpo) y J ideal derecho minimal de U. Entonces
J? = {0} 6 existe un idempotente e € J no nulo tal que J = eU. (igualmente se puede
demostrar para ideales a izquierda).

Dem. Si J? # {0}, existe b € J tal que bJ # {0} por tanto J = bJ. Sea I := {z € U :
bx = 0}, entonces I es un ideal derecho de U. Si I N J # {0}, se llega a J C I luego
bJ = {0} una contradiccion. Por tanto I N J = {0}, como bJ = J existe e € J tal que
be = b (necesariamente e # 0). Entonces be? = be luego e* — e € I N J por tanto e es un
idempotente no nulo. Como {0} # eU C J se tiene eU = J por minimalidad de J. B

Corolario 1 En un dlgebra finito-dimensional simple U (sobre un cuerpo K ), cada ideal
derecho no nulo posee un idempotente no nulo. (idem para ideales a izquierda).

Dem. Sea K un ideal derecho no nulo de U. Existe un ideal derecho minimal J de U
contenido en K. Veamos que J? # {0} : por ser U simple se tiene Rann(U) := {z € U :
Uz ={0}} y Lann(U) :={x € U : U = {0} } son ambos nulos, entonces no puede tenerse

11
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UJ = {0}. Por consiguiente U.J es un ideal de U no nulo luego coincide con U. Entonces
si J? fuese nulo se tendria U = UJ = UJ? = {0} una contradicciéon. Ahora aplicamos el
lema previo y tenemos un idempotente no nulo en J luego en K.1

Lema 2 Sea A una K-dlgebra (K un cuerpo) finito - dimensional simple y e € A un
idempotente mazimal (es decir que no existe otro idempotente no nulo de A, ortogonal a
e). Entonces ex = xe = x para todo x € A, es decir A es una K-dlgebra con unidad, siendo
e la unidad.

Dem. Descompongamos A en la forma A = Ay @ A; donde A; := {z € A : ex = iz}
con ¢ = 0,1. Se tiene que Aj es un ideal derecho de A. Hay que analizar dos casos : que
Ay = {0} y que Ay # {0}. Analicemos la posibilidad Ay # {0}; como Ay es un ideal derecho
de A, tenemos un idempotente f # 0 en Ay. Por tanto ef = 0, descompongamos A, en la
forma Ay = Ay & A1 donde Ay; :={z € Ay : ze =iz} (i =0,1). Como f € Ay, tenemos
f = foo + for con fo; € Ag;. Ahora f = f* = (foo + for)* = foo + fo1 + foofor + forfoo-
Pero f3 = foiefor = 0 y por un razonamiento analogo fo; foo = 0, por tanto de igualar f
con f? se obtiene foo + for = f& + foofor es decir foo es un idempotente y for = foofor-
Entonces fpp es un idempotente ortogonal a e y por maximalidad de este, foo = 0 pero
entonces fyp; = 0 lo que nos lleva a la contradiccion de que f = 0. En consecuencia, se tiene
que necesariamente Ag = {0} por tanto tenemos ex = x para todo x € A. Descomponemos
A=By® By con B;:={x € A:ze=izx} coni=0,1. 81 By# {0}, como By es un ideal
a la izquierda no nulo de A, tenemos un idempotente no nulo u € By. Se tiene entonces
eu =uy ue =0, luego u = u®> = ueu = 0, contradicciéon. Por tanto By = {0} y entonces
A = B es decir xe = x para todoz € A. B

Definicion 1 Un idempotente no nulo e de una K-dlgebra asociativa diremos que es irre-
ducible cuando no se puede expresar como suma de idempotentes ortogonales no nulos.

Lema 3 Si e es un idempotente irreducible de una K-dlgebra A finito-dimensional y sim-
ple, entonces el ideal derecho eA es minimal (idem para el ideal izquierdo Ae).

Dem. Si [ es un ideal a derecha no nulo de A con I C eA, tenemos un idempotente no nulo
u € I. Entonces eu = u por pertenecer u a eA. Por otro lado (ue)? = u(eu)e = ue? = ue
luego ue es un idempotente. También e —ue lo es ya que (e —ue)? = e+ (ue)? —eue —uce =
e+ ue —ue —ue = e — ue. Ademés ue y e — ue son ortogonales : ue(e — ue) = ue — ue = 0,
(e — ue)ue = eue — ue = ue — ue = 0. Como e es irreducible, ue = 0 6 e = ue. La primera
posibilidad no puede darse porque u = eu y u = u? = eueu, si ue fuese nulo, lo seria u. En
cuanto a la segunda posibilidad, e = ue implica que e € I luego eA = 1.1

Lema 4 Sea e un idempotente de una K-dlgebra A simple. Entonces se tiene la equiva-
lencia de las tres siguientes afirmaciones :

a) eA es un ideal derecho minimal de A.
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b) Ae es un ideal izquierdo minimal de A.
c) eAe es una K-dlgebra de division ( como subdlgebra de A).

Dem. Demostraremos que a) es equivalente a c¢), y por la simetria de los razonamientos
se sigue la equivalencia de b) con c¢). Si eA es ideal derecho minimal de A, sea ere un
elemento arbitrario no nulo de eAe, vamos a demostrar que tiene inverso en eAe. Como
exeA es un ideal derecho de A no nulo (recordemos que Lann(A) = {0}), y ezeA C eA se
tiene la igualdad exeA = eA, por tanto existe y € A tal que exey = e, luego exeye = e es
decir (eze)(eye) = e. Hemos visto que exe tiene inverso por la derecha. Como eye es no
nulo, existe un z € A tal que (eye)(eze) = e. De aqui se sigue sin dificultad que exe = eze
luego exe es inversible. Supongamos ahora que eAe es una K-élgebra de division como
subélgebra de A. Vamos a ver que eA es un ideal derecho minimal de A. Sea I un ideal
derecho no nulo de A contenido en eA. No puede ocurrir /e = 0 pues en este caso como
A = AI se tendria Ae = 0. Por tanto existe € I tal que xe es no nulo. Como z € I C eA
se tiene x = ex luego exe es no nulo. Dado que eAe es de division, existe y € A tal que
exeye = e, es decir e € exA C IAC I luegoeA=1. 1

Lema 5 Sea A una K-dlgebra finito-dimensional simple (K un cuerpo), entonces la unidad
1 de A es suma de una familia ortogonal de idempotentes irreducibles.

Dem. La unidad es un idempotente, si es irreducible, no hay nada que demostrar. En caso
contrario expresemos la unidad como una suma 1 = e; +...+ e, de idempotentes no nulos
ortogonales dos a dos, con n maximo (la finito-dimensionalidad de A implica que n esta
acotado). Veamos ahora que cada idempotente e; es irreducible. Si un idempotente dado e;
no es irreducible, e; = u+w donde u y w son idempotentes ortogonales no nulos. Entonces
se tiene una familia {e;,...,e;_1,u,w,€;41,...,e,} ortogonal de idempotentes de cardinal
n + 1 contradiciendo le caracter de méximo que tiene n.H

Teorema 2 Sea A un dlgebra finito-dimensional simple sobre un cuerpo K. Entonces ex-
iste una K-dlgebra de division finito-dimensional D tal que A es isomorfa al dlgebra de
matrices cuadradas M, (D) con coeficientes en D.

Dem. Expresemos la unidad como suma de una familia ortogonal de idempotentes irre-
ducibles 1 = e; + ...+ e,. Hagamos la descomposiciéon de Peirce de A con relacién a dicha
familia, es decir expresemos A en la forma

A:éAij

donde A;; = e;Ae; para cualesquiera ¢,7 = 1,...,n. Por los resultados anteriores sabemos
que cada e;Ae; es una K-algebra de division al ser e; un idempotente irreducible (ademés
dimg (e;Ae;) < dimg(A) < oo ). Sea x un elemento no nulo de un A,;;, vamos a demostrar
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que existe un y € Aj; tal que 2y = e; y yr = e;. En efecto A es un ideal derecho no nulo
de A y esta contenido en e; A luego coincide con e; A, entonces existe z € A tal que zz = ¢;
pero e; = vz = we;z y multiplicando a derecha por e; se obtiene e; = xe;ze;. Si definimos
y := ejze; tenemos un elemento de Aj; tal que zy = e,. Para demostrar que yz = e;
multipliquemos la igualdad zy = e; por x a la derecha y tenemos zyr = e;x = = xe; luego
z(yr —ej) = 0. Como Az = Ae; resulta que Ae;(yzr —e;) = {0} es decir A(yz —e;) = {0}
luego yz — e; € Rann(A) = {0} es decir yz = e;. A partir de lo anterior es facil ver que
la aplicacion ¢ : A; — Aj; dada por ¢(z) := yzz es un isomorfismo de K-algebras de
division. En efecto se tiene por ejemplo que es homomorfismo de K-algebras pues

O(2121) = Yz1220 = Yz1€;200 = yz12Yy22x = ¢(21)P(22).

Ademas, si ¢(z) = 0 se tiene yzx = 0, yzzy = 0 por tanto yze; = yz = 0 luego zyz = 0,
es decir e;z = z = 0 por tanto ¢ es un monomorfismo. Para ver que ¢ es un epimorfismo
sea t € A;; arbitrario, entonces t = e;jte; = (yx)t(yx) = y(xty)r = ¢(rty). Vamos ahora a
fijar e;, entonces para cada ¢ = 1,...,n existe un elemento ey; € Ay; y otro e;1 € A;; tal
que ej;e;1 = €1y e;1€e1; = €;. Definamos ahora los elementos e;; := e;1€1; para cualesquiera
1,j. Se tiene trivialmente que e;; = e; para cada i. Ademas

€ijCik = €41€15€51€1 = €41€11€1k = €41€1€1 = €;1€1k = €k
para cualesquiera i, j, k. Tambien es facil ver que si j # k entonces e;jey = 0. Definamos
ahora la familia de aplicaciones K-lineales ¢;; : A;; — Aj; dadas por ¢;j(z) := ej;zej; (con
i,7=1,...,n). Se demuestra como antes que cada @;; es un isomorfismo de K-algebras y

que si ¢ # j, @;; es un isomorfismo de K-espacios vectoriales. Se comprueban sin dificultad
las relaciones :

@i (Tinyns) = i) orj (Yr))
para cualesquiera ¢,7,k y zi € Ay, yrj € Ag;. Denotemos por D a Aj;; que es una
K-algebra de divisién y de dimensioén finita como vimos antes. Por ultimo definamos la
aplicacion ¢ : A — M, (D) dada por

D ai e (i)
i

Es ahora un sencillo ejercicio el demostrar que ¢ es un isomorfismo de K-algebras con
unidad como queriamos demostrar.

2.2. Problemas

Sumas de cuatro cuadrados.

Esta relacion de problemas esta dedicada a las aplicaciones de los cuaterniones enteros
(para ampliar conocimientos puede consultarse la referencia [1]). Sea H el algebra de cu-
aterniones reales de divisiéon y D el conjunto de todos los cuaterniones enteros, es decir, el
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conjunto formado por los A\g + A7 + A\gj + A3k tales que o bien todos los \; son enteros,

o bien todos ellos son de la forma %TH En los problemas sucesivos se pide demostrar que
Z se puede considerar un subanillo de D. Supondremos pues de ahora en adelante que 7Z

esté contenido en D.

Problema 14 Demuéstrese que D es un anillo no conmutativo que contiene una copia de
Z (un subanillo isomorfo a Z).

Problema 15 Demuéstrese que para cada cuaternion g € D, su norma N(q) es un entero.
Recordemos que las "unidades’ de un anillo son por definicion los elementos inversibles
del mismo. Demuéstrese que o € D es una unidad si y solo si N(a) = 1. Calcilense
explicitamente las unidades de D.

Problema 16 Sea o € D tal que sus coordenadas respecto a la base {1,i,j,k} no son
enteras, demuéstrese que o = (3 + v donde los coeficientes de (3 son pares, y v = %(:I:l +
i+ j+ k). Demuéstrese que a7y es un asociado de o que tiene coordenadas enteras.

Problema 17 Supongase conocido el resultado segin el cual para todo primo p € Z, dicho
elemento nunca es primo visto como elemento de D (véase [1]). A partir de este resultado,
demuéstrese que p es suma de cuatro cuadrados (se debe entender que es suma de cuatro
cuadrados en 7,):

1. Como p = wxy para dos no-unidades x,y € D, se tiene p* = N(p) = N(z)N(y).
Deducir que p = N(z) = N(y).

2. Demuéstrese que en la descomposicion anterior p = xy, alguno de los elementos x o
y pueden elegirse con coordenadas enteras.

3. Como p = N(z) = N(y) se tiene trivialmente que p es suma de cuatro cuadrados en

Z.

4. Demuéstrese que en Z, todo elemento es suma de cuatro cuadrados. Para ello se
puede usar la formula N(zy) = N(x)N(y) que se puede interpretar en D diciendo
que la multiplicacion es operacion interna en el conjunto de todas las sumas de cuatro
cuadrados.

Un plano no pappiano.

Para esta seccion puede consultarse la referencia [4]. Se define un plano afin como una
pareja (II, A) donde II es un conjunto cuyos elementos llamaremos 'puntos’ y A una familia
de partes de I (a cada una de las cuales llamaremos 'recta’) tales que:

1. Para cada par de puntos P, @ € II distintos, existe una tnica recta r € A tal que

PQer.
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2. Dada una recta [ y un punto P que no pertenezca a [ existe una tinica recta que pasa
por P y tiene intersecciéon vacia con [.

3. Existen tres puntos no alineados (es decir, no contenidos los tres en una recta).

Problema 18 Pruébese que si D es un anillo de division, entonces definiendo Il = D x D
y A como el conjunto de ’rectas’

raped = {(z,y) € D X D: (2,y) = (a,0) + Ac, d)}

con (a,b),(c,d) € D x D,(siendo (¢,d) no nulo), X € D, entonces la pareja (I, A) es un
plano afin en el sentido de la definicion anterior.

Un plano afin (I, A) se dice que satisface la propiedad de Pappus si dadas dos rectas
[,I! € A diferentes, tres puntos A, B,C' € [ — ', otros tres A", B’,C" € I' — [, entonces
los puntos P := AB'NA'B, Q = AC'NA'C, y R = BC'N B'C (en caso de existir) son

colineales.

Problema 19 Demuéstrese que el plano afin definido como en el problema anterior toman-
do en vez de un anillo de division, un cuerpo (por tanto conmutativo), es un plano que
satisface la propiedad de Pappus.

Problema 20 Demuéstrese que el plano afin que se obtiene tomando D = H en el prob-
lema 18 es un plano afin que no satisface la propiedad de Pappus.



Capitulo 3

Algebras libres

En este capitulo definiremos algunos tipos de algebras no asociativas (las mas usuales e
importantes: dlgebras alternativas, de Lie y Jordan), y daremos un método para construir
ciertos tipos de tales algebras, que tienen determinadas propiedades universales.

3.1. Definiciones previas

Hemos introducido ya la nocién de algebra sobre un cuerpo. En realidad la restriccion
de considerar algebras sobre cuerpos es innecesaria e este nivel conceptual. Podriamos
definir algebras sobre anillos conmutativos y unitarios del mismo modo: si K es un anillo
conmutativo y unitario, por una K-dlgebra entendemos un K-modulo A provisto de una
aplicacion (producto) A x A — A que es bilineal en el sentido de que el producto es
distributivo a derecha y a izquierda respecto a la suma, y (ka)a’ = a(ka’) = k(aa’) para
cualesquiera elementos a,a’ € A, k € K. Un tipo particular de K-algebra se tiene cuando K
es un cuerpo. En este caso A tiene una estructura subyacente de K-espacio vectorial (dado
que es por definicion un K-moédulo). Este hecho implica la posibilidad de emplear métodos
propios del algebra lineal en la teoria de &lgebras no asociativas. Nosotros nos adherimos
desde este momento a ese punto de vista y trabajaremos en lo sucesivo con algebras sobre
cuerpos. Evidentemente en la definicién de algebra no se ha exigido en ningtin momento el
cumplimiento de la propiedad asociativa. La definicion dada arriba es general y so6lo en el
caso particular de que se satisfaga

Va,b,c € A, (ab)c = a(bc),

hablaremos de dlgebra asociativa. Una clase algo mas general de algebras, es la dada por
las dlgebras alternativas. Estas, son aquellas en las que se satisfacen las identidades:

Ya,b € A, a*b = a(ab), ba? = (ba)a.

Evidentemente toda algebra asociativa es alternativa. Para ser coherentes con el método
matematico, ahora deberiamos probar que existen algebras alternativas no asociativas.

17
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Esto se puede demostrar exhibiendo algin ejemplo de tales algebras. Para ello podriamos
pasar a explicar algebras de composicion hasta llegar a las algebras de Cayley. Sin embargo
retrasaremos este aspecto hasta algo mas tarde ya que podemos utilizar la herramienta de
las algebras libres para exhibir los ejemplos que buscamos. Otros ejemplos de algebras no
asociativas son las algebras de Lie que son aquellas que satisfacen las identidades:

1. a®> = 0, implicando la anticonmutatividad,
2. (ab)e + (bc)a + (ca)b = 0, (Identidad de Jacobi),

para cualesquiera elementos a, b, c € A. Toda algebra asociativa A proporciona un ejemplo
de algebra de Lie (denotada A~) sin més que cambiar el producto de A por el nuevo
producto que vamos a denotar en forma de corchete: A x A — A tal que (a,a’) — [a,d'] :=
aa’ — a’a. Este algebra A~ se llamara en lo sucesivo, el algebra antisimetrizada de A. Mas
tarde volveremos sobre esta definicion ya que el proceso de antisimetrizacion de un algebra
no es exclusivo para las algebras asociativas. Tendremos ocasion de aplicarlo también a
las algebras alternativas bajo ciertas condiciones especialmente provechosas. Citemos a
continuacion las dlgebras de Jordan. Para mantenernos en un nivel elemental consideremos
en todo lo que queda hasta la seccion siguiente, un cuerpo K de caracteristica distinta de
dos. Diremos que una K-algebra A es de Jordan si:

1. ab = ba, es decir se trata de un algebra conmutativa, y
2. a*(ba) = (a*b)a,

para cualesquiera a,b € A. Si A es un algebra asociativa y conmutativa, entonces es de
Jordan evidentemente. Otros ejemplos son las dlgebras simetrizadas de algebras asociativas.
Asi, si A es asociativa y definimos en el espacio vectorial subyacente a A el nuevo producto

a-b:= 3(ab+ ba), obtenemos un élgebra de Jordan denotada A* y llamada simetrizada
de A.

3.2. Algebras libres.

Sea K un cuerpo fijado y X un conjunto no vacio. Queremos construir una K-algebra
U(X) generada por X en el sentido de que los elementos de dicha algebra sean combi-
naciones lineales de productos de elementos de X. Pretendemos ademas que exista una
inyeccion canonica i de X en U(X) y que cuando tengamos una aplicacion ¢ de X en otra
K-élgebra A, se tenga automaticamente la existencia de un homomorfismo de K-algebras
F :U(X) — A tal que F oi = . Intuitivamente hablando los elementos de U(X) son
expresiones formales en los elementos del conjunto X. Podemos entender que X es un
conjunto de indeterminadas y asi los elementos de U (X)) seran expresiones formales en las
indeterminadas de X. Ademas también se podréa evaluar dichas expresiones formales en
otra K-algebra cualquiera A asignando a las indeterminadas de X valores concretos de A
(esto es lo que hace la funcion ¢). Entonces la aplicacion de evaluacion F' que sustituye
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en cualquier expresion formal de U(X), las indeterminadas, por los valores dados por ¢,
es un homomorfismo de K-algebras. Para construir una K-algebra con estas propiedades
tenemos que definir el concepto de palabra no asociativa en las indeterminadas del conjunto
X. Las palabras se definen en funcion de lo que se llama el nivel de las mismas. Definimos
el conjunto W; de palabras no asociativas de nivel uno en las indeterminadas de X como
el propio conjunto X. Definimos ahora el conjunto W5 de palabras no asociativas de nivel
dos como el conjunto de todas las aplicaciones w : {1,2} — X. Asi por ejemplo si tenemos
dos elementos z;,z; € X, la aplicacion tal que

1— 2 x;

serd denotada por z;z;, identificando la aplicacién con la lista ordenada proporcionada por
las imagenes. Para definir las palabras no asociativas de nivel tres tenemos que ampliar
el conjunto X con dos elementos nuevos no pertenecientes a él. Podemos suponer que
esos nuevos elementos son ’(’ y ’)’, es decir, apertura y cierre de paréntesis. Entonces una
palabra de nivel tres es una aplicacion

w:{1,2,3,4,5} — X U{(,)}

tal que o bien es de la forma

1 — ZT;
2 —
3 = xj
4 — oz
5 — )

para x;,x;,x € X, o bien es de la forma

U= W N =
11111
B

para x;, x;, rx, € X. En resumen las palabras de nivel tres responden a los modelos x;(z;xy)
o (x;z;)zy. Supongamos entonces definidas las palabras de nivel menor que n y definamos
el conjunto W, de las palabras de nivel n > 3. Dichas palabras se definen como aquellas
que responden a alguno de los modelos:

1. z;(w) con w € W,_1.
2. (w)x; con w € Wy,_;.

3. (w)(w') conwe W;, w' € W,_;, 1 <i<n.
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Por recurrencia tenemos definidos todos los conjuntos W, con n € N. Definimos entonces
el conjunto de las palabras no asociativas en las indeterminadas de X como el conjunto

W = Ups1 W

Consideremos a continuaciéon el K-espacio vectorial libre generado por W. Sus elementos
como se sabe son las combinaciones lineales de elementos de W. Podemos denotar dicho
K-espacio por K(W). Vamos a definir una aplicacion K-bilineal K(W) x K(W) — K(W)
de modo que tendremos dotado a K (W) de una estructura de K-élgebra para el producto
dado por dicha aplicacién bilineal . Basta definir el producto sobre los elementos de una
base de K (W). En consecuencia bastaria definir el producto de los elementos de W'y para
ello podemos volver a emplear induccién sobre el nivel de las palabras. Por ejemplo si
queremos definir el producto de dos palabras de nivel uno, a saber, z; y x; bastard poner
(por definicion)
T Tj = TiTj

resultando una palabra de nivel dos. Si ahora queremos definir el producto de una palabra
de nivel uno, z; por una w de nivel n > 1, bastara definir:

x; - w = x(w)

resultando una palabra de nivel n + 1. De forma analoga se definira el producto de w por
x;. Por tltimo para definir el producto de dos palabras w y w’ de nivel mayor que uno
bastaré escribir

w-w' = (w)(w).

Asi dotamos a K (W) de una estructura de K-algebra, y estd K-algebra resultante va-
mos a denotarla por U(X). La llamaremos la K-dlgebra universal libre con conjunto de
generadores X . Evidentemente la aplicacion X — U(X) de inclusion en una inyeccion.

Teorema 3 Propiedad universal del algebra no asociativa libre. Para cualquier aplicacion
¢ : X — A donde A es una K-dlgebra, existe un tnico homomorfismo de K-dlgebras
F:U(X) — A haciendo conmutativo el diagrama:

X : Ux)

v

A

Dem. Sea w(xy,...,x,) € U(X) una palabra cualquiera de nivel n. Podemos definir F' por
induccién sobre n. Sin = 1, como F' debe verificar F'oi = ¢, obligatoriamente tenemos que
definir F'(z;) = ¢(x;) para todo z; € X = Wj. Para las palabras de nivel dos (todas del tipo
x;x;) la definicién de F' es también obligatoriamente (dado su caracter de homomorfismo
de &lgebras) F'(z;x;) = ¢(z;)p(x;). Supuesto que F' se ha definido para las palabras de
nivel menor que n (siendo n > 3), vamos a definirla para las de nivel n. Sea pues w € W,,.
Entonces si
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1. w=xz;(w') con w € W,_1, se define
F(w) = ¢(x;)F(w).

2. w= (w")z; con w' como antes, se define F(w) = F(w')p(z;).
3. w = (2)(2') siendo z y 2z’ palabras de nivel menor que n, definiremos F(w) =
F(2)F(2).

Se comprueba entonces que F' es el tinico homomorfismo de K-algebras tal que Foi = .l

Hagamos una observacion trivial en este punto: U(X) no es un algebra asociativa. En
efecto los elementos z;(x;zx) y (w;x;)z) son evidentemente distintos. Analogamente, éste
algebra no es alternativa ni de Lie ni Jordan. Por ejemplo U(X) no es conmutativa: los
elementos de nivel dos z;z; y z;z; son diferentes. En consecuencia U(X) no es de Jordan.
Tampoco se tiene z? = ( toda vez que los elementos 7 forman parte de la base de U (X) lo
que les impide ser nulos. Asi U(X) no es de Lie. Sin embargo podemos construir élgebras
libres de cada una de estas clases: asociativas, alternativas, Lie y Jordan. Antes de ello
tenemos que definir lo que entendemos por algebra libre asociativa o alternativa, etc.

El lector puede comprobar sin dificultad que fijado un cuerpo K, y un conjunto no
vacio, podemos definir una categoria NoAssy x cuyos objetos sean las parejas (A, ) tales
que A es una K-algebra cualquiera, y

p: X —A

una aplicacion arbitraria. Dados dos objetos de esta categoria (A, ¢) y (A’, ¢'), diremos que
a es un morfismo de (A4, p) en (A’¢’) para la categoria NoAssx x, si y s6losia: A — A’

es un homomorfismo de K-algebras que hace conmutativo el diagrama
©

X A
1x ey
X — A/
¥

Pues bien, el lector puede comprobar sin dificultad que la propiedad universal de U(X)
demostrada antes no es mas que la afirmacion de que el objeto (U(X),i) de NoAssx
es un objeto inicial en esta categoria. Como todos los objetos iniciales son tinicos salvo
isomorfismo, se entiende que la propiedad universal de U(X) implica su unicidad salvo
isomorfismos.

Supongamos ahora que tenemos la intencion de estudiar algebras asociativas. Podemos
considerar la subcategoria Assy i de NoAssx x formada por aquellos objetos (A4, ¢) tales
que A sea asociativa (los homomorfismos son los mismos). Entonces un objeto inicial para
Assy k (si es que existe) se llamaré la K-algebra asociativa libre con conjunto de gener-
adores X. El hecho de poder hablar de la K-algebra viene como siempre implicado por el
hecho de que (si existe), este algebra es tnica salvo isomorfismos. Vamos a denotar a nues-
tra K-algebra asociativa libre por Ass(X). Si explicitamos las propiedades que queremos
que cumpla tendremos:
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1. Tener una inyeccion canoénica j : X — Ass(X).
2. La de ser una K-algebra generada por j(X).

3. La de que para cualquier aplicacién ¢ : X — A siendo A una K-algebra asociativa,
exista un inico homomorfismo de K-algebras F' : Ass(X) — A haciendo conmutativo
el triangulo:

X d Ass(X)
| F

Hay distintas maneras de construir tales algebras asociativas Ass(X). Podriamos retocar
nuestra construccion de U(X) basada en el concepto de palabra no asociativa. Para ello
habria que definir las palabras de nivel uno y dos exactamente como se hizo en su mo-
mento. Pero al llegar a la definicién de palabras de nivel tres, tendriamos que eliminar los
paréntesis, y asi una palabra de nivel tres seria cualquier aplicaciéon {1,2,3} — X y por
tanto se representarian en la forma z;x;z;. A partir de aqui podriamos seguir definiendo
las palabras de nivel superior en forma obvia. Vamos no obstante a dar una construccion
del algebra Ass(X) que sea més general en el sentido de que cogida la idea nos servira
para definir las algebras alternativas, Lie o Jordan libres con conjunto de generadores X.

En el algebra U(X) tomemos el ideal I generado por los elementos (ab)c — a(bc) con
a,b,c € U(X). Definamos entonces Ass(X) := U(X)/I y comprobemos que este algebra
satisface las propiedades 1-3 enumeradas atrés.

1. Consideremos la aplicacion j : X — Ass(X) definida por j(z) = = + I (clase de
equivalencia de x). Veamos que j es inyectiva. Si j(z) = j(2') para dos elementos
distintos x, 2" € X entonces x — 2’ € I lo que implica que z — x’ es combinacion
lineal de productos tal que alguno de sus factores es del tipo (ab)c — a(bc) (con
a,b,c e U(X)). Sea A = M, (K) donde n > 2. Sea ¢ : X — A tal que

1) Vz # 2/, ¢(z) = 0.

2) p(x) = Eqy, p(2') = Ey siendo Ej; la matriz elemental con un 1 en la fila y
columna i-ésima, y los demas coeficientes nulos.

Entonces existe un homomorfismos de K-algebras F': U(X) — A tal que F oi = .
Como z — 2’ € I se tiene F(x — 2’) = 0 porque  — &’ es un producto donde alguno
de los factores es del tipo (ab)c — a(bc) y A es asociativa. Entonces

0=F(r—a')=F(x) - F(z') = p(x) — p(z') = E11 — Ex
una evidente contradiccion.

2. Como U(X) esta generado por X, evidentemente Ass(X) esté generada por j(X).
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3. Respecto a la propiedad universal del tercer punto de atras, podemos demostrarla
combinando dos propiedades universales:

X - L{(X)—p>A§s(X)

Vo

donde en el tridngulo de la izquierda, la propiedad universal de U(X) implica la
existencia y unicidad del homomorfismo de K-élgebras G tal que G o1 = . Por
otra parte en el tridngulo de la derecha la propiedad universal del algebra cociente
implicaré la existencia del homomorfismo F' siempre que podamos demostrar que el
ideal I esta contenido en el nicleo de GG. Sin embargo esto es evidente toda vez que
I estéa generado por productos de elementos en los que algun factor es (ab)c — a(bc).
Como estos elementos (ab)c — a(bc) pertenecen al nucleo de G (por ser A asociativa),
en definitiva, I C ker(G). Asi se demuestra la existencia de F', la unicidad es por otra
parte facil de demostrar y la dejamos como ejercicio para el lector.

Finalmente nos queda decir que de forma totalmente analoga se construiria el alge-
bra alternativa libre generada por un conjunto no vacio X. Simplemente harfamos el
cociente U(X)/J donde ahora J serfa el ideal de U (X') generado por todos los elemen-
tos a®b — a(ab) y ba® — (ba)a para cualesquiera a,b € U(X). La propiedad universal
que cumplirfa este algebra es evidente de enunciar sin mas que restringir nuestra
atencion a algebras alternativas. Se podria formular dicha &lgebra como un objeto
inicial para determinada categoria cuyos objetos fuesen las parejas (A, ¢) donde A es
una K-algebra alternativa y ¢ : X — A una aplicacion. El algebra alternativa libre
generada por X se suele denotar por Alt(X). También podrian definirse el dlgebra de
Lie libre con conjunto de generadores X denotada por Lie(X) y el algebra de Jordan
libre Jor(X) siguiendo la filosofia descrita en esta seccion.

3.3. Algebras libres con unidad.

Finalmente dedicaremos unas lineas al estudio de las construcciones de élgebras libres
con unidad.

Definicion 2 Dada una K-dlgebra A definimos la unitizada de A (denotada Ay) como:
Ay = A en caso de que A tenga unidad. En el supuesto contrario se define Ay como el
dlgebra cuyo K -espacio vectorial subyacente es Ay := K X A con la suma, el producto por
escalares y el producto siguientes:

(a,a)+ (¢/,d) = (a+ /;a+d),
M(a’a) = (”auua)?
(v,a)(/,d) = (ad,ad" + 'a + ad’),

para cualesquiera o, 'y € K, a,a’ € A.
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El lector puede comprobar que:
1. El elemento (1,0) es la unidad de A; en el supuesto de que A no tenga unidad.

2. La aplicacion A — A; dada por a — (0,a) es un monomorfismo de algebras (otra
vez suponiendo A no unitaria).

Resulta facil demostrar que si f : A — B es un homomorfismo de K-algebras (siendo
A sin unidad) entonces se extiende f de forma tnica a un homomorfismo de K-élgebras
con unidad definiendo f; : A; — By mediante fi(«,a) = al+ f(a). Para construir ahora el

dlgebra universal libre con unidad que denotaremos por U;(X) bastara considerar entonces
la unitizada del algebra universal libre U(X) que es un algebra sin unidad. Veamos que
U;(X) es un objeto inicial en la categoria cuyos objetos son las parejas (A, ¢) donde A es
una K-algebra con unidad y ¢ : X — A una aplicacion, y tal que un morfismo a de (A, ¢)
en (A, ¢'), viene dado por un homomorfismo de K-élgebras con unidad o : A — A’ tal

que haga conmutativo el cuadrado:
%)

X A
1x ey
X — A’
©

Esto es equivalente a demostrar la propiedad universal del algebra libre con unidad
U (X) que dice que si denotamos por j : X — U;(X) la inyecciéon candnica composicion de
las inyecciones i : X — U(z), y U(X) — U1 (X) (tal que z — (0, z)), entonces para cada
aplicacion ¢ : X — A donde A es una K-algebra con unidad, existe un tinico homomorfismo
G de algebras con unidad G : U;(X) — A haciendo conmutativo el tridngulo:

X LUy (X)

Y

La demostracion se apoya en la propiedad universal de ¢ (X) que nos proporcionara un
homomorfismo de K-algebras de U(X) — A y después extenderemos este a las unitizadas
de ambas élgebras para conseguir G : U;(X) — A; = A.

Naturalmente siguiendo la logica de la seccion precedente podemos ahora definir las
algebras asociativas, alternativas, o Jordan libres con unidad. Una de las tareas a investigar
es jqué tipo de indentidades pasan de un élgebra sin unidad A a su unitizada? Por ejemplo
el lector puede comprobar que si A es asociativa, alternativa o de Jordan, entonces A; lo
es. Las propiedades universales que deben satisfacer estas algebras libres deben resultar
evidentes para el lector y no insistiremos més en el tema. Quizds convenga, eso si, decir
que usaremos las notaciones Ass;(X), Alt;(X), y Jor(X).
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3.4. Problemas

Problema 21 Compruébese que si un dlgebra A es asociativa, alternativa o Jordan, en-
tonces su unitazada Ay lo es. ;Qué problema hay con las dlgebras de Lie?

Problema 22 Formalicense las definiciones de dlgebra asociativa (alternativa o de Jor-
dan) libre con unidad.

Problema 23 Demuéstrese que el dlgebra de cuaterniones reales de division H es un co-
ciente del dlgebra asociativa libre con unidad, generada por un conjunto X de cardinal dos.
Describase el ideal I tal que H = Ass;(X)/1.

Indicacion. Un sistema de generadores de H como algebra sobre los reales es el conjunto
{i,j}. Consideremos entonces el conjunto X = {z,y} y la aplicacion ¢ : X — H tal
que x — i, y — j. La propiedad universal del algebra asociativa libre con unidad nos
proporciona la existencia de un tnico homomorfismo de R-algebras F' : Ass;(X) — H
tal que F(x) = i, F(y) = j. El lector debera demostrar que F' es un epimorfismo. En
consecuencia H = Ass;(X)/I donde I := ker(F'). Entre los elementos de I obviamente
figuran las palabras 22 + 1, y* + 1, zy + yx de Ass;(X). El lector debera demostrar que de
hecho I es el ideal generado por estos tres elementos. Para ello podemos definir en principio
I’ como el ideal generado por esos tres elementos

I'=<2>+ 1,9+ 1,2y + yz > .

Obviamente I’ C I. Para demostrar la igualdad observaremos que I no contiene palabras
en x e y de nivel uno (es decir, elementos del tipo ax + Sy con «, 3 € R). Sea entonces
w(z,y) = ax® + fy* + yry + dyz un elemento de nivel dos de I (como siempre las letras
griegas representan escalares) . Demostraremos que w(z,y) € I’ del siguiente modo: dado
que

0= F(w(z,y)) = ai® + B§> +vij + 6ji = —(a+ ) + (y — 0)k

tendremos o = —f3, v = 9. Por tanto
w(z,y) = a(z® —y*) + d(zy +ya) = af(@® + 1) = (y* + )]+ d(xy +ya) € I

Finalmente supongase que todas las palabras de nivel menor que n de I estan en I’ y
demuéstrese para las de nivel n.

Problema 24 Considerando H como el dlgebra H = Ass(X)/I del problema anterior,
demuéstrese la existencia de una unica involucion de H tal que x — T = —x yy — y = —y.
Compruébese que esta involucion satisface las condiciones x + T, xx € R1 para todo x € H
y que definiendo la aplicacion n : H — R como n(x) := 2T, la aplicacion n es una forma
cuadrdtica que admite composicion en el sentido de que es multiplicativa: n(xy) = n(z)n(y),
Vz,y € H.



26 CAPITULO 3. ALGEBRAS LIBRES

Problema 25 Sea €1, (con i,j,k € 3 := {1,2,3}) el tensor totalmente antisimétrico de
orden tres tal que €193 = 1. Esto quiere decir que € es una aplicacion € : 3 x 3 x 3 — R
tal que la imagen de la terna (i, j, k) por € se denota por €, € R. El hecho de que €
es totalmente antisimétrico quiere decir que €, = —€ji = —€xji = —€ik; (lo que implica
que €5 = €j;; = €;5; = 0). Compruébese que el dlgebra H tiene una base {e, e1, €2, €3} con
respecto a la cual, el producto viene dado por la relaciones ege; = e;eq = €;, para todo i, y
e;ej = —0;je0 + 22:1 eijer donde i,j # 0, y d;; es la delta de Kronecker (0;; =1 y 6;; =0
sit# 7).

Problema 26 Sea F un cuerpo cualquiera y X un conjunto de cardinal dos X = {z,y}.
Consideremos la F-dlgebra libre Ass(X) y definamos A := Ass(X)/I donde I es el ideal
generado por los elementos x2+1, y?>—1 y xy+yx. Demuéstrese que las clases de equivalen-
cia de los elementos del conjunto {1, z,y,zy} son una base de A. Encuéntrese la tabla de
multiplicar de A con relacion a la base anterior. Demuestrése que A es isomorfa al dlgebra
M (F) de la matrices 2 x 2 con coeficientes en F. Este dlgebra se llama también al dlgebra
de los cuaterniones split sobre F' y se suele denotar por Hy(F') (en el caso de que FF =R
usaremos la notacion Hy simplemente). Compruébese que existe una involucion en A (de-
notada por x — T tal que x + T,xT € A,1 para todo x € A. Compruébese que definiendo
n:A— F porn(x):= xT se obtiene una forma cuadrdtica que admite composicion ( es
decir, que es multiplicativa en el sentido de que n(xy) = n(z)n(y) para todos x,y € A).

Problema 27 Sea A un dlgebra alternativa.

1. Si dos elementos a,b € A wverifican ab = —ba, demuéstrese que entonces (ra)b +
(xb)a = 0 para todo x. demuéstrese también que a(bzx) + b(ax) = 0 para todo x.

2. Sea A como arriba y sean x,y,z € A tales que anticonmutan de dos en dos y z
anticonmuta con xy. Demuéstrese que entonces x anticonmuta con yz y que y anti-
conmuta con Tz.

Solucion. Para este problema, se autoriza al alumno a utilizar los siguientes hechos que
demostraremos en el capitulo siguiente:

1. En un é&lgebra alternativa, el asociador (x,y, z) de tres elementos (definido por la
igualdad (z,y,z) = (2zy)z — x(yz)) es funciéon alternada de sus argumentos. En
particular un algebra alternativa es flexible: (zy)r = z(yx), Va, y.

2. En un algebra alternativa se verifican las identidades de Moufang: (zaz)y = z(a(xy)),
y(rax) = ((yx)a)z, y (zy)(ar) = z(ya)z, Vz,y, a.

Entonces la primera parte del problema se podria atacar del siguiente modo: (za)b+(xb)a =
(x,a,b) + z(ab) + (z,b,a) + x(ba) = (z,a,b) — (z,a,b) + x(ab + ba) = 0 y del mismo
modo se obtiene la otra igualdad. Para la segunda parte hay que tener en cuenta que
x(zy) + z(zy) = 0 de donde

z(xy) = —x(2y). (3.1)
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Por otra parte como

(zy)z + (22)y = 0 (3.2)
y

(yz)z + (yz)z = 0, (3.3)
de esta ultima igualdad obtenemos (yz)z = —(yz)z o bien z(xy) = —(yz)z que junto con
la identidad (3.1) nos da z(zy) = (yz)z o lo que es lo mismo z(zy) = —(zy)z. Hemos

demostrado pues, que x anticonmuta con zy. Para acabar, como lo papeles que juegan x e
y son simétricos, intecambiando dichos elementos se tiene que y conmuta con zzx.

Problema 28 Consideremos la R-dlgebra O provista de una base {e;}!_, en la que ey es la
unidad del dlgebra, y los elementos bdsicos e; con i > 1 multiplican conforme a las reglas:

7
eiej = _51']'60 + E eijkek
k=1

donde €y, es el tensor totalmente antisimétrico' € : 7 x 7 x 7 — R que vale la unidad para
las siguiente ternas:

(1,2,3), (1,4,5), (2,4,6), (3,4,7), (2,5,7), (1,7,6), (3,6,5),

y es nulo en los demds casos. Demuéstrese que este dlgebra es alternativa pero no asociativa.
Compruébese que esta provista de una involucion que (necesariamente) fija a eq mientras
que cambia el signo de los demds elementos bdsicos. Si denotamos por x +— % a dicha
involucidn, compruébese que la aplicacion n : @ — R tal que n(x) := & es una forma
cuadrdtica definida positiva y multiplicativa en el sentido de que n(zy) = n(z)n(y) para
cualesquiera x,y € Q. Concliyase que O es un dlgebra de division.

Problema 29 (Construccion libre del dlgebra de octoniones reales de divisién). Consider-
emos el conjunto X = {x,y, z}, asi como la R-dlgebra alternativa libre con unidad generada
por X (denotada Alt,(X)). Consideremos el ideal I de Alt1(X) generado por los elemen-
tos x> + 1, y* + 1, 22 + 1, 2y + yz, vz + 22, yz + 2y, y (xy)z + 2(zy). Demuéstrese que
O = Alty(X)/I.

Indicacion. Consideremos la aplicacion ¢ : X — Alt;(X)°P tal que ¢p(x) = —z,
o(y) = —y y ¢(z) = —z. La propiedad universal de Alt;(X) implica la existencia de
un homomorfismo de algebras o : Alty(X) — Alt1(X)P tal que o(z) = —z, 0(y) = —y v
0(z) = —z. Es facil comprobar que los elementos generadores del ideal I quedan fijos por o.
Por lo tanto se induce un homomorfismo de algebras 7 : Alt1(X)/I — (Alt1(X)/1)°P que
cambia el signo a cada una de las clases de equivalenciaZ :=x+1,7y:=y+I1yz:=2+1.
Para simplificar la notacion sea A = Alt,(X)/I el algebra que estamos considerando. La
aplicacion 7 : A — A es lo que se llama una involucion del algebra A (es lineal y verifica

'El conjunto 7 no es mas que 7= {1,...,7}.
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72 = 14, 7(zy) = 7(y)7(2), Vo,y € A. Definamos ahora la aplicacion * : A x A — A tal
que z * y := 3(z7(y) + y7(x)). Es facil comprobar que las clases de equivalencia de los
elementos del conjunto B = {1,z,y,zy, z, 2z, zy, z(xy)} son dos a dos ortogonales (con
relacion a *), y que b* b = 1 para todo b € B. Ahora la comprobacion de que las clases de
equivalencia de los elementos de B forman un conjunto linealmente independiente se deja
al lector. Para ver dicho conjunto es un sistema de generadores hay que demostrar que todo
elemento de Alt,(X) es combinacion lineal de los elementos de B médulo I. Empecemos
por las palabras de nivel dos en z, y, z (para las de nivel 1 el asunto es trivial). Asi por
ejemplo

r? = —1+ (22 + 1) € —1 + I (analogo para y?, 2?).
xy=t, yr=—t+ (zy+yzx) € —t+1I.
rz=—u+ (zx+22) € —u+1, 20 =u.
yz=—v+(2y+yz) € —v+1, zy =v.

Por lo tanto todos los elementos de Alt;(X) que son suma de palabras de nivel a los
sumo dos, se expresan (modulo /) como combinaciones lineales de los elementos indicados.
Invitamos al lector a suponer que todas las palabras de nivel menor que n son (mo6dulo
I) combinaciones lineales de los elementos del conjunto {1, z,y,t, z,u,v,w}, y a demostrar
que entonces toda palabra de nivel n también lo es. Finalmente, dejamos al lector la nada
trivial tarea de construir la tabla de multiplicar de este &lgebra. Para allanar un poco el
camino a la construcciéon de la mencionada tabla vamos a recorrer una parte del camino.
Por ejemplo, como consecuencia de la definicion de [ se tiene (xy)z = —z(xy) modulo 1.
Aplicando lo demostrado en el problema 27 sabemos que y también anticonmuta con zz
modulo [ y que z anticonmuta con yz (siempre modulo ). A continuacién mostramos la
tabla donde se ha suprimido la fila y columna de la unidad y donde los productos deben
entenderse en modulo I:

L ey fay] = [z | 2y [2(z)]
x —1|lay | —y| —zx z —z(zy) | 2y
Y -1 =z —zy | z(xy) z —2x
xy 1| —z(zy) | yz 2T z
z —1 —x — —xy
z2x —1 —xy Y
21 —1 —

z(xy) -1

Problema 30 (Construccion del algebra de octoniones split). Sea F' un cuerpo de carac-
teristica distinta de dos y consideremos el conjunto X = {x,y, z}, asi como la F-dlgebra
alternativa libre con unidad generada por X (denotada Alt,(X)). Consideremos el ideal 1
de Alt,(X) generado por los elementos 2> +1, y> +1, 22 — 1, xy +yx, vz +x2, yz + 2y, ¥
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(xy)z+z(xy). Demuéstrese que Qg := Alt1(X) /I tiene dimension ocho y complétese la tabla
de multiplicar de este dlgebra (definase t = xy, u = zx, v = zy, w = zt y compruébese
que las clases de equivalencia de los elementos del conjunto B = {1,x,y,t, z,u,v,w} son
una base cuya tabla de multiplicar se pide calcular). El dlgebra Qg se llama algebra de
octoniones split sobre el cuerpo F.

Sugerencia: utilizar el algebra de matrices de Zorn para este problema.

Problema 31 Demuéstrese que en Qy, los elementos e; = %(1 —2z) ye = %(1 + 2) son
idempotentes ortogonales (es decir, e? = e; para todo i = 1,2, y e;e; = 0 para i # j).
Compruébese que Oy = Fey @ Feo @ U @V donde U y V' son subespacios de dimension
tres tales que:

1. esx =z, yxey =0, para todo x € U.

2. eqx =0 y xe; = x, para todo x € V.

3. 22 = y? = 0 para cualesquiera x € U, y € V.
4. 00 CV,VV CU.

5. UV C Fey y VU C Fes.

Problema 32 Sea B = {e;}, la base candnica del espacio R™ y denotemos por (x,y)
el producto escalar euclideo de x,y € R™. Se define el dlgebra de Clifford CL(n) como el
cociente de la R-dlgebra asociativa libre con unidad Assi(B) por el ideal I generado por
los elementos e;e; + eje; + 2(e;, ej). Denotemos por T la clase de equivalencia del elemento
x € Ass1(B) en el cociente CL(n) = Assy(B)/1. Demuéstrese que:

1. Yz € CL(n) se tiene 2> = —||z||* - 1.

2. Vz,y € CL(n) se tiene Ty + yz = —2(x,y) - 1.

Problema 33 En la situacion del problema anterior, demuéstrese que dim(CL(n)) < 2"
comprobando que el siguiente conjunto de productos es un sistema de generadores de CL(n):

€y Gy
donde i1 < --- <, y1 <k <n.

Problema 34 Demuéstrese que CL(0) = R, CL(1) = C y que CL(2) = H. Estudiese
CL(3) (encuentre su tabla de multiplicar y analicese la simplicidad de este dlgebra. Si es
posible encontrar un dlgebra conocida a la que CL(3) sea isomorfa).
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Problema 35 Consideremos la aplicacion lineal i : R* — CL(n) tal que i(e;) = &
para cada j = 1,...,n. Compruébese que para cada x € R™ se tiene i(x)? = —||=|*1.
Desmuéstrese que CL(n) tiene la siguiente propiedad universal: sea A otra R-dlgebra asocia-
tiva con unidad, y h una aplicacion lineal h : R™ — A verificando h(z)* = —||x[|*1 para cada
x € R™. Entonces existe un unico homomorfismo de dlgebras con unidad f : CL(n) — A
haciendo conmutativo el tridngulo:

R" —— CL(n)
h f

Problema 36 Comprueba que la aplicacion lineal i : R" — CL(n) definida en el prob-
lema anterior es un monomorfismo. (Sugerencia: demuéstrese que existe un endomorfismo
61 : CL(n) — CL(n) tal que 0;(er) = €1 mientras que 0;(e;) = 0 para todo j > 1.)

Problema 37 Demuéstrese que existe un homomorfismo de R- dlgebras 6 : CL(n) —
CL(n — 1) tal que 0(€;) = & para i < n y 0(e,) = 0. Utilizando este hecho demuéstrese
inductivamente que el sistema de generadores de CL(n) introducido en el problema 33, es
en realidad una base del dlgebra. Concliyase que dim(CL(n)) = 2.



Capitulo 4

Algebras alternativas

4.1. Definiciones preliminares

Para un algebra A sobre un cuerpo F', llamaremos slasociador a la aplicacion trilineal
Ax Ax A — A tal que a cada terna (x,y, z) de elementos le asocia el nuevo elemento
(xy)z — x(yz). Denotaremos la imagen de la aplicacion ’asociador’ en la forma (x,y, 2).
Dicho en otras palabras

(‘ray72) = (.ﬁL’y)Z - x(yz), vxuywz €A

Tendremos también ocasion de utilizar los operadores de multiplicacion por la derecha y
por la izquierda definidos para cada x € A mediante las aplicaciones L,, R, : A — A tales
que L.(y) := zy, R.(y) := yx para cada y € A.

Definicion 3 Sea F' un cuerpo y A una F-dlgebra , diremos que A es alternativa cuando
toda pareja de elementos x,y € A satisfacen las identidades

(ay) = x(xy),  (yx)r =y’

Estas identidades reciben el nombre de identidades alternativas. Resulta obvio a partir
de la definicion que el algebra opuesta de un algebra alternativa es también un &algebra
alternativa. Las identidades alternativas se pueden expresar en términos de asociadores
ast:

(z,2,y) =0=(y,z,2)
y en términos de operadores de multiplicacién de esta otra forma:

Ly =1L% Ry =R

Proposicion 1 En un dlgebra alternativa, el asociador es una funcion alternante de sus
argumentos dicho en otras palabras

(ZL‘,y, Z) = —(y,{L',Z), ({L‘,y, Z) = _(:E7Zay)7 (I7y7z) = —(Z,y,ZL’)

para cualesquiera x,y,z € A.

31
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Dem. Como (z+y, x+y, z) = 0 para cualesquiera z, y, z € A, se tendré: (z,y, 2)+(y, x, z) =
0 y hemos demostrado que el asociador es funcién alternante de sus dos primeros argu-
mentos. Pasando al algebra opuesta se tendra que es funcién alternante de los argumentos
segundo y tercero. Entonces (z,y,2) = —(y,z,2) = (y, z,x) = —(z,y, ) lo que demuestra
que el asociador es también funcion alternante de los argumentos primero y tercero.ll

Definicion 4 Diremos que un dlgebra A es “flexible’ cuando cualquier pareja de elementos
x,y € A satisface la identidad

(zy)r = x(yx).
Corolario 2 Cada dlgebra alternativa es ‘flexible’.

Dem. La identidad ’'flexible’ es equivalente a la igualdad (z,y,z) = 0 pero (z,y,z) =
—(x,z,y) = 0 en un algebra alternativa. W

Teorema 4 FEn un dlgebra alternativa A se satisfacen las identidades de Moufang

(zax)y = x(a(ry)), (4.1)
y(zazr) = ((yx)a)z, (4.2)
(zy)(az) = x(ya)z (4.3)

para cualesquiera x,y,a € A.
Dem.

(zax)y — z(a(zy)) = (za,z,y)+ (fL’ a,zy) = —(x,za,y) — (r,2y,0) =
= —(z(za))y + z((za)y) — (z(zy))a + z((xy)a) =
= —(2*a)y — (z*y)a + z[(za)y + (zy)a] =

—(2% a,y) — 2*(ay) — (2%, y,a) — 2*(ya) + z[(za)y + (zy)a] =
—2*(ay) — 2*(ya) + z[(za)y + (zy)a] =
= z[-z(ay) — z(ya) + (za)y + (zy)a] = z((z, a,y) + (z,y,a)] = 0.
Pasando al algebra opuesta se demuestra la segunda igualdad. Para demostrar la tercera
hagamos:

(zy)(az) —z(ya)z = (z,y,az) + z(y(az)) — 2(ya)r =
= (x,y,aa:)—x(y,a,x) =
= —(z,ax,y) — z(y,a,x) =
= —(zazx)y + z((ax)y) — x(y,a,2) =

= —(zar)y + z[(azx)y — (y,a,2)] = —z(a(zy)) + z[(ax)y — (y,a,2)] =
= —zla(zy) — (ax)y + (y, 0, 2)] = —z[=(a, z,y) + (y,a,2)] = 0
lo que completa la demostracion.ll
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La identidad de Moufang 4.2 se puede escribir en la forma

(y, za,x) = —(y,z,a)x (4.4)

va que (y,za,z) = (y(xa))r — y(xax) = (y(za))z — ((yr)a)r = —(y,x,a)z. Linealizando
esta ultima se tiene

(y,xa,z) + (yu Z(I,ZL‘) = —(y,{L‘,(I)Z— (y,Z,G)ZE (45)
para cualesquiera elementos x,v, z,a € A.

Teorema 5 (Artin) En un dlgebra alternativa, la subdlgebra generada por cualesquiera dos
elementos es asociativa.

Dem. Sea A un &lgebra alternativa y z,y € A. La subalgebra generada por z e y esta
formada por las sumas de elementos del tipo p(x, y) donde p(z, y) denota un producto donde
cada factor es x o ¢, con una determinada distribucién de paréntesis. Llamaremos ’grado’ de
p(x,y) el nimero de factores que aparecen en p(x,y). Por ejemplo, si p(x,y) = 2?((yx)x),
entonces el grado de p(z,y) es 5 (este hecho lo denotaremos escribiendo dp(z,y) = 5). Para
demostrar que la subélgebra generada por z e y es asociativa, veremos que (p,q,r) = 0
siendo p = p(z,y), ¢ = q(x,y), r = r(x,y) tres productos genéricos de la citada subalgebra.
Vamos a demostrar este hecho por inducciéon sobre el ntimero dp + dq + Or. El valor mas
pequeno que este numero puede tomar es 3. En este caso se tiene trivialmente (z,z,z) =
(y,y,9) =0, (z,2,y) =0, (y,y,x) = 0y el resto de las posibilidades ya estan contempladas
entre alguna de estas por el caracter alternante del asociador. Supongamos entonces que
la asociatividad se tiene siempre que dp + dq + Or sea menor que n. Vamos a demostrar
entonces que (p,q,r) = 0 cuando dp + dq + Or = n > 3.
Analicemos los siguientes casos:

1. So6lo uno de los tres productos tiene grado mayor que uno. Supongamos que ¢ = xq’
con 0¢' = dq — 1. Entonces (p, q,r) es igual a alguno de los siguientes:
(a) (z,2q,x) = —(x,z,2q") = 0.
(b) (z,2¢,y) = —(y,2¢',x) = (y,z,q¢')xr = 0 por hipotesis de induccion y usando
4.4.
(c) (y,2d,y) = —(y,y,z¢') = 0.

2. Al menos dos de los tres productos tienen grado mayor que uno. En este caso dos
de los tres productos p, ¢ y r deben empezar por el mismo elementos (pongamos z).
Supongamos pues que ¢ y r empiezan por x, del tal modo que ¢ = xq’, r = xr’ con
d¢ = dq— 1, Or' = Or — 1. Se tiene entonces (p,q,7) = (p, zq',xr'") = —(zr',2q',p) y
aplicando 4.5 para y = xr’, a = ¢, z = p, tendremos

—(zr' 2q',p) = (21, pd’ ) + (21’ 2, ¢ )p + (xr',p, ¢ )x =

= —(pq,zr',x) = (pq',x, ")z =0
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donde para la penultima desigualdad se ha utilizado la identidad 4.4 y ademaés la
hipoétesis de induccion nos ha permitido igualar a cero los asociadores cuyo grado es
inferior a n. Senalemos por fin que si ¢ empieza por x y r empieza por ¥y, en este caso
si dp > 1 y p empieza por ejemplo por x, podemos razonar como antes a partir de p
y q. Si p =x 6 p =y podemos aplicar la identidad 4.4 para obtener (p,q,r) = 0.

4.2. Descomposiciéon de Peirce

Para una algebra asociativa finito-dimensional y simple, se demostré en el capitulo
precedente que cada ideal por la derecha (resp. izquierda) no nulo, posee un idempotente no
nulo. En realidad este resultado puede generalizarse a un ambiente mucho més general con
muy poco esfuerzo adicional. Supongamos que A es una F-algebra asociativa de dimension
finita y que no es una nilalgebra (es decir, algin elemento de A no es nilpotente). Veremos
que en este caso A posee un idempotente no nulo. En efecto, podemos razonar por inducciéon
sobre la dimension de A. Si dim(A) = 1, entonces A = Fx con 2 = Az y A no nulo.
Definamos e := A\ 'z, entonces e? = V222 = A2 \z = A\ 'z = e. En consecuencia A
tiene un idempotente no nulo. Supongamos ahora que la propiedad es cierta para las
algebras de dimension menor que n que no sean nilalgebras. Sea entonces A un algebra con
dim(A) = n y admitamos que A no es una nilalgebra. Sea x € A un elemento no nilpotente.
Consideremos el ideal por la derecha A (respectivamente el ideal por la izquierda Azx).
Estos ideales son subélgebras y no son nilalgebras (2% € xA luego si x A fuera una nilélgebra,
x? serfa nilpotente y entonces z lo seria en contra de la suposiciéon que estamos haciendo).
Si alguno de los ideales laterales tA o Ax esta contenido estrictamente en A, ese ideal
contendré entonces un idempotente no nulo por hipétesis de induccién. Supongamos pues
A = xA = Azx. Entonces los operadores de multiplicaciéon L, y R, son inversibles. Sean
u,u’ € A tales que zu = z, v'r = x. En ese caso L,L, = L,, LyL, = L, lo que
implica L, = L, = Id. De forma analoga se deduce que R, = R, = Id. Por tanto
v = L,(v) = Ry(u) = u. Esto implica L, = R, = Id luego A tiene a u como unidad y
por tanto como idempotente.

Proposicion 2 Sea A un dlgebra alternativa de dimension finita y supongamos que A no
es una nildlgebra. Entonces A contiene un idempotente no nulo.

Dem. Sea x € A un elemento no nilpotente. Consideremos la subalgebra de A generada por
x. Esta subalgebra es asociativa de dimension finita y contiene a x que no es nilpotente.
Por tanto contiene un idempotente no nulo y en consecuencia A también.ll

Una vez que tenemos resuelta la existencia de idempotentes en algebras alternativas
de dimensioén finita que no sean nilalgebras, pasamos a demostrar la posibilidad de hacer
la descomposicion de Peirce. Para ello vamos a utilizar resultados elementales de algebra
lineal.
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Proposicion 3 Sea f un endomorfismo idempotente de un F'-espacio vectorial V' (es decir,
lo que se llama una proyeccion de V' ). Entonces V.=V, @ V; donde

Vo =ker(f) ={z eV : f(x) =0},
Vi=ker(f—Id)={x €V : f(z) =2}

Dem. Todo elemento € V se puede escribir en la forma x = f(x) + (z — f(x)) donde
[(@) € Vi pues f(f(x) = (), y & — f(x) € Vo dado que f(x — f(2)) = [(z) — [2(z) =
f(z) — f(z) = 0. Esto demuestra que V' =V, + V;. Por otra parte V, NV} = {0} pues al
tomar x € Vo N Vi se tiene f(x) =0, f(z) = z lo que implica z = 0.1

Proposicion 4 Sean f,g € Endpr(V') dos proyecciones que conmutan. Entonces V = Voo ®
Vo1 @ Vip @ Vin donde Vi .= {x € V : f(x) =iz, g(z) = jx} para cualesquiera i,j =0, 1.

Dem. Descompongamos V' respecto de f en la forma V =V, & V; dada por la proposicion
anterior. Notemos que cada V; con ¢ = 0,1 es g-invariante, es decir, g(V;) C V; para
i = 0,1. En efecto, si f(x) = iz entonces f(g(x)) = g(f(z)) = ig(z) lo que implica
que g(z) € V;. Podemos entonces considerar las dos restricciones de g a cada uno de
los subespacios V; (1 = 0,1). Sea pues g : V; — V;, aplicando la proposiciéon anterior
podemos escribir V; = Vjo @ V;; donde Vj; == {z € V; : g(x) = jz} (i = 0,1). Asi pues
V=VodVi=Vy® Vo1 ® Vip P Vi1 como queriamos demostrar. ll

Corolario 3 Sea A una F-dlgebra alternativa y e € A un idempotente. Se tiene entonces
una descomposicion de Peirce lateral A = Ay @ Ay donde A; == {z € A : ex = ix}
(i = 0,1). Andlogamente se tiene una descomposicion por el otro lado A = Ay & A} con
Al i={x € A:ze=1ix} (i =0,1). Ademds existe también una descomposicion de Peirce
bilatera

A= Ay ® Aot © Ao ® Ao

donde A;; == {x € A: ex =ix,ve = jx} parai,j=0,1.

Dem. Como el algebra es alternativa L, = L2y R,> = R2 paracadax € A. Tomando x = e
(un idempotente) se tiene L, = L.» = L? e igualmente R, = R.: = R? lo que significa
que L. y R. son proyecciones del F-espacio subyacente a A. Ademéas por la identidad
flexible L R, = R.L. y por tanto podemos aplicar la proposicién precedente para obtener
la descomposicion de Peirce bilatera.ll

Veamos ahora algunas propiedades de la descomposicion de Peirce (bilatera). Por ejem-
plo vamos a demostrar que

AjjAj C A, AijAij C Ay
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para cualesquiera ¢, j,k = 0,1. Para la primera relacion de inclusion tomemos z;; € A,;,
Yy € Ag. Entonces

e(riyyn) = —(e, @i, yu) + (exi)yu =

(245, €, Y) + (exij)ym =
JTiyk — kxijym + ixiyn =
= (047 — k)Tijym

y analogamente (x;;yi)e = (k+1—j)x;yn. Haciendo entonces j = k se obtiene la primera
inclusion, mientras que haciendo k = ¢, [ = j se obtiene la segunda. Obsérvese que en
particular A;; (i = 0,1) son subélgebras de A. Ademés si tomamos x € Ay1, y € Ago se
tiene (aplicando las identidades de Moufang) que zy = (eze)y = e(z(ey)) = 0 y dualmente
yr = 0. Asi A;A;; = 0siiy j son distintos. Se dice que estas subalgebras son ortogonales.
Las relaciones Ay Agr C Aig, A1l C Agi que se han obtenido arriba son mas débiles
que en el caso asociativo donde se tiene Ag;Agy = A1pAi0 = 0.

Como en el caso asociativo, se definen los idempotentes ortogonales como aquellas
parejas de idempotentes e, f tales que ef = fe = 0. Igual que en el caso asociativo, la
suma de idempotentes ortogonales es un idempotente. Para dos idempotentes ortogonales
e, f se tiene

(ZL‘, evf) = (x€>f = (x€>f2 = ((xe)f)f = (C(],G,f)f = —([E,f, G)f -
~ ~((wfe)f = <u(fef) = 0

Como ademaés (z, e, e) = 0 (una de las identidades alternativas), concluimos que para un sis-
tema de idempotentes ortogonales {eq, ..., e,}, se verifican (z, e;, e;) = 0 para cualesquiera
i,j vy ademas (x,e;,e) = 0 siendo e =) e;.

Teorema 6 (Descomposicion de Peirce relativa a un sistema de idempotentes ortogonales).
Sea {e1,...,e,} un conjunto de idempotentes ortogonales de un dlgebra alternativa A,
entonces existe una descomposicion en suma directa de subespacios

i,j=0
donde para cada i, € {0,...,n} el subespacio A;; es el conjunto de aquellos v € A tales
que exT = 0, Tey = Oz, para k =1,...,n.

Dem. Supongamos que la descomposicion existe. Sea entonces x € A descompuesto en
la forma z = Z: =0 Thkj CON Tpj € Apj. Vamos a demostrar que entonces los sumandos
rg; son unicos. Definamos e = ). e;, entonces e;xe; = x;;, v e;x = » 2y, ademas
e;re = Z?:l xy lo que implica que z;p = e;x — e;xe. En forma anédloga xg;, = xe; — exe;.
Por ultimo

Too = z— sz‘zl Tij = Dy Tio — Dy Toi =

= eive; — ) (eiw —ewe) — 3 (ve; — ewe;) =

= 1z —exe— (ex —exe) — (ve — exe) = r — ex — we + exe.
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Se demuestra ademas que cada uno de estos xj; pertenecen al correspondiente Ay;. Por
tanto cada x es expresable en forma tnica como x = ) xy;, donde x;; € Ay;. B
Proposicion 5 (Propiedades de la descomposicion de Peirce).
AijAjk C Aik, (Z,j,k = 0,1,...,71). (46)
Aiinj C Aji7 (Z,] =0,1,... n) (47)

AijAkl =0, k #]7 (273) # (kvl)u
(4, k0 =0,1,....n).

2 =0 Va € Ay, (i # 7). (4.9)

xYy = —yx Ve, y € Ay, (1 # 7). (4.10)

(x,y,2) =0 si (1,7, k) # (i,1,1) (4.11)
Vo € A, Vy € Aji,Vz € Ay,

(x,yz,t) =0 Si1F#j (4.12)
Vo, t € A;,Vy € Ajj,Vz € Aj,.

(zy)z = (y2)e = (zx)y  sii#] (4.13)

Va,y,z € Ayj.
x(yz) = (x2)y = z(xy) sii#j (4.14)
Va,y € Aj;,Vz € Ajj.
r(zy) = (22)y = (zy)z sti# J (4.15)
Va,y € Ai;,Vz € Ay
[z,t]' (y2) =0 Si1#j (4.16)
Va,t € A;;,Vy, z € Ajj.
(yz)[z,t] =0 siiF#j (4.17)

Vx,t € Aii,Vy,Z S AU
(xi0)™ = (l’z‘z‘aii)m_l Z Tii Ak (4.18)
k=0

donde a =Y} _,a; es la descomposicion de Peirce de a.

n

(wia)™ = (zijaz)™ "> wiag + (zijaz)™" (4.19)
k=0
sii# ]
ei(xija)mei = (xijaji)m, (l,] = O, 1, ce ,TL). (420)

'Recuérdese que [a, b] := ab — ba.
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Dem. Veamos (2.6): sea © € A;;, y € Aji. Entonces (e;, z,y) = zy — e;(xy) lo que implica
ei(zy) = 2y — (e, 2,y) = 2y + (x,6;,y) = xy + 052y — 0527y = xy. Andlogamente se
demuestra (zy)ep = xy.

(2.7): sean x,y € A;;, entonces e;(zy) = —(ej,x,y) + (e;2)y = (v,e;,y) + dijxy =
xy — §;xy + d;jxy = xy y andlogamente se tendria (zy)e; = zy.

(2.8): sean © € A;;, y € Ap. Si k = [ entonces xy = x(epyer) = ((wex)y)ex = 0
por una de las identidades de Moufang. Si ¢ = j la cosa es también bastante trivial:
xy = (e;ze;)y = ei(x(e;y)) = 0 ya que ¢ = j es distinto de k. Podemos suponer pues que
k es distinto de [ y j distinto de 7. Recordemos que a partir de la identidad de Moufang
y(xax) = [(yx)alx se obtiene la linealizacion

yl(za)z] +yl(za)z] = [(yx)a]z + [(yz)alz

y haciendo y = w;;, * = ey, a = yu, 2 = ¢; se obtiene

xij[(ekykl)el] + xij[(elykl)ek] = [(Sﬂij@k)ykl]el + [(Zli'ijel)ykl]ek

de donde x;;ym + SwZijym = 6ji(Tiym)er y como Oy = 0 tenemos z;jym = 0;i(TijYr)er
y en caso de ser j y [ distintos ya se tiene el resultado apetecido. Si j = [ s6lo tenemos
:cijykj = (mijykj)ek. Pero

Tijykj = (Tij€)Yng = (Tig, €5, Ynj) = — (€5, Tijs Yus) = €5(TijYnj )-

Esto implica que e;(x;;ur;) = eile;(zijyk;)] = 0 ya que para dos idempotentes ortogonales
ey f se demostro que (e, f, A) = 0 (implicando e(fA) = 0). Finalmente

TijUk; = (€i%ij)Yk; = (€i, Tij, Yrj) + €i(Tijynj) = (€4, Tij, Ys) = —(xij, €, Yij) = 0.

(2.9) v (2.10): sea = € A;; siendo i y j diferentes (por tanto alguno de ellos es no
nulo). Si suponemos que ¢ es nulo, 2* = (e;x)(e;x) = e;(we;)x (Teorema de Artin) pero
re; = 0 lo que demuestra que z? = 0. Para demostrar (2.10) tomamos x,y € A;;, entonces
(r + y)* = 0 y desarrollando xy + yz = 0.

(2.11): (x,y,2) = —(y,z,2) = —(yz)z + y(xz) pero yx = 0, zz = 0 aplicando (4.8).

(2.12): (z,y2,t) = (x(y2))t—z((y2)t) = —(z,y, 2)t+ ((xy)2)t —x(y, 2, 1) —x(y(2t)) pero
x(y(zt)) = (zy)(zt) gracias a (4.11), en consecuencia (z,yz,t) = —(x,y, 2)t + ((zy)2)t —
l’(y7 2y t) - (‘Ty)(Zt)) = —(ZE, Y, Z)t + (I’y, 2, t) - l‘(y7 Z, t) pero (I’, Y, Z) S (AZH Aij’ AJZ) =0
por el apartado anterior,

(y,2,t) € (A, A, Aiy) =0

por idéntico motivo, (xy, z,t) € (A;j, Aji, Ai;) = 0 también por el apartado anterior.
(2.13):sean z, y, z € A;; (siendo ¢ diferente de j), entonces (zy)z = —(yx)z = —(y, x, 2)—
y(xz) = (y,z,x) — y(zz) = (yz)xr — y(zzx) — y(xz) = (yz)x y con andlogos razonamientos
se demuestra la otra igualdad.
(2.14): tomemos z,y € A;;, z € Aj;, entonces x(yz) = —(x,y,2) + (xy)z pero (zy)z €
A;iA;; = 0. Asi pues z(yz) = —(z,y,2) = (2,2,y) = (x2)y — z(zy). Como z(zy) €
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A;i(Aj;A;5) = 0 se tiene x(yz) = (z2z)y. Por otra parte z(yz) = (z,2,y) = —(z,2,y) =
—(zz)y + z(zy) pero como (zx)y € (A4;;4;;)Ai; = 0 se tiene la otra parte de la igualdad.
El apartado (2.15) se demuestra en forma anéloga al que acabamos de demostrar.

(2.16): Partiendo de la identidad de Moufang 4.3 (zw)(ax) = xz(wa)z y por un proceso
de linealizacion, se obtiene

(sw)(ar) + (rw)(as) = (s(wa))r + (r(wa))s
y haciendo s =z, w =t, a =y, r = z se obtiene

(zt)(yz) + (2t)(yz) = (z(ty))z + (2(ty))z

pero como x,t € Aj;, y,z € Ajj, se tiene ty € Aj;A;; = 0 (i # j). Por tanto (xt)(yz) =
—(zt)(yz) para cualesquiera t, o € A;j, y,z € A;;. Como yz = —zy tenemos —(zt)(yz) =
(xt)(yz) = —(at)(zy) = (yt)(2x) = —(22)(yt) = (tz)(yz). En definitiva (21)(y2) = (tz)(yz)
o lo que es lo mismo [z, #](yz) = 0. La identidad 4.17 es consecuencia de la que acabamos
de demostrar pasando al algebra opuesta.

(2.18): hay que demostrar (z;a)™ = (viai)™ Y p_ Tiax, hagamos induccion sobre
m. Param =1, z;,a = ijk TiiGjp = Y, Tyt luego la identidad se satisface en este caso.
Supongamos que la identidad se satisface para m y veamos lo que ocurre para m + 1:

(l“z'z‘a)mH = (ziia)™ (zia) = (l‘z‘z‘aii)m_l( Z(xzzazk)(lfua)) =
k=0
= (zgiai)"™ " Z (ziiair) (Tiaiz),
4,k=0

y los tinicos sumandos no nulos en la suma anterior son los que se obtienen para k =7 (ya
que para k = j se tiene el sumando (x;a;;)(zsa:;) = 0 al ser el cuadrado de un elemento
de A;; con ¢ # j). Por tanto

n n

m+1 m—1 _ m
(ﬂ?z’z’a) = (xiiaii) E (xiiaii)(xiiaij) = (ﬂ?iiaii) E (xn'az'k)
j=0 k=0
como queriamos demostrar.
El resto de las demostraciones se dejan como ejercicios para el lector.ll

4.3. Elementos nilpotentes

El estudio de los elementos nilpotentes y de los propiamente nilpotentes es también
una pieza clave en la teoria de estructura de las dlgebras alternativas. En esta seccion de-
mostraremos que cada algebra alternativa semisimple en dimensién finita posee unidad. La
descomposicién de la unidad como suma de idempotentes irreducibles sera posteriormente
un hecho fundamental para la clasificacion del algebra en funcién de la mayor o menor
cuantia de aparezcan en dicha descomposicion.



40 CAPITULO 4. ALGEBRAS ALTERNATIVAS

Definicion 5 Un elemento z de un dlgebra alternativa se dice propiamente nilpotente
cuando za es nilpotente para cada a € A.

Notese que decir que z es propiamente nilpotente es equivalente a afirmar que az es nilpo-
tente para cada a € A, dado que (az)™™! = a(za)™z. Por otra parte si z es propiamente
nilpotente, entonces z es nilpotente (pues z? es nilpotente). El radical de un algebra alter-
nativa de dimension finita se define como el nilideal maximal de A. Se demuestra en |9,
Theorem 3.7, p. 40| que el radical de un algebra alternativa coincide con el conjunto de
todos los elementos propiamente nilpotentes. No es facil demostrar que el conjunto de los
elementos propiamente nilpotentes de un algebra alternativa es un ideal. Hay sin embargo
una situacion particular, en la que tal demostracion es relativamente facil:

Lema 6 Sea A una F-dlgebra alternativa de dimension finita, con unidad 1, y supongamos
que 1 es el unico idempotente no nulo de A. Entonces cada elemento z € A o bien tiene
inverso, o es propiamente nilpotente. El conjunto R de todos los elementos propiamente
nilpotentes es un ideal de A.

Dem. Si un elemento z no es nilpotente, la subalgebra generada por z no es una nilalgebra
y por tanto contiene un idempotente no nulo. Por hipotesis este idempotente es la unidad
de A y podemos escribir:

l=qapz"+ -+ a, 12

de forma que 1 = z(qpz" ' + -+ + a,_1) = zy donde y = apz""' + -+ + a,,_;. Entonces
claramente z e y conmutan y por tanto yz = 1 implicando que todo elemento no nilpotente
es inversible. Demostremos ahora que cada elemento nilpotente es propiamente nilpotente.
Sea z € A nilpotente, si para un a € A, el producto za no es nilpotente, entonces es
inversible por lo demostrado anteriormente. Supongamos que 2™ = 0, 2™~ # 0, entonces

0% 2" =2""(za)(za) "] = [z" 7 (20)](20) 7" = (2Ma)(20) " =0

una contradicciéon. Por tanto todo nilpotente es propiamente nilpotente. Considerando
entonces un elemento arbitrario podemos decir que o bien es nilpotente en cuyo caso
es propiamente nilpotente, o en caso contrario es inversible. Nos queda demostrar que
el conjunto de los elementos propiamente nilpotentes R es un ideal. Por lo previamente
demostrado se tiene RA C R, AR C R. Veamos que R es cerrado para la suma: sean
2,2 € R, si por casualidad z + 2’ no es propiamente nilpotente, entonces tiene un inverso
y. A partir de (z + 2')y = 1 se deduce z'y = 1 — zy y como zy es nilpotente la serie

1+ 2y + (zy)* + -
es en realidad una suma finita y si hacemos el célculo
(L= 2y)(I+ 2y + (29)* + ) = [L+ () + (29) + -] = [(z9) + (29)* + - ] = 1

y analogamente se demuestra que (1+ 2y + (2y)*>+--+)(1 — zy) = 1. Entonces 2’y = 1 — zy
es inversible pero como ademaés es nilpotente al ser 2z’ € R, llegamos a una contradiccion.
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Si {ey,...,e,} es un conjunto de idempotentes ortogonales de cardinal maximo, esta
claro que entonces e := ) e; es un idempotente maximal y cada e; es un idempotente irre-
ducible (indescomponible en suma de idempotentes ortogonales no nulos). Si A = &7 ;_yA;;
es la descomposicién de Peirce de A con relacién al conjunto de idempotentes, sabemos
que cada A;; es una subélgebra de A. Ademéas Agg es una nilalgebra pues en caso contrario
contendria un idempotente no nulo (que seria ortogonal a e, en contra de la maximal-
idad de éste ultimo). La subdlgebra A;; tiene un tunico idempotente no nulo (a saber:
ei) pues si u € A; es un idempotente no nulo, u # e; entonces e; = u + (ei — u) y
(e; —u)? = e +u—eu—ue; =e +u—2u=¢ —u lo que quiere decir que ¢; — u es
un idempotente y u(e; —u) = u—u = 0, (¢, —u)u = u —u = 0, es decir tendriamos
una descomposicion de e; en suma de idempotentes ortogonales no nulos. Resumiendo los
resultados del tltimo pérrafo, podemos enunciar el siguiente lema:

Lema 7 Sea A = ®;;A;; la descomposicion de Peirce de A relativa a un sistema de idem-
potentes ortogonales {e1,. .., e,} de cardinal mdzimo. Entonces cada e; es un idempotente
irreducible y e 1= Y. e; un idempotente maximal. La subdlgebra Agy es una nildlgebra y
cada A;; es tal que dispone de un inico idempotente no nulo: e;. El conjunto de elementos
propiamente nilpotentes de A; es un ideal de A;;.

Bajo las mismas condiciones del lema precedente, podemos definir para cualesquiera
1,7 =0,1,...n los conjuntos

G,j = {x € A;j : los elementos de xA;; son nilpotentes }.

Es interesante observar que x € G;; si 'y solo si los elementos de Aj;x son todos nilpotentes.
Merece la pena senalar la igualdad
Goo = Aoo-

Para demostrar el contenido no evidente sea © € Agyy, como Ay es una nilalgebra, cada
elemento de xAyy C Agg es nilpotente lo que implica que x € Gyy. Del mismo modo, si
x € Ap; se tiene xAjy C Ago luego los elementos de xAy; son todos nilpotentes. Asi pues
x € Gy, y se tiene la igualdad

Go; = Ag;.

Pasando al algebra opuesta se tendria G,y = Ajo.

Lema 8 Cada G;; es un subespacio de A y G;; C Rad(A).

Dem. Hemos demostrado en el parrafo anterior que Gy, Go; y Gjo son subespacios vectori-
ales de A. Ademas sizgy € Gooy a € A es arbitrario, se tiene (zg0a)™ = (Z00a00)™ ' D p_o Toodok
y como Tgpagy €s nilpotente se tiene que zgy es propiamente nilpotente, es decir, un ele-
mento de Rad(A). Asf hemos demostrado Agy = Goo C Rad(A). Si z¢; € Gy; la identidad
4.19 demuestra de forma anéloga que xo; € Rad(A). Por otra parte si ahora tomamos un
elemento z;9 € Gjo, el teorema de Artin implica la igualdad

(zj0a0;)™ " = jo(aoxj0)™ *aq;
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y usando la identidad 4.19 se tendria que x ;o es propiamente nilpotente, es decir un elemento
del radical de A. Demostremos finalmente que cada G; (¢, j # 0) es un subespacio contenido
en Rad(A). Sean s,s’ € Gi;, y a,d’ € Aj;, entonces sa 'y s'a son elementos (nilpotentes) de
A;;, el conjunto de elementos nilpotentes de A;; es un ideal (que coincide con el conjunto
de elementos propiamente nilpotentes de A;;). Asi pues asa + (s’a es nilpotente para
cualesquiera escalares o y . Esto demuestra que as + s’ € G;; y por tanto G;; es un
subespacio. Supongamos elegido un elemento z € (;;, entonces las identidades 4.18 y 4.19
demuestran que z € Rad(A). &

77

Como consecuencias de los resultados que hemos establecido podemos enunciar los
siguientes dos corolarios:

Corolario 4 Sea e un idempotente de un dlgebra alternativa A de dimension finita. Sea
A= Ap® Aig® Aog1 ® A11 la descomposicion de Peirce relativa al idempotente e, entonces

Rad(A;;) = Ai; NRad(A), para todo i =0, 1.

Dem. Si un elemento x € A;; NRad(A) entonces xa es nilpotente para todo a, en particular
lo es para los a € A;;. Esto implica que z € Rad(A;;). Supongamos ahora = € Rad(Ay),
entonces xa;; es nilpotente para cada a € A y siendo a;; la proyeccion de a en A;;. Ahora
la identidad 4.18 implica que za es nilpotente y por tanto x € A; N Rad(A). B

Corolario 5 Sea e un idempotente mazimal de un dlgebra alternativa A y sea A = Agy ®

A10BAg1 B A1 la descomposicion de Peirce de A con relacion a e, entonces Aig+Ag1+Ag C
Rad(A).

Dem. Escribamos e como suma de idempotentes irreducibles ortogonales e = > e;, sea
A = @;;A}; la descomposicién de Peirce de A con relacién a {ey,...}. Sabemos entonces
que Ay =Y, Ay = >, Gio, Aon = >, Aoi = D, Goi, Ao = Ay = Goo. Como habiamos
demostrado que G, Goi, Goo C Rad(A) se tiene Ajg + A1 + Ago C Rad(A). B

Teorema 7 Toda dlgebra alternativa de dimension finita no nula y semisimple (de radical
nulo) tiene unidad.

Dem. Sea A una tal algebra , como A no puede ser una nildlgebra debe contener un
idempotente no nulo. En particular debe contener un idempotente maximal e. Si hacemos

la descomposicion de Peirce de A con relacion a e nos encontramos con que Agi+A9+Ag C
Rad(A) = 0. Por tanto A = A;; y e es la unidad de A. B
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4.4. Algebras de Cayley-Dickson

Supoéngase que A es una F-dlgebra con unidad (no necesariamente asociativa) provista
de una involucion (es decir, un antiautomorfismo involutivo, o aplicacion F-lineal A — A,
xr+— T tal que T = x, Ty = ¥ T para cualesquiera z,y € A). Supondremos ademas que la
involucion es tal que para todo x € A se tiene

r+7T e F1, xx € F1. (4.21)
Esto implica que para todo = se satisface la ecuacion
2 —t(z)x +n(x)1 =0

donde t(z),n(x) € F estan dados por t(z)l = x + T, n(z)l = 2. La aplicacion t : A — F
tal que = +— t(z) es lineal y se llamara en lo sucesivo la aplicacion traza. La aplicacion
n: A — F se denominara aplicacion norma. Como 1 = 1 se tiene t(al) = 2a, n(al) = a?
para todo escalar «.

Sea ahora B un F-dlgebra unitaria (y de dimension finita) con involuciéon b +— b sat-
isfaciendo 4.21. Por el proceso de Cayley-Dickson vamos a construir otra F-algebra de
dimension el doble que la de B, de modo que esta nueva algebra conserve algunas de las
propiedades de B y contenga a esta tltima como subéalgebra . Esta nueva algebra que va-
mos a denotar A no es mas que la que se obtiene en el F-espacio vectorial producto B x B,
fijando un escalar no nulo u # 0 y definiendo el producto:

(b1, b2)(bs, by) := (b1bs + M@E, biby + b3bs).

El dlgebra A asi obtenida se denotara también por A = CD(B, u). Esta nueva algebra tiene
por unidad a (1,0), y encierra una copia de B, a saber la subalgebra B’ = {(z,0) : x € B}.
Por otra parte el elemento v = (0,1) es tal que v> = pl y A es la suma directa de
subespacios

A= B ®vB

donde B’ y vB’ tienen la misma dimensién. Si se identifican los elementos de B’ con los de
B, los elementos de A son de la forma z = by + vby, b; € B, i = 1,2) y la multiplicacion en
A se puede reescribir de la forma

(by 4 vby)(bg 4 vby) = (b1bg + pbsbs) + v(bibs + bsby).
En particular para cualesquiera b, b’ € B se tiene
(vb)b = v(b'b),
b(vb') = v(bb),
(vb)(vb') = ub'd.

Se puede definir una involucién en A haciendo para todo z = by + vby, T := by — vbs.
Resulta ademas que esta involucién es tal que x + T, 2T € F1 para todo z € A. El lector
debe comprobar que si & = by + vbg, entonces t(x) = t(by) y n(x) = n(by) — un(bs).
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Teorema 8 C'D(B, ) es alternativa si y solo si B es asociativa.

Dem. Para demostrar que A es alternativa basta demostrar que (x,z,y) = 0 para cua-
lesquiera z,y € A (ya que al ser A un algebra con involucion, el hecho de que se satisfaga
x(zy) = x?y implica automéaticamente (yz)r = yr? para cualesquiera x,y € A). Ahora
bien como = + T = t(x)1, la nulidad de (z,x,y) es equivalente a la nulidad de (z,Z,y). Si
escribimos © = by + vby, T = by — vbs, y = bs + vby, entonces

(LU,E, y) = (b17au b3) + (bl,E, Ub4) - (b17 Ub27 b3) - <b17 UbQ; Ub4)+
+(vby, by, b3) 4 (vby, by, vby) — (vby, vba, b3) — (vby, vba, vby). (4.22)
Si B es asociativa se tiene (b1, by, b3) = 0. Ademas
(b1, by, vby) = n(b1)vby — b1(b1(vbs)) = n(b1)vby — b1(v(byby) =
= n(by)vby — v(by(b1bs)) = n(b1)vby — n(by)vby = 0.

También:

(bl,UbQ, bg) = (bl(?)bz))bg — bl(('l}bg)bg) = (’U(Ebg))bg — bl(’l}(bgbz)) =

= v[bs(b1ba)] — v[b1 (bsbo)]
(vbs, by, bs) = ((vb2)b1)bs — (vba)(bibs) = (v(byba))bs — v[(bybs)bs] =
=0 [53(5_152) - (EbS)bQ]

y por lo tanto —(by, vbs, b3) + (ﬁb?,a, b3) = —v(b_l,@, by) = 0 al ser B asociativa. De forma
analoga —(by, vby, vby) + (vba, by, vby) = —pu(by, by, by) = 0. Por otra parte

(b2, b2, b3) = ((vb2)(vb2))bs — (vb2)((vb2)bs) = pn(b2)bs — (vba)(v(bsb2)) =

= un(by)bs — pu(bsba)by = pn(by)bs — bz (boba) = pun(ba)bs — pn(by)bs = 0.
Y finalmente

(vba, Uby, vby) = (vby)?(vby) — (vby)((vba)(vbs)) = pm(ba)vby — vbo(pbsby) =

= pn(b2)vbs — p1(vbs) (bab) = pm(b2)vbs — pv((babz)bs) =
= un(by)vby — un(be)vby = 0.

Lo que demuestra que si B es asociativa, entonces A es alternativa. Reciprocamente, si
A es alternativa, se debe tener (z,Z,y) = 0 y la identidad 4.22 implica —(by, vbs,bs) +
(vbg, by, bs) = 0. Entonces

0= _(blvvb27 b3) + (Uanb_h b3) =

—(bl (Ubg))bg -+ b1<(1}b2)b3) + ((Ubg)a)bd — (Ubg)(b_lbg) =
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= —(0(b1b2))bs + b1 (v(bsba)) + (v(b1ba))bs — v((brbs)bs) =
= v[—=b3(b1b2) + b1 (bsha) + bs(brba) — (b1bs)bs] = —v(by, bs, by)

y como v es un elemento inversible (v = p # 0) se tiene la asociatividad de B. B

Sea A una F-algebra a la que se puede aplicar el proceso de Cayley-Dickson , es decir,
A tiene una involucién x — T tal que x + 7, 2T € F'1 para todo x. Uno puede definir una
forma cuadratica n : A — F mediante n(a) := aa. La comprobacion de que n es una forma
cuadratica es rutinaria, basta demostrar que

1. n(Az) = A\*n(z) para todos A € F, z € A.

2. La aplicacion f: A x A — F dada por f(x,y) :=n(x +y) — n(z) — n(y), es bilineal
(esta aplicacion se llamara en lo sucesivo, la forma polar de n).

La primera condicién es automatica para la forma n(a) = aa. En cuanto a la segunda
tenemos

f(a,b) = (a+b)(a+b) —aa—bb=ab+ba

lo que demuestra que f es una forma bilineal. Concluimos que n es una forma cuadréatica.
Si A es alternativa, esta forma cuadratica verifica n(ab) = n(a)n(b) para cualesquiera
a,b € A. En efecto

n(ab) = (ab)(ab) = (ab)(b @) = n(b)aa = n(a)n(b).
Esta serie de hechos da pie a la siguiente definicion

Definicién 6 Una F'-dlgebra A provista de una forma cuadrdtica q : A — F diremos que
es un dlgebra de composicion cuando:

1. A tiene unidad.
2. q(ab) = q(a)q(b) para cualesquiera a,b € A.
3. q es no degenerada.

Recordemos que q es no degenerada cuando para todo a € A se tiene que si f(a, A) =0,
entonces obligatoriamente a = 0 (aqui f es la forma polar de q).

Proposicion 6 Sea A una F-dlgebra asociativa unitaria y con involucion x +— T tal que
para todo x € A se tiene © + T, 2T € F,1 Supongamos que la forma cuadrdtica n(a) := aa
es no degenerada. Sea A" = CD(A,u) con su involucion (x,y) := (T,—y) y su forma
cuadratica n((x,y)) = (z,y)(z,y). Entonces la forma cuadrdtica inducida en A’ es también
no degenerada.
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Dem. Supongamos que existe (a,b) € A’ tal que 0 = f((a,b), (z,y)) para cualesquiera
x,y € A. Como

f((a,b), (z,y)) = (a,b)(T, —y) + (z,y) (@, —b) =
= (aT — pyb, —ay + Tb) + (va@ — uby, —Tb + ay) =
= (aT + x@ — p(yb + b7),0)

de donde se deduce f(a,z) = 0 = f(b,y) para cualesquiera x,y € A, y siendo f es este
caso la forma polar de la norma n de A. Por hipdtesis, se tiene la no-degeneracion de dicha
norma de A lo que implica a = b= 0.1

Corolario 6 Las dlgebras obtenidas por el proceso de Cayley-Dickson a partir de un dlgebra
asociativa unitaria y con involucion cuya forma cuadrdtica asociada sea no degenerada, son
necesariamente dlgebras de composicion.

Dem. Lo tnico que faltaba por ver era el caracter no degenerado de la norma del dlgebra
, pero esto se tiene gracias a la proposicion anterior. B

Proposicion 7 Sea A una F-dlgebra con unidad e involucion x +— T tal que para cada
x € A se tiene x+T, 2T € F1. Entonces si la forma cuadrdtica n(z) = xT es no degenerada,
el dlgebra A es simple o isomorfa a F x F con producto por componentes e involucion de
intercambio.

Dem. Sea I un ideal de A distinto de A. Supongamos en primer lugar que I = I. Como
INF,1=0setienea+a =0, aa =0 para cada a € I. Si ahora tomamos elementos a € I,
x € A se tiene aT € I luego

fla,z) =aT +xa=azT +aT =0

lo que implica a = 0 por no degeneraciéon de n. Esto demuestra que para todo ideal I tal
que I = I se tiene I = 0 o I = A. Sea ahora T un ideal no nulo cualquiera de A distinto
de A. Es evidente que T es otro ideal de A no nulo u distinto de A. Definamos I := T + T,
entonces I es un ideal no nulo de A y evidentemente I = I. Por lo demostrado previamente
se debe tener A = I. Si ahora definimos J = T'NT resulta que J es otro ideal de A (distinto
de A) y J = J. En definitiva J = 0 y tenemos A = T @& T. Como TT Cc TNT =0 ¢
igualmente 77 = 0 la multiplicaciéon en A adopta la forma

(z+y)(@ +y) =2z’ +yy

para cualesquiera x,y € T, z',y' € T. Veamos que T es unidimensional. Sean s,t € T con
t # 0y definamos A =t +t, 4 = s+ 5 (que son elementos de F). Si ocurriera A = 0 se
tendria t = —f € TNT = 0. Por tanto A # 0, por otra parte As = (t +t)s = ts + Ls pero
ts € TT = 0, lo que permite escribir A\s = ts. También ut = (s +5)t = t(s +3) = ts + tT
pero t5 € TT = 0 y por tanto ut = ts = \s, es decir, s = A\~ 'ut. Esto demuestra que
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T = F luego T' = F. Si denotamos por 6 : T' — F un isomorfismo de F-élgebras |,
disponemos automaticamente del isomorfismo de F-dlgebras w: A =T & T — F x F tal
que w(t+3) = (6(t),0(s)) para cualesquiera s,t € T'. Si dotamos a F' x F' con la involucion
de intercambio (z,y) := (y,z) (para todos z,y € F)), entonces w es un isomorfismo de
algebras con involucion, es decir para cada a € A se tiene w(a) = w(a). El lector puede
comprobar los detalles que faltan.ll

Proposicion 8 Sea A una F-dlgebra de composicion con forma cuadrdtica n y forma polar
asociada f, entonces cada elemento satisface una ecuacion cuadrdtica con coeficientes en
F y A es un dlgebra alternativa. La aplicacion x — T := f(1,2) — x es una involucion de
A tal que x + T, 2T € F,1. Si definimos t(x) := x + T,n(x) := T, se satisface

2? —t(z)r +n(x)1 =0
para cada x € A.
Dem. Como n(z)n(y + w) = n(z(y + w)) = n(ry + zw), entonces

n(z)n(y + w) — n(z)n(y) — n(z)n(w) = n(zy + zw) — n(zy) — n(zw)
es decir, n(z) f(y, w) = f(zy, zw) de donde
n(a+0)f(y, w) = f(ay + by, aw + bw) =
= flay, aw) + f(ay,bw) + f(by, aw) + f(by, bw)
y como n(a +b) = f(a,b) + n(a) + n(b) se tiene
fla,b) f(y, w) +n(a) f(y, w) +n(b) f(y, w) =

flay, aw) + f(ay, bw) + f(by, aw) + f(by, bw)
y simplificando
fla,0)f(y, w) = f(ay, bw) + f(by, aw). (4.23)
haciendo b = 1, y = au tenemos

fla, 1) fau,w) = f(a(au),w) + f(au, aw).

y como f(au,aw) = n(a)f(u,w) esta ultima ecuacion se puede reescribir como
f(afau), w) +n(a) f(u, w) = f(a, 1) f(au, w) =0
f(a(au) + n(a)u — f(a,1)au,w) =0

que como w es arbitrario implica (por no degeneracion de f) que

a(au) +n(a)u — f(a,1)au =0 (4.24)
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para cualesquiera a,u € A. Si hacemos u = 1 se obtiene
a® — f(a,1)a+n(a)l =0

lo que demuestra la primera parte de la proposicion. Para demostrar que A es alternativa
multipliquemos la ecuacion anterior por u a la derecha:

a’u — f(a,1)au +n(a)u =0

y restando a esta igualdad la igualdad (4.24) se llega a a*u = a(au) para cualesquiera a, u €
A. Analogamente se demostraria ua? = (ua)a para cualesquiera u,a € A. Demostremos
ahora que T := f(x,1) — x es una involucion, es facil comprobar que dicha aplicacion es
lineal. Ademés = = f(x,1) —z) = f(z,1) — 7 = f(x,1) — f(x,1) + = x. Habfamos
demostrado antes que para cada z se tiene 2% — f(z,1)z + n(z) = 0. Haciendo z = a + b
se obtiene

ab+ba — f(a,1)b— f(b,1)a+ f(a,b) =0
Por otra parte a partir de la identidad (4.23) podemos deducir que
f(1,a)f(1,b) = f(1,ab) + f(a,b) (4.25)
y sustituyendo esto en la igualdad de antes:
ab+ba — f(a,1)b— f(b,1)a+ f(1,a)f(1,b) — f(1,ab) =0

de donde
(f(1,a) —a)(f(1,b) —b) = f(1,ab) — ba

pero a partir de la identidad (4.25) se tiene f(1,ab) = f(1,ba). Esto demuestra que ab = ba.
Ademés x + T = f(1,2) € F (por tanto t(z) := f(1,2)) y 2T = 2 f(1,2) — 2? = n(z) € F.
Resulta demas evidente que para todo z se satisface 22 — t(x)x + n(z) = 0. B

Proposicion 9 Sea A un dlgebra de composicion con norma n y forma polar f. Entonces
se satisfacen las identidades f(xy,z) = f(x,2y) = f(y,Tz) para cualesquiera x,y,z € A.
Dem. Por un lado:

flay, 2) = (2y)z+ 2(¥ T) = (2,4,2) + 2(y2) + 2(y T) =

= (z,y,2) + 2(yz) — (2,9,7) + (29)T = —(x,y,2) — (2,y,2) + f(x, 2y) =
= _(xvya Z) + ((L’,y,Z) + f(l',Zy) = f(I, Zgj)

La otra identidad se demuestra con razonamientos analogos. B
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Teorema 9 Sea A un dlgebra de composicion y B una subdlgebra conteniendo a la unidad
de A. Entonces B*B + BB+ C B*. Para cualesquiera a,b € B y v € B+ se tiene

Uv=—-v, av=vwa, (vb)a=wv(ab), a(vb)=wv(ab), (va)(vb)= —n(v)ba.

Dem. Como B tiene unidad entonces B = B. Si € B*, se tiene f(zB, B) = f(x, BB) =
f(x,B?) = f(z,B) = 0 lo que demuestra que BB C B'. Anilogamente se tendria
BBt C Bt.siv € B, entonces 0 = f(1,v) = t(v) luego ¥ = —v. Para todo a € B se
tiene 0 = f(v,a) = v@ — av lo que implica av = va. Por otra parte, como vb € BL, se tiene
f(vb,a) =0 lo que es equivalente a (vb)@ — a(bv) = 0. Asi (vb)@ = a(bv). Por otra parte

(vb)a = (v,b,a@) + v(ba) = —(b,v,a) + v(ba) = (b,v,a) + v(ba) =

= (w)a — b(va) + v(ba) = (vb)a — b(va) + v(ba)

lo que permite establecer la igualdad b(va) = v(ba) o lo que es lo mismo b(va) = v(ba) o si
se prefiere a(vb) = v(ab). Esto demuestra de paso la igualdad (vb)a = v(ab). Finalmente

(va)(vh) = (v, a,vb) + v(a(vdb)) = —(v,vb,a) + v(v(ab)) = (v,vb,a) — n(v)ab =

= —n(v)ba — v((vb)a) — n(v)ab = —n(v)ba + n(v)ab — n(v)ab = —n(v)ba.
|

Proposicion 10 Sea A una F-dlgebra de composicion. Entonces:
1. Sidim(A) > 1, la involucion de A no puede ser la identidad.

2. Euxiste siempre una subdlgebra (que contiene a la unidad de A) no degenerada de
dimension a lo sumo dos.

Dem. Veamos la primera parte. Tomemos = € A tal que x no sea miltiplo escalar de
1. Si la involucion es la identidad = + = = t(x) € F lo que implica que 2z € F. Por
tanto si la caracteristica es distinta de dos llegamos a contradiccion. Asi F' es un cuerpo
de caracteristica dos. Por otra parte, de ser la identidad una involucion se deduce que A
es un algebra conmutativa. Pero entonces si denotamos por f la forma polar de la forma
cuadrética n del algebra de composicion, sabemos que f(z,y) = zy + yx = 22y = 0 y por
tanto n es degenerada en contra de que A es de composicion.

Veamos el segundo apartado. Por subélgebra no degenerada de A entendemos una
subalgebra B (unitaria) tal que la restriccion de f a B es una forma bilineal no degenerada.
Si el cuerpo base es de caracteristica distinta de dos, entonces podemos tomar B = F'1.
Supongamos que la caracteristica es dos. En este caso al ser A de composicion, se tendra
dim(A) > 1. Sea pues x € A tal que {1, z} es linealmente independiente. Si para todo z que
sea linealmente independiente con 1 se tiene t(z) = 0, entonces la traza es nula en general
t(A) = 0 pero esto implica que @ = a para cada a, es decir la involucién seria la identidad.
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Asi pues debe existir un z linealmente independiente de 1 tal que t(x) # 0. Consideremos
entonces la subalgebra B formada por todas las combinaciones lineales de 1 y = (el hecho
de que x satisface una ecuacién de segundo grado con coeficientes en F, garantiza que B
es una subélgebra ). La restriccion de f a B tiene por matriz (referida a la base {1, z}):

0 t(x)
t(x) 0
cuyo determinante es no nulo al ser t(x) # 0. Esto demuestra que B es no degenerada. B

Antes de abordar los ultimos resultados de esta seccion vamos a dar una lista de algebras
de composicion:

1. Todo cuerpo de caracteristica distinta de dos es un algebra de composicion (sobre si
mismo) con involucién la identidad y por tanto norma n(z) = 22 que es automética-
mente no degenerada y multiplicativa. Si el cuerpo es de caracteristica dos la norma
es degenerada (de hecho su forma polar es idénticamente nula).

2. Para dar ejemplos de algebras de composicion bidimensionales, debemos presentar
las F-algebras K(p) con u € F. Esta algebra es la suma directa K(u) = F,1 & Fv
con v2 = v+, 4+ 1 # 0 e involucion a + Bv = (a+ ) — Bv. La norma viene dada
por n(z) := zZ para cada z € A. Es facil comprobar que K(0) es isomorfa al algebra
F x F con producto por componentes e involucién de intercambio (por tanto es un
algebra de composicion split). Ademas, si el polinomio ¢* —¢ — i es reducible, se puede
demostrar que K (p) es isomorfa a K(0). Si por el contrario, el polinomio ¢* —t — u
es irreducible, K (1) es un cuerpo extension cuadratica de F'. Si la caracteristica de
F' es distinta de dos, se puede demostrar que K(u) = CD(F,v) (para algin ). En
efecto, definiendo vy := v — 1/2 se tiene v{ = p + 1 y utilizando la base {1,v;} de
K (1) se observa que K () se obtiene a partir de F' por el proceso de Cayley-Dickson
para algun escalar no nulo . Reciprocamente, las dlgebras CD(F, ) son todas del
tipo K (i) ya que si en CD(F, ) consideramos v = (0,1) y u := v+ 1/2, encontramos
que u? = u + p donde = v — 1/4, entonces CD(F,~) = K(u). Las 4lgebras de este
apartado son asociativas y conmutativas pero la involucién nunca es la identidad.

3. Para mostrar algebras de composicion de dimensiéon cuatro podemos presentar las al-
gebras Q(u, 3) (con 5 # 0). Estas algebras son por definicion Q(u, ) := CD(K (u), ),
y se denominan algebras de cuaterniones generalizados. Son asociativas pero no con-
mutativas.

4. Podemos introducir algebras de composicion de dimensiéon ocho. Estas serian las
algebras C(u, 8,v) = CD(Q(w, 5),7) con v # 0. Dichas algebras se llaman dlgebras
de Cayley o también algebras de octoniones generalizados. Son alternativas pero no
asociativas. Evidentemente si se aplica el proceso de Cayley-Dickson a estas dlgebras
, no obtenemos algebras alternativas. Por eso desde el punto de vista de las algebras
de composicién, tenemos de dejar de aplicar el proceso de Cayley-Dickson en este
punto.
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A la vista de los ejemplos que acabamos de dar, cabe plantearse la cuestion sobre la
existencia de otras algebras de composicion no isomorfas a alguna de las de la lista anterior.
El lector puede demostrar como un ejercicio relativamente sencillo que cada algebra de
composicion de dimension uno o dos del tipo F' o K(u). La respuesta a la cuestion anterior
en general viene dada por el siguiente:

Teorema 10 Sea A una F-dlgebra de composicion, entonces A es isomorfa a alguna de
las dlgebras F, K(p), Q(u, 3) o C(w, 3,7). Si la caracteristica de F' es dos, no puede darse
la posibilidad A = F.

Dem. Si dim(A) € {1,2} el asunto es bastante sencillo. Si suponemos que dim(A) > 2
la Proposicion 10 nos asegura la existencia de una subalgebra B propia conteniendo a
la unidad de A no degenerada y de dimensién a lo sumo dos. Se tiene por tanto una
descomposicion A = B @ Bt (todo subespacio S no degenerado y de dimension finita
de una espacio X provisto de una forma bilineal simétrica, descompone a X en la forma
X = S @ St). Entonces podemos encontrar un v € B+ de norma n(v) = 4, no nula (si la
norma se anulara sobre B~ se llega a que f es degenerada). Por el Teorema 9 este elemento
v satisface las condiciones

Uv=—v, av=va, (vb)a=wv(ab), a(vb)=wv(@b), (va)(vb)=—n(v)ba

para cualesquiera a,b € B. Se tiene entonces que By := B®wvB es una subalgebra contenida
en A y por las propiedades expuestas de v, se tiene B; = CD(B,7). Se demuestra sin
problema que B es no degenerada. Si B; # A podemos repetir el proceso aplicado a B
con B;. Asi tenemos la existencia de v; € BlL de norma n(vy) = v # 0y tal que v; satisface
propiedades anélogas a las que cumplia v. Podemos entonces definir By = By @ v1B; =
CD(Bjy,71) que resultard ser una subdalgebra no degenerada y conteniendo a la unidad de
A. En caso de que By # A reiteramos este proceso constructivo de nuevas algebras Bs, etc.
Entonces se debe tener A = Bj (si B era de dimension uno) o A = By en caso de que B
fuese bidimensional. En efecto si B = F', el algebra Bj es alternativa pero no asociativa
y por tanto B, que estaria contenida en A ya no seria alternativa, una contradiccion. En
caso de que B fuera bidimensional, su involucién no seria la identidad, B; seria asociativa
pero no conmutativa y By seria alternativa pero no asociativa. Por tanto A = By toda vez
que Az no seria alternativa.

En cualquier caso vemos que A se obtiene a partir de F' o de K(u) (en caracteristica
dos) por aplicacion del proceso de Cayley-Dickson .l

Vamos a acabar esta seccion estudiando las algebras de composicion split sobre cualquier
cuerpo. Observemos en primer lugar que si A es una F-algebra que contiene un idempotente
e # 0,1, entonces A es split. En efecto se tiene e(e — 1) = 0 con e # 0, 1. Reciprocamente,
si A es split y tomamos un = € A de norma nula, se tiene r? = ¢(x)z. Analicemos dos
posibilidades:

1. Todo elemento de A de norma nula tiene también traza nula.
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2. Existe un elemento de A de norma nula pero traza no nula.

En el primer caso si tomamos a € A — {0} con n(a) = 0, se tiene para todo x € A que
n(ax) = n(a)n(z) = 0. Pero entonces t(az) = 0 y teniendo en cuenta la identidad (4.25)
f(La)f(1,x2) = f(1,azx) + f(a,x) se deduce que f(a,z) = t(a)t(x) — t(ax) = 0 lo que
contradice el caracter no degenerado de f. Asi la segunda posibilidad se da necesariamente
y podemos asegurar la existencia de un z € A con n(z) = 0 pero t(z) = a # 0. Como se
tiene 22 = ax, definiendo e := a 'z tenemos e? = a 222 = a%ax = o'z = e, es decir,
un idempotente no nulo (como ademas n(x) = 0 no puede darse e = 1).
Hemos demostrado entonces:

Lema 9 Un dlgebra de composicion es split si y solo si contiene un idempotente no nulo
y distinto de la unidad.

Corolario 7 Toda dlgebra de composicion split contiene como subdlgebra una copia de
K(0). En particular toda dlgebra de composicion split bidimensional es isomorfa a K(0).

Dem. Sea A la F-élgebra y e € A un idempotente e # 0, 1. Sea B la subélgebra generada
por {1,e}. Claramente B consiste en todas la combinaciones lineales o + e con a, 5 € F.
Como e? = e, la traza de e es 1 y su norma es nula. Por tanto € = 1 — e. Asi para un
elemento genérico A + pe de B la involucion queda perfectamente determinada:

Ape=A+p(l—e)=(N+pu)— pe

lo que acaba la demostracion de que B = K(0).H

Teorema 11 Toda dlgebra de composicion split es isomorfa a alguna de las siguientes:

K(0), Q(0,1), o C(0,1,1).

Dem. Sea A un algebra de composicion split y B una subélgebra de A isomorfa a K(0).
Entonces B tiene una base {1, e} donde e = e y la involucién de B viene determinada por
€=1—ec.Si B+# A vamos a demostrar que existe v € B~ tal que v?> = 1. En principio
tenemos la existencia de v € B+ de norma no nula. Este elemento verifica 4 = —u, y
u? = —n(u) = a # 0. Ademés uB C B*. Definamos entonces v = u + a~1(1 — a)ue € B*.
Por otra parte (ue)? = ueue = u?ee = a(l —e)e =0y

v =u? +a (1 - a)(v’e +ueu) = a+a (1 - a)(ae +u(ue) =

=a+al(l-a)(ae+tae)=a+(1—a)tle)=a+1—-a=1.

Por otra parte como v € Bt se tiene ¥ = —v. De este modo B; := B®vB = CD(B,1) &
CD(K(0),1) = Q(0,1). Si B; # A podemos repetir este proceso encontrando v, € Bi
tal que v? = 1. Definirfamos entonces By = By @ v1B; = CD(By,1) = CD(Q(0,1),1) =
C'(0,1,1). Entonces Bj es alternativa y no asociativa. Por tanto debe coincidir con A pues
en caso contrario encontrariamos vy € 32L tal que v% =1y By ®v3By = CD(By, 1) seria
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una subalgebra de A pero esto no puede ser pues A es alternativa lo que implicaria que
CD(By,1) lo es (y por tanto Bj seria asociativa en contra de los establecido).l

A la vista de lo establecido en los problemas, donde se propone como ejercicio el de-
mostrar que para un algebra real A en las condiciones de aplicarle el proceso de Cayley-
Dickson , se tiene CD(A, ) = CD(A,1) si u > 0, y CD(A, ) = CD(A,—1) si p < 0,
las algebras de composicion reales que surgen a partir de R serfan solo C = CD(R, —1)
y Cs = CD(R, 1). Esta tltima C; es la unica élgebra de composicion real split en dimen-
sion dos. Las algebras que surgen a partir de C aplicando el proceso de Cayley-Dickson
serian H = CD(C, —1) (de division) y Hy = CD(C, 1) (esta ultima es split). Las algebras
CD(Cyq, 1) son todas split (al contener a C;) por tanto isomorfas a la unica R-algebra de
composicion split de dimension cuatro: Hy. Por ultimo las R-algebras que surgen a partir
de H por el proceso de Cayley-Dickson son O = CD(H, —1) (de division) y O, = CD(H, 1)
(split). Todas las algebras CD(H, 1) al ser split, son isomorfas a Q. Asi la lista completa
salvo isomorfismos de las R-dlgebras de composicion es: R, C, C,, H, Hy, O, y O,.

4.5. Algebras alternativas simples

En esta seccion vamos a estudiar las algebras alternativas simples de dimension finita.
Como tales algebras son semisimples (al tener unidad el radical debe ser nulo), podemos
descomponer la unidad como una suma de idempotentes irreducibles ortogonales.

Lema 10 Sea A un dlgebra alternativa simple y de dimension finita. Sea e # 1 un idem-
potente. Entonces en la descomposicion de Peirce de A con relacion a e, Aj; = eAe es un
dlgebra asociativa.

Dem. Como consecuencia de las formulas 4.11 y 4.6 se tiene (Aj9Ao1)A11 C AjpAgr luego
A19Ap es un ideal de Ay;. Anédlogamente Ag; Ajp es un ideal de Agyy. En consecuencia

I = ApApr + Ao + Aot + Ao Aro

es un ideal de A. Como A es simple I = 0 o I = A. La primera posibilidad implicaria
A1g = Agr = 0 luego A = Ay + Ago. En este caso tanto Aq; como Agyy son ideales de A
y por simplicidad, uno de ellos debe ser nulo y el otro coincidiria con A. Al ser e # 1 se
debe tener A;; = 0 y en este caso es evidente que Aj; es asociativa. Si I = A se tiene
Ay = ApAor, Agg = Ao1Arg. Ahora la asociatividad de A;; es un corolario de la férmula
4.12. 1

Lema 11 Sea A un dlgebra alternativa simple de dimension finita y sea 1 =e; + -+ + e,
una descomposicion de la unidad como suma de idempotentes ortogonales no nulos (no
necesariamente irreducibles). St n > 3, entonces A es asociativa.
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Dem. Sea A = @;;A;; la descomposicion de Peirce de A con relacion a {ey,...,e,}. Si
hacemos también la descomposicion de A relativa a eq:

A=Ay ® Ay + Ay + Ago
sabemos que? A}, = A;; mientras que
Al = BipAri, Ay = BipAn, Ay = @Zj:2Aij'

Ademés por el lema 10 A}, = A;; es un algebra asociativa. Si llamamos e = ey +---+e€, y
hacemos la descomposicion de Peirce de A con relaciéon a e tenemos A = B+ Big+Bo1+ B
donde By = ®Zj:2Aija Byo = Aj1 (nuevamente aludimos a los problemas de este capitulo).
Como Bj; = Aj, es asociativa, ya sélo nos queda demostrar que A% = A2 = 0 para
concluir que A es asociativa (problemas del final del capitulo). Pero siendo A}, = >, Ay,
basta demostrar que A%, = ( para tener en virtud de las propiedades de la descomposiciéon
de Peirce, que All% = 0. Pero a su vez, el demostrar que A%, = ( parai > 1 es bastante trivial
y aqui es donde utilizaremos el hecho crucial de que n > 3. Consideremos el idempotente
u=e; +e (1 > 1), entonces uAu es un algebra asociativa pues u # 1 por ser n > 3y
gracias al lema 10. Pero
wAu = Ay + Ay + Aa + Ay

es la descomposicién de Peirce de uAu con relacion al idempotente u. Esto implica en
particular que A%, = A? = 0, acabando la demostraciéon del lema. B

El lema precedente hace que en lo sucesivo, tengamos que enfocar la atencion en aquellas
algebras alternativas simples (de dimension finita) en las que la unidad sea o bien un
idempotente irreducible, o se exprese como una suma de a lo sumo dos idempotentes
ortogonales irreducibles.

Lema 12 Sea A una F'-dlgebra alternativa simple y de dimension finita. Supongamos que:
1. 1 = ey + ey para dos idempotentes ortogonales irreducibles e;,
2. Ay(=e;Ae;) = Fey, (i =1,2).
3. A no es asociativa.

Entonces A es isomorfa al dlgebra de Cayley split C'(0,1,1).

Dem. Tomemos cualquier subalgebra semisimple B de A tal que ej,e; € B (por ejemplo
A podria ser una tal subalgebra ). En la descomposicion de Peirce de B relativa a {e, e;}
tenemos B = By @ B2 ® By @ Bao, con B;; C A;; y por tanto B;; = Fe;. Como BBy C
Bi1 = Feq podemos definir una forma bilineal < , >: By X By; — F tal que x19191 =<
T2, To1 > €1 (para cualesquiera z;; € B;;). Del mismo modo podremos definir otra forma
bilineal < , >: By X By — F tal que T91x19 =< Xa1,T12 > 9. Ahora bien z15291712 =<

2Véanse los problemas de este capitulo.
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T19,To1 > T1a =< Xo1,T12 > X1z lo que implica la igualdad < xq9, 191 >=< 91,212 >
para cualesquiera z;; € B;;. Veamos que < , > es no degenerada. Si < 12, >= 0
entonces x12B2; = 0 pero entonces z12 € G2 C Rad(B) = 0 lo que implica x5 = 0.
Anéalogamente se demuestra que si < , x9; >= 0 entonces x5, = 0. Esto implica la igualdad
dim(Bi2) = dim(Bs;) (en particular dim(A;s) = dim(As;)). Ademés, dado x5 # 0 existe
ba1 € Bo tal que x12b21 = e1. Entonces by1x15 no puede ser nulo, pues si lo fuera tendriamos
0 = ba1x12b21 = be1 lo que conduciria a la contradiccion e; = 0. Asi pues by x19 = ey con
a # 0, entonces x12by1 12 = s implicando x5 = aryo y entonces o = 1. Asi pues

Ti2ba1 = eq, ba1z12 = €2 (4-26)

En caso de que B # A se tiene dim(B) = 2 + 2dim(Bj3) < dim(A4) = 2 + 2dim(A;2) lo
que implica Bis # Ajs (e igualmente By # Ayp). Entonces existe fio € Ajg tal que fio
no esta en Byy. Sea {uq,...,u;} una base de Biy y {ws,...,w,} una base de By tal que
< uj, w; >=0d;; (delta de Kronecker). Definamos el elemento

k
gi2 = fi2 — Z < fiz, w; >
i=1

que sigue siendo un elemento de A2 que no estd en Bjy. Ademas < gy2, w; >= 0 para todo
=1,...,k. Como (4.26) es aplicable para B = A tenemos la existencia de go; € By tal
que gi2go1 = €1, go1912 = €. Definamos a continuacion el elemento

k

ho1 = ga1 — Z < Uj, g21 > Wj
Jj=1

que pertenece a As;. Ademas
gi2ho1 = €1 — Z < Uj, ga1 > graW; = €1 — Z < Uj, g1 >< g12, W5 > €1 = €1
J J
y analogamente hs1g1o = 5. Ademés

k
< Uy, hor >=< u;, go1 > — Z < Uj, wy >< Uj, go1 >=
Jj=1

=< U, g21 > — < U4, g21 >= 0.

Definamos a continuacion v := g2 + hop. Este elemento esta no estd en B ya que g2 €s no
elemento de Bjy. Ademas

v* = giohay + hizgor = €1 +e3 =1
Supongamos ahora que B es un algebra con involucion b — b tal que

b+0bbbe F,1
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(por ejemplo B podria ser B = Fe; & Fey con la involucion ae; + fey = fBey + aey). A
partir de la igualdad z? — t(z)z + n(x) = 0, aplicada a los vectores u; y a los w; se deduce

vV = —Ug, w; = —wj

y teniendo también en cuenta que n)(e1) = n(ez) = 0 se tiene e; —t(e;)e; = 0 lo que implica
t(e;) = 1 luego e; + € = 1y entonces & = ey. Entonces si hacemos b = ae; + > ouu; +
Zj B;W;+ Bes, entonces b = aea — ), cyju; — Zj B;W;+ Be;. Por tanto, teniendo en cuenta
que u;hg = 0y que w;g12 = 0 tenemos:

bv = agiz + Z oUig12 + Zﬁjw]’hu + Bhay =

J
= [Bho — Z Qig12U; — Zﬁjhmwj + agie = vb.
{ J

Si partimos del algebra B = Fe; @ Fey, = K(0) que es asociativa y conmutativa, se tiene
que entonces B@vB es el dlgebra obtenida a partir de B por el proceso de Cayley-Dickson
para u = 1, es decir, By := B@®vB = CD(B,1) = CD(K(0),1) = Q(0,1) que es por
tanto un algebra de cuaterniones split. Si By # A entonces partiendo de B; y aplicando lo
anterior construiriamos

BQ = Bl D ’UlBl = CD(Bl, 1) = O(O, 1, 1)

que seria entonces un élgebra de Cayley o de octoniones generalizados. Si By # A repe-
tirfamos la historia llegando a que A (que es alternativa) contendria una subélgebra
CD(Bz, 1) que no seria alternativa (al no ser asociativa B). B

Como corolario del lema anterior podemos ya clasificar las algebras alternativas simples
de dimension finita sobre un cuerpo algebraicamente cerrado. En primer lugar, hay que
recordar al lector que si F' es un cuerpo algebraicamente cerrado y D es una F-algebra de
division de dimension finita, entonces D = F (para demostrarlo considérese el polinomio
minimal de cada elemento no nulo que sera necesariamente de primer grado). Sea ahora A
una F-algebra alternativa simple de dimension finita y no asociativa (F algebraicamente
cerrado como antes), entonces su unidad se descompone como suma de dos idempotentes
ortogonales e irreducibles 1 = e; + e5. Para poder aplicar el Lema 12 debemos comprobar
que A;i(= e;Ae;) = Fe;, (i = 1,2). Pero sabemos que A;; es una subalgebra cuya unidad
e; es el tnico idempotente no nulo. En tales algebras (véase el Lema 6) los elementos caen
siempre dentro de dos categorias: o son inversibles o son nilpotentes (y por tanto propia-
mente nilpotentes). Pero por el Corolario 4, Rad(A;;) = A; N Rad(A) = 0 lo que implica
que A;; es semisimple y entonces no puede contener elementos propiamente nilpotentes no
nulos (luego tampoco contiene elementos nilpotentes no nulos). Asi A;; es una F-algebra
de division de dimension finita. Al ser F' algebraicamente cerrado, se tiene A;; = Fe; como
queriamos demostrar. En consecuencia el Lema 12 implica que A = C(0,1,1).
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Teorema 12 Sea F' un cuerpo algebraicamente cerrado y A una F-dlgebra alternativa
simple y de dimension finita. Entonces A es o bien asociativa y por tanto isomorfa a
M, (F) para algin n > 1, o bien es isomorfa a un dlgebra de octoniones split C(0,1,1).

Podemos dar una version del teorema anterior sin la hipotesis de clausura algebraica
del cuerpo base. Para ello necesitaremos el siguiente lema:

Lema 13 Sea A una F-dlgebra (unitaria) y K O F un cuerpo extension de F'. Supongamos
que la K-dlgebra extension por escalares Ag := K @p A es una K-dlgebra de composicion.
Entonces A es una F-dlgebra de composicion con la restriccion de la norma de Ag.

Dem. Supongamos A sumergida en Ay y sea n : Ax — K la norma de Aj. Veamos que
para cada x € A, su norma como elemento de Ax esta en el cuerpo F'. Sabemos que

v? — t(x)z +n(r) =0

donde x € A, t(x),n(z) € K. Sea {u;}!, una base de A con up =1 (este mismo conjunto
resulta ser una base del K-espacio Ax). Supongamos que w;u; = Y, V;jxU, con las con-
stantes de estructura v;;, € F. Sea x € A tal que x ¢ F',1. Entonces x = ), \;u; con algin
A # 0 (k #0). La ecuacion 22 — t(x)x + n(x) = 0 se convierte entonces en

k

ijk
lo que implica que para k # 0 se tendra

Z )\i/\j'Yijk - t(ZE))\k =0
ij

y si Ay # 0 podremos concluir que t(z) € F. Entonces T = 1 — x luego T € A y por tanto
n(x) =2 € A. Six = A1 con XA € F, entonces T =z y n(zr) = 2 € A. De este modo A
esta provista de una forma cuadrética n : A — F' (restriccion de la de Ag). Veamos que
dicha forma cuadratica es no degenerada. Para cualesquiera x,y € A sea f(x,y) la forma
polar de n aplicada a = e y (esta es restriccion de la forma polar de la norma de Ag).
Supongamos que x € A es tal que f(x, A) = 0. Para cada y € Ak se tiene y = ) . k;u; con
ki € K. Ademas f(x,y) = >, kif(x,u;) = 0 ya que para cada ¢ se tiene f(x,u;) = 0. Por
ser Ax un algebra de composicion se tiene entonces z = 0. Asi A resulta ser un éalgebra de
composicion. l

Definicion 7 Un dlgebra alternativa A sobre un cuerpo F se dice que es central cuando su
centro Z(A) definido como el conjunto de elementos Z(A) ={x € A: [z, Al = (x, A, A) =
0} coincide con F.
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Las élgebras alternativas simples de dimension finita tiene centro no nulo al ser uni-
tarias. Ademaés el centro es un cuerpo pues si tomamos = € Z(A) con z # 0, el subespacio
xA = Az resulta ser un ideal (no nulo) de A al ser (zA)A = z(AA) C xA. Entonces
xA = A lo que implica que 1 € xA y por tanto 1 = zy = yx para algin y € A. Esto
demuestra que z es inversible en A. Pero el elemento y resulta también ser un elemento
del centro Z(A) ya que a partir de za = ax para todo a € A se tiene y(xa) = y(ax), y
por tanto (yx)a = y(ax), lo que nos lleva a la igualdad a = y(azx) = (ya)z. En consecuen-
cia ay = ((ya)z)y = (ya)(zy) = ya lo que demuestra que [y, A] = 0. Para demostrar que
(y, A, A) = 0 tomemos a, b € A cualesquiera. Entonces a = za’ = o’z (siendo a' = ya = ay)
y también b = zt/ = b'x (para b’ = yb = by). Entonces

(ay)b = ((a'z)y)b) = d'b=d'(zb") = (d'z)b' = ab/ = a(yb)

lo que demuestra (A,y, A) = 0 y por el caracter alternante de los asociadores se tiene
(y, A, A) = 0.

Asi para un algebra alternativa simple A de dimension finita, su centro Z(A) es un
cuerpo y podemos considerar A como una Z(A)-algebra . Vista de este modo, A seria
central. Podriamos entonces aplicar el siguiente resultado de [10, Theorem 2, p.137]

Teorema 13 Sea A un dlgebra central simple sobre un cuerpo F' y sea K cualquier exten-
sion del cuerpo F, entonces el dlgebra Ak := K @ A es (central) simple.

Utilizando este tltimo resultado podemos por fin obtener la clasificacion de las algebras
alternativas simples de dimension finita:

Teorema 14 Sea A un dlgebra alternativa simple de dimension finita sobre un cuerpo F.
Entonces o bien:

1. A es asociativa y por tanto isomorfa a M, (D) donde D es una F-dlgebra de division
de dimension finita.

2. A no es asociativa en cuyo su centro (al que denotaremos por Z) es un cuerpo y A
considerada como una Z-dlgebra es un dlgebra de Cayley-Dickson .

Dem. Supongamos que A no es asociativa, y consideremos A como algebra sobre su centro
Z. Entonces A es central simple y podemos aplicar el Teorema 13. Si K es la clausura
algebraica de Z, el dlgebra Ax := K ®4 A es central simple pero no asociativa (ya que la
aplicacion A — Ay tal que a — a ® 1 es un monomorfismo de Z-algebras ). Esto quiere
decir que Ax = C(0,1,1) es un algebra de octoniones split y por tanto un algebra de
composicion. Aplicando el Lema 13 resulta que la Z-algebra A es de composiciéon y como
no es asociativa, solo puede ser un algebra de Cayley-Dickson .l
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4.6. Problemas

Esta seccion de problemas va a estar dedicada a la descomposicion de Peirce y al proceso
de Cayley-Dickson.

Problema 38 Demuéstrense las identidades que se han dejado como ejercicio al lector en
la proposicion relativa a las propiedades de la descomposicion de Peirce (Proposicion 5).

Problema 39 Sea A un dlgebra alternativa con unidad y 1 = ey + --- + e, una descom-
posicion de la unidad como suma de idempotentes ortogonales no nulos. Demuéstrese que
si se descompone A con relacion al idempotente ey en la forma A = Al + ALy + Aby + Al
se tienen las relaciones: Ajy = A, Alg = ®is141, Ay = Bis14in, Ay = i1 4ij.

Problema 40 Bajo las mismas condiciones que en el problema anterior considérese el
idempotente e = ey + --- + e,. Demuéstrese que si A = Bi1 + Big + Bo1 + By €s la
descomposicion de Peirce de A con relacion a e, entonces Bip = @ZFQAZ'J" By = Aq;.
Identifiquense los subespacios Biy y Bo; .-

Problema 41 Bajo las condiciones de los dos problemas anteriores, demuéstrese que si
u = e1 + e; entonces la descomposicion de Peirce de uAu con relacion a ey es

UAU = 011 + Cl() + 001 + COO
donde C11 = Anr, Cio = Ay, Cor = Air, y Coo = Ay

Problema 42 Sea e un idempotente de un dlgebra alternativa y A = Ago+ A1 + A0+ A1r
la descomposicion de Peirce de A relativa a e. Demuéstrese que A es asociativa si y solo
si Ay lo es (parai=0,1) y A3, = A%, = 0.

Problema 43 Sea A una R-dlgebra a la que se puede aplicar el proceso de Cayley-Dickson.
Demuéstrese que si > 0 entonces CD(A, pu) = CD(A, 1) mientras que si p < 0 entonces
CD(A,u) =2 CD(A,—1) (sugerencia: busquense isomorfismos del tipo (z,y) — (z,ky)
donde x,y € A, k € R).

Problema 44 Sea A un dlgebra compleja a la que se puede aplicar el proceso de Cayley-
Dickson. Demuéstrese que para cualquier p # 0 se tiene CD(A,pu) = CD(A,1). Com-
pruébese que lo anterior es aplicable no solo sobre los complejos, sino también para dlgebras
sobre cuerpos algebraicamente cerrados.

Problema 45 Si definimos C; :== CD(R, 1), demuéstrese que existe un isomorfismo en-
tre el dlgebra de complejos ’split’ C, y el dlgebra definida sobre R x R con producto por
componentes:

(@,y)(@",y) = (z2', yy')
para x,y,x’ Yy € R.



60 CAPITULO 4. ALGEBRAS ALTERNATIVAS

Problema 46 En el dlgebra CD(C,—1) definamos los elementos 1 = (1,0), I = (1,0),
J=(0,1), K =(0,—i). Compruébese que {1,1,J, K} es una base de CD(C,—1), respecto
a la cual la tabla de multiplicar del dlgebra es

. I J | K
I | -1 | K |—-J

J|-K|-1] I |
K| J |-1]-1

Concliyase que CD(C, —1) es isomorfa al dlgebra H de cuaterniones reales de division (por
tanto es un dlgebra asociativa pero no conmutativa).

Problema 47 En el dlgebra CD(C,1) definamos los elementos 1 = (1,0), I = (i,0),
J=1(0,1), K =(0,—1). Compruébese que {1,1,J, K} es una base de CD(C,1), respecto a
la cual la tabla de multiplicar del dlgebra es

I | J | K
I | -1 | K|—-J
J|-K|1]|-I]
K| J | I]1

Esta dlgebra se denomina dlgebra de ‘cuaterniones split’ y se denota por Hy. El calificativo
'split” hace alusion a la existencia de divisores de cero, jcompruébese!

Problema 48 Demuéstrese que el dlgebra H de cuaterniones split es isomorfa al dlgebra
My(R) de matrices cuadradas 2 X 2 sobre los reales. Sugerencia: en My(R), tomemos las
matrices 1 =matriz identidad,

(8= )= )

una vez comprobado que estas matrices forman una base del dlgebra , constriyase la tabla
de multiplicar relativa a dicha base.

Problema 49 Demuéstrese que CD(Cy, 1) es isomorfa a Hy, para ello tomese en CD(Cj, 1)
la base 1 = (1,0), I = (0,4), J = (0,1), K = (—1i,0) y constriyase la tabla de multiplicar.
Compruébese también que CD(Cg, —1) es isomorfa a Hy (en este caso se puede hacer

[=(0,1), J = (,0), K = (0,4)).

Problema 50 Generalizando el problema anterior se pide demostrar lo siguiente: sea A
un dalgebra asociativa con un elemento v tal que vv = —1. Demuéstrese que entonces la
aplicacion f: CD(A,+1) — CD(A, —1) dada por f(z,y) := (z,yv) es un isomorfismos de
dalgebras con involucion.

Problema 51 Sea B un dlgebra a la que se puede aplicar el proceso de Cayley-Dickson .
Demuéstrese que:
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1. B es asociativa y conmutativa si y solo si CD(B, ) es asociativa.

2. B es asociativa, conmutativa y de involucion identidad si y solo si CD(B, u) es aso-
ciativa y conmutativa.

Problema 52 Demuéstrese que sobre un cuerpo algebraicamente cerrado F', cualquier dl-
gebra de composicion de dimension mayor que uno es split. Por tanto las dlgebras de
composicion sobre un tal cuerpo son: F (en caso de caracteristica distinta de dos), K(0),

Q(0,1) y C(0,1,1).

Problema 53 Sean X eY dos F-espacios vectoriales de dimension finita y f : X XY — F
una aplicacion bilineal. Supongase que:

1. f(z,Y) =0 implica x = 0.
2. f(X,y) =0 implica y = 0.

Demuéstrese que dim(X) = dim(Y') y para cada base {u;} de X existe una base {w;} de
Y tal que f(u;,w;) = d;; (la delta de Kronecker).

Problema 54 Sea F' un cuerpo, en el F-espacio vectorial tridimensional F? definimos la
forma bilineal simétrica < -|- > F' x F — F tal que si x = (x1,%2,23), ¥y = (Y1, Y2, Y3),
entonces < x|y >:= 2?21 x;y;. Por otra parte definamos A : F? x F3 — F3 tal que

tJ k
Ty XT3 Tr1 T3 T1 X9
TNANY=1|T1 T2 I3 :<‘ ‘,—‘ H )
N Y Y3 Y2 Y3 Yy Yzt lyr Y2
Consideremos el F-espacio vectorial
F F3
= F)

es decir el conjunto formado por todas las matrices con escalares en la diagonal y vectores
de F3 en los lugares (1,2) y (2,1). Dicho conjunto se dota de estructura de F-espacio
vectorial con operaciones por ‘componentes’. Definamos el siguiente producto en A:

a v o v\ ad'+ <vlw' >  av'+[fv—wAw
w w BT \dw+puw oAy B+ <wl >.

Demuéstrese que la aplicacion
a v\ (B —v
w B) \—w «

es una involucion para el producto definido en A. Este dlgebra es conocida como el dlgebra
de matrices de Zorn. Demuéstrese que A es una F-dlgebra de composicion de dimension
ocho y split. Concliuyase que A = C(0,1,1).



62

CAPITULO 4. ALGEBRAS ALTERNATIVAS

Problema 55 Dado un cuerpo F, sea {i,7,k} la base candnica del F-espacio vectorial
F3. En la F-dlgebra de las matrices de Zorn A del problema anterior, tomamos la base

1 0 0 0
61 - 0 0 Y 62 - O 1 )
i (0 (0 k&
0 ) €4 = 0 0 9 65 - 0 O )

(5

€3 =
o — 0 0 o — 0 0 o — 0 0
Demuéstrese que la tabla de multiplicar en la base {e; :i=1,...,8} es:
er 0 €3 €4 €5 0 0 0
0 €9 0 0 0 €g €7 €8
0 €3 0 €g —er €1 0 0
0 e —eg 0 €6 0 e1 0
0 es e, —es O 0 0 er |’
€g 0 €9 0 0 0 —€5 €4
ez 0 0 €9 0 es 0 —e3
€ 0 0 0 €9 —€4 €3 0

donde la entrada (i,j) de la matriz anterior es precisamente el producto e;e;. Compruébese
directamente que A es un dlgebra simple.

Problema 56 Sea Oy = CD(H, 1) el dlgebra de octoniones split reales. Demuéstrese di-
rectamente que Qg = A donde A es el dlgebra de matrices de Zorn sobre R.

Problema 57 Sea O = CD(H, —1) el dlgebra de octoniones reales de division. Si consid-
eramos la base estandar {1,1,j,k} de H, podemos construir la base de O dada por:

€1 = (170)762 = (ivo)aefi = (]a O),64 = (]7 0)7

es = (0,1),e6 = (0,4),er = (0,4),es = (0, k).

Demuéstrese que la tabla de multiplicar de @ respecto a esta base es

€1
€2
€3
€4
€5
€6
€7
€s

€2

€3
€6

€g

€3 €4 €5 €6
€4 —€3 —€ €5
—€1 €2 —€7 €3
—€2 —€;1 —€g —¢€7
€7 €s —€1 —€3
—€g €7 €2 —€1
—€5 —€ €3 €4
€6 —€5 €4 —€3

3

€7 €s
—€g €7

€5 —C6

€6 €5
—€3 —€4
—€4 €3
—€1 —€3

€2 —€

3Como de costumbre el elemento (i, j) de la tabla es el producto e;e;.



4.6. PROBLEMAS 63

Compruébese que la aplicacion lineal O — O tal que ey — ey, €; — —e; (i # 1), es una
involucion de O, y que la aplicacion n : @ — R definida por n(x) := zZ, es una forma
cuadrdtica definida positiva. Concliyase a partir de este hecho, que Q es un dlgebra de
division.

Problema 58 Clasifiquense las dlgebras alternativas simples de dimension finita sobre el
cuerpo R de los reales.
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Capitulo 4

Nociones basicas y primeros resultados
sobre algebras de Lie

En este capitulo seguiremos la referencia [2|. Recordemos que si F' es un cuerpo y L
una F-algebra cuyo producto denotaremos de la forma L x L — L tal que (z,y) — [x,y],
entonces diremos que L es un dglgebra de Lie si

i) [z, x] = 0 para cada = € L.
i) [z, [y, 2]] + [y, [z, x]] + [, [z, y]] = 0 para cualesquiera x,y, z € L.

La segunda de las identidades recibe el nombre de identidad de Jacobi. Observemos que la
primera identidad implica la anticonmutatividad: [z,y] = —[y, x| para todos =,y € L sin
més que partir de [z + y, 2 + y] = 0 y usar la bilinealidad del producto®.

Entre los ejemplos mas naturales de algebras de Lie podemos destacar el de las dlgebras
antisimetrizadas de dlgebras asociativas. Recordemos la definicion de tal construccion: si A
es una F-algebra cualquiera, entonces el algebra A~ cuyo F-espacio vectorial subyacente
coincide con el de A, pero dotada del producto [z,y] := xy — yz, se denominara el algebra
antisimetrizada de A (se denotara por A~). Es facil comprobar que si A es asociativa,
entonces A~ es de hecho un élgebra de Lie . Esto también es cierto si A es alternativa
sobre un cuerpo de caracteristica dos o tres (véase el problema 60).

Como caso particular de algebra de Lie antisimetrizada, podemos considerar el de la
F-algebra gl(V') (conocida como dlgebra lineal general) donde V' es un F-espacio vectorial.
Este algebra se define como la antisimetrizada de la F-algebra asociativa Endp (V') de los
endomorfismos del espacio vectorial V' (con la composicion como producto). Si V' es de
dimension finita n, el algebra Endp(V') se puede identificar con el algebra de matrices
M, (F). Si denotamos por e;; la matriz elemental con un uno en la posicion (7, 7) y cero
en los demas lugares?, es facil comprobar que la multiplicacién de este tipo de matrices se
ajusta a la formula

€ijCkl = 5jkez‘l

1Si el cuerpo es de caracteristica distinta de dos, entonces i) es equivalente a la anticonmutatividad.
2Como es sabido, {e;;} es una base del dlgebra de matrices cuadradas.
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donde 0, es la delta de Kronecker. Se suele emplear la notacion gl(n, F) para el alge-
bra de Lie antisimetrizada de M,,(F'). El producto en este élgebra vendria dado por las
expresiones:

[Gij, ekl] = 5jk:eil - 5liekj-

4.1. Algebras de Lie clasicas.

Una observacion interesante sobre las algebras gl(V') es que mientras que M,,(F') es un
algebra simple, el algebra de Lie gl(V') no lo es: el conjunto de matrices de la forma Al
donde 1 representa la identidad 1 : V' — V| y A es cualquier elemento de F', es un ideal.
Representaremos a este ideal con la notaciéon F'1. Podemos entonces considerar el algebra
cociente gl(V')/F1. En el problema 61 se pide la demostracion de que bajo condiciones
adecuadas, existe un isomorfismo entre este cociente, y el algebra de Lie sl(V) de los
endomorfismos f : V — V de traza nula. Recordemos que la traza de una matriz cuadrada
no es mas que la suma de los elementos de la diagonal. Es facil demostrar que la traza de
xy coincide con la traza de yx. Esto implica que las trazas de una matriz z y de la matriz
pzp~t (con p inversible) coinciden. Por tanto matrices semejantes tienen la misma traza
y esto posibilita el hablar de la traza de un endomorfismo sobre un espacio de dimension
finita (como la traza de cualquiera de las matrices del endomorfismo, fijada una base). En
consecuencia podemos definir el espacio s[(V') de todos los endomorfismos de V' de traza
nula. Dado que para cualesquiera x,y € gl(V), se tiene que traza(xy) = traza(yx), todo
endomorfismo [z, y] es de traza nula, lo que podemos expresar mediante la relacion

[gl(V), gl(V)] C sl(V).

Esto implica que s[(V') es una subalgebra de gl(V').

Si fijamos una base de V', podemos denotar por x’ la matriz de un endomorfismo = de
V' en dicha base. Como las matrices de los endomorfismos de s[(V') son de traza nula, el
conjunto de matrices

sl(n, F) := {m € M, (F) : traza(m) = 0},

es un algebra de Lie que no es mas que la expresion matricial del algebra s[(V'). Para encon-
trar la dimension de sI(V') podemos considerar la aplicacion lineal traza, traza : gl(V) — F
que a cada matriz asocia su traza. Esta aplicacion es lineal y su nticleo es precisamente
sl(V'). Asi se tiene gl(V')/sl(V) = F' lo que implica que dim(sl(V)) = dim(gl(V)) — 1.

Definicién 8 Sea V' un F-espacio vectorial de dimension |+ 1. El dlgebra sl(l 4+ 1, F') de
las matrices cuadradas de orden 1 + 1 y traza nula (o bien el dlgebra s\(V')), diremos que
es un algebra de Lie clasica de tipo A;. FEste dlgebra recibe el nombre de algebra lineal
especial. Su dimension es (I +1)* —1=1*+2I.
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Consideremos ahora un F-espacio vectorial® V' de dimension 21+1ysea f : VxV — F
una forma bilineal simétrica no degenerada tal que su matriz respecto a una base B sea

1 0 0
=10 0 1
01, 0

donde 1; representa la matriz identidad [ x [. Entonces definimos el dlgebra ortogonal o(V')
como la subélgebra de los endomorfismos x : V' — V tales que f(z(v),w) = —f(v, z(w))
para cualesquiera v, w € V. Se comprueba que 0(V') es una subalgebra de gl(V'). Si deno-
tamos por x’ a la matriz de = respecto a B, y escribimos 2’ con la misma estructura de
bloques que la matriz de f, es decir

a b1 bQ
¥=1lc m n|,
G p (g
entonces resulta que z € o(V) si y solo si 2/ f' = — f'2't, y esto ocurre exactamente cuando
a=0,¢ = —bh g =-b, ¢g=—-m' n" = —n, pb = —p. El conjunto de todas estas

matrices es entonces un algebra de Lie de matrices, isomorfa a o(V') y se denotara por
o2l + 1, F).

Definicion 9 Fl dlgebra de Lie 0(21+ 1, F) se dice que es un dlgebra de Lie cldsica de tipo
By. Su dimension es 212+ 1 (hdgase el problema 64) y no es mds que la expresion matricial
de o(V'), donde V es un F-espacio vectorial de dimension 2l + 1 provisto de una forma
bilineal simétrica no degenerada como en el pdrrafo anterior.

Sea ahora V un F-espacio vectorial de dimension 2[ provisto de una forma bilineal
antisimétrica no degenerada f. Supondremos que F' es de caracteristica distinta de dos.
Respecto a cierta base B la matriz de f es del tipo

, 0 1
r=(500)

Denotemos por sp(V') la subalgebra de gl(V') formada por todos los endomorfismos x
tales que f(z(v),w) = —f(v,z(w)) para cualesquiera elementos v, w € V. El lector puede
comprobar que el corchete de gl(V') aplicado a dos elementos de sp(V') vuelve a dar un
elemento de sp(V'). En términos matriciales, si representamos x por su matriz respecto a
B, con la misma estructura de bloques que la matriz s, resulta que z € sp(V) si y solo si

' f' = —f'2", y esto ocurre si y sélo si la matriz de x en B es del tipo
p q
donde nt = n, p* = p, m* = —q. El conjunto de tales matrices forma un algebra de Lie

que denotaremos por sp(2[, F'), y que es visiblemente isomorfa a sp(V'). Este dlgebra es de
dimension 212 + [ y se llamara el dlgebra simpléctica.

3Supondremos que la caracteristica de F no es dos.
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Definicién 10 El dlgebra de Lie sp(2l, F') (o bien sp(V')) se dice que es un dlgebra de Lie
cldsica de tipo C;. Estas dlgebras tienen dimension 21 + 1.

Consideremos finalmente un F-espacio vectorial V' de dimension 2{* provisto de una
forma bilineal simétrica no degenerada f cuya matriz respecto de cierta base B es

, (0 1
r=(1 1)

Podemos considerar entonces el conjunto de endomorfismos = € gl(V') que satisfacen la
condicion

flz(v),w) = —f(v, z(w)),
para cualesquiera v, w € V. Ese conjunto de endomorfismos es en realidad una subéalgebra
de gl(V), que se denotara también de la forma o(V'). Dejamos al lector determinar la forma
de las matrices que representan a estos endomorfismos respecto de la base B. Digamos, eso
si, que este algebra tiene dimension 202 — [.

Definicién 11 El dlgebra de Lie o(2l, F') (o bien o(V')) de dice que es un dlgebra de Lie
clasica de tipo D;. Como se sabe, estas dlgebras son isomorfas y tiene dimension 21> — 1.

4.2. Otras algebras de Lie.

Otros ejemplos muy interesantes de algebras de Lie son las algebras de Lie de deriva-
ciones. Si A es una F-algebra, se define una derivacién como una aplicaciéon F-lineal
D : A — Atal que

D(zy) = D(x)y + xD(y)

para cualesquiera x,y € A. El conjunto
Der(A) := {D € Endp(A) : D es una derivacion }

es una subalgebra de gl(A). El punto clave para demostrar esto radica en que el corchete
Dy, Dy] = Dy Dy— DDy de dos derivaciones, vuelve a ser una derivacion (véase el problema
63).

Por dltimo debemos citar otras algebras de Lie de matrices que seran importantes para
nosotros. Todas ellas son subélgebras del algebra de Lie gl(n, F). La primera de ellas es
el algebra 7(n, F') que es la subalgebra de gl(n, F') de las matrices triangulares superiores,
es decir, matrices (a;;) tales que a;; = 0 si ¢ > j. La segunda es el algebra n(n, F') que
es el algebra de matrices triangulares superiores estrictas (es decir, a;; = 0si ¢ > j), y
por ultimo, el algebra d(n, F') de todas las matrices diagonales. El lector puede hacer el
ejercicio 65 donde se pide establecer algunas relaciones entre estas algebras.

Un caso especialmente interesante es el de las derivaciones de las dlgebras de Jordan.
Supongamos que J es un algebra de Jordan con unidad sobre un cuerpo F'. Por definicion

4Recordemos que el cuerpo base F sigue siendo de caracteristica distinta de dos.



4.3. REPRESENTACIONES. 69
esto quiere decir que J es un F-espacio vectorial provisto de un operador U : J — Endg(J)
tal que a — U,, de modo que
(1) Uy, = t*U, parat € F, x € J.
(2) Para cualquiera a,b € J, La aplicacion U, := Uyyp — U, — Uy es bilineal simétrica).
Se deben satisfacer ademas las siguientes identidades (asi como sus linealizaciones):
1. Uy =1y,
2. UpVyo = VayUs = Uu () 5
3. Uu,) = U,U,U,,

donde V, 2z := U, .(y) para cualesquiera x,y € J. En este caso se define una derivacion
como una aplicacion D : J — J tal que [D,U,] = Up(,), para cada x € J. Queremos
comprobar que el conjunto Der(J) formado por todas las derivaciones es una subéalgebra
de Lie de gl(J). Para ello bastara demostrar que [D, D’| € Der(J) para cualesquiera D, D" €
Der(J). Vamos a necesitar calcular el corchete [D, U, ;| que no es otra cosa que

[Da Ua,b] = [D, Uaer] - [D, Ua] - [D7 Ub] = UD(a+b),a+b - UD(a),a - UD(b),b =

= Up@p + Up),a-

Aplicando esta igualdad (junto con la identidad de Jacobi), tenemos:
[[Da D/]u Ux] - _[[D/> U.Z']D] - [[Uma D]> D,] - _[UD,(J?),QH D] + [UD(.Z‘),I7 D,] -

= Up('(2))2 + Up'(a),0(z) = Up/(D()) e — Up(@),0'(2) = Uip,0)(2) -
Esto prueba que Der(J) es un élgebra de Lie.

4.3. Representaciones.

Una representacion de una F-algebra de Lie L es un homomorfismo ¢ : L — gl(V). El
espacio V se llama el espacio de la representacion. Una de las nociones més interesantes
es la de representacion adjunta. Esta viene dada por la aplicacion ad : L — gl(L) donde
para cada z € L, la aplicacion ad(x) : L — L se define como ad(z)y := [z,y] para cada
y € L. Para comprobar que ciertamente se trata de una representacion de L tenemos que
demostrar que ad([x,y]) = [ad(x),ad(y)] para cualesquiera elementos z,y € L. Pero para
cada z € L se tiene:

[ad(z), ad(y)]z = ad(z) ad(y)z — ad(y) ad(z)z = [z, [y, 2] = [y, [z, ]| =

= o, [y, 2 + [y, [z, 2] = [z, [2, 9] = [[2, 4], 2] = ad([z, y])z,

lo que demuestra la igualdad requerida.
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Si no planteamos cudl es el nucleo de la representacion adjunta, veremos enseguida que
se trata del conjunto de elementos x € L tales que [z, L] = 0. Este conjunto se denominara
el centro de L y se denotara por Z(L). El centro es visiblemente un ideal de L. Esto tiene
una consecuencia inmediata: si L es simple, Z(L) = 0 y entonces la representacion adjunta
es un monomorfismo. En consecuencia, toda dlgebra de Lie simple es isomorfa a un dlgebra
de Lie de aplicaciones lineales’.

El concepto de representacion se puede ver desde la éptica de los moédulos. Sea L una
F-4lgebra de Lie, entonces un F-espacio vectorial V' provisto de una aplicacion L xV — V
tal que (z,v) — xv, se dice que es un L-mddulo si se satisfacen las identidades:

1) (x+ 2y v=av+2'v,Vr,2' € L, Vv e V.

2) z(v+v') =zv+ 2V, Ve € L, Vo, € V.

3) (A\x)v = A(zv) =x(\v), VA€ F,Ve e L,Yv € V.
4) [z, 2'|v = x(2'v) — &' (av), Vo, 2’ € L, Vv € V.

Las nociones de representacion y de moédulo para un algebra de Lie L son equivalentes. Asi
si ¢ : L — gl(V') es una representacion, entonces V' es un L-modulo definiendo L x V' —
V' mediante zv := ¢(z)(v). Reciprocamente, si partimos de un L-moddulo V', entonces
definiendo ¢ : L — gl(V') por la igualdad ¢(z)(v) := zv se tiene una representacion.

Ahora que tenemos definidos modulos sobre algebras de Lie, podemos dar la definicion
de homomorfismo de L-mo6dulos. Asi, si L es una F-algebra, y tenemos ciertos L-modulos
V y W, un homomorfismo de V a W no serd mas que una aplicacion F-lineal f : V — W,
tal que f(zv) = 2 f(v) para todos # € L, v € V. Se puede considerar entonces la categoria
de L-modulos con las definiciones obvias y resaltar el hecho de que las nociones categoricas
habituales tienen aqui perfecto sentido (nicleos, imagenes, submédulos, moédulos cocientes,
teoremas de isomorfia, etc).

Definicion 12 Dos representaciones ¢ : L — gl(V'), ¢' : L — gl(V') se dicen equiva-
lentes cuando los L-mddulos asociados V' y V' son isomorfos. Un L-mddulo V' no nulo
se dice irreducible si tiene exactamente dos submddulos: O y V. Un L-modulo V' se dice
completamente reducible si V' es una suma directa de L-modulos irreducibles.

4.4. Algebras de Lie solubles y nilpotentes.

Dada una F-algebra de Lie L, podemos construir lo que se llama la serie derivada
definiendo L = L, LW = [L, L], L® = [LG~Y LGE-Y] etc. Diremos que L es soluble
cuando existe un 4 tal que L®) = 0. Por ejemplo las algebras de Lie abelianas (todo
corchete es nulo) son evidentemente solubles. Sin embargo las algebras de Lie simples
no pueden ser solubles. El lector puede demostrar (véase el problema 72) que el élgebra
7(n, F) de las matrices triangulares superiores es soluble.

5Este es un resultado que contrasta con el que se tiene en teoria de algebras de Jordan, donde existen
algebras simples no sumergibles en algebras simetrizadas de algebras asociativas.
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Proposicion 11 Sea L un dlgebra de Lie.
1. 8i L es soluble, entonces cada subdlgebra y cada imagen homomorfica de L es soluble.
2. Si I es un ideal soluble de L tal que L/I es soluble, entonces L es soluble.

3. Si I y J son ideales solubles de L, entonces I + J es soluble.

Dem. Sea L soluble y K una subélgebra suya. Es inmediato comprobar que K® < L®
para cada 7. Por tanto una subalgebra de un algebra soluble es siempre soluble. Sea ahora
¢ : L — M un epimorfismo con L soluble. Es evidente que M(© = ¢(L(0)). Si suponemos
que M® = ¢(LM), entonces

MO = [MO, MY = [§(LD), (L)) = 6([LY, L)) = o(L+Y)

lo que demuestra que para todo n se tiene M = ¢(L™) y por tanto si L es soluble,
también lo es M. Esto demuestra el primer apartado de la proposiciéon. Veamos el segundo.
Supongamos que (L/1)™ =0, sea 7 : L — L/I la proyeccién canénica. Como m(L™) =
(L/I)™ = 0 tenemos entonces L™ C ker(m) = I. Al ser I soluble, debe ser I™ = ( para
cierto m. Pero entonces (L™)(™ c (™ = (0 y como (L™)™) = L("*™) hemos demostrado
que L es soluble. Finalmente demostremos que I + J es soluble cuando I y J lo son.
evidentemente J/I N J es soluble al ser imagen epimorfica de J. Pero

I+J_ J
I InJ

lo que implica que I + J/I es soluble y como [ lo es, el segundo apartado de la proposicion
implica que I + J es soluble. B

Esta proposicion tiene una aplicacién inmediata. Supongamos que un algebra de Lie L
tiene un ideal soluble maximal® S. Entonces si tomamos otro ideal soluble I, se tiene de
inmediato que I + S es soluble por la proposicion anterior. La maximalidad de S implica
entonces que S = [ + S y por tanto I C S. En consecuencia el ideal soluble contiene
a todos los ideales solubles de L. Esto implica que S es tnico. Si por ejemplo L es de
dimension finita, estda asegurada la existencia de un ideal soluble de dimensiéon maxima
(por tanto maximal). Esto demuestra la existencia de un tunico ideal soluble maximal que
llamaremos el radical de L y denotaremos por Rad(L). Cuando Rad(L) = 0 diremos que
L es semisimple (por ejemplo un algebra de Lie simple de dimension finita es semisimple).

Teorema 15 Sea L un dlgebra de Lie con radical Rad(L). Entonces

Rad(L/Rad(L)) = 0.

5Es decir, un elemento maximal en la familia de los ideales solubes del algebra.
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Dem. Si tomamos un ideal soluble de L/Rad(L), dicho ideal es de la forma U/Rad(L)
donde U es un ideal de L que contiene a Rad(L). Ahora bien, como el cociente U/Rad(L)
es soluble y Rad(L) también, aplicando el segundo apartado de la proposicion precedente,
tendremos que U es soluble luego U C Rad(L) implicando U/Rad(L) = 0. Asi, el tnico
ideal soluble de L/Rad(L) es el nulo, lo que implica la nulidad de su radical. B

Comencemos ahora el estudio de las algebras de Lie nilpotentes. Para ello partiremos de
un algebra de Lie L y definiremos lo que se llama la serie central descendente escribiendo:
=1L, L'=[L, L], L? = [L,L"], y en general L' = [L, L'"]. Se dird que L es nilpotente
si existe un i tal que L' = 0. Por ejemplo cada algebra de Lie abeliana es nilpotente.
Claramente se tiene L®) C L* asf es que la nilpotencia implica la solubilidad de un éalgebra.
El reciproco es falso como puede verse en cualquiera de los problemas 73 o 74 al final de
este capitulo.

Proposicion 12 Sea L un dlgebra de Lie.
(a) Si L es nilpotente, toda subdlgebra y toda imagen homomdrfica de L, lo es.
(b) Si L] Z(L) es nilpotente, entonces L lo es.

(¢) Si L # 0 es nilpotente, entonces su centro Z(L) es no nulo.

Dem. El primer apartado se demuestra como el correspondiente apartado de la Proposi-
cion 11. Demostremos el segundo apartado. Si L/ Z(L) es nilpotente, existe un n tal que
0 = (L/Z(L))", equivalentemente L™ C Z(L). Entonces L""' = [L,L"] = 0 luego L
es nilpotente. Demostremos por fin el ultimo apartado. Sea L nilpotente y no nula. Si
suponemos L¥ = 0, L¥! # 0 (con k > 0) entonces [L,L*"1] = 0 lo que implica que
0 # L*! C Z(L). En consecuencia el centro es no nulo.l

Definicion 13 Un elemento x de un dlgebra de Lie L se dice ad-nilpotente cuando el
operador ad(x) € gl(L) es nilpotente.

Lema 14 Six € gl(V) es nilpotente, entonces ad(x) es un operador nilpotente.

Dem. Consideremos los endomorfismos L, : a — xa y R, : a — ax del espacio vectorial
gl(V). Es evidente que L} = L,», R} = R,» para cada entero n > 0. En consecuencia los
operadores L, y R, son nilpotentes. Pero ad(z) = L, — R, y en todo anillo asociativo (en
nuestro caso el anillo de endomorfismo del espacio gl(V)), la suma o diferencia de elementos
nilpotentes que conmutan, es de nuevo un elemento nilpotente. Esto demuestra que ad(z)
es nilpotente.l

Para demostrar el Teorema de Engel que asegura el carécter nilpotente de toda dlgebra
de Lie finito-dimensional en la que cada x sea ad-nilpotente, necesitaremos el siguiente
resultado que tiene también un interés intrinseco.
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Teorema 16 Sea L una subdlgebra de gl(V') (con V # 0 de dimension finita). Si todos
los elementos de L son nilpotentes, entonces eziste un v € V' no nulo tal que L(v) =0 (es
decir, x(v) =0, Vx € L).

Dem. Procedemos por inducciéon sobre dim(L). Si esta dimension es uno, y tomamos un
generador x € L (necesariamente nilpotente), sabemos’ que existe al menos un v € V
no nulo tal que xz(v) = 0. Supongamos entonces la propiedad demostrada para todas las
algebras de dimension menor que la de L (que estén en las hipotesis adecuadas). Tomemos
una subalgebra propia K # L y dejemos que K actte via la representacion adjunta sobre
L. En otras palabras, consideraremos la accion K — gl(L) tal que a cada = € K le asocia
el operador ad(xz) : L — L. Como todos los elementos de L son nilpotentes, el Lema
14 implica que las aplicaciones lineales ad(x) son todas nilpotentes. También podemos
considerar la representacion p : K — gl(L/K) que asocia a cada x € K la aplicacion lineal
p(x): L/K — L/K dada por p(z)(y+ K) := ad(z)y+ K. Entonces p(K) es una subélgebra
de gl(L/K) formada por elementos nilpotentes y como dim(p(K) < dim(K) < dim(L)
podemos aplicar la hipotesis de induccién para concluir que existe un x + K # K en
L/K tal que p(K)(x + K) = K. Equivalentemente [K,z] C K (pero z ¢ K). Definamos
Niy(K)={a € L:[K,a] C K}. Este conjunto® es una subélgebra de L que contiene a K.
Como z € Ni(K), x ¢ K, tenemos que Np(K) contiene estrictamente a K. Si elegimos
a K como una subdlgebra propia mazimal, el contenido K C Np(K) implica L = Np(K)
lo que quiere decir que K es un ideal de L. Vamos a demostrar que dim(L/K) = 1.
Razonemos por reduccion al absurdo suponiendo que dim(L/K) > 1. En toda algebra de
Lie no nula existen subalgebras de dimension uno (basta considerar el subespacio generado
por un elemento no nulo). Si consideramos una subélgebra de dimension uno U/K de L/ K
entonces U seria una subdalgebra de L que contiene a K (en contra del caracter maximal
de la subalgebra propia K'). En consecuencia L/K tiene dimension uno. Podemos escribir
L = K + Fz (siendo F el cuerpo base, y z un elemento fuera de K).

Trabajemos ahora con el conjunto W = {v € V : K(v) = 0}. Este espacio es no nulo
por la hipotesis de induccion, y como K es un ideal de L entonces L(W) C W. En efecto:
sixz e L,we W,k e K entonces k(x(w)) = z(k(w)) + [k, z](w) y como k(w) = 0
tenemos k(z(w)) = [k, z|(w) € K(w) = 0. En consecuencia x(w) € W para cualesquiera
x € L, w € W. Retomemos nuestro elemento z (fuera de K') que es nilpotente (como todo
elemento de L). Sea v € W no nulo tal que z(v) = 0. Como K (v) = 0 tenemos L(v) = 0
(siendo L=K + Fz).1&

Teorema 17 (Teorema de Engel). Sea L un dlgebra de Lie de dimension finita. Si todos
los elementos de L son ad-nilpotentes, entonces L es nilpotente.

Dem. Podemos suponer de entrada que L # 0. Todos los elementos del algebra de Lie
ad(L) C gl(L) son nilpotentes, luego aplicando el Teorema 16 existe un elemento no nulo

"SizF =0y 2Ft # 0 existe un u tal que xk_l(u) =# (0 pero necesariamente xk(u) = 0. Entonces
podemos v como ¥~ (u).
8Denominado normalizador de K en L.



74 CAPITULO 4. NOCIONES BASICAS

x € L tal que [L, x] = 0. En consecuencia el centro Z(L) es no nulo y podemos considerar
L/Z(L) cuyos elementos son todos ad-nilpotentes. Usando induccion sobre dim(L) ten-
emos que L/Z(L) es nilpotente y la segunda parte de la Proposicién 12 implica que L es
nilpotente.l

Definiciéon 14 Sea V' un F-espacio de dimension finita n. Una cadena de subespacios
O=VWcWc---CcV,=V

se dice que un flag de subespacios si dim(V;) = i para cada i. Un elemento x € End(V') que
dice que estabiliza este flag (o que el flag es estable por z) cuando z(V;) C V; para cada i.

Corolario 8 Sea L una subdlgebra de gl(V'), siendo V' # 0 un F-espacio de dimension

finita. Si todos los elementos de L son nilpotentes, existe un flag {V;}_, de V estable por
L.

Dem. Empecemos tomando un elemento no nulo v al que L(v) = 0. Definamos V; = Fv.
Hagamos W = V/V; y observemos que la accion inducida o de L sobre V/Vj, tal que
o(z) : V/Viy — V/Vi, con o(z)(v+ Vi) := x(v) + Vi, verifica que o(z) es un endomorfismo
nilpotente de V/V;. Aplicando la hipdtesis de induccion, V/V; tiene un flag estable por
o(L). A partir de aqui, no es dificil construir un flag de V' estable por L. B

Una observacion importante que conviene hacer llegado este punto es la siguiente. Si
L C gl(V) es nilpotente y V' de dimension finita, existe una base B de V respecto a
la cual todo x € L se representa por una matriz triangular estricta respecto a B. Esto
es una consecuencia del ultimo corolario. En particular todos los z € L son nilpotentes.
Reciprocamente, si L C gl(V') con dim(V') finita y todo x € L es nilpotente, entonces todo
x € L es ad-nilpotente y por el Teorema de Engel, L es nilpotente. Tenemos asi una sencilla
caracterizacion de las subélgebras nilpotentes de gl(V') cuando V' es de dimension finita.

Como aplicacion del Teorema de Engel, establezcamos finalmente un resultado que nos
resultaré de utilidad méas adelante.

Lema 15 Sea L un dlgebra de Lie nilpotente de dimension finita, K un ideal de L no nulo.
Entonces K N Z(L) # 0.

Dem. Hagamos actuar L sobre K por medio de la representacion adjunta. Tenemos entonces
ad : L — gl(K) y aplicando el Teorema 16 existe un elemento no nulo v € K anulado por
cada ad(z) (para cada x € L). Por tanto v es un elemento no nulo de K NZ(L).

4.5. Problemas.

Problema 59 FEstidiense las dlgebras de Lie nilpotentes de dimensiones dos y tres.
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Problema 60 Demuéstrese que para un dlgebra alternativa A sobre un cuerpo F de car-
acteristica dos o tres, el dlgebra antisimetrizada A~ es de Lie.

Problema 61 Sea V' un F'-espacio vectorial de dimension finita n. ;Bajo qué condiciones
podemos afirmar que gl(V)/F1 = sl(V)?

Problema 62 Demuéstrese la simplicidad de las dlgebras s{(V') para un espacio vectorial
de dimension finita V.

Problema 63 Demuéstrese que si A es un dlgebra y Dy, Dy € Der(A), entonces [Dy, Ds] €
Der(A).

Problema 64 Determinese la dimension del dlgebra o(21 + 1, F).

Problema 65 Verifiquese que:
1. 7(n,F) = (n, F) @ n(n, F).
2. [p(n, F),n(n, F)] = n(n, F).
3. [r(n, F),7(n, F)] = n(n, F).

Recuérdese que si K y H son subdlgebras de L, entonces [H, K| denota el subespacio de L
generado por los conmutadores [x,y] conx € H, y € K.

Problema 66 Sea 1 la identidad de gl(n, F'). Supongamos que la caracteristica de F' es
cero o un primo que no dwida a n. Demuéstrese que gl(n, F') = F -1 @ sl(n, F) (suma
directa de subespacios).

Problema 67 Demuéstrese que el espacio vectorial real R? provisto con el producto vec-
torial habitual, tiene estructura de dlgebra de Lie.

Problema 68 Cuando la caracteristica del cuerpo base F es cero, demuéstrese que para
cada una de las dlgebras de Lie cldsicas L = Ay, By, Cy, o Dy, se tiene la igualdad [L, L] = L.
Concliyase que cada una de estas dlgebras estd formada por matrices de traza nula.

Problema 69 Sea L un dlgebra de Lie sobre un cuerpo algebraicamente cerrado y sea
x € L. Pruébese que el subespacio de L generado por los vectores propios de ad(x) es una
subdlgebra.

Problema 70 Para valores pequenos de [, pueden darse isomorfismos entre algunas dlge-
bras de Lie cldsicas. Demuéstrese que Ay, By y C7 son isomorfas, mientras que D1 es un
dlgebra de Lie unidimensional. Pruébese que By = Cy, D3 = As. ;Qué se puede decir de
Dy?
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Problema 71 Demuéstrese que una representacion de dimension finita V- de un dlgebra de
Lie L es completamente reducible si y solo si para cada L-submodulo W de V', existe un L-
submaodulo W' tal que V.=W @& W’'. Indicacion. Supongamos V = ®I_,V; completamente
reducible siendo cada V; un submodulo irreducible. Sea W submaodulo distinto del total,
entonces existe algun i tal que W N'V; = 0. A partir de aqui se demuestra la existencia de
un submaodulo W' mazimal de entre los que tiene interseccion nula con W. Para demostrar
que W @& W' coincide con V' se puede razonar por reduccion al absurdo en cuyo caso
llegaremos a que existe j tal que (W @ W')NV; =0.

Problema 72 Demuéstrese que el dlgebra 7(n, F) de las matrices triangulares superiores
es soluble.

Problema 73 Compruébese que el dlgebra tridimensional con base {x,y,z} y tabla de
multiplicar [z, z] = [y,y] = [2,2] =0, [x,y] = —|y,z] = 2z, [2,2] = —[z,2] = ¥, [y, 2] =
[z,y] =0, es un dlgebra de Lie. Demuéstrese que es soluble pero no nilpotente.

Problema 74 Determinense salvo isomorfismos las dlgebra de Lie de dimension menor
o igual a dos. Compruébese que existe solo una (salvo isomorfismo) bidimensional no
abeliana. Compruébese que esta es soluble pero no nilpotente.



Capitulo 5

Algebras de Lie semisimples

En el capitulo anterior solo hemos demostrado un resultado verdaderamente sustan-
cioso: el Teorema de Engel. En este capitulo demostraremos algunos méas para los cuales
tendremos que imponer la condicién de que el cuerpo base sea algebraicamente cerrado y
de caracteristica cero.

5.1. Teoremas de Lie y de Cartan.

En esencia el teorema de Engel establece la existencia de un vector propio comiin
para un algebra de Lie de endomorfismos nilpotentes. El teorema que demostraremos a
continuaciéon establece un resultado similar.

Teorema 18 Sea L una F-subdlgebra soluble de gl(V'), siendo V' # 0 un F-espacio de
dimension finita, entonces V' tiene un vector propio comiun para todos los endomorfismos
de L.

Dem. Procederemos por induccion sobre L. Para dim(L) = 0 el asunto es trivial. Vamos a
intentar imitar la demostraciéon del Teorema 16. La idea es:

i) Localizar un ideal K de codimension uno.

ii) Demostrar por inducciéon que existe un vector propio comun para los endomorfismos

de K.

iii) Verificar que L deja fijo un espacio de vectores propios de los dados en el punto
anterior.

iv) Encontrar en el espacio anterior un vector propio para un z € L tal que L = K + Fz.

El primer apartado es facil. Como L es soluble y de dimensién positiva, entonces contiene
de forma propia a [L, L]. La F-algebra L/[L, L] es abeliana y por tanto cualquier subespa-
cio suyo es automéaticamente un ideal. Tomemos un tal subespacio de codimensiéon uno.

77
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Sabemos que dicho subespacio es de la forma K/[L, L] donde K es un ideal de L que
contiene a [L, L]. Entonces

1 = codim(K/[L, L]) = dim(L/[L, L]) — dim(K/[L, L]) = dim(L) — dim (k)

lo que demuestra que K es un ideal de L de codimension uno (y que contiene a [L, L]).

Veamos el segundo apartado. Queremos aplicar la hipétesis de inducciéon a K. Si K =0
entonces L es de dimension uno. Cualquier vector propio de un generador de L acaba
la demostracion en este caso. Si K # 0 como es soluble al ser un ideal de L, podemos
asegurar la existencia de un vector propio para todos los elementos de K. En definitiva si
v es dicho vector propio, se tiene z(v) = A(z)v para cada x € K. Hemos definido entonces
una aplicacion A : K — F que es lineal como se puede comprobar sin dificultad. Denotemos
por W el siguiente subespacio de V:

W={weV:zw)=ANz)wVre K}.

Como consecuencia de lo anterior W # 0.

Veamos el tercer apartado, es decir, queremos demostrar que L deja fijo el espacio W.
Sea w € W, x € L, para demostrar que z(w) € W debemos ver que para cada y € K se
tiene y(z(w)) = Ay)z(w). Pero y(z(w)) = z(y(w)) + [y, z](w) = z(A(y)w) — Az, y])w.
Por tanto nos vemos obligados a demostrar que A([z,y]) = 0 para cualesquiera = € L,
y € K. Para demostrar esto, fijemos w € W, z € L. Sea n > 0 el menor entero tal que
w, x(w),...,z"(w) son linealmente dependientes. Denotemos por W; el subespacio de V
generado por w, z(w), ...,z 1 (w) (siendo Wy = 0). De este modo se tiene dim(W,,) = n,
W1 = W,. Obviamente x(W,,) C W,,, veamos que cada y € K deja W; invariante. Sea
0 <j<1i—1, entonces

y(@’ (w)) = 2’ (y(w)) + [y, 27](w) = Ay)a’ (w) + [y, 2’} (w),

para j = 1 la igualdad anterior nos dice que y(z(w)) = Ay)z(w) + My, z))w € W;.
Suponiendo demostrado que K (z7(w)) € W, veamos lo que ocurre con y(z7 ™ (w):

y(@ " (w)) = y(z(2’ (w))) = 2(y(2’ (w))) + [y, 2](2' (w))

)
y como y(z?(w)) € W; tendremos z(y(z/(w))) € W;. Por otra parte como z?(w) € W;,
ly, 2] € K, tendremos [y, z](z7(w)) € K (2 (w)) € W;. En definitiva se tiene K(W;) C W;.
Demostremos ahora que

y(@'(w)) = M) (w)(mod ;). (5.1)
Hagamos induccion sobre i. El caso ¢ = 0 es trivial. Por otra parte
y(@'(w) =yl ™ (w))) = 2(y(z"~ (w))) + [y, z)(z" (w)). (5.2)

Por induccion y(z'1(w)) = My)z" ! (w) + w’ siendo w’ un elemento de W;_;. Ademés x
transforma W;_; en W; y siendo [y,x] € K se tiene [y, x](z" ' (w)) € K(W;) C W;. Esto
demuestra la congruencia (5.1). Acabemos ahora la demostracion de que A([z,y]) = 0. Para
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ello tengamos en cuenta que si y € K, entonces (5.1) implica que la traza de y restringido
a W, es precisamente n\(y). En particular para cada x la traza de [z, y] (restringida a W,
y con y € K) es n\([x,y]). Pero como tanto x como y dejan invariante a W,, se tiene que
[z, yllw, = [*|w,,ylw,] v sabemos que la traza de un conmutador es nula. En consecuencia
nA([z,y]) = 0 lo que implica en un cuerpo de caracteristica nula que A([x,y]) = 0.

Por ultimo, abordemos la demostracion del cuarto apartado. Tomemos un z € L tal
que L = K + Fz. Como F es algebraicamente cerrado existe un vector propio wg € W de
z (se aplica aqui el hecho de que W es invariante por cada elemento de L). Obviamente
este wy es un vector propio comtn a todo L (y A se puede extender a un aplicacion lineal
A: L — F tal que x(wg) = A(x)wy para todo x € L). B

Corolario 9 (Teorema de Lie). Sea L una subdlgebra soluble de gl(V) donde V es de
dimension finita. Entonces L deja fijo algin flag de V' (en otras palabras, las matrices de
L respecto a una base adecuada son triangulares).

Dem. Si la dimensién de V' es nulo, el resultado es trivial. Supongamos la propiedad cierta
cuando la dimension de V' es menor que n. Tomemos un vector propio comin wg € V' para
L. Consideremos la F-algebra L = {% : x € L} donde Z : V/Fwy — V/Fuwy se obtiene por
paso al cociente de z, es decir, Z(v + Fwg) = 2(v) + Fwy. Se demuestra entonces que L es
soluble (y evidentemente es subélgebra de gl(V/Fwg). Aplicando la hipétesis de induccion
tenemos un flag

0= Fwy/Fwy CVi/Fwy C Vo/Fwy C -V, /Fwy = V/Fuw
de V/Fuwy que es estabilizado por L. El lector puede demostrar ahora que
0Cc FwgpcVhCc---CV,=V
es un flag de V' estabilizado por L. B

La situacion del corolario anterior se puede aplicar a una representacion finito-dimen-
sional ¢ : L — gl(V') de un algebra soluble L. Como es natural ¢(L) es una subalgebra
soluble de gl(V') (apliquese el primer apartado de la Proposicion 11). Entonces el teorema
anterior implica la existencia de un flag de V' estabilizado por ¢(L). Si por ejemplo la
representacion considerada es la adjunta tenemos entonces un flag de L estabilizado por
ad(L), es decir, una cadena de ideales de L cada uno de dimensién uno més que el anterior.
Esto se puede enunciar del siguiente modo:

Corolario 10 Sea L un dlgebra de Lie soluble y de dimension finita. Entonces existe una
cadena de ideales de L:
O=LypclyC---CL,=1L

tal que dim(L;) = 1.
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Corolario 11 Sea L soluble y de dimension finita. Entonces, si x € L, L] la aplicacion
ad(z) : L — L es nilpotente. En particular [L, L] es nilpotente.

Dem. Consideremos un flag de ideales como en el corolario anterior. Tomemos una base
B ={x,...,x,} de L tal que cada subconjunto {z1,...,z;} sea base de L;. Entonces las
matrices de ad(L) respecto a la base B son elementos de 7(n, F'). Esto implica que las
matrices de [ad(L),ad(L)] = ad([L, L]) son elementos de n(n, F'). En consecuencia ad(z)
es nilpotente para cada z € [L, L] como queriamos demostrar. Aplicando el Teorema de
Engel, [L, L] es nilpotente. B

5.2. Descomposicion de Jordan-Chevalley.

En esta seccion (y solo en ella), la caracteristica del cuerpo base puede ser cualquiera,
aunque seguiremos manteniendo la hipotesis de clausura algebraica del cuerpo F'. Recorde-
mos aqui la forma canénica de Jordan de un endomorfismo de un F-espacio vectorial de
dimensioén finita V. La forma canénica de Jordan estable la existencia de una base B re-
specto a la cual, la matriz del endomorfismo es diagonal por bloques, siendo cada bloque
n X n del tipo

Al 0
AVESS IR PR VAR ACYRYCY
0 0 - A

donde los bloques de Jordan 1 x 1 son del tipo J1(\) = (\), y escapan necesariamente al
modelo para n > 1.

Como la matriz diag(A, ..., A) conmuta con la matriz J,,(0) (que es nilpotente), y J,(\)
es suma de las dos anteriores, podemos concluir que cada bloque de Jordan es suma de
una matriz diagonal y otra nilpotente. Para generalizar estas ideas utilizaremos la siguiente
definicion:

Definicion 15 Sea V' un espacio de dimension finita sobre F' . Sea x € gl(V') un endo-
morfismo. Diremos que x es semisimple si las raices de su polinomio minimal son todas
distintas.

Si x es diagonalizable entonces evidentemente es semisimple. Reciprocamente si = es
semisimple, como F' es algebraicamente cerrado, los bloques de Jordan que aparecen en
su forma canoénica de Jordan deben ser de tamano 1 x 1 ya que un bloque de Jordan de
tamano mayor tiene polinomio minimal con raices miultiples. Recordemos que dos oper-
adores semisimples que conmutan pueden ser simultdneamente diagonalizados (es decir,
con respecto a la misma base). En consecuencia la suma de endomorfismos semisimples
(que conmutan) es un endomorfismo semisimple. Por otra parte, si x : V' — V es semisim-
ple y W es un subespacio z-invariante de V', entonces la restriccion z|w : W — W es
semisimple.
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Proposicion 13 Sea V' un espacio vectorial de dimension finita sobre F y x € gl(V).
Entonces:

(a) Ezxisten endomorfismos inicos x4, x, € gl(V), tales que © = x4+ x,, [xs,2,] = 0, =4
es semisimple y x, es nilpotente.

b) Existen polinomios p(T), q(T') en una indeterminada, sin términos constantes, tales
p p q
que s = p(x), x, = q(x). En particular x5 y x, conmutan con cualquier endomor-
fismo con el que conmute x.

(c) Si A C B CV son subespacios y x transforma B en A, entonces x4 y x, también
transforman B en A.

Dem. Sea [[(T — a;)™ la descomposicion del polinomio caracteristico de z, en factores
primos. Sabemos que definiendo V; := ker(z — a;)™, entonces V' es la suma directa de los
distintos V;, y la restriccion de x a cada V; tiene por polinomio caracteristico (1" — a;)™.
Podemos aplicar el Teorema Chino del Resto en el anillo de polinomios F'[T] para encontrar
un polinomio p(7') que satisfaga las congruencias p(7') = a;(mod (T — a;)™) y p(T) =
O(mod T'). Noétese que la tultima congruencia es superflua si alguna de las raices a; es
nula. p(7T") no tiene término constante por ser congruente con 0 moédulo 7. Definiendo
q(T) =T — p(T) tenemos otro polinomio sin término constante.

Hagamos ahora z; := p(x), z, = q(z) = v — p(x) = © — z,. Resulta entonces evidente
que:

1. x4 y x, conmutan con todo endomorfismo que conmute con x.
2. x5 v x, dejan invariante cualquier subespacio que sea x-invariante.
3. La afirmacion del apartado (c) en el enunciado del teorema que se esta demostrando.

Para ver que z; es semisimple y x, nilpotente, procedamos del siguiente modo: como
p(T) = a;(mod (T — a;)™) se tiene que x5 — a; = p(x) — a; se anula sobre V; (ya que éste
es el nucleo de (z — a;)™). En consecuencia x4 actia diagonalmente sobre V; con autovalor
a;. Por otra parte la forma candnica de Jordan de x|y, esta formada por bloques de Jordan
del tipo J,(a;) luego x — z, se representa matricialmente en determinada base como una
matriz diagonal por bloques del tipo J,,(0) lo que implica que z, = x — x; es nilpotente.

Nos falta ver la unicidad de la descomposicion x = x, + x,,. Supongamos que podemos
descomponer x de otra forma como una suma r = s + n donde s es semisimple y n
nilpotente. Entonces tanto s como n conmutan con x4 y con z,. Como x, — s = n — x,
tenemos que un endomorfismo semisimple x, — s es igual a uno nilpotente n — z,,. Esto
implica que x; — s = 0 =n — z, y queda demostrada la unicidad. B

Los endomorfismos =g y x, de la descomposicion anterior reciben el nombre de parte
semisimple y parte nilpotente de x. Esta descomposicion se conoce con el nombre de descom-
posicion de Jordan-Chevalley (o simplemente descomposicion de Jordan) del endomorfismo
x.
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La descomposicion de Jordan-Chevalley es una herramienta ttil cuando se aplica en el
siguiente ambiente: consideremos la representacion adjunta del algebra de Lie gl(V') con V
de dimension finita. Siz € gl(V) es nilpotente, sabemos que ad(z) lo es (12). Anadlogamente,
si x es semisimple, también ad(x) lo es (se pide demostrar esto en el problema 77 de esta
seccion.

Lema 16 Sea x € gl(V) (dim(V) < o0), tal que x = x5 + x,, es su descomposicion de
Jordan-Chevalley. Entonces ad(x) = ad(zs) + ad(x,) es la descomposicion de Jordan-
Chevalley de ad(x) : gl(V') — gl(V).

Dem. Ya sabemos que ad(z) y ad(z,) son respectivamente semisimple y nilpotente. Ademaés,
estos operadores conmutan ya que [ad(z;), ad(z,)] = ad([zs, z,]) = 0. B

Lema 17 Sea U una F-dlgebra de dimension finita. Entonces Der(U) contiene las partes
semisimples y nilpotentes de cada uno de sus elementos.

Dem. Sea § € Der(U) y sean o,v € gl(V) sus partes semisimple y nilpotente. Tenemos
ademas que U es la suma directa de los subespacios

Uy:={zcU:(0—a)r=03k}

tales que a € F es un autovalor de 9. El operador ¢ actia sobre U, como la multiplicacién
por el escalar a. Veamos ahora que U,U, C U, ;. Para ello consideraremos la formula

n

6 a0 e) = 3 () (6 - a1y~ a) (6~ 01y,

=0

para z,y € U. Si tomamos ahora z € U,, y € U, entonces o(xy) = (a + b)xy. Por otra
parte o(z)y + zo(y) = (a + b)xy lo que unido a lo anterior demuestra que o € Der(U).
Como v = § — o, entonces se trata evidentemente un elemento de Der(U). B

5.3. Criterio de Cartan.

En esta seccion, el cuerpo base F' es de nuevo algebraicamente cerrado y de caracteristica
cero. Una poderosa herramienta para el estudio de la solubilidad de un &algebra de Lie L,
es el que se basa en las trazas de ciertos endomorfismos de L. Es obvio que L es soluble
si y so6lo si [L, L] es nilpotente, una de las implicaciones es el Corolario 11 mientras que el
reciproco resulta facil de demostrar (véase el problema 80). Por otro lado el Teorema de
Engel implica que [L, L] es nilpotente si y s6lo si cada ad[z, 1) « es nilpotente (con = € [L, L]).
Empezamos pues con un criterio basado en trazas para la nilpotencia de un endomorfismo.



5.3. CRITERIO DE CARTAN. 83

Lema 18 Sean A C B subespacios de gl(V') (V de dimension finita). Definamos M =
{z € gl(V) : [z, B] C A}. Supongamos que x € M satisface Tr(zy) = 0 para cada y € M.
Entonces x es nilpotente.

Dem. Sea x = s + n la descomposicion de Jordan-Chevalley de x (donde s es la parte
semisimple y n la nilpotente). Fijemos una base B = {v1,...,v,,} de V respecto a la que =
adopte su forma candnica de Jordan, es decir, la matriz de s respecto a B es diag(ay, . .., an,)
mientras que n(v;) € {v;11,0}. Siendo F' de caracteristica cero, su cuerpo primo es Q. Sea
E C F el subespacio de F' (considerado como Q-espacio vectorial) generado por los valores
propios a; (i = 1,...,m). Para demostrar que x es nilpotente, debemos ver que s = 0
(o equivalentemente, que E = 0). Dado que FE tiene dimension finita sobre Q, bastara
demostrar que el espacio dual E* es nulo. Esto dltimo es equivalente a demostrar que cada
aplicacion lineal f : E — Q es nula.

Sea pues f € E* y consideremos el elemento y € gl(V') tal que su matriz en B sea
diag(f(a1),..., f(am)). Si denotamos por {e;;} la correspondiente base de gl(V') tal que
eij(vg) = div;, sabemos que ad(s)e;; = (a; — a;)ej, ad(y)e;; = (f(a;) — f(a;))e;; (véase
problema 77). Tomemos ahora un polinomio r(7") € F[T] sin término independiente tal que
r(a; —a;) = f(a;) — f(a;) para cualesquiera i, j. La existencia de tal polinomio viene dada
por el Teorema de Interpolacion de Lagrange. El lector puede comprobar sin dificultad que
r(ad(s)) = ad(y).

El Lema 16 implica que ad(s) es la parte semisimple de ad(x). En consecuencia se
puede escribir como un polinomio en ad(x) sin término independiente. Al ser ad(y) =
r(ad(s)), entonces, ad(y) también es un polinomio en ad(z) sin término constante. Como
por hipétesis ad(z)B C A, lo mismo ocurrird con ad(y). En definitiva y € M. Usando la
hipotesis del Lema, Tr(xzy) = T'r(yx) = 0. Pero la diagonal de la matriz de yz respecto a
la base B es diag(aif(a1), ..., amf(an)). Porlo tanto " a;f(a;) = 0. Como f(a;) es un
racional para cada 7, aplicando de nuevo f tendremos Y, f(a;)* = 0. Siendo los ntimeros
f(a;) racionales, esta ultima igualdad implica que ellos son todos nulos luego f = 0. B

Teorema 19 (Criterio de Cartan). Sea L una subdlgebra de gl(V'), donde V' es de dimen-
sion finita. Supongamos que Tr(xy) = 0 para cualesquiera x € [L, L], y € L. Entonces L
es soluble.

Dem. Bastara demostrar que [L, L] es nilpotente (véase el problema 80). Para demostrar
que [L, L] es nilpotente, sera suficiente con demostrar que cada = € [L, L] es nilpotente
(gracias al Teorema de Engel). Apliquemos entonces el Lema 18 de la forma que sigue:
A =[L, L], B= L. Porlo tanto M = {x € gl(V) : [x,L] C [L, L]}. Esto implica que
L C M. Para poder concluir que z es nilpotente nos hace falta demostrar que Tr(zy) =0
para cada y € M. Supongamos que x = Y _.[a;,b;] € [L, L], a;,b; € L, y € M, entonces

Tr(ay) = 3 Tr(las bily) = 3 Trlaibisy) = 3 Tr(lbi vlay),
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ycomoy € M, [b;,y] C [L, L] luego para cada i se tiene (por hipotesis) que Tr([b;, y]a;) = 0.
Por tanto el Lema 18 implica que z es nilpotente. B

Corolario 12 Sea L un dlgebra de Lie de dimension finita, tal que
Tr(ad(x),ad(y)) =0
para cada x € [L, L], y € L. Entonces L es soluble.

Dem. Se aplica el teorema anterior via la representacion adjunta ad : L — gl(L). Asi
obtenemos que ad(L) es soluble. Como el nicleo de la representacion adjunta es el centro
de L, tenemos que L/Z(L) es soluble luego L es soluble aplicando la Proposicion 11 (ya
que Z(L) es soluble). W

5.4. Forma Killing.

Sea L un algebra de Lie de dimension finita, definamos la forma Killing k£ : L x L —
L escribiendo k(x,y) = Tr(ad(z)ad(y)). Se trata evidentemente de una forma bilineal
simétrica. Esta forma es asociativa en el sentido de que k([z,y],z) = k(z,[y,z]) para
cualesquiera z,y,z € L. Esta identidad es una consecuencia de la formula Tr([z,y|z) =
Tr(x[y, z]), propuesta en el problema 79. Empecemos esta seccion con el siguiente lema:

Lema 19 Sea I un ideal de un dlgebra de Lie de dimension finita. Si la forma de Killing de
L esk yladel (considerado como dlgebra de Lie en si mismo) es kr, entonces kr = k|rx;.

Dem. Si z,y € I, entonces ad(x)ad(y) es un endomorfismo de L que transforma L en I.
Aplicando el problema 81 se tiene que k(x,y) = Tr(ad(z)ad(y) = Tr(ad(z)|;ad(y)|;) =
k[(x7 y) L

Recordemos que dada una forma bilineal simétrica f : V x V — F, el radical de f
se define como el conjunto de = € V tales que f(z,V) = 0. Este conjunto es siempre
un subespacio de V. En el caso de la forma Killing de un &lgebra de Lie L, el radical
es mas que un subespacio: es un ideal del algebra. En efecto, si k(x,L) = 0, entonces
k([z,L],L) = k(z,[L,L]) = 0 implicando el caracter de ideal del radical de la forma
Killing.

Teorema 20 Sea L un dlgebra de Lie de dimension finita, entonces L es semisimple si y
solo si su forma Killing es no degenerada.

Dem. Supongamos que Rad(L) = 0 y sea S el radical de la forma Killing & de L. Para
cada x € S, y € L se tiene 0 = k(z,y) = Tr(ad(x)ad(y)) (en particular para y € [L, L]).
Por el Corolario 12 se tiene que ad(S) es soluble luego S es soluble. Pero S es un ideal (y
soluble) lo que nos conduce a S C Rad(L) = 0, es decir, k es no degenerada.
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Supongamos ahora que k es no degenerada, es decir, S = 0. Vamos a demostrar que
cada ideal abeliano de L es nulo (esto implicara que el radical es nulo automaticamente).
Sea I un ideal abeliano de L y tomemos = € I, y € L. La aplicacion ad(z) ad(y) transforma
L en I luego (ad(x)ad(y))? transforma L en [I, I] = 0. Esto quiere decir que ad(z) ad(y) es
nilpotente luego su traza es nula y por tanto k(z,y) = 0. En definitiva hemos demostrado
que I C S =0 como queriamos. B

5.5. Descomposicion en ideales simples.

Un élgebra de Lie L se dice que es una suma directa de ideales Iy,...,I; si L =
I & --- @ I; es suma directa de los subespacio subyacentes. Esto obliga a que se tenga
[I;,1;] C I,NI; =0 (sii# j) lo que implica que L puede considerarse como el producto
de las algebras I; con ’'corchetes por componentes’.

Teorema 21 Sea L # 0 un dlgebra de Lie semisimple de dimension finita. Entonces exis-
ten ideales Ly, ..., L; de L que son simples como (dlgebras de Lie en si mismos) y de modo
que L = ®;L;. Mds aun, cada ideal simple de L es alguno de los L; y la forma Killing de
cada L; es la restriccion de la forma Killing de L a L; x L;.

Dem. Tomemos un ideal arbitrario I de L. Como I+ es un ideal (ver problema 83), y INI+
es soluble (problema 84), tenemos INI+ = 0 al ser L semisimple. Por otra parte la formula
dim(L) = dim(I) + dim(/*) implica L = I LI+, Ahora procederemos inductivamente. Si
L no tiene ideales mas que los triviales, entonces L es simple (ya que [L, L] # 0). En caso
contrario podemos seleccionar un ideal minimal no nulo L. En este caso L = L, @Lf. Cada
ideal de L; es también un ideal de L luego L; es semisimple (y simple por minimalidad
de I;). Por la misma razén Ii- es semisimple luego por induccién se descompone como una
suma directa de ideales simples de Li que son también ideales de L.

Veamos ahora que estos ideales L; son tnicos. Sea I un ideal simple de L, entonces
[I,L] C I es un ideal de I. No puede ser nulo pues de tenerse [I,L] = 0 entonces I C
Z(L) = 0 (el centro esta contenido en el radical que es nulo). En consecuencia [I,L] =1y
como L = &L, tenemos [ = [I, L] = @;[{, L;]. Cada uno de estos sumandos es un ideal de
I, luego todos los sumandos menos uno son nulos y tenemos I = [I, L;] para un (y solo un)
indice i. Asi I = [I, L;] C L; lo que nos lleva por minimalidad de L; a la igualdad I = L;.
Hemos demostrado que cada ideal simple de L es alguno de los L;. La ultima afirmacion
del teorema es exactamente lo que se afirma en el Lema 19. B

Corolario 13 Si L es semisimple de dimension finita, entonces L = [L,L] y todos los
ideales e imdgenes homomorficas de L son semisimples. Mds ain, cada ideal de L es una
suma de ciertos ideales simples de L.
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5.6. Derivaciones interiores.

En un algebra de Lie L, para cada = € L la aplicacion ad(z) : L — L es una derivacion.
Esto se sigue de inmediato de la identidad de Jacobi. Las derivaciones del tipo ad(x) se
llaman interiores. El conjunto de todas ellas se denota como sabemos por ad(L) C Der(L).
Este conjunto de derivaciones interiores es algo mas que un simple subespacio de Der(L),
es un ideal. En efecto si tomamos ¢ € Der(L), entonces para cada x € L se tiene

[0, ad(x)] = ad(d(z)). (5.3)
Podemos pues escribir ad(L) <Der(L). En algunos casos se da la igualdad ad(L) = Der(L):
Teorema 22 Si L es semisimple de dimension finita, ad(L) = Der(L).

Dem. Como Rad(L) = 0 entonces Z(L) = 0, el homomorfismo ad : L — ad(L) es un
isomorfismo de algebras de Lie. Poniendo M := ad(L) tenemos un algebra de Lie semisimple
luego de forma Killing no degenerada. Denotemos por D el algebra de Lie D := Der(L).
La ecuacion (5.3) de arriba implica [D, M| C M, es decir, M es un ideal de D. Entonces,
el Lema 19 implica que la forma Killing Kj; de M coincide con la restriccion de la forma
Killing kp de D a M x M. Consideremos entonces el ideal M=+ de D. Como kj; es no
degenerada, la interseccion M N M+ es nula. Esto implica [M, M*] = 0. Si tomamos ahora
§ € M+, y aplicamos la igualdad (5.3), tendremos 0 = [§,ad(z)] = ad(é(z)) para cada
x € L luego § = 0. En definitiva M+ = 0 y aplicando el Problema 75 se tiene M = D, es
decir, ad(L) = Der(L). B

5.7. Descomposicion de Jordan-Chevalley abstracta.

Hemos introducido la descomposicion de Cartan-Chevalley para elementos de gl(V')
siendo V' un F-espacio vectorial de dimension finita. El Teorema 22 nos permite introducir
una nocion de descomposicion de Jordan-Chevalley para algebras de Lie semisimples (de
dimension finita) sobre F. En efecto, la aplicacion ad : L — Der(L) = ad(L) es un
isomorfismo. Para cada x € L podemos considerar la descomposiciéon de Jordan-Chevalley
de ad(z) = ad(s) + ad(n) con ad(s) semisimple, ad(n) nilpotente, y 0 = [ad(s),ad(n)]. El
Lema 17 junto con el Teorema 22, implican que las partes semisimples y nilpotentes de
ad(z) estan en la imagen de ad. El caracter de isomorfismo de ad implica que z = s +n
donde [s,n] = 0, s es ad-semisimple y n es ad-nilpotente. Esta es la que se conoce como
descomposicion de Jordan-Chevalley abstracta de x € L, una expresion del tipo x = s +n
donde [s,n] = 0, ad(s) es semisimple y ad(n) es nilpotente. Obsérvese la unicidad de la
descomposicion abstracta de Jordan-Chevalley.

Por otra parte, se podria objetar en este punto que si L resulta ser un algebra de endo-
morfismos de un espacio vectorial, entonces hay cierta ambigiiedad pues cabe considerar
para un mismo x € L, su descomposicion clésica de Jordan-Chevalley y su descomposicion
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de Jordan-Chevalley abstracta. Mas adelante demostraremos que ambas nociones coinciden
en el contexto indicado. Como un avance de esta situacion puedes estudiarse el problema
85 donde se trabaja con un caso particular, el algebra s((V').

5.8. Representaciones completamente reducibles.

En esta seccion todas las representaciones se entendera que son de dimension finita. Si
L es una algebra de Lie y V un L-moédulo, diremos que V' # 0 es irreducible cuando los
tinicos L-submodulos de V son 0 y el propio V. Se dird que V es completamente reducible!
cuando V' es una suma directa de L-submodulos irreducibles (véase el problema 86 para
una formulacion equivalente de la definicion).

Dada un representacion ¢ : L — gl(V), el algebra asociativa con unidad de End(V)
generada por ¢(L) deja invariantes exactamente los mismos subespacios de V' que L. Por
consiguiente todos los resultados tipicos para modulos sobre dlgebras asociativas (por ejem-
plo el Teorema de Jordan-Hoélder), son validos para modulos sobre L. Asi por ejemplo si
R es una F-subélgebra de Endp(V'), entonces R actia sobre V' convirtiéndolo en un R-
modulo. Si este R-modulo es irreducible, los tinicos endomorfismos de V' que conmutan con
todos los elementos de R son los miiltiplos escalares de la identidad. En efecto el Lema
de Schur nos dice que la F-algebra D := Endg(V) es de division. Por otra parte siendo
V' de dimension finita, D también lo es y como el cuerpo F es algebraicamente cerrado
D es isomorfa a F. Entonces si f : V — V es tal que f(a.v) = af(v) para cualesquiera
a € R, v €V tenemos que f € D por lo tanto existe un escalar A € F' tal que f = Aldy.
Como corolario podemos enunciar el siguiente resultado que podria considerarse como una
version para algebras de Lie, del lema de Schur:

Lema 20 Sea ¢ : L — gl(V') una representacion irreducible y de dimension finita. En-
tonces los tnicos endomorfismos de V' que conmutan con todos los ¢(x) (x € L) son los
maultiplos escalares de la identidad.

Dem. Basta considerar la F-algebra asociativa y con unidad R de Endg(V') generada por
¢(L). Los endomorfismos de V' que conmutan con todos los ¢(z) (x € L) son exactamente
los que conmutan con todos los elementos de R. Ademas V' es un R-mo6dulo irreducible por
ser irreducible la representacion ¢. Aplicando pues el resultado asociativo descrito arriba,
se acaba la demostraciéon de este Lema. B

Describimos a continuaciéon una serie de construcciones que nos permitirdn definir
nuevos modulos a partir de médulos conocidos. En primer lugar describiremos el modulo
dual de uno dado.

Dual. Sea V un L moédulo. El espacio vectorial dual V* se puede dotar de estructura
de L-moédulo (llamado dual si definimos para cada f € V* x € L el elemento zf

ISe habla también de representacion completamente reducible o de representacion irreducible en el caso
anterior.
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de V* dado por (zf)(v) = —f(zv) para cada v € V. El lector puede comprobar sin
dificultad que esto dota de estructura de L-mddulo a V™.

Producto tensorial. Si V' y W son L-modulos, el producto tensorial (de F-espacios)
V ®@p W se puede convertir también en un L-modulo definiendo z(v ® w) = (zv) ®
w + v ® xw para cualesquiera x € L, v € V, w € W. De nuevo invitamos al lector
a comprobar que de este modo se obtiene una estructura de L-médulo en V @ W.
Como caso particular de esta construccion tenemos el caso en que V' es un L-modulo.
Entonces el moédulo dual V* nos da la posibilidad de construir el L-moédulo V*®p V.

Sea ¢ : L — gl(V') una representacion fiel (es decir, ¢ es un monomorfismo) de L (que
supondremos semisimple). Definamos la forma bilineal simétrica 5 : L x L — F dada
por B(x,y) := Tr(é(x)o(y)). Esta forma es asociativa gracias una vez mas a la formula
Tr([z,y]z) = Tr(zy, z]) cuya demostracion se pide en el Problema 79. Como consecuencia
el radical S de 3 es un ideal de L. Aplicando el criterio de Cartan tenemos la solubilidad
de ¢(5), y por tanto S es soluble luego S = 0 al ser L semisimple.

Supongamos ahora que L es semisimple y § cualquier forma bilineal simétrica no de-
generada asociativa. Si tomamos una base {z1,...,z,} de L, sabemos la existencia de una
base dual {y1, ...,y,} de L relativa a 3 (es decir, se satisfacen las relaciones 3(x;,y;) = d;;,
donde esta ultima es la delta de Kronecker).

Para cada x € L hagamos [z,x;] = ), ai;jx; con a;; € F'y [w,y;] = >, bijy;, biy € F.
Entonces

ai =Y ayBxs,ux) = B,z ye) = =B, 7], ye) =
j
= =B, [w, yx]) = =Y Blwi, brjy;) = by
j
Si tenemos ahora una representacion ¢ : L — gl(V') podemos definir ¢4(5) := >, ¢(x:)o(y;) €
Endg(V). Aplicando la férmula del problema 76, asi como la igualdad a;; = —bg; que
acabamos de demostrar, se tiene:

[QS('T)v C(]ﬁ(ﬁ)] =
= Z[qﬁ(m% d(z:)p(y)] = Z[¢(w>, O(2:)]0(ys) + () [d(x), d(yi)] =

= > aio(e)olu) + > bydla)o(y;) = 0

y por tanto cs(3) es un endomorfismo de V' que conmuta con todos los de ¢(L). Si cal-
culamos la traza del endomorfismo c4(3), tendremos Tr(cy(5)) = D>, Tr(d(x:)P(vi)) =
> Bz, y;) = dim(L). Ademas, si la representacion ¢ resulta ser irreducible, entonces co-
mo c4() conmuta con todos los endomorfismos de ¢(L), serd en virtud del Lema 20 un
multiplo escalar de la identidad. Por lo tanto ese multiplo es dim(L)/dim (V) (se ve que
en este caso la definicion de c4(3) no depende de la eleccion de la base {z1,...,z,} de L).
Resumiendo estos tltimos resultados podemos enunciar la siguiente proposicion:
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Proposicion 14 Sea ¢ : L — gl(V') una representacion fiel de un dlgebra semisimple de
dimension finita L. Sea B : L x L — F' la forma bilineal simétrica no degenerada dada por
B(x,y) = Tr(¢(z)p(y)). Fijada una base {x1,...,x,} de L podemos considerar su base
dual {1, ..., yn} y definir cy(5) = >, d(x;)d(y;). Entonces cy(B) es un endomorfismo de
V' denominado elemento de Casimir de ¢, que conmuta con todos los de ¢(L). Su traza
coincide con la dimension de L. Si la representacion es irreducible, entonces cy(8) =
(dim(L)/ dim(V))1.

Definicién 16 Denominaremos forma traza de la representacion ¢ a la forma 6 : LX L —
F' definida por f(z,y) := Tr(¢(x)o(y))-

Lema 21 Sea ¢ : L — gl(V) una representacion de un dlgebra de Lie semisimple (de
dimension finita) L. Entonces ¢p(L) C sl(V). En particular L actia trivialmente sobre los
espacios de dimension uno.

Dem. Se tiene L = [L, L], sl(V') = [gl(V), gl(V)] luego ¢(L) = [¢(L), ¢(L)] C [gl(V), gl(V)] =
s((V).

Lema 22 Sea ¢ : L — gl(V') una representacion de un dlgebra semisimple de dimension
finita L. Supongamos que W es un L-submddulo de V' de codimension uno (como F-espacio
vectorial). Entonces existe un L-submddulo Wy de V tal que V. =W @& Wj.

Dem. Demostremos primero el lema en el caso de que W sea irreducible. Previamente
demostraremos que la representacion puede suponerse fiel. Si ¢ : L — gl(V) es la repre-
sentacion, su nucleo ker(¢) es un ideal de L y por lo tanto L = ker(¢) @ L’ donde L’ es
también un ideal de L que visto como algebra es semisimple. La restriccion ¢’ : L' — gl(V')
de ¢ a L' es ahora fiel y los L’-submoédulos de V' son exactamente los L-submodulos de
V: trivialmente cada L-submo6dulo de V' es un L’-submoédulo, por otra parte si X es un
L'-submodulo de V', entonces la aplicacion L x X — X dada por (a + b)x := bx con
a € ker(¢), b € L, v € X define una estructura tnica de L modulo en X de la que se
obtiene la estructura de L’-mo6dulo de X por restriccion. Supondremos pues que la repre-
sentacion ¢ de partida es fiel. Sea ¢ = ¢, () un elemento de Casimir de ¢. Como ¢ conmuta
con los elementos de ¢(L), se tiene que c(z-v) = c¢(o(z)(v)) = ¢(z)c(v) = x - ¢(v), es decir,
¢ es un endomorfismo de L-modulos de V. Por otra parte ¢ = > . ¢(z;)¢(y;) para cierta
base {z;} de V' y su dual {y;} respecto a la forma traza de ¢. Como ¢(L)(W) C W se
tiene que ¢(W) C W. Ademés ker(c) es un L-submoédulo de V. Segin el Lema 21, L actia
trivialmente sobre V//W lo que quiere decir que ¢(L) transforma V en W. También ¢ trans-
forma V en W (por ser suma de composiciones ¢(z;)¢(y;)). Por otra parte ¢ actia como
un multiplo escalar de la identidad sobre el submoédulo irreducible W (apliquese el Lema
de Schur). Este escalar no puede ser nulo pues de serlo se tendria que la traza de ¢ (como
endomorfismo de V' en V') seria nula (en contra de que dicha traza es la dimension de L).
Como consecuencia, ker(c) N W = 0 y necesariamente dim(ker(c)) =1,y V =W & ker(c).
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Podemos hacer la demostracién en el caso general por inducciéon sobre la dimension
de V. La dimensiéon mas pequena de V que podemos considerar es dos. En este caso W
es irreducible y aplicamos lo que acabamos de demostrar. Supongamos pues la propiedad
cierta para los espacios de dimension menor que la de V. Sea U el L-modulo (de dimension
uno) que hace exacta la sucesion 0 — W — V' — U — 0. Suponiendo W no irreducible, sea
W' un submédulo propio no nulo de W. Este W’ proporciona la posibilidad de considerar la
nueva sucesion exacta 0 — W/W' — V/W’ — U — 0. Aplicando la hipdtesis de induccion
existe un L-submoédulo unidimensional de V/W’ (denotémosle W /W) tal que V/W' =
W/W' @ W /W'. Podemos considerar ahora otra sucesion exacta 0 — W’ — W — U — 0.
Aplicando de nuevo la hipétesis de induccién obtenemos un L-submdédulo unidimensional
X de W tal que W = W’ @ X. Ahora bien XN W Cc WNW Cc W y como X NW C X
tenemos X NW C W/ N X = 0. Por lo tanto X N W=0 pero dim(X) + dim(W) = dim(V)
(esto se sigue de tomar dimensiones en la formula V/W' = W/W’' @& W /W', teniendo en
cuenta que W /W’ 2 X). Finalmente concluimos que V=17 @& X. B

Teorema 23 (Teorema de Weyl). Toda representacion (de dimension finita) de un dlgebra
de Lie semisimple (también de dimension finita) es completamente reducible.

Dem. Sea ¢ : L — gl(V') la representacion. Si V' es irreducible tenemos la conclusion que
buscamos demostrar. En caso contrario supongamos que W es un L-submoédulo no nulo, y
escribamos la sucesion exacta

0-W -V -=V/IW—-0.

Consideremos la estructura de L-mo6dulo de hom(V, W) que introdujimos en el problema
87. Recordemos que si x € L, f € hom(V,W), v € V, dicha estructura venia dada por
(- f)(v) = x- f(v) — f(z - w). Sea ahora V el subespacio de hom(V, W) formado por
los elementos cuya restriccion a W consista en la multiplicacién por algin escalar. Este
subespacio V es un L-submodulo pues si f € V y x € L, entonces f|y = al para algin
escalar a, y (z - f)(w) = o - f(w) — f(zr-w) = ar-w —azx-w = 0. Asi - f es la
multiplicacion por el escalar cero lo que demuestra que x - f € V. Consideremos ahora el
subespacio W de hom(V, W) formado por todas las aplicaciones f cuya restriccion a W
es nula. El cédlculo anterior demuestra que W es también un L-moédulo y de hecho, un
submodulo de V. Ademas hemos visto que L -V C W. Veamos que V/W tiene dimension
uno: la aplicacion V — F' tal que asocia a cada f € V el tnico escalar a tal que f|y = al,
es lineal y de nucleo W. Asi hemos llegado precisamente a la situacion

0O—-W-—-V-—->U-—=0

que se considerd en el lema precedente.

El moédulo V tiene entonces un subespacio unidimensional, que es un L-submodulo,
y que complementa a W. Si tomamos un generador f de dicho complemento, podemos
suponer que la restriccion de f a W es la identidad (multiplicando por conveniente escalar
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no nulo). Asi f|w = 1. Como L actia trivialmente sobre ese complemento unidimensional,
tenemos x - f = 0 para cada z € K. Pero esto es equivalente a escribir z- f(v) = f(z-v), es
decir f es un homomorfismo de L-mo6dulos. Por consiguiente su niicleo es un L-submodulo
de V' que satisface ker(f) N W = 0. Ademéas V/ker(f) = W (ya que f actiia como la
identidad cuando se restringe a W). Asi dim(V') = dim(ker(f)) + dim(W) lo que implica
V=W &ker(f). R

5.9. Problemas.

Problema 75 Sea V' un espacio vectorial de dimension arbitraria sobre un cuerpo F (sin
restriccion sobre su caracteristica). Sea f :'V x V — F una forma bilineal simétrica y S
un subespacio de V' de dimension finita y no degenerado (lo quiere decir que la restriccion
de f a U x U es no degenerada). Demuéstrese que entonces V.= S @ S*. Sugerencia:
demuéstrese que la aplicacion S — S* tal que s — f(s, ) es un isomorfismo de espacios
vectoriales. Para ver que V = S + S*, tomese v € V y demuéstrese que existe s € S tal

que f(v, ) = f(s, ).
Problema 76 Certifiquese que Yx,y,z € gl(V') se tiene [z,yz] = [z, y]z + y[z, z].

Problema 77 Sea F es algebraicamente cerrado y V' un F-espacio de dimension finita.
Tomemos x € gl(V) semisimple. Demuéstrese que ad(x) : gl(V') — gl(V') es semisimple.
Sugerencia: sea {vy,...,v,} una base de V' que diagonaliza a x, de modo que x(v;) = a;v;
con a; € F. Constriyase la base de gl(V') definida por las relaciones e;;(vy) = 0kvj, y
demuéstrese que ad(x)e;; = (a; — a;)e;;.

Problema 78 Demuéstrese la formula de la demostracion del Lema 17.

Problema 79 Sean z,y, z endomorfismos de un espacio vectorial de dimension finita V.
Demuéstrese que Tr([x,y]z) = Tr(x[y, 2]).

Problema 80 Demuéstrese que si L es dlgebra de Lie tal que [L, L] es nilpotente, entonces
L es soluble.

Problema 81 Sea V un F-espacio de dimension finita, W un subespacio suyo y f : V —
V' un endomorfismo que transforma V-en W. Demuéstrese que Tr(f) = Tr(f|w). Sugeren-
cia: estidiese la traza de [ con relacion a una base de V' que sea el resultado de extender
una base de W.

Problema 82 Calcilese la forma Killing del dlgebra de Lie L = sl(2, F). Sugerencia:
considérese la base {x, h,y} de L formada por las matrices x = E1a, y = F91, h = Ey1 — Fa
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donde como es habitual la matriz E;; es la que tiene un uno en la posicion (i,j) y cero en
las demds. Compruébese que entonces

0 0 O 0
ad(h) = diag(2,0,—2),ad(z) = =2 0 0 |,ad(y)=10
0 1 0O 0

y determinese ahora la forma de Killing que deberd salir de matriz:

= O O
S oo O
S O B~

Problema 83 Sea I un ideal de un dlgebra de Lie de dimension finita L. Demuéstrese

que I+ definido como el conjunto de elementos x € L tales que k(x,I) = 0 es un ideal de
L (k es la forma Killing de L).

Problema 84 FEn el ambiente del problema anterior, apliquese el Criterio de Cartan para
demostrar que I NI+ es un ideal soluble.

Problema 85 Sea V' un F-espacio vectorial de dimension finita y consideremos el dlgebra
L=sl(V). Seax €L yx=uxs+x, sudescomposicion de Jordan-Chevalley.

1. Demuéstrese que x, € L usando el hecho de que todos sus autovalores son nulos.
Concliyase que x4 € L.

2. Apliquese el Lema 16 para concluir que ad(xs) : gl(V) — gl(V') es semisimple. De-
muéstrese que ad(z,) : L — L es semisimple.

3. Andlogamente demuéstrese que ad(x,) : L — L es nilpotente.

4. Como [ad(z5), ad(z,)] = ad([xs, x,]) = 0, la unicidad de la descomposicion de Jordan-
Chevalley abstracta implica que x = x4 + x, es también la descomposicion abstracta

de Jordan-Chevalley.

Problema 86 Sea V' un mddulo (de dimension finita) del dlgebra de Lie L. Pruébese que
V' es completamente reducible si y sdlo si cada submodulo de V' posee un complemento (es
decir, para cada W submddulo de V', existe otro submddulo W' tal que V. =W & W').
Sugerencia: suponiendo V- = &;S; para una familia {S;} de L-mddulos irreducibles, si W
es un submaodulo propio y no nulo, no todos los S; estin contenidos en W. Aquellos S; no
contenidos en W tienen interseccion nula con W. Consideremos pues un submodulo X de
V' maximal respecto a la propiedad de tener interseccion nula con W. St W @& X no coincide
con'V,...
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Problema 87 SeanV y W dos F-espacios vectoriales (de dimension finita). Compruébese
que la aplicacion 0 : V* @p W — homp(V, W) que transforma el elemento f @ w en la
aplicacion F-lineal de V. a W tal que v — f(v)w, es un isomorfismo de F-espacios vec-
toriales. Compruébese que definiendo para cada x € L, f € homp(V, W) el endomorfismo
x-f: V=W tal que (x- f)(v) ==z f(v) — f(x-v), se dota de estructura de L-mddulo a
hompg(V, W). Demuéstrese que entonces 0 es un isomorfismo de L-mddulos considerando
en V* @p W la estructura de L-mddulo tensorial descrita al final de la seccion 5.8.

Problema 88 Sea L = s5l(2,F), V = F? y ¢ : L — gl(V) la inclusion. Consideremos la
base {z,h,y} de L dada por x = E15, h = E11 — Eay, y = Eqy. Determinese la forma traza
B de ¢ asi como la base dual de la anterior respecto a 3. Calcilese el elemento de Casimir

de ¢.
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Capitulo 6

Estructura de las algebras de Lie
semisimples

6.1. Descomposiciéon de Jordan-Chevalley revisitada.

En el capitulo anterior definimos la descomposicion de Jordan-Chevalley de un elemento
x € gl(V) (para V finito-dimensional). Vimos que para un elemento de un algebra de Lie
de derivaciones, sus componentes nilpotente y semisimples, pertenecen a dicha algebra de
derivaciones. Después, vimos que se podia definir una nocién abstracta de descomposicion
de Jordan-Chevalley en un algebra de Lie semisimple L (en dimension finita), gracias al
hecho de que toda derivacion es interior. Asi si ad(z) se descompone en partes semisimples
y nilpotentes en gl(L), tenemos asegurado que estas partes estan en Der(L) luego en ad(L).
Por tanto existen elementos unicos ad(z) y ad(z,) que conmutan, ad(z) = ad(xs)+ad(z,),
y siendo ad(z,) semisimple y ad(z,) nilpotente. Entonces la descomposicion x = x5 + x,,
se llama la descomposicion abstracta de Jordan-Chevalley de x.

Habiamos advertido del peligro que se corre cuando L es una subélgebra de gl(V),
pues en este caso podriamos considerar las dos descomposiciones de Jordan-Chevalley: la
que tiene cada elemento como endomorfismo de V', y su descomposicion abstracta. En
esta seccion demostraremos que no hay ambigiiedad: las descomposiciones coinciden. Para
ello serd de vital importancia el Teorema de Weyl sobre la completa reducibilidad de las
representaciones de dimension finita de un algebra semisimple.

Teorema 24 Sea L C gl(V') una subdlgebra de Lie semisimple de gl(V') con V' de dimen-
sion finita. Entonces L contiene las partes semisimple y nilpotente de todos sus elementos.
En particular la descomposicion de Jordan-Chevalley usual, y la abstracta coinciden.

Dem. Sea x € L arbitrario, y = x5+ x,, su descomposicion de Jordan-Chevalley en gl(V').
Tenemos que demostrar que xg, x, € L. Como ad(z)L C Ly ad(z;), ad(x,) son polinomios
en ad(z), se tiene ad(zs)L C L, ad(x,)L C L. Por lo tanto z5,z, € N := {a € gl(V) :
la, L] C L}. Es facil ver que N es una subélgebra de gl(V') que contiene a L (como ideal).

95
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Para cada L-submoédulo W de V' definamos Ly := {y € gl(V') : y(W) C W, Tr(y|lw = 0}.
Como L es semisimple, L = [L, L] luego L C Ly para todo W. Definamos

L'=Nn (ﬂLW>.

w

Se demuestra facilmente que L’ es una subalgebra de N que contiene a L como ideal. De
hecho: [L, L] C [L,N] C L por definicion de N. Por otra parte xg,x, € Ly para cada
W: en efecto, como © € L = [L,L] entonces z tiene traza nula, como V = W & W’
donde W' es otro L-submodulo, entonces (W) C W, z(W') € W' luego W y W’ son
Ts ¥ xp-invariantes. Ahora bien, x,|w tiene traza nula (siendo ademés nilpotente) y por
lo tanto 4|y tiene traza nula. En consecuencia z, z, € Ly para cada W. En resumen,
Zg,x, € L'. Veamos finalmente que L' = L lo que acabara la demostracion. Como L’ es
un L-modulo de dimension finita se debe tener L' = L @& M para cierto L-submodulo M
de L'. Pero [L,L'] C L luego [L,M] C LN M = 0. Para ver que M = 0 tomemos un
elemento cualquiera y € M y consideremos cualquier submodulo irreducible W de V. Al
tenerse [L,y] = 0 el Lema 20 implica entonces que y actta sobre W como un miultiplo
de la identidad. Por ser y|y de traza nula, se tiene finalmente que ese multiplo es cero.
Por tanto y(W) = 0 para cada submodulo irreducible W de V. Como V' es suma de tales
submodulos, se tiene finalmente que y = 0. B

Corolario 14 Sea L semisimple (de dimension finita) y ¢ : L — gl(V') una representacion
de dimension finita de L. Si x = s+n es la descomposicion de Jordan-Chevalley abstracta
de x € L, entonces ¢(x) = ¢(s) + ¢(n) es la descomposicion usual de Jordan-Chevalley de

¢(x).

Dem. Como ad(s) : L — L es diagonalizable existe una base {e;}" ; de L formada por vec-
tores propios de ad(s). Entonces ¢(L) esta generada por ¢(e;), i = 1,...,n. Si suponemos
que ad(s)e; = k;e;, entonces

ad(o(s))d(e:) = o([s, ei]) = kig(es),

luego ad(¢(s)) es semisimple. De forma similar ad(¢(n)) es nilpotente y ambos operadores
conmutan. Por lo tanto ¢(x) = ¢(s) + ¢(n) es la descomposicion de Jordan-Chevalley ab-
stracta de ¢(x) en gl(V'). Aplicando el Teorema anterior, esta es también su descomposicion
usual.

6.2. Representaciones de si(2, F').

En esta seccion, todos los médulos se supondran de dimension finita. El cuerpo base F'
se supondra algebraicamente cerrado y de caracteristica cero. Denotemos por L el algebra
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s[(2, ) con base {z,y,h} dada por

=(58) (0 0) = (0 )

Esta base se llamara la base estandar de L. Sabemos que la tabla de multiplicar de los
elementos de esta base viene dada por las relaciones [h, x] = 2z, [h,y] = =2y, [z,y] = h.

Sea V un L-modulo cualquiera, como h es un elemento semisimple de L, de acuerdo con
el Corolario 14, h debe actuar diagonalmente sobre V. Tenemos entonces una descomposi-
cion V = @,V, donde V) = {z € V : [h,v] = v}, (A € F). Cuando A no sea un autovalor
del endomorfismo de V' que representa a h escribiremos Vy = 0. Si A € F' es tal que V), es
no nulo, diremos que A es un peso de h en V. Llamaremos a V) un espacio-peso.

Lema 23 Siv € V), entonces xv € V19, y yv € Vy_o.
Dem. En efecto:

h(zv) = [h, x]v + z(hv) = 220 + Avv = (A + 2)zv.
Anéalogamente se demuestra que yv € V,_5.

Como la dimension de V es finitay V' = @,V), debe existir algin A € F tal que V) # 0,
Vire = 0. Para un tal A, los elementos no nulos de V) se llamarédn vectores maximales de
peso .

Lema 24 Sea V un L-mddulo irreducible. Sea vy € V) un vector maximal. Definamos
v_y:=0, v; := (1/i)y'vo, (1 >0). Se tiene entonces:

CL) hUi = ()\ — 27,)1]2

b) Yyv; = (2 + ]->Ui+1-

c) zv;=AN—i+ 1.
Dem. El primer apartado es corolario del lema anterior mientras que el segundo proviene
directamente de la definiciéon de los v;. Veamos el apartado c). Para i = 0 tenemos que
demostrar que xvy = 0. Esto es consecuencia del hecho de que vy es un vector maximal, es

decir vg € V) # 0 pero V,.o = 0. Aplicando el lema anterior, se tendria xvy € V) o = 0.
Supongamos que la formula se cumple para ¢. Entonces

1 1 1

S S S5 S b A N
TV = it 1)!xy vy = T 190va = ([, y]vs + yzv;) =
L ot (A i Do) = —— (A= 200 + (A — i + 1)ivy)
= — Vi —1 Vi— = — — 41)V; —1 ;) =
it1 Yo =

- ((F+ 1A —2i —i® +14) v; = - !

i+1 7 (EFDA—i(i+ 1))vi =
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= (A —1)v;.

Aplicando la formula del primer apartado del lema anterior, el lector puede demostrar
sin dificultad que los vectores v; son linealmente independientes. Tomemos el menor entero
m tal que v, # 0, v,,.1 = 0. Entonces v,,; = 0 para todo ¢ > 1. Gracias a las formulas del
lema anterior, tenemos que el subespacio de V' generado por vy, ..., v, es un L-submodulo
de V' (no nulo). Por el caracter irreducible de V' se tiene entonces V' = (vy, ..., v). Se deja
como ejercicio al lector el escribir explicitamente las matrices de los endomorfismos de V
que representan a x, y y h en la base {vg,...,v,}. Notese que la matriz asociada a h es
diagonal, mientras que las asociadas a x e y son triangulares una de ellas superior, y la
otra inferior (aunque ambas nilpotentes).

La formula del apartado c¢) aplicada para ¢ = m + 1 nos dice que 0 = (A — m)v,, y
como v, # 0 tenemos A = m. Es decir, el peso de un vector maximal es precisamente m,
un entero no negativo que coincide con dim(V) — 1. Este peso se llamara en lo sucesivo
peso mdzimo. Ademas la formula a) del lema anterior demuestra que si V,, # 0, entonces
dim(V,,) = 1. En particular, un vector maximal de V' es tnico salvo miltiplos escalares no
nulos. Resumiéndolo todo:

Teorema 25 Sea V un L-mddulo irreducible.

1. Con relacion a h, V admite una descomposicion en suma directa de espacios pesos
Vy, conpp=m,m—2,...,—(m—2),—m donde m = dim(V') — 1, y dim(V},,) = 1 para
cada ft.

2.V tiene un unico vector maximal (salvo muiltiplos escalares no nulos), cuyo peso es
m y se llama peso madximo.

3. La accion de L sobre V' wiene dada explicitamente por las formulas de los apartados
a)-c) del lema anterior. En particular existe (salvo isomorfismos) un inico L-modulo
wrreducible para cada posible dimension m + 1 con m > 0.

Corolario 15 Sea V' un L-mddulo. Entonces los autovalores del endomorfismo de V' que
representa a h, son todos enteros y cada uno de ellos aparece junto con su opuesto (igual
nimero de veces). En cualquier descomposicion de V' como suma directa de submddulos
irreducibles, el nimero de sumandos es precisamente dim(Vj) + dim(V}).

Dem. Teniendo en cuenta el Teorema de Weyl, Lo tnico que falta por demostrar es la
segunda afirmacion. Para ello téngase en cuenta que cada submoédulo irreducible, tiene el
peso 0 o el peso 1 (pero no ambos). B
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6.3. Descomposicién en espacios raices.

En toda esta seccion L denotara una F-algebra de Lie (no nula) semisimple de dimension
finita. Recordemos que el cuerpo F' es algebraicamente cerrado y de caracteristica cero.
Vamos a estudiar en detalle la estructura de L a través de su representacion adjunta.
Nuestras principales herramientas seran por un lado la forma Killing y los teoremas 24 y
25 (ambos apoyandose de forma especial en el Teorema de Weyl).

Definicion 17 Sea M una F-dlgebra de Lie y H una subdlgebra cuyos elementos son todos
semisimples (ad-semisimples). Entonces diremos que H es una subdlgebra toral.

Asi como L es un algebra no nilpotente, debe existir un elemento que no sea ad-
nilpotente (Teorema de Engel). Por lo tanto si x es un tal elemento, su parte semisimple
x5 en la descomposicion abstracta de Jordan-Chevalley, nos proporciona la subalgebra F'z
cuyos elementos son todos semisimples. Esta serfa pues una subalgebra toral.

Lema 25 Clualquier subdlgebra toral es abeliana.

Dem. Sea T la subalgebra toral y x € T. Como adr(z) : T — T es semisimple, sera
diagonalizable. Lo que se va a demostrar es que ad(x)T = 0 para lo cual bastara demostrar
que los autovalores de una matriz diagonal de adr(z) son todos nulos. Supongamos por el
contrario que existe y € T tal que ad(z)y = \y # 0. Existe entonces una base de vectores
propios de adr(y) o si se quiere una descomposicion T' = ®T; donde los T; son los espacios
unidimensionales generados por cada uno de los vectores de la base de vectores propios. Si
descomponemos x = ), z; con x; € T}, entonces ad(y)z; = \;z;, ademas

0# \y=—ad(y)r =— Z i (6.1)

y también

de donde se tiene A\; = 0 lo que contradice (6.1). W

Fijemos ahora una subélgebra toral maximal H. Como H es abeliana, ad(H) es una
familia de endomorfismos diagonalizables de L que conmutan entre si. Un resultado de
algebra lineal relativamente elemental establece que si disponemos de una familia de en-
domorfismos de un espacio vectorial V' que conmutan entre si, y cada uno de los cuales
diagonaliza al espacio V', entonces existe para V' una descomposiciéon en suma directa de
subespacios tales que cada endomorfismo de la familia acttia como un multiplo de la identi-
dad, sobre cada uno de dichos sumandos directos. Podemos aplica este resultado a la familia
ad(H) de endomorfismos semisimples de L que conmutan entre si. Tenemos entonces que
L es una suma directa de subespacios S; tales que cada ad(h) (h € H) restringido a S; es
miltiplo escalar de la identidad. Para una base adecuada de L, obtenido mediante la union
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de bases de cada uno de los S;, tenemos que la matriz de cada ad(h) con h € H es del
tipo diag(B; : i = 1,..., k) donde cada B; es un miltiplo escalar de la matriz identidad de
orden dim(S;). Si tomamos una base cualquiera B = {hq,...,h,} de H, entonces la matriz
de cada ad(h;) sera:

Aald 0 -+ 0
0  Aild -+ 0
0 0 - Agld
Podemos ahora considerar la sucesiones (finitas) de escalares A1, ..., Aix (una para cada 1)
y aprovecharla para definir las aplicaciones lineales a; : H — F (con j = 1,...,k) dadas

por a;(h;) := A;;. Para un elemento x € S; se tiene [h;, x] = A\;;x = o(h;)x, para cada i.
Por lo tanto S; esta contenido en el conjunto

Lo, :={z € L: [h,z] = aj(h)xVh € H}.

Sipara j y k fijos, ocurriera que A;; = A, para todo 7, entonces también Sy, estarfa contenido
en L. Reciprocamente, si € Lo, entonces [h;,x] = a;(h;)xz = Ajjz para todo i. Si se
utiliza la matriz de arriba, se observa que entonces x debe pertenecer a la suma de los S
para los que A\, = \;; (para todo 7). En definitiva cada Lo; = ®rSk, donde la suma esta
extendida a los k para los que \;;, = \;; para todo i (por ejemplo, esta suma siempre tiene
el sumando S;). Asi pues la suma de los subespacios L, es directa y coincide con L, pues
no es mas que una redistribucion (y posible reagrupamiento) de los sumandos Si. Podemos
pues poner
L =@®;L,,.

Ademas dado que Lo, D S; siempre existe un vector no nulo (cualquier 2 € S; — {0}) tal
que [h,z] = a;(h)x (para todo h € H). Supongamos ahora que a : H — F' es cualquier
aplicacion para la que existe un = # 0 verificando [h,z] = a(h)z para todo h € H. El
lector puede demotrar que entonces « coincide con algunas de las aplicaciones lineales «;
definidas antes (en particular « es lineal luego un elemento del espacio dual H*).

De este modo la descomposicion de L que hemos mencionado antes se puede describir
del siguiente modo L = &L, donde

Ly={x€L:[hz|=alh)zVhecH}

y a € H*. Obsérvese que Ly estaria formada por los elementos x € L tales que [H, z] = 0,
es decir, Ly = C(H) es el centralizador de H en L y contiene a H por el Lema que asegura
el caracter abeliano de H. Notemos también que la suma directa L = &L, esta extendida
alas a € H* para las que L, # 0. El conjunto

®={aecH —{0}:L,#0}

se llamara sistema de raices, y cada uno de sus elementos: raices de L relativas a H. La

descomposiciéon
L=&,L,= CL(H) ¥ (@ La) )

aced
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es lo que se llama la descomposicion de Cartan de L relativa a H. Los subespacios L, con
a # 0 se denominan espacios raices de L con relacion a H.

Nuestro proximo objetivo es demostrar que C(H) = H. Para ello necesitaremos algu-
nas propiedades de los espacios raices:

Lema 26 Para cualesquiera o, € H*, se tiene [Lo, Lg] C lotg. St # 0 y x € Ly,
entonces ad(x) es nilpotente. Si o, € H*, a4+ 3 # 0, entonces L, es ortogonal a Lg
respecto a la forma Killing k de L.

Dem. Si tomamos x € L,, y € Lg, entonces

[hv [ZE,yH = —[ZL‘, [y7 h]] - [ya [h,l’]] = ﬁ(h)[l’,y] - Oz(h)[y,x] = (a+ﬁ)(h)[m,y]

Lo que demuestra que [x,y] € L,yg. El caracter nilpotente de ad(z) para x € L, (con
a # 0) se tiene del siguiente modo: entre los subespacios del conjunto {Lya45: k=1,2,...}
no puede haber una cantidad infinita de ellos no nulos (pues L es de dimension finita y
la suma de los subespacios no nulos del citado conjunto es directa). Por lo tanto no todas
las aplicaciones ka + 3 son raices. Aquellas que no lo sean satisfacen Lj,1+3 = 0. Ahora
bien ad(z)"Ls C Ligatp = 0. Como L es una suma de espacios Lg tenemos que ad(z)" se
anula para conveniente n > 1. Veamos finalmente la ortogonalidad de L, y Lg respecto
de k cuando a+ (3 # 0. Sea h € H tal que (a + )(h) # 0. Tomemos © € Lo, y € Lg, y
efectuemos el siguiente calculo:

a(h)k(z,y) = k([h, z],y) = =k([z, h],y) = =k(z, [h,y]) = B(h)k(z,y).

Por lo tanto (o + §)(h)k(z,y) = 0 implicando k(z,y) = 0. B

Corolario 16 La restriccion de la forma Killing k de L a Ly = C(H) es no degenerada.

Dem. Sabemos que k es no degenerada por ser L semisimple. Ademés L es ortogonal a
cada L, con o # 0. Como la no degeneraciéon pasa a sumandos directos ortogonales, el
corolario esta demostrado. ll

Proposicion 15 Sea H una subdlgebra toral mazimal de L. Entonces H = C(H).

Dem. Sea C' = CL(H). La demostracion se hara en una serie de pasos.

1. C contiene las partes semisimple y nilpotente de cada uno de sus elementos. En efecto,
x € C siy solosi [z, H] = 0. Las partes semisimple y nilpotente de ad(z) en gl(L)
vamos a denotarlas por (ad(x))s y (ad(z)), respectivamente. Entonces, como (ad(x))s
y (ad(z)), se escriben como polinomios en ad(x) (sin término independiente), resulta
que (ad(z))sH = 0, (ad(x)),H = 0. Como (ad(z))s = ad(zs), (ad(z)), = ad(z,)
resulta entonces que x4, x, € C.
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2. Todos los elementos semisimples de C' estan en H. Si z € C es semisimple consider-
emos el subespacio H + Fx D H. Este subespacio es en realidad una subélgebra de
elementos semisimples (la suma de elementos semisimples que conmutan es semisim-
ple). Por maximalidad de H se tiene H = H + F'z lo que implica x € H.

3. Larestriccion de k a H es no degenerada. Supongamos que k(h, H) = 0. Demostremos
que también k(h,C) = 0 (lo que implicarda h = 0 en vista del Corolario 16). Sea
c=x+s € (C, donde z es la parte nilpotente de ¢ y s es la semisimple. Sabemos que
x,s € C'y ademés s € H. Por lo tanto k(h,c) = k(h,z) = Tr(ad(h)ad(x)). Como
ad(z) es nilpotente, y los endomorfismos ad(x) y ad(h) conmutan, el endomorfismo

ad(h) ad(z) es nilpotente y su traza es nula. Asi k(h,z) = 0 y hemos demostrado que
k(h,C) = 0.

4. C es nilpotente. Si x € C' es semisimple, entonces = € H luego adg(z) : C — Ces la
aplicacion nula. Sea ahora x € C' arbitrario, entonces consideremos la descomposicion
de Jordan-Chevalley (abstracta) de « dada por = xs+x,,. Podemos escribir entonces
ado(z) = ade(z,) que es nilpotente. El Teorema de Engel implica entonces que C' es
nilpotente.

5. HN[C,C] = 0. Como k es asociativa k(H,[C,C]) = 0. Si z € HN[C,C] se tiene
entonces k(H,z) = 0 y por la no degeneracion de la restriccion de k a H, tenemos
z=0.

6. C es abeliana. En caso contrario [C, C] # 0, pero siendo C nilpotente, el Lema 15
implica que Z(C) N [C,C] # 0. Sea pues z un elemento no nulo de esta interseccion.
Si z fuera semisimple, seria elemento de H y como H N [C,C] = 0 llegariamos al
absurdo de que z = 0. Por lo tanto la parte nilpotente n de z es no nula y esta en
C' por el primer apartado de esta demostracion. Sabemos también que ad(n) anula
a cada subespacio que sea anulado por ad(z) (ya que ad(n) es la parte nilpotente de
ad(z)). Como ad(z)C' = 0 se tiene entonces ad(n)C' = 0, es decir, n € Z(C). Pero
ad(n) ad(C') es nilpotente (composicion de un nilpotente con otro endomorfismo que
conmuta con el primero). Por lo tanto k(n,C) = Tr(ad(n)ad(C)) = 0. Como la
restriccion de k a C' es no degenerada tenemos n = 0 lo cual es una contradiccion.

7. C = H. En caso contrario hay un elemento no semisimple en C' (luego su parte
nilpotente es un elemento no nulo de C'). Sea entonces 0 # = € C (nilpotente).
Tenemos otra vez que ad(z) ad(y) es nilpotente para y € C luego k(z,y) = 0. Como
klcxc es no degenerada x = 0 contradiciendo nuestra suposicion inicial.

Conviene resaltar de la demostracion de este teorema, el hecho de que la restriccion
de la forma Killing k¥ de L a H es no degenerada. Esto permite un identificacion de H y
H* en el sentido de que a cada ¢ € H* (no nula) corresponde un tnico t4, € H tal que
o(t) = k(ty,t) para todo t € H.
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Definicién 18 Dada 0 # ¢ € H*, denotaremos por t, al unico elemento de H tal que
o(t) = k(ty,t) para todo t € H.

Es elemental observa que ¢4 # 0. Extenderemos esta definicion al caso ¢ = 0, escribiendo
td’ = 0.

6.4. Propiedades de los espacios raices.

En esta seccion seguiremos con las hipotesis ya habituales para L (semisimple de dimen-
sion finita) y para el cuerpo base (algebraicamente cerrado de caracteristica cero). Supon-
dremos que H es una subalgebra toral maximal, y ® el conjunto de elementos « € H*—{0}
tales que L, # 0, es decir, el conjunto de raices de L respecto a H. En la seccién anterior
hemos demostrado que L, y Ls son ortogonales respecto a la forma Killing de L cuando
a+ (8 # 0. En particular H es ortogonal a cada espacio raiz L,,.

Proposicion 16 Bajo las condiciones de ambiente descritas arriba, se tiene:
(a) ® genera H*.
(b) Si a € @, entonces —a € .
(c) Sea v € , v € L,, y € L_,. Entonces [x,y] = k(z,y)t, (véase la definicion 18).
(d) Si o € ®, entonces [Ly, L_q| es de dimension uno con base {ts}.
(e) a(ty) = k(ta,ta) # 0 para a € ®.

(f) Si a € ®, y xz, # 0 es un elemento de L., entonces existe y, € L_, tal que
{ZayYa, ha = [TayYal} genera una subdlgebra tridimensional simple de L isomor-
fa a s1(2, F) mediante x, — €12, Yo > €21, ho — €11 — €22.

(g) hoc = Qta/k(tomta) Yy h—oc = ha-

Dem. (a) Consideremos un subconjunto ®( de @, linealmente independiente y que genere el
mismo subespacio de H* que ® (es decir < &y >=< & >). Si ® no genera H*, ampliemos
el conjunto ®, a una base B* := &5 U &’ de H*. Si consideramos la base dual B de B*,
entonces existen elementos de B que son anulados por todas las aplicaciones de @ (luego
por todas las de ®). Supongamos pues que h € H es un elemento (no nulo) tal que a(h) =0
para toda o € ®. Esto implica que [h, L,] = 0 (para cada o € ®. Por consiguiente [h, L] =0
y h € Z(L) = 0 lo que es absurdo.

(b) Tomemos o € ¢ y supongamos que —a no es una raiz. Como L_, = 0, entonces
k(La,Lg) = 0 para toda § € H*. Esto implica que k(L,, L) = 0 contradiciendo la no
degeneracion de k.

(c) Sean v € &, v € Ly, y € L_,. Sea h € H arbitrario. Entonces

k(h> [x,y]) = k([h,l’],y) = a(h)k(x,y) = k(tmh)k(x>y) = k(k($7y>ta>h) =
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= k(hv k’(.T, y)toc)

luego [z,y] — k(x,y)ts es un elemento de H ortogonal a todo H lo que implica [z,y] =
k(x,y)ta.

(d) El apartado anterior muestra que si [L,, L_,] # 0 entonces tiene dimensién uno.
Para demostrar la no nulidad del anterior producto de espacios, supongamos que z € L,
es tal que [z, L_,] = 0. Entonces aplicando la féormula del apartado anterior 0 = [z, L_,] =
k(x,L_4)ts lo que quiere decir que k(z,L_,) = 0, es decir, k(xz,L) = 0 lo que por no-
degeneracion de k implica © = 0. Asi [Ly, L_o] # 0.

(e) Supongamos que a(t,) = k(ta,to) = 0, entonces [t,,z] = 0 = [tn,y] para cua-
lesquiera = € L, y € L_,. Aplicando el apartado (d) podemos encontrar z € L, y € L_,
tales que k(x,y) # 0. Multiplicando por un escalar conveniente, podemos suponer que
k(x,y) = 1. Entonces [z,y] = t,. El subespacio S de L generado por {z,y,t,} es un
algebra tridimensional soluble (su tabla de multiplicar vendria dada por las relaciones
[ta, ] = [ta,y] =0, [x,y] = to luego [S,S] = Ft, y [[S, 5], S, S]] = 0. El Corolario 11 nos
dice que entonces ad(s) es nilpotente para cada s € [S, S| = Ft,. De este modo ad(s) es a
la vez nilpotente y semisimple lo que implica su nulidad. Ahora bien, decir que ad(t,) =0
es lo mismo que asegurar que t, € Z(L) = 0 una contradiccion.

(f) Dado 0 # x4, € La, existe y € [, tal que k(z,,y) # 0. Multiplicando por un escalar
conveniente podemos decir que existe y, € L_, de modo que k(za,Ya) = 2/k(ta,ta)-
Definamos h,, = 2t /k(ta,ts). Entonces [z, yo| = k(Za, Yo )ta = he. Méas atn,

2 2a(ty)
ha7a:—tcx7a:—a:2a7
Vo va] = pr s lla ol = -5 5 0a = 22
ya que «(ty) = k(ta,ta). Del mismo modo se demuestra que [hq, yo] = —2y,. Por lo tanto
{ha,Ta, Yo} es una subalgebra tridimensional de L con la misma tabla de multiplicar que
sl(2, F).
(g) Solo falta demostrar que h, = —h_,. Pero es evidente que t_, = —t, y por lo tanto
2t_ 2t
h_o = 2 = 2 = —h,.
(art)  k(tafa)
|

Para cada par de raices o, —a € ®, sea S, = sl(2, F') la subalgebra de L construida
como en el apartado (f) de la Proposicion 16. Gracias al Teorema de Weyl, disponemos
de una descripcion completa de todos los S,-moédulos de dimensién finita. En particular,
disponemos de informacion sobre ad(S,,). Esto sera util en la demostracion de la siguiente
proposicion.

Proposicion 17 Bajo las condiciones de ambiente descritas arriba, se tiene:

(a) Sia€ ®, dim(L,) = 1. En particular S, = Lo + L_o + H, (donde H, = [Lo, L_,]).
Para un elemento no nulo dado x, € L, eziste un unico y, € L_, tal que [Ty, ys] =

he.
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(b) Si o € @ los unicos maltiplos escalares de o que son raices son o y —a.

(c) Si o, € @, entonces B(hy) € Z, B — B(ha)a € © (los nuimeros B(h,) se llaman
enteros de Cartan.

(d) Si o, B,a+ [ € ®, entonces [Ly, Lg] = Lotg.

(e) Sean o, B € ®,  # ta. Sean r y q los mayores enteros para los que 3 —ra y 5+ qo
son raices. Entonces todas las aplicaciones § + ia € ® para —r < i < q. Ademds

B(ha) =1 —q.

(f) L estd generada como dlgebra de Lie por los espacios raices Ly,.

Dem. (a) Sea M el subespacio de L generado por H y por todos los espacios raices L., con
¢ € F*. Es evidente que M es un S,-submoédulo de L para la accion sm = ad(s)m para
todo s € S,, m € M. Los pesos de M bajo la accion de S, son 0 y los escalares ca(h,) = 2¢
donde ¢ varia en el conjunto de elementos de F* tales que L., # 0. Como los pesos son
todos enteros (véase el Corolario al Teorema 25), entonces ¢ debe ser multiplo entero de
1/2. Como M = H & (®.Vea, la restriccion de ad(h,) a H se representa diagonalmente
como la matriz nula de orden r := dim(H). Por otra parte la restriccion ad(h,) a cada
Vea se representa por una matriz que es un multiplo escalar de la identidad (el multiplo es
ca(hy) = 2¢ # 0). En resumen el nimero de veces que aparece el peso 0 para ad(hg), es
justamente r = dim(H). Por otra parte una descomposicion de M como suma directa de
S,-modulos irreducibles es

M=Fh & - -Fh,_1®S,®R

donde {hq,...,h,_1,h,} es una base de H y R es nulo, o una suma directa de submodulos
irreducibles. Como el peso 0 aparece una vez para cada sumando Fh; y otra vez para el
sumando S,, resulta que en los sumandos directos irreducibles cuya suma es R (si hay
alguno), no aparece el peso 0. En consecuencia los pesos de estos submodulos son todos
impares y hemos demostrado que los tinicos pesos pares de M para ad(h,) son 0 y 2. Una
implicacion directa de este hecho es que 2a nunca puede ser raiz (pues de serlo, cualquier
vector no nulo de Lg, produciria el peso 4). Por lo tanto a/2 no es tampoco raiz (si lo
fuera, 2a/2 = «a no podria ser raiz). Si a/2 no es raiz, el peso 1 no puede aparecer para
ad(h, ). Esto quiere decir que R = 0 pues en caso contrario, cualquier sumando irreducible
suyo, tendria el peso 1. En definitiva M = H+ S, = H® L, ® L_, lo que implica que
dim(L,) = 1. Como corolario S, = Lo + L_ + [La, L_4]- En resumen hemos demostrado
los apartados (a) y (b) de esta proposicion. Para demostrar los restantes vamos a construir
otro S,-moédulo interesante. Vamos a estudiar como actia S, sobre los espacios raices Lg
con 3 # £a. Definamos K := )., L. Cada sumando de K es de dimensién uno segiin
acabamos de demostrar. Por otra parte para ningun ¢ puede ocurrir 5+ ia = 0. Esta claro
entonces, que K es un S,-moédulo con espacios peso de dimensiéon uno para los distintos
pesos B(ha) +2i (con i € Z tal que §+ia € @) de ad(h,). Obviamente los pesos 0 y 1 no
pueden aparecer simultaneamente (la diferencia entre dos pesos es siempre par). Aplicando
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el Corolario 15 el nimero de componente irreducibles en la descomposiciéon de K como
submodulos irreducibles es dim(Kp) o dim(/K;) (ambos valen 1 por ser los espacios pesos
de dimension uno). Asi K es irreducible. Supongamos que el peso maximo es ((h,) + 29
y el minimo f(h,) — 2r. Entonces ¢ es la méaximo entero tal que 4 g es una raiz y r el
méaximo entero tal que § — ra es una raiz. Ademas los pesos de ad(h,) sobre K forman
un progresion aritmética de diferencia 2 (recuérdese el Teorema 25). Por lo tanto las raices
del tipo 3 4 i« forman una cadena

B—ra,....03,...,0+qaq,

que se llama la a-cadena por (3. Como consecuencia también del Teorema 25, 3(h,) +2q =
—(B(ha) — 2r), es decir, f(h,) = r — q. Para demostrar el apartado (d), téngase en cuenta
que si a, B, + € ®, ad(L,) transforma Lg en L,,s sobreyectivamente (véase el Lema
24). Esto demuestra que [La, Lg] = Lays. Finalmente el apartado (f) se puede ver asi:
L = [L, L] (esto es obvio para el caso en que L es simple pero se extiende facilmente al
caso semisimple). Haciendo uso de la descomposicion de Cartan L = H @V donde V es la
suma de los espacios raices, tenemos

L=[LL=H+V,H+V]CV+I[V,V]
lo que confirma que L esta generada como algebra de Lie por los espacios raices. B

Como corolario del hecho de que L esta generado como algebra de Lie por los espacios
raices, observaremos que H esta generada por los elementos t, con a € ®. En efecto
sabemos que L = V + [V, V] donde V es la suma de los espacios raices. Entonces los tnicos
elementos de H que estan en dicha suma son los de la interseccion H N [V, V], pero estos
son precisamente los del tipo [La, L_,] con o € ®. Es decir H esta generada (como espacio
vectorial) por los .

Por otra parte como la restriccion de la forma Killing k£ a H es no degenerada, podemos
definir en el dual H* una forma bilineal simétrica dada por (, ) : H* x H* — F, con
(o, B) := k(ta,ts) para cualesquiera o, f € H*. La no degeneracion de (, ) se demuestra
asi: si (a, H*) = 0 entonces k(t,,t3) = 0 para todo 8 € H*. Como H esta generada por los
tp tenemos entonces k(t,, H) = 0 lo que implica (por la no degeneracion de k|pgxp) que
to = 0. Pero entonces a(h) = k(t,, h) = 0 para todo h. Es decir a = 0.

Fijemos ahora una base {«,...,«;} de H* formada enteramente por raices (esto es
posible ya que ® genera a H*). Dados dos elementos «; y «; de dicha base, vamos a
demostrar que el escalar

2(0@', Oéj)
(aj, )
es un entero. Segin el apartado (c) de la Proposicion 17, a;(ha,) € Z para cualesquiera
1,7. Pero
2ai<tozj> Qk(ta“taj> 2(0@,0@-)
k(ta,,ta,) k(o ta;) (aj,05)

Oé7;<ha].) =



6.4. PROPIEDADES DE LOS ESPACIOS RAICES. 107

Teorema 26 El Q-subespacio Eg de H* formado por las combinaciones lineales con co-

eficientes racionales de las o, tiene Q-dimension | = dimp(H*). Ademas Eq contiene a
.

Dem. Como {ay,...,q;} es una base de H* y la forma bilineal (, ) es no degenerada, la
matriz ((a, a;))};_; tiene determinante no nulo. Lo mismo le ocurre entonces a la matriz
cuyo coeficiente (7,7) es (a;,;)/(j, ;). Para demostrar que dimg(Eg) = dimg(H*),
bastara comprobar que {aq,...,q;} es una Q-base de Eqg. Evidentemente dicho conjunto
es linealmente independiente sobre Q (pues es F-linealmente independiente). Asi pues, lo
tnico que nos falta por demostrar es que ® C Eg. Dada 8 € ® arbitraria, sabemos que
0= Zf;:l c;a; donde ¢; € F. Vamos a demostrar que en realidad ¢; € Q. Obsérvese que
para cada j se tiene (5, c;) = >, ¢i(a;, ;) y por lo tanto

o 10:05) _ §2Aaiay)

(aj,05) (o, 0)

Esto se puede considerar como un sistema de [ ecuaciones con [ incognitas (las ¢;), con
coeficientes racionales. Como la matriz cuyo coeficiente (7, j) es (o, ;) es no singular, la
matriz del sistema también lo es. Asi la Regla de Cramer implica que el sistema tiene
solucién tnica sobre Q, en las ¢;. W

Finalicemos esta seccion con algunas consideraciones. Si A, € H*, se tiene (A, pu) =
E(ta,t,) = >, k(tr, ta)k(ta, t,) (véase el problema 89). Entonces (A, i) = > oA, a)(a, p).
En particular (3, 3) = Y, (a, 8)? para 3 € ®. Equivalentemente, 1/(5, 3) = >__co(, 3)?/(0,

Como
2(a, B)/ (8, 8) € Z,

tenemos que (3, #) € Q (implicando (o, 5) € Q). En definitiva todos los productos escalares
de vectores de Eg son racionales y por lo tanto (, ) es una forma bilineal simétrica en
Eg. Como ademas (A, \) = Y (A, a)?, esta forma es definida positiva. Extendamos ahora
escalar a R, es decir, consideremos el espacio vectorial real £ = Eg®gR. El producto escalar
(,): Egx Ep — Q se extiende automaticamente a un producto escalar £ x £ — R
definido positivo. Asi E es un espacio euclideo, ® contiene una base de E, y dimg(E) = I.
Resumiendo esta serie de resultados podemos enunciar el siguiente teorema.

Teorema 27 Sean L, H y E como arriba. Entonces:
(a) ® genera a E y 0 no pertenece a P.

(b) Si o € @ entonces —a € O y ninguin otro mailtiplo escalar de « es una raiz.

c) Sia, 3 € ®, entonces 3 — ﬁa)ae@
)

(d) Sia, 3 € P, entonces 2(855)) e 7.
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Utilizando el lenguaje del siguiente capitulo, este tltimo teorema afirma que ® es un sistema
de raices en el espacio euclideo E. Hemos establecido una correspondencia entre las parejas
(L, H) y los pares (®, F). Estos pares (®, F) se clasificaran completamente en el siguiente
capitulo. Méas tarde veremos que esta correspondencia que acabamos de establecer es un
realidad una biyeccién y que la aparente dependencia de ® de la eleccion de subéalgebra
toral maximal H no es esencial.

6.5. Problemas.

Problema 89 Demuéstrese que bajo las hipdtesis habituales (L dlgebra de Lie semisimple
de dimension finita sobre un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica cero), se tiene
k(ta,ty) = >, k(ta ta)k(ta,t,) donde la suma estd extendida a las o € ®. Sugerencia:
encuéntrese la matriz de ad(t,) teniendo en cuenta la descomposicion de Cartan de L
respecto a su subdlgebra toral maximal H ).

Problema 90 Encuéntrese una subdlgebra toral mazximal H de L = sl(n, F) y realicese la
descomposicion de Cartan de L respecto a H. Sugerencia: hdgase primero para n = 3.

Problema 91 Encontrar una subdlgebra toral mazimal de L = so(3,1,C) (dlgebra de Lie
del grupo de Lorentz) que llamaremos H y de hacer la descomposicion de Cartan de L
respecto a H. Después se pide estudiar la simplicidad de L. Se recuerda al lector que el
dlgebra L es la formada por todas las matrices de la forma

0 r Yy a
—x 0 =z D
-y —z 0 ¢
a b ¢ 0

Problema 92 Sea g, el dlgebra de derivaciones del dlgebra de octoniones complejos (iso-
morfa al dlgebra de matrices de Zorn sobre los complejos). Demuéstrese que es semisimple,
calcilese una subdlgebra toral maximal y hdgase la descomposicion de Cartan de g, respecto
a dicha subdlgebra toral. Demuéstrese que g, es simple y de dimension catorce.

Problema 93 En el espacio complejo V. = C* se considera la forma bilineal alternada
f:V xV — C tal que f(z,y) = xFy" donde F es la matriz diagonal por bloques F =
diag(S, S) siendo S la matriz simpléctica dos por dos (S = e12—e91). Sea L el dlgebra de Lie
formada por todas las T € gl(V') tales que f(T(x),y) + f(z,T(y)) = 0 para cualesquiera
x,y € V. Encuéntrese una forma matricial de L, una subdlgebra toral maximal H, asi
como la descomposicion de Cartan de L respecto de H (justificando su existencia). ;Es L
simple?

Problema 94 Demostrar que so(4,C) es semisimple y encuéntrese una descomposicion
de Cartan para este dlgebra. ;Es simple?



6.5. PROBLEMAS. 109

Problema 95 Sea L un dlgebra de Lie semisimple y de dimension finita sobre un cuerpo
F' algebraicamente cerrado de caracteristica cero. Supongamos que L = I & J donde 0 #
I,J<L. Sabemos que entonces, tanto I como J son dlgebras semisimples. Fxisten entonces
subdlgebras torales mazimales Hy y Hy de I y J respectivamente. Supongamos dadas las
descomposiciones en espacios raices de I y J:

I=H;®(®Baco, 1), J=H;®(DBpea, Jp)-

Demuéstrese que entonces H := H; @& Hj es una subdlgebra toral maximal de L y que la
descomposicion en espacios raices de L con relacion a H es

L=H®& (®aea, L) ® (Bpea, Jp),

por lo tanto el sistema de raices de L respecto de H es ® = ®;UD ;. Compruébese que
entonces o L 3 para cualesquiera o € ®;, 5 € &.

Problema 96 Sea L como en el problema anterior y H una subdlgebra toral maximal de
modo que la descomposicion en espacios raices de L respecto de H es L = H ® ( ®aca La)-
Supongamos que hay una particion no trivial del sistema de raices ® de la forma ® = ®,U®,

donde cada raiz de ®1 es ortogonal a todas las de ®,. Definamos H; = Zae% Ft., para
1 =1,2. Compruébese que entonces
Li = Hz ©® ( @ae@ La) (62)

(i =1,2) son dos ideales propios de L, tales que L = L1 @ Ly. Compruébese que H; es una
subdlgebra toral maximal de L; induciendo la descomposicion en espacios raices dada por

(6.2).
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Capitulo 7

Sistemas de raices

7.1. Preliminares.

En todo este capitulo trabajaremos con un espacio euclideo E sobre los reales (es decir
un R-espacio de dimensioén finita provisto de una forma bilineal simétrica definida positiva
o producto escalar). Denotaremos por (a, 3) el producto escalar de los elementos o, 3 € E.

Recordemos que una reflexion en E es un automorfismo del espacio vectorial E tal
que fija punto a punto a un hiperplano de E y transforma un vector no nulo ortogonal al
hiperplano en su opuesto. Cada reflexién es un elemento del grupo ortogonal' O(FE, ( , )).
Dado un vector no nulo o € E podemos considerar el hiperplano a*. Denotaremos entonces

por o, la reflexion en el hiperplano a* cuya expresion es
2(8,q)
[ =P — «,

para cada § € E. Como el escalar 2(«a, 3)/(c, ) va a aparecer frecuentemente en lo suce-
sivo, vamos a denotarlo por < f3,a >. Obsérvese que la aplicacién que cada pareja de
vectores (o, ) € E x E le asigna el real < a, 3 >, solo es lineal en «.

Lema 27 Sea ® un conjunto finito que genera E tal que todas las reflexiones o, con o € ®
dejan @ invariante. Si o € GL(E) es tal que:

1. Deja invariante a P,
2. Fiya punto a punto un hiperplano P de F,
3. Transforma un o no nulo de ® en su opuesto,

entonces 0 = o, y P es el hiperplano fijo de o.

Formado por los automorfismos f del vectorial subyacente a E tales que (f(x), f(y)) = (x,y) con
T,y € B.

111
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Dem. Definamos 7 = o0,, entonces 7(®) = &, y 7(a) = . Por lo tanto 7 actia como
la identidad sobre la recta Ra. Consideremos la aplicacion lineal 7 : E/Ra — E/Ra
tal que Z — 7(z) (donde Z denota la clase de equivalencia de z). Sea P, = o, como
E =Ra® P, = Ra® P, para cualquier x € P, se tiene 7(z) = 0o,(x) = o(x). Teniendo
en cuenta la descomposicion £ = Ra @ P, sabemos que © = A\a+y con A € R, y € P.
Por lo tanto 7(z) = o(x) = Ao(a) + o(y) = —Aa + y. En consecuencia 7(r) — v =
—Aa+y —da—y = —2\a € Ra. Tenemos entonces 7(z) = 7(x) = & lo que implica
que T es la identidad. Ahora bien el hecho de que 7 sea la identidad junto con la igualdad
7(a) = a implica que el polinomio minimal de 7 es divisor de (7" — 1)! donde [ es la
dimension de E. Ademas dada la finitud de @, fijado un g € ®, no todos los elementos del
conjunto {3, 7(3),...,7%(8)} (con k > |®|) pueden ser distintos. Esto implica que alguna
potencia de 7 fija a 3. Podemos entonces considerar una potencia de 7% suficientemente
grande para que fije a todos los elementos de ® (que es un sistema de generadores de F).
Por lo tanto, dicha potencia seria la identidad. Asi 7% = 1. El polinomio minimal de 7
divide entonces tanto a (7" — 1)! como a T* — 1 y como el méximo comun divisor de estos
dos polinomios es T' — 1 resulta que 7 = 1 lo que implica 0 = o,. B

Definicion 19 Un subconjunto ® del espacio euclideo E se dice un sistema de raices si:

R1 ® es finito, genera E y 0 ¢ ®.

R2 Si a € ® los unicos miltiplos de a en ® son +a.
R3 St a € @, la reflexion o, deja ® invariante.

R4 Sia, B € P, entonces < o, 3 >€ 7.

Dado un sistema de raices ¢ denotaremos por W el subgrupo de GL(E) generado por
las reflexiones o, con o € ®. Teniendo en cuenta la propiedad R3 de los sistemas de raices,
el grupo W permuta los elementos de ®. Esto nos permite identificar el grupo W con un
grupo de permutaciones. En particular el grupo W es finito y se llama el grupo de Weyl de
o.

Lema 28 Sea ® un sistema de raices en E con grupo de Weyl W. Si o € GL(E) deja a ®
invariante, entonces 00,0 1 = 044 para cada o € ®. Ademds < 3,a >=< o(8),0(a) >
para cualesquiera o, 3 € O.

Dem. Por un lado 00,07 (0(83)) = 004(3) € ® ya que 0,(8) € ®. Por lo tanto oo,0~! deja
a ® invariante. Ademas o,(3) = f— < «a, f > «, lo que implica 0o,(3) = o(f)— < o, 5 >
o(a). Por otra parte o,0~! deja invariante (punto por punto) el hiperplano o(P,) (donde
P, es el plano invariante punto a punto de o). Aplicando el Lema 27 tenemos co,0" " =
Os(a). Comparando la expresion para co,0 '(0(3)) encontrada antes con 0y (0(3)) =

o(B)— < o(a),o(f) > o(«) se tiene la segunda afirmacion del Lema. B

Dados dos sistema de raices (®, E) y (®’, E’) en sus respectivos espacios euclideos E y
FE’, diremos que una aplicacion ¢ : E — E’ es un isomorfismo de (¢, E) a (9', E') si:
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—a= % -

Figura 7.1: Sistema de raices A; = {£a}.

<a,B>[<pa>[ 0 [|6I*/]al”
0 0 /2 ?
1 1 /3 1
~1 —1  |2a/3 1
1 2 /4 2
~1 —2 | 3n/4 2
1 3 /6 3
~1 —3 | 5n/6 3

Figura 7.2: Posibilidades para dos raices independientes.

1. Es un isomorfismo de E a E’ que transforma ® en &',
2. Para cada par de elementos «, 5 € ® se tiene < ¢(«), ¢(F) >=< a, 3 >.

Se comprueba inmediatamente que ¢po, = o4()¢. Por lo tanto el isomorfismo ¢ induce un
isomorfismo entre los grupos de Weyl Wy W' (de @ y ®') dado por o4 +— 04(s). Como
consecuencia del Lema anterior, un automorfismo de ® no es mas que un isomorfismo de
E que deja @ invariante.

Definicion 20 Sea ® un sistemas de raices en el espacio euclideo E. Llamaremos rango
de @ al nimero | = dim(E).

Cuando [ < 2 podemos describir ® mediante un sencillo dibujo. Para [ = 1, la tnica
posibilidad es la de la figura 7.1,

que es desde luego un sistema de raices. Este es el sistema de raices del algebra de Lie
s[(2, F'). Para | = 2 tenemos mas posibilidades. La propiedad R4 que deben satisfacer los
sistemas de raices, limitan mucho las posibilidades para el angulo que pueden formar dos
vectores del sistema de raices. Como < 3, >= 2(«, #)/(«, @), se tiene de inmediato que
<, >< fa >= 4cos(f) donde 0 es el angulo que forman oy 5. Como 0 < cosf < 1, se
tiene entonces 0 << a, f >< fa >< 4. Si suponemos que 5 # xa 'y ||B|| > ||| entonces
queda descartada la posibilidad cosf = 1 luego el nimero < «, 3 >< [a > solo puede
valer 0, 1, 2 0 3. Asi los dos nimeros < «, 3 >y < 3, > tienen el mismo signo (o son
ambos nulos). Las tnicas posibilidades son las que quedan reflejadas en la tabla:

Podemos representar graficamente los tinicos sistemas de raices posibles de rango dos,
en las figuras 7.3, 7.4, 7.5, y 7.6.

Como se puede ver, el caso en que § = 7/3 es esencialmente el mismo que el caso
0 = 2m/3, por lo tanto en el conjunto de figuras 7.3,7.4,7.5,7.6 solo hemos representado
uno de ellos. Lo mismo se aplica a las parejas de valores § = w/4,37/4y 0 = 7/6,57/6.
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—(a+p) —p

Figura 7.4: Sistema de raices Ay = {£a,+5 + (a + 3)}.

3 o+l 20+

—2a—ﬁ_a_5 -

Figura 7.5: Sistema de raices By = {£a, £0 + (a + (), £(a — ) }.
3a+ 203

3 a+ 06| 2a+0 3a+ 3

a8 Tl i(a+8) -8

—3a'— 20

Figura 7.6: Gy = {£a, £0 + (a + §), £(2a + ), £(3a + 5), £(3a + 23) }.
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Lema 29 Sean a y (8 raices no proporcionales. Si («, 3) > 0, entonces a — 3 es una raiz.
Si (o, B) < 0, entonces o+ 3 es una raiz.

Dem. Si (a, ) > 0 entonces < «, 3 > también es positivo luego segin la tabla de arriba
tenemos que < o, >=10 < ff,a >= 1. Si por ejemplo < a, f >= 1 entonces og(a) =
a— < a,f>0=a—pF € d. Similarmente si < J,« >= 1. Aplicando lo que acabamos de
demostrar a a y —( se obtiene la otra afirmacion. B

Veamos una aplicacion de esto. Sean «, 3 € ® no proporcionales. Consideremos la a-
cadena que contiene a (3, es decir el conjunto de raices de la forma [ + i« con ¢ € Z. Sean
r,q € Z r,q > 0 los mayores enteros tales que §—ra, 3+ qa € . Veamos que en este caso,
para todo i € Z tal que —r < i < g, se tiene § + ta € ®. Para ello supongamos que por
el contrario existen enteros ¢ entre r y ¢, tales que 3 + i no esta en ®. Entonces existen
p, s enteros tales que —r < p,s < ¢, p<s, f+pa € ® [+ (p+1a & P, [+ sa € D,
B+ (s —1)a ¢ ®. Aplicando el Lema anterior se tiene (a, 8 4+ pa) > 0 (ya que si dicho
producto escalar fuera negativo, entonces se tendria 3 + (p + 1)a € ®). Del mismo modo
se deduce que (a, f + sa) < 0. Pero esto es absurdo pues

0> (o, 0+ sa) = (a, 0) + s(@, @) > (@, B) + ple, @) = (@, f + par) = 0.

Concluimos entonces que la a-cadena que contiene a [ no se interrumpe desde [ —ra hasta

B+ qa.

De la propia definicion de reflexion, 0,(§) = é— < §,« > « se observa que o, suma
o resta miltiplos de « a cualquier raiz. Por lo tanto la a-cadena que contiene a una raiz
[ es invariante por la reflexion o,. En el problema 98 se pide demostrar que la reflexion
realmente invierte el orden de la cadena. En particular o,(5 + qa) = 5 — ra y como

0a(f+qa) =04(8) —qa=p— < [,a>a—qu=[0— (< [,a > +q)«

concluimos que r — ¢ =< [, >. Por lo tanto como sabemos que los posibles valores
positivos de < a, f > son 0, 1, 2 o 3, tenemos que la longitud de la a-cadena que contiene
a (3 es a lo sumo 4.

7.2. Raices simples

Un subconjunto A de un sistema de raices ® se dice que es una base cuando:
(B1) A es una base de E.

(B2) Cada raiz 3 € ® se puede escribir de la forma ) . koo con coeficientes enteros k,
todos ellos mayores o iguales que 0 o todos ellos menores o iguales que < 0.

Las raices de A se llaman simples. Como corolario de la definicion se tiene |A| = [ el rango
de ®. Ademas la expresion de [ dada por B2 es tnica. Esto nos permite definir la altura de
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una raiz (con relacion a A) como el nimero ht(3) = > ko. Si ky > 0 para todo a diremos
que la raiz § es positiva. Si k, < 0 entonces diremos que la raiz es negativa. Escribiremos
en cada caso § > 0o 8 < 0. El conjunto de raices positivas (con relacion a A) se denotara
por ®T, mientras que el conjunto de raices negativas se denotara por ®~ := —®*. La base
A define un orden parcial en £ compatible con el caricter positivo de las raices: diremos
que a > 3 si f — « es una suma de raices positivas, o a = 3.

Lema 30 Si A es una base de ®, entonces:
1. (o, ) <0 para o # 3 en A.

2. a— 3 no es una raiz.

Dem. Si por ejemplo (o, 5) > 0, como « # (3, (y obviamente « # —f3), el Lema 29 implica
que o — 3 es una raiz. Sin embargo esto contradice la propiedad B2 que debe cumplir una
base. B

Para cada vector v € E, definamos ®*(v) := {a € ® : (o,7y) > 0}, es decir el conjunto
de raices que estan en la parte 'positiva’ respecto del hiperplano ortogonal a ~y. Es un hecho
elemental de geometria euclidea, que la unién de una coleccién finita de hiperplanos no
puede ser E. Diremos que un elemento v € E es reqular cuando v € E — |, Pa, donde
P, = a*. En caso contrario diremos que el elemento 7 es singular Cuando 7 es regular,
esta claro que ® = &1 (y) U (=P (). Diremos que un elemento a € ®(7y) es descomponible
cuando o = 1+ (5 donde 3; € @1 (). En caso contrario diremos que « es indescomponible.

Teorema 28 Sea v € E un elemento reqular. Entonces el conjunto A(vy) de todas las
raices indescomponibles de ®* () es una base de ®. Cada base se obtiene de esta forma.

Dem. La demostracion se hara dando una serie de resultados parciales.

(1) Cada raiz de ®* () es una Z-combinacion lineal no negativa de elementos en A(7).
Supongamos que cierta « € ®* () desmiente la afirmacion anterior. De entre todas estas
tomemos una tal que («,~) tenga el menor valor posible. Trivialmente o ¢ A(y) luego es
descomponible y podemos escribir a = 31 + 5, con 3; € ®*(v). En consecuencia (v, ) =
(7, 81) + (7, B2) y cada uno de los sumandos (v, 3;) es positivo. Asi (v, 3;) < (7, ) luego f;
es combinacion lineal entera con coeficientes no negativos en A(y) (i = 1,2). Pero entonces
el propio « lo es contradiciendo la suposicion inicial.

(2) Sia, B € A7), entonces (o, ) < 0 a menos que o = (3. En caso contrario («, 3) > 0
implicando que o — 3 es una raiz. Como « # —(3, alguna de las raices a — (3 o f — « esté en
@ (7). En el primer caso a = f+(a— ) y por lo tanto « es descomponible en contradiccion
con que es un elemento de A(y). De forma analoga se procede en el segundo caso.

(3) A(7) es un conjunto linealmente independiente. Supongamos por el contrario que
Y rqa =0 con a € A(y), r, € R. Separando los indices para los que r, > 0 de aquellos
para los que 7, < 0 tenemos una igualdad del tipo > s,a = Y 130 con s,,75 > 0
y siendo disjuntos los conjuntos de los 75 y los s,. Si llamamos e := ) s,«, entonces
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(e,e) = > sasp(a, B) < 0 (por el apartado (2)). Entonces como (e,e) > 0 s6lo queda la
posibilidad (e, e) = 0 implicando e = 0. Aparte, 0 = (v,e) = > s4(7, @) > 0 lo que obliga
a que cada s, es nulo. Anélogamente se llega a que cada tg es nulo (obsérvese que hemos
demostrado un resultado algo mas general: cada conjunto de vectores que estan a un lado
de un hiperplano de £ y forman dos a dos, angulos obtusos, es linealmente independiente).

(4) A(v) es una base de ®. Dado que ® = &F()U—PT (), la propiedad B2 se satisface
gracias a lo demostrado en el primer paso. Por otra parte, hemos demostrado también en
(1) que cada elemento de ®* () es combinacion lineal de elementos de A(y). Por lo tanto
lo mismo se aplica a los elementos de —®*(A) y asi, a todos los de ®. Como ® es un
sistema de generadores de E, resulta que A(7) lo es. El caracter linealmente independiente
de este conjunto demostrado en (3), completa pues la demostracion de que A(7y) es una
base de E.

(5) Cada base de @ es de la forma A(y) para algin elemento reqular v de E. Dada una
base A, seleccionemos un v € E tal que (7, a) > 0 para todo a € A (esto es posible gracias
al resultado que se pide demostrar en el Problema 99). La propiedad B2 implica entonces
que 7 es regular. Por otra parte ®* C ®T(v) ya que si « € ®T, se tiene a = > k;q;
con k; > 0, o; >= 0, a; # 0. Entonces (v, ) = > ki(y, ;) > 0 al ser algin k; # 0. De
forma simétrica ®~ C —®*(A). Al tratarse de conjuntos finitos, se tiene & = Ot (y),
¢~ = —P*(y). Ademas A C ®*(y). Veamos ahora el contenido A C A(y). Si a € A es
descomponible, tenemos o = 31 + (32 con 3; € & (y) = ®*. Por otro lado f; = Y, 5 hiaA
con h;y > 0 para todos i, \. En definitiva a = Zi)\ hixA lo que implica 1 = ). hjq,
0 = >, hix (para A # o). Como hjqa, hiy > 0, tenemos por ejemplo la solucion hy, = 1,
hoo = 0, hiy = 0 (para todo 7 y A # «). De este modo (35 = hg,a + 2)\7&(1 hoxA = 0 en
contra de que 35 es una raiz. En consecuencia « es indescomponible y A C A(y) Como
ambos son bases de F, tienen el mismo cardinal y por lo tanto A = A(~). B

Los hiperplanos P, = at (a € ®) descomponen al espacio E en un ntimero finito de
regiones. Las componentes conexas de £ — U, P, reciben el nombre de cdmaras de Weyl
(abiertas). Cada elemento regular 7 € E pertenece a exactamente una cdmara de Weyl
que se denotara por (7). Si v,y € E'y &(v) = &(v), entonces los vectores v y 4 estan
en el mismo semiespacio en que cada hiperplano P, (a € ®) divide a E. Por lo tanto
Ot (y) = ®T(v'), y también A(y) = A(y'). Por lo tanto dada una base A de ® sabemos
que existe un elemento regular v € E tal que A = A(y), entonces llamamos a &(v) la
cdmara de Weyl fundamental con relacion a A. Esta camara de Weyl vamos a denotarla

por B(A).

Proposicion 18 La cimara de Weyl fundamental (A) coincide con el conjunto de ele-
mentos 0 € E tales que (3, ) > 0 para cada o € A.

Dem. Sea 6 € &(A) = &(y) para un adecuado elemento v tal que A = A(v). Entonces
para cada o € A C ®T(y) se tiene (y,a) > 0. Como 0 y v estdn en la misma camara
de Weyl, (4, «) > 0 para cada a € A. Reciprocamente, supongamos que § es un elemento
del espacio tal que (§,«) > 0 para cada o € A. Como (y,a) > 0 también para cada
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a € A (por ser A C (7)), entonces para cada raiz § € ® se tendra (6, 5) = >, ki(0, o)
donde § = ), ki con los k; enteros todos positivos o todos negativos, y a; € A. Asi
(0, 3) > 0 si todos los k; son positivos y (4, 5) < 0 en caso de ser todos los k; negativos. Lo
mismo se aplica al producto escalar (v, 3) con lo cual tienen el mismo signo y por lo tanto

JEB(7)=6(A). B

Como ilustracion de estas nociones se recomienda en este punto resolver el Problema
100.

Si 7 € E es un elemento regular y o € W (el grupo de Weyl), entonces o(&(7)) =
&(o(v)). Por lo tanto el grupo de Weyl transforma camaras de Weyl en camaras de Weyl.
Por otra parte para cada base A, y cada elemento o € W se tiene que o(A) es una base.

Ademés o(A(y)) = A(a(v)).

Lema 31 Si« es una raiz positiva pero no simple, entonces a— [3 es raiz (necesariamente
positiva) para algin € A.

Dem. Supongamos que (a, ) < 0 para cada § € A. Entonces como hicimos constar en
el apartado (3) de la demostracion del Teorema 28, cada conjunto de vectores que estan
a un lado de un hiperplano de FE y forman dos a dos, angulos obtusos, es linealmente
independiente. Asi A U {a} es linealmente independiente contradiciendo el caracter de
base de A. Por lo tanto («, 3) > 0 para algin § € A. Aplicando el Lema 29 a — § € &
(obsérvese que 3 no puede ser proporcional a «). Para ver que o — 3 es positiva, escribamos
o= Zwe A kv con todos los k., > 0 y necesariamente algin k. positivo con vy # 3. Al restar
[ obtenemos una combinacién lineal entera de raices simples con al menos un coeficiente
positivo. Esto obliga a que todos sean positivos gracias a B2. il

Corolario 17 Cada 8 € ®* se puede escribir de la forma oy + ...+ oy con o; € A (no
necesariamente distintos) de modo que cada suma parcial oy + . .. + «; €s una raiz.

Dem. Apliquese induccién sobre la altura ht(3). B

Lema 32 Sea o una raiz simple, entonces o, permuta las raices positivas distintas de «.

Dem. Sea 3 € ®* — {a}, B = >  _Akyy, con k, € Z*. Claramente 3 no puede ser
proporcional a «. Por consiguiente hay algin £, no nulo con v # «. Si pensamos en el
coeficiente que lleva ese v en la expresion de 0,(8) = f— < fB,a > «, resulta que es el
mismo k., lo que implica que 0,(3) tiene algin coeficiente positivo con relacién a A. Esto
fuerza a o,(03) a ser una raiz positiva. Ademas o,(3) # a ya que «a es o,(—«). B

Corolario 18 Sea § = %Zﬁzo B ya €A cualquiera. Entonces 0,(0) =0 — a.
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Por un lado

y por el otro la acciéon de o, sobre cada sumando de ¢ distinto de %a, consiste en dejarlo
invariante, mientras que su accién sobre %a es transformarlo en su opuesto. Esto demuestra
la igualdad. B

Lema 33 Sean oy,...,a; € A no necesariamente distintas. Denotemos o; = 0,,. Si

o1 01_1(0y) es negativa, entonces para algin indice s tal que 1 < s < t se tiene oy -0y =
01 05-10s41"""0t—1-

Dem. Sea f3; = 041+ 04_1(cy) para 0 < ¢ < t—2, y hagamos 3;_1 := a;. Como [y <0
y Bi—1 > 0, existe el menor s para el cual 3, > 0. Entonces 0,(8;) = Bs-1 < 0 lo que en
virtud del Lema 32 nos lleva a la igualdad 35, = a,. El Lema 28 nos dice que si 0 € W,
entonces 0y() = 00,0 1, asi es que en nuestro caso oy = (0541 - 04—1)0(04—1 -+ O541) lo
que convenientemente trastocado nos da la igualdad que proclama el Lema. B

Corolario 19 St 0 = o1---0; es una expresion de o € W en términos de refleriones
correspondientes a raices simples, cont tan pequerio como sea posible, entonces o(ay) < 0.

Dem. Si gy ---0y-1(ay) < 0 se podria expresar ¢ como composicion de menos de ¢ re-
flexiones correspondientes a a raices simples (aplicando el Lema precedente). Por lo tanto
o1---01-1(cy) > 0y entonces o(ay) = —o1-+-0y_1(ow) < 0. A

Vamos a demostrar ahora que el grupo de Weyl W permuta las bases de ® de forma
transitiva y que W esta generado por las reflexiones o, con o € A.

Teorema 29 Sea A una base de ©. Entonces:

(a) Si vy € E es reqular, existe o € W tal que (o(7),a) > 0 para cada oo € A, dicho de
otro modo W actia transitivamente sobre las cdmaras de Weyl.

(b) Si A’ es otra base de & entonces o(A') = A para algin o € W, es decir, W actia
transitivamente sobre las bases.

(c) Si o€ D, existe o € W tal que o() € A.
(d) W estd generado por las reflexiones o, con a € A.

(e) Sio(A)=A cono €W, entonces o0 = 1.
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Dem. Sea W' el subgrupo de W generado por las reflexiones o, con a € A. Vamos a
demostrar las propiedades (a)-(c) para W’ en vez de para W. Después veremos que se
tiene la coincidencia W = W.

(a) Sea § = 3> oo« y tomemos o € W de modo que el producto escalar ((7),0) sea
maximo. Si la raiz « es simple, entonces o,0 € W y tenemos

(0(7),0) = (9a0(7),0) = (0(7),0a(0)) = (0(7),0 — @)

(en virtud del Corolario 18). Pero entonces concluimos que (o(7),0) > (a(7),0)— (o(7y), @).
Esto implica (o(7),a) > 0 para cada a € A. Como 7 es regular no puede ocurrir (o(7), a) =
0 para ninguna raiz simple « (de tenerse la nulidad de dicho producto escalar, se tendria
o(7y) € P, o equivalentemente 7 serfa ortogonal a o~ (a) € ®). Por lo tanto (o(v),a) > 0
para cada raiz de ® y o(7) pertenece a la camara de Weyl fundamental &(A). Asi, o
transforma &() en G(A).

(b) Como W' permuta las camaras de Weyl, por el apartado anterior, también permuta
las bases de ® transitivamente, pues cada base es el conjunto de elementos indescomponibles
de una cierta camara &(vy) para un elemento regular .

(c) Demostremos primero que cada raiz pertenece a al menos una base de ®. Como las
Unicas raices proporcionales a o son %a, los hiperplanos P con 3 # £a son distintos de
P,. Por lo tanto podemos afirmar la no vacuidad del conjunto

Tomemos por lo tanto algin elemento v en dicho conjunto. Sea ahora +' suficientemente
cercano a vy como para que (7, a) =€ >0y |(7/, )| > € para cada  # +«. Entonces o €
&(7') pero a es indescomponible pues si a = a1 +ay con o; € B(7'), se tendria (7', a;) > 0,
|(7, )| > € > 0 luego (7', ;) > €y entonces € = (7, ) = (7, a1) + (7, a) > 2¢. Por lo
tanto « es un elemento indescomponible de &(~0'), es decir, un elemento de la base A(v/).
Por el apartado anterior sabemos la existencia de un elemento o € W’ que transforma
A(9') en A. En particular o(«) € A.

(d) Basta demostrar que cada reflexion o, con a € ® pertenece a W'. Usando el
apartado (c) sabemos que existe o € W' tal que 3 := o(a) € A. Entonces 03 = 0,(0) =
00,0~ ! de forma que o, = 0" logo € W'

(e) Supongamos que o(A) = A pero o # 1. Podemos expresar o como un producto
de una o varias reflexiones asociadas a raices de A. Elijamos una tal expresiéon minima y
apliquemos el Corolario 19. Se tiene entonces o(a;) < 0 pero o(ay) € A es una raiz simple
y por lo tanto positiva. Esta contradiccion demuestra el apartado (e). B

Llamaremos reflexion simple (relativa a A), a una reflexion o, para a € A. Cuando
un elemento o del grupo de Weyl W se expresa como una composiciéon de reflexiones
0 =04, 04 con o; €Ayt minimo, diremos que hemos escrito una ezpresion reducida
del elemento en cuestion (relativa a A). Diremos también que la longitud de o relativa a
A es t (denotado [(0) = t). Completaremos la definicion de longitud poniendo (1) = 0.
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Lema 34 Sea n(o) el nimero de raices positivas a tales que o(a) < 0. Entonces para cada
g €W se tiene l(0) = n(o).

Dem. Hagamos induccion sobre [(¢). Para I(c) = 0, se tiene 0 = 1 y por lo tanto n(o) = 0.
Supongamos ahora un elemento o € W escrito en forma reducida o = o, - - - 0,,. Aplicando
el Corolario 19 sabemos que o(a;) < 0. Pero entonces el Lema 32 implica que n(co,,) =
n(o)— 1. Por otra parte l(00,,) = [(0) — 1 < I(0) luego aplicando la hipotesis de induccion
n(ocos,) = l(00,,) v en consecuencia n(c) = (o). B

Lema 35 Sea A\, i € &(A). Supongamos que o(\) = u para algin o € W, entonces o es
un producto de reflexiones simples que fijan A. En particular A = p.

Dem. Nuevamente procederemos por induccion sobre el ntimero (o). El caso [(¢0) = 0 esta
claro. Supongamos pues [(0) > 0 lo que implica la existencia de una raiz positiva que se
transforma por ¢ es una raiz negativa. No puede ocurrir entonces que o transforme todas
las raices simples en positivas luego Ja € A : o(a) < 0. Como A, u € B(A) se tiene
(A, A), (1, A) > 0. Entonces

0= (p,0(a)) = (a(p),a) = (A, a) =0

y esto nos lleva a que (A, ) = 0 implicando 0,(A) = A y 00,(A) = p. Gracias al Lema 32
y al Lema 34, podemos asegurar que l(c0,) = l[(0) — 1 y podemos aplicar la hipotesis de
induccion para obtener que oo, es un producto de reflexiones simples que fijan A (luego lo
mismo puede decirse de o). B

Definiciéon 21 Diremos que un sistema de raices ® es irreducible si no puede partir en
la union de dos subconjuntos propios tales que cada raiz de uno de los subconjuntos es
ortogonal a todas las del otro.

Los sistemas de raices A, Ay, By v (G5 son irreducibles mientras que A; x A; no lo es.

Lema 36 Sea ® un sistema de raices y A una base suya. Entonces ® es irreducible si y
solo st su base A no se puede partir en subconjuntos propios ortogonales.

Dem. Supongamos que & = ®; U &, siendo estos conjuntos disjuntos y ortogonales. Si
A C ®; entonces (A, Py) = 0y por lo tanto (E,Py) = 0 lo que es absurdo. Asi A ¢ &,
1 = 1,2 y tenemos una particion A = A; U Ay en dos subconjuntos propios ortogonales.
Reciprocamente, supongamos ahora que ® es irreducible siendo A = A;UA, una particion
de A es subconjuntos propios ortogonales. Cada raiz es conjugada a una raiz de A (Teorema
29 (c)). De este modo podemos partir ¢ de la formas & = ®; U ®, siendo P; el conjunto
de raices que tienen un conjugado en A; (i = 1,2). Recordemos que (a, ) = 0 implica
0a03 = 0304, ¥ que W estd generado por reflexiones simples. Si tomamos una raiz p
cualquiera en un ®;, entonces p = o(d;) para algin 6; € A;, y 0 € W. Ahora bien, o es
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una composicion de reflexiones simples cada una de las cuales suma a ¢; un miltiplo de
una raiz de A;. Asi, p esta en el subespacio E; de E generado por A;. Por lo tanto ®; C E;
y vemos que (®1,P,) = 0. Esto obliga a &1 =0 0 3 = de donde Ay =0 0 Ay =0. B

Recordemos que habiamos ordenado las raices mediante un orden parcial (relativo a A)
tal que a > 3 si f — « es una suma de raices positivas, o a = 3.

Lema 37 Sea ® irreducible. Con relacion al orden parcial > hay una unica raiz mazimal
B. En particular para o # (3 se tiene ht(a) < ht(3), y (a, ) > 0 para cada o € A. Si
B => ko, entonces ko > 0 para toda «.

Dem. Sea 3 = Y .a koo maximal y por lo tanto 3 > 0. Si Ay := {a € A : ky > 0} y
Ay :={a € A :k, =0}, entonces A = A; U Ay es una particion. Supongamos que Ay no
es vacio. Para cada a € Ay se tiene (3,a) < 0 (véase el Lema 30). Siendo ® irreducible,
al menos un elemento @ € Ay no es ortogonal a A;. Por lo tanto (a, ') < 0 para cierto
o' € A;. Entonces obligatoriamente («, 3) < 0 (el coeficiente k, es no nulo y (o, ) < 0).
El Lema 29 implica que entonces a+ (3 es una raiz, pero esto contradice la maximalidad de
3. Por consiguiente Ay = () y k, > 0 para todo a € A. Ademas («, 3) > 0 para cada o € A
(ya que si para algin producto escalar (o, 3) < 0, entonces a + b es raiz contradiciendo
de nuevo el caracter maximal de ). Mas aun, se debe tener (a,3) > 0 para al menos
un a € A (pues A genera E). Sea ahora ' otra raiz maximal. Aplicando a 3’ lo recién
demostrado se tiene (o, 5') > 0, Va € A, y ademas («, 5') > 0 para alguna o € A. Pero
entonces (3,0') = >, ka(a, ') > 0 lo que nos obliga a afirmar que § — ' es una raiz o
bien § = . Si 8 — (' es raiz, se tiene que 5 < [, o bien # < [ lo que sblo se puede
conciliar dado las maximalidades de 3y (" escribiendo 5= . B

Lema 38 Sea ® un sistema de raices irreducibles. Entonces el grupo de Weyl VW actia de
forma irreducible sobre E. En particular la orbita de cada raiz o genera E.

Dem. El subespacio generado por la orbita de cada raiz es no nulo y WW’-invariante. Por
lo tanto la segunda afirmacion del Lema se sigue de la primera. Sea E’ un subespacio no
nulo de E invariante bajo W'. El ortogonal E” := E'* de E' es también W-invariante y
E = E' @ E". Aplicando el Problema 97 se tiene o € E' o E' C P,. Por lo tanto en caso
de que o ¢ E' se tendria o € P+ C E'* = E”. De este modo cada raiz estarfa en E’ o en
E". Esto partiria ® en dos subconjuntos ortogonales, luego no pueden ser ambos propios.
Uno de los dos es vacio pero si se tuviera ® C E”, entonces F = E” entonces E' = 0 en
contra de que E’ es no nulo desde el principio. Por lo tanto ® C F'y F = FE'. R

Lema 39 Sea ® irreducible. Entonces el conjunto {||a| : o € ®} tiene cardinal dos a lo
sumo. Todas las raices de una longitud dada son conjugadas bajo el grupo de Weyl.
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Dem. Dadas dos raices arbitrarias «, 3, no todas la raices de la orbita de « (el conjunto
{o(a) : 0 € W}) pueden ser ortogonales a 3 (ya que dicha orbita genera E por el Lema
precedente). Existe entonces una raiz o(f) tal que o y o(f) no son ortogonales. Como
18]l = |lo(5)]| podemos suponer de entrada que disponemos de dos raices no ortogonales
a y 3. Sabemos que entonces los posibles valores de ||3]|/]|||* son 1, 1/2, 2, 3,y 1/3. A
partir de este hecho se sigue facilmente que si tomamos ahora otra raiz -, o bien: (1) Si
||| # 1|5]| entonces ||v]| es igual a [|«|| o a ||5]|, o (2) Si las normas de v y (§ coinciden,
entonces la de v puede ser distinta. A partir de este hecho se concluye sin dificultad que los
elementos del sistema de raices se clasifican en dos conjuntos disjuntos donde los elementos
de cada conjunto tienen la misma norma.

Supongamos ahora que disponemos de dos raices v y 3 con la misma norma. Se puede
sustituir una de las raices por otra conjugada suya que no sea ortogonal a la primera
(como al principio de la demostracion). Supondremos pues que a, 3 € ® con |af = ||5],
(a, B) # 0, B # +a. Sabemos que en este caso obligatoriamente < «, § >=< 3,a >= +1.
Si < [, >= —1 podemos sustituir 3 por —3 de modo que se tenga < o, 3 >=< 3, a >= 1.
Entonces

(920592)(B) = 7205(8 — @) = ca(~b — (& — B)) = 7a(~a) = .
Asi, o es conjugada de 5.1

Si @ es irreducible con raices de dos longitudes, hablaremos de raices largas y raices
cortas para referirnos a ellas. En caso de ser todas las longitudes iguales, convendremos en
llamar largas a todas las raices.

Lema 40 Sea ® irreducible con raices de dos longitudes. Entonces la raiz mazimal de ®
es larga.

Dem. Sea (3 la raiz maximal y a cualquier otra raiz. Vamos a demostrar que entonces
|B]] > ||a||. Para estudiar esta acotacion sustituiremos « por un conjugado suyo que este
en el cierre de la camara de Weyl fundamental relativa a A (esto es posible pues el grupo
de Weyl VW actua transitivamente sobre las cAmaras de Weyl, por otra parte si un elemento
no es regular pertenecera al cierre de alguna camara de Weyl). Por ser # maximal se tiene
0 — a > 0, esto implica que para todo vy € W, se tiene (v, — a) > 0. Ahora podemos
sustituir v por § y por « ya que (3 es raiz positiva y « esta en el cierre de la cdmara de
Weyl fundamental. Haciendo v = [ se tiene ((,3) > (f,«) y haciendo 7 = «a se tiene

(8,a) = (a, @) de donde [|B]| > [|af|. H

7.3. Matrices de Cartan, grafos de Coxeter y Diagramas
de Dynkin.

Fijemos una ordenacion A = {a,...,q;} de las raices simples, es decir, consideremos
una base ordenada A del sistema de raices ®. Consideremos entonces la matriz (< oy, o >)
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cuyos coeficientes son los enteros de Cartan. Esta se llamara la matriz de Cartan de ®
relativa a A. La matriz de Cartan depende de la ordenacion elegida en la base pero esto
no es un gran inconveniente. Por otra parte la matriz no depende de la base elegida ya que
el grupo de Weyl W actua transitivamente sobre el conjunto de las bases (Teorema 29).
La matriz de Cartan es inversible pues la base A genera a ¢ (luego a F) y la matriz de
productos escalares ((c,a;)) es inversible (es la matriz del producto escalar que dota a E
de estructura de espacio euclideo, respecto a la base A). Demostremos a continuacion que
la matriz de Cartan determina a ® completamente:

Proposicion 19 Sean ® C E y &' C E' sistemas de raices con bases A = {aq,...,oq},
y A" = {a],...,a)} respectivamente. Supongamos que las matrices de Cartan de ambos
sistemas coinciden: < oy, a; >=< ag,a; > para cualesquiera i,j. Entonces la biyeccion
a; — o) se extiende de forma unica a un isomorfismo ¢ : E — E' que transforma ® en @’
y que satisface < p(a), p(B) >=< a, f > para todos o, f € ®. En consecuencia la matriz
de Cartan determina a ® salvo isomorfismo.

Dem. Existe un tunico isomorfismo de espacios vectoriales ¢ : E — E’ tal que ¢(«;) = o,
i1 =1,...,1. Por otro lado, para cualesquiera «, 3 € A podemos escribir:

Uso(a)(g)(ﬁ)) = Ua’(ﬂ) =f-<pf,d>d = p(B)— < B,a>¢(a) =

= @(B= < B> a) = poa(f)

lo que demuestra la igualdad 0,y ¢ = ¢ 04, para a € A. Recordemos en este punto que
los grupos de Weyl respectivos W y W’ estan generados por las reflexiones simples o, con
a € A (a € A’ para W). Por lo tanto la aplicaciéon o — @op~! es un isomorfismo de W
a W' que transforma o, en o,,). Sabemos también que cada 3 € ® es conjugada por el
grupo de Weyl de algin elemento de A, es decir, f = o(«) para algin ¢ € W, y cierto
a € A (véase el Teorema 29). Entonces ¢(3) = (pop 1) (¢(a)) € @' lo que demuestra que
©(®) = @'. Finalmente sefialemos que ¢ preserva los enteros de Cartan como consecuencia
de la formula para las reflexiones. B

Escribamos las matrices de Cartan de los sistemas de raices de rango dos que hemos
estudiado en secciones anteriores. Estas son:

2 0 2 -1 2 =2 2 -1
A1XA12(0 2),142(_1 2),32(_1 2),G2(_3 2)

Estudiemos ahora como podemos recuperar el sistema de raices conociendo su matriz

9  _
-1 2

el sistema de raices tiene rango dos con una base A = {ay,as} tal que < a3, >=<

ag,arp >= —1. Aparte de las raices £a; y fay vamos a localizar el resto de ellas (s6lo

las positivas pues las negativas son las opuestas de las primeras) . Empecemos por las

de altura dos. Para ello consideremos la «;-cadena que contiene a «s. Si tal cadena es

de Cartan. Supongamos por ejemplo la matriz de Cartan que nos dice que
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Qg — Traq, ..., + qaq, sabemos que r — g =< 9,7 >. Pero as — 1 no es una raiz
(todas las raices son combinaciones lineales enteras de coeficientes todos positivos o todos
negativos). Entonces r = 0 y tenemos ¢ = 1. Esto quiere decir que la aj-cadena por ay
es simplemente {as, @y + a1}. Dada la simetria de la matriz de Cartan, la ay-cadena por
ay se reduce a {1, a1 + as} lo que quiere decir que las tnicas raices de altura dos son
+(aq + ). Habra raices de altura tres? Obsérvese que las tnicas posibles raices positivas
de altura tres serfan aq + 2as 0 g + 2a; y que si alguna de ellas fuera de verdad raiz, la
aj-cadena por ay (0 la ap-cadena por «) seria mas larga de lo que en realidad es. Asi el
sistema de raices es el conjunto {£ay, s, =(a + an)}, es decir, se trata del sistema As.

Hemos ilustrado el modo de recuperar el sistema de raices completo, a partir de su
matriz de Cartan. El ejemplo que hemos tomado es uno de los més sencillos pero esto
se puede hacer para cualquier sistema de raices. Se podria dar incluso un algoritmo que
determinara ® a partir de la matriz de Cartan. Dar la matriz de Cartan de un sistema de
raices, es una forma de comprimir la informacién aportada por dicho sistema. Existe otra
forma de comprimir atn maés esta informacién. Se trata de los grafos de Coxeter. Dado un
sistema de raices ® con base A de cardinal [, definimos el grafo de Coxeter como aquel grafo
que tiene [ vértices (tantos como raices simples) y cada dos vértices i, j (i # j) se unen
con tantas aristas como el nimero < oy, oj >< oy, a; >. Veamos los grafos de Coxeter de
los sistemas de raices de rango dos:

A X Ar o o
Ay o o
By o o
Go ; )

Figura 7.7: Grafos de Coxeter.

Aunque en estos dibujos no lo hemos hecho, normalmente se etiquetan los vértices con
los nombres de las raices. La matriz de Cartan de un sistema de raices evidentemente
determina el grafo de Coxeter. Supongamos dado un grafo de Coxeter, por ejemplo el
llamado Asz que es el siguiente:

Ag . O O
a1 (6%) a3

entonces < a1,y >< ag,a; >= 1 lo que implica (véase la tabla de la Figura 7.2) que
< ap,ap >=< ag,a; >= —1. De forma andloga < as, a3 >=< a3z, as >= —1y <
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a1, a3 >=< az,a; >= 0. Por lo tanto la matriz de Cartan del sistema de raices es

2 -1 0
-1 2 1
0 -1 2

Sin embargo el grafo de Coxeter no determina del todo la matriz de Cartan cuando hay
mas de una arista uniendo dos vértices. Supongamos por ejemplo el grafo

e, O

en el que no sabemos cuél es la raiz larga (no pueden tener la misma longitud en virtud de
la tabla de la Figura 7.2). Si el lector intentar escribir la matriz de Cartan, vera que hay

dos posibilidades
2 -1 2 =2
—2 2 ) ° 1 2

en funcion de cuél sea la raiz larga, la de la derecha o la de la izquierda). Para superar este
cierto grado de incertidumbre, podemos definir los diagramas de Dynkin. Estos se basan en
el grafo de Coxeter del sistema de raices. En el diagrama de Dynkin simplemente se anade
un sentido a cada una de las aristas que unen vértices, cuando estos estan unidos por mas
de una arista. Por ejemplos los diagramas de Dynkin de A; x A; o de Ay son exactamente
iguales a sus grafos de Coxeter. Sin embargo los diagramas de Dynkin de By y de G5 son
los dados en la Figura 7.8

BZ O O

GQ e: o)

Figura 7.8: Diagramas de Dynkin.

Por lo tanto en el diagrama de Dynkin de By se supone que la raiz larga es la de la
derecha mientras que en el de G5 se supone que es la de la izquierda.

Finalmente, nos gustaria acabar este capitulo clasificando los diagramas de Dynkin de
los sistemas de raices irreducibles.

Teorema 30 Si ¢ es un sistema de raices irreducible de rango l, su diagrama de Dynkin
es uno de los siguientes (en cada caso hay l vértices):

2. B (I>2):
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Las restricciones sobre | se imponen para que los nueve casos sean excluyentes.

O—O O—QO > 0

1 2 1—2 -1 1

OO0 O—QO <0

1 2 1—2 -1 1
-1

O—0

1 2 -3 -2

@)
~0O

O O
1 3 4 5 6 7 8
1 2 3 4
1 2

127



128 CAPITULO 7. SISTEMAS DE RAICES

Dem. La idea de la demostracion es clasificar primero los posibles diagramas de Coxeter
y luego ver qué diagramas de Dynkin resultan. De hecho se clasifican unas estructuras mas
generales, que se denotaran en general por el nombre conjunto admisible y que no es
méas que un conjunto Y = {ey,...,e,} C E,donde E es un espacio euclideo, de vectores
linealmente independiente de norma uno que satisfacen

(eiaej) S 0 Yy 4(eiaej)2 € {0717273} (Z #])

Al igual que se hacia con las raices simples de un sistema de raices simples, a cada conjunto
admisible le asociaremos un grafo, I' con n vértices donde los vértices ¢, 7 estan unidos por
4(e;, e;)? aristas. Nuestra tarea consiste en encontrar todos los posibles grafos asociados a
un conjunto admisible dado. Vamos a demostrarlo por etapas:

(1) Si eliminamos algtn e; del conjunto 4 sigue siendo un conjunto admisible, cuyo grafo se
obtiene del anterior quitando el vértice correspondiente al e; y las aristas que parten
de él.

(2) El ntimero de pares de vértices en I' unidos por al menos una arista, es estrictamente
menor que n. Veamos:
n

Sea e = g e;, como los e; son linealmente independientes se tiene que e # 0. Luego
i=1

0<(ee)= n+22(eia€j)

i<j

Sean ¢ # j dos indices tales que (e;,e;) # 0, es decir tales que sus vértices asociados
estan unidos por alguna arista. Como formaban parte de un conjunto admisible s6lo
nos quedan tres posibilidades para 4(e;, e;)?, es decir 4(e;, e;)* = 1,2,3, luego en
cualquier caso |2(e;,e;)| > 1 y como por hipotesis los productos son negativos nos
queda 2(e;, e;) < —1. Si llamamos m al nimero de pares de vértices conectados por
al menos una arista, nos queda que

0 < (e,e) :n—i—QZ(ei,ej) :n—i—ZQ(ei,ej) §n+Z(—1):n—m

i<j i<j i<j
Por tanto m < n.

(3) T no contiene ciclos. Veamos:
Si tuviera algun ciclo, el subconjunto U’ de los vectores asociados a los vértices del
ciclo serfa también un conjunto admisible aplicando (1). Ahora en ese subconjunto
el namero de pares conectados (por al menos una arista) seria igual al cardinal del
conjunto, es decir por cada vector hay un tnico par conectado (él con el siguiente
en el ciclo, por ejemplo). Pero esto contradice lo que dice (2), luego no puede haber
ciclos.
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(4) No puede haber un vértice en I' del que partan mas de tres aristas. Veamos:
Fijemos un vértice e € 4 y llamemos 7y, ...,n; a los vectores de 4 conectados con e,
es decir (e,n;) < 0y todos los n; son distintos y distintos de e. No puede haber dos
n; conectados ya que en ese caso formarian, junto con e, un ciclo, que por (3) es im-
posible. Tenemos por tanto que (7;,7;) = 0 para ¢ # j. Ahora, como 4 es linealmente
independiente debe haber algin vector unitario 7y, en el subespacio generado por

e,M,...,Nk, ortogonal a todos los n;. Luego ny,n1,...,n: es un sistema ortonormal
k

que genera el mismo subespacio que los e, n;,...,n; y por tanto, e = Z(e, n;)n; si
i=0

ademés aplicamos que e € U tenemos

k

1= (e;0) = Y (e,m)’

1=0
k

claramente (e,70) # 0 por lo que la igualdad anterior fuerza que Z(e,m)Q <1lo

i=1
k

equivalentemente Z4(e,m)2 < 4. Pero 4(e,n;)? es el nimero de aristas uniendo e
i=1

con 7; en I'. Luego, por un calculo elemental, no puede haber mas de tres aristas que

partan de e.

(5) El tnico grafo conectado I' posible, para un conjunto admisible i, que contiene una
arista triple (es decir, un par de vértices unidos por tres aristas) es el grafo de Coxeter
G2 (&=—=0). Esto se deduce trivialmente del apartado anterior.

(6) Sea {e1,...,ex} C U tal que el subgrafo asociado sea 00 - -+ O——0 (una
k

cadena simple en I'). Si llamamos W' = (4 — {e1,...,ex}) U {e}, donde e = Zei
=1
entonces Y’ vuelve a ser admisible. Z
Claramente ' es un conjunto independiente por tanto so6lo hay que comprobar las
condiciones sobre los productos escalares. Veamos:
Por hipotesis 4(e;, e;41)* = 1y como ademas son elementos de un conjunto admisible
2(ej, €i41) = —1, por tanto (e,e) = k + 22(@,6]-) =k — (k—1) =1 luego e tiene
i<j
norma uno. Claramente, si n € { — {ey,..., e} s6lo se puede conectar con un e;
como mucho, ya que en caso de conectarse con dos de ellos, e;, e; coni # j, {n,e;, e;}
formaria un ciclo, lo que contradice (3). Tenemos entonces que (n,¢e) = 0 si no esta
conectado con ninguno o (n,e) = (n,e;) en el caso de estar conectado solo con el e;
(por linealidad del producto escalar), en cualquiera de los casos 4(n,¢e)? =0,1,2,3 y
(n,e) < 0. Luego ' es también admisible.

(7) T no contiene subgrafos de la forma:
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Para ver esto hay que interpretar primero el significado del apartado anterior. Tal y
como se ve en la conclusion del apartado el nuevo vértice e esta conectado con todos
los vértices que estaban conectados con la cadena simple. Lo que hacemos es cambiar
la cadena simple por un soélo vértice del que parten todas las aristas que partian de la
cadena. En esta caso es facil ver que de darse alguna de las posibilidades anteriores
y aplicando el apartado (6) nos encontrariamos con los siguientes grafos asociados a
nuevos conjuntos admisibles:

o 0

e
e

Pero una rapida mirada nos muestra que todos contradicen el apartado (4) ya que
tienen vértices con mas de tres aristas.

(8) Cualquier grafo conectado I' de un conjunto admisible tiene una de las siguientes

formas.
O—0O O—0O
o—0o -+ Oo——O " O0—0O - o——=O
el €2 fp—1 ep g Mg—1 n2 n1
o—=0
O/g
T &2
[
o——=O
€1 €2 ep—1 P
Ng—1

m
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Vamos a ir descartando posibilidades segun el tipo de aristas que tenga el grafo.

= Si tiene aristas triples, por el apartado (5) s6lo puede ser G——=0

= Si tiene aristas dobles por el apartado (7) sélo puede tener una, ya que si tuviera
dos contendria un subgrafo de la forma

lo que contradice (7). Por el mismo motivo tampoco puede contener una bifur-

cacion

luego serfa un grafo del segundo tipo.

= Si tiene alguna bifurcaciéon con el mismo razonamiento que antes deduciriamos
que sb6lo puede tener una y que ademas no puede tener aristas dobles por lo que
tendriamos un grafo del cuarto tipo.

= Por ultimo, si no tiene ni aristas triples, ni dobles, ni bifurcaciones, debe ser una
cadena simple, por tanto tendriamos un grafo del primer tipo

(9) Los unicos grafos conectados del segundo tipo en (8) son el grafo de Coxeter Fy

o el grafo de Coxeter B, =C,0—0 -+ o0——0 0O
p q

Sea e = Z le;yn= Z in;. Por hipotesis, 2(e;, e;41) = —1 = 2(1;, ;1) y los demas
i=1 i=1
pares son ortogonales (no son adyacentes). Entonces

! -1
<67€>=i pz:”+1 p2+1 (n,m) =D i — izwl —<q;1>
=1 i=1 i=1 1

1=

LS

Ahora, como 4(ey, n,)> = 2 por linealidad (e,n)* = p*¢*(e,, ny)* = p?¢*/2. Si es-
cribimos la desigualdad de Schwartz (e,n)? < (e,e)(n,n) en términos de p y ¢ nos
queda

P’ _ p(p+ 1)g(g+1)

2 4
vy < (p+1)2(q+1)
2pq < pq+1+q+p
pg—p—q < 1
pg—p—q+1 < 2
P-1D-1) < 2
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Las tnicas posibilidades son p = ¢ = 2 que nos dan F4 6 p = 1 (g arbitrario), ¢ = 1
(p arbitrario) que nos da la otra posibilidad.

(10) Los unicos grafos conectados del cuarto tipo en (8) son el grafo de Coxeter D, o el
grafo de Coxeter E, (n =6,7,8).
Sea e = Y ie;, n = > in; y & =) i. Claramente e, n,{ son ortogonales dos a dos,
linealmente independientes y 1 no es combinacion lineal de ellos. Si llamamos ey, €5, e3
a los correspondientes normalizados de e, 7, ¢ aplicando el mismo razonamiento que

en (4) podemos encontrar otro vector, eg, normal y ortogonal a los demés e; tal que
3 3

) = Z(ei, Y)e; v siguiendo el razonamiento de (4) llegamos a que Z(ei,w)z < 1.
i=0 i=1
Escribamos ahora cada término de la suma en funciéon de p,q y r.

(e;e) (e,€) plp—1)/2  2p
andlogamente
2 _q—1
(627 w) - 2q
o T —1

con lo que la desigualdad nos queda

p—1 q—l r—l
2p

\Y
—

w
|
/_\\
+
| —
+
‘I' S |-
S | SN
A\
[\

Vamos a calcular ahora todas las soluciones de esta ecuaciéon. Como el grafo del
cuarto tipo es simétrico podemos suponer sin pérdida de generalidad que p > ¢ > r.
Ademés todos son mayores que uno, ya que en ese caso el grafo no tendria sentido.
Tenemos entonces

IN

< | =
VAN
S| =

<

|
| —

en particular

N W
AV
Sl w
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por tanto r = 2. Veamos qué ocurre con p y q.

1 1 1
poq 2
y por lo mismo que antes
2 1
1>->=
=772

luego 2 < ¢ < 4 que nos deja dos posibilidades

1 1
= ¢ = 2, en este caso — + o= 1 luego el valor de p es superfluo. El grafo corre-

sponderia con algin grafo de Coxeter del tipo Dy,.

1 1
= ¢ = 3, entonces — > g luego p < 6. El grafo seria un grafo de Coxeter de tipo

Epis con p = 3,4,5 ya que si p = 2 estariamos en el caso anterior, cambiando
P por q.

Esto muestra que todos los grafos de conjuntos admisibles de un espacio euclideo
se encuentran entre los grafos de Coxeter de los tipos A — G. En particular, el
grafo de Coxeter de un sistema de raices debe ser de uno de esos tipos. Ademas, en
todos los casos excepto en los tipos By, C; el grafo de Coxeter determina de forma
Unica el diagrama de Dynkin. Y como B, Cy son los posibles diagramas de Dynkin
provenientes del grafo de Coxeter o—-0 -+ o—ac 0 .1

7.4. Problemas.

Problema 97 Sea E’ un subespacio del espacio euclideo E. Demuéstrese que si una re-
flezion o, deja E' invariante, entonces o bien o € E' o de lo contrario E' € P,.

Problema 98 Demuéstrese que la reflexion o, invierte el orden de la a-cadena que con-
tiene a 3. Sugerencia: se ha visto antes que la reflexion deja a la tal cadena invariante. Por
lo tanto permuta sus elementos. Demuéstrese que esa permutacion de elementos invierte
el orden,

Problema 99 Prucbese que dada una base {71, ..., v} de un espacio euclideo E, la inter-
seccion de los semiespacios S; == {x € E : (x,7;) > 0} es no vacia. Sugerencia: considérese
el elemento v = > r;0; donde los r; son positivos y cada d; es la proyeccion de v; en la
recta ortogonal al hiperplano generado por {yi, ..., Vi1, Yit1s-- -V}

Problema 100 Determinar en cada uno de los sistemas de raices de rango dos una base.
¢ Cudl es la camara de Weyl fundamental en cada caso?

Problema 101 Dado el diagrama de Dynkin de la figura de abajo, determinese su matriz
de Cartan (el correspondiente sistema de raices se llama Fy).
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Capitulo 8

Algebras de Lie excepcionales

En este apéndice definiremos las algebras de Lie de tipo Gs, Fy, y E; con i =6,7,8.

8.1. Resultados preliminares

Recordemos que un algebra de composicion U sobre un cuerpo F' es un algebra no nece-
sariamente asociativa pero con unidad 1 € U, provista de una forma cuadratican : U — F
no degenerada y multiplicativa en el sentido de que n(xy) = n(zx)n(y) para cualesquiera
x,y € U. En un algebra de este tipo, podemos definir la aplicacion traza como aquella
aplicacion lineal 7 : U — F dada por 7(z) := f(z,1) donde f : U x U — F es la forma
polar de n, es decir, f(z,y) :=n(x+y) —n(z) —n(y), (z,y € U). En el Capitulo tercero
de estos apuntes, se tratan exhaustivamente estas algebras, obteniéndose una clasificacion
completa. Si el cuerpo base F' es de caracteristica distinta de dos, podemos descomponer el
algebra en una suma directa de subespacios U = F1® Uy, donde Uy := {z € U : 7(x) = 0}.
En efecto para cada x € U, podemos escribir! x = 7(x) + x — 7(x), siendo 7(z) € F, y
x — 7(x) € Uy. Por otra parte si A € F'N Uy, entonces A = 7(A) = 0.

La descomposicion anterior U = F'1 & Uy, garantiza que cada elemento z € U se
descompone de la forma x = XA+ x9, A € F, g € Uy. Llamaremos parte escalar de x a
A (que coincide con 7(x)), y parte vectorial de x a xo. Por otra parte para cada par de
elementos z,y € Uy denotaremos al opuesto de la parte escalar de xy por —(z,y), y a su
parte vectorial, por x * y. Se tiene entonces que:

vy = —(z,y) +x xy, Yo,y € Uy.

Finalmente anadamos que como consecuencia de la clasificacion de las algebras de composi-
cion estudiada en el tercer capitulo, podemos afirmar que sobre un cuerpo F' algebraica-
mente cerrado y de caracteristica distinta de dos, las algebras de composicion son (salvo
isomorfismos):

F,Cs, Hy, Oy,

L'Como es habitual, identificamos F'1 con F.

135
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donde C es isomorfa a F'x F' con operaciones por componentes e involucion de intercambio,
H; es isomorfa a My(F') con involucion

(e a)=(5 ),

y O; es isomorfa al algebra de matrices de Zorn (véase el Problema 54).

Dada un algebra de composicion? U con involucién u +— u. Podemos considerar el
algebra H3(U) formada por las matrices (a;;) € M3(U), tales que @;; = a;;. Esta, es un
algebra de Jordan para la multiplicacion x o y = zy + yx. Recordemos que un algebra de
Jordan sobre un cuerpo de caracteristica distinta de dos, es un algebra J, cuyo producto
(que podemos provisionalmente denotar por z o y), satisface las identidades:

voy=yor, wPo(yor)=(Poyor, (> =rou)

Consideremos entonces un éalgebra de Jordan J = F', o bien, J = H3(U) donde U es como
en el parrafo anterior. Veniamos denotando al producto de J mediante o, pero vamos ahora
a cambiar de nuevo a la notaciéon habitual en cualquier algebra: la simple yuxtaposicion
de elementos de J denotard su producto. En el resto de este apéndice, vamos a exigir al
cuerpo base F'; el ser algebraicamente cerrado y de caracteristica cero. En cada una de las
algebras J definidas arriba, podemos considerar la aplicacion T : J — F' dada por

T(x):

3
= mtraza(ﬁ’x).

Entonces, se tiene una descomposicion en suma directa J = F1®.Jy donde Jy =0si J = F,
y en los otros casos Jy = {z € J: T(x) = 0}. En efecto: si J # F, la aplicacion T" aplicada
a escalares actua de la forma T'(A\1) = 3\, para cada A € F. Entonces, si A € F'1 N Jy, se
tiene 0 = T'(A1) = 3\ lo que implica A = 0. Por otra parte cada elemento = € J se puede

escribir de la forma ) )

donde T'(x) € F'y x — %T($) € Jo. En forma parecida a como hicimos en U, llamaremos
parte escalar de x al elemento T'(z) € F, y parte vectorial de x al sumando z — %T(x) Una
vez establecido este hecho, para cada pareja de elementos z,y € J, denotaremos por (z,y)
al triple de la parte escalar de xy; y por x *x y a la parte vectorial del producto zy. Por lo
tanto podremos escribir

1
xy:g(w,wa*y, Va,y € J.

Vamos ahora a describir un construcciéon muy peculiar, que nos proporcionara la defini-
cion de todas las dlgebras de Lie excepcionales. Si U es cualquiera de las algebras alterna-
tivas F,Cs, Hs, O, y J cualquiera de las algebras de Jordan F', H3(F), H3(Cy), H3(Hs), o

2Seguimos suponiendo que la caracteristica del cuerpo base es distinta de dos.
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H3(Os), podemos construir el F-espacio vectorial
L =Der(U) & Uy ® Jy @ Der(J).

El espacio L se convierte en un éalgebra de Lie con el producto |, | que actiia conforma a
las siguientes clausulas:

[Der(U), Der(J)] := 0,
[a®x,D]:=D(a) ®x, a €Uy, vedJy, DeDer(U),

la®x, E]:==a® E(x), a € Uy, v €Jy, E€Der(J),
1
12(37 Y Dap+ (a%b) @ (xxy) — (a,b)[Re, Ry,

Donde D, . := Rj;. — Lz — 3[La, R.] para cualesquiera z,z € U. El hecho de que
D, € Der(U) se puede ver en |9, p.77|, por otra parte [R,, R,| € Der(J) por |9, p. 92|.

la®@r,b®y] =

Con las definiciones que hemos introducido podemos definir las élgebras de Lie excep-
cionales. Para ello, tomaremos U como el algebra O, de las matrices de Zorn, y dejaremos
que J varie en el conjunto de algebras de Jordan:

{F7 H3<F)7 HB(Cs)a H3(Hs)7 H3<Os>}

Asi, podemos escribir:

g =L, para U=0, J=F,
fa:=L, para U=0,, J=H;sF),
eg:= L, para U =0, J=H;3Cy), .
e;:=L, para U=0, J=H;3H,),
es:=L, para U =0, J=H;3Oy),

En consecuencia g2 = Der(Oy) pues para J = F, se tiene Jy = 0 y Der(J) = 0. Ahora
debemos comprobar que los nombres de las dlgebras estan bien puestos, es decir que cada
una de las algebras gs, f4, €;, con i = 6, 7, 8 tiene los correspondientes diagramas de Dynkin.

8.2. go

En el algebra de octoniones split Oy sobre F' llamaremos como es habitual e; y ey a los

idempotentes ortogonales
o — 1 0 o — 0 0
1 — O O Y 2 — 0 1 9

cuya suma es la unidad. Para cualquier vector @ € F® usaremos las notaciones

w3 5). mo=(2)
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Si denotamos por {4, j, k} la base canénica de F*®, El conjunto

B = {e1, e, X12(i), X12(j), X12(k), X21(4), Xo1(5), Xo1 ()}

es una base de O, que nos sera de utilidad en el futuro. Es de comprobacion inmediata que
las reglas de multiplicacion de estos elementos viene dadas por las relaciones

eie; =06, e1Xi2(a) = Xia(a) = Xia(a)es,

e1Xo91(a) = Xo1(a)ea =0, e1X91(a) =0 = Xy1(a)es,
63X (a) = Xo1(a) = Xor(@)er,  Xia(a)Xua(b) = Xor(a A D)
Xo1(a)Xo1(b) = —X12(a A b), Xi2(a)X21(b) = (a,b)e;
X21(a)X12(b) = (a,b)ez,

donde (a,b) denota el producto escalar de F'* dado por (a,b) = ab’ para todos a,b € F3.

El algebra de octoniones split es Zs-graduada de modo que O5 = (Oy)o @ (Os)1 @ (Os)2
siendo (Oy)g := Fe; @ Fy, (0y); := X12(F3) v (Oy)s := X9, (F?). El problema 102 implica
entonces que L = Der(Oy) es también Zs-graduada de modo que L = Ly @ Ly & Lo y para
cada i =0, 1,2 se tiene:

Lz’ = {D S Der(Os) . D((OS)J) C (Os)i+j),Vj = O, 1,2}

Por lo tanto D € Lg siy solosi D(e;) € Fei+Feq, D(X;;(F?)) C X;;(F?) parai, j € {1,2},
1 # j. Para cada elemento x de un algebra Z,-graduada A = &¢;A;, vamos a escribir
r =229+ -+ x,1 con x; € A; para indicar la descomposicion de x conforme a la
descomposicion A = @; A;. Los sumandos x; reciben el nombre de componentes homogéneas.

Proposicion 20 Para toda derivacion D € L = Der(Oy) y cada i = 1,2, se tiene D(e;) €
X19(F3) 4+ X1 (F?)

Dem. Supongamos D(e;) = Aje; + Aoea + Xia(a) + Xo1(b). Al ser €2 = e; se tiene D(e;)e; +
e1D(e1) = D(ey) lo que implica e;D(ej)e; + ey D(ey) = e;D(ey) o bien e D(ej)e; = 0.
Pero e;D(e1) = Aeg + Xia(a) y 0 = egD(e1)e; = Ajep implicando A; = 0. Por otra parte
como ejes = 0 tenemos D(ep)es + e1D(ez) = 0. Ademéas 0 = D(1) = D(ey) + D(ez) luego
D(es) = —D(e;) lo que unido a lo anterior nos dice que

D(61)62 — 61D(€1) = 0. (81)
Como D(ej)es = Aaes + Xia(a) y e D(e1) = Xia(a), concluimos de la ecuacion (8.1) que

Aoey = 0, es decir, Ay = 0.

Corolario 20 Para cada D € Lg se tiene D(ey) = D(ey) = 0.
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Tratemos de describir las derivaciones de Ly. Sabemos que tales derivaciones D € Ly
satisfacen D(e;) = D(ez) = 0. Ademés D(X12(a)) = Xi2(f(a)) v D(Xa1(a)) = Xa1(g(a))
para todo a € F3, siendo f,g : F? — F? aplicaciones lineales. Vamos a determinar las
propiedades de fy g. Al tenerse que X19(2)X12(y) = Xo1(x Ay), si aplicamos D obtenemos
Xi2(f(2) X12(y) + X12(2) X12(f(y)) = Xo1(g(z Ay)) o equivalentemente Xo; (f(z) Ay+z A
f(v)) = Xa1(g(xzAy)) lo que nos lleva a f(z)Ay+zAf(y) = g(xAy), para cualesquiera z,y €
F3. Por otra parte sabemos que X12(2)Xo1(y) = (x,y)e; para todos x,y € F3. Si aplicamos
D obtenemos: Xyo(f(2)Xa1(y) + Xi2(x)X21(9(y)) = 0 o bien (f(x),y) + (z,9(y)) = 0, lo
que implica que g = —f* (el exponente ’sostenido’ de f indica adjunciéon de operadores).
Si suponemos que la matriz de f en la base candnica {7,j,k} de F? es (a;;), entonces la
de g es —(aj;). Por otra parte como caso particular de lo que hemos demostrado antes se
tiene f(i) Aj+i A f(j) = g(k) o bien

(ani + algk) /\j + A (CLQQj + aggk) = —algi — azgj — aggk,

aiik — a1zt + agk — agsj = —aizt — agsj — assk,

lo que implica a1 + ass + azz = 0. Por lo tanto la matriz de D en la base B es

0 0 0
0O M 0 ,
0o 0 -—-M
donde M = (a;;) es una matriz 3 x 3 de traza nula. Reciprocamente toda aplicacion

lineal O, — O, cuya matriz en B sea como arriba, se comprueba sin dificultad que es
una derivacion de L. La aplicacion Ly — sl(3, F) tal que D — M es trivialmente un
isomorfismo de algebras de Lie.

Investigemos ahora las derivaciones D € L;. Estas acttian del siguiente modo: D(e;) €
X12(F3), D(X12(F?)) C X (F®), y D(X21(F?)) C Fe; + Fey. Supongamos pues que
D(e;) = Xj2(a) para un a € F3. Naturalmente D(e3) = —D(e;) = —Xja(a). Ademés
se debe tener D(X3(x)) = Xo1(h(x)) para alguna aplicacion lineal h : F? — F3. Como
e1Xi2(x) = Xio(x), al aplicar D obtenemos Xio(a)Xia(z) + e1Xo1(h(x)) = Xoi(h(x)).
Esto equivale a Xy;(a A z) = Xo1(h(z)) y por lo tanto h(x) = a A x para todo x € F3.
Analogamente como D(Xos(x)) = a(x)e; + [(x)es para ciertas aplicaciones lineales «, 3 :
F3 — F, entonces, dado que Xy (7)e; = Xoi(x), al aplicar D a esta tltima igualdad se
obtiene

[a(x)e; + B(x)esler + Xoi(2) Xi2(a) = a(z)er + f(x)eq

de donde fB(x) = (x,a). De forma parecida, al aplicar D a la identidad ey Xo; (2) = X1 ()
y simplificar, obtenemos a(x) = —(x,a). en resumen D € L, si y solo si existe a € F* tal
que D(e1) = Xi2(a) = —D(ea), D(Xi2(2)) = Xoi1(aAx), D(Xa1(x)) = —(x,a)(e; —e2). En
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este caso, la matriz de D en B se podria representar del siguiente modo:

0 a 0 0 0 ai Qs as 0 0 0
0 —a 0 0 0 —ay —as —as 0 0 0
0 0 aiNit 0 0 0 0 0 0 as —as
0 0 anj _ 0 0 0 0 0 —a3 O a
0 0 alk - 0 0 0 0 0 a —a; 0
_(a’v Z) (CL, Z) 0 0 —a1 4 0 0 0 0 0 0
—(a,j) (a;j) 0 0 —a; aa 0 0 0 0O 0 0
—(a, k) (a,k) 0 0 —az Qs 0 0 0 0 0 0

Conviene observar que los elementos de L; admiten una representaciéon matricial por blo-
ques del tipo:

0 A 0 " a a 0 as  —a
0o 0 A, dondeA:(_1 _2 _3 ), A= —-a3 0 a,
—At 0 0 e 2 3 a9 —Qaq 0

Finalmente dejamos al lector la comprobacién de que la matriz de una derivacion D € Lo
es de la forma:

0 0 0 0 0 b by b
0 0 0 0 0 —b —by —by
~by by O 0O 0O 0 0 0
~by by O O 0O 0 0 0
~bs by O 0O O O 0 0 |’
0 0 0 by —bp 0 0 0
0 0 b3 0 b 0 0 0
0 0 b b 0 0 0 0
o bien
0 0 B TR 0 by —b
-B" 0 0 ,dondeB:(_ll) e _Z),B’: —b; 0 b
0 B 0 oo by —b O

Finalmente la representacion matricial por bloques de una derivacion arbitraria de L, sera
del tipo:

0 A B
Bt M A |, (8.2)
_At B Mt

con A, A", B,B’" y M como antes. Como consecuencia de todo esto, tenemos ademéas que
dim(Ly) = dim(sl(3, F')) = 8, dim(L,) = dim(Ly) = 3 y dim(L) = dim(Ly) + dim(L,) +
dim(Ly) =8+ 3+ 3 =14,

Teorema 31 En la descomposicion L = Lo & Ly & Lo los subespacios L; con i = 0,1,2
son Lo-mddulos irreducibles no isomorfos.
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Dem. Como Ly = sl(3, F') que es simple, resulta que en primer lugar que Ly es un Lo-
modulo irreducible. La irreducibilidad de Ly y Ly como Ly-moédulos es consecuencia del
enunciado del problema 105. Lo tnico que nos quedaria por demostrar es que L; % Lo
como Lo-moédulos, pero esto se deja como ejercicio al lector. B

Corolario 21 FEl dlgebra L es simple.

Dem. Sea 0 # I <L, si INLy# 0, dado que Ly = sl(3, F') es simple y I N Ly< Ly se tendria
Ly C I'lo que implica Ly = Lo, L1] C [I, L] C I (véase el problema 105). Del mismo modo
Ly C I lo que implica I = L. Supongamos ahora que I N Ly = 0. Como [ es un Ly-mddulo,
aplicando el enunciado del problema 106, las tinicas posibilidades que quedan para I son
I =1L,,1=1Lso0l =Ly ® Ly. Sin embargo ninguno de los espacios Ly, Ly 0 L; 4+ Lo es
un ideal como se comprueba de inmediato. Por lo tanto la posibilidad I N Ly = 0 queda
descartada y como [L, L] # 0, el algebra L es simple. B

Corolario 22 FEl diagrama de Dynkin de L es gs.

Dem. Aplicando el Teorema 30, el diagrama de Dynkin es as, bs, 0 go. Pero si L tiene el
diagrama de Dynkin as

o——=O

entonces su sistema de raices es {£a, £, £(a + ()} luego dim(L) = 2+ 2,3 = 8 en
contradiccion con que dim(L) = 14. Si el diagrama de Dynkin fuera by:

O >0

entonces su sistema de raices seria del tipo {+a, 0, £(a+ ), £(2a+ )}, siendo 3 la raiz
larga. En este caso se tendria dim(L) = 2 + 2,4 = 10. Por lo tanto el diagrama de Dynkin
de L es go. B

Se podria demostrar directamente el hecho de que el diagrama de Dynkin de L es gs sin
recurrir al Teorema 30. Naturalmente esto requiere algo mas de esfuerzo por nuestra parte
y dedicaremos el resto de la secciéon a esta prueba directa. El lector no interesado podria
por tanto saltar sin problema hasta la siguiente seccion.

Para encontrar el diagrama de Dynkin gy es L = Der(Oy), sin recurrir al teorema de
clasificacion de los diagramas de Dynkin, el siguiente paso sera fijar una subalgebra toral
maximal H de L, y determinar las raices de L respecto de H. Consideremos los elementos
hy y hy de Ly definidos como sigue: h; se obtiene haciendo M = ey; —e33, A= B =0
en (8.2). Por su parte hy se obtiene para M = egy — e33, A = B = 0. Se comprueba que
H := Fhy + Fhsy es una subalgebra toral maximal de L (esto se propone como ejercicio en
el problema 103).

Consideremos ahora una base de Ly tomando en primer lugar las matrices hy y hs
y definiendo después las matrices de la forma (8.2) donde A = B = 0 mientras que M
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va tomando sucesivamente los valores: ejs, €13, €23, €21, €31 ¥ e32. Un calculo rutinario
demuestra que las matrices de ad(hy)|r, y ad(hs)|r, respecto a dicha base son:

ad(hy)|r, = diag(0,0,1,2,1, -1, -2, —1)
ad(h2)|r, = diag(0,0,—-1,1,2,1, -1, —2).

Podemos ahora tomar en L la base que surge al poneren (82) M =0B=0,A=1,J, K
sucesivamente, siendo

1 00 0 1 0 00 1
]_(—1 0 0)"]_(0 -1 0)’K_(0 0 —1)'

Respecto a esta base las aplicaciones ad(h;)|r,, (i = 1,2) admiten las siguientes representa-
ciones matriciales:

ad(hy)|r, = diag(—1,0,1), ad(hg)|z, = diag(0,—1,1).

Por altimo definamos en Ly aquella base formada por las matrices del tipo (8.2) hacien-
do M =0, A =0, B = 1,J, K sucesivamente. Respecto a esta base encontramos las
representaciones matriciales:

ad(hl)le = dlag(L 07 _1)7 ad(h2)|L2 = dlag(07 17 _1)

En definitiva podemos construir una base By, de L haciendo la unién de las bases que hemos
encontrado para L; (i = 0,1,2), de modo que respecto a dicha base los operadores ad(h;)
(1 =1,2) se representan del siguiente modo:

ad(hy) = diag(0,0,1,2,1,—1,-2,—1,-1,0,1,1,0, —1)
ad(hs) = diag(0,0,-1,1,2,1,-1,-2,0,—1,1,0,1, —1).

Esto determina completamente la restriccion de la forma Killing & de L a H: k(hy, hy) =
tr(ad(hy)?) = 16, k(hy, hy) = tr(ad(hy)ad(hy)) = 8, k(hs, ho) = tr(ad(hy)?) = 16. Fijé-
monos entonces en la raiz « : H — F tal que a(hy) = 1, a(hy) = —1. El hecho de que
esta aplicacion es raiz se evidencia viendo que el tercer vector de By es un vector propio
comtn de ad(h;) con i = 1,2 (luego vector propio comun para todos los ad(h) con h € H).
Es facil calcular el t, € H tal que a = k(t,, —). Se obtiene to, = §(hy — hs). Esto posibilita
calcular la longitud de la raiz a que es ||a|| = % Por otra parte podemos considerar la raiz
B : H — F dada por 3(hy) = —1, B(ha) = 0. En este caso tenemos tg = _i@hl; ha), y

18] = ﬁg Ademaés ahora es facil comprobar que el angulo que forman oy 3 es .

Si denotamos la raiz « mediante el vector (a(hq),a(hs) se tendria @ = (1,—1), f =
(—1,0), el resto de la raices de L respecto de H se pueden ver en las expresiones matriciales
de los operadores ad(h;) y ad(hy). Estas son (aparte de +a y +/3) las dadas por a + (=
0,-1), —a—26=(1,1), —a—36=(2,1), —2a— 33 = (1, 2) asi como sus opuestas. Esto
demuestra que el conjunto {«, 5} es una base del sistema de raices de L relativa a H y el
diagrama de Dynkin es precisamente go dado que

(o, B)?

<a,f><p,a>=4——"— =3,

el 3112
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8.3. f

8.4. Problemas

Problema 102 Un dlgebra A sobre un cuerpo arbitrario F se dice que es Z,-graduada (o
n — graduada simplemente) cuando A se expresa como una suma directa de subespacios
A=Ay® - @A, tales que A;A; C Airj (suma modulo n). Observe el lector que Ay es
siempre una subdlgebra de A. Demuéstrese que para toda dlgebra Z.,,-graduada A, el dlgebra
de Lie L = Der(A) es también Z,-graduada siendo L = &} ' L;, donde

Li = {d € DeT(A) : d(AJ) C AZ+JVJ}

Problema 103 Compruébese que H := Fhy & Fhy es una subdlebra toral maximal de
L = Der(Oy) (véase la seccion relativa a go en este capitulo).

Problema 104 Sea L = Ly & L1 ® Ly una F-dlgebra Zs-graduada de dimension finita,
con forma de Killing k.

= Demuéstrese que Ly es ortogonal a Ly y a Lo por la forma Killing k de L. Demuéstrese
también que k(L;, L;) = 0 para i = 1,2. Concliyase que la matriz de la forma Killing
adopta la forma

A 0 0

0O 0 B

0 B 0

para una base conveniente.

s Concliyase que L es semisimple si y solo si A es singular y el rango de B coincide
con la dimension de L.

» Demuéstrese que L = Der(Oy) es semisimple teniendo en cuenta la 3-graduacion de
L que se explica en la seccion relativa a este dlgebra.

Problema 105 Consideremos el dlgebra 3-graduada L = Der(O;) (véase la seccion rela-
tiva a go para la graduacion). Demuéstrese que L; = [Lo, L;] para i = 1,2.

Problema 106 Sea L un dlgebra de Lie y M = ®;c;M; un modulo de dimension finita
tal que cada M; es un L-mddulo irreducible y M; 2 M; para © # j. Demuéstrese que si S
es un L-submodulo de M, entonces:

1. S contiene una subsuma @®;cyM; donde J C I.

2. Los L-submdodulos de M son las subsumas parciales @;ecyM; con J C I.
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Sugerencia: Sea S un L-submodulo de M. Como SN(@;erM;) # 0 debe existir una subsuma
®icsM; con |J| minimo tal que S N (®;csM;) # 0. Tomemos un elemento no nulo = €
S N (®;esM;). Entonces la proyeccion x; de x en cada M; (i € J) es no nula. El conjunto

{t € M, : t = x;, para algin x € SN (Pje M;)}

es un submoédulo no nulo de M; luego coincide con M;. Ahora podemos establecer un
isomorfismo de L-moédulos M; — M; tal que x; — x;. Pero para i # j los médulos M;
y M; no son isomorfos. Esto implica que |J| = 1 y por lo tanto S N M; # 0 para algin
j (implicando M; C S). Para la segunda parte se puede proceder por inducciéon sobre
el cardinal |I]. Si S esta contenido en alguna subsuma @;c;M; donde J C I, se aplica
la hipotesis de induccion. En caso contrario para cada ¢ € I existe un x € S tal que
M; > x; # 0. Si z; # 0 para algin j # ¢ podriamos establecer un isomorfismo M; — M,
tal que z; — x;. Pero sabemos que esto es imposible luego M; C S implicando S = M.



Apéndice A

Grupos de Lie lineales

A.1. Preliminares.

Recordemos que un grupo de Lie GG es un grupo que ademés tiene estructura de variedad
(analitica por ejemplo) de modo que las operaciones de multiplicacion y de inversion de
elementos son analiticas. Sin embargo uno puede hasta cierto punto escabullirse del manejo
de las variedades limitandose al estudio de los grupos lineales (también conocidos como
grupos de Lie de matrices). Estos no son mas que los subgrupos cerrados de gl(V') para un
espacio vectorial real de dimension finita V. Asi pues

Definiciéon 22 Un grupo de Lie lineal (o de matrices) no es mas que un subgrupo cerrado
del grupo GL(V') o GL(n,R), estando este grupo dotado de la topologia natural que hereda
de ser considerado como subespacio de M,,(R), donde n = dim(V').

Lo que para nosotros es una definicion, es en realidad un teorema en la teoria general de
grupos de Lie. Consideremos ahora un subgrupo uniparamétrico, es decir una aplicacion
analitica ¢ : I — G, donde I es un intervalo abierto tal que 0 € I, ¢(0) = 1 (elemento
neutro de G) y (s +t) = ¢(s)p(t) para todos s,t,s +t € I. Si derivamos respecto de
s en esta ultima identidad tenemos ¢'(s +t) = ¢'(s)¢(t) y haciendo s = 0 obtenemos
O (t) = ¢'(0)¢(t) con lo que haciendo a = ¢'(0) tenemos que el subgrupo uniparamétrico
© es solucion del problema de contorno:

¢'(t) = ap(t), p(0) = 1,¢'(0) = a. (A1)

Aplicando un teorema adecuado de existencia y unicidad de soluciones para ecuaciones
diferenciales, tenemos que:

1. La funcion R — G dada por t — exp(at) es una solucion de la ecuacion que extiende
a Q.

2. Dicha solucién es unica.

Teniendo en cuenta el enunciado del Problema 108, podemos enunciar:

145
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Teorema 32 Cada subgrupo uniparamétrico ¢ : I — G de un grupo de Lie lineal G se
puede extender a un subgrupo uniparamétrico unico R — G.

En adelante hablaremos de grupo paramétrico como sinénimo de subgrupo paramétrico.
Dado un grupo paramétrico ¢ de G, el elemento a = ¢'(0) € M,(R) lo llamaremos
generador infinitesimal del grupo ¢. El espacio tangente de GG en 1 es el conjunto

g={'(0) : ¢ es un grupo uniparamétrico}.
Es facil demostrar que g coincide con el conjunto
{a € M,(R) : exp(ta) € G,Vt € R}.

Ahora queremos demostrar que en el conjunto g de todos los generadores infinitesimales
hay una estructura de espacio vectorial real. Para ello tomemos dos generadores a = ¢’(0)
y b=1'(0), donde ¢, 1 : R — G son dos grupos uniparamétricos. Como

t2
o(t) =exp(at) =1+ ta + §a2 +-

t2
U(t) = exp(bt) = 1+ tb+ 5b?+---,

entonces exp(at) exp(bt) = 1 + t(a + b) + O(t?), para todo ¢ real. Por lo tanto

at bt t 1 tla+b) + 1O(1?)
— =1+~ b))+ =0(t*) =1 L
exp(Z) exp(%) = 14 C(at+b) + —O(#) = 14+ T h
t bt \" tla+b)+10#)\"
lim (exp(a—) exp(—)> = lim <1 + (a+ )+ 50 )> = exp(t(z +v)),
n—oo n n n—oo n
aplicando el Problema 107. Hemos demostrado pues la férmula
¢ bt \"
expt(e+) = fin (exp()exp(™)) (A2)

para todo t € R. Observemos que como las exponenciales del miembro de la derecha son
elementos de GG, y éste, es un grupo cerrado, el limite de la féormula anterior es un elemento
de G por lo que exp(t(x +y)) € G para todo t € R, y por lo tanto = + y es un generador
infinitesimal. Asi g + g C g y obviamente Rg C g. Nos gustaria ahora demostrar que g es
cerrado para el corchete de Lie. Dadas dos matrices cuadradas a,b € M(K) (donde K es
un cuerpo arbitrario), denotaremos por [a,b] a la nueva matriz ab — ba. Este producto se
llamara en lo sucesivo el corchete de Lie. Entre las identidades que verifica, mencionemos:

1. [a,a] = 0 para toda matriz a. Esto implica la anticonmutatividad del producto, y si
la caracteristica de K no es dos, equivale a dicha anticonmutatividad.

2. [[a,b], c] + [[b, ], a] + [[c,a],b] = 0, para cualesquiera a, b, c.
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Lo que queremos demostrar ahora es que [g, g] C g. Para ellos partiremos de las igualdades

2
exp(at) exp(bt) = 1+ t(a +b) + %(cﬂ + b% 4 2ab) + - - -,

t2
exp(—at)exp(—=bt) =1 —t(a+b) + 5(0&2 + b+ 2ab) + - - -,

exp(at) exp(bt) exp(at) texp(bt) ™' =1 +t(a +b) — t(a + b)+

2 2

t t
+§(a2 + b + 2ab) + §(a2 +b% + 2ab) — t*(a + b)* + O(t*) =

=1+t*(a* +b* +2ab — a* — b* —ab — ba) = 1 + t*[a, b] + O(t*).

Podemos pues afirmar que

at bt at\ " b\ 2 O(t?)
exp ( — Jexp | )exp( exp :1+¥[a,b]+ e

y tomando limites:

, ( <at) (bt) (at>_1 (bt>_1>n
Iim [exp| — |exp | — |exp | — exp | — =
n—00 n n n n

t2 t3 n? t2 ’b O(ts) "
= lim (1+—2[a,b}+ 0(3)) = lim <1+[a]% =
n n

n—oo

= eXp<t2[a7 b]),

aplicando el Problema 107. Tenemos pues

g 0 () (L)oo () e (£)) =t no

Como las exponenciales que aparecen en esta formula son elementos de G y éste es cerrado,
concluimos que exp(t2[a,b]) € G para todo t € R. Esto implica que exp(t[a,b]) € G para
todo t > 0. Para los ¢t < 0, tenemos exp(t[a,b]) = exp(—t[a,b])™" € G. En definitiva
exp(t[a,b]) € G para todo t y por lo tanto [a,b] € g para todos a,b € g. Hemos demostrado
pues que g es un algebra de Lie real a la que llamaremos el dlgebra de Lie del grupo de
Lie G. De hecho g y G estan estrechamente relacionadas y para muchas tareas podemos
sustituir el uno por el otro. Pero sustituir G por g tiene la ventaja de que mientras G es
un objeto no lineal que puede ser tremendamente retorcido, su élgebra de Lie es un objeto
lineal, en general mas sencillo de tratar. Para ilustrar la estrecha relacion de la que hemos
hablado con anterioridad, podemos ver gracias a la féormula A.3 como ciertas propiedades
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pasan de G a g. Por ejemplo si G es abeliano, la féormula A.3 implica que 1 = exp(t[a, b])
para todo t € R. Pero entonces

1 =1+ t[a,b] + O(t*) = tla,b] + O(t*) = 0, V4,
y dividiendo entre ¢ tenemos

- O)
0—[@,6]—1—11_1% ; = [a, b]

por lo tanto g es abeliana.

A.2. Algunos ejemplos

Vamos a ilustrar las ideas de la seccion anterior con algunos ejemplos. Considere-
mos en primer lugar el grupo G = GL(n,R) de todas las matrices inversibles. Entonces
su algebra de Lie g consiste en todos los elementos a de gl(n,R) = M, (R) tales que
exp(ta) € GL(n,R) para todo t € R. Pero esto se cumple para toda a € gl(n,R) pues
exp(ta) es inversible con inverso exp(—ta). Otro ejemplo interesante es el grupo lineal
G = O(n) formado por las matrices a € M,,(R) tales que aa* = 1 donde x +— x* denota
la transposicion matricial. Este es un subconjunto cerrado de M,,(R) pues esta definido
como el conjunto de ceros de un sistema de ecuaciones algebraicas. Su algebra de Lie o(n),
estd formada por las matrices a tales que exp(ta) € O(n) para todo t € R. entonces se
debe tener:

1 = exp(ta) exp(ta)* = exp(ta) exp(ta*) = (1 + ta+ O(t*)) (1 + ta* + O(t*))

=1+t(a+a*)+ O(t?),

por lo tanto t(a + a*) + O(t?) = 0 (¢t € R). Esto implica que se debe tener a + a* = 0. En
otras palabras el algebra de Lie de O(n) es el algebra de Lie o(n) de las matrices reales
n x n antisimétricas. El grupo O(n) no es conexo, de hecho se descompone como uniéon
disjunta de dos componentes conexas O*(n) y O™ (n), donde las matrices de O (n) son las
ortogonales de determinante 1, mientras que las de O™ (n) son las de determinante —1. La
componente conexa OF(n) resulta ser a su vez un grupo lineal que se suele denotar por
SO(n). Toda matriz antisimétrica es semejante a una matriz diagonal por bloques donde

cada bloque es de la forma
0 t
(_t 0) . teRr

La exponencial de dicha matriz es la matriz de una rotaciéon plana:

cost  sint

—sint cost )’
Por lo tanto la exponencial de una matriz antisimétrica es semejante a una matriz diag-
onal por bloques, siendo cada bloque la matriz de una rotaciéon plana. Como corolario el
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determinante de cada matriz exp(ta) (con a antisimétrica) es 1. Esto demuestra que el
algebra de Lie de SO(n) (denotada so(n)) coincide con el algebra de Lie de las matrices
antisimétricas reales n X n. Se tiene pues

Por lo tanto dos grupos de Lie no isomorfos (uno es conexo y el otro no), pueden tener
la misma &lgebra de Lie. Para la propiedad reciproca tenemos que exigir a los grupos
la propiedad de ser simplemente conexos: dos grupos de Lie (no necesariamente lineales)
simplemente conexos GG y H son isomorfos si y s6lo si sus algebras de Lie son isomorfas
(véase [8, Corollary 8.7, p. 173]).

A.3. Representaciones de SO(2)

Dados dos grupos de Lie lineales G; y G5, diremos que f : G; — G5 es un homomorfismo
de grupos de Lie si es un homomorfismo de grupos que es analitico. Un isomorfismo f :
G — G4 sera entonces un isomorfismos de grupos que es bianalitico (tanto f como f~*
son analiticas). Una representacion de un grupo G es un homomorfismo de grupos de Lie
p : G — GL(V) para algin espacio vectorial real V' de dimensién finita n. Segin nos
convenga consideraremos a las representaciones como aplicaciones G — GL(V) o bien
G — GL(n,R). Una representacion p : G — GL(V) se dice que es irreducible cuando para
todo subespacio S de V' se tiene

p(G)SCS=5=0,085=V.

Se sabe ademés que toda representacion finita (es decir, con dim(V') < o0), de un grupo
de Lie compacto es suma directa de represetaciones irreducibles (véase por ejemplo |6,
Theorem 1, p. 90]). Consideremos entonces el grupo (compacto) SO(2), y sea p : SO(2) —
GL(V') una representacion irreducible con dim(V') = n (finita). Sea o : (—m, ) — SO(2)

la aplicaciéon dada por
cost sint
oft) = (—sint cost)'

La composicion ¢ := pa : (—m,m) — GL(V) es entonces un grupo paramétrico (analitico)
y podemos asegurar que (t) = exp(tA) para algin A € gl(V'). Recurriendo a las forma
candnica real sabemos que o bien A tiene un autovalor real (y por lo tanto un subespacio
invariante de dimensién 1), o bien todos los autovalores de A son complejos (en cuyo caso A
tiene un subespacio invariante de dimension 2). Sea pues S un subespacio de V' de dimension
uno o dos invariante por A. Entonces S es invariante por exp(tA) para todo t € R. Esto
implica que p(SO(2))S C Sy como la representacion p es irreducible concluimos que V' = S
y por lo tanto:

Proposicion 21 Toda representacion irreducible finita de SO(2) es de dimension uno o
dos.
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A.4. Ecuaciones diferenciales

Consideremos la ecuacion diferencial en derivadas parciales:

rr ot

ZJ A4
02 + 0y? (A4)

Evidentemente el conjunto de soluciones de la ecuacién es un espacio vectorial real del
que podemos quedarnos con un subespacio de dimensién finita cualquiera. Sea pues V
un subespacio de dimension finita del espacio de soluciones. Entonces si f(x,y) € V, se
demuestra sin dificultad que la nueva funcion f(x cos —ysin 6, z sin 04y cos f) es también
solucion de (A.4) luego pertenece a V. De este modo tenemos una aplicacion o : SO(2) —
GL(V) dada por r — o(r) donde o(r) : V' — V es el automorfismo (lineal) tal que o(r)f =
f or. El lector puede comprobar que se trata de una representacion del grupo SO(2) en el
espacio de soluciones V. Como se trata de una representacion finita, es autométicamente
suma directa de representaciones irreducibles (que como sabemos son de dimensiones uno
o dos). Por lo tanto la ecuacion diferencial tiene espacios de soluciones de dimension uno
o dos. Analicemos los dos caso. Sea S un espacio de soluciones unidimensional. Sea f € S
un generador del espacio. Entonces o(r)f € S para toda rotacion r € SO(2). En definitiva
para cada 6 existe un escalar A(6) tal que

f(zcos® —ysinb,xsinb + ycosd) = A\(0) f(z,y),

para cualesquiera z,y. Haciendo y = 0 se tiene f(zcosf,zsinf) = A(0)f(x,0) para todos
x,0. Haciendo p = x podemos escribir

F(pcost, psin ) = A(O)u(p), (A.5)

donde pu(p) = f(p,0). De este modo hemos encontrado la forma que deben tener las solu-
ciones de la ecuacion (A.4) que pertenezcan a representaciones unidimensionales. Susti-
tuyendo una funcién genérica del tipo anterior en la ecuacion (A.4), esta se transforma en
una ecuacion diferencial ordinaria. Tomando por ejemplo p(p) = 1 para todo p, podemos
encontrar soluciones que solo dependan de 6. El lector puede comprobar trivialmente que
dichas soluciones son de la forma

flz,y) = k;arctan(%) + h,

donde h, k son constantes reales. Si hacemos A(f) = 1, encontraremos las soluciones que
s6lo dependan de p. El lector puede comprobar que se trata de las funciones:

f(z,y) = klog(va?+y*) +h, hkeR.

Podriamos encontrar otras soluciones e incluso la solucién general del tipo A\(0)u(p). De-
jamos al lector comprobar que tales soluciones son

(b +a arctan(%)) <10g(\/x2 +y?) e + 62> )
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donde a,b,c1,co € R. Vamos ahora a analizar las soluciones que provienen de espacios
de dimensiéon dos. Si fijamos una base a(z,y), 5(z,y) de dicho espacio de soluciones, se
debe tener o(r)a = Aa + pf3, y también o(r)3 = Na + (/3 siendo A\, N, u y ' reales que
dependen de la rotacién r. Por lo tanto podemos escribir

a(xcosh —ysinb, xsinf + ycosl) = A0)a(z,y) + pu(0)5(z, y),

B(zcosf —ysinb, xsinb + ycos ) = A (0)a(z,y) + u1(0)5(x,y).

Haciendo x = p, y = 0 se tiene
a(pcost, psind) = A(0)d(p) + 1(0)7(p),

B(pcost, psind) = Ai(0)d(p) + pa(0)v(p),

donde §(p) = a(p,0), v(p) = B(p,0). En definitiva hemos encontrado la forma general de
las soluciones que forman la representacion irreducible bidimensional. De hecho no es dificil,
a partir de esta informacion llegar a la solucion general de la representacion bidimensional.
Ademas la solucion general de la ecuacion debe ser suma de soluciones de uno u otro tipo
por lo que tenemos también un modelo para la soluciéon general de la ecuacion.

A.5. Consideraciones finales

Este capitulo no ha sido mas que una breve introducciéon a las nociones fundamentales
de la teoria de grupos de Lie. Nos han quedado muchos aspectos por vislumbrar. Sirva esta
seccion final para anadir alguna apostilla sobre estos.

Supongamos que f : G — G’ es un homomorfismo de grupos de Lie. Entonces cada
subgrupo uniparamétrico « : I — G nos proporciona un subgrupo uniparamétrico f o « :
I — G'. Podemos por lo tanto definir una aplicacion Ti(f) : T1(G) — T1(G’) tal que
a/(0) — (f o a)'(0) para cada subgrupo uniparamétrico «. Se comprueba sin dificultad
que Ti(f) es una aplicacion lineal. Pero resulta que ademéas T;(f) es un homomorfismo
de algebras de Lie (lo cual resulta algo mas complicado de demostrar). El homomorfismo
T1(f) hace comutativo el diagrama:

a f

G/
exp exp

T(G) ——Ti(G
1( ) T1(f) 1( )
Tenemos asi un vinculo muy estrecho entre los grupos de Lie y sus respectivas algebras.

El par de aplicaciones G — T1(G), f — Ti(f) se puede ver como un functor entre la cate-
gorfa de grupos de Lie lineales y la de algebras de Lie. En efecto, dados dos homomorfismos
de grupos de Lie

GfG’ 9

Gl/
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las propiedades
Ti(go f) =Ti(g) o T1(f)

Ti(le) = 1n),

son de comprobacién inmediata. Como se menciond en secciones anteriores, para grupos
de Lie simplemente conexos G y G’, se tiene G = G’ si y sélo si T1(G) = T1(G') (como
algebras de Lie).

A.6. Problemas.

Problema 107 Sea A un dlgebra de Banach asociativa con unidad 1 € A. tomemos una
sucesion convergente en A con limite a € A, es decir lim,_. a, = a. Demuéstrese que
entonces

lim (1+22)" = exp(a)
n—oo n
Problema 108 Supongamos dado un grupo uniparamétrico ¢ : (—e,e) — G, (e € R) en
un grupo de Lie lineal, tal que ¢(t) = exp(ta), para una cierta matriz a y todo t € (—¢,€).
Demuéstrese que para todo t € R, la matriz exp(ta) € G lo que permitiria extender ¢ a un
grupo uniparamétrico global R — G.

Problema 109 Demuestrese que la descomposicion en union disjunta O(n) = O*(n) U
O™ (n) es de hecho la descomposicion del espacio topoldgico O(n) en sus dos componentes
conexas OF(n).
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