Matematickd analyza KMA /MA2I
Dvojny integral

1 Problém

Jako byl Riemanniiv integral odpovédi na otézku obsahu rovinného obrazce,
bude dvojny integral odpovédi na otdzku objemu télesa. Tentokrat se obejdeme
bez historickych motivaci a pifejdeme piimo k formulaci problému:

Uloha 1 Je dana mnozina M C R? (,rovinny obrazec)“ a funkce f : R? — R
jejiz defini¢ni obor je pravé mnozina M, pfitom f je na M omezend a nezdporné.
Ptame se, jaky objem ma téleso

T ={(z,y,2) €R3: (z,9) E M N0 < 2z < f(x,y)}

(nakreslete si obrazek). K fFeSeni piistoupime podobnym zptisobem jako v
jednodimenziondlnim pifipadé (tj. u Riemannova integralu). V jedné dimenzi
jsme ,integrovali“ pfes interval. My bychom ov8em radi nyni integrovali pfes ne-
jruznéjsi mnoziny - ¢tverce, obdélniky, trojuhelniky, kruhy, elipsy, apod. Takto
riznoroda §kala mnozin s sebou nese spoustu komplikaci. Integral funkce jedné
proménné jsme definovali pomoci dolnich a hornich Riemannovych soucti, které
jsme vypocitali mimojiné pomoci rozsekini intervalu na podintervaly. Radi by-
chom tuto myslenku pouzili i ve dvou dimenzich. Nejprve se musime tedy
ptat, jak rozsekat mnoziny v R?. UkiZe se to jako pomérné obtizny prob-
lém - k tomu je tfeba definovat tieba Jordanovu miru mnoziny v R? - viz
knihu [Hriuza, Brabec: Matematicka analyza II., SNTL/ALFA, Praha,1988] na
strandch 289 — 301. My tento problém obejdeme tak, ze budeme ,,vzdy* inte-
grovat pies obdeélnik (= kartézsky soucin dvou intervald).

2 Dvojny integral pies obdélnik
V této kapitole budeme uvazovat dva uzaviené a omezené intervaly I,J C R

(pro uréitost ozna¢ime I = (a,b), J = (¢, d)) a funkci f : R? — R definovanou a
omezenou na obdélniku I x J.

Definice 2 Jsou-li I,J C R intervaly, pak kartézsky soucin I x J nazyvame
(dvojrozmérnym, dvoudimenzionalnim) intervalem.



Poznamka 3 Jsou-li I, J C R kompaktni (tzn. uzaviené a omezené) intervaly,
pak interval I x J je kompaktni (tzn. uzavi¥en& a omezend) mnozina v R? —
budeme mu fikat kompaktni interval.

Definice 4 Necht jsou dany kompaktni intervaly I = (a,b), J = (¢, d) a jejich
déleni

I)I::{x03x1w~'7xn} EZA(I% l)J::{y0£ﬂ7'”7yWJ'€‘A(J)

Proi=1,...,n,j=1,...,m definujeme délici interval

Dij = (xi—1,7:) X (Yj—1,Y;)-
Mnozinu vSech D;; nazyvame sitovym délenim intervalu I x J.

Poznamka 5 Obsah mnoziny D;; je ziejmé roven (x; — x;—1)(y; — yj—1) a
budeme ho znacit symbolem p(D;;).

Poznamka 6 Z definice 4 je asi jasné, pro¢ integrujeme pies dvourozmérny in-
terval - ten si rozsekdme na dvourozmérné intervaly D;;. Hlavni vyhoda spociva
v tom, Ze obsah kazdého takového intervalu je snadno urcitelny - viz poznamku
5.

Definice 7 Necht f je omezend funkce na intervalu I x J. Pro sitové déleni
D ={D;j,i=1,...,n,j=1,...,m} intervalu I x J definujeme
(a) dolni Riemanniv integrdlni soucet

n

s(f, D) = szijM(Dij)a

i=1 j=1

kde m;; = infp,, f pro kazdéi=1,...,n,j=1,...,m a
(b) horni Riemanniv integrdlni soucet

S(£,D) =YY Myu(Dij),

i=1j=1

kde M;; :supDijfpro kazdé i =1,...,n,j=1,...,m.

Poznamka 8 DiileZity je opét geometricky vijznam éisel s(f,D) a S(f,D) -
nakreslete si obrdzek!

Véta 9 Necht f je omezend na kompaktnim intervalu I x J, D je sitové déleni
intervalu I x J. Pak

m(b—a)(d—c) < s(f,D) < S(f,D) < M(b—a)(d - c),
kde

m=inf f, M =supf.
IxJ IxJ



Provedte dikaz — inspirujte se ditkazem z prednésky o R—integralu funkce jedné
proménné.

Disledek 10 Z véty 9 plyne, Ze mnoZina
{s(f,D) : D je sitové déleni I x J}
je omezend zdola a mnoZina
{S(f,D) : D je sitové déleni I x J}
je omezend shora. Tedy infima a suprema téchto mnoZin jsou konecnd cisla.
Poznamka 11 Co je vlastné mnoZina
{s(f,D) : D je sitové déleni I x J}?

Jde o mnoZinu vSech dolnich odhadi objemu télesa T z vivodni kapitoly. Je asi
jasné, Ze horkym kandiddtem na objem je supremum této mnoZiny. Podobné,
horkym kandiddtem na objem télesa T je infimum mnoZiny

{S(f,D) : D je sitové déleni I x J}.

Definice 12 Necht f je omezend funkce na kompaktnim intervalu I x J. Cislo
/ f(z,y)daxdy = sup{s(f, D) : D je sitové déleni I x J}
IxJ
nazgudme dolnim Riemannoviym integralem funkce f pres interval I x J. Cislo
/ f(z,y)dedy = inf{S(f, D) : D je sitové deleni I x J}
IxJ

nazyvdme hornim Riemannovym integrdlem funkce f pres interval I x J.

Poznamka 13 Intuitivné oéekdvime, Ze tato ¢isla jsou stejnd a uréuji (pro
f >0) objem télesa T. Ovsem, stejné jako tomu bylo u funkce jedné proménné,
ne vZdy to bude platit — viz priklad 14.

Priklad 14 Uvazujme funkci f : R? — R definovanou predpisem

1 jellizeQAy€qQ,
0 v opacném pripadé.

f(x,y):{

eseni. Vypocitejme horni a dolni Riemanniv integrdl této funkce pres interval
(0,1) x(0,1). Vezmeme libovolné sitové délent tohoto intervalu D = {D;;}. Pak

m;; =inf f=0, M;;=supf=1

ij ij

pro kazdé i =1,...,n, 5 =1,...,m. Z toho plyne, Ze

// f(z,y)dzdy =0, // flz,y)dzdy = 1.
J740,1)x(0,1) (0,1)%¢0,1)

Jde tedy o riznd ¢isla.



Nasledujici piiklad ukazuje, ze to tak Spatné vzdy nebude. Je asi jasné, ze
integrovat funkce typu uvedeného v pfikladu 14 nebudeme p¥ili§ casto — vlastné
uz se takovymi ,,08klivymi“ funkcemi ani nesetkame.

Piiklad 15 Pro konstantni funkci f(z,y) = k pro (z,y) € R? vypoctéte

// flz,y)dzdy a // f(z,y) dz dy.
(a,b) x(c,d) (a,b)x(c,d)

Regeni. Vezmeme libovolné sitové déleni D = {Dij:i=1,...,n,j=1,...,m}
intervalu (a,b) x (c,d). Pak

mij =inf f =k, M =supf=k

ij

pro kazdéi=1,...,n, j=1,...,m. Z toho plyne, Ze

SUAD) =Y ku(Dy) =k S u(Dig) = k(b —a)(d — ),

ij=1 ij=1
a n,m n,m
S(f,D)= > ku(Dy) =k Y p(Dij) = k(b —a)(d - c).
ij=1 ij=1
Pak

/ / f(z,y) dzdy = / / f(,y) dedy = k(b — a)(d — c).
(a,b)x{c,d) (a,b) x{c,d)

V tomto pFipadé jsou hodnoty stejné. Cemu se rovnaji? Je-li k > 0, pak
jejich spoleénd hodnota md jednoduchou geometrickou interpretaci. Jde o objem
kvddru o délkdch hran k, b — a a d — ¢ (nakreslete si obrazek!).

Nyni muZeme definovat (Riemanniiv) dvojny integral pies interval (obdeél-
nik).

Definice 16 Necht [ je omezend na kompaktnim intervalu I x J. Jestlize

/ f(z,y)dedy = / f(z,y)dzdy,
IxJ IxJ

pak Fikdme, Ze f md na intervalu I x J (Riemanniv) dvojnyg integrdl (je na I x J
integrovatelnd). Jejich spole¢nou hodnotu nazijvame (Riemannovgm) dvojnym
integrdlem funkce f pres interval I X J a znacime symbolem

/ f(x,y)dxdy.
IxJ

Jesté uvedeme jednoduchou podminku, pomoci které mazeme snadno zjistit,
jestli je dand funkce na kompaktnim intervalu integrovatelna.

Véta 17 (postacujici podminka integrovatelnosti funkce na intervalu) Spojitd
funkce spojitd na kompaktnim intervalu je na ném integrovatelnd.



3 Dvojny integral pres méritelnou mnozinu

mnozindch nez je interval (=obdélnik). Radi bychom integrovali na trojuhel-
nicich, kruzich i na mnozinach, jejichz hranice je urCena grafy funkci jedné
proménné. Obecné&, budeme integrovat (omezené) funkce pfes takové mnoziny,
u kterych umime uré¢it jejich ,,obsah.“ Obsah omezené mnoziny M C R? zde
budeme definovat nasledujicim zpusobem:

Definice 18 Rekneme, Ze mnozina M ma obsah (je rektifikovatelné; méa Jordan—
Peantuv objem; je jordanovsky méfiteln4; je méfitelnd), jestlize funkce x s je
integrovatelna na néjakém kompaktnim intervalu I x J, pro ktery plati

McCIxJ

Obsahem (Jordan—Peanovym objemem; Jordanovou mirou; mirou) mnoZiny M
rozumime ¢islo

u(M)Z//IXJxM(%y)dwdy-

Jiny (lepsi) zpusob definice méfitelné mnoziny a Jordanovy miry najdete v
knize [Brabec, Hruza:Matematicka analyza IT, SNTL/ALFA, Praha, 1986] na
stranach 289-301 (doporucuji se na to podivat — je to velmi pou¢né).

Poznamka 19 Pfipominam, Ze pro kazdou mnozinu M C R? definujeme tzv.
charakteristickou funkci mnoziny M piredpisem

1 pro (z,y) € M,

Xar(2,4) = {0 pro (z,y) & M.

V nasledujicim piikladé si alespont trochu osvétlime smysl definice 18.

Priklad 20 Urcete obsah kruhu o stfedu v bodé (0,0) a poloméru r > 0 podle
definice 18.
Reseni. Mdme tedy wrcéit u(M) pro

M = {(z,y) € R? : 2* + ¢* < r?}.

Zieyme
M C {(=r,r) x (—=r,r).

V definici 18 jsme definovali obsah mnoZiny M jako

// xum(x,y)dedy.
IxJ

Jaky je jeho geometricky vgznam? Po nakresleni grafu funkce xp; ndm to
je jasné (kreslete si obrdzek!!). Jde o objem wvdlce, jehoZ podstava je kruh o



poloméru r a viyska vdlce je rovna 1. Ze stiedoskolského vzorce pro objem vdlce
dostdvame

H(M):// xu(z,y)dedy = 7r? - 1 = 7r?,
IxJ

Vidime, Ze obsah kruhu podle definice 18 odpovidd obsahu kruhu tak, jak jsme

N oo

se ucili na stredni Skole. Vsimnéte si, Ze tato shodnost je zapricinéna prdvé
zvolenim charakteristické funkce x .

Mozna si ted fikate, pro¢ definujeme obsah rovinného obrazce tak sloZité,
vzdyt kazd4 mnoZina ma né&jaky obsah. To ovSem neni pravda. Podivejme se
na obsah mnoziny

M={(z,y) €Q?:0<z<1A0<y<1} CR%

Podivate-li se na piiklad 14, zjistime, ze k mnoziné M nejde podle definice 18
ur¢it obsah. Nakonec je tfeba poznamenat, Ze zptisobti mé&feni (obsahtl) mnoZin
je spousta. Viz napf. teorii Lebesgueovy miry.

Poznamka 21 Jak poznat méfitelnou mnozinu? D4 se dokazat, ze

e mnozina v R? jejiz hranice je tvofena kfivkou (tzn. obrazem kompaktniho
intervalu («, 8) spojitého zobrazeni R — R?) je méfitelna,

e sjednoceni a prinik kone¢ného pocétu méfitelnych mnozin je méritelna
mnozina, rozdil dvou méfitelnych mnozin je méfitelnd mnozina.

Nyni se podivejme na Riemanniv dvojny integral v plné obecnosti.

Definice 22 Necht f : R? — R je omezend na méritelné mnoziné M C R2.
Definujeme funkci

. _ ) f(zy) pro(z,y) € M,
F.y) = {O pro (z,y) & M.

Riemannovym dvojnym integrdlem funkce f pies mnoZinu M rozumime integrdl

/ F* (2, y) de dy
IxJ

kde M C I x J a znacime ho symbolem

//M f(z,y) dx dy.

Poznamka 23 Je asi jasné, Ze v definici 22 nezdvisi na vijbéru kompaktniho
intervalu I x J.

Méfitelnd mnozina M miZe byt pomérné komplikovana. My budeme v
nagich ptikladech integrovat jen pies tzv. elementérni oblasti (coZ jsou podle
poznamky 21 méfitelné mnoziny).



Definice 24 Elementdrni oblasti pruvniho druhu rozumime mnoZinu
{(z,y) eR*:a <z <bAg(x) <y < h(2)},
kde g, h : R — R jsou spojité na intervalu {(a,b), g(x) < h(xz) pro vSechna

x € (a,b).
Elementdrni oblasti druhého druhu rozumime mmnoZinu

{(z,y) eR*:c<y<dAgly) <z <h(y)},

kde g, h : R — R jsou spojité na intervalu {(c,d), g(y) < h(y) pro vsechna
y € {cd).

Poznamka 25 FElementdrni oblast proniho druhu M md obsah roven
b
p() = [ (hlz) = g(a)) da
a

a elementdrni oblast druhého druhu M md obsah roven

d
u(M) = / (h(y) — g(y)) dy.

4 Vlastnosti dvojného integralu

Dvojny integral ma stejné vlastnosti jako integral funkce jedné proménné. V

Vé&ta 26 Necht f, g maji na mévitelné mnozinég M C R? integrdl. Pak plati
e Proc, deR plati

//M cf (z,y) +dg(z,y) dedy = c//M f(x,y) d:cderd//M g(z,y) dz dy.

Funkce f - g md integrdl na M.

Je—li f < g na M, pak

/M f(z,y)daedy < //Mg(x,y) dz dy.

Funkce |f| md integrdl na M a plati

[ senasa) < [[ 1w miasa

Je-li o < f(x,y)daxdy < 8 pro viechna (v,y) € M, pak

ap(M) < //M f(z,y) dedy < Bu(M).



Véta 27 Jsou-li M, a My mé¥Fitelné mnoZiny, int My Nint My = 0 a f md
integrdl na My i Ms, pak f md integrdl na M = My U Ms a plati

//1\/If(x,l/)d9(,‘d:y=/M1 f(ﬂc,y)dacdy—l—/M2 f(z,y) dz dy.

Véta 28 (o stredni hodnoté) Necht f : R? — R je integrovatelnd na souvislé
uzavirené mnoziné D. Pak existuje ¢islo ¢ € (m, M), kde m = infp f, M =

supp f tak, Ze
][ sy = uo)

Je-li f na D spojitd, pak existuje bod (£,m) € D tak, Ze

/ /D f(w,y) dwdy = £(¢, n)u(D).

Véta 29 (postacujici podminka integrovatelnosti) Necht [ je spojitd na uzdveru
méritelné mnoziny M C R2. Pak f je integrovatelnd na M.

5 Metody vypoctu
V této kapitole se podivame na efektivni metody vypocétu dvojného integralu.

Nejprve si ukdzeme jak spocitat dvojny integral pfes interval a poté si ukdzeme,
jak pocitat dvojny integral pfes elementarni mnoziny prvniho a druhého druhu.

Vé&ta 30 (Fubiniova) Necht f : R? — R je integrovatelnd na intervalu I x J.
Ezistuje—li jeden z integrdli

d
filz) = / f(z,y)dy pro kazdé x € {(a,b),

b
foly) = / fa,y)dz pro kazdé y € (e, d),

pak existuje i druhy a plati

//<a,b>x<c,d> Jley)dedy = /ab filw)de = /cd f2(v) dy
(tzn.

//(Ww> f(a, y) dwdy = /:(/Cdf(z,y) dy) do = /Cd(/abﬂz,y)dx) dy

Poznamka 31 Je tfeba si uvédomit, ze

/abf(aay) da



je urcity integral, ktery zavisi na parametru y. To lze chapat jako funkci
proménné z (v tvrzeni Fubiniovy v&ty jsme ji oznacili symbolem f;), kterou
pak zintegrujeme pies interval (a,b). Fubiniova v&ta ¥ika, Ze tento vysledek je
roven pravé integralu funkce f pies interval {a,b) x (¢, d). K lepsimu pochopeni
Fubiniovy je dobré si uvédomit geometricky vyznam funkénich hodnot funkci f;

a jé.
Obecnéjsi varianta véty pro elementarni oblasti je nésledujici.

Véta 32 (Fubiniova) Necht f je integrovatelnd na mévitelné mnoziné M C re?.
(A) Necht M je elementdrni oblast 1. druhu, tj.

M={(z,y) eR*:a <z <bAg(z) <y < h(z)}

Ezistuje—li pro kazdé x € {(a,b) integrdl

h(z)
/ f(z,y)dy,
g(z)

/@ﬂawmw=LKL$Umm@)m

(B) Necht M je elementdrni oblast 2. druhu, tj.

pak plati

M= {(z,y) eR*:c <y <dNg(y) <z <h(y)}

Ezistuje-li pro kazdé y € (c,d) integrdl

pak plati

[@ﬂaww@=114$5@ww)w

5.1 Substituce v dvojném integralu

Nékdy muze byt mnoZina pies kterou integrujeme docela komplikovana. Sice
jde o elementarni oblast prvniho nebo druhého druhu, ale popis jeji hranice
miize byt pomérné slozity. Uvazujme tfeba mnozinu

M={(z,y) ER*:2>0Ay>0A1<2®+y? <4} (1)

(nakreslete si obrazek!). Pokud se rozhodneme k integraci s pouZzitim Fubiniho
véty, feSeni je komplikované na dvou mistech. Prvnim mistem je samotné pop-
séni hranice, a druhym je slozitéjsi integrovani. Abyste méli predstavu zkuste

vypocitat
// z?ydxdy
M



kde M je dana v (1). Regenim by mohla byt transformace na jednodussi oblast.
Napiiklad si v§imnéme, 7e mnozina M z (1) je obrazem intervalu (coZ je velmi
jednoduché mnozina pro integraci pomoci Fubiniovy véty)

(1,2) x (0, 7/2)

v zobrazeni ®(r, ) = (r cos @, rsin ) (jde o polarni soufadnice). Toto zobrazeni
jena (1,2) x (0,7/2) regularni — tento pojem si hned pfedstavime.

Definice 33 Rekneme, 7e zobrazeni ® : R2 — R? je tiidy ¢! [¢teme: ,tifdy cé
jedna“| na uzaviené mnoziné K C R?, ma-li spojité viechny parciélni derivace
na néjaké oteviené mnoziné G, ktera je nadmnozinou K.

Definice 34 Nechf D C R? je oteviend mnozina. Zobrazeni ® : R? — R2
nazveme regularni na D, jestlize

e d je prosté zobrazeni na D,
e ® je t¥idy ¢! na D,
e V®(z,y) je regularni matice pro vSechna (z,y) € D (nebo-li

det(VO(z,y)) #0 V(z,y) € D).
Piiklad 35 Dokazte, Ze zobrazeni

O(r, ) = (rcosp,rsiny)

je regularni zobrazeni na D = (1,2) x (0,7/2).
Reseni. Je tifeba ovérit vlastnosti regularniho zobrazeni.
ad (i) Zobrazeni ® je prosté na D: DokéZeme sporem. Uvazujme

(r,0), (r',¢") € D,
tak, ze
(P(r, (»0) = (I)(T/’ 90/)'

To znamena, 7e
rcose =r1'cosy’, rsing =r'sing’, (2)

pak
tgy' =tgyp

coz vzhledem k faktu, ze ¢, ¢’ € (0,7/2) a prostoté funkce tangens na tomto
intervalu znamena, ze ¢ = ¢’. Odtud a z (2) plyne, Ze také r = r'.

ad (ii) Z¥ejmé
0P _ (cosp o _ (—rsine
E(Tvcp)_ (SIHQD) a%(Ta(p>_ (TCOSQD)’

10



coZ jsou spojita zobrazeni na R2.
ad (iii) Plati

9o 00

=133
protoze r € (1,2).

cosp —rsing

IVe(r, ¢) sing rcosg

’:rcoszap—&—rsinzgo:r#o,

Poznamka 36 Dda se dokonce dokdzat, Ze zobrazeni

B(r, ) (r cos cp)

rsin ¢
je requldrni na kaZdém intervalu
(0,00) x (k,k + 2m),
kde k € R je libovolné (dokazte!).
Nyni zformulujeme vétu o substituci.

Véta 37 Necht zobrazeni ® = (&1, ®y) =: R2 — R? je reguldrni na mévitelné
oteviené mnoziné D C R%. Necht N C D je mé¥itelnd mnoZina, M = ®(N) a
funkce [ je omezend a spojitd na M. Pak

/M f(z,y)dady = //N F(@1(u,v), Po(u,v))|VO(u,v)| dudv.

Piiklad 38 Vypoctéte
// z?ydz dy,
M

kde M je dana v (2). Reseni. 7 prikladu 35 plyne, Ze vezmeme-li
O(r,p) = (rcosp,rsing), N =(1,2) x (0,7/2)

plati

® je na int(N) regularni a VO(r, ) = r. Z véty 37 tedy dostavame

// x2ydxdy:// 4 sin ¢ cos @ dr dp.
M N

Dale postupujeme podle Fubiniovy véty. Vysledek by mél byt (asi) 3, 1.

6 Nékteré aplikace dvojného integralu

6.1 Hmotnost tenké desky

Udava-li o(z,y) hustotu tenké (tzn. Z%e hustota je konstantni ve sméru osy z)
desky M C R? pak jeji celkova ,hmotnost” je rovna

h(M) = / /M o (2, y) dz dy

11



6.2 Vypocet obsahu plochy

Je dana plocha
{(z,y,2) eR*: (z,y) € M Az = f(z,y)}

kde M C R? je méfitelnd mnozina, f : R — R je definovdna na M, ma na M
spojité parcialni derivace prvniho fadu. Pak obsah plochy je roven

//M \/1 + <g£(x,y)>2 + (%(m,y))dedy.
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