Linearni harmonicky oscilator
e sila F' je piimo umérnd vychylce x a ma opa¢ny smér.

F=—kz (1)

potenciélni energie V(x) je ddna jako

e pouzijeme vztah
k= mw} (3)

potenciél dosadime do Schrédingerovy rovnice v ¢asové nezavislém tvaru (S2)

h2 d2 2
e 77Z) (2x> mwO x2w
2m  dzx 2

() = Ed(x) (4)

protoze min V' (z) = 0, rovnice bude mit jen feSeni s £ > 0

e pro x — oo plati V(z) — oo a vSechny feseni budou mit charakter vdzanych stavi

proto budeme v dalsim povazovat za fyzikalné prijatelné jen normovatelné feseni, které ziejmé musi
spliiovat podminku
lim ¢(z) =0 (5)

|x|—o00

zavedeme bezrozmérnou promeénnou

1

x h \2
§= I—O#L’o = (m_wo) (6)

dy () _dy(z(§)) _ dgda  dyd(af) dy(z)

dE A dzdé  dr de an (7)
d?y(g) _ () _ d [d@b(w(f))} _d [x dw(w)] S [dzb(w)] s)
de? de? de | de de |70 dx Yd¢ | da

=f(z)

T & ) =02 ©)

I, (421 _

® rovnice prejde na tvar

R mw0d2w(5)+mw§\ h
2m. R dg&2 2 Mg

EY(§) = EP(¢) (10)

e pievedeme levou stranu na pravou a rovnici vyndsobime ———
0




e oznacime (bezrozmérnd energie)

A= ;W—E (12)
e dostaneme )
e GRPYGRL (13)
e vytkneme v (§) )
T4 - euie -0 (14

e diferencidlni rovnice patif k typu, ktery se casto vyskytuje v tlohdch matematické fyziky
e jde o linedrni homogenni diferencidlni rovnici druhého fddu s proménnymi koeficienty.

e pro rovnice tohoto typu existuje postup feSeni, spoc¢ivajici v tom, Ze nejprve hledame tvar feSeni v
okoli singuldrnich bodu

e prozkoumdme feSeni rovnice ((14)) pro & — +oo

e budeme hledat tzv. asymptotické fesent

e pro velké & zanedbame A oproti €2

e rovnice prejde na tvar

d*p(¢)

G — (e =0 (15)

e jeji presné FeSeni vede na parabolické cylindrické funkceﬂ (Weberovy funkce) D, (z)

e asymptotickym feSenim rovnice je funkce

al€) = e (16)
e ovéfime to dosazenim
e prvni derivace asymptotického feseni bude
%5(5) = e 82 (17)
e druhd derivace asymptotického feseni bude
d221[)§2(5) (2 = 1) (18)
e urcime limitu pro £ = 400
gErinoo diqé(f) _ ,EE?OO 2612 = ) (19)

Lparabolic cylinder function



dosadime a a dostaneme

(€2 e i 2e-€2/2 5
{hrin (&% —1e £lnj‘[n L 0 (20)
: 2 —£2/2 : 2 —€2/2 _ 21
£1151 e éhgl &%e =0 (21)

rovnice je splnéna, takze je asymptotickym feSenim rovnice

presné feseni rovnice budeme hledat ve tvaru
42
Y(€) =v(§e ™ (R1)

dosadime (R1f) do a dostaneme

(e )

o =@ =0 (22)

po tdpravé dostaneme diferencidlni rovnici pro v(§)

d*v(§) dv(¢)
— 2 A—1 =0 23
T 2 0= ) (23)
feSeni budeme hledat v tvaru rozvoje
v(€) = a0+ mb+af® +az8 + .. =) anl" (24)
n=0
derivact dostaneme
d o
Vd(‘f) =a; +2a96 + 3az&* + ... = Z na, "t (25)
n=1
vztah vynasobime &
dostaneme
dv >
5% = a6+ a8+ a8+ =) nayg” (26)
n=0
druhéd derivace bude
du(€) _ S - N n
@ 1-2as+2-3asy +3-4agy” +--- = Zn(n —1)a,"* = Z(n +2)(n+ 1)an 26" (27)
n=2 n=0

dosadime , a do

> (4 2)(n+ Dangaf =2 na"+A—1)Y af" =0 (28)



vytkneme sumu
[ee]

[(n+2)(n+ 1)ans2 — 2na, + (A —1)a,] " =0 (29)

n

vytkneme a,,

M8

(n+2)(n+1)aps2s — (2n+1—N)a,| " =0 (30)

Il
o

n

aby rovnice platila pro vSechny hodnoty &, musi byt ¢len v hranatych zdvorkdch roven nule pro
vSechny n

musi tedy platit

m+2)(n+ Dapo = 2n+1— Na, (31)
dostaneme rekurentni vztah 5 L
ani2 = nto - Qp, (R‘Q)
(n+1)(n+2)
rovnice (R2)) umoziiuje najit koeficienty as, as, a4, ... pomoci ag a a;

ponévadz (23)) je diferencidlni rovnice druhého Fddu, méd jeji feSeni dvé libovolné konstanty, zde ag a
ax

pomoci ag dostaneme posloupnost koeficientti as, a4, ag, . . .

pomoci a; dostaneme posloupnost koeficientu as, as, ar, . ..



Energetické hladiny

nyni potfebujeme vysetfit chovani funkce
42
Y(€) = v(§e ™

pro & — oo
1 mize byt fyzikdlné pfipustnou vlnovou funkei, jen kdyz se bude blizit k nule pro & — oo

to bude platit, pokud
lim v(€) < lim e ¢/2

E—o0 E—o00

vypocteme pomér mezi za sebou nasledujicimi koeficienty obou rozvoju pro n — oo

podie (R2)
. an+2 . 2n + 1 — )\ 2
lim =1

rozvoj exponencidly je
x> a2
: (1 2) :
r0zvoj exp | 53 | je
1, T zt 5 > 1 . = .
e“%éx):1+§+2%m+2&m+””: D Tpcgf = 2 b
n=0,24,... 5)" n=0,2,4,...
pomér mezi sousednimi koeficienty bude
n/2 ﬁ)n n/2 <ﬁ)l
b2 _ 2 (2 ' _ 2 2/ _ 1 1
b ez (M2, Q-Tﬂ<ﬁ+4)<ﬁ)! 2<ﬁ+4) n+2
9 2 2 2
v limité b — oo tento pomér nabyva hodnoty
. bn+2 1
lim = —
n—oo by, n
. RV iy N . . 1,
koeficienty v mocninné fadé pro v(§) klesaji pomaleji neZ koeficienty v rozvoji exp 55

.~ _¢2 -, “s
to znamend, Ze v(&)e~¢/2 nevymizi pii € — oo
je proto nutné, aby v méla pouze koneény pocet ¢lent

z rekurentniho vztahu (R2) vidime, Ze je-li

AN=2k+1,k=01,2,...

(32)

(33)

(36)

(37)

(38)

(39)



pro néjaké k, pak
Ugy2 = Agyq = Ay = - =0 (40)

jak pozadujeme
fada (R2) pro v(§) muzZe patiit do jednoho ze dvou typu

1. ag # 0,a; = 0, k je piirozené a sudé V tomto p¥ipade v(§) je polynom stupné k, obsahujici jen
sudé mocniny &.

2. ag = 0,a; # 0,k je piirozené a liché , v(&) je opét polynom stupné k, ktery obsahuje jen liché
mocniny &.

vSimnéme si hodnot energie, které odpovidaji fyzikalné pfipustnym fesenim 1. a 2. typu.

v obou piipadech plati podminka (39))

po dosazeni do dostaneme pfipustné hodnoty energie pro linedrni harmonicky oscilator
Ek:hw(kJr%),k:O,l,Q,... (41)

energie harmonického oscilatoru je tedy kvantovana po ¢astech o velikosti Aw

energetické hladiny jsou zde ekvidistantni

vSimnéme si, ze pro n = 0 je

Ey = ~hw (42)

to je nejnizsi energie , jakou miize oscilator mit

tato hodnota se nazyva nulova energie

energie harmonického oscildtoru by se méla s teplotou klesajici k 0 K blizit k £ = Ej a nikoliv k
E=0



Vinové funkce

e vinové funkce piislusné k hodnotdm energie muZeme piimo zkonstruovat z rovnice (R1|) a z reku-

rentnich vztahu (R2))

e tyto TeSeni maji tvar

Ui (§) = NpHg(§)e <72 (43)

e kde H(€) jsou polynomy k-tého stupné, pii sudém k obsahuji Hy pouze sudé mocniny ¢ a pii lichém
k pouze liché mocniny.

e konstanta Ny v je uréend normovaci podminkou
[ oo =1 (44)

e napiiklad pro feseni odpovidajici zékladnimu stavu (k = 0) zvolme ag = 1
e je to TeSeni typu 1, tedy a; = 0 a z rekurentniho vztahu (R2|) potom dostaneme a; = 0 pro i > 2

e vinova funkce zdkladniho stavu ma tedy tvar
Yo(§) = Ce €72 (45)

e kde C normaliza¢ni konstanta.

e prvnimu excitovanému stavu (k = 1) odpovidd feseni typu 2, ap = 0,a; = 1 (napiiklad), a; = 0 pro
1 > 2 a dostaneme

0i(€) = Clee e (46)
e kde (' je opét normalizatni konstanta.

e je mozné ukdzat, Ze (pfi vhodné volbé normovéni) polynomy H (&) jsou totozné s Hermitovymi
polynomy, jejichZ vlastnosti jsou v matematice dobfe zndmé

e obecny tvar pro vlnovou funkci normovanou na jednicku je

1
0u(©) = (Z0) " (e (47)
o kde
£ =/ (48)

e v proménné x

mwo\i 1 mw mw
wk(x)=<ﬂ—f;) _2%!Hk< To.m)exp(—Q—ho.gﬂ)’ (49)



—_
«®
/N
N
N——
=

H;‘

pa

4] 7/ 8/6

(42 — 122° + 3)e v/

<

[}

s

I
A~ /—~ —~ —~ /N /—~ /N /N —~ —~
AL L2 A2 FL2 2 F[L2 2 J[2 3|2 F|L2 |

N—— N——— N—— N—— N—— N— N N— | N—— N——
= ENE = = |= PN = N = = =
—_
=
—~
<
S~—
ml
<
~
[}
/N
|2
N————
|~
—~
=~
<
[N}
)
S~—
ml
<
[ V]
~
[N}

5

1
2 1 1 2
Hi(y)e v"/? = (9> f (162" — 4827 1 12) - eV

(55)



(0% i 1 2 (0% i 1 2
_ et -y?/2 _ (2 . 5 3 Lo Y/2
bs(y) (W) e Holue (W> G (3247 — 1607 +1200) ¢ (67)
1
- (— (42 — 202% + 1520)e Y (68)
m/  24/15
Yoly) = (9)‘1‘ L Hy(y)e v/ = (9>3‘L (6425 — 4802* + 72022 — 120) - ¢ ¥*/2  (69)
W=7 Ve VY TR ey T ! ! ‘
04)‘11 1 6 4 2 —y2/2
- (- (825 — 602" + 9022 — 15)e" (70)
w/) 125
(0% % 1 _y2/2
i) = ()" ot (71)
(0] i 1 2
= (= - (12827 — 13442° 31 LeTY /2 2
(W) 5o/ (12807 = 13442° + 33602 — 1680z) - ¢ (72)
ayi 1 7 5 3 —y2/2
= (=) —=(8z" — 842" +2102° — 1 v/
(W) S (807 = 840% +2102° — 1052)e (73)
avi: 1 B
Ys(y) = (;)4\/28—81{8(9)6 v/2 (74)
1
1 1 2
_ (%) -~ \/%-(256x8—3584x6+13440x4—13440:62+1680)-e’y /2 (75)
(e i 1 2
= (= 162% — 2242° + 840x* — 8402 + 105)e™ /2
(W) T 28+ 84021 — 84022 + 105)e (76)
avi: 1 B
Yoly) = <%>4\/29_9|H9(y)e v/ (77)
1
1 1 2
— (%) BT (5122° — 921627 + 483842° — 806402° + 30240z) - e7¥ /2 (78)
(0] i 1 2
= (= 1627 — 28827 + 15122° — 25202° + 945x)e ¥ /2
(W) 160 — 28807 + 15120° — 25200° + 9450)e (79)
(0% i 1 )
Yio(y) = (;)4 \/210—10!1‘[10(9)6 v/ (80)
1
o
- (9) (10242 — 230402® + 16128025 — 4032002 + 30240022 — 30240(81)
7/ 230407
. €_y2/2 (82)
TS| :
— (3)4 (32210 — 7202° + 50402° — 12600z* + 945022 — 945)e ™Y /2 (83)
/) 720\/7

normovaci podminkou je konstanta N, uréensd aZ na fazovy faktor typu e®.
tento faktor nem4 fyzikdlni vyznam

vratme se nyni zpét k feSenim 3. typu

tato feSeni je tfeba zamitnout, protoze nespliiuji normovaci podminku.

pokud fada pro v(£) mé nekone¢ny pocet clent, tak v(£) — exp(£?) pro & — oo a funkce 1(€) uréend
rovnici se ziejmé nedd normovat



bez podrobného diikkazu uvedeme jen jednoduchy argument, ktery déla tvrzeni piijatelnym.

Tayloriiv rozvoj funkce exp(£?) je:

pro velké k plati

[e.9]

2/2 1 2\ k ool2k 1 k
es/ZZE(f) :Zﬂﬁ = Z W

k=0 k=0 k=0,sude

a to je stejny pomér, jaky maji pro velké k koeficienty rozvoje v(§) (viz. (R2)).
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Prabéhy vinovych funkci
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Ys

Y5

n=0

Y1

Wio

h=
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Hustoty pravdépodobnosti

n=0

h=

wol?

|2

lpol?

w3l

lwal?

lyel?

|ys|?

lw1ol?




Amplituda A

hranice —A a +A v grafech ukazuji hranice, v nichz by kmital klasicky oscildtor s toutéz energif

energie klasického oscildatoru

energie kvantového oscildtoru

obé energie se sobé rovnaji

1 1
émngZ = hwyg (k‘ + —)

1 1
E= 5]@42 = §mng2

1
Ek:th(k+§)

2

amplituda A, prislusnd ke kvantovému ¢islu k je

v bezrozmérnych jednotkach

Ao

Ay

Ay

As

2h <k:+ %)
A=\ ——=2

mwo

1
9 “) =1
<0+2)
1
2(H5):ﬂ+ =3 =1,73

1
2@+ﬁ:«%—=ﬁezm

1
2@+Q:«m-=ﬁiz%
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