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Vlnový systém s prostorovým útlumem
• kmitavý pohyb u vlnového systému obecně vykazuje ztráty (tepelné, viskózńı, vyzařováńım, aj.).

• p̊usobeńım brzdné śıly docháźı ke ztrátám energie, mluv́ıme o disipaci energie

• ve vlnové rovnici se objev́ı člen úměrný prvé časové derivaci

• tento člen odpov́ıdá brzdné śıle (podobně jako u kmitavého pohybu).

• vlnová rovnice s útlumem bude mı́t tvar
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• do této vlnové rovnice dosad́ıme postupnou vlnu (PV1). Po dosazeńı derivaćı dostaneme
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• dostaneme disperzńı relaci ve tvaru
c2k2 = ω2 + jΓω (4)

• vlnové č́ıslo k bude v tomto př́ıpadě komplexńı, budeme je předpokládat ve tvaru

k = k1 + jk2 (5)

• po dosazeńı do disperzńı relace a po odděleńı reálné a imaginárńı části dostaneme rovnice pro k1 a
k2

c2(k2
1 − k2

2) = ω2 a 2c2k1k2 = Γω

• po dosazeńı do (PV1) dostaneme

y = yme
j(kx − ωt) = yme

j[(k1+jk2)x−ωt] = yme
−k2xej(k1x−ωt)

Řešeńım je tedy v tomto př́ıpadě exponenciálně tlumená harmonická vlna.

Evanescentńı vlna

• Zvláštńı př́ıpad nastává, jestliže k1 = 0 , avšak k2 6= 0

• Mluv́ıme v tomto př́ıpadě o evanescentńı vlně.

• Vlna se sice nemůže š́ı̌rit, avšak amplituda je nenulová (prostorově zatlumená).

• Celý systém kmitá ve fázi, podobně jako ve stojaté vlně.

• Vlna se neš́ı̌ŕı prostřed́ım. Tento př́ıpad je v optice velmi významný např. u totálńıho odrazu světla.
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Rozděleńı disperzńıch děj̊u

• z (GR2) plyne, že pokud vf klesá s rostoućı frekvenćı, tj.
dvf
df

< 0, je vg < vf

• tento př́ıpad označujeme jako normálńı disperzi z (GR2) rovněž plyne, že pokud vf roste s rostoućı

frekvenćı, tj.
dvf
df

> 0, je vg > vf

• tento př́ıpad označujeme jako anomálńı disperzi

Normálńı disperze

• fázová rychlost vf klesá s rostoućı frekvenćı

• plat́ı tedy
dvf
dω

< 0

• fázová rychlost je větš́ı než grupová vf > vg

• např́ıklad: pohyb mořských vln
(
vg =

1

2
vf

)
Anomálńı disperze

• fázová rychlost vf roste s rostoućı frekvenćı

• plat́ı tedy
dvf
dω

> 0

• fázová rychlost je menš́ı než grupová vf < vg

• např́ıklad: pohyb kruh̊u na hladině kapaliny
(
vg =

3

2
vf

)
• skla s anomálńı disperźı se použ́ıvaj́ı v objektivech zejména digitálńıch zrcadlovek, znač́ı se AD
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Interference vln

• ř́ıkáme také skládáńı vln

• k interferenci docháźı při skládáńı koherentńıch vln

• výsledná vlna vzniká složeńım dvou nebo v́ıce vln

• neskládáme jen amplitudy vln, bereme v úvahu také jejich fázi

• pojem interference je jedńım ze základńıch pojmů nauky o vlněńı

• lze j́ım vysvětlit řadu jev̊u

– duhové barvy tenkých vrstev

– ześıleńı a zeslabeńı zvuku architektonickými úpravami vnitřńıch prostor

– přesné měřeńı délek interferometrem

Optická dráha vlny L

• vlna se š́ı̌ŕı N prostřed́ımi o indexech lomu ni

• v každém z těchto prostřed́ı uraźı vzdálenost `i (tzv. geometrická dráha )

• vlna procháźı M rozhrańımi mezi prostřed́ımi

• na každém z těchto rozhrańı dojde k fázovému posunu ∆φj

• celková optická dráha vlny L s uvážeńım změny fáze je pak dána jako

L =
N∑
i=1

ni `i +
M∑
j=1

∆φj (OD)

Změna fáze vlny na rozhrańı dvou prostřed́ı

• opticky hustš́ı prostřed́ı má větš́ı index lomu než opticky řidš́ı prostřed́ı

• při lomu na rozhrańı dvou prostřed́ı nedocháźı ke změně fáze

• při odrazu na opticky řidš́ım prostřed́ı se fáze neměńı

• při odrazu na opticky hustš́ım prostřed́ı se fáze měńı o
λ

2
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Interference dvou vln

• dvě vlny se š́ı̌ŕı po r̊uzných optických drahách L1 a L2

• optický dráhový rozd́ıl drah těchto dvou vln označ́ıme ∆L = L1 − L2

Konstruktivńı interference

• maximum intenzity nastane pro optický dráhový rozd́ıl rovný celoč́ıselnému násobku vlnových délek

∆L = mλ, m = 0,±1,±2,±3, ... (MXI)

• amplituda výsledné vlny je rovna součtu amplitud obou vln ym = ym1 + ym2

Destruktivńı interference

• minimum intenzity nastane pro optický dráhový rozd́ıl rovný lichému násobku polovin vlnových délek

∆L = (2m+ 1)
λ

2
, m = 0,±1,±2,±3, ... (MNI)

• amplituda výsledné vlny je rovna rozd́ılu amplitud obou vln ym = |ym1 − ym2 |

• např́ıklad když světlo dopadá kolmo na tenkou pr̊uhlednou vrstvu o tloušťce h, vlny odražené od
předńı a zadńı plochy interferuj́ı, dráhový rozd́ıl je roven ∆L = 2h
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Př́ıklad konstruktivńı interference
• Povrch kř́ıdel motýl̊u z rodu Morpho je na prvńı pohled nádherně modrozelený.

• Pokud změńıme směr pozorováńı, nebo pokud se kř́ıdlo pohybuje, odst́ın zabarveńı se měńı .

• Vypadá to, že kř́ıdlo je barevně proměnné a modrozelené zbarveńı skrývá pravou matně hnědou
barvu, kterou vid́ıme na spodńı ploše kř́ıdla.

• Duhové zbarveńı povrchu kř́ıdel motýl̊u z rodu Morpho je d̊usledkem konstruktivńı interference
světla, odraženého na tenkých terasovitě uspořádaných stupńıch pr̊usvitných kutikul (buněčných
bran na povrchu kř́ıdel).

• Ty jsou rovnoběžné s povrchem kř́ıdel a rozšǐruj́ı se směrem dol̊u ze středové části, kolmé ke kř́ıdlu.

• Řez středovou část́ı a terasovitými stupni ukazuje sńımek z elektronového mikroskopu.
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• Stupně maj́ı index lomu n = 1, 53 a tloušťku ht = 63, 5 nm.

• Jsou odděleny vzduchovou mezerou o tloušťce ha = 127 nm.

• Světlo na ně dopadá kolmo.

• Pro přehlednost je v obrázku použit šikmý chod př́ıslušných paprsk̊u.

• Vypočteme, pro jakou vlnovou délku viditelného světla vzniká při odrazu interferenčńı maximum.

• Uvažujme paprsky r1, r2 a r3 , u kterých docháźı k odrazu v bodech A,B a C

• Vyjádř́ıme si optické dráhy jednotlivých vln:

• Pro vlnu r1 máme optickou dráhu L1 = `1 + ∆φ1 = 0 +
λ

2
=
λ

2

• Pro vlnu r2 máme optickou dráhu L2 = n`2 + ∆φ2 = 2nht + 0 = 2nht

• Pro vlnu r3 máme optickou dráhu L3 = n`2 + `3 + ∆φ3 = 2nht + 2ha +
λ

2

• konstruktivńı interference pro vlny r1 a r2 nastane podle (MXI) pro optický dráhový rozd́ıl rovný
celoč́ıselnému násobku vlnových délek

L2 − L1 = mλ

• Po dosazeńı dostaneme
2nht −

λ

2
= mλ⇒ λ =

2htn

m+
1

2

• Nejvyšš́ı hodnoty vlnové délky źıskáme pro m = 0 :

λ =
2 · 63, 5 nm · 1, 53

0 +
1

2

= 388 nm

• Tato vlnová délka lež́ı v ultrafialové oblasti
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• Pro větš́ı m dostaneme ještě menš́ı vlnové délky, které lež́ı ještě hlouběji v ultrafialovém pásmu.

• Paprsky r1 a r2 tedy nevytvářej́ı jasné modrozelené zbarveńı motýla.

• konstruktivńı interference pro vlny r1 a r3 nastane podle (MXI) pro optický dráhový rozd́ıl rovný
celoč́ıselnému násobku vlnových délek

L3 − L1 = mλ

• Po dosazeńı za L3 a L1 dostaneme

2nht + 2ha +
λ

2
− λ

2
= mλ⇒ λ =

2htn+ 2ha
m

• Nejvyšš́ı hodnoty vlnové délky źıskáme pro m = 1 :

λ =
2 . 63, 5 nm . 1, 53 + 2 . 127 nm

1
= 448 nm

• Tato vlnová délka odpov́ıdá jasně modrozelenému zbarveńı horńıho povrchu kř́ıdla motýla Morpho.

• Pokud světlo nedopadá přesně kolmo k rozhrańı terasovitého stupně, ale poněkud šikmo, změńı se
dráhy vln a t́ım i poloha interferenčńıho maxima.

• Dı́váme-li se tedy na kř́ıdlo, které se pohybuje, pak se stále nepatrně měńı vlnové délky, pro které je
kř́ıdlo nejjasněǰśı.

• To zp̊usobuje duhový lesk povrchu kř́ıdla.
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Difrakce
• Difrakci vln rovněž označujeme jako ohyb vln

• Difrakćı vln rozumı́me jev spoč́ıvaj́ıćı v pronikáńı vlněńı do oblasti geometrického st́ınu

• Difrakce vzniká při pr̊uchodu vlněńı

– otvorem zp̊usobuj́ıćım narušeńı vlněńı

– kolem překážky zp̊usobuj́ıćı narušeńı vlněńı

• Difrakci vykazuj́ı vlny všech typ̊u , nejenom světelné vlny

• Na obrázku vid́ıme difrakci vodńıch vln, š́ı̌ŕıćıch se na vodńı hladině v mělké nádobě

• Přesná teorie ohybu vycháźı z řešeńı Maxwellových rovnic s použit́ım okrajových podmı́nek, které
charakterizuj́ı tvar a vlastnosti předmětu, na němž ohyb nastává.

• Matematické obt́ıže tohoto př́ıstupu jsou ohromné a řešeńı je možné jen v nejjednodušš́ıch př́ıpadech

• Difrakčńı integrály bývaj́ı většinou odvozovány z Huygensova-Fresnelova principu.

Př́ıklad difrakce

• S př́ıkladem difrakce se setkáme, pohlédneme-li na jasně modrou oblohu .

• Uvid́ıme jemné skvrny a vláknité struktury vznášej́ıćı se v zorném poli.

• Tyto vznášej́ıćı se struktury vznikaj́ı t́ım, že světlo mı́j́ı okraje velmi malých kousk̊u sklivcového
moku (pr̊uhledný materiál vyplňuj́ıćı převážnou část očńı bulvy).

• Tyto kousky se odlomily a vznášej́ı se ve vodńı vrstvě těsně před śıtnićı (detekuje světlo).

• Difrakčńı obrazec na jednom z těchto vznášej́ıćıch se kousk̊u onou vznášej́ıćı se strukturou máte v
zorném poli.

• Dı́váme-li se špendĺıkovou d́ırkou v nepr̊uhledném st́ıńıtku, takže světlo vstupuj́ıćı do vašeho oka
je přibližně rovinnou vlnou, je možné, že budeme schopni v difrakčńım obrazci rozlǐsit jednotlivá
minima a maxima.
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Huygensova vlnová teorie

• prvńım, kdo předložil přesvědčivou vlnovou teorii světla byl holandský fyzik Christian Huygens v
roce 1678

• jeho teorie neńı tak rozsáhlá jako pozděǰśı Maxwellova elektromagnetická teorie světla, je matema-
ticky jednodušš́ı a dodnes se použ́ıvá

• Huygensova vlnová teorie je založena na geometrické konstrukci , která dovoluje stanovit, kde se
bude nalézat vlnoplocha v libovolném pozděǰśım okamžiku, jestliže známe jej́ı současnou polohu

• Tato konstrukce vyplývá z tzv. Huygensova principu , což je ekvivalentńı název pro Huygensovu
konstrukci

• Christiaan Huygens je jedńım ze zakladatel̊u vlnové optiky.

• Nebyl však prvńı, kdo považoval světlo za nějaký druh vlněńı.

• Že se světlo alespoň někdy projevuje jako vlněńı, vyjádřil již F. M. Grimaldi a také Jan Marcus
Marci (má pomńık u Staroměstského náměst́ı) .

• Huygens byl prvńı, kdo na základě vlnové představy kvantitativně vysvětlil š́ı̌reńı světla ve volném
prostoru, odraz, lom a dvojlom.

Huygens̊uv princip

1. všechny body na vlnoploše se chovaj́ı jako bodové zdroje sekundárńıch kulových vlnoploch

2. vlnoplocha v okamžiku t+ ∆t je obálkou sekundárńıch kulových vln , které vyšly z bodu vlnoplochy
v předcházej́ıćım okamžiku t .
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Fresnelova vlnová teorie

• Představa vyjádřená prvńım tvrzeńım Huygensova principu je správná.

• Toto tvrzeńı již před Huygensem vyslovil český lékař a fyzik Jan Marcus Marci

• Naproti tomu druhé tvrzeńı je zřejmě nesprávné, neboť odporuje skutečnostem pozorovaným v in-
terferenčńıch a difrakčńıch jevech.

• Fresnel proto zpřesnil druhé tvrzeńı Huygensova principu

• Při použ́ıt́ı Huygensova-Fresnelova principu je nutné při konstrukci nové vlnoplochy brát v úvahu
jak amplitudu, tak i fázi sekundárńıch vln.

• Výsledný obraz je dán konstruktivńı a destruktivńı interferenćı sekundárńıch vln.

• Pomoćı Huygensova-Fresnelova principu je možné vysvětlit difrakčńı jevy

Huygens̊uv-Fresnel̊uv princip

1. všechny body na vlnoploše se chovaj́ı jako bodové zdroje sekundárńıch kulových vlnoploch

2. vlnoplocha v okamžiku t + ∆t vznikne interferenćı sekundárńıch kulových vln , které vyšly z bodu
vlnoplochy v předcházej́ıćım okamžiku t .
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Matematické vyjádřeńı Huygens-Fresnelova principu

• Amplituda vlny ψ(x, y, z) je dána jako

ψ(x, y, z) = − ik
2π

x

(S0)

ψ0(M)
exp(iks)

s
cosϕdS 0 (HFP)

• Tento integrál se nazývá Fresnel̊uv-Kirchhoff̊uv difrakčńı integrál

• Vlna v bodě P je dána součtem sekundárńıch vln vycházej́ıćıch z bod̊u plochy S0 .

s je vzdálenost bodu P od bodu M

exp(iks)

s
je divergentńı kulová vlna vycházej́ıćı z boduM . Ř́ıkáme j́ı též primárńı rozruch. Amplituda

sekundárńıch vln je úměrná primárńımu rozruchu.

− ik
2π

=
k

2π
exp

(
−iπ

2

)
je faktor, který vyjadřuje skutečnost, že sekundárńı vlny maj́ı amplitudu

nepř́ımo úměrnou vlnové délce a že jejich fáze předb́ıhá o čtvrt periody fázi primárńıho rozruchu
(nebo se za ńı o tři čtvrtiny periody opožďuje).

Proto se faktoru −i = exp
(
−iπ

2

)
někdy v této souvislosti ř́ıká Fresnel̊uv fázový předstih

Mezivýpočet:

exp
(
−iπ

2

)
= cos

(
−π

2

)
+ i sin

(
−π

2

)
= 0 + i · (−1) = −i

• Za obor integrace S0 bereme část roviny odpov́ıdaj́ıćı propustným částem difrakčńıho st́ıńıtka

• Tuto rovinu voĺıme za souřadnicovou rovinu z = 0 .

Výpočet Fresnelova-Kirchhoffova integrálu

• Pomoćı tohoto integrálu se nedá téměř nic analyticky vypoč́ıtat.

• Použijeme-li ho totiž bez zjednodušeńı integrandu k výpočtu konkrétńıch difrakčńıch jev̊u, shledáme,
že integrace nelze provést nebo že př́ıslušný integrál neexistuje .

• Proto se dělaj́ı r̊uzné aproximativńı úpravy integrandu.

• Jednou z mála výjimek, kdy integrál lze analyticky vypoč́ıtat, je nerušené š́ı̌reńı rovinné vlny

• Tento výpočet v náznaku ukáže pot́ıže, s nimiž se při analytických výpočtech integrálu (HFP)

setkáváme a ozřejmı́ se d̊uvod, proc muśı být v amplitudě sekundárńıch vln člen − ik
2π
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Matematické vyjádřeńı Fresnelovy difrakce

• poṕı̌seme š́ı̌reńı sférické vlny, která vzniká v apertuře a š́ı̌ŕı se podél osy z .

• V integrálu (HFP) polož́ıme
ϕ = 0, tj. cosϕ = 1 (1)

• Dále vyjádř́ıme kulovou vlnu pomoćı jej́ı Fresnelovy paraxiálńı aproximace .

• Vzdálenost s

s = rPM =
√

(x− xM)2 + (y − yM)2 + z2 = z

√
1 +

(x− xM)2 + (y − yM)2

z2
(2)

• Souřadnice bod̊u v bĺızkém okoĺı osy z splňuj́ı podmı́nku

(x− xM)2 + (y − yM)2

z2
= ε� 1 (3)

• Vztah (2) rozvineme pomoćı Taylorova rozvoje funkce
√

1 + a pro malé a
√

1 + a
.
= 1 +

a

2
+ o

(
a2
)

(4)

• Člen s můžeme s velkou přesnost́ı aproximovat vztahem

s
.
= z

(
1 +

(x− xM)2 + (y − yM)2

2z2

)
= z +

(x− xM)2

2z
+

(y − yM)2

2z
(5)

• Tento vztah vyjadřuje parabolickou aproximaci (parabolic approximation).

• Nyńı zjednoduš́ıme člen
exp(iks)

s
v (HFP)

• V čitateli použijeme rozvoj (5), ve jmenovateli polož́ıme

s = z (6)

• Dostaneme

exp(iks)

s
.
=

1

z
exp

{
ik

[
z +

(x− xM)2

2z
+

(y − yM)2

2z

]}
=
eikz

z
exp

{
ik

2z

[
(x− xM)2 + (y − yM)2

]}
(7)

• Nyńı dosad́ıme (7) do (HFP).

• Tak dostaneme Fresel̊uv difrakčńı integrál , označovaný také jako Fresnelova aproximace

ψ(x, y, z) = − ik
2π

eikz

z

∞x

−∞

ψ0(xM , yM , 0) exp

{
ik

2z

[
(x− xM)2 + (y − yM)2

]}
dxMdyM (DI1)

kde ψ0(xM , yM , 0) = 0 v bodech nepropustné části st́ıńıtka.



7

• analytické řešeńı neńı jednoduché

• většinou vede na speciálńı funkce (Fresnelovy integrály, Besselovy funkce, Lommelovy funkce).

• Také numerické výpočty difrakčńıho integrálu (DI1) nebývaj́ı jednoduché, neboť integrand je rychle
osciluj́ıćı funkćı polohy bodu M(xM , yM) v rovině difrakčńıho st́ıńıtka.

• Ukážeme, jak difrakčńı integrál (DI1) vyjádřit pomoćı Fourierovy transformace

• Rozeṕı̌seme
(x− xM)2 = x2 − 2xxM + x2M (8)

(y − yM)2 = y2 − 2yyM + y2M (9)

• Pomoćı (8) a (9) rozeṕı̌seme exponenciálu v (DI1)

exp

{
ik

2z

[
(x− xM)2 + (y − yM)2

]}
= exp

{
ik

2z

[
x2 − 2xxM + x2M + y2 − 2yyM + y2M

]}
= exp

{
ik

2z

[
x2 + y2

]}
exp

{
ik

2z

[
x2M + y2M

]}{
− ik

A2z
[A2xxM + A2yyM ]

}
(10)

• Po dosazeńı (10) do (DI1) dostaneme

ψ(x, y, z) = − ik
2π

eikz

z
exp

{
ik

2z
(x2 + y2)

}
×

×
∞x

−∞

ψ0(xM , yM , 0) exp

{
ik

2z
(x2M + y2M)

}
exp

{
− ik

z
(xxM + yyM)

}
dxMdyM

(DI2)

• Vlnová funkce charakterizuj́ıćı Fresnelovu difrakci je tak vyjádřena Fourierovou transformaćı součinu

vlnové funkce ψ0 v rovině difrakčńıho st́ıńıtka a členu exp

{
jk

2z
(x2M + y2M)

}
.

• K výpočtu Fresnelovy difrakce tak lze využ́ıt metod vypracovaných pro Fourierovu transformaci .

• Všimněme si, že před integrálem je Fresnelova aproximace kulové vlny vycházej́ıćı z počátku

exp(iks0)

s0

.
=

exp(ikz )

z
exp

{
ik

2z
[x2 + y2]

}
(11)
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Matematické vyjádřeńı Fraunhoferovy difrakce

• poṕı̌seme př́ıpad ohybu rovinných vln

• ve skalárńı difrakčńı teorii je Fraunhoferova difrakce aproximaćı Fresnelova difrakčńıho integrálu pro
vzdálené pole
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Postup 2

• Ukážeme si nepř́ılǐs elegantńı ale v literatuře velmi rozš́ı̌rené odvozeńı Fraunhoferova difrakčńıho
integrálu

• V tomto př́ıpadě aproximujeme kulovou vlnu v (HFP) poněkud jiným zp̊usobem, než Fresnelovou
parabolickou aproximaćı.

• Rozvineme vzdálenost s do řady v integračńıch proměnných xM a yM

s =
√

(x− xM)2 + (y − yM)2 + z2 (1)

=
√
x2 − 2xxM + x2M + y2 − 2yyM + y2M + z2 (2)

=
√
x2 + y2 + z2 − 2(xxM + yyM) + x2M + y2M (3)

=
√
s20 − 2(xxM + yyM) + x2M + y2M (4)

=s0

√
1− 2

xxM + yyM
s20

+
x2M + y2M

s20
(5)

• Vztah (5) rozvineme pomoćı Taylorova rozvoje funkce
√

1 + a pro malé a
√

1 + a
.
= 1 +

a

2
+ o

(
a2
)

(6)

• Dostaneme

s
.
=s0

(
1− A2

xxM + yyM

A2s20
+
x2M + y2M

2s20

)
(7)

=s0 −
1

s0
(xxM + yyM) +

1

2s0
(x2M + y2M) (8)

• Zanedbáme členy s vyšš́ımi mocninami xM a yM .

• Toto přibĺıžeńı je možné použ́ıt, pokud ψ0(xM , yM , 0) má nenulové hodnoty jen v okoĺı počátku,
konkrétně ∣∣∣∣k(x2M + y2M)

2s0

∣∣∣∣
max

� 2π, tj.
∣∣∣∣√x2M + y2M

∣∣∣∣
max

�
√

2λs0 (9)

• Po tomto zanedbáńı dostaneme
s = s0 −

x

s0
xM −

y

s0
yM (10)

• Nyńı zjednoduš́ıme člen
exp(iks)

s
v (HFP)

• V čitateli použijeme rozvoj (10), ve jmenovateli polož́ıme

s = z (11)

• Dostaneme

exp(iks)

s
.
=

1

z
exp

[
ik
(
s0 −

x

z
xM −

y

z
yM

)]
=

exp(iks0)

z
exp

[
−ik

(x
z
xM +

y

z
yM

)]
(12)
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• Nyńı dosad́ıme (12) do Fresnelova-Kirchhoffova difrakčńıho integrálu (HFP):

ψ(x, y, z) = − ik

2π

exp(iks0)

z

x

(S0)

ψ0(xM , yM , 0) exp

[
−ik
z

(xxM + yyM)

]
dxMdyM (13)

• Pokud je splněna podmı́nka (9), bude člen před integrálem (13) konstantńı

− ik

2π

exp(iks0)

z
= C (14)

• S využit́ım (14) vyjádř́ıme difrakčńı integrál (13) jako

ψ(x, y, z) = C

+∞x

−∞

ψ0(xM , yM , 0) exp

[
−ik
z

(xxM + yyM)

]
dxMdyM (DI3)

• Funkce ψ(x, y, z) v (DI3) popisuje rovinnou vlnu vzniklou difrakćı.

• K osvětleńı použijeme kolmo dopadaj́ıćı rovinnou vlnu

• Pro ni plat́ı ψ(xM , yM , 0) = t(xM , yM)

t(xM , yM) je aperturńı funkce

t(xM , yM) = 1 v mı́stě, kde je otvor

t(xM , yM) = 0 všude jinde

• Po dosazeńı do (DI3) dostaneme Fraunhofer̊uv difrakčńı integrál ve tvaru

ψ(x, y, z) = C

∞x

−∞

t(xM , yM) exp

{
− ik

z
(xxM + yyM)

}
dxMdyM (DI4)

• Tento integrál př́ımo odpov́ıdá dvourozměrné Fourierově transformaci aperturńı funkce

• To umožňuje použ́ıt k výpočtu Fraunhoferovy difrakce aparát Fourierových transformaćı

• Často proto mluv́ıme proto o Fourierovské optice

• Fourierova transformace je obsažena v mnoha rozš́ı̌rených softwarových baĺıćıch (Mathematica,
MATLAB, Maple, . . . )
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Fresnelovo č́ıslo F

• je pojmenováno podle vojenského inženýra Augustina-Jean Fresnela

• je to bezrozměrné č́ıslo , které se vyskytuje v optice, zejména v teorii difrakce

• pro vlnu, které procháźı aperturou a pak dopadá na st́ıńıtko je definováno jako

F =
a2

Lλ

kde

a je charakteristický rozměr (např. pr̊uměr) apertury

L je vzdálenost st́ıńıtka a apertury

λ je vlnová délka dopadaj́ıćı vlny

Podle hodnoty Fresnelova č́ısla rozlǐsujeme v teorii difrakce tyto př́ıpady:

1. F < 1 . . . nastává Fraunhorefova difrakce ve vzdáleném poli

2. F ≈ 1 . . . vyžaduje přesněǰśı analýzu

3. F ≥ 1 . . . nastává Fresnelova difrakce v bĺızkém poli

4. F � 1 . . . plat́ı geometrická optika, k žádné difrakci nedocháźı
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Fresnel̊uv ohyb

• také Fresnelova difrakce

• nastává v bĺızkém poli (Fresnelova oblast) pro F ≥ 1

• Př́ıpad Fresnelova ohybu nastává, jestliže v rovině překážky nelze zanedbat zakřiveńı vlnoploch
dopadaj́ıćıho světelného svazku.

• difrakčńı obrazec se do jisté mı́ry podobá geometrickému st́ınu apertury

• velikost difrakčńıho obrazce je srovnatelná se rozměry apertury

• matematická obt́ıžnost popisu je hodně vysoká, výrazně větš́ı, než u Fraunhoferova ohybu

• technické využit́ı Fresnelova ohybu je malé , výrazně menš́ı, než ohybu Fraunhoferova.

• Fresnelova difrakce se využ́ıvá např. u atomarńıho zrcadla (atomic mirror)

• zař́ızeńı, které odráž́ı neutrálńı atomy podobným zp̊usobem, jakým optická mř́ıžka odráž́ı viditelné
světlo

• atomárńı zrcadlo může být vytvořeno pomoćı elektrického nebo magnetckého pole nebo jednoduše
pomoćı křemı́kové destičky (wafer)

Fraunhofer̊uv ohyb

• také Fraunhoferova difrakce

• nastává ve vzdáleném poli (Fraunhoferova oblast) pro F < 1

• difrakčńı obrazy jsou výrazné se zřetelnými projevy jak konstruktivńı, tak destruktivńı interference.

• Fraunhoferovy ohybové jevy nastávaj́ı tehdy, je-li vlna rovinná

• difrakčńı obrazec je výrazně větš́ı než rozměry apertury

• matematická obt́ıžnost popisu je výrazně nižš́ı než u Fresnelovy difrakce

• technické využit́ı Fraunhoferovy difrakce je značné
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Př́ıklad Vypoč́ıtejte pr̊uběh amplitudy vlny prošlé obdélńıkovým otvorem v jinak nepr̊uhledné rovinné
desce. Obdélńıkový otvor má rozměry a × b , kde a =0,25 mm, b =0,1 mm. Obraz sledujeme na st́ıńıtku
ve vzdálenosti z =1 m, vlnová délka je λ =600 nm. Dopadaj́ıćı vlna je rovinná.

Řešeńı: Nejprve rozhodneme, zda se jedná o Fresnelovu difrakci v bĺızkém poli nebo Fraunhofer̊uv ohyb
ve vzdáleném poli. K tomu použijeme Fresnelovo č́ıslo F . To je v tomto př́ıpadě rovno

F =
a2

zλ
=

(0, 25 · 10−3)2

600 · 10−9
= 0, 1

Jedná se tedy o Fraunhoferovu difrakci ve vzdáleném poli.
Obdélńıkový otvor ve st́ıńıtku poṕı̌seme pomoćı aperturńı funkce

t(xM , yM) = 1 pro |xM | ≤
a

2
, |yM | ≤

b

2

t(xM , yM) = 0 pro |xM | >
a

2
, |yM | >

b

2

aperturńı funkce je rovna jedné v mı́stě kde je otvor, jinde je rovná nule.
Aperturńı funkci dosad́ıme do Fraunhoferova difrakčńıho integrálu pro kolmo dopadaj́ıćı rovinnou vlnu

ψ(x, y, z) = C

∞x

−∞

t(xM , yM) exp

{
− ik

z
(xxM + yyM)

}
dxMdyM

tak dostaneme

ψ(x, y, z) = C

b
2∫

− b
2


a
2∫

−a
2

exp

{
−ik
z

(xxM + yyM)

}
dxM

 dyM

Dvojný integrál rozeṕı̌seme jakou součin dvou jednoduchých integrál̊u

ψ(x, y, z) = C


b
2∫

− b
2

exp

{
− ik

z
(yyM)

}
dyM




a
2∫

−a
2

exp

{
− ik

z
(xxM)

}
dxM


Nejprve vyjádř́ıme jednoduchý integrál. Ten je obecně roven

I =

β∫
α

exp

{
− ik

z
(xxM)

}
dxM = − iz

kx

(
e−

iαk
z
x − e−

iβk
z
x
)

pro symetrický interval
〈
−a

2
,
a

2

〉
je integrál roven

I = − iz
kx

(
e
iak
2z
x − e−

iak
2z
x
)

= −i · iz
ikx

(
e
iak
2z
x − e−

iak
2z
x
)

=
z

ikx

(
e
iak
2z
x − e−

iak
2z
x
)

nyńı výraz uprav́ıme pomoćı komplexńıho vyjádřeńı funkce sinus

sinϕ =
eiϕ − e−iϕ

2i
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na tvar

I =
2z

kx
sin

(
kxa

2z

)
Součin integrál̊u je pak roven

ψ(x, y, z) = C
4z2

k2xy
sin

(
kxa

2z

)
sin

(
kyb

2z

)
= Cab

sin

(
kxa

2z

)
kxa

2z

.

sin

(
kyb

2z

)
kyb

2z

konstantu C urč́ıme pomoćı intenzity bodě [0,0,z] jako

I(0, 0, z) = |ψ(0, 0, z)|2 = Cab⇒ C =
I(0, 0, z)

ab

Jiný postup výpočtu (Fourierovská optika)

• Stejný výsledek pro amplitudu rozptýlené vlny dostaneme také jako Fourierovu transformaci aper-
turńı funkce t .

• Tu lze snadno spoč́ıtat např́ıklad pomoćı programu Mathematica

(* aperturnı́ funkce obdélnı́kového otvoru *)

fx= Piecewise[{{0, xm < -a/2}, {1, (xm >=-a/2) && (xm <= a/2)}, {0, xm > a/2}}];

fy= Piecewise[{{0, ym < -b/2}, {1, (ym >=-b/2) && (ym <= b/2)}, {0, ym> b/2}}];

(* Fourierova transformace aperturnı́ funkce *)

fo= FourierTransform[fx*fy, {xm, ym}, {(k x)/z, (k y)/z},
FourierParameters -> {1, 1}];

FullSimplify[fo, {a > 0, b > 0}]

výsledek:

4z2 sin

[
akx

2z

]
sin

[
bky

2z

]
k2xy
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Fraunhoferova difrakce na obdélńıkovém otvoru

Fraunhoferova difrakce na kruhovém otvoru
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