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9 Taylorovy a Laurentovy řady

9.1 Definice (mocninná řada).

Necht’ z0, a0, a1, a2, . . . jsou konečná komplexńı č́ısla. Funkčńı řadu

∞∑
n=0

an(z − z0)n = a0 + a1(z − z0) + a2(z − z0)2 + . . .

nazýváme mocninnou řadou v komplexńım oboru. Č́ıslo z0 je střed mocninné řady a č́ısla a0, a1, a2, . . .
jsou koeficienty mocninné řady.

Poznámka.

Pro mocninné řady v komplexńım oboru plat́ı analogická tvrzeńı jako pro reálné mocninné řady.

Necht’
∞∑
n=0

an(z − z0)n je mocninná řada. Potom plat́ı:

i) Mocninná řada konverguje absolutně pro všechny z lež́ıćı uvnitř kruhu |z − z0| < R a
diverguje vně tohoto kruhu, tj. pro |z − z0| > R. Pro poloměr konvergence R dané řady
plat́ı

R =
1

lim sup
n→∞

n
√
|an|

.

Speciálně může býtR = 0 aR = +∞. Poloměr konvergence lze určit také podle následuj́ıćıch
vztah̊u (pokud limity existuj́ı)

R =
1

lim
n→∞

n
√
|an|

, R = lim
n→∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ .
ii) Pro body z na kružnici |z − z0| = R nelze obecně o konvergenci mocninné řady nic ř́ıci.

iii) Mocninná řada konverguje stejnoměrně v libovolném uzavřeném kruhu |z − z0| ≤ r < R.

iv) Mocninnou řadu lze uvnitř kruhu konvergence derivovat (resp. integrovat) libovolněkrát.

9.2 Věta.

Řady
∞∑
n=0

an(z−z0)n,
∞∑
n=0

nan(z−z0)n−1,
∞∑
n=0

an
n+1(z−z0)n+1 maj́ı stejný poloměr konvergence.

9.3 Věta.

Součet mocninné řady je holomorfńı v kruhu konvergence, má tam derivace všech řád̊u, které jsou
rovny součt̊um řad z derivaćı člen̊u dané řady.
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9.4 Věta (Taylorova věta).

Necht’ f : C→ C je holomorfńı funkce v bodě z0 ∈ C.
Potom existuje kruh K(z0, R) = {z ∈ C : |z − z0| < R} takový, že pro z ∈ K(z0, R) plat́ı

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)n,

kde koeficienty mocninné řady jsou dány vztahem

an =
f (n)(z0)
n!

=
1

2πi

∫
ϕ(z0,r)

f(z)
(z − z0)n+1

dz,

kde ϕ(z0, r) je libovolná kladně orientovaná kružnice se středem z0 a poloměrem 0 < r < R.

Poznámka.

1. Funkce f je holomorfńı v C právě tehdy, když R =∞.

2. Funkce f je holomorfńı v bodě z0 ∈ C právě tehdy, když lze f vyjádřit v okoĺı U(z0) jako
součet konvergentńı mocninné řady. Hranice konvergence procháźı bodem, kde funkce f
neńı holomorfńı, a tento bod je nejbĺıže bodu z0.

3. Funkce f : w = Ln(z) je holomorfńı v C− {z ∈ C : Im z = 0, Re z ≤ 0}.
Zvolme z0 = 1. Pro n ∈ N plat́ı

f (n)(z) = (−1)n−1 (n− 1)!
zn

,

a tedy

an =
f (n)(1)
n!

=
(−1)n−1

n
.

Pro rozvoj funkce f dostáváme

Ln(z) =
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
(z − 1)n, z ∈ U(1, 1) = {z ∈ C : |z − 1| < 1} .

Poznámka (metody určováńı Taylorova rozvoje pro holomorfńı funkci).

1. Př́ımým výpočtem koeficient̊u an podle vztah̊u an = f (n)(z0)
n! = 1

2πi

∫
ϕ(z0,r)

f(z)
(z−z0)n+1 dz.

2. Využit́ım vztahu pro součet geometrické řady
∞∑
n=0

qn = 1
1−q pokud |q| < 1.

3. Využit́ı známých Taylorových rozvoj̊u.

4. Derivováńım a integrováńım známých Taylorových rozvoj̊u.
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9.5 Definice (Laurentova řada).

Necht’ z0, a0, a±1, a±2, . . . jsou konečná komplexńı č́ısla. Funkčńı řadu

∞∑
n=−∞

an(z − z0)n = · · ·+ a−2
1

(z − z0)2
+ a−1

1
(z − z0)

+ a0 + a1(z − z0) + a2(z − z0)2 + . . .

nazýváme Laurentovou řadou (zobecněnou mocninnou řadou) v komplexńım oboru.
Č́ıslo z0 je střed Laurentovy řady a č́ısla a0, a±1, a±2, . . . jsou koeficienty Laurentovy řady.

i) Řadu
∞∑
n=0

an(z − z0)n nazýváme regulárńı část Laurentovy řady.

ii) Řadu
−1∑

n=−∞
an(z − z0)n =

∞∑
n=1

a−n

(z−z0)n nazýváme hlavńı část Laurentovy řady.

iii) Součtem Laurentovy řady rozumı́me součet součt̊u hlavńı a regulárńı části, pokud oba exis-
tuj́ı.

Necht’ z0 =∞, pak Laurentovou řadou se středem v bodě z0 =∞ nazveme řadu

∞∑
n=−∞

an
zn

= · · ·+ a−2z
2 + a−1z + a0 + a1

1
z

+ a2
1
z2

+ . . . ,

kde řada
∞∑
n=1

a−nz
n je hlavńı část Laurentovy řady a řada

∞∑
n=0

an
zn je regulárńı část Laurentovy

řady.

Poznámka.

i) Formálně neńı rozd́ıl mezi Laurentovou řadou v bodě 0 a v bodě ∞, ale maj́ı ”prohozené“
hlavńı a regulárńı části.

ii) Zkoumáńı konvergence hlavńı části Laurentovy řady převedeme na zkoumáńı konvergence
obyčejné mocninné řady substitućı w = (z−z0)−1. Hlavńı část Laurentovy řady konverguje

právě tehdy, když konverguje řada
∞∑
n=0

a−nw
n. Je-li proto RH poloměr konvergence řady

∞∑
n=0

a−nw
n, pak pro ρ = 1

RH
hlavńı část Laurentovy řady konverguje pro |z − z0| > ρ a

diverguje pro |z − z0| < ρ.

iii) Č́ıslo ρ nazýváme poloměrem konvergence hlavńı části Laurentovy řady a vid́ıme, že řada
konverguje vně kruhu K(z0, ρ) a diverguje uvnitř kruhu K(z0, ρ).

iv) Pokud ρ = 0 řada konverguje všude kromě bodu z0 a pokud ρ = ∞ řada nekonverguje
nikde.
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v) Ke každé Laurentově řadě existuj́ı 0 ≤ ρ ≤ ∞, 0 ≤ R ≤ ∞ tak, že

(a) regulárńı část konverguje (absolutně a lokálně stejnoměrně) v K(z0, R) a diverguje
v C−K(z0, R),

(b) hlavńı část konverguje v C−K(z0, ρ) a diverguje v K(z0, ρ),

(c) o konvergenci na hraničńıch kružnićıch nev́ıme nic.

vi) Pro

(a) ρ < R konverguje Laurentova řada v mezikruž́ı M(z0, ρ, R), konvergence je absolutńı
a lokálně stejnoměrná, součet je holomorfńı funkce a derivace jsou také holomorfńı
funkce,

(b) ρ = R nelze nic tvrdit,

(c) ρ > R diverguje Laurentova řada pro každé z ∈ C.

9.6 Věta (Laurentova věta).

Necht’ pro a, b ∈ R, 0 ≤ a < b ≤ +∞ a z0 ∈ C je funkce f holomorfńı v mezikruž́ı

M(a, b, z0) = {z ∈ C : a < |z − z0| < b} .

Potom existuje právě jedna řada
∞∑

n=−∞
an(z − z0)n tak, že plat́ı

f(z) =
∞∑

n=−∞
an(z − z0)n pro z ∈M(a, b, z0).

Koeficienty této řady jsou dány předpisem

an =
1

2πi

∫
|z−z0|=λ

f(z)
(z − z0)n+1

dz, n ∈ Z, λ ∈ (a, b).

Poznámka.

Laurentova řada je určena jednoznačně pro každé mezikruž́ı, ve kterém je funkce holomorfńı. Je-li
f holomorfńı ve dvou disjunktńıch mezikruž́ıch se stejným středem, pak př́ıslušné Laurentovy
řady mohou být v těchto r̊uzných mezikruž́ıch r̊uzné.

Postupy nalezeńı Laurentových řad:

1. Podle definice pro koeficienty an.

2. Použit́ım známých řad a jejich modifikaćı, např́ıklad pro sin(1
z ), ez

2
a podobně.

3. Pro racionálńı lomené funkce použiji rozklad na parciálńı zlomky a dále podle vztah̊u pro

geometrickou řadu
∞∑
n=0

qn = 1
1−q pokud |q| < 1.
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4. Derivováńım, resp. integrováńım známých Taylorových rozvoj̊u.

Poznámka.

Důsledky Laurentovy věty:

i) Důsledek 1: Taylorova věta. Je-li f holomorfńı v mezikruž́ı M(0, b, z0), pak jej́ı Laurentova
řada se redukuje na řadu Taylorovu. Tj. an = 0 pro n = −1,−2,−3, . . .

ii) Důsledek 2: Je-li f holomorfńı vně nějakého kruhu K(z0, R), kde 0 ≤ R < +∞ a z0 ∈ C,
pak pro každé z1 ∈ C je funkce f holomorfńı vně nějakého kruhu K(z0, R′(z1)) a plat́ı

a−1(z1) = a−1(z0),

kde pro j = 0, 1 je a−1(zj) koeficient u 1
z−zj

v Laurentově rozvoji funkce f v mezikruž́ı
M(R′,+∞, z1), tj. a−1(z1) nezáviśı na z1.

iii) Necht’ f je holomorfńı na M(0, b, z0) a omezená na M(0, b′, z0), kde 0 < b′ ≤ b. Potom

(a) hlavńı část Laurentova rozvoje f je v M(0, b, z0) identicky rovna nule,

(b) funkce f má v z0 limitu,

(c) po dodefinováńı (ev. předefinováńı) funkce f v bodě z0 jej́ı limitou dostaneme funkci
holomorfńı v U(b, z0).

iv) Je-li f holomorfńı a omezená vně nějakého kruhu K(z0, R), pak pro každé z1 ∈ C

(a) jsou všechny koeficienty a1, a2, a3, . . . regulárńı části Laurentovy řady rovny nule v
M(a,+∞, z0),

(b) funkce f má v bodě ∞ limitu a tato limita je rovna koeficientu a0 u nulté mocniny
(z − z1) a tento koeficient proto na volbě z1 nezáviśı.

9.7 Věta (o jednoznačnosti).

Necht’ f je holomorfńı funkce v oblasti Ω ⊂ C a množina nulových bod̊u funkce Nf = {z ∈ Ω : f(z) = 0}
má v Ω hromadný bod. Potom je f v Ω identicky rovna nule.

Poznámka.

Důsledky věty o jednoznačnosti:

1. Necht’ f1 a f2 jsou holomorfńı funkce v Ω. Je-li f1(z) = f2(z) pro z ∈ M ⊂ Ω, přičemž M
má v Ω hromadný bod, pak f1 ≡ f2 v Ω.

2. Je-li f holomorfńı funkce v Ω a neplat́ı, že f ≡ 0, pak nulové body této funkce jsou izolované
v Ω.
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9.8 Definice.

Necht’ je dán v intervalu 〈a, b〉 ⊂ R ortonormálńı systém funkćı

ϕ1(x), ϕ2(x), ϕ3(x) . . . , ϕn ∈ L2(a, b),

a necht’ f ∈ L2(a, b). Řada

c1ϕ1(x) + c2ϕ2(x) + c3ϕ3(x) + . . . ,

kde

ck = (f, ϕk) =
∫ b

a
f(x)g(x) dx

se nazývá Fourietova řada př́ıslušná k funkci f vzhledem k systému ϕ1(x), ϕ2(x), ϕ3(x) . . .

Poznámka.

1. Výrok f ∈ L2(a, b) znamená, že funkce f je v daném intervalu integrovatelná s kvadrátem,

tj.
b∫
a
f(x) dx <∞ a

b∫
a
|f(x)|2 dx <∞.

2. Systém funkćı ϕ1(x), ϕ2(x), ϕ3(x) . . . je ortogonálńı, pokud

(ϕi, ϕj) =

b∫
a

ϕi(x)ϕj(x) dx = 0 pro i 6= j.

3. Systém funkćı ϕ1(x), ϕ2(x), ϕ3(x) . . . je ortonormálńı, pokud je ortogonálńı a nav́ıc

‖ϕi‖2 = (ϕi, ϕi) = 1.

4. Typickými př́ıklady ortonormálńıch systémů jsou systémy funkćı

(a) pro interval 〈−π, π〉

1√
2π
,

cosx√
π
,

sinx√
π
,

cos 2x√
π
,

sin 2x√
π
, . . .

(b) pro interval 〈0, π〉 √
2
π

sinx,

√
2
π

sin 2x,

√
2
π

sin 3x, . . .

(c) pro interval 〈0, π〉

1√
π
,

√
2
π

cosx,

√
2
π

cos 2x,

√
2
π

cos 3x, . . .

(d) pro interval 〈−1, 1〉√
1
2
,

√
3
2
x,

√
5
2
· 1

2
(
3x2 − 1

)
,

√
7
2
· 1

2
(
5x3 − 3x

)
, . . .
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9.9 Věta (o rozvoji periodické funkce ve Fourierovu řadu).

Necht’ f(x) je periodická funkce s periodou 2π a necht’ f(x) a f ′(x) jsou po částech spojité funkce
v 〈0, 2π〉 . Pak v každém bodě x, kde je funkce f spojitá, plat́ı

f(x) =
a0

2
+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

a v bodech nespojitosti plat́ı

1
2

[f+(x) + f−(x)] =
a0

2
+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx).

Pro koeficienty an a bn plat́ı

an =
1

2π

2π∫
0

f(x) cosnx dx, n = 0, 1, 2, . . .

bn =
1

2π

2π∫
0

f(x) sinnx dx, n = 1, 2, . . .

9.10 Věta.

Necht’ funkce f je holomorfńı na mezikruž́ı M(0, a, b), 0 ≤ a < 1 < b ≤ ∞. Pak Laurent̊uv rozvoj
funkce f(z) na jednotkové kružnici ϕ(t) = ei t, t ∈ 〈0, 2π〉 je totožný s Fourierovým rozvojem
periodické funkce Φ(t) = f( ei t).

Poznámka.

Najděte Fourier̊uv rozvoj funkce

Φ(t) =
sin t

1− 2a cos t+ a2
,

kde 0 < |a| < 1 a t ∈ 〈0, 2π〉 .

Substitućı z = ei t dostáváme funkci

f(z) =
1− z2

2i (z2 − (a+ 1/a)z + 1)
=

1
2i

(
−1 +

1
1− z/a

+
1

1− a z

)
,

která je holomorfńı v mezikruž́ı M(0, |a|, 1/|a|). Laurent̊uv rozvoj této řady má tvar

f(z) =
1
2i

∞∑
n=1

an
(
zn − 1

zn

)
.

Dosazeńım z = ei t dostáváme Fourier̊uv rozvoj

Φ(t) =
sin t

1− 2a cos t+ a2
=
∞∑
n=1

an sinnt.
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