PARADOJASY RIGOR: LA HISTORIA
INTERMINABLE

I ntroduccion

Paradoxes are compact energy sources, talismans
(The infinity and the mind, R. Rucker)

Sufficient unto the day is the rigor thereof
(E. H. Moore)

La paabra paradoja procede del griego (para y doxos) y significa etimol6gica-
mente “més ala de lo creible”. Y ésta es probablemente su mejor definicion. En gene-
ral, una paradoja es una afirmacion o razonamiento que nos lleva a una contradiccion
(real o aparente).

Las paradojas, en un sentido muy amplio, aparecen constantemente en nuestra
vida cotidiana, bien porque las descubrimos nosotros mismos en nuestro quehacer dia-
rio, o bien porgue nos las hacen ver (a veces por razones interesadas) en la forma “re-
sulta paraddjico que en nombre de [ponga aqui el lector la virtud que desee] se puedan
judtificar tales actos’ o “ es sorprendente (¢paraddjico?) que a pesar de tener la renta
per capita mas elevada de la region, el 80% de la poblacién viva por debajo de los um-
brales de la pobreza”. Otro argumento habitual toma la forma “ resulta llamativo (es
decir, paraddjico) la contradiccion entre lo que dice tal [individuo, grupo, fabricante,
etc..] ylo que hace”, etc.

Por otro lado, estamos acostumbrados a descubrir resultados sorprendentes y
muchas veces paraddjicos en las ciencias experimentales. Las dos grandes teorias fisicas
del siglo XX, la Teoria de la Relatividad y la Mecanica Cuantica (que proporcionan una
explicacion de la realidad y un nivel predictivo mas exacto que cualquier otra teoria
anterior), estan plagadas de resultados paraddjicos e incluso mutuamente incompatibles.
El postulado de la constancia de la velocidad de la luz en €l vacio para cualquier sistema
inercial de referencia conduce a una serie de resultados paraddjicos: la desaparicion de
las nociones de espacio y tiempo absolutos, la contraccion del tiempo y de las longitu-
des en la direccion del movimiento, €l aumento de masa a velocidades relativistas; en
fin, la concepcidn de larealidad fisica como un continuo espacio temporal con estructu-
ra de variedad riemaniana, no necesariamente euclidea (cfr. la deliciosa obrita de divul-
gacion [Ei]). La Mecanica Cuantica, por su parte, niega de entrada el principio de causa-
lidad (entendido como la posibilidad de predecir el estado futuro de un sistema fisico
con una probabilidad tan cercana a 1 como se quiera, mediante un andlisis suficiente-
mente elaborado del fendmeno observado). La inevitable interaccion del observador con
el hecho observado lleva a Principio de Complementariedad de N. Bohr, que establece
la imposibilidad de realizar una descripcion causal (en términos de transferencia de



energia 0 momento) de los fendbmenos atdmicos que sea a la vez una descripcion espa-
cio tempora (en términos de posicidn), ya que ambas requieren disposiciones experi-
mentales mutuamente excluyentes. Sin embargo, ambas descripciones, son necesarias
parala comprension del fendmeno. La cuantificacién de este principio conduce al prin-
cipio de incertidumbre, formulado por primeravez por W. Heisenberg en 1926, una de
cuyas consecuencias es la dualidad onda-particula tan tipica del mundo microfisico: las
particulas subatdmicas se nos aparecen a veces como diminutas balas tremendamente
veloces, y otras veces presentan fendmenos de difraccion e interferencia propios de las
ondas, dependiendo de la disposicién experimental que empleemos. EI comportamiento
de las cosas a escala microcésmica es, simplemente, distinto al que estamos habituado.
Sin embargo, a menos podemos decir , con € premio Nobel R. P. Feynman, que “ to-
das [las particulas] estén chifladas, pero exactamente de la misma manera” ([Fe; Cap.

6]).

Algunas interpretaciones son alin més extremas. Asi, P. Jordan sostenia que las
observaciones no solo alteran lo que se mide, sino que lo originan: por g emplo, a me-
dir la posicion de un electron, éste es * forzado a asumir una posicion definida; previa-
mente no estaba en general alli 0 aqui... S mediante otro experimento se mide la velo-
cidad del electron, se le obliga a decidirse por un valor exacto. En tal decision, la to-
mada anteriormente acerca de la posicién es completamente eliminada.” De modo que
“ nosotros mismos producimos | os resultados de las mediciones.” ([Jo]).

Asi pues, la Fisica Moderna parece haberse instalado confortablemente en el con-
vencionalismo: las teorias proporcionan descripciones y predicciones cada vez mas
exactas de los hechos observados, sin pretender encontrar una explicacion Ultima de la
realidad. A este respecto es quiza paradigmética la reflexion que hace R. Feynman a
cuenta de la discusién del conocido experimento para detectar o bien la energia o bien la
posicion de los el ectrones que pasan a traves de una pantalla con dos agujeros. Como es
bien sabido, en el primer caso |os electrones se comportan como ondas, y en € segundo
caso como particulas. Dice Feynman:

La cuestiéon es saber como funciona realmente. ¢Qué mecanismo es € cau-
sante de todo esto? Nadie sabe de ningiin mecanismo. Nadie puede dar una ex-
plicacion del fendmeno méas profunda que la que yo he dado; o sea, una mera
descripcion... La formulacion matemética puede hacerse mas precisa... Pero €
misterio profundo es el que acabo de describir y, en la actualidad, nadie puede
ir mas al fondo. [Fe: Cap. 6]

En e mismo sentido se pronuncia S. Hawking, quien, con ocasion del 25 ani-
versario de los Premios Principe de Asturias, declaraba recientemente:

Una teoria es tan sdlo un modelo matematico para describir las observacio-
nes, y no tiene derecho a identificarse con la realidad, sea lo que sea o que esto
signifique. Podria ser que dos modelos muy diferentes lograran describir las
mismas observaciones. ambas teorias serian igualmente validas, y no se podria
decir que una de ellas fuera masreal que la otra. [El Pais, 13/04/2005; pag. 38].

Pero, ¢qué tienen que ver e misterio y las paradojas con € reino del rigor y
exactitud que se supone son las Matematicas? El capitulo titulado “Paradoja perdida y
paradoja recuperada’ del clasico [KN] comienzaasi:

“Quiza la mayor de todas las paradojas es que haya paradojas en la mate-
matica. No nos sorprende descubrir inconsistencias en las ciencias experimenta-
les... Verdaderamente, el testamento de la ciencia esta situado en un fluir tan
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continuo que la hergjia de ayer es € evangelio de hoy y e fundamentalismo de
mafana.... Sn embargo, como la matematica se construye sobre o vigjo, pero
no lo descarta, como sus teoremas se deducen de postulados con los métodos de
la l6gica, no sospechamos, a pesar de haber sufrido cambios revolucionarios,
gue sea una disciplina capaz de engendrar paradojas.”

Como veremos en las paginas siguientes, |o cierto es que las paradojas han apa-
recido con profusion en las Matematicas, y han jugado un papel decisivo en su desarro-
[lo. Los intentos de resolver o evitar una determinada paradoja han supuesto, cuanto
menos, una mayor comprension del problema estudiado. La confrontacion entre el re-
sultado obtenido y lo que uno esperaba, produce siempre un efecto de sorpresay es un
toque de atencién que nos induce areflexionar. Y es este efecto dinamizador de la criti-
cay lareflexion lo que hace tan importante el valor de las paradojas en el desarrollo de
la Ciencia en general y de las Mateméticas en particular.

Por otro lado, la idea de demostracion rigurosa depende, obviamente, del contexto
y del entorno cultural. En los escritos matematicos ordinarios (incluso los de hoy en
dia), sdlo se detallan los pasos no puramente mecanicos; aquellos que suponen una idea
nueva, una construccion origina o la introduccion de algun elemento nuevo. Pero €
consenso sobre |0 que es 0 no un paso obvio o trivial, ha ido cambiando alo largo de la
historia. Asi, por ejemplo, el hecho de que una funcién (real de variable real) continua,
definida en un intervalo cerrado y que toma valores de signo opuesto en los extremos
del intervalo, deba anularse en algun punto del interior del intervalo, era algo obvio para
los mateméticos del siglo XVIII (y gran parte de los del siglo XIX); Actuamente este
hecho es un Teorema no trivial que se demuestra en los primeros cursos de la Univer-
sidad. Por supuesto, el problema es decodificar adecuadamente las palabras que apare-
cen en el enunciado de la cuestion, especialmente las nociones de funcién, nimero real
y continuidad. Pero incluso en los aparentemente solidos Elementos de Euclides se
pueden encontrar construcciones que no estan claramente justificadas con la sola asun-
cion de los 5 Postulados fijados por el autor. Yaen la Proposicion 1.1, en que se prueba
que sobre cualquier segmento AB se puede construir un triangulo equilatero, (se trazan
circunferencias de centrosen A 'y en B, deradio lalongitud del segmento, y € punto de
corte C es el otro vértice del tridngulo buscado) aparece una dificultad: ¢Por qué las dos
circunferencias se cortan? Nada en los postulados ni en las nociones comunes permite
asegurarlo. Hace fata un nuevo axioma de continuidad. Otro ejemplo: supongamos
cuatro puntos sobre larecta, A, B, C, D; supongamos que B se halleentre Ay C y que
C esté situado entre B y D. Parece razonable deducir que, necesariamente, B esta ente A
y D, ¢no?. Pues, sorprendentemente, no es posible demostrar este resultado a partir de
los axiomas de Euclides (Este hecho fue detectado por M. Pasch nada menos que en
1882). Larevision critica de Los Elementos fue llevada a cabo por D. Hilbert, arededor
de 1900, quien tuvo que elevar la lista de los postulados hasta 20 para desarrollar co-
rrectamente la Geometria Euclidea.

En laevolucion de lanocién derigor alo largo del tiempo, juega un papel decisivo
la paradoja, que rompe con los principios establecidos y obliga a crear un nuevo para-
digma del rigor. A lo largo de las paginas que siguen tendremos ocasion de examinar
distintos g emplos de este proceso.



1.- Algunos eiemplos de falaciasy paradoj as.

Una verdad sin interés puede ser eclipsada por una falsedad emocionante
(A. Huxley)

Las falacias (afirmaciones absurdas y contradictorias que aparentan ser conse-
cuencia l6gica de un razonamiento correcto, pero que esconden un error en € mismo)
son las paradojas mas inocuas y, probablemente, las mas divertidas. A veces se presen
tan en forma de acertijo o problema, una especie de reto al lector para que descubra
donde se encuentra € error en e razonamiento. Su uso razonado puede ser muy Util en
la ensefianza: la confusion e inseguridad que provocan en el estudiante pueden ser utili-
zadas para despertar el espiritu critico y aumentar la capacidad de andlisis. Veamos d-
gunas de €ellas:

Las falacias aritméticas suelen ser muy faciles de desmontar. Muchas de ellas in
cluyen la divisiéon por 0, mas o menos camuflada, o surgen de ignorar que todo nimero
positivo posee dos raices cuadradas. Otras veces, € truco consiste en envolver e pro-
blema en un exceso coloquial, que disimula el error introducido. Es paradigmatico el
gjemplo de la bien conocida:

Falacia de la herencia: Con distintas variantes en las cantidades y |a naturaleza
de la herencia, se trata de lo siguiente: un padre de 3 hijos, duefio de un rebafio de 17
ovelas, a morir dispone en su testamento que el rebafio se divida entre sus hijos de la
siguiente forma: La mitad para el mayor, la tercera parte para el mediano y la novena
parte para el menor, con la condicién de no sacrificar ninguna res.

Ante la dificultad de cumplir con los deseos de su padre, los hermanos acuden a
un tio ganadero-matematico que tenian, que resuelve € problema asi: Primero, les dgja
una oveja de su rebario. Del total de 18 ovejas, entrega la mitad (esto es, 9) a hermano
mayor, latercera parte (esto es, 6) al mediano y, finalmente, la novena parte (es decir, 2)
al pequefio. Asi ha entregado 9+6+2 = 17 ovejas, con lo que le queda una, la suya, que
vuelve aincorporar a su rebafio. Asi que ¢problema resuelto?

Obviamente, no. Este es un caso tipico en el que e narrador trata de confundir al
oyente con una abundancia de informacion que oculta la principal, que es que los datos
iniciales son erréneos. El padre seria un buen ganadero, pero jno sabia sumar fraccio-
nes, ya que

1. 1 1_17
+

Z+-4+=="11!

2 3 9 18

Reamente, de hacer caso a testamento, el mayor de |os hermanos deberia recibir
8 ovegjasy media, € mediano 5 ovejasy 2/3,y el menor 1 ovejay 8/9 de oveja: en total
16 ovejasy 1/18, esto es, los 17/18 partes ddl rebafio de 17 ovejas. Quedarian, por tanto,
17/18 de oveja sin repartir (1/18 del total). Lo que e astuto tio hace, para evitarse lios,
es repartir e rebaio ampliado (17+1), de acuerdo con las condiciones del testamento.
De esta manera reparte 17/18 del nuevo rebafio (es decir, 17 ovejas), y a fina le queda
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1/18 del mismo, es decir, su propia oveja. Pero obviamente no cumple lo dispuesto en el
testamento.

Falacia del montén de arena: Otras falacias se basan en el uso del sentido comin
aplicado a situaciones que no estan bien definidas. Por g emplo, consideremos las s-
guientes propiedades evidentes de |os montones de arena:

1. Doso tres granos de arena no forman un montén.
2. Un millon de granos de arena forma un monton.

3. S n granos de arena no forman un monton, tampoco lo forman n+1 gra-
nos.

4. Si n granos de arena forman un montén, también lo forman n-1 granos.

Si usamos la afirmacion (1) y aplicamos sucesivamente la (3) a ella, obviamente
contradeciremos ala (2). Un argumento analogo muestra que las afirmaciones (2) y (4)
juntas, contradicen ala (1). La paradoja surge precisamente porgue la nocién de montén
de arena no se define con precision.

Hay multitud de falacias geométricas, muchas de €ellas basadas en razonamien-
tos realizados sobre un dibujo concreto, que produce el resultado (falso) deseado. Por
egjemplo:

La falacia del circulo vacio Todo punto P interior de un circulo, esta sobre su
circunferencia:

b Za

Fig. 1 El circulo vacio

Sea Q e punto de OP aladerecha de P tal que OP.OQ = r?, tracemos la mediatriz
del segmento PQ, que cortard a circulo en dos puntos U y V. Sea R € punto medio de
PQ. Setiene OP = ORRP, OQ = OR+ RQ = OR + RP (pues RQ = RP). Pero enton-
ces

OR? —RP? = (OR-RP)(OR+RP) = r>= OR +UR®  (T. de Pitagoras),
es decir,
0= UR + RP? = UP? (Pitégoras de nuevo!)
Por tanto, UP = 0, esto es, jP=U!

(Lasolucion alafalacia es que R esta siempre _en el exterior del circulo, y los
puntos U y V, por tanto, no existen.)



También resultan interesantes y Utiles para clarificar conceptos en la ensefianza, las
falacias del calculo, derivadas de una manipulacién inadecuada del calculo diferencia
o integral. He aqui algunas:

.- Lafuncion £ (x) _1 tiene derivada f-@:,)%q; en todo su dominio de definicion.
X

Por tanto, f es una funcién decreciente en ese dominio (R\{0}). Pero, claramente,j -1 <
Lyf(-1)=-1<1=f(2)!

Il.- Si integramos por partes 20X optenemos:

Oy
_.l 1 e lo, _
I—o)—(%?(—;xx-c)( -?!_adx-lﬂ

Por tanto, {1 = 0!

[Il.- S f es una funcion arbitrariay en la integral | :(‘5 f (q)cosqdg hacemos €

cambio senq =t, resulta cosgdg =dt y, como senO=senp =0, se tiene que | =

(‘5 f (arcsent) dt =0. En particular, tomando f (q) = cosg, obtenemos

z P
glq +lsen2qlfI :B.
82" 4 H 2

Cas todos tenemos experiencias de alumnos que han utilizado argumentos simila-
res para resolver algun gercicio, sin percatarse de las consecuencias de |os mismos.

0=1 :(‘Scoszqdq :%(‘5(1+c052q)dq =

Los gemplos anteriores son muy simples, y reposan esencialmente en una utili-
zacion formal de algun resultado tedrico, olvidandose de las hipétesis de validez del
mismo. Sin embargo, argumentos parecidos a |os anteriores provocaron grandes contro-
versias entre |los matematicos de los siglos XVI a XVIII y, como veremos mas adelan-
te, contribuyeron en gran medida a la clarificacion de conceptos bésicos en la Matema-
tica, como son los de funcidn, limite, derivada o integral. Y esta es una de las principa-
les funciones de las paradojas en matematicas. estimular el espiritu critico y contribuir a
clarificar y fundamentar solidamente las nociones y técnicas utilizadas. Y, como conse-
cuencia de ello, establecer nuevos estandares derigor.

Otras paradojas se basan en la confusion que puede causarnos un andlisis preci-
pitado del movimiento. Como gemplo tenemos la paradoja de los rodillos rodantes
(IN]: Si lacircunferencia de cada uno de los rodillos de la figura siguiente (Figura 2) es
de 30 cms., ¢cuanto habra avanzado la plancha superior cuando los rodillos hayan dado
una vuelta completa?

L e —

LTI

Fig.2 Lalosay losRodillos
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Si pensamos que la distancia recorrida por la plancha ha de ser igual alacircunfe-
rencia de los rodillos, jnos equivocamos!: seria asi si los rodillos no tocaran el suelo y
estuvieran atravesados por unos €jes rigidos que pasaran por sus centros.; pero a este
avance hay que anadirle el propio avance de los rodillos, es decir otra distancia igual.
Por tanto el avance total es justamente el doble de la circunferencia, es decir, 60 cm.

Mas intrigante es la siguiente Paradoja de la Rueda de Aristoteles o Paradoja
de Galileo® por haber sido tratada en profundidad en el libro Discorsi e dimostraziioni
matematiche intorno a due nuoue Science, publicado en 1638: Se trata de dos circulos
concéntricos, el mayor de los cuales ha dado una vuelta completa rodando, sin resbalar,
alo largo de unarecta, desde A aB.

= N

] I
A B
Fig. 3 Los dos discos que ruedan
Por tanto, la distancia recorrida por € circulo mayor, AB esigua a su circunfe-
rencia. Pero € disco pequefio ha dado también una vuelta completa, luego la distancia
CD estambién igual alacircunferencia del disco pequefio. Por tanto jlas longitudes de
las circunferencias de los dos discos son iguales!.

Para desentrafiar €l misterio, fijémonos en la trayectoria real que recorre € punto
A cuando larueda gira hasta B. Esta curva es, como se sabe, una de las més famosas de
la Geometria: lacicloide:

Fig. 4 Lacicloide: su generacion

La trayectoria descrita por un punto situado en €l interior de un disco que gira, es
lo que se llama una cicloide acortada.

! La paradoja aparece enunciada en la Mecénica de Aristételes (véase, p. e, [A2; 24; p4g. 103-
107]) y fascind a muchos mateméticos a lo largo de la historia. Galileo utiliz6 un argumento de paso al
limite, discutiendo primero el caso de dos poligonos regulares concéntricos y haciendo crecer indefinida-
mente el nimero de lados. Véase la discusion en [He3; pags. 246-252].
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Fig. 5 Cicloide Acortada

Ladistanciarecorrida por € punto de la circunferencia interior es claramente infe-
rior alarecorrida por e punto de la circunferencia grande. Y también la velocidad a que
se mueven ambos puntos es distinta.

Esto muestra también que el disco peguefio no recorrerala distancia CD girando
sin resbalar (como hace € disco grande), sino que serd simultdneamente arrastrado por
el disco grande. El efecto préactico (comprobable) es que si 1os discos estuvieran forma-
dos por ruedas dentadas firmemente unidas, con el mismo gje, y situadas sobre sendos
railes dentados paralelos, jno podrian moverse!.

L os dos ultimos g/ emplos ponen ya de manifiesto otro de los efectos de las parado-
jas en Matemédticas: € intento de resolver la contradiccion aparente nos lleva a un andli-
sis mas profundo del problemay a la consideracion de nuevos dementos que, aungue
implicitos, no se habian tomado en cuenta hasta el momento. El estudio de estos nuevos
elementos genera asi nuevos conocimientos gque enriquecen nuestra ciencia. .

Pueden consultarse muchos otros gjemplos en [Bu], [KN], [KM], [Max] y [N].

Aunque no sera objeto principal de nuestra atencién, debemos mencionar tam-
bién que han sido muchos los juegos, problemas o acertijos que han contribuido al desa-
rrollo de las Matematicas. Por citar algunos, recordemos el famoso Problema de los
conejos:

¢Cuantas parejas de congjos se obtendran al cabo de un afo a partir de
un solo par, S se supone que cada pareja es fértil a partir de su segundo
mes y produce una nueva pareja cada mes?

La solucién a este problema llevé a Fibonacci  (Leonardo de Pisa,) a descubrir
la sucesion que lleva su nombre y que ha originado gran cantidad de matemaéticas. Mu-
chos matematicos del Renacimiento, como Cardano o Tartaglia, fueron también in-
ventores de juegos y pasatiempos. Y no podemos dejar de citar el famoso problema de
Los siete puentes de Konigsberg o el de Los treinta y seis oficiales, cuyo estudio deta-
llado por parte de L. Euler sentd las bases de la Teoria de Grafos y la Topologia (el
primero) y de importantes trabajos en combinatoria (el segundo).

Tampoco nos ocuparemos de las paradojas y contradicciones aparecidas en el es-
tudio de los juegos de azar, que contribuyeron decisivamente al desarrollo matematico
de la teoria de probabilidades. Pueden encontrarse abundantes ejemplos en las obras
Citadas anteriormente.

El siguiente capitulo lo dedicaremos a exponer uno de los gjemplos més claros y
evidentes de la influencia de las paradojas en el desarrollo de las Matematicas.



2.- Lasparadojasy &l desarrollo dela M atematica en
Grecia.

Nadie entre que no sepa Geometria
(Inscripcién sobre la puerta de La Academia de Platon)

Lamayor parte de las paradojas hacen referencia ala nocion de verdad o falsedad,
por [0 que no es extrafio que aparecieran desde el comienzo mismo de la Filosofia cuan-
do esta surgio en Grecia, en €l sentido moderno del término de busqueda de la verdad
para proporcionar una explicacion racional del mundo que nos rodea.

Este cambio cualitativo en la relacion del Hombre con la readlidad en la que vive
puede interpretarse también como consecuencia de una gran paradoja socio-cultural. En
efecto, entre los siglos IX y VII antes de Cristo las méas importantes polis griegas del
continente organizaron una serie de grandes migraciones, que dieron lugar a la coloni-
zacion griega de las costas del Mediterraneo y del Mar Negro. Como consecuencia, se
fue desarrollando una cultura mas abierta e independiente que, con la instauracion de la
democracia como sistema politico en algunas ciudades-estado, propicié la aparicion de
una clase de ciudadanos abiertos a debate y a andisis, con una profunda curiosidad
por cuanto les rodeaba.

Muchas de estas colonias desarrollaron un importante comercio entre la Grecia
continental y las grandes civilizaciones del medio Oriente, anquilosadas y cerradas en si
mismas tras mas de 1.500 afios de historia. Los vigjeros y comerciantes griegos tuvieron
asi oportunidad de conocer y contrastar distintas explicaciones sobre el origen del mun-
do y su evolucién que, paraddjicamente, eran muchas veces contradictorias entre si y
con las propias creencias de los griegos. Probablemente, la primera reaccion de estos
vigieros seria pensar que estas contradicciones eran naturales, pues dos esos mitos
egipcios, babilonios 0 hebreos eran, naturalmente, falsos, ya que contradecian las creen-
cias griegas, que debian ser las Unicas verdaderas. Pero a nmediados del siglo VI aC,,
tiene lugar una tremenda crisis de fe o pérdida de creencias en la civilizacion griega
Puestos a cuestionar |os mitos ajenos, jno hay ninguna razén objetiva para concluir que
los mitos griegos son los verdaderos, mientras que los demas son todos fal sos!

Esta crisis intelectual, provocada por una pérdida de creencias tan sistematica,
constituye el punto de partida de la filosofia griega. Surge asi laidea de la necesidad de
demostrar la veracidad de una determinada explicacion acerca del mundo. La posibili-
dad de encontrar esas verdades necesarias se basa en una importante hipotesis de parti-
da: lade que el mundo real est4 controlado por leyesinteligibles a la mente humana.

Esta idea, asumida técitamente por los escépticos pensadores griegos de alrededor
del siglo VI a. de C., es la causante de la gran revolucién ideol 6gica que condujo al re-
cimiento de la Filosofia y las Matematicas primero, y a la Ciencia en € sentido ante-
riormente descrito después.



El término griego mathema significa “conocimiento adquirido” o “conocimiento
gue se puede aprender”, y originariamente era utilizado por los griegos para designar €l
estudio del conocimiento en general. La contraccion a significado que ahora tiene se
produjo lentamente. Al parecer, el cambio ya es completo en Aristételes (384-322 a. de
C.), pero ain no en Platon (427-348 a. de C.). En todo caso su etimologia sugiere cla-
ramente que €l estudio de las Matematicas partio de la formulacion de preguntas relati-
vas a mundo y el deseo de buscar respuestas verdaderas a esas preguntas. Esta es pro-
bablemente la razon de la aproximacion a las Mateméticas de hombres como Tales o
Pitagoras.

Las primeros métodos de demostracién de los griegos estaban basados en razona-
mientos visuales, especialmente adaptados a los primeros estudios sobre Geometria, la
cienciade lo que se ve, y ala aritmética pitagorica, esencialmente discreta, junto con el
uso de un proceso l6gico deductivo. No se trataba de un método especial paratratar los
objetos mateméticos, sino del mismo método empirico utilizado para analizar 1a realidad
fisica, pero que a aplicarlos sobre los objetos tan ontol 6gicamente simples como los
matematicos, se obtenian resultados con un grado de certezairrefutable. Esta conviccion
llevo a los primeros matematicos griegos a considerar las Matematicas como €l estudio
de laredidad Ultimay eterna, inmanente en la naturaleza 'y e universo, que se manifes-
taba solo de forma aproximada en el mundo real, més que como una ramade laldgica o
una herramienta de la ciencia y la tecnologia (recordemos la afirmacion pitagérica de
que “ todo es nimero” , o la atribuida a Platon de que Dios siempre hace Geometria.)

A finales del siglo V a de C., los pitagoricos hebian formulado y desarrollado un
considerable nimero de resultados sobre la geometria del triangulo y otras figuras recti-
lineas del plano. Para ello establecieron una completa teoria de proporciones geométri-
cas 'y, como subproducto, la herramienta basica para el estudio y comparacion de areas
de figuras planas. €l |lamado método de aplicacion de areas, consistente en una serie de
técnicas que permitian dado un tridngulo o rectangulo arbitrario, construir otro rectangu-
lo con su misma érea, pero con base prefijada. De este modo, se establecen rigurosa-
mente las relaciones usuales entre tridngulos y (por subdivision), figuras poligonales
semejantes y su cuadratura, es decir, la construccién de un cuadrado del mismo “ared’.
Este es para los griegos un concepto primitivo, definido a través de lo que hoy Ilama-
riamos una “relacion de equivalencia’. En efecto, dos figuras poligonales tienen la mis-
ma area si, por medio de las técnicas de “aplicacion de &reas’, pueden ambas transfor-
marse en e mismo rectangulo. Como todo recténgulo se puede transformar en otro de la
misma &rea y base prescrita, las areas de las figuras poligonales se pueden comparar,
sumar. etc. (Por supuesto, |o mismo puede decirse de lalongitud de lineas poligonales o
del volumen de poliedros).

Los gedOmetras griegos no dan una definicion rigurosa de medida de magnitudes
geométricas como longitud, érea o volumen, que aparecen como conceptos primitivos.
Consideran siempre razones de magnitudes geométricas homogéneas y no magnitudes
aisladas. En la base de la Geometria pitag6rica estaba la conviccion profunda de que dos
magnitudes geométricas de la misma naturaleza (longitudes, areas o volumenes) eran
siempre conmensurables, es decir, existia una unidad de medida coman para ambas de
forma que las dos magnitudes se podian expresar como multiplos enteros de esa unidad.
De este modo, dos magnitudes geométricas de la misma naturaleza estaban en la misma
proporcion entre si que los correspondientes multiplos de la unidad de una medida co-
mun a ambas. Por ello, d descubrimiento paraddjico, a mediados del siglo V a. de C.,
de la existencia de segmentos inconmensurables (como €l lado y la diagonal de un cua-
drado, o € lado y la diagonal del pentégono regular) supuso un verdadero terremoto
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para la matemédtica y la filosofia pitagérica. jTodas las demostraciones basadas en la
teoria de proporciones pitagorica quedaban, en principio, invalidadas! En consecuencia,
los griegos tuvieron gque abandonar la idea Pitagdrica de identificar las magnitudes
geométricas continuas con una descripcién numérica de las mismas. la geometriano es
aritmética y los objetos matematicos, no eran tan simples como se pensaba. De hecho,
propiedades que parecian claramente verdaderas (como que dos segmentos siempre ad-
mitian una unidad de medida comun), resultaban ser falsas. Esta crisis de fundamentos
hizo cuestionar la seguridad del método seguido hasta entonces para demostrar |as pro-
piedades de |os objetos matematicos.

Y asi, en algin momento de la segunda mitad del siglo V a. C, un grupo de mate-
méticos griegos establecieron un nuevo método matemético: €l método axiomatico-
deductivo, gque es esencialmente el mismo que usamos hoy. Se trata de, partiendo de
unas pocas verdades evidentes (0 axiomas), y a través de una serie de etapas sucesivas
muy gmples, obtener una cadena de afirmaciones, con la propiedad de que una cual-
quiera de ellas es verdadera con toda seguridad (en el dominio de objetos que estamos
estudiando) siempre que lo sean todas las anteriores. A las leyes que rigen las formas
correctas de pasar de una afirmacion a otra de la cadena, se les llamd mas tarde leyes
|6gicas o deductivas, y tienen un carécter formal, independiente del carécter de verdade-
ro o falso de la afirmacion a la que se aplica. A estas cadenas de afirmaciones |6gica-
mente correctas, |0s griegos las |lamaron demostr aciones.

Lainsistencia en el método deductivo esalavez el gran logro y la causa de la ma-
yor parte de las limitaciones de la matematica griega. Por un lado, la eleccion de los
axiomas es bésica para la solidez del edificio construido. Asi, Aristételes sefida la im-
portancia de que los conceptos introducidos no sean auto-contradictorios, y la manera
mas clara de comprobar esto es la posibilidad de construir tales objetos. Y entre los ob-
jetos geométricos mas simples, visualmente construibles y no contradictorios, estan la
linea recta y la circunferencia. No es extrafno, pues, la insistencia de los matematicos
griegos en buscar métodos de demostracion basados exclusivamente en el uso de la re-
glay el compas (es decir, obtenidos a partir de rectas y circunferencias). De esta mane-
ra, los resultados obtenidos tendrian el carécter de verdad necesaria, al poseer unos ci-
mientos suficientemente solidos y rigurosos.

De este modo, la matemética griega rigurosa se vio confinada a la geometria plana
(o, alo sumo, tridimensional) y especialmente a los objetos construibles con regla y
compas.

Por otro lado, la solucion para poder recuperar la teoria pitagorica del método de
aplicacion de areas, vino por una redefinicion apropiada de la proporcionalidad entre
dos magnitudes geométricas cualesquiera (conmensurables o no) y fue establecida por
Eudoxo de Cnidos (408-355 a. de C.), un estudiante de la Academia de Platon en Ate-
nas, y aparece desarrollada en e Libro V de Los Elementos de Euclides. La definicidn
de Eudoxo (cfr., por ggemplo [Ed, pag. 13] tiene asombrosas semejanzas con €l método
de las cortaduras de Dedekind para definir rigurosamente los nimeros reaes 2.200
anos después! Sin embargo, la idea misma de generalizar la rocién de niUmero més alla
de los nimeros enteros, el dominio de lo discreto, es absolutamente extrafia a la mate-
matica griega. Las magnitudes geométricas son esenciamente continuas, y no tienen
para los griegos un carécter numérico. No obstante, se pueden comparar entre si y for-
mar razones.

Al cataclismo producido por € descubrimiento de los inconmensurables vino a
anadirse otro que, junto a citado, iban a marcar e desarrollo de toda la matematica
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griega posterior. Me refiero a las famosas paradojas de Zendn contrala pluralidad y el
movimiento. Zendn, nacido en la colonia griega de Elea, en e sur de Italia, arededor
del 500 a. de C., es &l més brillante discipulo del gran Parménides (5397- ¢ a. de C.),
considerado el primero de los filésof os racionalistas. En Parménides se encuentra expli-
citamente la distincién neta entre conocimiento racional y experiencia sensible. Todos
los filosofos precedentes habian buscado un principio eterno y universal, causa del
cambio y la multiplicidad de las cosas. Si existe tal principio —dice Parménides- debe
ser distinto de las cosas y poseer caracteres distintos. Por tanto, Parmeénides llega a la
conclusion de que la realidad constituye una unidad inmutable, eternay Gnica. El no-
vimiento, el cambio, la multiplicidad que £ muestra en nuestra experiencia sensible,
son simples ilusiones y apariencias. Ridiculizado en su tiempo por sus creencias, a pa-
recer su joven y brillante discipulo Zendn traté de defender la Filosofia eledtica de la
acusacion de inconsistencia légica elaborando una serie de argumentos (paradoj as)
para demostrar que la existencia de una pluralidad de cosas 0 e movimiento conducian
a contradicciones |6gicas. Desgraciadamente, os escritos de Zendn se han perdido y su
contenido nos han llegado sélo a través de citas y comentarios de autores posteriores,
especialmente Aristoteles (en su Fisica[A1]) y Simplicio, que se refieren aellos con €
objeto de refutarlos.

Entre los 40 argumentos atribuidos a Zendn por los autores posteriores, 10s cuatro
més famosos estan dirigidos a probar la imposibilidad del movimiento. Recordémoslos
brevemente:

|. Paradoja de la dicotomia. Un mévil no puede recorrer una distancia finita,
pues para ello primero debera alcanzar antes la mitad de esa distancia. Pero antes alin,
debe alcanzar la mitad de esa mitad, y asi sucesivamente. Como no se pueden recorrer
infinitas magnitudes, e movimiento esimposible.

Il.- Paradoja de Aquilesy la Tortuga. Probablemente es la més conocida: Se
trata de una carrera entre Aquiles (el més veloz de los héroes cléasicos) y latortuga (uno
de los animales mas lentos). Aquiles da una cierta ventgja a la tortuga, pero entonces
jresulta que nunca la puede alcanzar! En efecto, cuando Aquiles llegue, a cabo del
tiempo tp, ala posicion inicial T que ocupaba la tortuga, ésta se encontrard en una posi-
cién posterior T1; cuando Aquiles alcance la posicion Ty habra transcurrido un tiempo t;
y latortuga se encontrara en otra posicion posterior T,, etc. sin que Aquiles llegue jamés
aalcanzar alatortuga.

I11.- Paradoja delaflecha. Laflechadisparada por un arquero en cada instante
de su vuelo ocupa una posicion bien determinada, y en ese instante esta inmovil (pues —
aduce ZenOn- todo objeto que ocupa un espacio igual a si mismo, esta en reposo). Pero
si en cada instante la flecha estd inmovil, debe permanecer siempre en reposo.

V.- Paradoja del Estadio. El cuarto argumento de Zenon contra € movi miento
pone en juego una complicada serie de elementos, y su descripcion (tanto la de Aristote-
les como lade Simplicio) eslargay farragosa (véase [Leg] o [PR]). Pero esencialmente
el argumento es & siguiente: En un estadio cuyos extremos son D y E se encuentran tres
grupos de 4 atletas cada uno, {Al, Ao, As, A4}, {Bl, By, Bs, B4} Yy {Cl, C,, Cs, C4} Los
4 cuerpos del primer grupo se encuentran en el centro del estadio; los del segundo grupo
se encuentran en lamitad izquierda del estadio, de modo que los dos primeros, B1 y B2,
estan situados a la alturade A; y A,. Los del tercer grupo estan situados de forma ané-
loga alos del segundo, pero en lamitad derecha del estadio:

Ba BsB, Bi —
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D A1 Ay Az Ay E
— Cl Cz C3 C4

En un momento dado, los atletas de los grupos B y C se ponen en movimiento
con la misma velocidad y sentidos opuestos, mientras que los del grupo A permanecen
inmoviles. Al cabo de un cierto lapso de tiempo, se alcanzara la siguiente situacion:

Bs B3 B2 Bs
D A1 Az Az Ay E
C C G Cy

En este momento, B, ha sobrepasado 2 cuerpos del grupo central (Azy Ay). Pero
en ese mismo lapso de tiempo, B; ha sobrepasado 4 cuerpos del grupo C (puesto que
esta ala altura de C,). De este modo se llega ala paradoja de que el espacio es el doble
de si mismo o € tiempo es & doble de si mismo.

Como hemos dicho, los argumentos de Zendn nos han Ilegado por vias indirec-
tas. Usualmente se suelen interpretar 1os dos primeros como criticas de la idea de no-
vimiento admitiendo que el tiempo y el espacio son infinitamente divisibles. Ambos son
similares, aunque el primero esta expresado en términos de movimiento absoluto y el
segundo se refiere a un movimiento relativo. Los dos Ultimos argumentos se interpretan
como complementarios de los anteriores, en € sentido de que mostraria la inconsisten-
cialégica del movimiento también en un universo en el que el tiempo estuviera formado
por instantes discretos (paradoja de la Flecha) o en el que tiempo y espacio alavez fue-
ran discretos (paradoja del Estadio). En todo caso, el ingrediente basico de todos ellos
es la aparicion de procesos infinitos en |os experimentos mentales propuestos. Y éste es
el punto fundamental. Por supuesto que Zendn sabia que é mismo podia moverse, o que
Aquiles terminaria por acanzar a la tortuga. El problema no era donde o cuando Aqui-
les alcanzaria a la tortuga, sino como podia llegar a hacerlo, ante la imposibilidad de
realizar unainfinidad de actos.

Las refutaciones de Aristoteles alas paradojas de Zendn en su Fisica son signi-
ficativas: Rechaza los dos primeros argumentos afirmando que Zendn olvida que se
puede recorrer un nimero infinito de magnitudes (las que separan a Aquiles de la tortu-
g4, 0 las sucesivas mitades que debe recorrer el movil) o estar en contacto con cada una
de ellas, en un tiempo limitado ([A1, VI, 233]). Este argumento |6gico de Aristételes se
suele identificar en los primeros cursos de calculo con una solucién analitica de la para-
doja: Aquiles alcanzara a la tortuga en un tiempo igual ala suma de los tiempos (cada
VEez menores) necesarios para recorrer dos posiciones consecutivas de la tortuga. Igual-
mente el movil recorrera la distancia requerida en el tiempo igual ala suma (infinita) de
los tiempos necesarios para recorrer cada mitad sucesiva de la distancia a recorrer. En
ambos casos € ingrediente fundamental estriba en el hecho de que la suma de una serie
cuyos términos son cada vez més peguerios puede ser finita (por supuesto, las nociones
de limite o convergencia de una serie son completamente gjenos a pensamiento aristo-
télico.) Sin embargo, lo paraddjico para Zenon es la identificacidn de un proceso infini-
to (las sucesivas posiciones a recorrer) con uno finito (recorrer un espacio determinado
en un tiempo finito). Zendn pensaba (y también Aristoteles, como veremos) que ningun
proceso infinito puede considerarse como completo.

2 Véase la discusion de los argumentos de Aristoteles en [He3; pags. 130 y siguientes).
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La paradoja de la Flecha resulta de considerar que el tiempo esta formado por
una serie sucesiva de instantes, de modo que €l vuelo de la flecha puede descomponerse
de una sucesion de imagenes congeladas, (como en una pelicula de cine). En cada ins-
tante, la flecha ocupa una posicion fija, y en ella esta inmévil. ¢Como puede estar for-
mado el vuelo de la flecha por una sucesién de ahoras en las que permanece inmovil 2.
La paradoja la resuelve Aristoteles ssmplemente negando el origen de la misma, es de-
cir, la returaleza atdbmica del tiempo ([A1, VI, 239b]). Bajo este supuesto, la solucion
mas habitual de la paradoja de la flecha se basa en la nocion de funcion y limite de una
funcion de variable real: la posicion de la flecha en cada instante t viene dada por una
funcion f(t), que aunque para cada valor fijo de t toma un valor determinado (una cons-
tante), ella misma no es constante. El limite del cociente de la variacion de la posicion
respecto a tiempo transcurrido en esa variacion es la velocidad instantanea, que clara-
mente puede no ser cero. Por supuesto, la pregunta de como pasa un objeto de un punto
aotro, no se plantea.

Finalmente, refuta la paradoja del Estadio con el argumento de que “ el falso ra-
zonamiento consiste en que se supone gue un cuerpo de igual tamafio es capaz de pasar
ala misma velocidad y en el mismo tiempo tanto frente a un cuerpo en movimiento co-
mo frente a un cuerpo en reposo.” (traduccion de Fisica, VI, 9, 239b , tomada de [PR,
p. 55]), esto es, por larelatividad del movimiento, que hace que los resultados sean dis-
tintos para un observador en reposo que para otro en movimiento. No obstante, parece
demasiado pueril pensar que Zendn cometiera este error elemental. Casi todos los inves-
tigadores modernos apuntan a que, como en la el argumento de la Flecha, Zendn quiere
mostrar la contradiccion que supone la existencia del movimiento en el supuesto de que
el tiempo esta compuesto de instantes individuales (como en la Flecha), y también el
espacio se supone formado por atomos individuales, de modo que, partiendo de la posi-
cioninicia, en € siguiente instante (&omo) de tiempo, los cuerpos B y C recorrieran un
atomo espacia (los B hacia la derecha y los C hacia la izquierda), sin posibilidad de
posiciones intermedias. El argumento de Zendn contradeciria entonces o bien la mini-
malidad del &omo espacial, o bien laminimalidad del &omo temporal.

De este modo, los cuatro argumentos forman una unidad que mostraria la impo-
sibilidad l16gica del movimiento bajo cualquier hipétesis sobre la naturaleza del espacio
y el tiempo. El lector interesado puede consultar en [Lee] el texto original griego, junto
con abundantes comentarios sobre las distintas traducciones e interpretaciones de estos
argumentos. .

Las paradojas de Zendn han sido objeto de exhaustivos andlisis desde € punto
de vista cientifico y hay un amplio consenso de que |os aspectos formales de las mismas
pueden ser resueltos (cfr., por ggemplo [Gr]). La siguiente cita recogeria la opinion gg-
neral al respecto, desde & punto de vista matemético:

“The four paradoxes are, of course, easily answered in terms of the concepts of
the differential calculus. There is no logical difficulty in the dichotomy or The
Achilles... in terms of infinite convergent series... The paradox of the flying arrow
involves directly the conception of the derivative and is answered immediately in
terms of this...” [B1, p. 24-25]

Las implicaciones de las paradojas de Zendn sobre la naturaleza del tiempo y €l
espacio son fascinantes y en ultimo término ponen en cuestion laidea de un tiempo y un
espacio absolutos e independientes, asi como la nocion de simultaneidad. Algunos auto-
res han querido ver en ellas, especialmente en la del Estadio, un antecedente claro de la
Teoria especial de la Relatividad. Es bien sabido que, segiin esta teoria, dos objetos en
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movimiento relativo tienen diferentes planos de ssimultaneidad (con todas las conse-
cuencias relativistas usuales). Por supuesto, un argumento de este tipo probablemente
jamés se le ocurriria a Zendén®, pero i sirve para reivindicar su intuicion fisica sobre la
naturaleza del movimiento y las inconsistencias |6gicas que surgen a considerar un
tiempo y un espacio absolutos e independientes entre si.

L as paradojas de Zendn siguen causando polémica. Bertrand Russell, en un ensa-
yo escrito en la década de 1920, las califico de “ inmensamente sutiles y profundas’ y
todavia hay fil6sofos que piensan que no han quedado resueltas satisfactoriamente. En
[Sa] pueden consultarse una serie de textos sobre el tema*.

También a escritor argentino Jorge Luis Borges, probablemente el escritor de
ficcion que més 'y mejor ha tratado el problema del infinito, se sinti6 fascinado por los
argumentos de Zendn. Su ensayo La perpetua carrera de Aquilesy la tortuga ([Bgl]) es
paradigmatico a respecto.

En todo caso es cierto que la introduccion de procesos infinitos puede llevar a con-
tradicciones |ogicas nada deseables. Por ello los mateméticos griegos desarrollaron un
verdadero “horror a infinito” que les llevo a huir sisteméticamente del uso de los proce-
sosy algoritmos infinitos. Esto se pone claramente de manifiesto tanto en el mismo me-
todo axiomatico-deductivo (donde la demostracion debe terminar tras un nimero finito
de etapas) como en el otro gran logro de la Geometria griega: el M étodo de Exhaus-
cién, que permitié extender los métodos de aplicacion de &reas mas alla de las figuras
poligonales. En efecto, |os griegos asumieron también como evidente que todas las figu-
ras geométricas simples (circulos, elipses, etc., y las obtenidos por uniones e intersec-
ciones de ellas) tenian un “area”, que era una magnitud geométrica del mismo tipo que
el drea de las figuras poligonales, gozando en particular de las propiedades naturales de
monotonia y aditividad. Para determinar €l area de unaregion R de este tipo, se trataba
de obtener una sucesion Pi, P;, Ps, ... de poligonos que “llenaran” R. El llamado Mé-
todo de Exhauscion, atribuido a Eudoxo, fue desarrollado como alternativarigurosa a la
ideaintuitiva de tomar como areade R €l limite de las areas de los P,,. La Definicion 4
del Libro V de los Elementos establece que “ dos magnitudes forman razon, cuando
cada una admite un maltiplo que es mayor que la otra”, (es decir, dos magnitudes a, b
forman razon, a:b , s existe un entero positivo n tal que na>b). La trascendencia de este
hecho fue reconocida por Arquimedes, que enuncio explicitamente como axioma de
Eudoxo la siguiente consecuencia:

Proposicion X.1 de Los Elementos: Dadas dos magnitudes desiguales, si de la mayor
se substrae una magnitud mayor que su mitad, y del resto una magnitud mayor que su
mitad, y asi sucesivamente, quedara una magnitud que sera menor que la menor de las
magnitudes dadas.

Utilizando este axioma, se puede demostrar rigurosamente la idea intuitiva de que
un conjunto dado A (p. €., un circulo, una piramide, una esfera, un cono de base circu-

% Si se acepta la Teoria de la Relatividad, puede resultar que Aquiles no alcance a la tortuga. Si, por
ejemplo, comienzan separados por un afio-1uz y suponemos que Aquiles puede acelerar a 10 m/s’, al cabo
de unos 337 dias alcanzard €l 97% de la velocidad de la luz (y no habra alcanzado todavia a la tortuga).
La contraccion relativista del tiempo hara que la tortuga vea para entonces a Aquiles préacticamente para-
do. Véanse los detalles en [Bu; Cap. 8], donde se comentan también €l resto de las paradojas de Zen6n
gue hemos mencionado.

* Recomendamos también al |ector una visita ala paginaweb de S. Marc Cohen
(http://faculty.was-hington.edu/smcohen/320/index.html)
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lar, etc.) se puede aproximar todo lo que se quiera por figuras inscritas més sencillas (en
los casos mencionados anteriormente serian poligonos regulares, uniones finitas de
prismas, poliedros formados por union finita de pirdmides de vértice € centro de la es-
fera, pirAmides con e mismo vértice que € cono, etc.). Este es €l paso previo para de-
mostrar la mayor parte de los teoremas que aparecen en |os Elementos que establecen
una relacion entre las magnitudes de dos conjuntos A y B de laforma m(A) = km(B). En
efecto, el argumento consiste en construir dos sucesiones de figuras més sencillas, de
magnitudes computables (por jemplo, lineas poligonales en caso de longitudes, poligo-
nos en caso de &reas, prismas en caso de volimenes, etc.), (P,) contenidasen Ay (Qn)
conteniendo a B, tales que m(Q,) = km(P,,) paratodo n. Por aplicacién del principio de
Eudoxo se consigue demostrar que, dado >0,

m(A)- m(R)<e y m(B)- mQ,)<e

para n suficientemente grande. En términos modernos, la prueba estaria completa, ya
que

m(B) =limm(Q,) = Kimm(P,) = km(4)

Sin embargo, como hemos dicho, € concepto de limite era extrafio a los griegos,
por lo que utilizaban en su lugar una doble reduccion a absurdo: Si m(B) > km(A), es-
cribamos e = m(B)-km(A). Elijamos sendas figuras P, contenidaen A, y Q en B tales
que M(Q) = km(P) y m(Q) > m(B)-e = km(A). Pero esto es una contradiccion, ya que
P C Ay, portanto, m(P) £ m(A). Intercambiando los papeles de A y B se muestra que €
supuesto km(A) > m(B) conduce también a contradiccion, luego debemos concluir que
m(B) = km(A).

El Método de Exhauscién fue extendido y mejorado por Arquimedes a llamado
Método de Compresion. Laidea general es la siguiente: Para probar que dos magnitudes
geométricas X y K son iguales, se construyen dos sucesiones de figuras, una mondtona
creciente (L)) y la otra monétona decreciente, (Un), que ,respectivamente, estén conte-
nidas y contengan a X (lo que implica que m(L ) < X < m(U,) paratodo n) y tales que
cumplan:

1. m(L,) <K<m(U,), paratodo n.

2. Se verificaunade las dos condiciones siguientes:
a) Paratoda magnitud e > 0 existe un N tal que m(Un)-m(L ) < e.
b) Paratoda magnitud a > 1 existeun N tal que m(Un)/m(L ) < a.

Como en e método de exhauscion directo, una doble reduccion al absurdo prueba
que X =K.

Arquimedes utilizd magistralmente estos métodos, obteniendo resultados especta-
culares, como por gemplo (véase [Hel]):

1. El &eade un circulo esigual alade un triangulo de base la longitud de la
circunferenciay alturael radio.

2. Lasuperficie de una esfera esigual alade cuatro circulos maximos.

3. El volumen de una esfera es igual a de un cono de base un circulo de area
igual alasuperficie de laesfera, y de dltura d radio de la esfera.

4. Cuadraturadela€lipse.
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5. Volumenes de sdlidos de revolucion.
6. Cuadratura de segmentos de la pardbolay la espiral logaritmica.

Notemos que & método de comprension solo puede aplicarse si se conoce de a+
temano € candidato K, lo que significa que debe ser complementado con algin otro
método que sugiera cud debe ser € resultado. Pero, ¢cud es ese método? La sorpren-
dente respuesta no se supo hasta 1906, cuando fue descubierta en Constantinopla, vir-
tualmente por accidente, una obra de Arquimedes titulada ElI Método (incluida en la
edicion de Dover de [Hel]), que se consideraba perdida y de la que sdlo se conocian
algunas referencias. En esta obra, Arquimedes cuenta con detalle |os métodos de razo-
namiento por é empleados para descubrir algunos de sus mas importantes resultados,
antes de obtener una demostracion rigurosa de los mismos (por e método de exhauscion
0 compresion). Esencialmente el método empleado por Arquimedes es € que los mate-
maéticos europeos del Renacimiento designarian como €l de los indivisibles combinado
con una ingeniosa utilizacion de la ley de la palanca, mangjado con una seguridad y
atrevimiento gue deja en mantillas los razonamientos de Cavalieri o Kepler (véase la
seccion 3.2.1). Arquimedes considera, por gjemplo, las figuras planas como formadas
por ldminas de densidad unidad, constituidas por un nimero indefindamente grande
(pero finito) de elementos (por jemplo, bandas paralelas de anchura muy pequefia o
infinitesimal, en el lengugje de casi 2.000 afios més tarde). Para comparar las areas de
dos figuras (una de €ellas de area conocida), establece una correspondencia entre los ele-
mentos infinitessmales de cada una, de modo que los elementos correspondientes se
“equilibren” en una balanza imaginaria. Utilizando las leyes de la palanca que & mismo
habia estudiado y aplicado en su obra Sobre € equilibrio de planos ([Hel]), se puede
establecer entonces una relacion entre €l area de la figura conocida, T y la de la figura
desconocida, X. Del mismo modo se pueden comparar |os voluimenes de dos cuerpos en
el espacio, considerandolos como solidos de densidad unidad y descomponiéndolos en
un nimero indefinidamente grande de elementos de volumen infinitessmales. EI Método
contiene numerosos ejemplos de este “método mecanico”, como lo llama Arquimedes,
para descubrir nuevos resultados. Entre ellos, uno de sus favoritos. la férmula para €l
volumen de la esfera (Proposicion 2), de la cual conjeturd la de la superficie de lamis-
ma, a considerar la esfera como un cono circular de atura el radio y de base un circulo
de area e de la superficie esférica. Ambas férmulas aparecen rigurosamente demostra-
das por el método de compresion en Sobre la Esfera y el Cilindro ([Hel]), en lo que
constituye un verdadero gjercicio de virtuosismo y orfebreria matematica.

Arquimedes sefidla claramente que el argumento no es riguroso, pues una region
plana no esta formada por una coleccion finita de segmentos, ni un volumen por un ni-
mero finito de secciones planas, mientras que la ley de la palanca se aplica siempre a
una coleccion finita de masas. Sin embargo,

“ ... el argumento proporciona una clara indicacién de cuél es la conclusion @-
rrecta.” (El Método [Hel]).

Traslaedad de oro delos siglos 1V y 11 antes de Cristo, el desarrollo tedrico de la
matemética griega comenzd a declinar rapidamente. Arquimedes significo la clspide
del pensamiento matemético de la antigliedad y tuvieron que transcurrir més de 18 g-
glos para que la Matemética llegara a su altura.

® En [Ed, pag. 68 y sigs.] puede verse varios de |os ejemplos de Arquimedes, en lenguge actual.
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Existen tanto razones externas (cambio en la situacion politicay social de Grecia,
concentracion de profesionales en unos pocos centros, guerras, fin de la influencia hele-
nistica, dominacion romana, etc.), como internas para explicar € declive de la matemé-
ticagriega: Y entre estas Ultimas, € descubrimiento paraddjico de la existencia de mag-
nitudes inconmensurables y las paradojas a que da lugar la introduccion de procesos
infinitos, jugaron un papel determinante. Por un lado, originaron la rigida separacion
entre geometria y aritmética (o algebra), lo que hizo gque los griegos trabajaran esen-
cialmente con magnitudes geométricas (longitudes, areas, volumenes), y € manejo de
los valores numeéricos fuera exclusivamente retérico, en lugar de simbdlico. En conse-
cuencia, los complejos y dificiles rodeos retéricos para realizar calculos simples impe-
dian detectar las analogias entre las soluciones de problemas similares y, por tanto, €l
reconocimiento y codificacién de algoritmos generales de calculo. Es decir, €l excesivo
énfasis geométrico impidio € desarrollo de unatradicidn agoritmica.

Por otra parte, si bien las paradojas influyeron decisivamente en el desarrollo del
método axiomatico-deductivo, como contrapartida la exigencia griega en €l rigor 16gco
absoluto les hizo rechazar todos los conceptos que no pudieran formular completa y
precisamente, y excluir cualquier traza del infinito en sus mateméticas, (incluyendo el
concepto de limite, que se sustituye por una doble reduccion a absurdo), |0 que supuso
una fuerte limitacién a crecimiento y desarrollo posterior de las mismas.

No obstante, hay que decir que durante mas de 2000 afios, |a Geometria de los an-
tiguos griegos, con Euclides y, sobre todo, Arquimedes como principales gjemplos, fue
considerada como e modelo de rigor y exactitud en Matematicas.
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3.- Un paseo por la historia del infinito.

Hay un concepto que es €l corruptor y el desatinador de los
otros. No hablo del Mal, cuyo limitado imperio es la ética;
hablo del Infinito.

(Avatares de latortuga. J. L. Borges)

3.1.- El infinito fisico

Hay muchos aspectos de la realidad que parecen apuntar hacia la existenciareal de
infinitos: por gemplo, el tiempo parece prolongarse hacia atrés y adelante indefinida-
mente; |a percepcion del espacio que nos rodea parece indicarnos que éste es ilimitado;
cualquier intervalo, espacial o temporal, parece poder dividirse indefinidamente...

Aristoteles se percat6 de estos hechos, pero su profunda conviccién en laintelig-
bilidad del mundo real le llevé arechazar la existencia del infinito en e mundo sensible
y establecer su distincion ertre el infinito actual o real y el infinito potencial, en el sen-
tido de magnitudes o procesos que se pueden prolongar tanto como se desee. S6lo acep-
ta Aristoteles este Ultimo tipo de infinito, ya que si algo estd més alla de la comprension
es que no pertenece al mundo real. En sus propias palabras: “...ser infinito es una priva-
cion, no una perfeccion...” (Fisica, I11.7.2083).

De hecho, Aristoteles o que hace es explicitar unaidea ampliamente aceptada por
los griegos. La misma palabra utilizada para designar €l infinito, apeiron, podia signifi-
car también ilimitado, indefinido, totalmente desordenado, etc., y tenia un sentido peyo-
rativo.

Pero entonces, ¢como explicar nuestra percepcion de que el tiempo y €l espacio se
nos presentan en muchos aspectos como infinitos?

Respecto a tiempo, Aristételes sostenia la teoria, muy extendida en la antigliedad,
de los ciclos césmicos o tiempo circular: Al cabo de un gran nimero de afios (el Gran
Afio césmico), el Sol, laLunay los cinco planetas conocidos recobrarian una cierta po-
sicion original, y a partir de entonces volverian a repetirse los mismos aconteci mientos.
Por tanto, no habria una infinidad de acontecimientos ya que en cada recorrido del ciclo
completo o gran afio, volverian a repetirse los mismos. De hecho, ni Squiera hace falta
hablar de una infinidad de ciclos: el mismo ciclo puede repetirse unay otra vez. Lateo-
riadel los ciclos cosmicos reaparece con frecuenciaalo largo de la historia.

La aceptacion por parte de la Iglesia Catdlica de que el Universo fue creado por la
divinidad en un momento dado, implica el abandono de la teoria del tiempo circular y
laintroduccion de un tiempo lineal. Pero si hubo una Creacion en un momento especifi-
co del tiempo, ¢qué habia antes?, ¢qué hacia Dios antes de crear €l Cieloy la Tierra? Se
dice que San Agustin (354-430) dio la siguiente respuesta: “Preparar € Infierno para
quienes hacen semejantes preguntas’ . Pero, realmente, la solucién dada por San Agus-
tin a problema fue, como era de esperar de un hombre excepcional, tremendamente
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original: antes de la Creacion, simplemente el tiempo no existia. El tiempo y el Cosmos
aparecieron conjuntamente. La eternidad de Dios no es un tipo de tiempo; a contrario,
Dios subsiste eternamente fuera del tiempo. Por tanto, no tiene sentido preguntar lo que
hacia Dios antes de la Creacion. Hay que hacer notar la semejanza de este argumento
con las teorias cosmol6gicas recientes del Big Bang, confirmadas tedricamente por €l
teorema de Hawking-Penrose de 1970 sobre la existencia de una singularidad a -
mienzo del Universo, si la Teoria de la Relatividad general es correcta (cfr. [Ha])

En cuanto a espacio, los astrénomos griegos (y Aristételes con ellos) sostenian
que €l Universo estaba formado por una serie de esferas en movimiento, con centro en
la Tierra, que contenian los distintos objetos que se observaban en el Ciglo: la Luna, €l
Soal, los cinco Planetas y las Estrellas Fijas. Por tanto, nuestro universo es acotado y
finito. Respecto ala pregunta obvia de qué hay més alla de la Ultima esfera, Aristoteles
mantiene que “ lo que esta limitado, no lo esta en referencia a algo que lo rodee”  (Fisi-
ca, 111.8.208a). El primer argumento clasico contralafinitud del espacio aparece expli-
citamente en De Rerum Natura, del poetaL ucrecio (94-50 a. de C.), y esd siguiente: s
el espacio fuera limitado, supongamos gue alguien llega hasta el mismo borde y lanza
un dardo; entonces, o bien € dardo atraviesa el borde (en cuyo caso no es realmente el
borde del espacio) o se para, en cuyo caso se trata efectivamente de una frontera 'y hay
algo mas alla del borde. Este argumento es similar a atribuido a pitagorico Arquitas
de Tarento (430-360 a. de C.) para probar que €l Cosmos visible (limitado) existia en
un vacio infinito: si alguien se encuentra a borde del universo y extiende un brazo hacia
el exterior, lo tendera a vacio; si ahora se coloca un poco més afueray lo vuelve aten-
der, y repite e proceso indefinidamente, resultaré que el exterior del universo seria infi-
nito (incidentalmente, para Aristételes este argumento solo probaria que caso de existir
el vacio seria potencialmente infinito.) El punto débil de |a teoria de Aristoteles es pues
que s e Cosmos es una esfera finita, tiene un borde, y el argumento de Lucrecio se
puede aplicar. Ahora sabemos que se pueden concebir nodel os cosmol égicos finitos y
sin borde, como puede ser |a superficie de una hiperesfera, 10 que haria méas defendible
laidea de Aristételes.

Durante la Edad Media, el modelo cosmoldgico griego (esencialmente formalizado
por Ptolomeo) fue asumido sin discusion, salvo ligeras modificaciones para adaptarlo a
las nuevas observaciones redlizadas. La revolucion astrondmica llevada a cabo por N.
Copérnicoy J. Kepler en los siglos XVI y XVII, acab6 con este modelo y planted de
nuevo la posibilidad de un espacio infinito. Tras € precedente de Lucrecio, un inglés,
Thomas Digges, publicd en 1576 una obra de divulgacion sobre la teoria de Copérnico
y describié un Universo donde las estrellas eran otros soles, esparcidos por un espacio
infinito. Giordano Bruno defendié apasionadamente la idea de un Universo infinito,
tanto en & espacio como en e tiempo; en @ existirian infinitos mundos, muchos de
ellos habitados por otros seres humanos (Del infinito Universo y Mundos, 1584). Sus
teorias planteaban tremendos problemas teol6gicos y contradicciones con muchas afir-
maciones contenidas en la Biblia: la Creacién habia tenido lugar en un momento deter-
minado del tiempo y e mundo no habia existido eternamente, como afirmaba Bruno.
S6lo hubo una Caida y una Redencién. ¢Cémo podian participar de estos hechos los
habitantes de los otros mundos? ¢Habia sido Cristo crucificado en todos los mundos, o
existian seres humanos sin pecado origina? En 1591, Bruno fue detenido por la Inquisi-
ciony, tras nueve afos de interrogatorios y torturas, fue quemado en la Plaza romana de
Campo di Fiori en 1600.
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Larapidadifusion y amplia popularidad de las teorias de Copérnico y Kepler, a pe-
sar de la oposicion de la Iglesia, se debid en gran parte a trabgjo del iniciador de la
Revolucion Cientifica que iba a cambiar sustancialmente las ideas sobre la Naturaleza y
el Universo: Galileo Galilei (1564-1642). Su descubrimiento del telescopio en 1609 y
sus observaciones y teorias sobre la Naturaleza se dfundieron rapidamente por toda
Europa. A ello contribuyeron sin duda sus libros, dirigidos a un publico muy amplio y
gue tuvieron un enorme éxito. Por gemplo, su famoso Didlogo sobre los dos maximos
Sstema del Mundo (se refiere a Ptolomeico y a Copernicano), publicado en 1632,
estaba escrito en italiano, en lugar de latin, que eralalengua cientifica por excelencia

Si bien no contiene pruebas concluyentes del sistema copernicano (y alguna de las
teorias que propugna son completamente erréneas, como el capitulo dedicado alas ma-
reas), El Didlogo contribuyo decisivamente a demoler la cosmologia aristotélicay sefia-
|6 las pautas a seguir por la nueva Revolucion Cientifica en ciernes. Ya en su libro 11
saggiatore (El Ensayista), dedicado a papa Urbano VIII en 1623, Galileo habia ex-
puesto sus ideas sobre el método cientifico:

La Filosofia esta escrita en ese gran libro que es el Universo... Pero no po-
demos entender €l libro si antes no aprendemos €l lenguaje en el que esta escrito
y su alfabeto. Ese lenguaje es el de las Matematicas, y sus caracteres son trian-
gulos, circulosy otras figuras geométricas, sin la cuales es humanamente imposi-
ble entender una sola palabra de d...

Estas ideas se desarrollan y concretan en El Didlogo: A través de una serie de dig&-
logos entre los principales persongjes, Salvati y Simplicio, Galileo defiende que la Na-
turaleza esté regida por una serie de principios basicos smples, que deben descubrirse
por la experimentacion y la induccion. Una vez descubiertos estos principios, debe en
contrarse una descripcion o modelo matematico del fendmeno estudiado, que permita
predecir hechos, comprobables de nuevo por la observacion y experimentacion. Esta
Ultima parte y, sobre todo, la necesidad de matematizar la Naturaleza para su compren-
sion, suponia un cambio fundamental con €l aristotelismo vigente.

El éxito de El Didlogo fue inmenso en toda Europa... y atrgjo la atencion de la In-
quisicién, que prohibi6 su venta 'y Ilamo a juicio a Galileo. En junio de 1633, reafir-
mando el dictamen de la Inquisicion de 1616 sobre la teoria copernicana, un tribunal de
7 cardenales declar6 absurda, falsa en Filosofia y herética la afirmacion de que e Sol
ocupa € centro del Universo y que la Tierra no estd inmovil en el centro del mundo. y
obligd a Galileo, a rectractarse de sus creencias. Tras la abjuracion, fue condenado a
una especie de arresto domiciliario de por vida, muriendo en su hogar, cerca de Floren-
Cia, en 1642. A pesar de su reclusién y amargura, siguio trabagjando incansablemente, y
en 1638 aparecio su Discors e dimostrazioni matematiche in torno a due nove scienze
attenanti alla mecanica i movimenty locali, en €l que hace un estudio sistematico y re-
volucionario sobre el movimiento de los proyectiles, formula laley de composicion de
movimientos, la del movimiento uniformemente acelerado y aborda €l estudio del pén-
dulo.

La comprobacion por parte de los astronomos de que a aumentar la potencia de sus
telescopios se descubrian mas y més estrellas, cada vez més lgjanas, hizo que fuera
arraigando con fuerza laidea de un Universo infinito. El mismo Galileo se inclinaba por
esta opcion, aunque nunca dio por zanjada la cuestion. La causa de estas dudas, que
contrastan con la facilidad con la que muchos de sus contemporaneos aceptaron la idea
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de un Universo infinito, probablemente se debe a las propiedades paraddjicas que é
mismo habia descubierto del infinito matemético (véase la Seccion siguiente.)

Pragmatico como era, en una carta que escribié en 1649 a Fortunio Liceti, un Pro-
fesor de la Universidad de Padua, manifestd que no podia concebir un universo finito y
limitado ni un universo infinito e ilimitado. El hecho de que lo infinito no pudiera ser
comprendido por € intelecto finito del hombre, le inducia a inclinarse por la ssgunda
posibilidad: jera mejor sentirse desconcertado ante lo incomprensible que verse incapaz
de comprender lo finto!

El hombre encargado de desarrollar el programa de Galileo, | saac Newton (1642-
1727), creia, como G. Bruno, que €l espacio erainfinito y estaba ocupado por un Dios
omnipresente. Su primer argumento en apoyo de esta idea se encuentra en una carta
escritaal clérigo Richard Bentley en 1692: Si € universo fuerafinito —dice Newton- |a
gravedad determinaria que toda la materia se concentrara finalmente en un punto. Por el
contrario, en un universo infinito cualquier astro experimentaria fuerzas gravitatorias en
todas direcciones.

El argumento de Newton se basa en su concepcion de un espacio infinito y estéti-
co. Hoy sabemos que esto no es asi. Ademas, € Universo visible tiene una estructura
grumosa, no homogeénea: las estrellas se distribuyen en galaxias, muy distantes unas de
otras. Los efectos gravitacionales del resto de las galaxias son despreciables frente alos
que originan las estrellas de la propia galaxia. Y sin embargo, las galaxias permanecen
estables a lo largo de muchos millones de afios, ya que su rotacién impide e colapso
que predecia Newton. Claro esta que Newton no sabia de la existencia de otras galaxias
distintas de nuestra propia Via Léctes, y las observaciones de |os astronomos contempo-
raneos suyos parecian mostrar que las estrellas se hallaban uniformemente distribuidas
en el espacio, |o que servia de apoyo a su argumento.

Aungue nadie habia encontrado un argumento concluyente que probara que el uni-
verso es infinito, la mayoria de los cientificos de la época se inclinaban por esta idea.
Sin embargo, e astronomo real Edmon Halley (1656-1742) (que, por cierto, habia
financiado la primera edicién de los Principia de Newton), crey6 haber encontrado un
argumento en contra de la infinitud del Universo: Si lo fuera —argumentaba Halley-
contendria infinitas estrellas, y no habria lugar en el cielo a que uno pudiera dirigir la
mirada sin que la linea de visién se encontrara con una estrella. Por tanto, jel cielo enla
noche deberia aparecer tan brillante como durante el dial En la actuaidad este argumen-
to se conoce como Paradoja de Olbers, por € astronomo aleman H. Olbers, que la
redescubrid en 1826. El mismo Olbers crey6 haber encontrado una explicacion: la luz
de las estrellas lgjanas podria ser absorbida por grandes masas de materia interestelar
intermedias. Pero si esto sucediera, con €l tiempo esta materia intermedia se calentaria,
hasta hacerse tan brillante como las mismas estrellas. Se puede argumentar que, incluso
en un universo infinito con infinitas estrellas, éstas podrian estar asimétricamente distri-
buidas y existir algunos sectores (infinitos) del cielo sin estrellas. Pero esta hip6tesis
parece poco natura (y contradice las observaciones astronémicas.) La hip6tesisdel Big
Bang, ampliamente aceptada en la actualidad, permite explicar facilmente la paradoja: s
se admite que & Universo tuvo su origen en una gran explosién, hace unos 15.000 ni-
Ilones de afios, aunque €l espacio fuera infinito y con infinitas estrellas sdlo podriamos
percibir las que estuvieran situadas a menos de 15.000 millones de afios luz y, ademas,
laluz emitida por las mas lgjanas habria sufrido un enorme desplazamiento hacia € rojo
(convirtiéndose de hecho en ondas de radio).
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En e momento actual, alin no tenemos una respuesta definitiva a la pregunta de si
el espacio esfinito o infinito. A lo largo del siglo XX han ido apareciendo importantes
datos empiricos que parecian inclinar la respuesta en una direccion, para después corre-
girla en sentido contrario. Si se acepta la Teoria de la Relatividad, |a respuesta depende-
rade la curvatura del espacio: si ésta es positiva, el Universo se cerrara sobre si mismo
y serafinito; s la curvatura es negativa o 0, el Universo sera infinito. Por otro lado, la
idea de un Universo en el que tiempo y espacio deben ser finitosy sin frontera es defen-
dida por muchos cosmologos modernos, con S. Hawking a la cabeza (Cfr. [Ha; pag.

182y sgs.])

Una curiosa variacion de la hipétesis del tiempo circular, en versién espacial apa-
rece en €l relato de J. L. Borges La Biblioteca de Babel (cfr. [Bg2]), que comienza asi:
“ El Universo (que otros Ilaman Biblioteca), se compone de un nimero indefinido, y tal
vez infinito, de galerias hexagonales’ La biblioteca, que es eterna, contiene todo posi-
ble libro de 410 paginas y cualquier combinacion concebible de letras aparece en algun
tomo. Contra los que declaran que el Universo (la Biblioteca) no es infinito, ya que €
numero posible de libros de 410 paginas, aunque muy grande, es finito, € narrador
afirma que “la biblioteca es infinita y periddica. S un eterno viajero la atravesara en
cualquier direccion, comprobaria la cabo de los siglos que los mismos volimenes se
repiten...”

Lainterrelacién entre las dos principales teorias fisicas del siglo XX, la Teoria de
la Relatividad y la Mecanica Cuantica, ha producido una serie de fascinantes conse-
cuencias que hace que muchos de los textos y articulos dedicados a estos temas parez-
can verdaderas obras de ciencia-ficcion, plagados como estan de nombres como su-
percuerdas, agujeros de gusano, mundos paralelos, tiempo imaginario, viaje en €
tiempo, etc. Como excelente botén de muestra pueden consultarse [Gal, [Yn] y las
obras de divulgacion [Ha], [Mo] y [Pel]. En ellas se puede comprobar que en los dis-
tintos model os mateméticos empleados para describir la realidad son, a veces, incom-
patibles entre si, y en todos aparecen con frecuencia cantidades infinitas: R. Penrose
probd en 1970 que s la Teoria de la Relatividad es cierta, en un agujero negro las
fuerzas gravitatorias se harian infinitas (la interpretacion |6gica de este hecho es que
dentro de un agujero negro, la Teoria de la Relatividad no es cierta); la Electrodinami-
ca Cuanticatrata de introducir los efectos relativistas en la descripcion cuantica de las
interacciones entre particulas y, segun los expertos, es la teoria probada experimen-
talmente con mayor precision de la Fisica. Pues bien, estateorialleva a considerar que
los electrones son puntos sin dimensiones, dotados de una masa y una energia infini-
tas. Las ecuaciones de la electrodindmica cuantica proporcionan muchas veces solu-
ciones infinitas, que deben ser eliminadas mediante las técnicas de renormalizacion
introducidas por J. Schwinger y R. Feynman, no muy ortodoxas matematicamerte
hablando, pero que proporcionan soluciones notablemente acordes con las observacio-
nes... En fin, en los textos resefiados anteriormente pueden encontrarse muchos otros
gjemplos que muestran claramente que los fisicos parecen haber aceptado plenamente
la situacion.

Para finalizar, dediguemos algunas lineas a problema del continuo en la realidad
fisica, es decir, ¢son el tiempo y €l espacio fisicos infinitamente divisibles?

Para Aristoteles la respuesta es afirmativa, y 10 pone claramente de manifiesto con
su definicion de continuo: Lo que puede dividirse en partes que son infinitamente divi-
sibles (Fisica, V1. 232b). Probablemente, |as aporias de Zenon tuvieron algo que ver con
dicha concepcion. Notemos, sin embargo, que esto no contradice su rechazo de magni-
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tudes infinitas reales, ya que si bien un cuerpo material o un intervalo de tiempo pueden
dividirse indefinidamente, como nadie puede realizar esas infinitas divisiones, no puede
decirse que € conjunto de particulas del objeto o de instantes de tiempo sea infinito
realmente, sino solo en sentido potencial.

Como sabemos, la mayoria de las teorias sobre la naturaleza de la materia que se
han desarrollado a lo largo de la historia, se inclinan hacia la existencia de elementos o
particulas basicas e indivisibles que compondrian, por agregacion, todo lo existente:
primero, los cuatro elementos clasicos de la Antigiiedad griega (Aire, Tierra, Fuego y
Agua), que a mezclarse en diversas proporciones, originarian todas las deméas sustan-
cias. Después, los Alquimistas agregaron a sistema nuevas sustancias “elementales’,
como ciertas sales, esencias, etc.. Los primeros quimicos encontraron una nueva unidad
fundamental de cada sustancia: la molécula. Posteriormente, se comprobo que las molé-
culas podian a su vez descomponerse en unidades més simples, |lamadas dtomos, de los
gue se pensod que existian menos de un centenar diferentes (cantidad que ha ido aumen-
tando paulatinamente). Cuando se dispuso de energias mayores, se descubrié que €l
atomo no era una unidad tan simple, sino que podia “romperse” en diversas particulas:
electrones, protones, neutrones...A o largo de los dltimos 50 afios, utilizando acelera-
dores cada vez mas energéticos, se han ido encontrando masy mas “ particulas elemen-
tales’ que, actualmente, parecen estar todas ellas constituidas por distintas variedades
de quarks (cuyo nimero va creciendo con € uso de mayores energias...) Citando a S.
Hawking, “ Podriamos, en verdad, esperar encontrar varios niveles de estructura mas
basicos que los “ quarks’ y electrones que ahora consideramos como particulas ele-
mentales.” ([Ha, pag. 215]). La verdad es que el proceso parece repetir el vigjo argu-
mento de Aristételes de la divisibilidad infinita del espacio. Sin embargo, e mismo
Hawking sefiala que

“...la gravedad puede poner un limite a esta sucesion de “ cajas dentro de ca-
jas’. S hubiese una particula con una energia por encima de lo que se cono-
ce como energia de Planck (10° GeV), su masa estaria tan concentrada que
se amputaria ella misma del resto del universo y formaria un pequefio aguje-
ro negro.” [ibidem]

Otros cientificos prefieren interpretar la realidad como un continuo espacio tem-
poral, en el que los distintos objetos que percibimos surgen como variaciones o pertur-
baciones en la geometria del mismo. En esta interpretacion, la pregunta seriasi €l conti-
nuo espacio temporal tiene una estructura granular (lo que significaria la existencia de
particulas o “granos’ indivisibles) o no.

Y quiza, “ las nociones de “ espacio” y “tiempo” son abstracciones que pueden
aplicarse al nivel de nuestra experiencia sensible, pero que carecen de sentido mas alla
de la trigésima cifra decimal. ¢Qué habria entonces alli? Nuestro viejo amigo €l “ apei-
ron” ([Ru, pag. 29]).

En todo caso, en el momento actual, parece que no existe una respuesta definitiva
alacuestion de si lamateria es finita o infinitamente divisible.

Salvo agunos pensadores medievales (entre ellos, San Isidoro de Sevilla) que
creian gque € tiempo estd formado por instantes indivisibles, llegando a cuantificar que
una hora contenia exactamente 22.560 instantes (cfr. [B1, pag. 66]), ho parece que haya
habido muchos defensores de la idea de un tiempo discreto. En este aspecto, la concep-
cion generalizada, pues, es la misma que la de Aristételes: El tiempo es un continuo
infinitamente divisible,
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3.2.- El infinito en M atematicas

Para algunos autores la historia de la fundamentacion de las Matematicas puede
Verse como un enriquecimiento progresivo del universo matematico para incluir masy
mas infinitos ([Ru]). Pero, por otro lado, laintroduccién de conjuntos o procesos infini-
tos es la causa principal de la aparicion de paradojas en Mateméticas. Y a hemos visto
gue los matematicos griegos fueron plenamente conscientes de este fenémeno, lo que
les llevo a una autolimitacion en el uso del infinito.

También hemos visto como Aristotel es rechazaba la existencia del infinito actual o
real en e mundo sensible, admitiendo solo la existencia de infinitos potenciales. En
cuanto al uso del infinito en Matemaéticas, Aristételes dice:

El negar la existencia actual del infinito no priva a los matematicos de sus es-
peculaciones. De hecho ellos [los matematicos] no necesitan este infinito y no
hacen uso de é. Solo postulan [por ggemplo] de una linea finita que puede pro-
longarse tanto como se desee...[Fisica, 111, 207b.]

El enunciado de la famosa demostracion de la infinitud de los primos que aparece
como proposicion 20 del libro IX de Los Elementos (cfr. [He2]) es paradigmatico de
esta limitacion en e uso de conjuntos infinitamente grandes. No se afirma que el con-
junto de los nimeros primos sea infinito, sino que “ hay mas nimeros primos que cual -
quier coleccion de primos que consideremos’, es decir, dada cualquier coleccion finita
de primos, siempre existe otro primo que no pertenece a ella (y, de hecho, es mayor que
cualquier primo de la coleccion). Los procesos infinitos se eliminan, a exigir que la
conclusién o demostracion se obtenga tras un nimero finito de etapas. También hemos
visto como, de manera sutil, en los propios Elementos se proscriben las magnitudes in-
finitas y las infinitamente pequefias. La definicion 4 del libro V (que, recordemos, esta-
blece que dos magnitudes forman razon cuando cada una de ellas admite un multiplo
gue excede a la otra), prohibe de hecho la existencia de magnitudes infinitamente pe-
gueiias o infinitamente grandes y evita que se puedan comparar (formar razon) longitu-
des con &reas 0 areas con volumenes. Como veremos, ésto es precisamente |o que hicie-
ron los iniciadores de los métodos infinitesimales de los siglos XVI y XVII.

La autoridad e influencia del pensamiento de Aristételes hizo que el rechazo ala
existencia del infinito actua perviviera durante mas de 2.000 afios. Solo al final del s-
glo XIX los matematicos se atrevieron (no sin profundas controversias) adegjar de lado
estas ideas.

Con € establecimiento del Imperio Romano en e Mediterraneo, la cultura Griega
comienza un lento declive, refugidndose principalmente en Algjandria, hasta su conquis-
ta por los Arabes en e afio 641 d. de C. Por otro lado, € colapso del Imperio Romano
de Occidente en el siglo V de nuestra Era llevé a Europa a un largo periodo de oscuri-
dad en el aspecto cultural y cientifico. La herencia cultural griega fue conservada en
parte y finalmente transmitida a Europa a través del Imperio Bizantino primero y, sobre
todo, de los Arabes, quienes la enriquecieron con la incorporacion de las ideas sobre
aritméticay adlgebra de las civilizaciones orientales, especialmente con la notacion posi-
ciona y laintroduccién del 0. El nuevo sistema de numeracion se fue extendiendo len-
tamente, pero puede decirse que a partir del siglo X111 se generaliza su empleo. Uno de
los centros fundamental es de transmisién de cultura fue precisamente la Escuela de Tra-
ductores de Toledo, con Gerardo de Cremona ala cabeza. La asmilacion y aceptacion
de la cultura griega y en particular del pensamiento aristotélico por parte de la Iglesia
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Catdlica a partir del siglo XlIl, sentd las bases para € renacimiento intelectual en la
cultura Occidental.

Las especulaciones obre la naturaleza del infinito y e continuo durante la Edad
Media fueron de caracter esencialmente filosofico, méas que cientifico. En lineas genera-
les, se aceptaron las ideas de Aristoteles al respecto (con la obvia modificacion de la
existencia real de Dios como un infinito absoluto). Sin embargo, a comienzos del siglo
X1V agunos filosofos (la mayoria pertenecientes al Merton College de Oxford), inicia-
ron el estudio cuantitativo del movimiento, lo que implicaba cuantificar la variacion de
magnitudes continuas, algo completamente extrafio a pensamiento griego, que sblo
consideraba movimientos uniformes. Los filésofos del circulo de Merton, entre los que
destacan Richard Suiseth (o Swineshead), conocido como El Calculador, y Thomas
Bradwar dine, que fue Arzobispo de Canterbury, comenzaron a estudiar e movimiento
uniformemente acelerado, en el que la velocidad varia proporcionalmente al tiempo
transcurrido. Por supuesto, la idea de velocidad instantanea se utilizaba de forma intui-
tiva 'y poco precisa, pero permitio obtener resultados correctos. Los argumentos son
siempre tediosos y retoricos, a falta de un ssmbolismo adecuado, y con frecuentes lla-
madas alaintuicion. En cualquier caso, pueden considerarse como |os primeros antece-
dentes de la nocion de derivada de una cantidad variable. Incluso las palabras fluxusy
fluens, tan utilizadas por Newton tres siglos més tarde, aparecen ya en los trabgjos de
Calculador. Estos trabajos conducen con frecuencia, de manera retural, al problema de
sumacion de una serie infinita. Por gemplo, Suiseth planted el siguiente problema: Cal-
cular la velocidad media de un movil que durante la primera mitad del tiempo total de
su movimiento, lo hace con velocidad constante; el siguiente cuarto lo hace a velocidad
doble delainicial; el siguiente octavo del tiempo total 1o hace al triple de la velocidad
inicial, y asi ad infinitum. Si se consideran tanto € intervalo de tiempo como la veloci-
dad inicial la unidad, € problema es equivalente a calcular la suma

Calculador obtuvo el resultado correcto (=2) mediante un largo y farragoso argu-
mento verbal. Esta parece ser € primer ejemplo de sumacion de una serie infinita que
No es una serie geométrica. Pero ademas, Calculador parece aceptar la idea de la suma
de la serie infinita como un proceso ilimitado, a diferencia de |os argumentos utilizados
por Arquimedes para obtener la suma de algunas progresiones geomeétricas, esto es:
obtener una expresion para la suma de un nimero finito de términosy comprobar (utili-
zando € axioma de Eudoxo) gque esta suma difiere tanto como se desee de un candidato
previamente encontrado.

Los estudios del circulo de Merton se extendieron a Francia e Italia a lo largo del
siglo XIV. El parisno N. Oresme (1323-1382) introdujo €l uso de representaciones
gréficas y diagramas geométricos para dar demostraciones més sencillasy convincentes
gue las de Calculador. Su idea fue representar una cantidad variable (temperatura, velo-
cidad, densidad, etc.) por medio de un segmento vertical cuya longitud en cada instante
era el valor de la cantidad. Esta representacion anticipaba claramente la idea de sistema
de coordenadas, asi como la de dependencia funcional. Por g emplo, representa lavelo-
cidad de un mévil uniformemente acelerado durante un intervalo de tiempo [0, T], por
medio de un trapecio construido sobre €l intervalo, de modo que € lado vertical en O
tiene como longitud la velocidad inicial vy del movil, y en T su velocidad final v .
Oresme no explicita claramente que el area del trapecio representa la distancia recorrida
por e movil, pero por las consecuencias que infiere, ésta parece haber sido su interpre-
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tacion. Por ejemplo, deduce que el espacio recorrido ess = (Vo + )T (esto es, e area

del trapecio), resultado equivaente a la conocida regla de Merton para el cdlculo de la
velocidad media en un movimiento uniformemente acelerado. En todo caso, esta idea
fue més o menos aceptada implicitamente por los Escolésticos de los siglos XIV a XV,
y explicitada claramente en el famoso Discurso de Galileo de 1638, del que ya hemos
hablado.

Oresme introduce métodos geométricos para la sumacién de algunas series infin-
tas, que sustituyen con ventaja a los métodos retdricos de |a escuela de Merton, aunque
seguian siendo tediosos y construidos ad hoc. También a Oresme se debe la primera
demostracion de la divergencia de la serie armonica.

El estudio de las series infinitas continud a lo largo de los siglos XVI y XVII sin
avances practicos significativos, aunque contribuyé decisivamente en la aceptacién de
los procesos infinitos en Mateméticas, preparando asi € camino para el desarrollo de
los métodos infinitesimal es.

3.2.1 Losindivisibles y los métodos infinitesimales.

El Renacimiento cientifico y cultural delos siglos XV y XVI se asocia a menudo a
larapida difusién de los clasicos griegos provocada por lainvencion de laimprenta. Por
otro lado, la aparicion de una nueva clase de artesanos libres desperto € interés en la
busqueda de nuevos materiales y, en general, por el desarrollo de la tecnologia. Las ex-
ploraciones geogréficas a través de miles de kilémetros de mar abierto demandaban
nuevos y mas precisos métodos para determinar la posicion; e incremento del comercio
exigia nuevos y mas rpidos mecanismos de caculo; laintroduccién de la pélvora signi-
fico la aparicién de nuevos problemas militares, como € movimiento y trayectoria de
los proyectiles. Al mismo tiempo, € conocimiento de extrafias civilizaciones provoco
un sentimiento de apertura en la cultura europeay laimprenta permitio la diseminacién
del conocimiento, hasta entonces controlado férreamente por la Iglesia. Todo, en fin,
contribuy6 a que la idea de la busgueda del conocimiento y el desarrollo cientifico para
dominar la Naturaleza se convirtiera en un rasgo dominante de la civilizacion Europea
moderna, preparando €l terreno a la revolucion cientifica que tuvo lugar a partir del S-
glo XVILI.

En las Mateméticas, el Renacimiento se plasmé en el rapido progreso en €l dgebra
y, sobre todo, el desarrollo de un simbolismo adecuado, que permitié obtener métodos
de céalculo cada vez més eficaces. A lo largo del siglo XVI, la escuela de algebristas
italianos (Tartaglia, Cardano, Bombelli, etc.) habia conseguido obtener las formulas
para resolver las ecuaciones algebraicas de gados 3 y 4 por radicales. En esta tarea, se
fue desarrollando también un simbolismo algebraico adecuado, que resulto esencial para
el desarrollo del Algebray, afin de cuentas, de toda la Matemética

De hecho, los signos + y - comienzan a emplearse a partir de 1481; el simbolo
para el producto fue introducido por Oughtred algo mas tarde, y €l signo = lo introdujo
R. Recorde, autor del primer tratado inglés de Algebra, en 1557. Los simbolos > y <
son debidosa T. Harriot; los paréntesis aparecen en 1544.

Mas importante y significativa fue la de publicacion por F. Viéte de artem analyti-
cam isagoge (Introduccion a Arte Analitico) en 1591, en donde se introduce e simbo-
lismo literal para designar los coeficientes (“datos’) y las incognitas en las ecuaciones.
Yaend siglo XVII, R. Descartes megjord y desarroll6 las ideas de Vieta, utilizando las
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primeras letras del alfabeto para designar cantidades conocidas, y reservando el uso de
las Ultimas letras del alfabeto paralas incognitas. Vieta introduce los simbolos [y { en
1593y a Descartes se debe el simbolo +/. Asi, a comienzos del siglo XVII los mateméti-
cos disponian del  bagaje técnico suficiente para abordar 10s nuevos retos planteados.

Los mateméticos del Renacimiento, como hijos de su época, estaban mas interesa-
dos en la obtencién de nuevos métodos y resultados que en el rigor de las pruebas. Co-
mo consecuencia de esta mentalidad, los matematicos de los siglos XVI1 y XVII habian
perdido aquel “horror a infinito” de los griegos, que como sabemos habia impedido el
desarrollo de una teoria de limites que evitara la tediosa doble reductio ad absurdum de
las demostraciones clasicas. Este hecho, junto con € desarrollo de una escritura simbé-
lica adecuada, facilito el desarrollo de técnicas formales de cllculo y la aparicion de los
métodos infinitesimales, que se usaron con profusién y absoluta falta de rigor en la so-
lucién de multitud de problemas de célculo de &reas y volumenes en este periodo.

Asi, J. Kepler (1571-1630) utilizd razonamientos de este tipo para tratar de de-
mostrar sus leyes del movimiento planetario (cfr. [Ed, pag. 100]). Mé&s determinante fue
la publicacién en 1615 de una obra sobre la medicién exacta de los volumenes de barri-
cas de vino (muy importante para el comercio de la época): Nova stereometria doliorum
vinariorum (* Nueva geometria solida de las barricas de vino”). En €lla, se considera un
cuerpo solido como unién de una cantidad infinita de piezas solidas infinitesimales o
indivisibles, de forma y tamafio conveniente para resolver el problema estudiado. Por
giemplo, considera la esfera de radio r compuesta por una infinidad de pirdmides de
vértice en € centro y base en la superficie de la esfera, todas ellas de alturar. La férmu-
la del volumen de una pirdmide da V= Ar/3, con A= superficie de la esfera (=4pr?).
También considero el toro generado al girar un circulo de radio a en torno aun ge ver-
tical situado a una distancia b de su centro, como formado por infinitas rebanadas muy
delgadas, determinadas por la interseccion del toro con planos que pasan por €l gje de
revolucién. Cada rebanada es més delgada en € interior que en € exterior. Kepler asu-

mi6 que el volumen de una de estas rebanadas era pa’t, dondet = % (t1 + t,) esel pro-
medio de las anchuras minimay méaxima, e.d., t es la anchura de la rebanada en su cen-
tro. Por tanto, e volumen del toro es V = (pa®)(> t) = (pa®) (2p b), que es e resultado

correcto. En € libro citado se calculan los volumenes de méas de 90 solidos de revolu-
cion por estos métodos.

El uso sistemético de las técnicas infinitesimales se popularizé sobre todo por la
aparicion de 2 obras escritas por € alumno de Galileo B. Cavalieri (1598-1647): la
Geometria indivisilibus y los Exertitationes geometricae sex. Los 6 primeros libros de la
Geometria estan redactados ala manera de los libros griegos, pero, finalmente, Cavalie-
ri desistio de su intento de justificar €l uso y la existencia de los indivisibles. Estaba més
interesado en su utilizacion préactica.

Cavadlieri, a diferencia de Kepler, consideraba las figuras geométricas formadas
por indivisibles de dimension menor. Asi, las areas estaban formadas por infinitos seg-
mentos paralelos a una recta fijao regula (las omnes lineae de la figura dada); los vo-
limenes estaban constituidos por infinitos trozos de &reas planas equidistantes, etc.
También a diferencia de Kepler, que imaginaba una figura geométrica descompuesta en
trozos infinitesimales (de la misma dimension) que, mediante una recombinacion ad
hoc permitia obtener € area o volumen de la figura dada, Cavalieri procedia a establecer
una biyeccién entre los indivisibles de dos figuras geométricas dadas, de modo que s
entre los indivisibles correspondientes existia una cierta relacion constante, se podia
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concluir que la misma relacién existia entre las magnitudes de las figuras en cuestion.
En general, la medida de una de las figuras era conocida y asi se podia calcular lade la
otra

Un gemplo tipico de los métodos de Cavalieri es lo que todavia se conoce hoy
como Teorema de Cavalieri, cuya validez puede justificarse actualmente a través del
teorema de Fubini:

S dos solidos tienen la misma altura y si las secciones por planos paralelos a
las bases a la misma distancia de ellas tienen areas en una razén dada, entonces
|os volumenes de | os sdlidos estan en la misma razon.

Ademés de su técnica de comparacion de los volimenes de dos sblidos, compa-
rando las &reas de sus secciones, Cavalieri desarrollé también un método para calcular
el area o volumen de un solo cuerpo, por medio de un método formal (geométrico) para

calcular sumas de “potencias de lineas’ del tipo 3 X . Por ejemplo, si consideramos el

recinto limitado por la gréfica de la pardbola y = » entre los puntos de abscisa x = a 'y
x= b, lalongitud de una seccién vertical tipicaes x?, y el &reavendria dada por la suma

> x* parax entre ay b. La técnica de Cavalieri consiste en comparar las potencias de

los segmentos paralelos a los lados de un cuadrado de lado a con las de los triangulos
obtenidos al trazar una diagonal (cfr. [Ed], [B1] y [B2]). Los argumentos se hacen méas
y més complicados a aumentar k, de modo que Cavalieri solo pudo verificar directa-

mente laféormula ¥ X = d*1/(n+1) para los valores enteros de k menores que 10. Con

estos resultados, pudo calcular el &rea bgjo las curvas 'y = X' (n=9) en el intervalo uni-
dad, los volumenes obtenidos por revolucion de estos recintos, etc. Fermat, Pascal y
Roberval establecieron, mas 0 menos rigurosamente y por distintos métodos, la validez
de la formula para todo entero positivo.

El mismo Cavalieri y, por supuesto, sus contemporaneos, eran conscientes de lafalta de
rigor del método de los indivisibles. Durante alguin tiempo, trat6 de solventar las criticas
sobre el uso de los indivisibles realizadas por muchos de sus colegas . Pero, finalmente,
llegd ala conclusion de que los espectacul ares resultados obtenidos bastaban para justi-
ficar  método, mientras que el sentido comin era suficiente para evitar las falacias
mas simples, como por gemplo la siguiente: consideremos (figura 6) un triangulo cuya
atura h lo divide en dos triangul os rectédngulos desiguales, A y B. Consideremos A co-
mo la suma de sus lineas paraelas a h, y 1o mismo B. Como se muestra en la figura, a
cada indivisible de A le corresponde un Unico indivisible de B de la misma longitud, y
reciprocamente. Siendo asi los indivisibles correspondientes iguales, su aima deberia

Figura 6
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serlo también y, por tanto, jA y B tendrian € mismo &real

Al finy al cabo, como escribié més tarde Cavalieri en los Ejercicios, “El rigor es
asunto de los fil6sofos, mas que de los matematicos” .

E. Torricelli (1608-1647), amigo de Cavalieri y también discipulo de Galileo, era
plenamente consciente de las ventajas y desventgjas del método de los indivisibles, que
defendia como herramienta para descubrir nuevos resultados, de los que habia que obte-
ner después pruebas “a la manera de los griegos’. Torricelli sospechaba gque éstos ya
poseian un método semejante a de los indivisibles para este fin, aunque lo habian ocul-
tado para evitar la critica de los sus detractores. El descubrimiento de El Método de Ar-
quimedes prueba |o acertado de esta sospecha. Torricelli obtuvo importantes resultados,
utilizando habilmente los indivisibles y proporcionando muchas veces demostraciones
alternativas por medio del método de exhauscién por figuras adecuadas (no necesaria-
mente rectdngulos o prismas). Desgraciadamente, su prematura muerte impidio que des-
arrollara completamente sus ideas.

La aplicacion de los métodos de indivisibles al estudio del movimiento permite ob-
tener evidencias claras de que |os problemas clésicos de determinacion de la tangente a
unacurvay del area encerrada bajo ella, son inversos uno del otro. En efecto, la repre-
sentacion grafica del espacio recorrido en funcion del tiempo permite visualizar clara-
mente la nocion de velocidad instanténea, y su identificacion con la tangente a la curva
que representa el espacio recorrido. Del mismo modo, en un diagrama velocidad-
tiempo, los razonamientos infinitesimales ponen en evidencia que € area encerrada bajo
la curva es, precisamente, el espacio recorrido por el movil. Estos resultados, implicita-
mente aceptados desde los tiempos de Oresme, adquieren asi confirmacién “ mateméti-
ca’, y como tal se explicitan en El Discurso de Galileo y son formulaciones embriona-
rias del Teorema Fundamental del Calculo. También el francés G.P. de Roberval
(1602-1675) utilizd con profusion este “método cinematico” de considerar una curva
como la trayectoria de un movil, descomponiendo su movimiento como combinacion de
otros mas simples y utilizando sisteméticamente la regla del paralelogramo para obtener
la tangente (= velocidad instanténea) a la curva en cuestion como suma vectorial de las
velocidades instantaneas de los movimientos en los que se descompone el original. En
fin, I. Barrow, maestro que fue de Newton, en la Leccion X de sus Lectiones Geome-
tricae (1670) enuncia y demuestra un teorema geométrico que muestra claramente la
relacion inversa que existe entre e calculo de tangentes y el de cuadraturas en general
(cfr., p. g., [Ed, pags. 138-14Q)).

Tras los trabajos de Cavalieri y Torricelli, comienza un proceso hacia la aritmeti-
zacion de los indivisibles, sustituyendo |os imprecisos métodos geométricos de suma de
“potencias de lineas’ por la suma de cantidades méas y mas pequefias, en nimero masy
mas grande, es decir, en métodos aritméticos para la sumacion de series infintas, que se
escriben en laforma a;+ay+....+etc. A este cambio de mentalidad contribuy6 no poco
la aparicién en 1637 de la Geometria de R. Descartes (1596-1650) y la Introduccion al
estudio de los lugares planos y sdlido, enviada por P. de Fermat (1601-1665) a sus
corresponsales en Paris el mismo afio, que sentaron las bases de la Geometria Analitica,
cuyo objetivo era aplicar los métodos del dgebra a la resolucion de problemas geomé-
tricos. Las nociones de variable 'y funcién, indispensables para el desarrollo del célculo,
aparecen ya explicitamente.

El proceso de aritmetizacion de los indivisibles cuiminé con la obra de J. Wallis
(1616-1703) Arithmetica infinitorum, aparecida en 1655 y cuyo titulo es bastante expli-
cito. En ella, Wallis abandona € marco geomeétrico para asignar valores numericos a los
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indivisibles y, mediante manipulaciones aritméticas formales no demasiado rigurosas,
obtiene, entre otros resultados, formulas equivalentes a

n+l

\a n _a
QXdX_n+1

paratodo valor racional de n (distinto de -1, por supuesto). Por cierto, en esta obra es

donde aparece por primeravez € signo oo paradesignar € infinito. La férmula anterior

habia sido ya obtenida rigurosamente (por medio del método de exhauscién) por Fermat
y por Torricelli, pero sus resultados no fueron publicados hasta después de la aparicion
del libro de Wallis.

3.2.2. Lacreacion del Calculo.

A lo largo de este proceso de aritmetizacion, los indivisibles geométricos van dan-
do paso poco a poco a la nocion, esencial para € desarrollo del Célculo, de infinitési-
mo: un ente con propiedades asombrosas, ya que no es 0, pero es menor (en valor abso-
luto) que cualquier cantidad positiva; mas aun, ninguno de sus multiplos alcanza a ser
una cantidad finita. Sin embargo, una cantidad infinita de estos elementos, puede oca-
sionar un efecto o magnitud finita. Una vez més, Jorge Luis Borges nos ilustra magis-
tralmente sobre la naturaleza paraddjica de estas nociones:. En el cuento Parabola del
Palacio [Bg3], se puede leer

“...Cada cien pasos una torre cortaba €l aire; paralos ojos el color era idéntico,
pero la primera de todas era amarilla y la Gltima escarlata, tan delicadas eran las gra-
dacionesy tan larga la serie.”

El hecho de que € color entre dos torres consecutivas sea indistinguible nos sugie-
re que la diferencia de color entre ellas es infinitesimal. Pero, sin embargo, la primeray
la altima torre tienen colores diferentes, 1o que indica que €l nUmero de torres debe ser
infinito para que la suma de las variaciones infinitesmales origine una diferencia de
color perceptible. Recomendamos al lector el interesante articulo [Bla], donde se anali-
zan algunas paradojas matematicas incluidas en las obras de Borges.

Volviendo a nuestra historia, |os métodos geométricos para expresar una magnitud
como “suma’ de indivisibles, se convierten en técnicas para expresar funciones por me-
dio de series infinitas; los empleados para la determinacion de areas y tangentes evolu-
cionan hacia distintas reglas para su calculo a partir de la expresién analitica de la curva
en cuestion. Estas reglas se obtienen introduciendo en dicha expresion analitica elemen-
tos auxiliares infinitesimales que, tras una manipulacion formal, se hacen desaparecer
igualdndolos a 0.

El paso decisivo fue dado por Isaac Newton (1642-1727) y G. Leibniz (1646-
1716) quienes sistematizaron los distintos métodos existentes hasta convertirlos en po-
tentes algoritmos de célculo que iban a ser la herramienta basica para llevar a cabo €
programa de Galileo de la matematizacion de la Naturaleza. El principal responsable del
éxito de este programa fue Newton, autor de la obra cientifica méas admirada de todos
los tiempos: Philosophiae naturales principia mathematica (o, simplemente, Principia),
que aparecié impresa por primera vez en 1687, aunque muchos de los resultados los
habia obtenido Newton en el bienio milagroso que paso retirado en su hogar natal de
Woolsthrope entre 1665 a 1667, debido a la gran plaga que azotaba Londres. En esta
obra, Newton formula las Leyes de la Dinamicay la Teoria de la Gravitacion, 1o que le
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permite desarrollar un modelo matematico riguroso para explicar todos los fendmenos
de movimiento a partir de unas pocas leyes o principios. Asi, Newton descubrié un es-
guema majestuoso que abarcaba desde la caida de una piedra hasta e movimiento de los
planetas y las mareas y que fasciné a sus contemporaneos. A lo largo de los siglos
XVIIl'y XIX los cientificos siguieron con empefio € programa de la descripcion mate-
matica de la Naturaleza (cfr. [Bo4]).

Los métodos utilizados por Newton o Leibniz para € desarrollo del Calculo (Mé-
todo de Fluxiones, como lo Ilam6 Newton, o Calculo Diferencial en la terminologia de
Leibniz.) no difieren esencialmente de los empleados por sus predecesores, pero o que
en Fermat, Descartes 0 Roberval eran una serie de reglas especiaes para resolver algu-
nos problemas concretos, se transforma en manos de Newton y Leibniz en un método
muy general parala determinacién de tangentes y cuadraturas, asi como la explotacion
sistemética de la relacion inversa entre ambos problemas, mediante el desarrollo de d-
goritmos formales para & célculo con magnitudes infinitesimales.

Es dificil encontrar descripciones claras del cdlculo de fluxiones en los Principia,
pues Newton empled deliberadamente un lenguaje geométrico y sintético, “alo griego”.
Se supone que muchos de los calculos de los Principia fueron obtenidos utilizando los
métodos analiticos desarrollados previamente por Newton y reconvertidos a un lenguaje
sintético. Para cuando se publicaron los Principia, hacia tres afios que Leibniz habia
publicado en Acta Eruditorum su primer articulo sobre Célculo Diferencial. Sin embar-
go, para entonces Newton ya habia desarrollado completamente su método, aunque su
reticencia habitual a hacer publicos sus resultados retrasara su aparicion impresa hasta
mucho més tarde. De hecho, la primera obra de Newton sobre el célculo, finalizadaen
1769, no fue publicada hasta 1711; La segunda'y més importante obra, A treatise of the
method of fluxions and infinite series, terminado en 1671, no aparecié hasta 1737, en
version inglesa, mientras que la version original en latin tardé todavia cinco afios mas
en ser publicada. Esta actitud contrasta con la de Leibniz, que preferia publicar en re-
vistas cientificas para una mayor rapidez en la difusién de sus resultados.

Sin embargo, aungue los resultados obtenidos son andlogos, € enfoque de los
mismos es bastante diferente.

En un primer momento, Newton utiliza los infinitésimos de modo similar a como
los empleaban Fermat o Barrow, pero con una habilidad muy superior. Asi, en sus pri-
meros trabajos para calcular el &reaentre €l gje de abscisasy la curvay = y(x), concibe
este recinto como union de rectdngulos infinitesimales. Si A(X) es el &rea hasta el punto

de abscisa x y consideramos su valor en un punto infinitamente proximo, A(x+o), su
diferencia A(x+0)-A(X) es € area de un rectangulo infinitessmal de base o y atura y(X).
Por tanto, su velocidad de cambio, esto es, larazon de la variacion del area ala varia-

dA
cion de la abscisa, es y(X) (en otras palabras, d_ = y(X)). Este resultado era esencial-
X

mente conocido, como sabemos. Pero o que hace Newton es darle la vuelta: jCono-
ciendo unatabla de derivadas, sabremos el area bajo las gréficas de esas derivadas! Asi
se obtiene un procedimiento algoritmico de calculo de areas (S se posee un agoritmo
para calcular derivadas, claro). Por gemplo, Newton toma como A(X) la curva

n " . . . .
———ax™™"/" y con la ayuda de su teorema binomial, que ya habia descubierto, c