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Lemas fundamentales del Cálculo de Variaciones (I)

PRINCIPIO DE LOCALIZACIÓN: [Se supone que ψ(x̄) ∈ Co(Ω)]

∫
Ω

ψ(x̄) ω(x̄) dΩ = 0 ∀ω(x̄) ∈ Hω (*)

⇓

ψ(x̄) = 0 ∀x ∈
◦
Ω

(*) El principio se sostiene (NO TRIVIAL) cuando

Hω =
{
ω(x̄)

}
tales que

{
ω(x̄) = 0 ∀x̄ ∈ ∂Ω

ω(x̄) ∈ Cn
(Ω)
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Lemas fundamentales del Cálculo de Variaciones (II)

PRINCIPIO DE RESIDUOS PONDERADOS:

ψ(x̄) = 0 ∀x ∈
◦
Ω

⇓∫
Ω

ψ(x̄) ω(x̄) dΩ = 0 ∀ω(x̄) ∈ Hω (*)

(*) El principio se sostiene (TRIVIAL) cuando

Hω =
{
ω(x̄)

}
tales que

{
ω(x̄) = 0 ∀x̄ ∈ ∂Ω

ω(x̄) ∈ Cn
(Ω)
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Problema fundamental del Cálculo de Variaciones (I)

PROBLEMA FUNDAMENTAL:

Hallar: f(x) = u(x) ∈ Hu,

que PVEF (*): J
[
f(x)

]
=

∫ xb

xa

L(x, y, p)∣∣∣∣ y=f(x)
p=f ′(x)

 dx ,

verificando: f(xa) = ya, f(xb) = yb.

(*) PVEF ≡ produce un valor estacionario del funcional
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Problema fundamental del Cálculo de Variaciones (II)

PROBLEMA FUNDAMENTAL CON VARIAS INCÓGNITAS:

Hallar: f̄(x) = ū(x) ∈ Hu,

que PVEF (*): J
[
f̄(x)

]
=

∫ xb

xa

L(x, ȳ, p̄)∣∣∣∣ ȳ=f̄(x)
p̄=f̄ ′(x)

 dx ,

verificando: f̄(xa) = ȳa, f̄(xb) = ȳb.

(*) PVEF ≡ produce un valor estacionario del funcional
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Ecuación de Euler–Lagrange (I)

ECUACIÓN DE EULER–LAGRANGE:

f(x) = u(x) produce un valor estacionario de J
[
f(x)

]
⇕

∂L
∂y

∣∣∣∣ y=u(x)
p=u′(x)

− d

dx

∂L
∂p

∣∣∣∣ y=u(x)
p=u′(x)

 = 0
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Ecuación de Euler–Lagrange (II)

ECUACIÓN DE EULER–LAGRANGE CON VARIAS INCÓGNITAS:

f̄(x) = ū(x) produce un valor estacionario de J
[
f̄(x)

]
⇕∂L

∂ȳ

∣∣∣∣ ȳ=ū(x)

p̄=ū′(x)

− d

dx

∂L
∂p̄

∣∣∣∣ ȳ=ū(x)

p̄=ū′(x)

 = 0̄ T

⇕∂L

∂yi

∣∣∣∣ ȳ=ū(x)

p̄=ū′(x)

− d

dx

∂L

∂pi

∣∣∣∣ ȳ=ū(x)

p̄=ū′(x)

 = 0 ∀i
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Identidad de Beltrami (I)

IDENTIDAD DE BELTRAMI:

∂L

∂x
= 0

⇓[
L−

(
∂L

∂p

)
p

] ∣∣∣∣ y=u(x)
p=u′(x)

= k
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Identidad de Beltrami (II)

IDENTIDAD DE BELTRAMI CON VARIAS INCÓGNITAS:

∂L

∂x
= 0

⇓L−
(
∂L

∂p̄

)
p̄

 ∣∣∣∣ ȳ=ū(x)

p̄=ū′(x)

= k

⇕L−
n∑

i=1

(
∂L

∂pi

)
pi

 ∣∣∣∣ ȳ=ū(x)

p̄=ū′(x)

= k
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Mecánica Analítica (I)

PRINCIPIO DE HAMILTON (ACCIÓN ESTACIONARIA):

Sean


q̄(t) ≡ coordenadas generalizadas de un sistema dinámico

L(t, q̄, ˙̄q) = T − V , con

{
T = energía cinética

V = energía potencial

⇓

ᾱ(t) = ū(t) hace estacionaria la ACCIÓN

A
[
ᾱ(t)

]
=

∫ t1

to

L(t, q̄, p̄)∣∣∣∣ q̄=ᾱ(t)

p̄= ˙̄α(t)

 dt
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Mecánica Analítica (II)

MECÁNICA DE LAGRANGE:

Hallar: ᾱ(t) = ū(t) ∈ Hu,

que PVEF (*): A
[
ᾱ(t)

]
=

∫ t1

to

L(t, q̄, p̄)∣∣∣∣ q̄=ᾱ(t)

p̄= ˙̄α(t)

 dt,

verificando: ᾱ(to) = q̄o, ˙̄α(to) = p̄o.

(*) PVEF ≡ produce un valor estacionario del funcional
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Mecánica Analítica (III)

ECUACIONES DEL MOVIMIENTO DE LAGRANGE:

ᾱ(t) = ū(t) produce un valor estacionario de A
[
ᾱ(t)

]
⇕

∂L

∂qi

∣∣∣∣ q̄=ū(t)

p̄= ˙̄u(t)

− d

dx

∂L

∂pi

∣∣∣∣ q̄=ū(t)

p̄= ˙̄u(t)

 = 0 ∀i
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Tratamiento de restricciones de tipo integral (I)

PROBLEMA CON RESTRICCIONES DE TIPO INTEGRAL:

Hallar: f(x) = u(x) ∈ Hu,

que PVEF (*): J
[
f(x)

]
=

∫ xb

xa

L(x, y, p)∣∣∣∣ y=f(x)
p=f ′(x)

 dx ,

verificando: f(xa) = ya, f(xb) = yb,

H
[
f(x)

]
=

∫ xb

xa

h(x, y, p)∣∣∣∣ y=f(x)
p=f ′(x)

 dx = η .

(*) PVEF ≡ produce un valor estacionario del funcional
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Tratamiento de restricciones de tipo integral (II)

PLANTEAMIENTO CON MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

L̂(x, y, p, λ) = L(x, y, p)− λ h(x, y, p)

⇓

Ĵ
[
f(x)

]
=

∫ xb

xa

L̂(x, y, p, λ)∣∣∣∣ y=f(x)
p=f ′(x)

 dx
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Tratamiento de restricciones ordinarias (I)

PROBLEMA CON RESTRICCIONES ORDINARIAS:

Hallar: f(x) = u(x) ∈ Hu,

que PVEF (*): J
[
f(x)

]
=

∫ xb

xa

L(x, y, p)∣∣∣∣ y=f(x)
p=f ′(x)

 dx ,

verificando: f(xa) = ya, f(xb) = yb,

g(x, y, p)
∣∣∣∣ y=f(x)
p=f ′(x)

= 0 ∀x ∈
(
xa, xb

)
.

(*) PVEF ≡ produce un valor estacionario del funcional
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Tratamiento de restricciones ordinarias (II)

PLANTEAMIENTO CON MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

L̂(x, y, p, λ) = L(x, y, p)− λ g(x, y, p)

⇓

Ĵ
[
f(x)

]
=

∫ xb

xa

L̂(x, y, p, λ)∣∣∣∣ y=f(x)
p=f ′(x)
λ=λ(x)

 dx
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