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1. Producto Tensorial:

Consideremos los n espacios vectoriales V4, ..., V,, sobre el cuerpo conmutativo K,
y sea y la categoria cuyos objetos son los pares (f,T), donde T es un k-espacio
vectorial y f:Vx...xV, =2 T es una aplicacion multilineal, tales que si (f,7’) es otro

objeto de la categoria y, entonces todo morfismo del conjunto ((f,T),(f',T'))Z es
un homomorfismo g:T>T" tal que f'=g.f.

Definicion 1:

Se denomina producto Tensorial de los k-espacios vectoriales Vy,...,V, a un objeto
inicial (f,T) de la categoria y. El espacio vectorial T se denomina también producto
tensorial de V;,...,V,, y se denota por

n
T=V,®.®V =Q® V. =T(V,..V,)
i=1

Definicion equivalente a la anterior:

WM, f _
. =1  Un Producto Tensorial de los k-
% ' espacios vectoriales Vj,...V,, es un k-
) espacio vectorial T junto con una
1 i aplicacion multilineal
% feL, (V,,..,V, ;T)tal que para todo k-
s g espacio  vectorial T 'y toda
/ f'eL, (V,..,V,;T'), se cumple que
dg € Hom(T,T')Unico tal que el
triangulo de la figura es conmutativo,

es decir, f’=g.f.

Proposicion 1:

Si (f, T) es un producto tensorial de los k-espacios vectoriales Vy,...,V,, entonces
se verifica que f(Vx..xV )< T generaT.



Demostracion:

VX... ¥, g

VX...V e.g

T

Proposicion 2 (unicidad):

Sea AcT el subespacio de T engendrado por
fWx.xv)y f'eL,(V,...,V,;A) tal que e.f'=f, donde
es e: A— T la identidad sobre A. Por tanto, existe un
unico g:T — A tal que

Premultiplicando por e resulta: eogo f=eo f'=f.
Considerando el segundo diagrama: existe un Unico
homomorfismo (la identidad) i:T>T tal que i.f=f. Pero
también es: e.g.f=f por lo que e.g=i lo que implica que
e es sobreyectiva, por lo que A=T

Si (f,T) y (f,T’) son productos tensoriales de los k-espacios vectoriales Vjy,...,Vy,
existe un unico isomorfismo j:T>T' tal que jo f = f".

Demostracion:

T

Puesto que feL (V,,..V,;T) y f'eL (V,,..V,;T')
se tiene que existen homomorfismos j:T>T vy k:T'>T,
Unicos, tales que

JI=1_ kjS=kf=1
kf'=f Jkf'=jf=r

Observando este segundo diagrama, se tiene que
existe un unico homomorfismo (la identidad) i:T>T
tal que i.f=f. Pero también hemos visto que:

kjf=f=kj=i,
Andlogamente obtendriamos que jk=i.. Y de
ambas, que j=k™ es un isomorfismo.

Proposicion 3 (existencia):

Dados los k-espacios vectoriales Vy, ..., V,, existe su producto tensorial.

Demostracion:



Consideremos el k-moédulo libre (i, F) sobre el conjunto Vx.xV , que es,

evidentemente, un k-espacio vectorial. Y sea N el subespacio vectorial engendrado
por los elementos del tipo siguiente:

i(xl,...,ﬂ,xi + 41X, X, )— /?».i(xl,...,xi,...x,1 )— ,u.i(xl,...,xi,...xn)

Y sea T=F/N con la proyecciéon natural p:F>T. Sea f =pi:Vix.xV, —>T.
Vamos a probar que (f, T) es un producto tensorial de Vq, ..., V,.

1) Veamos que f es multilineal:

F(xp e, A, +ﬂx;,...,xn)—l.f(xl,...,xi,...,xn)—/J.f(xl,...,x;,...,xn) =

= p[i(xl,...,/lxi + ,wc;,...,xn)]—/l.p[i(xl,...,xi,...,xn)]—,u.p i(xl,...,x;,...,xn)]z

= pli(x,,..., Ax; + ,wc;,...,xn)—xii(xl,...,xi,...,xn)—,ui(xl,...,x;.,...,xn )]z 0

POr tanto, €s f (X, AX, + 40,100y X,) = A f (X yores X yeren X, )+ 4L f (X, 3es X, 5es X, ) Y €S F
aplicacion multilineal.

2) (f,T) es un producto tensorial:

Sea g eLn(Vl,...,Vn;E). Como (i,F) es un k-mdédulo libre, 3j:F — E tal que
Jei=g

j[i(xl yeees AX; + ,wc;,...,xn) = Ad(X) ey Xy X)) — y.i(xl,...,x;,...,xn )]:

= Jjli(x,..., Ax; +,wc;,...,xn )]—l.j[i(xl,...,xi,...,xn ]—,Lg' i(xl,...,x;.,...,xn )]:

=g(x,,, AX; + ;tx;,...,xn) —/I.g(xl,...,xi,...,xn)—/J.g(xl,...,x;,...,xn) =0

Esto nos indica que N < Ker(j), lo que implica que j induce un homomorfismo
h:T=E tal que ho p=j, por lo que en el siguiente diagrama se verifica que:

hof =hopei=joi=g

3) h es unico:

Sea k:T=E cualquier homomorfismo de espacios vectoriales que satisfaga ko f =g.
Como f(Vx..xV )cT genera a T, entonces, cualquier elemento de T puede

escribirse como combinacidn lineal de elementos de f(V,x..xV)):

VieT, t=) A.f(XmX,)
i=1



lo cual nos indica que
k(@)=Y Ak f (X x,) = D A.8(X, s X,) = h(1) = k =h
i=1 i=1

Por tanto, (T) es un producto tensorial de los espacios vectoriales V,,...,V,.

Nota: Si (f,T) es el producto tensorial de 7, ...,¥,, como las aplicaciones multilineales
no son inyectivas ya que se tiene por ejemplo que

S X)) = f(AX X)) Y (X AX,) # (AX e X))
n
nos indica que no podemos identificar V,..,¥, con un subconjuntode 7= ® V,
i=1
La imagen por f del elemento (x,,...,x,) €V x..xV, se denota por

S(Xe0x,)=x8®..Qx,

Como f(V,x..xV,) generaa T VteT puede escribirse:

tal que x, €V,

ni’

t= Zr:/il..x” ®.Qx
i=1

expresion que no es Unica. En particular si

B, = {ulil },11 el,...,B = {”m',, },zn el,

son bases de V,,...V, respectivamente, un sistema de generadores de V, ®..®V,

seria:
B= {”1;’1 ®..Qu, }, i.el,

J J



2. El Funtor Producto Tensorial:

Consideremos una familia de homomorfismos entre k-espacios vectoriales:

fi Vi >V, (i=Ll..n)

1 1

Se tiene, entonces, una aplicaciéon
I0f, - Vyx..xV, = V,x.xV, )

Consideremos la categoria I' cuyos objetos son n-plas de k-espacios vectoriales y
cuyos morfismos son aplicaciones del tipo (1) anterior. Sea también ® la categoria
cuyos objetos son los pares (f,A) donde A es un k-espacio vectorial y asimismo es

f:Vix.xV, — A una aplicacién multilineal entre k-espacios vectoriales, y tal que

si (f', A") es otro objeto de ®, todo morfismo del conjunto {(f,A), (f',A')}q) es un
homomorfismo g:A>A".

V.. XY, o L * V&, BV
mf, h
VK. XY, e F * Vim, @y
1 n
g, 5
o

Vik..XV o T

La operacién Producto Tensorial de n k-espacios vectoriales nos permite definir una
funcién T: I'>® integrada por dos funciones:

1) Funcién objeto:

A cada n-pla de la categoria I', V...V, le hace corresponder su producto tensorial:
TW,,.V,)= [f,i®lVij

2) Funcién morfismo:

Si es IIf, : V,x..xV, = V,x..xV,, entonces f'IIf, eLn(Vl,...,Vn;QgVi') y esto implica

que h: ®1Vi - ®Vi'L'|nico tal que ho f = f'oIlf,. Definimos, a partir de esto:

i=1



T(I1f,) = h, que denotamos de la forma T'(f,,....f,) =/, ®..Q f,

Es inmediato que T es un funtor de la categoria " a la categoria ®, T:I" > @,
puesto que si es

g, :V,x..xV, =V, x..xV,, entonces: T(Ilg, oTIf,) = h'oh = T(Tlg,)  T(ITf,)

El funtor T se denomina funtor producto tensorial. Si es V;=V,=...=V,=V, se
denomina Funtor Producto Tensorial n-simo, y lo podemos indicar por T"(V).



3. Propiedades del Producto Tensorial:

Proposicion 4

Sean Vy,...,V,, E n+1 k-espacios vectoriales. Entonces:

n

1) Hom(élVi,Ej =L (V,,..V ;E)

) [ ®..ev,] =L,,,..V,:k)

n

Demostracion:
1) Sea f:Vx..xV, — ®V, la aplicacién tensorial. Se tiene que:
i=1

Vh eHom(én,Ej: hof=geL (V,.V ;E)

Queda asi definida una aplicacion O':Hom(_@lVi,Ej —> L, (Vl,...,Vn;E) gue se prueba

facilmente es un homomorfismo. Puesto que por hipotesis:
VgelL, (V,,.V,;E),3h: QV, > Elhof=g

es claro que el homomorfismo o es un isomorfismo, como se pretendia probar.
2) Es consecuencia de 1). Bastaria hacer E=k.

Proposicion 5:
Sean Vy,...,V, k-espacios vectoriales. Entonces:

1) Vi ®k=V, =2k®V,.

2) Sea H(Vl,...,Vn;( ); ®) un producto tensorial construido combinando
adecuadamente Vi,...,V, (en este 6rden), paréntesis y el simbolo ®. Se tiene
que existe un isomorfismo:

()r®)>7 ®..07,

llamado isomorfismo de asociatividad, tal que si x;, eV, es:

l

o:1(V,,...V

no

J:H(xl,...,xn;( ); ®)—>x1 ®..Qx,
3) Existe un Unico isomorfismo, llamado isomorfismo de conmutatividad, tal
que

Demostracion:



1) Sea la aplicacion bilineal g:V,xk — V, tal que g(x,d)=dx,VxeV,,Vd e K.
En tales condiciones existe un Unico homomorfismo h:

vk £ Vi@k
h:V,®k >V, /ho f =g en el triangulo anejo.
’ " Como g(x,])=x,VxelV, = g es suprayectiva = es
epimorfismo.
W

Para probar que ha es isomorfismo consideremos que V¢ eV xk,3x,,..x, €V, y

tambien 34,,...,4, € k tales que

(=3 (6, ®4)=3 (hx, ®1)=3 (4,1
h(t) = h[i(ﬂixi )® 1} = h{ f[z A.x, 1}} = g[i A.x, ,1} = Zn:ﬂixi

Por tanto, A(t)=0<t=0®¢=0=h es monomorfismo =V, ®k =V,

Un razonamiento andlogo prueba que k®V, = V]
2) Aqui nos limitaremos a probar el caso de n=3, y también se cumple que
H(VlaVz’Va;( );®):(Vl ®V2)®V3

| H‘*"z'“‘*"g f "-ii% ViRVoRYG ¢ W AN

&
(VENIEV f (VMEVIRY VBNV,

Se tiene:
- La aplicacion g VxV,xV, — (V1 ®V2)® Vs, tal que

g(x,y,z)= (x®y)®z es trivialmente multilineal.
- La aplicacion, VzelV,, b :VxV, >V, ®V,®V,, tal que

b (x,y)=x®y®z es trivialmente multilineal. Esto implica que
existe un homomorfismo Unico b. :V, ®V, =V, ®V, ®V,, tal que es

b(x®))=x®y®z

- La aplicacion g": (V1 ®V2)xV3 -V, ®V, ®V,, definida por

g'(zc[(xi ®y;)az)zl;z(zci(xi ®yi)): zci(xi ®y, ®Zi)



es, por todo lo dicho, una aplicacién bilineal.

- Como consecuencia, existen h, h’, homomorfismos Unicos tales que

hf=g=>hx®y®z)=hf(x,y2)=g(xyz2)=x®y)®:z
hWf'=g'= h'((x®y)®z)= h'.f'((x@y),z): g'(x®y),z): x®y®z
Veamos que h’.h.f=f:

Whf(x,y,z2)=hh(x®y®z)= h'((x@y)@z)z x®y®z=f(x,y,2)

- En el segundo diagrama existe un solo homomorfismo i (identidad)
tal que i.f =f. Pues A'hf=f=hh=i. Andlogamente, si
consideramos (V1 ®V2)® Vien lugar de V, ®V, ®V, obtendriamos

h.h'=i,y de ambas que h’=h"! es un isomorfismo, como se pretendia
demostrar.

Para n>3 y combinaciones distintas a la no considerada aqui, la

demostracién es analoga, aunque obviamente mas laboriosa.

3) Es analogo al caso anterior 2). Basta considerar el diagrama siguiente, en
donde se verifica que

gx,y)=y®x, g'(y,x)=x®y, Vxel,VyeV,

WT& f bk

.
-‘:#ﬂ"‘k
4
N o !
1T 2w f
&
o
4 T
.- . »
VoV f VarVy

Proposicion 6:

Si los k-espacios vectoriales 4 y B son descomponibles en suma directa de espacios

A=® A,, B=©®B,

HEM veN

Entonces se verifica que

A®XB=S=0A4,®B
HY a v

Demostracion:



Sean los dos homomorfismos de inclusion i,:4, > A4, j,:B, —> B junto con su

producto tensorial: i, ®j, : 4, ® B, > A® B . Por definicion, Vs e S es:

s = Zxﬂu , donde F' < MxN es finitoy x,, € 4, ® B,

RS

Definamos el homomorfismo #:S5 > A® B tomando:

)= Y, ®j, Xx,)

HeF
Consideremos las proyecciones naturales: D :A—)Aﬂ, q,:B— B, junto con su

producto tensorial p, ®¢q,: A® B—> 4, ® B, . La aplicacion

k:A®B S tal que k(a®b)=> (p, ®q,Ka®b)
787

es trivialmente un homomorfismo. Vamos a probar que h.k es el homomorfismo
identidad sobre A®B. Sean Va € A, Vb € B. Entonces:

hlk(a ®b))= h[z(pﬂ ® g, Xa ®b)} =3, ®.j,\p, ®q,ka®b) =

40 yRY

40 v

=z{[(iﬂ-pu)w]@[(ju.qu><b>]}=[g(:;,.pu)(a)}®[z(ju.qu><b>}:a@b

Como el conjunto {a ® b} genera A® B => hk es el homomorfismo identidad sobre
A® B. Para probar que k.h es el homomorfismo identidad sobre S, sean
aeM,feN,ac4,,be B arbitrariamente dados. Entonces:

Kha@ b)) =ki, ® j, Xa®)]=3 (p, ®4, fi, ® j, Na ®b)]=

- {;(p,, i, )(a)} ® {Z i

(qu.jﬂ)(b)}zaC@b

Como {a@b} genera S = k.h es el isomorfismo identidad sobre S = h,k son

isomorfismos y la proposiciéon queda probada.
n

Corolario:

Sean Bs,...,B, bases de los k-espacios vectoriales V1,...,Vn respectivamente.
Entonces B = {uli1 ®..Qu, }, i;el, esunabasede }®..QV,.

Demostracion:

Por la anterior proposicién es inmediato que {uul ®u2i2} es una base de V, ®V, ya

que K@I@;(—D[(u”])@(uzizn, i, el,. Supongase el corolario cierto para n-1 y

10



vamos a probarle para n. Hacemos A=V, ®..®V, _,, B=V, . Por la proposicion

precedente, la familia {(ulil ®..Qu )®umn} es una base 4® B. Si aplicamos

n—=Li,
ahora el isomorfismo de asociatividad (proposicion 5) resulta inmediatamente que B
es una base de V| ®..®V,.

Es inmediato que dim(V, ®...®V,)=dimV,.....dimV, .

En particular sies V,=..=V, =V vy es B:{ul,...,ur} una base de V, una base del
producto tensorial T7"(V) sera:

.....

donde (i,...,i,) € VR , =variaciones n-arias con repeticion de los elementos (1,..r)

11



4. Algebra Tensorial de un Espacio Vectorial:

La suma directa 7(V) = @)T’(V) es obviamente un espacio vectorial N-graduado.

Vamos a probar en lo que sigue que, definiendo cierta operacién, T(¥) es un algebra
tensorial del k-espacio vectorial V.

Sea y la categoria cuyos objetos son pares (f, A) donde A es una k-algebra

asociativa y unitaria y f es un homomorfismo de k-espacios vectoriales f:V2>A, y es
tal que si (f, A’) es otro objeto de 7y, todo morfismo g del conjunto

{(f,A),(f',A')}Zes un homomorfismo de k-algebras g:A>A’ tal que g.f=f" y
g(1l)=1.

Definicion 2:

Un algebra tensorial del k-espacio vectorial V es un objeto inicial de la categoria y.
La k-algebra asociativa y unitaria T se denomina también dlgebra tensorial de V.
Definicion equivalente a la anterior:

Un algebra tensorial del k-espacio vectorial V es una k-algebra asociativa y unitaria
T junto con un homomorfismo de k-espacios vectoriales 7:V — T tal que para
toda k-algebra asociativa y unitaria T" y todo homomorfismo de k-espacios
vectoriales 7':V — T"' exista un solo homomorfismo de k-algebras g: 7237’y g(17)=1,

y r'=gr
Proposicion 7:

Si (7,T) es un algebra tensorial de V, entonces el conjunto 4 = r(V)u{l} engendra
aT.

Demostracion:

Es analoga a la Proposiciéon 1. Basta considerar M subalgebra de T engendrada por
A.

Proposicion 8 (unicidad):

Si (z,T) y (¢',T') son dos algebras tensoriales de V, existe un Unico isomorfismo
de k-algebras j:T>T' tal que jr=1'

Demostracion:

Analoga a la Proposicién 2.

12



Proposicion 9 (existencia):

Existe un algebra tensorial del k-espacio vectorial V.

Demostracion:

La demostracién consiste en su construccién, que haremos sobre el k-espacio
vectorial T(V).

1) Para que T(V) sea un k-algebra asociativa y unitaria es preciso

definir en T(V) una nueva operacion o aplicacion T(V)xT(V)=>T(V) que
sea bilineal, asociativa y unitaria. Aprovecharemos para ello el
isomorfismo de asociatividad del producto tensorial (Proposicion 5).
Existe un Unico isomorfismo o :T " (V)xT* (V) —> T (V) tal que:

ollx, ®..9x,)®(, ®..0y,)]=x,®..Q0x, ®y, ®..Qy, T (V)

Este isomorfismo nos permite definir una aplicacién bilineal & :

®:T" V)xT* (V) = T (V)
tal que:

Ax ®.0x,,7,®.0y )=(x,®.0x,)(y,®..Qy, )=
=x,®..0x, @y .8y,

que es asociativa, pues:

[(x1 ®..0x,)0(y ®..0y, )}Q_O(zl ®.®z, )=
=x,®.0x, 0y ®.Qy ®z 8.0z
()cl ®...®x,)€_<){(yl ®...®ys)6_<)(zl ®..®0z, )} =

=X, ®.0x, 8y 0.0y @z .0z,

Ademas, trivialmente se verifica que (xl ®...®xr)®1 =x ®.Qx,

Como VxeT(V) es: x= Zcr.x, tal que c, ek,x €T"(V), la
aplicaciéon T(V)xT(V) — T(V') que buscamos, denotada también por

®, es:

é(zcrx,,ZCsxs): ZCF C.X, (>_§xs eT()

Conclusion: {T(V),+,6_<)} es un k-algebra N-graduada asociativa

y unitaria.
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2)Sea r:V >T(V)tal que VxeV,r(x)=xeT'(V)cT(V). Vamos a
probar que el par (r,T(V)) es un algebra tensorial de V. Sea (g, A)

otro objeto de la categoria y y vamos a demostrar que existe un solo
homomorfismo de k-algebras h:T(V)—> A tal que Ah(l)=1y que

hr=g:

v T T(V) v’ f W)

A A
a) Definimos h(1)=1.
b) El homomorfismo de espacios vectoriales g:V — A, puede

ampliarse hasta una aplicacion r-lineal g, : V" — A, definida
por

g, (X, x,) = g(x)..f(x,)

Puesto que (f,,,T’(V)) es un producto tensorial r-simo de V,
lo que implica que existe un Unico homomorfismo de
espacios vectoriales h, :T" (V) > A tal que h,.f =g, y, por
tanto, tal que:

h(x®.Qx)=h_f(x,..x.)=g.(x,.,x,)=g(x)..g(x,)

c) Consideremos la aplicaciéon h:T(V) — A tal que se cumpla

h(z c, .x,)z Zc, h(x)), VZ c,.x, eT(V)

se prueba trivialmente que estd bien definida y que es un
homomorfismo de k-algebras unitarias tal que A(1)=1 y que

hr=g.

3) Veamos que h asi definido es Unico. Si hubiese otro
ke Hom(T(V),A) tal que k(1)=1, k.r = g, deberia ser:

k(x1 ®...®x,): k(x)®..Qk(x,)=kt(x)®..Qkr(x,)=
=g2(x)®.Qg(x)=h(x)®..Qh(x,)=

Como la familia {xl ®...®xr}, re€ N, es un sistema de generadores
de T(V), lo que implica que k=h, y por tanto es Unico.

Queda asi probado que (T,T(V)) es un algebra tensorial de V.

14



5. El Funtor Algebra Tensorial:
Sea I' la categoria cuyos objetos son k-espacios vectoriales y cuyos morfismos son
homomorfismos de k-espacios vectoriales. Sea ® la categoria cuyos objetos son

pares (f,A) donde f:V22A es un homomorfismo de k-espacios vectoriales, V un k-
espacio vectorial, y A un k-algebra arbitrario y tal que si (f,A’) es otro objeto de @

todo morfimo del conjunto {(f,4),(f",4')},es un homomorfismo de k-algebras
g:A>A"

La operacion algebra tensorial nos permite definir una funcion 7: =@ integrada por
dos funciones:

1) Funcién objeto:
A cada objeto V de 7" adjudica su algebra tensorial (r,T(V))e o
2) Funcién morfismo:

SiV,V'el', f:V —>V', entonces 7'.f:V — T(V')es un homomor-
fismo de k-algebras tal que 7'.f = h. Definimos:

T(f)=he{w.TN)(E T,
Es trivial comprobar que la funcién T :I" — ® es un funtor.

En efecto, si g:V’2V”, entonces:

T(g.f)
T(@i,)

Wh=T()T(f) e {e. T T7™)}
i, e {&. 7))@, TN},

Esto implica que T es un funtor covariante, que se llama Funtor Algebra Tensorial.
Vo T . oT(V)
f h

vE— & gV

9 h'

'I,lf"-"" T ~8 T(vll)
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