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Lebesgueova mı́ra na R je definována pomocı́ Carathéodoryho rozšı́řenı́ Jordanovy mı́ry na omezených
otevřených množinách. Platı́ následujı́cı́ tvrzenı́.

TVRZENÍ 8 (Lebesgueova mı́ra). 1. Lebesgueova mı́ra je invariantnı́ vůči posu-
nutı́ a mı́ra intervalu je jeho délka.

2. Lebesgueova mı́ra λ je σ-konečná.

3. Pro každou lebesgueovsky měřitelnou množinu P a pro každé ε > 0 existuje
otevřená množina G ⊃ P tak, že λ(G \ P ) < ε. Je-li navı́c P omezená, existuje
kompaktnı́ množina C ⊂ P tak, že λ(P \ C) < ε. Dále existujı́ borelovské
množiny A ⊂ P ⊂ B s vlastnostı́ µ(A) = µ(P ) = µ(B).

4. Každá borelovská množina je lebesgueovsky měřitelná, ale existuje lebesgueov-
sky měřitelná množina, která nenı́ borelovská.

5. Existuje podmnožina R, která nenı́ lebesgueovsky měřitelná.

2 Měřitelná zobrazenı́
DEFINICE 8 (Měřitelná zobrazenı́). Zobrazenı́ f : (X,S) → (Y,M) se nazývá měřitelné zobrazenı́,
jestliže f−1(M) ∈ S pro každé M ∈M.

Reálná funkce na (X,S) je měřitelná vzhledem k borelovským množinám v R právě když vzory
otevřených intervalů typu (a,+∞) náležı́ do S.

TVRZENÍ 9 (Vlastnosti měřitelných reálných funkcı́). • Součet, součin, podı́l, ma-
ximum a minimum měřitelných funkcı́ jsou opět měřitelné funkce.

• Je-li {fn} posloupnost měřitelných funkcı́, jsou i sup fn, inf fn, lim sup fn, lim inf fn

(a tedy i lim fn, existuje-li) měřitelné funkce.

Charakteristická funkce (též indikátor) ξ na X je funkce, která má nejvýše dvě hodnoty, a to 0 a 1. Je-li
A = ξ−1(1), řı́káme, že ξ je charakteristická fuunkce množiny A a budeme ji značit ξA.

DEFINICE 9 (Jednoduchá funkce). Jednoduchá funkce je funkce, jejı́ž obor hodnot je konečná množina.

Jednoduchá funkce je tedy lineárnı́ kombinace konečně mnoha charakteristických funkcı́ a může se
značit jako konečný součet

∑
αiχAi

, kde množiny Ai lze předpokládat za disjunktnı́.

TVRZENÍ 10 (Vlastnosti jednoduchých funkcı́). Následujı́cı́ funkce jsou definovány na nějakém měřitelném
prostoru.

1. Jednoduchá funkce
∑
αiχAi je měřitelná právě když jsou množinyAi měřitelné.

2. Každá nezáporná měřitelná funkce je limitou rostoucı́ posloupnosti jednoduchých
jednoduchých funkcı́.

3. Každá měřitelná funkce je limitou posloupnosti jednoduchých jednoduchých funkcı́.
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3 Integrál
Následujı́cı́ funkce budou definovány na σ-konečném prostoru s mı́rou (X,S, µ).

DEFINICE 10 (Integrál jednoduché funkce). Pro jednoduchou funkci f =
∑
αiχAi

se definuje jejı́ in-
tegrál vztahem ∫

f dµ =
∑

αiµ(Ai) .

Definice nezávisı́ na volbě vyjádřenı́ jednoduché funkce.
Integrál jednoduchých funkcı́ch je lineárnı́ a zachovává nerovnosti.

DEFINICE 11 (Integrál měřitelné funkce). 1. Necht’ f je měřitelná nezáporná funkce.
Pak se definuje jejı́ integrál rovnostı́∫

f dµ = sup
{∫

g dµ; g ≤ f je jednoduchá funkce
}
.

2. Necht’ f je měřitelná funkce. Pak se definuje jejı́ integrál rovnostı́∫
f dµ =

∫
f+ dµ−

∫
f− dµ .

3. Je-li a ∈ § a f je měřitelná funkce. Pak se definuje jejı́ integrál na množině A
rovnostı́ ∫

A

f dµ =
∫
fχA dµ .

Pokud je
∫
f dµ konečný, nazývá se f integrovatelná a řı́ká se, že integrál z f konverguje.

TVRZENÍ 11 (Vlastnosti integrálu). 1. Integrál je lineárnı́.

2. Integrál zachovává nerovnosti mezi funkcemi.

3.
∫

A
f dµ konverguje pokud je µ(A) konečná a f omezená měřitelná.

4.
∣∣∣ ∫A f dµ

∣∣∣ ≤ ∫A ∣∣f ∣∣ dµ.

5.
∫

A
f dµ konverguje právě když

∫
A
|f | dµ konverguje.

6.
∫

A
f dµ = 0 pokud je µ(A) = 0.

7. Je-li {fn} monotónnı́ posloupnost měřitelných funkcı́, nebo majı́-li fn integrova-
telnou majorantu, je

∫
lim fn dµ = lim

∫
fn dµ.

DEFINICE 12. Je-li (X,S, µ) rovno (R,M, µ), kdeM je soustava lebesgueovsky měřitelných množin a
µ je Lebesgueova mı́ra, nazývá se popsaný integrál Lebesgueův integrál.

Zřejmě je pro A ∈ S je µ(A) =
∫
χA dµ =

∫
A

1 dµ. Co když mı́sto funkce rovné 1 vezmeme
nezápornou měřitelnou funkci?

TVRZENÍ 12 (Radon-Nikodýmova věta). Necht’ (X,S, µ) je σ-konečném prostoru s mı́rou.

1. Necht’ f je nezáporná měřitelná funkce a pro A ∈ S se definuje νf (A) =∫
A
f dµ. Pak νf je mı́ra na S.

2. Mı́ra ν na S lze vyjádřit jako νf (A) =
∫

A
f dµ pro nějakou nezápornou µ-

měřitelnou funkci f právě když platı́

A ∈ S, µ(A) = 0⇒ ν(A) = 0 .


