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Příloha A

Pokus o „historický“ přehled

A.1 Komentovaný přehled literatury o PN

Následuje jakýsi pokus o p°ehled literatury o PN a gra�ckých modelech ve spojení
s historickým kontextem.

A.1.1 Podmíněná nezávislost

(Loève 1955) Jiº v 50. letech minulého století Loève z francouzské ²koly pravd¥po-
dobnostník· ve své knize de�nuje PN pro σ-algebry.

(Dawid 1979) Angli£an Phil Dawid byl patrn¥ prvním statistikem, který explicitn¥
formuloval ur£ité formální vlastnosti stochastické PN. Hlavním sd¥lením jeho
£lánku z roku 1979 bylo pozorování, ºe mnohé statistické pojmy, jako na-
p°íklad pojem posta£ující statistiky (anglicky su�cient statistic), £i pojem
tzv. podruºné statistiky (anglicky anciliary statistic), lze ekvivalentn¥ de�no-
vat v termínech zobecn¥né PN. To pak umoº¬uje odvodit n¥které tradi£ní
výsledky mnohem elegantn¥ji, práv¥ s vyuºitím t¥chto formálních vlastností
PN.

(Spohn 1980) Nezávisle na Dawidovi formuloval nedlouho po n¥m tyto formální
vlastnosti PN také N¥mec Spohn, kterého zajímaly z hlediska �loso�cké lo-
giky. Spohn se zabýval spí²e interpretací pojmu PN a jeho souvislostí s kauza-
litou.

(Mouchart, Rolin 1984) Tytéº vlastnosti, formulované ov²em v termínech σ-alge-
ber, pouºili pozd¥ji Belgi£ané Mouchart a Rolin. Jedná se o statistika a prav-
d¥podobnostníka z frankofonní £ásti Belgie; p°irozen¥ tedy byli ovlivn¥ni fran-
zouzskou pravd¥podobnostní ²kolou. Jak jsem se dozv¥d¥l pozd¥ji, Dawid
s Mouchartem se setkali koncem 70. let dvacátého století a podle Moucharta
spolu tenkrát vymysleli symbol ⊥⊥ pro PN, který se pozd¥ji ujal.

(Florens, Mouchart, Rolin 1990) V¥t²inu obsahu onoho £lánku z roku 1984 pak
za°adili do pozd¥j²í knihy o bayesovské statistice.
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(van Putten, van Shuppen 1985) Nedlouho po Mouchartovi a Rolinovi publikovali
v Annals of Probability £lánek van Putten a van Shuppen z Holandska.

Výsledky byly velmi podobné t¥m z £lánku Moucharta a Rolina, kte°í v tom-
téº roce 1985 publikovali noticku ve form¥ dopisu editorovi, kde tvrdí, ºe aº
na dv¥ tvrzení je v²e, co je v £lánku van Puttena a van Shuppena, analogické
tomu, co vy²lo v jejich vlastním £lánku z roku 1984. Podle toho, co mi nazna-
£il Mouchart p°i rozhovoru, se totiº domnívali, ºe van Putten a van Shuppen
p°epsali obsah jejich £lánku � prý jim dva roky p°edtím poskytli preprint.

(Pearl, Paz 1985) Význam pojmu stochastické PN pro pravd¥podobnostní rozho-
dování rozpoznali a zd·raznili v p·li 80. let dvacáteho století Ameri£an ºi-
dovského p·vodu Judea Pearl a Azaria Paz z Izraele. Rovn¥º explicitn¥ for-
mulovali stejné formální vlastnosti PN jako Dawid a zárove¬ si pov²imli, ºe
tytéº vlastnosti platí pro ur£ité ternární relace indukované neorientovanými
grafy pomocí jistého separa£ního kritéria. To je vedlo k my²lence popisovat
tyto ternární relace s pomocí graf·.

Pearl a Paz tak zavedli pojem semigrafoidu jakoºto formální ternární re-
laci axiomaticky spl¬ující d°íve zmín¥né formální vlastnosti stochastické PN.
V p·vodním £lánku ale pouºívali termín grafoid. Rovn¥º formulovali hypo-
tézu, ºe tyto formální vlastnosti charakterizují struktury pravd¥podobnostní
PN, tedy ºe semigrafoidy se shodují s t°ídou ternárních relací indukovaných
pravd¥podobnostními rozd¥leními p°es pojem PN.

A.1.2 Grafy

My²lenka pouºít pro popis kvalitativních vztah· mezi veli£inami grafy, jejichº uzly
odpovídají náhodným veli£inám, je v²ak mnohem star²í. Pearl a Paz na ni pouze
v jistém smyslu navázali. Tradi£n¥ lze rozli²it dva sm¥ry:

• pouºití neorientovaných graf·,
• pouºití acyklických orientovaných graf·.

Dodate£n¥ se ukázalo, ºe mnohé statistické modely popisované takto grafy lze chá-
pat jako modely struktur PN.

Neorientované grafy

Neorientované grafy se objevily ve statistické fyzice, konkrétn¥ v teorii markovských
polí, coby nástroj pro popis vztah· mezi diskrétními náhodnými veli£inami.

(Moussouris 1974) Moussouris zavedl n¥kolik markovských podmínek v·£i neori-
entovanému grafu a dokázal jejich ekvivalenci s faktoriza£ní podmínkou nazý-
vanou gibbsovskou podmínkou. Tento výsledek, známý jako Hammersleyova-
Cliffordova v¥ta, byl jiº p°edtím dokázán v nepublikovaném rukopise z roku
1971 zmín¥nými dv¥ma pány.
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(Speed 1979) Dal²í, kdo v této oblasti bádal, byl Australan Terry Speed, který
pozd¥ji ovlivnil Dána Ste�ena Lauritzena v tom smyslu, ºe ten si uv¥domil,
ºe grafy lze vyuºít k popisu statistických model· pouºívaných v teorii kon-
tingen£ních tabulek.

(Goodman 1973) (Haberman 1974) K rozvoji teorie kontingen£ních tabulek, v£et-
n¥ gra�ckých p°ístup·, p°isp¥l mnohými publikacemi Goodman. Základy této
teorie shrnul ve své disertaci Haberman.

(Darroch, Lauritzen, Speed 1980) Darroch, Lauritzen a Speed p°i²li se speciálními
gra�ckými log-lineárními modely.

(Lauritzen 1982) Vhodným u£ebním textem, který tento p°ístup zpopularizoval
a vyzdvihnul roli PN, se stal p°epis Lauritzenových p°edná²ek na univerzit¥
v Aalborgu.

(Dempster 1972) (Wermuth 1976) Neorientované grafy se také paraleln¥ objevily
i v mnohorozm¥rné statistické analýze. Ameri£an kanadského p·vodu Ar-
tur Dempster zavedl takzvané covariance selection models. Jeho studentka
Nanny Wermuth(ová), p·vodem z N¥m¥cka, pak tyto modely interpretovala
v termínech PN.

(Whittaker 1990) Angli£an Joe Whittaker ve své knize pak o t¥chto statistických
modelech ukázal, ºe se dají dob°e popsat s pomocí neorientovaných graf·.

Orientované grafy

Orientované grafy se v literatu°e v souvislosti s popisem vztah· mezi náhodnými
veli£inami objevily dokonce d°íve neº neorientované grafy.

(Wright 1934) Genetik Sewall Wright jiº ve t°icátých letech dvacátého století na-
vrhl ur£itou metodu výpo£tu koe�cient· korelace mezi gaussovskými náhod-
nými veli£inami, které spl¬ují n¥jaký systém strukturálních rovnic. Tato me-
toda, údajn¥ prý zpo£átku ignorovaná statistiky, byla pozd¥ji proslavena díky
ekonom·m, psycholog·m a sociolog·m coby metoda koe�cient· na cestách
(anglicky method of path coe�cients). Pro reprezentaci zmín¥ného systému
strukturálních rovnic pouºil Wright grafy, které m¥ly jak jednosm¥rné, tak
obousm¥rné ²ipky.

Pouºití acyklických orientovaných graf· p°i²lo pozd¥ji v souvislosti s in�uen£ními
diagramy v teorii rozhodování.

(Howard, Matheson 1984) In�uen£ní diagramy zavedl Howard a Matheson coby
nástroje na gra�cký popis rozhodovacích situací, tedy v podstat¥ vztah· mezi
náhodnými veli£inami.

(Shachter 1986) To inspirovalo Shachtera, který se v 80. letech minulého století sys-
tematicky v¥noval in�uen£ním diagram·m, aby p°eformuloval své algoritmy
pro gra�ckou manipulaci s in�uen£ními diagramy v termínech PN.
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(Smith 1989) Angli£an Jim Smith, mlad²í kolega Phila Dawida, si pov²iml moº-
nosti vyuºití d°íve zmín¥ných semigrafoidových vlastností PN pro snadn¥j²í
d·kaz korektnosti jistých operací s in�uen£ními diagramy.

(Pearl 1988) Nicmén¥, podstatný vliv na propagaci gra�ckých metod v um¥lé inte-
ligenci a popularizaci pojmu PN m¥la Pearlova kniha o pravd¥podobnostním
rozhodování. Pearl zrekapituloval metody pouºívající neorientované grafy,
které nazýval markovské sít¥. Více se v²ak v¥noval acyklickým orientova-
ným graf·m, které byly hlavním objektem jeho výzkumných snah v té dob¥.
Tyto grafy za£al nazývat bayesovské sít¥ a po n¥m tuto terminologii p°evzala
v¥t²ina výzkumník· zajímajících se o pravd¥podobnostní rozhodování. Al-
ternativní název jsou belief networks, anebo zkratka DAG z directed acyclic
graphs. Krom¥ toho Pearl v této knize vypíchl úzkou souvislost obou gra�c-
kých sm¥r· s pojmem PN a zavedl gra�cké kritérium pro identi�kaci nezávis-
lostních údaj· na základ¥ p°íslu²ného acyklického orientovaného grafu, tzv.
d-separa£ní kritérium (d zna£í directional).

A.1.3 Metoda lokálních výpočtů

V souvislosti s pravd¥podobnostním rozhodováním je vhodné se zmínit o kaºdoro£ní
konferenci Uncertainty in Arti�cial Intelligence (UAI). Jedná se o mezinárodní
konferenci s jiº více neº dvacetiletou tradicí, p°eváºn¥ po°ádanou na americkém
kontinentu, pov¥t²inou v USA. Za£ala jako neformální workshop n¥kdy v druhé p·li
80. let dvacátého století a postupn¥ se v pr·b¥hu 90. let prom¥nila v konferenci,
na níº se setkávali odborníci z oblasti po£íta£ových v¥d zajímající se o gra�cké
modely. Jednou z v·d£ích osobností, která tehdy ovlivnila zam¥°ení konference,
byl vý²e zmín¥ný Judea Pearl.

Údajn¥ prý v pr·b¥hu prvních workshop· UAI probíhala diskuse mezi zastánci
dvou r·zných p°ístup·: pravd¥podobnostního a logicko-algebraického. Pravd¥po-
dobnostní p°ístup byl kritizován celkem oprávn¥nou námitkou, ºe p°íslu²né výpo-
£ty nejsou prakticky realizovatelné na po£íta£i. Tuto ned·v¥ru se poda°ilo posléze
p°ekonat tím, ºe byly navrºeny algoritmy, které umoºnily provád¥t lokální výpo£ty.
O vývoj této metody se hodn¥ zaslouºili výzkumníci z Evropy, zejména lidé okolo
Dána Ste�ena Lauritzena.

(Lauritzen, Spiegelhalter 1988) Výsledkem spolupráce Dána Lauritzena s Angli£a-
nem Spiegelhalterem byl metodický postup, jak p°i zadané bayesovské síti
konkrétn¥ provád¥t poºadované výpo£ty. Tento postup pozd¥ji proslul pod
názvem metoda lokálních výpo£t· (anglicky local computation method). Jejich
£lánek se do jisté míry stal kucha°kou pro následovatele.

(Spiegelhalter, Lauritzen 1990) Jiný £lánek t¥chºe autor·, tentokrát s jejich obrá-
ceným po°adím, poloºil základy bayesovského p°ístupu k u£ení bayesovských
sítí. P°esn¥ji °e£eno, jedná se o u£ení parametr· daného statistického modelu.

Lauritzen spolu s Angli£any Dawidem, Cowellem a Spiegelhalterem vytvo°ili pra-
covní skupinu nazývanou BAIES group. Je to zkratka za Bayesian Analysis In
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Expert Systems. Na p°elomu 80. a 90. let dvacátého století úzce spolupracovali
práv¥ v oblasti pravd¥podobnostních expertních systém·.

(Lauritzen 1996) Lauritzen pozd¥ji shrnul matematické základy t¥chto gra�ckých
metod v knize, která se stala jakýmsi zdrojovým textem pro ty, kte°í touºili
po v¥t²í matematické p°esnosti.

(Cowell, Dawid, Lauritzen, Spiegelhalter 1999) Celá skupina pak pozd¥ji napsala
kníºku, která se naopak více v¥novala algoritmickým hledisk·m. Nejv¥t²í po-
díl na ní m¥l asi Robert Cowell.

Lauritzen, neº se p°est¥hoval do Oxfordu, byl v Aalborgu v·d£í osobností skupiny
ODIN, která se zam¥°ila na vytvo°ení konkrétního pravd¥podobnostního expert-
ního systému HUGIN.

(Jensen 2001) �éfem skupiny vyvíjející tento, dalo by se °íci komer£n¥ úsp¥²ný,
expertní systém byl Dán Finn Jensen (Finn je k°estní jméno), který napsal
u£ebnici vhodnou zejména pro studenty po£íta£ové v¥dy.

A.1.4 Vývoj v Čechách

Také v �echách vznikla skupina, která se zabývala podobnou problematikou.

(Perez 1977) Byla to skupina z Ústavu teorie informace a automatizace (ÚTIA)
�eskoslovenské akademie v¥d (�SAV) okolo Alberta Pereze, který jiº koncem
70. let minulého století p°i²el s my²lenkou aproximace mnohorozm¥rného dis-
krétního rozd¥lení pomocí rozd¥lení získaného násobením jeho málorozm¥r-
ných marginál, respektive podmín¥ných pravd¥podobností. Vlastn¥ za touto
ideou byla implicitn¥ my²lenka p°ijetí jistého modelu struktury PN.

Pozoruhodná skute£nost je, ºe v Praze probíhala v druhé p·li 80. let dvacá-
tého století podobná vým¥na názor· mezi zastánci pravd¥podobnostního a logicko-
algebraického p°ístupu jako na americkém kontinent¥ mezi ú£astníky konference
UAI a v západní Evrop¥ mezi statistiky okolo skupiny BAIES. Vlastn¥ to byl ne-
závislý a soub¥ºný vývoj pravd¥podobnostních metod v um¥lé inteligenci.

Dnes to asi nemusí být kaºdému jasné, ale faktem je, ºe jakoºto sou£ást socialis-
tického tábora byli v¥dci z �eskoslovenska p°eci jen pon¥kud izolováni a omezováni,
co se tý£e ú£asti na zahrani£ních konferencích.

Vý²e zmín¥ná diskuse probíhala na pravidelném st°ede£ním seminá°i doktora
Petra Hájka na matematickém ústavu �SAV. Hájek byl povaºován za p°edstavi-
tele logicko-algebraického sm¥ru, zatímco Perez za p°edstavitele pravd¥podobnost-
ního sm¥ru. Takovým arbitrem, nebo lépe °e£eno p°ekladatelem a moºná ob£as
i usmi°ovatelem, byl doktor Tomá² Havránek, který byl odborníkem na gra�cké
log-lineární modely. Havránek se pozd¥ji, za£átkem 90. let, stal prvním °editelem
nov¥ z°ízeného ústavu informatiky (ÚI) Akademie v¥d. Po jeho p°ed£asné smrti se
stal (dlouholetým) °editelem tohoto ústavu Hájek, který z tohoto d·vodu ode²el
z matematického ústavu.
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(Perez, Jirou²ek 1985) Perez spolu se svými dv¥ma kolegy, Radimem Jirou²kem a
Otakarem K°íºem, poloºili základy tzv. intensionálního p°ístupu k pravd¥po-
dobnostním expertním systém·m, který krom¥ my²lenky aproximace mno-
horozm¥rného rozd¥lení z d°íve zmín¥ného Perezova £lánku zahrnuje metody
teorie informace a gra�cké nástroje. Pro výzkumné ú£ely vytvo°il Ota K°íº
i n¥kolik pracovních verzí expertního systému INES, coº je zkratka z anglic-
kého INtensional Expert System.

(Hájek, Havránek, Jirou²ek 1992) Pozd¥ji, po odchodu Pereze do d·chodu, napsali
Hájek, Havránek a Jirou²ek spole£n¥ kníºku, která se v¥novala základ·m jak
logicko-algebraických, tak pravd¥podobnostních expertních systém·.

Dal²í spole£nou aktivitou výzkumník· z �ech byla organizace mezinárodního work-
shopu WUPES. P·vodn¥ se jednalo o zkratku z anglického Workshop on Uncerta-
inty in Expert Systems, nyní je zkratka interpretována jako Workshop on Uncer-
tainty ProcESsing. První workshop se konal v roce 1988 v Al²ovicích, kde tehdy
Akademie v¥d m¥la ²kolící st°edisko, a pomohl tak trochu prolomit isolaci £eské
skupiny a navázat kontakty se Západem. Dal²í workshopy se konaly pravideln¥
kaºdé t°i roky n¥kde v �echách a hlavním organizátorem byl Jirou²ek, pozd¥ji ve
spolupráci s kolegyní z ÚTIA Ji°inou Vejnarovou. V zá°í 2012 se jiº devátý ro£ník
konal v Mariánských Lázních.

(Studený 1992) Já, coby Perez·v aspirant, coº byla tehdej²í obdoba dne²ního PhD
studenta, se stal £lenem této rozr·stající se skupiny díky svému zájmu o PN.
Pomocí informa£n¥-teoretických metod, na které mne Perez navedl, se mi
poda°ilo vyvrátit d°íve zmín¥nou Pearlovu hypotézu o charakterizaci struktur
PN pomocí semigrafoidových vlastností. O PN jsem se za£al poté zajímat
systematicky a v této souvislosti, pod vlivem zahrani£ních koleg·, i o nov¥j²í
trendy v oblasti gra�ckých model·, nap°íklad o °et¥zcové grafy.

(Matú², Studený 1995), (Matú² 1995, 1999) Zájem o téma PN projevil i kolega
z ÚTIA Franti²ek Matú², s kterým jsme za£ali spolupracovat na problému
charakterizace struktur PN indukovaných £ty°mi diskrétními náhodnými ve-
li£inami. Po del²í dob¥ tento problém vy°e²il sám Matú².

Moºná pod vlivem Petra Hájka a d°ív¥j²ího kolegy z ÚTIA doktora Ivana Kra-
mosila, který pozd¥ji p°e²el za Hájkem do ÚI, se £lenové skupiny v ÚTIA za£ali
zajímat i o PN v alternativních kalkulech pro popis nejistoty v um¥lé inteligenci.

(Vejnarová 1999) Nap°íklad studiem PN v rámci Zadehovy teorie moºností (ang-
licky possibility theory) se za£ala speciáln¥ zabývat Ji°ina Vejnarová.

A.2 Význačné konference a zahraniční skupiny

A.2.1 Konference UAI

Jak jsem se jiº zmínil, v pr·b¥hu 90. let dvacátého století se konference UAI p°e-
m¥nila v hojn¥ nav²t¥vovanou konferenci. Navíc, zájem ú£astník· této konference
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se posunul více ke studiu bayesovských sítí, takºe tuto konferenci bylo moºno tehdy
s ur£itou nadsázkou nazvat konferencí o bayesovských sítích. Nicmén¥ koncem 90.
let v souvislosti s nár·stem ú£astník· nastala asi nevyhnutelná diversi�kace té-
mat p°ísp¥vk·, a dnes uº asi nelze tvrdit, ºe hlavním tématem p°ísp¥vk· na této
konferenci jsou gra�cké modely.

V následujícím p°ehledu jsou zmín¥ni n¥kte°í tehdej²í pravidelní ú£astníci této
konference a n¥které jejich významné výsledky z 90. let dvacátého století.

(Geiger, Pearl 1990) Pearl·v PhD student Dan Geiger dokázal, ºe kaºdá ternární
relace indukovaná bayesovskou sítí p°edstavuje skute£n¥ strukturu PN. Tento
výsledek vlastn¥ °íká, ºe je oprávn¥né pouºívat acyklické orientované grafy
pro popis struktur PN.

(Verma, Pearl 1991) Jiný Pearl·v PhD student Tom Verma charakterizoval v gra-
�ckých termínech ekvivalentní bayesovské sít¥, tj. acyklické orientované grafy
indukující stejnou strukturu PN.

(Chickering 1995) Chickering byl pozd¥j²í Pearl·v PhD student, který p°i²el s trans-
forma£ní charakterizací ekvivalentních bayesovských sítí.

(Spirtes, Glymour, Scheines 1993) Spirtes a jeho kolegové z Pittsburgu p°i²li s al-
ternativní kauzální interpretací acyklických orientovaných graf·, která poz-
d¥ji za£ala zajímat i Pearla. Tato interpretace se li²í od interpretace v termí-
nech PN: ²ipky v grafu odpovídají ur£itým funkcionálním závislostem.

(Meek 1995) Spirtes·v ºák Meek navrhl tzv. rekonstruk£ní algoritmus (anglicky
recovery algorithm) na u£ení bayesovských sítí.

(Richardson 1996) Spirtes p°i²el s my²lenkou pouºít i obecné orientované grafy
s moºnými cykly a dal tomuto p°ístupu ur£itou interpretaci. Dal²í jeho PhD
student Thomas Richardson charakterizoval ekvivalentní orientované grafy.

(Heckerman 1995) Heckerman byl jeden z prvních PhD student· Pearla. Svého
£asu se zabýval bayesovskými metodami u£ení bayesovských sítí. Nechal se
zam¥stnat u Billa Gatese a zaloºil v Microsoftu v Seattlu skupinu, do které
posléze p°ilákal Meeka, Chickeringa a jiné.

(Neapolitan 1990) Neapolitan napsal knihu, relativn¥ p°esn¥j²í neº Pearl, v níº
shrnul matematické základy bayesovských sítí.

A.2.2 Program HSSS a nové grafické přístupy

Kontakty s ostatním sv¥tem na²í skupin¥ z ÚTIA usnadnil výzkumný program
Highly Structured Stochastic Systems (HSSS), který prob¥hl v letech 1997�2000.
Ur£itá skupina evropských výzkumník·, v níº v·d£í roli hrál Lauritzen, získala od
European Science Foundation (ESF) n¥jaké prost°edky, které pouºila na organizaci
série speciálních konferencí a workshop·. N¥které z nich se týkaly i pravd¥podob-
nostních metod v um¥lé inteligenci a zprost°edkovan¥ PN.
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(Lauritzen, Wermuth 1984) Tak jsme m¥li moºnosti potkat NannyWermuth(ovou),
která v 80. letech minulého století p°i²la spolu s Lauritzenem s my²lenkou °e-
t¥zcových graf·.

(Frydenberg 1990) Jednou jsme potkali i Frydenberga. To byl Lauritzen·v PhD
student, který podstatn¥ p°isp¥l k prohloubení teoretických základ· °et¥zco-
vých graf·.

(Andersson, Perlman 1993) Setkali jsme se se statistiky Anderssonem a Perlma-
nem, kte°í jiº v roce 1993 p°i²li s negra�ckou metodou popisu n¥kterých
struktur PN pomocí kone£ných svaz·. Steen Andersson je Dán, který se usíd-
lil v Americe, Michael Perlman je Ameri£an, ºijící v Seattlu.

(Andersson, Madigan, Perlman 2001) Andersson, Madigan, Perlman a pozd¥ji i
Levitz rozvinuli téº teorii alternativních °et¥zcových graf·. David Madigan
byl mlad²í kolega Perlmana, Michael Levitz byl Perlman·v PhD student.

(Cox, Wermuth 1996) Wermuth(ová) spolu s Coxem zavedli velmi ²irokou t°ídu
°et¥zcových graf·, které zahrnují jak klasické, tak alternativní °et¥zcové grafy.

Dodal bych, ºe David Cox je ten proslulý statistik, po n¥mº je pojmenován
standardn¥ pouºívaný model v tzv. analýze p°eºití.

(Koster 1996) Jan Koster z Holandska p°i²el s t°ídou reciprokých graf·, které za-
hrnují jak klasické °et¥zcové grafy, tak orientované grafy s cykly. Tyto grafy
pouºil k reprezentaci obecných model· strukturálních rovnic (tzv. SEM mo-
dely).

(Kauerman 1996) N¥m¥c Kauerman publikoval £lánek o alternativn¥ interpretova-
ných neorientovaných grafech.

Dal²í p°íleºitostí k setkání výzkumník· zajímajích se o PN byl speciální program
Fieldsova ústavu na univerzit¥ v Torontu v Kanad¥, který se konal na podzim
1999 pod odbornou garancí Kana¤anky francouzského p·vodu Helène Massam a
Ste�ena Lauritzena. V rámci tohoto programu jsme spolu s Matú²em zorganizovali
workshop o PN a gra�ckých modelech. Zmín¥ný workshop m¥l p°es 60 ú£astník·,
takºe spí²e to byla malá konference.

Existuje i pravidelná evropská konference zam¥°ená na metody popisu nejis-
toty v um¥lé inteligenci. Nazývá se ECSQARU (zkratka za European Conference
on Symbolic and Quantitative Approaches to Reasoning with Uncertainty) a koná
se zhruba kaºdé dva roky. Na rozdíl od UAI je její záb¥r ²ir²í; je více v¥nována
alternativním p°ístup·m k popisu nejistoty v um¥lé inteligenci. Na této konferenci
m·ºete potkat jak výzkumníky zam¥°ené na speciální kalkuly nejistoty v um¥lé
inteligenci, tak ty, kte°í se zajímají o gra�cké modely.

(de Campos, Huete, Moral 1993) Tak nap°íklad ²pan¥lská skupina z Granady okolo
Serafína Morala se zabývala pojmem PN v rámci kalkulu pravd¥podobnost-
ních interval·.
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(Bouckaert 1995) Na ECSQARU jsem se seznámil s Holan¤anem Bouckaertem,
s kterým jsem pozd¥ji napsal n¥jaké £lánky. Byl to on, kdo mne navedl na
problematiku °et¥zcových graf·.

Nicmén¥ s po£átkem novém století snad n¥kte°í evrop²tí výzkumníci v oblasti um¥lé
inteligence za£ali poci´ovat, ºe chybí n¥jaké pravidelné evropské setkání zam¥°ené
pouze na gra�cké modely. Proto skupina ²pan¥lských výzkumník·, pov¥t²inou bý-
valých student· Morala a de Campose, p°i²la s iniciativou organizovat kaºdé dva
roky workshop £i konferenci s tímto zam¥°ením. Tak vznikl workshop £i spí²e malá
konference Probabilistic Graphical Models (PGM). První PGM se konalo v roce
2002 ve �pan¥lsku v m¥st¥ Cuenca, druhé v roce 2004 v Holandsku v Leidenu a
t°etí jsme na výzvu zorganizovali v roce 2006 v Praze. Já jsem poslouºil coby p°ed-
seda programového výboru. P°edsedou organiza£ního výboru byl m·j star²í kolega
Radim Jirou²ek, motorem organiza£ního výboru pak mlad²í kolega u ÚTIA, n¥-
kdej²í Jirou²k·v PhD student, Ji°í Vomlel. Praºská PGM konference m¥la nakonec
okolo 60 ú£astník·. PGM v roce 2008 byla v Aalborgu v Dánsku, v roce 2010 v Hel-
sinkách a v roce 2012 se konala op¥t ve �pan¥lsku, tentokrát v Granad¥. V roce
2014 by se s desetiletým odstupem m¥la op¥t konat v Holandsku, v Leidenu.

A.2.3 Alternativní kalkuly v umělé inteligenci

Je²t¥ se slu²í zmínit nepravd¥podobnostní PN.

(Sagiv, Walecka 1982) Nap°íklad v teorii rela£ních databází byla známa analogie
pojmu PN nazývaná EMVD (anglická zkratka za embedded multivalued de-
pendency). Sagiv a Walecká dokázali, ºe neexistuje kone£ná axiomatická cha-
rakterizace p°íslu²ných indukovaných model·.

(Malvestuto 1992) Této analogie si pov²iml po£átkem 90. let dvacátého století i Ital
Franco Malvestuto.

(Wong, Wang 1994) A je²t¥ pozd¥ji si té analogie pov²iml i Kana¤an £ínského
p·vodu Wong.

(Shenoy 1994) Ameri£an indického p·vodu Prakash Shenoy, jehoº specializací je
rozhodování za nejistoty, si pov²iml moºnosti zavést pojem PN i v rámci r·z-
ných nepravd¥podobnostních kalkul· pro popis nejistoty v um¥lé inteligenci.
Dokázal, ºe odvozený pojem PN spl¬uje známé formální vlastnosti pravd¥-
podobnostní PN (semigrafoidové vlastnosti).

(Zadeh 1978) (Dubois, Prade 1988) Jednou z oblastí, na které Shenoy upozornil,
byla Zadehova teorie moºnosti (anglicky possibility theory). Tento p°ístup
rozpracovala zejména francouzská skupina z Tolouse.

(Spohn 1988) Zvlá²tní �loso�ckou motivaci má kalkul tzv. ordinálních podmín¥-
ných funkcí navrºený Spohnem, pozd¥ji nazývaný v UAI komunit¥ κ-kalkulus.
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(Dempster 1967) (Shafer 1976) Motivován £lánkem Dempstera z konce 60. let dva-
cátého století, Ameri£an Glenn Shafer navrhl ur£itou metodu popisu nejisté
znalosti, která m·ºe být chápána jako zobecn¥ní pravd¥podobnostního kal-
kulu. Je to zobecn¥ní v tom smyslu, ºe p°íslu²nou d·v¥rovou funkci (anglicky
belief function) lze chápat jako popis jisté konvexní mnoºiny pravd¥podob-
nostních rozd¥lení. Jeho teorie se stala populární pod názvem teorie evidence
£i Dempsterova-Shaferova teorie.

(Shafer 1996) Shafer se v jedné ze svých pozd¥j²ích knih v¥noval i otázce, kdy lze
v rámci n¥jakého alternativního kalkulu pouºít zobecn¥nou metodu lokálních
výpo£t·.

Existuje i pravidelná konference zam¥°ená na zobecn¥né pravd¥podobnostní p°í-
stupy. Nazývá se ISIPTA (zkratka za anglické International Symposium on Impre-
cise Probabilities and Their Applications) a koná se zhruba kaºdé dva roky. V roce
2007 se konala v Praze jiº sedmá konference této °ady a její hlavní organizátorkou
byla kolegyn¥ Ji°ina Vejnarová.

A.2.4 Geometrický přístup a metody moderní algebry

Snad bych se m¥l zmínit i o trendech posledního desetiletí, v£etn¥ výzkumného
sm¥ru, kterému v sou£asného dob¥ v¥nuji nejvíce.

(Studený 2005) Pozorování, ºe pomocí graf· není z principiálních d·vod· moºné
popsat v²echny moºné (diskrétní) struktury PN, mne motivovalo k návrhu
popisovat tyto struktury pomocí jistých speciálních celo£íselných vektor·, na-
zývaných strukturální imsety. Tento p°ístup, £áste£n¥ inspirován informa£n¥-
teoretickými metodami, zárove¬ umoº¬uje v této oblasti aplikovat pokro£ilé
geometrické metody. Nap°íklad v posledních letech se (ve spolupráci s odbor-
níky na optimalizaci) v¥nuji zám¥ru vyuºít metody lineárního a celo£íselného
lineárního programování v oblasti u£ení gra�ckých model·.

(Hemmecke, Morton, Shiu, Sturmfels, Wienand 2008) Vý²e zmín¥ný p°ístup v²ak
zárove¬ vedl k celé °ad¥ otev°ených otázek, které jsem shrnul v jedné kapitole
kníºky, která se této metod¥ v¥novala. N¥které z t¥chto otev°ených problém·
zaujaly skupinu algebraik· a geometr· okolo Bernda Sturmfelse z University
of Berkeley. Ve spolupráci s odborníkem na kombinatorickou optimalizaci Ra-
ymondem Hemmeckem (nyní na TU Mnichov) se jim n¥které z nich poda°ilo
vy°e²it.

(Drton, Sturmfels, Sullivant 2009) D·vodem jejich zájmu o téma podmín¥né ne-
závislosti bylo to, ºe jsem nebyl zdaleka jediný, kdo p°i²el s my²lenkou pouºít
algebraické a geometrické metody na °e²ení problém· ve statistice a jejích
aplikacích. Vlastn¥ jsem se mimod¥k tre�l do trendu, který vedl ke vzniku
nového oboru, tzv. algebraické statistiky. Ta se dá zhruba charakterizovat jako
oblast, v níº se kombinují metody kombinatoriky, geometrie polytop·, výpo-
£etní algebry a algebraické geometrie p°i (formulaci, interpretaci a) °e²ení
statistických úloh. Jedním z propagátor· tohoto p°ístupu je práv¥ Sturmfels
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a lidé z jeho skupiny. Konalo se jiº n¥kolik konferencí na toto téma (v USA
i Japonsku), nedávno byl dokonce zaloºen £asopis Journal of Algebraic Sta-
tistics. Sturmfels spolu s dv¥ma jinými kolegy napsal p°ehledovou kníºku na
toto téma, jejíº jedna kapitola je v¥nována PN a poºití metod komutativní
algebry v této oblasti.

Av²ak jedná se o pokro£ilej²í (a hlub²í) témata a metody dosud vyvíjené; proto
tato skripta, jejichº ú£elem je spí²e £tená°i vysv¥tlit matematické základy, tyto me-
tody nepopisují podrobn¥ji. Nicmén¥, spolu s kolegou Matú²em se snaºíme sledovat
moderní trendy a proto ve spolupráci se zahrani£ními kolegy, konkrétn¥ Caroline
Uhler z IST Austria (coº je byv²í PhD studentka Sturmfelse) a Raymondem Hem-
meckem z TU Munich (toho £asu), plánujeme v roce 2014 zorganizovat v rámci
setkání Prague Stochastics 2014 specializovaný workshop o algebraické statistice.





Příloha B

Přehled elementárních pojmů

V tomto dodatku jsou zopakovány n¥které základní matematické pojmy a pozoro-
vání. Student·m MFF UK by sice pov¥t²inou m¥ly být známy, ale protoºe skripta
jsou zamý²lena i jako dopl¬kový u£ební text pro studenty jiných vysokých ²kol, kte°í
s t¥mito matematickými pojmy nemusí být obeznámeni, rozhodl jsem se p°ipojit
tento p°ehled. Pro rychlé vyhledání p°íslu²ného hesla doporu£uji vyuºít rejst°ík.

B.1 Pojmy z teorie míry

• M¥°itelný prostor je dvojice (X,X ), kde X 6= ∅ je neprázdná mnoºina a
X ⊆ P(X) ≡ {Y : Y ⊆ X} je σ-algebra jejích podmnoºin, coº zna£í, ºe
spl¬uje následující podmínky:
(i) X ∈ X ,
(ii) A ∈ X ⇒ X \ A ∈ X ,
(iii) An ∈ X , n = 1, 2, . . . ⇒

⋃
nAn ∈ X .

Libovolný pr·nik σ-algeber na X je σ-algebra na X. Speciáln¥, ∀B ⊆ P(X)
existuje nejmen²í σ-algebra na X obsahující B, která se nazývá σ-algebra
generovaná B a ozna£uje σ(B).
• X -m¥°itelná funkce je funkce f : X → [−∞,+∞] taková, ºe

∀ a ∈ R f−1[−∞, a] ≡ {x ∈ X : f(x) ∈ [−∞, a] } ∈ X .

• Sou£in m¥°itelných prostor·. Bu¤ (Xi,Xi), i ∈ N kone£ný systém m¥°itelných
prostor·. Potom poloºíme X ≡

∏
i∈N Xi a X ≡ σ-algebra generovaná m¥°i-

telnými obdélníky tvaru
∏
i∈N Ai, Ai ∈ Xi. Sou£inovou σ-algebru X budeme

ozna£ovat symbolem
∏
i∈N Xi.

• Nezáporná míra na (X,X ) je funkce µ : X → [0,+∞] spl¬ující
(i) µ(∅) = 0,
(ii) An ∈ X , n = 1, 2, . . . po dvou disjunktní

µ
( ∞⋃
n=1

An
)

=

∞∑
n=1

µ(An) .
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Podmínka (ii) se nazývá spo£etná aditivita. Nezáporná míra je
� kone£ná, jestliºe µ(X) <∞,
� σ-kone£ná, jestliºe ∃An ∈ X , n = 1, 2, . . . takové, ºe platí µ(An) <∞ a
X =

⋃
n An,

� pravd¥podobnostní, jestliºe µ(X) = 1.

Příklady.

1. Elementárním p°íkladem je aritmetická míra na kone£né neprázdné mno-
ºin¥ X. V tomto diskrétním p°ípad¥ se implicitn¥ p°edpokládá X =
P(X), tedy σ-algebrou je poten£ní mnoºina X. Aritmetická míra pak
kaºdé podmnoºin¥ A ⊆ X p°i°adí po£et jejích prvk·: ν(A) = |A|.

2. Jiným základním p°íkladem je jednorozm¥rná Lebesgueova míra. V tomto
spojitém p°ípad¥ je X = R a X tzv. borelovská σ-algebra, tj. σ-algebra
generovaná systémem polouzav°ených interval·: X = σ({(a, b] : a <
b}). Potom na X existuje jediná nezáporná míra λ taková, ºe míra in-
tervalu je jeho délka: ∀ a < b λ((a, b]) = b − a. Tato míra se nazývá
Lebesgueova.

• Rovnost skoro v²ude vzhledem k nezáporné mí°e. Bu¤ f, g : X → R funkce,
ob¥ X -m¥°itelné, a µ míra na (X,X ). Pak de�nujeme

f = g µ-skoro v²ude ⇔ µ( {x ∈ X : f(x) 6= g(x)} ) = 0 .

P°ipomínám, ºe {x ∈ X : f(x) 6= g(x)} ∈ X nebo´ rozdíl f−g je X -m¥°itelná
funkce, coº plyne z X -m¥°itelnosti funkcí f a g. P°i zna£ení se £asto pouºívá
zkratka: µ-s.v.
• Poznamenejme, ºe v diskrétním p°ípad¥, tj. kdyº X je kone£ná mnoºina, je
rovnost funkcí f a g skoro v²ude vzhledem k µ ekvivalentní poºadavku, ºe
funkce f a g se rovnají alespo¬ na nosi£i míry µ, tedy na {x ∈ X : µ({x}) >
0}. To ale jiº není pravda obecn¥. Tím mám na mysli, ºe rovnost skoro v²ude
nelze vºdy charakterizovat jako rovnost funkcí na n¥jaké podmnoºin¥ (mno-
ºiny X). Jinými slovy, mnoºina tzv. plné míry, na níº se funkce f a g mají
rovnat se m·ºe s dvojicí funkcí f a g m¥nit a nemusí existovat ºádná �univer-
zální� mnoºina jako v diskrétním p°ípad¥. Jako p°íklad bych uvedl jednoroz-
m¥rnou Lebesgueovu míru. Bu¤ f funkce na R identicky rovná nule f ≡ 0,
a pro kaºdé a ∈ R, bu¤ ga indikátorová funkce singletonu {a}: ga(x) = 1 pro
x = a, ga(x) = 0 pro x 6= a. Pak pro kaºdé a ∈ R je f = ga λ-skoro v²ude,
ale mnoºina bod· x kde f(x) = ga(x) pro v²echna a je prázdná.
• Lebesgue·v integrál. Bu¤ (X,X ) m¥°itelný prostor a µ nezáporná míra na

(X,X ). Kaºdé X -m¥°itelné funkci f : X → [0,+∞] a kaºdé mnoºin¥ A ∈ X
konstrukce, popsaná nap°íklad v u£ebnici (Rudin 2003),

p°i°adí £íslo
∫
A
f(x)dµ(x) ∈ [0,+∞] ,

které se nazývá integrál z funkce f p°es mnoºinu A podle míry µ. Integrál
zobec¬uje pojem váºeného sou£tu: pro X kone£nou platí

∫
A f(x)dµ(x) =∑

x∈A f(x) · µ({x}).
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• Integrovatelná funkce je X -m¥°itelná funkce f : X → R taková, ºe∫
X

|f(x)| dµ(x) <∞ .

Bu¤ f+(x) ≡ max{f(x), 0}, respektive f−(x) ≡ max{−f(x), 0}, pro x ∈ X,
kladná, respektive záporná, £ást funkce f . Evidentn¥ f = f+ − f− a |f | =
f+ + f−. Jestliºe aspo¬ jeden z integrál·

∫
X
f+(x) dµ(x),

∫
X
f−(x) dµ(x) je

kone£ný, pak se funkce f nazývá kvazi-integrovatelná a jejím integrálem je
výraz ∫

X

f(x) dµ(x) ≡
∫
X

f+(x) dµ(x)−
∫
X

f−(x) dµ(x) .

Pro f, g kvazi-integrovatelné

f = g µ-s.v. ⇔ ∀A ∈ X
∫
A
f(x) dµ(x) =

∫
A
g(x) dµ(x) .

• Absolutní spojitost. Nech´ (X,X ) je m¥°itelný prostor, µ, ν nezáporné míry
na (X,X ). �ekneme, ºe ν je absolutn¥ spojitá v·£i µ, zápis ν � µ, jestliºe

∀A ∈ X µ(A) = 0 ⇒ ν(A) = 0 .

Alternativní termín je ºe µ dominuje ν.

Fakt (Radonova-Nikodymova věta). Bu¤ (X,X ) m¥°itelný prostor, µ σ-kone£ná
míra na (X,X ), ν kone£ná míra na (X,X ) a ν � µ. Potom existuje (nezá-
porná) X -m¥°itelná funkce f nazývaná Radonovou-Nikodymovou derivací ν
vzhledem k µ, taková, ºe

∀A ∈ X ν(A) =

∫
A
f(x)dµ(x) .

Tato funkce je ur£ena jednozna£n¥ v rámci rovnosti µ-skoro v²ude. Proto
kaºdou jednotlivou funkci spl¬ující vý²e zmín¥nou rovnost budu nazývat verzí
Radonovy-Nikodymovy derivace; standardn¥ zna£ená symbolem dν

dµ £i dν/dµ .
Alternativní název je hustota ν vzhledem k (dominující) mí°e µ.

• Jensenova nerovnost. Funkce φ : I → R (kde I ⊆ R je interval) je konvexní
pokud ∀α ∈ [0, 1], ∀x, y ∈ I platí

φ(α · x+ (1− α) · y) ≤ α · φ(x) + (1− α) · φ(y) .

Pokud, pro kaºdé x 6= y a α ∈ (0, 1), je nerovnost ostrá, pak φ je ryze
konvexní. Pro pravd¥podobnostní míru µ na m¥°itelném prostoru (X,X ),
integrovatelnou X -m¥°itelnou funkci f : X → I a vý²e zmín¥nou konvexní
funkci φ pak Jensenova nerovnost °íká

φ(

∫
X

f(x) dµ(x)) ≤
∫
X

φ(f(x)) dµ(x) .

V p°ípad¥ ryze konvexní funkce φ rovnost nastává práv¥ tehdy, kdyº existuje
konstanta k ∈ I, ºe f(x) = k pro µ-s.v. x ∈ X.
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• Sou£in σ-kone£ných m¥r. Bu¤ (Xi,Xi), i ∈ N m¥°itelné prostory a µi, i ∈ N
σ-kone£né míry na (Xi,Xi). Pak existuje práv¥ jedna nezáporná míra µ na
sou£inu m¥°itelných prostor· (X,X ) = (

∏
i∈N Xi,

∏
i∈N Xi), taková, ºe na

m¥°itelných obdélnících je ur£ena následující hodnotou:

µ(
∏
i∈N

Ai) =
∏
i∈N

µi(Ai) pro Ai ∈ Xi, i ∈ N .

Tato míra µ je rovn¥º σ-kone£ná, nazývá se sou£inem m¥r µi a ozna£uje
symbolem

⊗
i∈N µ

i. V p°ípad¥ sou£inu dvou m¥r µ a ν pí²eme µ⊗ ν.

Příklad. P°íkladem je vícerozm¥rná Lebesgueova míra. V tomto p°ípad¥ je,
pro kaºdé i ∈ N , Xi = R, Xi borelovská σ-algebra na R a µi = λ jednoroz-
m¥rná Lebesgueova míra.

Poznámka. Kartézský sou£in
∏
i∈N Xi v uvedeném p°ípad¥ Xi = R budu

ozna£ovat symbolem RN , kterýmºto zna£ením chci zd·raznit, ºe mnoºinu
prom¥nných N apriorn¥ nepovaºujeme za uspo°ádanou. Naopak, v p°ípad¥,
ºe je ú£elné mít kone£nou indexovou mnoºinuN totáln¥ uspo°ádanou, tj. kdyº
ji vlastn¥ interpretujeme jako úsek celo£íselné ²kály N = [n] ≡ {1, 2, . . . , n},
n ≥ 1, anebo pro to budou jiné d·vody, pak namísto symbolu RN budu
pouºívat b¥ºn¥j²í zna£ení pro n-rozm¥ný reálný euklidovský prostor Rn.

B.2 Pojmy z teorie svazů

• Uspo°ádaná mnoºina, nebo poset (L,�), coº je zkratka z anglického partially
ordered set, je neprázdná mnoºina L vybavená £áste£ným uspo°ádáním, to
jest binární relací �, která je

(i) re�exivní: ∀ x ∈ L x � x ,
(ii) antisymetrická: ∀ x, y ∈ L x � y, y � x ⇒ x = y ,
(iii) transitivní: ∀ x, y, z ∈ L x � y, y � z ⇒ x � z .
Uspo°ádání nazveme totální, jestliºe navíc ∀ x, y ∈ L bu¤ x � y nebo y � x.
Symbol x ≺ y zna£í x � y a x 6= y.
• Pokud x ≺ y a neexistuje z ∈ L takové, ºe x ≺ z a z ≺ y, pak se x nazývá
dolní soused y, respektive y horní soused x.
• Kone£ný poset se zobrazuje pomocí Hasseova diagramu. V Hasseov¥ diagramu
je kaºdý prvek kone£ného posetu zobrazen kole£kem (£i oválem). Je-li x hor-
ním sousedem y, pak se ud¥lá spojnice x a y, p°i£emº x je pak umíst¥no nad
y.
• Jestliºe M ⊆ L, pak prvek x ∈ M je minimální prvek M vzhledem k �,
jestliºe neexistuje z ∈ M takové, ºe z ≺ x. Analogicky, y ∈ M je maximální
prvek M vzhledem k �, pokud neexistuje z ∈M spl¬ující z � y.
• Supremum mnoºiny M ⊆ L v posetu (L,�), zna£ené supM , a rovn¥º nazý-
vané nejmen²í horní závora M , je prvek y ∈ L takový, ºe
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(i) z � y pro kaºdé z ∈M , av²ak
(ii) y � y′ pro kaºdé y′ ∈ L spl¬ující z � y′ pro z ∈M .

Pokud supremum existuje, je jednozna£n¥ ur£eno, díky antisymetrii uspo°á-
dání �.
Spojení prvk· x, y ∈ L, ozna£ované x ∨ y je supremum mnoºiny {x} ∪ {y}.
• Analogicky, in�mum mnoºiny M ⊆ L, zna£ené inf M , a nazývané také nej-
v¥t²í dolní závora M je prvek x ∈ L takový, ºe

(i) x � z pro kaºdé z ∈M , av²ak
(ii) x′ � x pro kaºdé x′ ∈ L spl¬ující x′ � z pro z ∈M .

Pr·sek prvk· x, y ∈ L, ozna£ovaný x ∧ y, je in�mum mnoºiny {x} ∪ {y}.
• Spojový polovaz je poset (L,�) takový, ºe pro kaºdé x, y ∈ L existuje supre-
mum x ∨ y v L.
• Svaz je poset (L,�) takový, ºe pro kaºdé x, y ∈ L existuje jak supremum x∨y
tak in�mum x ∧ y v L. Svaz je distributivní jestliºe pro kaºdé x, y, z ∈ L

x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) a x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z) .

Příklad. Typický p°íklad distributivního svazu je okruh podmnoºin kone£né
neprázdné mnoºiny N , tj. soubor R ⊆ P(N) ≡ {Y : Y ⊆ N} uzav°ený na
(kone£né) pr·niky a sjednocení.

• Úplný svaz je poset (L,�) takový, ºe kaºdá podmnoºina M ⊆ L má supre-
mum i in�mum v L.

Poznámka. Pro ov¥°ení, ºe poset L je úplný svaz sta£í ov¥°it, ºe kaºdáM ⊆ L
má in�mum (nebo duáln¥, ºe kaºdá podmnoºina L má supremum). Kaºdý
kone£ný svaz je p°íkladem úplného svazu.

• Nulovým prvkem úplného svazu L se rozumí nejmen²í prvek L, tj. x0 ∈ L
takový, ºe x0 � z pro kaºdé z ∈ L. Není to nic jiného neº supremum prázdné
mnoºiny v (L,�).
• Jednotkovým prvkem se rozumí nejv¥t²í prvek L, tj. y1 ∈ L takové, ºe z � y1
pro kaºdé z ∈ L.
• Prvek x úplného svazu je ∨-nerozloºitelný (budu °íkat supremum nerozloºi-
telný), jestliºe

x 6= sup {z ∈ L : z ≺ x } .

• Prvek x je ∧-nerozloºitelný (to jest in�mum nerozloºitelný), pokud

x 6= inf {z ∈ L : x ≺ z } .

Poznámka. Prvek kone£ného svazu je ∨-nerozloºitelný práv¥ tehdy, kdyº má
práv¥ jednoho dolního souseda. Analogicky, prvek je ∧-nerozloºitelný práv¥
tehdy, kdyº má práv¥ jednoho horního souseda.
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• Mnoºina ∨-nerozloºitelných prvk· v kone£ném svazu (L,�) je nejmen²í mno-
ºina M ⊆ L která je supremum-hustá, coº zna£í, ºe pro kaºdé x ∈ L existuje
M ′ ⊆M takové, ºe x = supM ′.
• Analogicky, mnoºina ∧-nerozloºitelných prvk· v L je nejmen²í mnoºinaM ⊆
L která je in�mum-hustá, tj. pro kaºdé y ∈ L existuje M ′ ⊆ M spl¬ující
y = inf M ′.
• Standardní p°íklad ∨-nerozloºitelného prvku úplného svazu L je jeho atom,
coº je horní soused nulového prvku L.
• Koatomem L se rozumí dolní soused jednotkového prvku L.
• Úplný svaz L se nazývá atomický , pokud mnoºina jeho atom· je supremum-
hustá v L; ekvivalentn¥, pokud jedinými ∨-nerozloºitelnými prvky jsou atomy.
• Svaz je koatomický , pokud mnoºina koatom· je in�mum-hustá v L, tj. jediné
∧-rozloºitelné prvky jsou koatomy.
• Bu¤ (L1,�1), (L2,�2) úplné svazy. Antiisomor�smem uspo°ádání t¥chto po-
set· se bude rozum¥t zobrazení ς : L1 → L2 (na L2) takové, ºe

∀x, y ∈ L1 x �1 y ⇔ ς(y) �2 ς(x) .

Evidentn¥, takové zobrazení ς je prosté. Zobrazení se nazve svazovým antii-
somor�smem, jestliºe platí

∀M ⊆ L1 ς(supM) = inf { ς(z) : z ∈M}
a ς(inf M) = sup { ς(z) : z ∈M} .

Evidentn¥, kaºdý antiisomor�smus uspo°ádání je i svazový antiisomor�smus.

B.3 Opakování o maticích

• Bu¤ M,N neprázdné kone£né mnoºiny. Reálnou M × N -maticí se bude ro-
zum¥t reálná funkce na M ×N . Zápis Σ = (σij)i∈M, j∈N .
SymbolΣA·B bude ozna£ovat A×B-podmaticimaticeΣ, kde A ⊆M , B ⊆ N .
• Reálnou symetrickou N ×N -matici nazveme positivn¥ semide�nitní, pokud

x> ·Σ · x ≥ 0 pro kaºdé x ∈ RN ,

respektive positivn¥ de�nitní, pokud

x> ·Σ · x > 0 pro kaºdé 0 6= x ∈ RN .

Matice je positivn¥ de�nitní, práv¥ kdyº je regulární a positivn¥ semide�nitní.
Inverzní matice k positivn¥ de�nitní je rovn¥º positivn¥ de�nitní.
• Zobecn¥nou inverzí N×N -maticeΣ se bude rozum¥t kaºdá maticeΣ− taková,
ºe Σ · Σ− · Σ = Σ. N¥kte°í auto°i, nap°íklad (And¥l 1985, 2007), pouºívají
namísto toho termín pseudo-inverzní matice. Taková matice vºdy existuje, ale
není ur£ena jednozna£n¥. V p°ípad¥, ºe Σ je regulární, pak je její zobecn¥ná
inverze jednozna£n¥ ur£ena a shoduje se s inverzní maticí Σ−1.
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• Jestliºe Σ je realná N ×N matice a A,C ⊆ N jsou disjunktní, pak Schur·v
dopln¥k podmatice ΣC·C (v ΣAC·AC) je A×A-matice de�novaná vztahem

ΣA|C = ΣA·A −ΣA·C · (ΣC·C)− ·ΣC·A ,

p°i£emº platí konvence ΣA|∅ ≡ ΣA·A. Pro positivn¥ semide�nitní matice tato
matice nezávisí na volb¥ pseudo-inverzní matice (ΣC·C)−.

Fakt. Jestliºe jeΣC·C regularní, pak jeΣA|C regulární práv¥ kdyº je regulární
matice ΣAC·AC , a v tomto p°ípad¥ platí

(ΣA|C)−1 = ((ΣAC·AC)−1)A·A .

Pokud je Σ positivn¥ de�nitní, respektive positivn¥ semide�nitní, pak téº
ΣA|C je positivn¥ de�nitní, respektive positivn¥ semide�nitní. Kone£n¥, platí
nasledující princip transitivity: jsou-li A,B,C ⊆ N po dvou disjunktní, a
matice ΣBC·BC , ΣC·C regulární, pak platí

ΣA|BC = (ΣAB|C)A|B .

B.4 Pojmy z konvexní geometrie

V tomto oddíle je zám¥rn¥ ozna£ován (reálný) euklidovský prostor symbolem Rn,
kde n ≥ 1 a nikoliv RN pro mnoºinu prom¥nných N , coº je nej£ast¥j²í ozna£ení
euklidovského prostoru v t¥chto skriptech (viz poznámka na stran¥ 16 £i �B.6). To
proto, ºe níºe uvedená fakta jsou fakticky (aº na jednu výjimku) vyuºita v kontextu
speciálního prostoru RP(N), kde P(N) ≡ {A : A ⊆ N} je systém podmnoºin
neprázdné kone£né mnoºiny prom¥nných N (zejména v � 3.3.2). D·kazy v¥t²iny
zde uvedených tvrzení lze nalézt nap°íklad v knize (Brøndsted 1983).

• Mnoºina K ⊆ Rn, n ≥ 1 se nazývá konvexní, jestliºe

∀x,y ∈ K ∀α, β ≥ 0, α+ β = 1 α · x+ β · y ∈ K .

Konvexní mnoºina K je uzav°ená, pokud s kaºdou posloupností vektor· ob-
sahuje i její limitu: lim`→∞ x` = x ∈ Rn pro x` ∈ K implikuje x ∈ K.
• Dimense (uzav°ené) konvexní mnoºiny K ⊆ Rn je de�nována jako dimense
a�nního obalu K, tedy mnoºiny{
x ∈ Rn : x =

∑
z∈J

αz · z pro kone£nou J ⊆ K ,
∑
z∈J

αz = 1 , αz ∈ R
}
,

coº je (vºdy) posunutý lineární podprostor, tedy mnoºina {y + z : z ∈
L}, kde L je lineární podprostor Rn a y ∈ Rn. Pro neprázdnou (konvexní)
mnoºinu K je dimense K (= dimense L) celé £íslo mezi 0 a n.
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Příklady.

1. Klasickým p°íkladem uzav°ené konvexní mnoºiny je polytop, de�novaný
jako konvexní obal n¥jaké kone£né mnoºiny B ⊆ Rn:

conv (B) ≡ {x ∈ Rn : x =
∑
z∈B

αz · z pro αz ≥ 0 ,
∑
z∈B

αz = 1 } .

2. Obecn¥j²ím p°íkladem je polyedr, n¥kdy téº nazývaný mnohost¥n, de�-
novaný jako pr·nik kone£ného po£tu uzav°ených poloprostor·, tj. mno-
ºin tvaru

{x ∈ Rn : 〈x,y〉 ≥ c}, kde y ∈ Rn, c ∈ R a 〈x,y〉 ≡
n∑
i=1

xi · yi .

Anglický termín je polyhedron.

• Mnoºina K ⊆ Rn, n ≥ 1 se nazývá konvexním kuºelem, jestliºe

(i) 0 ≡ [0, . . . , 0] ∈ K,
(ii) ∀x,y ∈ K ∀α, β ≥ 0 α · x+ β · y ∈ K.

Evidentn¥ se jedná o konvexní mnoºinu. Anglický termín je convex cone.

Příklady.

1. Klasickým p°íkladem uzav°eného konvexního kuºele je konický obal ne-
prázdné mnoºiny ∅ 6= B ⊆ Rn:

con (B) ≡ {x ∈ Rn : x =
∑
z∈C

αz·z pro kone£nou ∅ 6= C ⊆ B a αz ≥ 0 } .

V p°ípad¥ prázdné mnoºiny B p°ijímáme konvenci con (∅) = {0}.
2. Jiným p°íkladem uzav°eného konvexního kuºele je duální kuºel pro mno-

ºinu A ⊆ Rn:

A∗ = {x ∈ Rn : ∀y ∈ A 〈x,y〉 ≥ 0 } .

• Kuºel nazveme jehlan, anebo téº polyedrický kuºel, jestliºe existuje kone£ná
B ⊆ Rn taková, ºe K = con (B), respektive racionální jehlan, jestliºe existuje
kone£ná mnoºina racionálních vektor· B ⊆ Qn, ºe K = con (B).

Poznámka. Pro kone£nou B ⊆ Rn platí con (B) = (B∗)∗.

Fakt. Mnoºina K ⊆ Rn, n ≥ 1 je racionální jehlan práv¥ tehdy, jestliºe
K = A∗ kde A ⊆ Qn je kone£ná mnoºina racionálních vektor·.

• St¥nou uzav°ené konvexní mnoºiny K ⊆ Rn se bude rozum¥t její konvexní
podmnoºina F ⊆ K která má následující vlastnost: pokud pro y, z ∈ K

otev°ená úse£ka (y, z) ≡ {x ∈ Rn : x = α · y+ β · z α, β > 0, α+ β = 1 }
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protíná F , tj. pokud F ∩ (y, z) 6= ∅, pak y, z ∈ F (coº fakticky zna£í, ºe celá
uzav°ená úse£ka [y, z] leºí v F ). Anglický termín pro st¥nu je face.
Tato obecná de�nice pojmu �st¥na� uzav°ené konvexní mnoºiny je p°evzatá
z knihy (Brøndsted 1983). Podle ní je prázdná mnoºina F = ∅ (i celá mnoºina
F = K) st¥nou K.
• Ekvivalentní de�nice st¥ny v p°ípad¥ polytopu K ⊆ Rn je pr·sek K s jeho
isolující nadrovinou, tj. F = K∩{x ∈ Rn : 〈x,y〉 = k}, kde y ∈ RN a k ∈ R
jsou takové, ºe K ⊆ {x ∈ Rn : 〈x,y〉 ≥ k}.
Tato de�nice je b¥ºn¥j²í v u£ebnicích konvexní geometrie; v p°ípad¥ obecné
uzav°ené konvexní mnoºiny K ale není ekvivalentní vý²e uvedené de�nici
st¥ny nýbrº vede k speciáln¥j²ímu pojmu, který Brøndsted (1983) nazývá
anglickým termínem exposed face. Nicmén¥ v p°ípad¥ polytopu K jsou ob¥
de�nice ekvivalentní. Také podle této speciáln¥j²í de�nice jsou jak prázdná
mnoºina F = ∅ tak celý polytop F = K st¥nami, protoºe volbou y = 0 a
k = −1, respektive k = 0, dostaneme p°íslu²nou isolující nadrovinu. Dodejme
ale varování, ºe n¥kte°í auto°i v této de�nici nep°ipou²tí y = 0 a tím tedy
vylu£ují aby polytop K ⊆ Rn dimense n byl svou vlastní st¥nou.
• Ekvivalentní de�nice neprázdné st¥ny v p°ípad¥ uzav°eného konvexního ku-
ºele K ⊆ Rn je mnoºina F ⊆ K spl¬ující následující t°i podmínky:

(i) 0 ∈ F ,
(ii) x,y ∈ F, α, β ≥ 0 ⇒ α · x+ β · y ∈ F ,
(iii) x,y ∈ K, x+ y ∈ F ⇒ x,y ∈ F .

Poznámka. St¥na (racionálního) jehlanu je op¥t (racionální) jehlan.

• Neprázdné st¥ny uzav°ené (neprázdné) konvexní mnoºiny ∅ 6= K ⊆ Rn jsou
op¥t uzav°ené konvexní mnoºiny a lze je klasi�kovat podle dimense, která
nabývá hodnot mezi 0 a dimensí k mnoºiny K (nutn¥ k ≤ n):

� st¥ny dimense 0, neboli jednoprvkové mnoºiny, se nazývají vrcholy, anebo
téº extremální body (anglický termín pro vrchol je vertex nebo extreme
point),

� st¥ny dimense 1 se nazývají hrany, anglicky edges,
� st¥ny dimense 2 v tomto textu nazývám rovinné st¥ny,
� st¥ny dimense k − 1 se nazývají fasety, anglicky facets.

Samoz°ejm¥, jediná st¥na K mající dimensi k je celá konvexní mnoºina K.
• Uzav°ený kuºel K ⊆ Rn je zaost°ený , jestliºe K ∩ (−K) = {0}.

Fakt. Uzav°ený kuºel K ⊆ Rn je zaost°ený, práv¥ kdyº

∃y ∈ Rn ∀x ∈ K \ {0} 〈x,y〉 ≡
n∑
i=1

xi · yi > 0 .

• Paprsek generovaný nenulovým vektorem 0 6= x ∈ Rn je mnoºina
R = {α · x : α ≥ 0}.
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• Je-li K ⊆ Rn zaost°ený uzav°ený konvexní kuºel, pak jeho paprsek R ⊆ K
nazveme extremální (v K), jestliºe

∀x,y ∈ K x+ y ∈ R implikuje x,y ∈ R .

Jinými slovy, R je st¥nou K, konkrétn¥ hranou K. Vlastn¥, v p°ípad¥ zaost°e-
ného neprázdného polyedrického kuºele (= jehlanu) jsou pojmy extremální
paprsek a hrana synonyma.

Fakt (důsledek Krein-Milmanovy věty). Kaºdý zaost°ený uzav°ený konvexní kuºel
K je konický obal svých extremálních paprsk·. Dokonce K je konický obal
jakékoli své podmnoºiny, v níº je kaºdý paprsek zastoupen alespo¬ jedním
generujícím vektorem.

Fakt. Zaost°ený uzav°ený kuºel je racionální jehlan práv¥ tehdy, kdyº má
kone£n¥ mnoho extremálních paprsk·, p°i£emº kaºdý paprsek je generovaný
racionálním vektorem.

Fakt. T°ída st¥n zaost°eného jehlanu uspo°ádaná inkluzí tvo°í atomický svaz.
(i) Jednotkový prvek svazu je celé K.
(ii) Nulový prvek svazu je kuºel {0}.
(iii) Atomy tohoto svazu jsou extremální paprsky K.

B.5 Pojmy z teorie grafů

• Hybridním grafem se bude rozum¥t trojice G = (N,L,A), kde

(i) N je neprázdná kone£ná mnoºina uzl·,
(ii) L je mnoºina neorientovaných hran, neboli linek, tj. dvouprvkových pod-

mnoºin N : L ⊆ {A ⊆ N : |A| = 2}.
Zápis: a b v G ⇔ {a, b} ∈ L,

(iii) A je mnoºina orientovaných hran, neboli ²ipek, tj. uspo°ádaných dvojic
r·zných uzl·: A ⊆ N ×N \ {(a, a) : a ∈ N}.
Zápis: a→ b v G ⇔ (a, b) ∈ A,

(iv) poºaduje se nenásobnost hran:

∀ a, b ∈ N a 6= b a→ b v G ⇒ ¬{b→ a v G} ∧ ¬{b a v G} .

Jestliºe N je mnoºina uzl· hybridního grafu G, pak °íkáme, ºe G je graf
nad N . Hybridní graf je neorientovaný , jestliºe A = ∅ a orientovaný , jestliºe
L = ∅.

Poznámka. Zp·sob zavedení graf· vlastn¥ zaru£uje absenci smy£ek, tj. hran
spojujících n¥jaký uzel se sebou samým.

• Dvojice uzl· [a, b] je hrana v G jestliºe nastane jedna ze situací:
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(i) a b v G (coº je totéº, co b a v G),
(ii) a→ b v G,
(iii) b→ a v G.

Poznamenejme, ºe formáln¥ je hrana zavedena jako uspo°ádaná dvojice, ale
fakticky je to neuspo°ádaná dvojice.
• Hybridní graf G̃ = (Ñ , L̃, Ã) nazveme podgrafem hybridního grafu
G = (N,L,A), jestliºe Ñ ⊆ N , L̃ ⊆ L a Ã ⊆ A.
• Indukovaný podgraf grafu G pro neprázdnou mnoºinu uzl· T ⊆ N je graf

GT = (T,LT ,AT ), kde LT = L ∩ P(T ) a AT = L ∩ (T × T ) .

• Je-li a ∈ N uzel hybridního grafu, pak

neG(a) = {b ∈ N : a b v G} je mnoºina soused· uzlu a,

paG(a) = {b ∈ N : b→ a v G} je mnoºina rodi£· uzlu a,

chG(a) = {b ∈ N : a→ b v G} je mnoºina d¥tí uzlu a.

Zna£ení je motivováno anglickou terminologií: soused = neighbour, rodi£ =
parent, dít¥ = child.
• Sledem v hybridním grafu G se bude rozum¥t posloupnost uzl· tohoto grafu
ρ : a1, . . . , an, n ≥ 1 taková, ºe ∀ i = 1, . . . , n− 1 je [ai, ai+1] hrana v G.
Krajní uzly sledu ρ jsou a1 a an, vnit°ní uzly (jen v p°ípad¥ n ≥ 3) jsou
a2, . . . , an−1. Jestliºe A,B ⊆ N jsou mnoºiny uzl·, a1 ∈ A a an ∈ B, pak
°ekneme, ºe sled vede z A do B (n¥kdy téº je to sled mezi A a B).
Upozor¬uji, ºe de�nice sledu zahrnuje i p°ípad n = 1!
• Sled se nazývá cesta, jestliºe navíc a1, . . . , an jsou r·zné uzly.
• Sled je

� neorientovaný jestliºe ∀ i = 1, . . . , n− 1 je ai ai+1 v G,
� sestupný, pokud ∀ i = 1, . . . , n − 1 platí, ºe bu¤ ai ai+1 v G nebo
ai → ai+1 v G,

� striktn¥ sestupný , jestliºe ∀ i = 1, . . . , n− 1 je ai → ai+1 v G.

Neorientované grafy

• Jestliºe G je neorientovaný graf nad N , pak mnoºinu A ⊆ N nazveme úplnou
v G, jestliºe

∀ a, b ∈ N, a 6= b je a b v G .

• Klikou grafu G se bude rozum¥t maximální úplná podmnoºina N ve smyslu
inkluze. Samotný neorientovaný graf G nad N se nazve úplný, jestliºe N je
úplná mnoºina v G.
• Neorientovaný graf G nad N nazveme bipartitní, jestliºe existuje rozklad N =
A∪B, A∩B = ∅ takový, ºe pokud a b v G, pak |{a, b}∩A| = 1 = |{a, b}∩B|.
• Neorientovaný cyklus v hybridním grafu G nad N je posloupnost uzl· tohoto
grafu a1, . . . , an+1, n ≥ 3, taková, ºe
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(i) an+1 = a1,
(ii) a1, . . . , an jsou r·zné,
(iii) ∀ i = 1, . . . , n ai ai+1 v G.
�íslo n se pak nazývá délkou cyklu. T¥tivou cyklu a1, . . . , an+1, kde n ≥ 4, se
rozumí linka ai aj v G taková, ºe 1 ≤ i, j ≤ n a 1 < j − i < n− 1.
• Hybridní graf G nad N je souvislý, jestliºe ∀ a, b ∈ N existuje v G neoriento-
vaná cesta z a do b.
• Neorientovaný graf se nazývá strom, jestliºe je souvislý a nemá ºádný neo-
rientovaný cyklus. List stromu G je uzel, který má jediného souseda v G.
Snadno lze nahlédnout, ºe kaºdý strom má list, v p°ípad¥ alespo¬ dvou uzl·
alespo¬ dva listy.
Neorientovaný graf, který nemá neorientovaný cyklus, se nazývá les.

Fakt. Neorientovaný graf G nad N je strom práv¥ tehdy, jestliºe ∀ a, b ∈ N
v G existuje práv¥ jedna cesta z a do b.

Orientované grafy

• Orientovaný cyklus v hybridním grafu G nad N je posloupnost uzl· v tomto
grafu a1, . . . , an+1, n ≥ 3 taková, ºe
(i) an+1 = a1,
(ii) a1, . . . , an jsou r·zné,
(iii) ∀ i = 1, . . . , n ai → ai+1 v G.
�íslo n se nazývá délkou cyklu. Orientovaný graf se nazývá acyklický , jestliºe
v n¥m neexistuje orientovaný cyklus.

Fakt. Orientovaný graf G nad N je acyklický, práv¥ kdyº existuje o£íslování
a1, . . . , an, n = |N | jeho uzl·, které je souhlasné s orientací ²ipek v G, tj.

∀ 1 ≤ i, j ≤ n ai → aj v G ⇒ i < j .

• �ekneme, ºe uzel a je p°edek uzlu b v hybridním grafu G, respektive ºe b je
potomek a v G, jestliºe v G existuje sestupný sled z a do b (ekvivalentn¥, z a
vede v G sestupná cesta do b). Mnoºina potomk· uzlu a v G se bude zna£it
symbolem dsG(a), mnoºina p°edk· mnoºiny A ⊆ N symbolem anG(A).

Poznámka. V orientovaném grafu G znamená, ºe a je p°edek b, ºe bu¤ a = b
nebo v G vede z a do b striktn¥ sestupný sled, ekvivalentn¥ striktn¥ sestupná
cesta. Zna£ení je motivováno anglickou terminologií: potomek = descendant,
p°edek = ancestor.

B.6 Statistická rozdělení

• Bu¤ P rozd¥lení n¥jakého (reálného) náhodného vektoru, tedy pravd¥po-
dobnostní míra na euklidovském prostoru RN , p°i£emº |N | = n ≥ 1. Jeho
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základní numerickou charakteristikou je vektor st°edních hodnot e = [ei]i∈N ,
jehoº sloºky jsou de�novány následovn¥:

ei =

∫
RN

xi dP (x) pro i ∈ N,

kde xi ozna£uje i-tou sloºku vektoru x ∈ RN . V praxi se tém¥° výhradn¥
uvaºují rozd¥lení, pro n¥º zmín¥né integrály ei existují a jsou kone£né.
• Dal²í významnou numerickou charakteristikou P je jeho kovarian£ní matice
Σ = (σij)i,j∈N , jejíº sloºky jsou de�novány následující formulí:

σij =

∫
RN

(xi − ei) · (xj − ej) dP (x),

za implicitního p°edpokladu, ºe P má vektor st°edních hodnot. V praxi uva-
ºovaná rozd¥lení mají zpravidla kone£né hodnoty σij , nazývané kovariance.
• Regulární gaussovské rozd¥lení je vícerozm¥rné spojité rozd¥lení. Pro n ∈ N
sídlí p°íslu²né n-rozm¥rné rozd¥lení na (výb¥rovém) prostoru RN , p°i£emº
|N | = n. Je parametrizováno vektorem e ∈ RN a positivn¥ de�nitní N ×N -
maticí Σ. Formule

fe,Σ(x) =
1√

(2π)|N|· det (Σ)
· exp

(
− (x− e)> ·Σ−1 · (x− e)

2

)
pro x ∈ RN ,

de�nuje hustotu p°íslu²né regulární gaussovské míry vzhledem k Lebesgueov¥
mí°e na RN . Zna£í se symbolem N (e,Σ). Vektorem st°edních hodnot je pak
e a kovarian£ní maticí Σ.
• Rozd¥lení N (e,Σ) se zavádí, ov²em komplikovan¥j²ím zp·sobem, i v p°ípad¥
obecn¥j²í positivn¥ semide�nitní matice Σ. Ale kdyº matice Σ není positivn¥
de�nitní (= regulární), pak de�novaná míra jiº nesídlí na celém prostoru RN ,
nýbrº je soust°ed¥ná na n¥jakém a�nním (= posunutém lineárním) podpro-
storu RN . Potom hovo°íme o singulární gaussovské mí°e £i rozd¥lení. Nicmén¥
i v tomto obecn¥j²ím p°ípad¥ platí, ºe e je vektorem st°edních hodnot a Σ
kovaria£ní maticí.
• Multinomické rozd¥lení je vícerozm¥rné diskrétní rozd¥lení (= rozd¥lení �ta-
bulek £etností�, speciáln¥ kontingen£ních tabulek). Pro r ∈ N má p°íslu²né
r-rozm¥rné rozd¥lení následující parametry:
(i) θ1, . . . , θr takové, ºe θk > 0 a

∑r
k=1 θk = 1,

(ii) d ∈ N.
Sídlí na kone£né mnoºin¥ (= výb¥rovém prostoru){

[d1, . . . , dr] : dk ∈ N,
∑r
k=1 dk = d

}
.

Hustota (v·£i aritmetické mír¥) je ur£ena vzorcem:

p([d1, . . . , dr]) =
d!

d1! · . . . · dr!
· θd11 · . . . · θdrr .

Zna£eníM(θ1, . . . , θk, d).
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Poznámka. Jestliºe ξ1, . . . , ξd je náhodný výb¥r (viz De�nice 7.5) z rozd¥lení
na X = {1, . . . , r} s hustotou p(k) = θk, k = 1, . . . , r, pak vektor [ρ1, . . . , ρr],
kde ρk = |{` : ξ` = k}|, má vý²e uvedené rozd¥lení. Tento vektor je vlastn¥
�tabulka £etností� sestavená na základ¥ databáze (tj. posloupnosti hodnot
náhodného výb¥ru).

• Dirichletovo rozd¥lení je vícerozm¥rné spojité rozd¥lení (= rozd¥lení na �dis-
krétních pravd¥podobnostních mírách�). Pro r ∈ N, r ≥ 2 má p°íslu²né rozd¥-
lení parametry α1, . . . , αr takové, ºe αk > 0 pro k = 1, . . . , r. Upozor¬uji, ºe
mezi parametry α1, . . . , αr není vazba! Dirichletovo rozd¥lení sídlí na mnoºin¥
(= výb¥rovém prostoru)

Θ =
{

[θ1, . . . , θr] : θk > 0,
∑r
k=1 θk = 1

}
.

Je zadáno hustotou v·£i �transformované� Lebesgueov¥ mí°e. P°esn¥ji: uva-
ºujme restrikci (r − 1)-rozm¥rné Lebesgueovy míry na

{ [θ1, . . . , θr−1] : θk > 0,
∑r−1
k=1 θk < 1 }

a poté transformaci [θk]r−1k=1 7→ [θk]rk=1, kde θr = 1−
∑r−1
k=1 θk.

Hustota Dirichletova rozd¥l¥ní (v·£i zmín¥né dominující mí°e) je

f([θ1, . . . , θr]) =
Γ(α1 + . . .+ αr)

Γ(α1) · . . . · Γ(αr)
· θα1−1

1 · . . . · θαr−1
r ,

kde Γ(α) =
∫∞
0
yα−1 · e−y dy, α > 0 je hodnota Gamma funkce. Zna£ení

Dirichletova rozd¥lení je D(α1, . . . , αr).
Vektor st°edních hodnot a kovarian£ní matice jsou ur£eny t¥mito vztahy:

E(θk) = αk

α , kde α =
∑r
k=1 αr,

cov(θk, θl) = −αk·αl

α2·(α+1) , k 6= l,

var(θk) = (α−αk)·αk

α2·(α+1) .

Následující pozorování je d·leºité z bayesovského hlediska, viz De�nice 7.9
v � 7.2, kde je zavedena p°íslu²ná terminologie.

Fakt (základní fakt z hlediska bayesovského přístupu k učení). Nech´ θ = [θk]rk=1,
r ≥ 1 ozna£uje vektor parametr· r-rozm¥rného multinomického rozd¥lení a
d = [dk]rk=1, dk ∈ N, kde

∑r
k=1 dk = d, odpovídající tabulku £etností pro

databázi délky d ∈ N. Jestliºe
(i) hustota výb¥rové pravd¥podobnosti h(d|θ) má multinomické rozd¥lení
M(θ1, . . . , θk, d),

(ii) apriorní hustota π(θ) má Dirichletovo rozd¥lení D(α1, . . . , αr),

pak aposteriorní hustota π(θ|d) má rozd¥lení D(α1 + d1, . . . , αr + dr).
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Vskutku,

π(θ|d) ∼ π(θ) · h(d|θ) ∼
r∏

k=1

θαk−1
k ·

r∏
k=1

θdkk =

r∏
k=1

θ
(αk+dk)−1
k ,

kde symbol ∼ zna£í rovnost aº na multiplikativní faktor. �íkáme, ºe Dirichle-
tovo rozd¥lení je konjugované k multinomickému.
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indukovaný, 23
podmatice, 18
poloprostor, 20
polyedr, 20
polyedrický kuºel, 20
polytop, 20
poset, 16
positivn¥

(semi)de�nitní matice, 18
potomek uzlu (v grafu), 24
pravd¥podobnostní míra, 14
princip

transitivity (Schur·v dopln¥k), 19
pr·sek

prvk· v posetu, 17
p°edek uzlu (v grafu), 24
pseudo-inverzní matice, 18

racionální jehlan, 20
Radonova-Nikodymova derivace/v¥ta, 15
regulární

gaussovská míra (rozd¥lení), 25
rodi£

uzlu (v grafu), 23
rovinná st¥na, 21
rovnost skoro v²ude, 14
rozd¥lení

Dirichletovo, 26
gaussovské regulární, 25
gaussovské singulární, 25
multinomické, 25

ryze konvexní funkce, 15

sestupný sled (v grafu), 23
Schur·v dopln¥k podmatice, 19
sigma-algebra (= σ-algebra), 13
sigma-kone£ná míra, 14
singulární gaussovská míra, 25
skoro v²ude (rovnost), 14
sled, 23

neorientovaný/sestupný, 23
sou£in

m¥°itelných prostor·, 13
m¥r (obecn¥), 16

souhlasné



o£íslování uzl·, 24
soused

uzlu v grafu, 23
v posetu, 16

souvislý graf, 24
spojení

prvk· v posetu, 17
spojový polosvaz, 17
statistika

posta£ující, 1
st¥na konvexní mnoºiny, 20
striktn¥

sestupný sled, 23
strom, 24
st°ední hodnota, 25
supremum

v posetu, 16
supremum-hustá mnoºina, 18
supremum-nerozloºitelný prvek, 17
s.v. rovnost, 14
svaz, 17

atomický/koatomický, 18
distributivní, 17
úplný, 17

svazový antiisomor�smus, 18
²ipka, 22

t¥tiva cyklu, 24

uspo°ádání
£áste£né, 16
totální, 16

uzav°ená (konvexní) mnoºina, 19
uzel

grafu, 22
krajní/vnit°ní (v sledu), 23

úplná
mnoºina (v grafu), 23

úplný
graf, 23
svaz, 17

vektor st°edních hodnot, 25
verze

Radonovy-Nikodymovy deriv., 15
vícerozm¥rná Lebesgueova míra, 16
vnit°ní uzly (sledu), 23

vrchol konvexní mnoºiny, 21

zaost°ený kuºel, 21
záporná £ást funkce, 15
zobecn¥ná inverze matice, 18
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