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Část 2. Spojitá zobrazeńı 17
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4.5.Př́ıklady 94
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Kompaktńı metrické prostory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 225
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Lokálně souvislé prostory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 264
Obloukově souvislé prostory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 265



Obsah v

I. Základńı množinové operace

Pro libovolné podmnožiny A,B,C množiny X plat́ı

(I.1) A ∪B = B ∪A,
(I.2) A ∩B = B ∩A,
(I.3) A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C,
(I.4) A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C,
(I.5) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C),

(I.6) A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C),

(I.7) C \ (A ∪B) = (C \A) ∩ (C \B),

(I.8) C \ (A ∩B) = (C \A) ∪ (C \B),

(I.9) A \B = A ∩ (X \B),

(I.10) (A \B) \ C = A \ (B ∪C),

(I.11) X \ (A \B) = B ∪ (X \ A).

Vztahy (1.7) a (1.8) se nazývaj́ı de Morganova pravidla.
Bud’te (Aι)ι∈I , (Bκ)κ∈K systémy podmnožin množiny X. Plat́ı

(I.12)
(

⋃

ι

Aι

)

∩
(

⋃

κ

Bκ

)

=
⋃

ι,κ

(Aι ∩Bκ) ,

(I.13)
(

⋂

ι

Aι

)

∪
(

⋂

κ

Bκ

)

=
⋂

ι,κ

(Aι ∪Bκ) ,

(I.14) X \
(

⋃

ι

Aι

)

=
⋂

ι

(X \ Aι) ,

(I.15) X \
(

⋂

ι

Aι

)

=
⋃

ι

(X \ Aι).

Vztahy (I.14) a (I.15) se nazývaj́ı de Morganova pravidla (pro systémy množin).
Bud’te X, Y množiny, X × Y jejich součin, tj. množina všech uspořádaných dvojic

(x, y), kde x ∈ X, y ∈ Y ; pojem uspořádané dvojice je zde chápán jako primitivńı. Pro
libovolné množiny U1, U2 ⊂ X, V1, V2 ⊂ Y plat́ı

(I.16) (U1 × V1) ∩ (U2 × V2) = (U1 ∩ U2) × (V1 ∩ V2) ,

(I.17) (U1 × V1) ∪ (U2 × V2) ⊂ (U1 ∪ U2) × (V1 ∪ V2) .

Množina f ⊂ X × Y se nazývá funkcionálńı graf nebo také zobrazeńı X do Y , jestliže
ke každému x ∈ X existuje právě jeden element y ∈ Y tak, že (x, y) ∈ f ; prvek y se
pak nazývá hodnota nebo funkčńı hodnota zobrazeńı f v bodě x a označuje f(x) nebo fx.
Samotné zobrazeńı f označujeme symboly f = (fx)x∈X , f : X → Y , f = {(x, y) ∈ X×Y |
y = f(x)}.

Bud’ f : X → Y zobrazeńı. Obraz f(A) množiny A ⊂ X je definován jako množina
všech bod̊u y ∈ Y splňuj́ıćıch podmı́nku “existuje bod x ∈ A tak, že y = f(x)”. Vzor
f−1(A′) množiny A′ ⊂ Y je definován jako množina všech bod̊u x ∈ X takových, že
f(x) ∈ A′. f se nazývá surjektivńı, jestliže f(X) = Y ; f se nazývá injektivńı, jestliže z
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podmı́nky f(x1) = f(x2) vyplývá x1 = x2; f se nazývá bijektivńı, jestliže je surjektivńı a

injektivńı.

Bud’ f : X → Y bijektivńı zobrazeńı. Podle definice ke každému y ∈ Y existuje právě

jeden element x ∈ X tak, že y = f(x). Množina f−1 = {(y, x) ∈ Y × X | y = f(x)} je

tedy zobrazeńı Y do X; nazývá se inverzńı zobrazeńı k zobrazeńı f .

Bud’ f : X → Y zobrazeńı. Předpokládejme, že existuj́ı zobrazeńı g, h : Y → X

taková, že g(f(x)) = x pro každé x ∈ X a f(h(y)) = y pro každé y ∈ Y . Pak f je bijekce

a g = h = f−1.

Bud’ f : X → Y zobrazeńı. Pro libovolné množiny A,B ⊂ X a libovolný systém množin

(Aι)ι∈I , kde Aι ⊂ X, plat́ı vztahy

(I.18) f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B),

(I.19) f(A ∩B) ⊂ f(A) ∩ f(B),

(I.20) f(A) \ f(B) ⊂ f(A \B),

(I.21) f
(

⋃

ι

Aι

)

=
⋃

ι

f (Aι) ,

(I.22) f
(

⋂

ι

Aι

)

⊂
⋂

ι

f (Aι) .

Pro libovolné množiny A′, B′ ⊂ Y a libovolný systém (Aι)ι∈I podmnožin množiny Y plat́ı

(I.23) f−1(A′ ∪B′) = f−1(A′) ∪ f−1(B′),

(I.24) f−1(A′ ∩B′) = f−1(A′) ∩ f−1(B′),

(I.25) f−1(A′ \B′) = f−1(A′) \ f−1(B′),

(I.26) f(f−1(A′)) = A′ ∩ f(X),

(I.27) f−1
(

⋃

ι

A
′

ι

)

=
⋃

ι

f−1
(

A
′

ι

)

,

(I.28) f−1
(

⋂

ι

A
′

ι

)

=
⋂

ι

f−1
(

A
′

ι

)

.

Dále

(I.29) A ⊂ f−1(f(A)),

(I.30) f(A) ∩A′ = f(A ∩ f−1(A′)).

Je-li f injektivńı, pak

(I.31) f−1(f(A)) = A.

Je-li f surjektivńı, pak

(I.32) f(f−1(A′)) = A′.
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II. Uspořádáńı

Binárńı relace ≤ na neprázdné množině X se nazývá uspořádáńı, jestliže jsou splněny
tyto podmı́nky:

(1) Plat́ı pro elementy x, y, z ∈ X x ≤ y, y ≤ z, pak x ≤ z.
(2) Pro každé x ∈ X plat́ı x ≤ x.
(3) Plat́ı-li pro elementy x, y ∈ X x ≤ y a y ≤ x, pak x = y. Binárńı relace ≤ se nazývá

úplné uspořádáńı, je-li kromě podmı́nek (1), (2), (3) splněna ještě tato podmı́nka:
(4) Pro libovolné dva elementy x, y ∈ X plat́ı bud’ x ≤ y nebo y ≤ x.
Množina X spolu s daným uspořádáńım (resp. úplným uspořádáńım) se nazývá

uspořádaná (resp. úplně uspořádaná) množina.
Všimněme si, že podmı́nka (2) vyplývá z podmı́nky (4).
Binárńı relaci x ≤ y, x 6= y, označujeme symbolem x < y. Plat́ı-li x ≤ y (resp. x < y),

ṕı̌seme také y ≥ x (resp. y > x).
Uspořádáńı (resp. úplné uspořádáńı) na množině X přirozeným zp̊usobem definujeme

uspořádáńım (resp. úplné uspořádáńı) na libovolné neprázdné množině X.
Bud’ X uspořádaná množina s uspořádáńım ≤. Elementy x, y ∈ X se nazývaj́ı srovna-

telné, plat́ı-li bud’ x ≤ y nebo y ≤ x. Uspořádáńı ≤ je úplné uspořádáńı tehdy a jen tehdy,
jsou-li libovolné dva elementy x, y ∈ X srovnatelné.

Bud’ X úplně uspořádaná množina. Pro libovolná a, b ∈ X, a ≤ b, klademe [a, b] =
{x ∈ X | a ≤ x ≤ b}, (a, b] = {x ∈ X | a < x ≤ b}, [a, b) = {x ∈ X | a ≤ x < b, (a, b) =
{x ∈ X | a < x < b}. Množina [a, b] (resp. (a, b], resp. [a, b), resp. (a, b)) se nazývá uzavřený
interval (resp. zleva otevřený zprava uzavřený interval, resp. zleva uzavřený zprava otevřený
interval, resp. otevřený interval) s levým koncem a a pravým koncem b.

Bod x0 uspořádané množiny X se nazývá minimálńı (resp. maximálńı), jestliže z
podmı́nky x ≤ x0 (resp. x ≥ x0) vyplývá x = x0. Uspřádaná množina nemuśı mı́t žádný
minimálńı či maximálńı element nebo jich může mı́t v́ıce. Bod x0 se nazývá horńı (resp.
dolńı) závora množiny A ⊂ X, plat́ı-li x ≤ x0 (resp. x ≥ x0) pro každé x ∈ A. Existuje-li
horńı (resp. dolńı) závora množiny A, A se nazývá shora (resp. zdola) omezená. Množina
A se nazývá omezená, je-li shora omezená i zdola omezená.

Bud’ A podmnožina uspopřádané množiny X, BA množina všech horńıch (resp. dolńıch)
závor A. Plat́ı-li BA 6= ∅, element y0 ∈ BA pro který y0 ≤ y (resp. y0 ≥ y) pro každé
y ∈ BA, se nazývá supremum (resp. infimum) množiny A nemuśı vždy existovat.

Úplné usppořádáńı na množině X se nazývá dobré uspořádáńı, obsahuje-li každá
neprázdná podmnožina A množiny X minimálńı element. Množina X spolu s dobrým
uspořádáńım se nazývá dobře uspořádaná množina.

Každá neprázdná podmnožina dobře uspořádané množiny je dobře uspořádaná mno-
žina a obsahuje právě jeden minimálńı element.

Úsekem dobře uspořádané množiny X rozumı́me podmnožinu A množiny X spolu s
dobrým uspořádáńım definovaným z X takovo, že pro každé x0 ∈ A a x ∈ X pro které
x ≤ x0 plat́ı x ∈ A. Pro libovolné y ∈ X množina Xy = {x ∈ X |x < y} je úsek X; Xy

se nazývá úsek určený prvkem y. Evidentně Xy 6= X. Na druhé straně je-li A ⊂ X úsek
takový, že A 6= X, pak A = {x ∈ X |x < y}, kde y je minimálńı element množiny X\A;
plat́ı tedy A = Xy. Je-li y minimálńı element X, pak Xy = ∅.

III. Axiom výběru

Bud’ X uspořádaná množina. Množina všech úplně uspořádaných podmnožin množiny
X spolu s množinovou inkluźı ⊂ je uspořádaná množina; každý jej́ı maximálńı element se
nazývá maximálńı úplně uspořádaná podmnožina množiny X.
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Budeme ř́ıkat, že systém množin σ má konečný charakter, jsou-li splněny tyto pod-
mı́nky:

(1) Pro libovolnou množinu A ⊂ σ a libovolnou konečnou podmnožinu B ⊂ A plat́ı
B ∈ σ.

(2) Je-li A množina taková, že libovolná konečná podmnožina B ⊂ A paťŕı systému σ,
pak A ∈ σ.

Věta 1. Následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı:
(1) Pro libovolnou neprázdnou množinu X a libovolný systém (Aι)ι∈I neprázdných

podmnožin množiny X existuje funkce f : I → X taková, že f(ι) ∈ Aι pro každé ι ∈ I.
(2) Na každé množině existuje dobré uspořádáńı.
(3) Každá úplně uspořádaná podmnožina uspořádané množiny je obsažena v nějaké ma-

ximálńı úplně uspořádané podmnožině.
(4) Má-li systém množin konečný charakter, pak každý jeho element je osažen v jistém

maximálńım elementu.
(5) Je-li každá úplně uspořádaná podmnožina uspořádané množiny X shora omezená,

pak každý element x ∈ X je srovnatelný s nějakým maximálńım elementem.

Důkaz. Ukážeme, že z podmı́nky (1) vyplývá podmı́nka (2). Bud’ X libovolná ne-
prázdná množina. Předpokládejme, že je dáno zobrazeńı f přǐrazuj́ıćı každé neprázdné
množině A ⊂ X bod f(A) ∈ A. Řekněme, že množina A je označená, jsou-li splněny tyto
podmı́nky: (a) Na A existuje dobré uspořádáńı; (b) pro každá a ∈ A plat́ı f(X\Aa){a},
kde Aa označuje úsek množiny A (s t́ımto dobrým uspořádáńım) určeným bodem a (viz
odst. II). Označené množiny existuj́ı: vezmeme-li např. A{a}, kde {a} = f(X), pak Aa = ∅
a f(X\Aa) = f(X) = {a}.

Mějme dvě označené množiny A, B ⊂ X. Ukážeme, že bud’ A je úsekem B nebo B
je úsekem A. Společným úsekem označených množin A, B budeme rozumět podmnožinu
C ⊂ A ∩ B takovou, že C je úsek A i B. Označme a (resp. b) minimálńı prvek A (resp.
B). Pak Aa = ∅, Bb = ∅ a tedy f(X\Aa) = {a}f(X) = f(X\Bb) = {b}. f(X) je tedy
minimálńı prvek A i B. {f(X)} je ovšem úsek A i úsek B, takže množina všech společných
úsek̊u A a B je neprázdná. Označme C ′ sjednoceńı všech společných úsek̊u A a B. C ′ je
zřejmě také společný úsek A a B; je to tedy nejvěťśı ze všech společných úsek̊u A a B.
Předpokládejmě, že C ′ 6= A,B. Pak C ′ = Ay = Bz pro jisté y ∈ A, z ∈ B a jelikož množiny
A, B jsou označené, plat́ı f(X\Ay) = {y}, f(X\Bz) = {z}, t.j. {y} = {z} = f(X\C ′).
To ovšem znamená, že C = C ′ ∪ {f(X\C ′)} je také společný úsek A a B, což je spor s
definićı C ′ jako nejvěťśıho společného úseku A a B. Alespoň jedna z množin A, B muśı
být tedy rovna C ′, t.j. bud’ A je úsekem B nebo B je úsekem A.

Nyńı ukážeme, že sjednoceńı Y všech označených množin je označená množina.
Pro libovolné dva body a, b ∈ Y klademe a ≤ b tehdy a jen tehdy když existuje označená

množina A tak, že a, b ∈ A a a ≤ b v A. Relace a ≤ b na Y je definována korektně: plat́ı-li
totiž, že a, b ∈ A, a, b ≤ B, kde B je deľśı označená množina, pak bud’ A je úsek B nebo
B je úsek A a tedy a ≤ b v A tehdy a jen tehdy když a ≤ b v B. Z definice př́ımo vyplývá,
že tato relace je úplné uspořádáńı na Y .

Ukážeme, že Y je dobře uspořádaná množina. Bud’ Y0 ⊂ Y libovolná neprázdná
množina. Každému z ∈ Y0 přǐrad́ıme označenou množinu A(z) ⊂ Y tak, že z ∈ A(z).
Zvolme bod z0 ∈ Y0. Je-li z0 minimálńı, neńı co dokazovat. Předpokládejme, že z0
neńı minimálńı bod. Existuj́ı tedy body z ∈ Y0 pro které z ≤ z0, z 6= z0 ( v Y0).
Pro každé takové z A(z) muśı být úsekem A(z0) nebo A(z0) muśı být úsekem A(z).
V obou př́ıpadech podmı́nka z ≤ z0, neqz0 zaručuje, že z ∈ A(z0). Uvažujme úsek
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{z ∈ Y0 | z ≤ z0, z 6= z0} ⊂ A(z0) a označme w jej́ı minimálńı element ( v množině
A(z0)). Bud’ u ∈ Y0 libovolný element pro který u ≤ w ( v Y0). Pak u ∈ A(z0) a u ≤ w
v A(z0) a z minimálnosti w vyplývá, že u = w. w je tedy minimálńı element Y0 a Y je
dobře uspořádaná množina.

Bud’ a ∈ Y libovolný bod, A libovolná označená množina obsahuj́ıćı a, Ya = {z ∈
Y | z ≤ a, z 6= a} (resp. Aa = {z′ ∈ A | z′ ≤ a, z′ 6= a}) úsek v Y (resp. A) určený bodem
a. Bod z ∈ Ya padne do jisté označené množiny B a bud’ B je úsek A nebo A je úsek B;
v obou př́ıpadech podmı́nka z ≤ a, z 6= a zaručuje, že z ∈ Aa a obráceně podmı́nka z ∈ Aa

zaručuje, že z ∈ Ya. Plat́ı tedy Ya = Aa. Odtud f(X\Ya) = f(X\Aa) = {a}.
Množina Y je tedy označená a je to zřejmě nejvěťśı označená množina v X. Předpo-

kládáme-li, že Y 6= X, t.j. X\Y 6= ∅, pak podle předpokladu f(X\Y ) = {z0} ∈ X\Y
a množina Y ′ = Y ∪ {z0} je označená. Skutečně, polož́ıme-li z0 > x pro každé x ∈ Y ,
dostaneme dobré uspořádáńı na Y ′. V tomto uspořádáńı úsek určený bodem z0 splývá
s Y , t.j. Y ′

z0
= Y . Odtud f(X\Y ′

z0
) = {z0}. Dále pro libovolné a ∈ Y ′, a 6= z0, plat́ı

Y ′
a = Ya a tedy f(X\Y ′

a) = f(X\Ya) = {a} jelikož Y je označená množina. Na základě
předpokladu, že Y 6= X jsme tedy zkonstruovali označenou množinu Y ′ věťśı než Y . To je
ovšem spor, který ukazuje, že Y = X.

2. Ukážeme, že z podmı́nky (2) vyplývá podmı́nka (3). Bud’ X uspořádaná množina,
A ⊂ X jej́ı úplně uspořádaná podmnožina. Plat́ı-li A = X, podmı́nka (3) je splněna.
Předpokládejme, že A 6= X. Z (2) vyplývá, že na B = X\A existuje dobré uspořádáńı ≤.
Využijeme tohoto dobrého uspořádáńı ke konstrukci jisté podmnožiny CA ⊂ B.

Bud’ x ∈ B libovolný bod. Označme Bx množinu všech x′ ∈ B, x′ ≤ x, srovnatelných s
každým bodem a ∈ A i s bodem x (v uspořádáńı množiny X). Neńı-li bod x srovnatelný s
každým bodem a ∈ A i s bodem x (v uspořádáńı množiny X). Neńı-li bod x srovnatelný s
nějakým bodem a ∈ A, pak Bx = ∅; je-li srovnatelný s každým bodem a ∈ A, pak x ∈ Bx

a Bx 6= ∅. Z tranzitivity uspořádáńı vyplývá, že každé dva body x1, x2 ∈ A ∪ Bx jsou
srovnatelné; množina A∪Bx je tedy úplně uspořádaná podmnožina množiny X. Klademe
CA =

⋃

x∈B(A ∪ Bx). Pak libovolné dva body x1, x2 ∈ CA jsou evidentně srovnatelné,
takže CA je úplně uspořádaná podmnožina množiny X.

Je-li CA = X, pak je podmı́nka (3) splněna. Předpokládejme, že CA 6= X. Bud’ y ∈
X\C bod. Pak By = ∅, t.j. existuje element a ∈ A takový, že y a a nejsou srovnatelné.
Množina CA∪{y} již tedy neńı úplně uspořádaná. CA je tud́ıž maximálńı úplně uspořádaná
podmnožina v X obsahuj́ıćı A.

3. Ukážeme, že z podmı́nky (3) vyplývá podmı́nka (4). Bud’ σ systém podmnožin
množiny X. Předpokládejme, že σ má konečný charakter. Necht’ ν je libovolná úplně
uspořádaná množina v σ (vzhledem k množinové inkluzi ⊂). Podle předpokladu existuje
maximálńı úplně uspořádaná množina ν0 ⊂ σ tak, že ν ⊂ ν0. Označme A0 sjednoceńı
všech element̊u ν0.

Ukážeme, že A0 ∈ σ. Pro libovolnou konečnou podmnožinu B ⊂ A plat́ı B = B1 ∪
· · · ∪ Bk pro jisté k, kde každá z množin Bi lež́ı v jisté množině Ai paťŕıćı ν0. Jelikož ν0

je úplně uspořádaná, konečný systém množin {A1, . . . , Ak} ⊂ ν0 má nejvěťśı element As.
Každá z množin Bi je obsažena v As. Plat́ı tedy B ⊂ As. Podle definice systému množin
konečného charakteru z toho, že B ⊂ As, vyplývá, že B ∈ σ a z libovolnosti B vyplývá,
že A0 ∈ σ.

Ovšem ν0∪{A0} je úplně uspořádaná podmnožina σ, takže z maximalnosti ν0 vyplývá,
že A0 ∈ ν0.

Bud’ C ∈ σ libovolný element. Klademe ν = {C}. Pak C ⊂ A0. Existuje-li D ∈ σ
tak, že A0 ⊂ D, systém ν0 ∪ {D} je úplně uspořádaný, takže z maximality ν0 dostáváme
A0 = D. A0 je tedy maximálńı element systému σ obsahuj́ıćı element C systému σ.
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4. Ukážeme, že z podmı́nky (4) vyplývá podmı́nka (5). Bud’ X uspořádaná množina,
≤ jej́ı uspořádáńı. Bud’ σ systém všech úplně uspořádaných podmnožin množiny X. σ je
evidentně konečného charakteru; je-li množina A ⊂ X úplně uspořádaná, pak libovolná jej́ı
konečná podmnožina je úplně uspořádána; je-li libovolná konečná podmnožina množiny
A úplně uspořádána, pak A je také úplně uspořádaná. Z podmı́nky (4) tedy vyplývá, že
každá úplně uspořádaná množina A lež́ı v maximálńı úplně uspopřádané množině A0.

Bud’ x ∈ X libovolný bod. Klademe A = {x}. Podle předpokladu úplně uspořádaná
množina A0 je shora omezená. Existuje tedy bod x0 ∈ X tk, že y ≤ x0 pro každé y ∈ A0.
Tvrd́ıme, že x0 je maximálńı element X. Předpokládejme, že pro bod y′ ∈ X plat́ı x0 ≤ y′.

Pak A0 ∪ {y′} je úplně uspořádaná množina; ovšem z maximálnosti A0 vyplývá, že
y′ = x0. To dokazuje, že x0 je maximálńı bod.

5. Nakonec ukážeme, že z podmı́nky (5) vyplývá podmı́nka (1). Bud’ (Xι)ι∈I systém
neprázdných množin. Označme P množinu všech dvojic (J, f), kde J ⊂ I a f : J → ⋃

ι∈I Xι

je zobrazeńı takové, že f(ι) ∈ Xι pro každé ι ∈ J . Relace “ (J1, f1) ≤ (J2, f2) tehdy a jen
tehdy, když J1 ⊂ J2 a f1(ι) = f2(ι) pro každé ι ∈ J1 ” je uspořádáńı na P . Bud’ Q =
((Jκ, fκ))κ∈K úplně uspořádaná podmnožina P . Klademe J0 =

⋃

Jκ, f0(ι) = fκ(ι), ι ∈ Jκ.

Dvojice (J0, f0) je element P a pro každé κ ∈ K plat́ı (Jκ, fκ) ≤ (J0, f0). Úplně uspořádaná
množina Q ⊂ P má tedy horńı závoru. Z podmı́nky (5) vyplývá, že v P existuj́ı maximálńı
elementy.

Bud’ (J, f) maximálńı element. Abychom ukázali, že je splněna podmı́nka (1), stač́ı
ukázat, že J = I. Předpokládejme, že J 6= I. Pak existuje index ι0 ∈ I\J ; zvoĺıme
x0 ∈ Xι0 a polož́ıme J ′ = J ∪ {ι0}, f ′(ι) = f(ι) pro ι ∈ I a f ′(ι0) = x0. Dostaneme dvojici
(J, f) ∈ P pro kterou (J, f) ≤ (J ′, f ′), (J, f) 6= (J ′, f ′), což je spor s maximálnost́ı (J, f).

Tı́m je d̊ukaz věty ukončen.

Podmı́nka (1) (resp. (2), resp. (3), resp. (4), resp. (5) ) z výše uvedené věty se nazývá
axiom výběru (resp. Zermelova podmı́nka, resp. Hausdorffova podmı́nka, resp. Tukeyho
podmı́nka, resp. Kuratowského–Zornova podmı́nka).

Podmı́nky (2)–(5) jsou tedy ekvivalentńı s axiomem výběru. V tomto skriptu budeme
předpokládat, že je splněna každá z (ekvivalentńıch) podmı́nek (1)–(5).

IV. Reálná č́ısla

Množina P spolu se zobrazeńımi P×P 3 (x, y) → x+y ∈ P , P ×P 3 (x, y) → x ·y ∈ P
se nazývá pole, jestliže jsou splněny tyto podmı́nky:

(1) Pro každé x, y, z ∈ P plat́ı x+ (y + z) = (x+ y) + z.
(2) Pro každé x, y ∈ P plat́ı x+ y = y + x.
(3) Existuje prvek 0 ∈ P takový, že 0 + x = x pro každé x ∈ P .
(4) Ke každému x ∈ P existuje prvek −x ∈ P takový, že x+ (−x) = 0.
(5) Pro každé x, y, z ∈ P plat́ı x · (y · z) = (x · y) · z.
(6) Pro každé x, y ∈ P plat́ı x · y = y · x.
(7) Existuje prvek 1 ∈ P r̊uzný od 0 takový, že 1 · x = x pro každé x ∈ P .
(8) Ke každému x ∈ P , x 6= 0, existuje prvek x−1 ∈ P takový, že x · x−1 = 1.
(9) Pro každé x, y, z ∈ P plat́ı x · (y + z) = x · y + x · z.
Zobrazeńı (x, y) → x + y (rersp. (x, y) → x · y) se nazývá sč́ıtáńı (resp. násobeńı);

prvek x + y (resp. x · y) se nazývá součet (resp. součin) prvk̊u x, y. Podmı́nka (1) (resp.
(2)) se nazývá asociativa (resp. komutativita) sč́ıtáńı. Podmı́nka (5) (resp. (6)) se nazývá
asociativita (resp. komutativita) násobeńı a podmı́nka (9) se nazývá distributivita sč́ıtáńı
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a násobeńı. Prvek 0 (resp. 1) splňuj́ıćı podmı́nku (3) (resp. (7)) je určen jednoznačně a
nazývá se nula (resp. jednička) pole P . Prvek −x (resp. x−1) splňuj́ıćı podmı́nku (4) (resp.
(8)) je také určen jednoznačně; nazývá se opačný k prvku x (resp. převrácená hodnota
prvku x).

Pro jednoduchost budeme součin x · y prvk̊u x, y ∈ P označovat také xy.
Pro každé x, y ∈ P klademe x− y = x+ (−y). Zobrazeńı P × P 3 (x, y) → x− y ∈ P

se nazývá odč́ıtáńı; element x − y se nazývá rozd́ıl element̊u x, y. Podobně pro každé x,
x ∈ P , y 6= 0, klademe x/y = x · y−1. Zobrazeńı P × (P\{0} 3 (x, y) → x/y ∈ P se nazývá
děleńı; element x/y se nazývá pod́ıl element̊u x, y.

Bud’ P pole. Úplné uspořádáńı ≤ na P se nazývá kompatibilńı s polem P , jsou-li splněny
tyto podmı́nky:

(1) Plat́ı-li pro elementy x, y ∈ P , x ≤ y, pak pro libovolný element z ∈ P plat́ı
x+ x ≤ y + z.

(2) Plat́ı-li pro elementy x, y ∈ P , 0 ≤ x, 0 < y, pak 0 ≤ x · y.
Pole P ns kterém je dáno úplné uspořádáńı kompatibilńı s P , se nazývá uspořádané

pole. Elementy uspořádaného pole P se nazývaj́ı č́ısla (uspořádaného pole P ).
Bud’ P uspořádané pole, ≤ jeho úplné uspořádáńı. Element x ∈ P se nazývá kladný

(resp. nezáporný, resp. záporný), plat́ı-li x > 0 (resp. x ≥ 0, resp. x < 0).
Množina A ⊂ P se nazývá induktivńı, obsahuje-li s každým č́ıslem x také č́ıslo x + 1.

Pr̊unik všech induktivńıch množin obsahuj́ıćıch č́ıslo 1 označujeme NP . Je zřejmé, že 1 ∈
NP . Klademe 2 = 1 + 1, 3 = 2 + 1, 4 = 3 + 1, . . . ; evidentně opět 2, 3, 4, . . . ∈ NP . Plat́ı
tedy {1, 2, 3, 4, . . .} ⊂ NP a jelikož množina NP je sama induktivńı a obsahuje jedničku,
muśı platit NP = {1, 2, 3, 4, . . .}. Elementy množiny NP se nazývá přirozená č́ısla (pole
P ).

Čı́slo x ∈ P se nazývá celé, plat́ı-li bud’ x = 0 nebo x ∈ NP nebo −x ∈ NP . Množinu
všech celých č́ısel označujeme ZP . Čı́slo x ∈ P se nazývá racionálńı, existuje-li element
p ∈ ZP a q ∈ NP tak, že x = p/q.

Bud’ x ∈ P libovolné č́ıslo. Klademe x0 = 1, x1 = x, x2 = x · x1, x3 = x · x2, . . . .
Pro libovolné n ∈ NP tedy xn = x · xn−1. Čı́slo x−1 je již definováno. Dále klademe
x−2 = x−1 · x−1 = 1/x2, x−3 = x−1 · x−2 = 1/x3, . . . . Pro libovolné celé č́ıslo m ∈ ZP je
tak definováno č́ıslo xm ∈ P , které nazýváme mtá množina č́ısla x ∈ P .

Věta 2. Bud’ P uspořádané pole, ≤ jeho úplné uspořádáńı. Následuj́ıćı dvě podmı́nky
jsou ekvivalentńı:

(1) Množina všech horńıch závor libovolné podmnožiny A ⊂ P je bud’ prázdná nebo
obsahuje nejmenš́ı element.

(2) (a) Množina NP přirozených č́ısel uspořádaného pole P neńı shora ohraničena. (b)
Pro libovolný systém (Ii)i∈NP

uzavřených interval̊u v P takový, že Ii ⊃ Ii+1 pro každé
i ∈ NP množina

⋂

Ii je neprázdná.

Důkaz. 1. Ukážeme, že z podmı́nky (1) výplývá (2)(a). Předpokládejme, že NP má
horńı závoru. Pak podle (1) existuje nejmenš́ı horńı závora a. Existuje tedy přirozené č́ıslo
n > a− 1, jinak by totiž a− 1 byla horńı závora menš́ı než a. Pro toto n plat́ı n+ 1 > a,
což je spor s t́ım, že a je horńı závora NP .

Ukážeme, že z (1) vyplývá (2)(b). Označme Ii = [ai, bi]. Množina A = {a1, a2, a3, . . .}
je shora omezená. Podle předpokladu tedy existuje jej́ı nejmenš́ı horńı závora c = supA.
Každý z element̊u b1, b2, b3, . . . je horńı závora množiny A, takže c ≤ bi pro každé i.
Ovšem ai ≤ c pro každé i, takže c ∈ Ii pro každé i a tedy

⋂

Ii 6= ∅.
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2. Ukážeme, že z podmı́nky (2) vyplývá podmı́nka (1). Označme B množinu všech
horńıch závor množiny A a předpokládejme, že B 6= ∅. Zvolme a ∈ A, b ∈ B a n ∈ NP .
Podle (2)(a) existuje m ∈ NP tak, že 2n · (b− a) ≤ m, t.j. b ≤ a+m · 2−n; a+m · 2−n je
tedy horńı závora A. Čı́sla a+m · 2−n, a+ (m− 1) · 2−n, . . . , a+ 2−n, a, a− 2−n splňuj́ıćı
podmı́nku a+m ·2−n > a+(m−1)2−n > . . . > a+2−n > a > a−2−n, přičemž a+m ·2−n

je horńı závora A a a− 2−n neńı horńı závora A. Označme pn nejmenš́ı z č́ısel m, m− 1,
. . . , 1, 0 pro která a + pn · 2−n je horńı závora A. Pak a + (pn − 1) · 2−n již neńı horńı
závora A. Klademe In = [a+ (pn − 1) · 2−n, a+ pn · 2−n]; pak In ∩A 6= ∅.

Ukážeme, že In+1 ⊂ In. Podle definice In = [a+ 2 · (pn − 1) · 2−n−1, a+ 2 · pn · 2−n−1],
In1 = [a+(pn +1) ·2−n−1, a+pn+1 ·2−n−1]. Přitom pn+1 je nejmenš́ı z č́ısel m, m−1, . . . ,
1, 0 pro která a+pn+1 ·2−n−1 je horńı závora a+2 ·pn ·2−n−1 muśı tedy platit pn+1 ≤ 2pn.
Čı́sla a+ (pn − 1) · 2−n = a + 2 · (pn − 1) · 2−n−1, a + (pn+1 − 1) · 2−n−1 již nejsou horńı
závory A, přičemž pn+1−1 a 2(pn −1) jsou celá č́ısla. Z definice pn+1 vyplývá, že pn+1−1
je nejvěťśı z č́ısel m, m− 1, . . . , 1, 0 pro která a+ (pn+1 − 1 · 2−n−1 neńı horńı závora A.
Muśı tedy platit pn+1 − 1 ≥ 2 · (pn − 1). Odvozené nerovnosti ukazuj́ı, že In+1 ⊂ In.

Systém uzavřených interval̊u (In)n∈NP
tedy splňuje podmı́nku (2)(b). Klademe J =

⋂

In; množina J je neprázdná. Ukážeme, že J je jednoprvková množina. Předpokládejme,
že α, β ∈ J , α < β. Pak uzavřený interval [α, β] je obsažen v každém In. Plat́ı tedy pro
každé n ∈ NPa+ (pn − 1) · 2−n ≤ α < β ≤ a+ pn · 2−n. Odtud β −α ≤ a+ pn · 2−n −α ≤
a + pn · 2n−1 − a − (pn − 1) · 2−n = 2−n = 2−n, t.j. 2n 1/(β − α). Ovšem n < 2n pro
každé n ∈ NP , takže n < 1/(β − α) pro každé n ∈ NP , t.j. 1/(β − α) je horńı závora NP .
Docháźı tedy ke sporu s podmı́nkou (2)(a) a muśı platit α = β, t.j. J =

⋂

In je množina
jednoprvková.

Necht’ α ∈ J . Ukážeme, že α ∈ B, t.j. α je horńı závora A. Předpokládejme, že α /∈
B. Pak existuje element c ∈ A takový, že c > α. Podle (2)(a) existuje přirozené č́ıslo
n ∈ NP takové, že 1/(c − α) < n < 2n. Z toho, že α ∈ In, dostáváme, že muśı platit
a + (pn − 1) · 2−n ≤ α ≤ a + pn · 2−n. Dostáváme tedy c − α > 2−n, t.j. 2−n + α < c a
a+ (pn − 1) · 2−n ≤ α. Odtud a+ (pn − 1) · 2−n + 2−n ≤ α+ 2−n < c, t.j. a+ pn · 2−n < c.
To je ovšem spor, jelikož a+ pn · 2−n je horńı závora A. Plat́ı tedy α ∈ B.

Zbývá ukázat, že pro každé y ∈ B plat́ı α ≤ y. Předpokládejme, že pro jistý element
y ∈ B plat́ı y < α. Pak podle (2)(a) existuje přirozené č́ıslo n ∈ NP takové, že 1/(α−y) <
n < 2n, t.j. 2−n + y < α. Ovšem α ∈ In, takže α ≤ a+ pn · 2−n. Celkově 2−n + y < α ≤
a + pn · 2−n, t.j. y < a + pn · 2−n − 2−n = a + (pn − 1) · 2−n. Přitom na pravé straně
vystupuje levý konec intervalu In, obsahuj́ıćıho body množiny A. Plat́ı tedy y < α, y
neńı horńı závora množiny A a dostáváme spor. Muśı tedy platit α ≤ y, což jsme chtěli
dokázat.

Uspořádané pole splňuj́ıćı podmı́nku (1) a s ńı ekvivalentńı podmı́nku (2) z výše uve-
dené věty se nazývá pole reálných č́ısel a označuje se symbolem R; jeho elementy se
nazývaj́ı reálná č́ısla.

Množinu přirozených (resp. celých, resp. racionálńıch) č́ısel paťŕıćıch poli reálných č́ısel
označujeme N (resp. Z, resp. Q).

Existence pole reálných č́ısel R paťŕı mezi základńı matematické předpoklady; v tomto
skriptu také vycháźıme z tohoto předpokladu.



Část 1

Topologické prostory

V této úvodńı kapitole zavád́ıme základńı pojmy množinové topologie. Studujeme
množiny, na kterých je dána topologická struktura (= topologie), t.j. systém jejich pod-
množin, splňuj́ıćıch určité podmı́nky (axiomy topologie). Tyto podmı́nky axiomatizuj́ı
nejzákladněǰśı vlastnosti tzv. “otevřených” množin v č́ıselných prostorech, známé z ele-
mentárńı matematické analýzy funkćı jedné a v́ıce reálných proměnných, a týkaj́ı se sjed-
noceńı a pr̊uniku systémů těchto množin. Je-li na množině X dána topologie, pak každé
jej́ı podmnožině A lze přirozeným zp̊usobem přǐradit nové podmnožiny - vnitřek, vněǰsek,
hranici a uzávěr množiny A, které konstruujeme pomoćı dané topologie a které na této topo-
logii závisej́ı; vyšetřujeme vlastnosti těchto nových podmnožin. Dále diskutujeme zp̊usoby
topologizace množin, t.j. zp̊usoby zaváděńı topologie na množinách pomoćı báze, systému
generátor̊u a pomoćı Kuratowského operátoru uzávěru. V závěrečných odstavćıch zavád́ıme
některé základńı typy topologických prostor̊u - prostory prvńıho a druhého typu spočetnosti,
separabilńı prostory a Hausdorffovy prostory.

1.1. Topologické struktury

Topologickou strukturou na množině X rozumı́me systém τ podmnožin množiny X
splňuj́ıćı tyto podmı́nky:

(1) Množina prázdná ∅ a množina X paťŕı systému τ .
(2) Sjednoceńı libovolného systému množin z τ paťŕı systému τ .
(3) Pr̊unik libovolných dvou množin z τ paťŕı systému τ .

Topologickou strukturu na množině X také nazýváme topologíı na X. Podmı́nky (1) – (3)
se nazývaj́ı axiomy topologie.

Množina X na ńıž je dána topologie τ se nazývá topologický prostor a označuje (X, τ);
je-li však zřejmé, o jakou topologii τ se jedná, mı́sto symbolu (X, τ) použ́ıváme symbol X.
Prvky topologie τ se nazývaj́ı otevřené množiny . Otevřená množina, obsahuj́ıćı množinu
A ⊂ X, se nazývá okoĺı množiny A. Okoĺım bodu x ∈ X rozumı́me okoĺı množiny {x}.
Množina A ⊂ X se nazývá uzavřená, je-li jej́ı doplněk X \ A množina otevřená.

Pomoćı axiomů R
2 topologie R lze snadno PX zjistit, jaké L

2
1 vlastnosti C

2
1 má

systém S1 všech Pomoćı axiomů R topologie R lze snadno PX zjistit, jaké L vlastnosti
C má systém S všech uzavřených podmnožin danéhoS topologického prostoru. Systémy
podmnožin dané množiny, které maj́ı tyto vlastnosti, lze rovněž použ́ıt k zavedeńı topologie
na této množině
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Pomoćı axiomů topologie lze snadno zjistit, jaké vlastnosti má systém všech uzavřených
podmnožin daného topologického prostoru. Systémy podmnožin dané množiny, které maj́ı
tyto vlastnosti, lze rovněž použ́ıt k zavedeńı topologie na této množině.

Věta 1. (a) Bud’ X topologický prostor. Systém σ všech uzavřených podmnožin X
splňuje tyto podmı́nky:

(1) ∅, X ∈ σ.
(2) Pr̊unik libovolného systému množin ze systému σ patř́ı systému σ.
(3) Sjednoceńı libovolných dvou množin ze systému σ patř́ı systému σ.
(b) Bud’ X množina, σ systém jej́ıch podmnožin splňuj́ıćı podmı́nky (1) – (3). Pak systém

množin τ = {U ⊂ X | U = X \ A,A ∈ σ}, je topologie na X. Systém všech uzavřených
množin v topologii τ splývá se systémem σ.

Důkaz. 1. Dokážeme tvrzeńı (a). Podmı́nka (1) vyplývá př́ımo z definice. Dále bud’

(Aι)ι∈I systém uzavřených podmnožin X. Pak X \ (
⋂

Aι) =
⋃

(X \ Aι), což je množina
otevřená;

⋂

Aι muśı tedy být množina uzavřená. To dokazuje podmı́nku (2). Nakonec pro
libovolné uzavřené množiny A, B ⊂ X množina X \ (A ∪ B) = (X \ A) ∩ (X \ B) je
otevřená; A ∪B je tedy množina uzavřená a je tedy splněna také podmı́nka (3).

2. Dokážeme (b). Z axiomů topologie př́ımo vyplývá, že τ je topologie na X. Dále
je zřejmé, že každá množina, paťŕıćı σ, je uzavřená v topologii τ . Obráceně necht’ A je
uzavřená množina. Existuje otevřená množina U tak, že A = X \ U . Podle předpokladu
ovšem U = X \B, kde B ∈ σ; odtud B = X \ U = A, t.j. A ∈ σ.

1.2. Vnitřek, vněǰsek, hranice

Uvažujeme libovolnou množinu A v topologickém prostoru X. Bod x ∈ X splňuje právě
jednu z těchto ťŕı podmı́nek:

(1) Existuje okoĺı U bodu x tak, že U ⊂ A.
(2) Existuje okoĺı U bodu x tak, že U ⊂ X \ A.
(3) Každé okoĺı U bodu x má neprázdný pr̊unik s množinou A i s jej́ım doplňkem X \A.
Splňuje-li bod x prvńı (resp. druhou, resp. ťret́ı) podmı́nku, nazývá se vnitřńı (resp.

vněǰśı, resp. hraničńı) bod množiny A. Množina všech vniťrńıch (resp. vněǰśıch, resp.
hraničńıch) bod̊u množiny A se nazývá vnitřek (resp. vněǰsek , resp. hranice) množiny A
a označuje se intA (resp. extA, resp. frA).

Z definice ihned vyplývá, že int ∅ = ∅, fr ∅ = ∅, ext ∅ = X.

Věta 2. Bud’ X topologický prostor.
(a) Pro libovolnou množinu A ⊂ X množiny intA, extA, frA jsou disjunktńı a plat́ı

X = intA ∪ extA ∪ frA. Dále extA = int(X \ A), množiny intA, extA jsou otevřené a
množina frA je uzavřená.

(b) Pro libovolnou množinu A ⊂ X množina intA je nejvěťśı otevřená množina lež́ıćı
v A.

(c) Množina A ⊂ X je otevřená právě když A = intA.
(d) Plat́ı-li pro množiny A, B ⊂ X, že B ⊂ A, pak intB ⊂ intA, extA ⊂ extB.
(e) Pro libovolné množiny A, B ⊂ X plat́ı int(A ∩B) = intA ∩ intB.
(f) Pro libovolnou množinu A ⊂ X plat́ı frA = fr(X \ A).
(g) Pro libovolnou množinu A ⊂ X plat́ı A ∪ frA = intA ∪ frA.
(h) Pro libovolné množiny A, B ⊂ X plat́ı frA∪frB = fr(A∪B)∪fr(A∩B)∪(frA∩frB).
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Důkaz. (a) Tvrzeńı je př́ımým d̊usledkem definice.
(b) Evidentně každá otevřená množina lež́ıćı v A lež́ı v intA; sjednoceńı všech otevřených

množin lež́ıćıch v A je tedy rovno intA.
(c) Tvrzeńı je zřejmé.
(d) Plat́ı-li B ⊂ A, pak intB ⊂ A; intB je ovšem množina otevřená, z tvrzeńı (b) tedy

vyplývá, že intB ⊂ intA. Dále extA = int(X \A) ⊂ int(X \B) = extB.
(e) Z definice vniťrńıho bodu vyplývá, že int(A ∩B) ⊂ intA ∩ intB. Necht’ x ∈ intA ∩

intB. Pak existuje okoĺı U (resp. V ) bodu x tak, že U ⊂ A (resp. V ⊂ B). Pro okoĺı U ∩V
plat́ı x ∈ U ∩V ⊂ A∩B, takže x ∈ int(A∩B). Odtud dostáváme intA∩ intB ⊂ int(A∩B)
a tvrzeńı (e) je dokázáno.

(f) Tvrzeńı je zřejmé.
(g) Stač́ı ukázat, že A ∪ frA ⊂ intA ∪ frA. Pro bod x ∈ A ∪ frA takový, že x ∈ frA,

plat́ı x ∈ intA ∪ frA. Necht’ x ∈ A ∪ frA je bod takový, že x /∈ frA. Pak x /∈ X \ A, t.j.
x /∈ extA ⊂ X \A a z rozkladu X = intA ∪ extA ∪ frA vyplývá, že x ∈ intA. Plat́ı tedy
opět, že x ∈ intA ∪ frA a požadovaná inkluze je dokázána.

(h) Označme Y = fr(A ∪B) ∪ fr(A ∩B) ∪ (frA ∩ frB). Necht’ x ∈ frA ∪ frB; x je tedy
prvkem alespoň jedné z množin frA, frB. Předpokládejme, že x ∈ frA. Bod x splňuje
právě jednu z těchto ťŕı podmı́nek: (1) x ∈ frB, (2) x ∈ intB, (3) x ∈ extB.

Je-li splněna podmı́nka (1), pak x ∈ frA ∩ frB, t.j. x ∈ Y .
Předpokládejme, že je splněna podmı́nka (2). Ukážeme, že pak x ∈ fr(A ∩ B), t.j.

opět x ∈ Y . Bud’ U libovolné okoĺı bodu x. Plat́ı U ∩ (A ∩ B) ⊃ U ∩ intB ∩ A; ovšem
U ∩ intB je okoĺı x a x ∈ frA, takže (U ∩ intB) ∩ A 6= ∅, U ∩ (A ∩ B) 6= ∅. Dále
U ∩ (X \ (A∩B)) ⊃ U ∩ (X \A) 6= ∅ jelikož x ∈ frA. Bod x tedy paťŕı množině fr(A∩B).

Necht’ je splněna podmı́nka (3). Ukážeme, že pak x ∈ fr(A ∪ B), t.j. opět x ∈ Y .
Bud’ U libovolné okoĺı bodu x. Plat́ı U ∩ (A ∪ B) ⊃ U ∩ A 6= ∅, jelikož x ∈ frA. Dále
U∩(X\(A∪B)) = U∩((X\A)∩(X\B)) ⊃ U∩(X\A)∩X\(intB∪frB) = U∩(X\A)∩extB.
Ovšem U∩extB je okoĺı bodu x a x ∈ frA, takže U∩extB∩(X\A) 6= ∅. Odtud dostáváme
U ∩ (X \ (A ∪B)) 6= ∅. Plat́ı tedy, že x ∈ fr(A ∪B), t.j. x ∈ Y .

Dokázali jsme tedy, že plat́ı frA∪ frB ⊂ Y . Nyńı ukážeme, že plat́ı také frA∪ frB ⊃ Y .
Předpokládejme, že y ∈ X je bod, který nepaťŕı množině frA ∪ frB, t.j. y /∈ frA,

y /∈ frB. Bod y splňuje právě jednu z těchto čtyř podmı́nek: (1) y ∈ intA ∩ intB, (2)
y ∈ intA ∩ extB, (3) y ∈ extA ∩ intB, (4) y ∈ extA ∩ extB.

Vyšeťŕıme podmı́nku (1). Plat́ı intA ∩ intB = int(A ∩ B), takže y /∈ fr(A ∩ B); dále
int(A ∩ B) ⊂ intA, intB, takže y /∈ frA ∩ frB. Podobně int(A ∩ B) ⊂ int(A ∪ B), takže
y ∈ int(A ∪B). Celkově tedy vid́ıme, že y /∈ Y .

Vyšeťŕıme podmı́nku (2). Plat́ı intA∩ extB = intA∩ int(X \B) = int(A∩ (X \B)) ⊂
intA ⊂ int(A ∪ B), intA ∩ extB ⊂ int(X \ B) = extB ⊂ ext(A ∩ B). V tomto př́ıpadě
tedy také y /∈ Y .

Podmı́nka (3) se vyšeťruje stejně.
Nakonec vyšeťŕıme podmı́nku (4). Plat́ı extA ∩ extB = int(X \ A) ∩ int(X \ B) =

int((X \A)∩(X \B)) ⊂ int(X \A) = extA. Analogicky extA∩extB = int(X \(A∪B)) =
ext(A ∪B) ⊂ ext(A ∩B). V tomto př́ıpadě tedy rovněž y /∈ Y .

Ukázali jsme tedy, že plat́ı-li y /∈ frA ∪ frB, pak y /∈ Y . Paťŕı-li tedy bod x množině
Y , muśı paťrit také množině frA ∪ frB. Inkluze Y ⊂ frA ∪ frB je tedy dokázána.

Celkově dostáváme, že plat́ı Y = frA ∪ frB a d̊ukaz tvrzeńı (h) je ukončen.

1.3. Uzávěr množiny

Uzávěrem množiny A v topologickém prostoru X rozumı́me množinu clA = intA∪frA.
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Věta 3. Uzávěr množiny A je nejmenš́ı uzavřená množina obsahuj́ıćı množinu A.

Důkaz. Jelikož clA = X \ extA, množina clA je uzavřená. Necht’ dále B je uzavřená
množina taková, že A ⊂ B; ukážeme, že clA ⊂ B. Stač́ı ukázat, že každý bod x ∈ frA paťŕı
množině B. Necht’ y /∈ B, t.j. y ∈ X \B. X \B je množina otevřená. Přitom X \B ⊂ X \A,
bod y tedy paťŕı množině extA, t.j. X \B ⊂ extA. Bod x ∈ frA ovšem nepaťŕı množině
extA, plat́ı tedy x ∈ B, t.j. clA ⊂ B.

Množina clA je tedy pr̊unikem všech uzavřených množin obsahuj́ıćıch A a tvrzeńı je
dokázáno.

Věta 4. Bud’ X topologický prostor.
(a) Pro prázdnou množinu ∅ ⊂ X plat́ı cl ∅ = ∅.
(b) Pro libovolnou množinu A ⊂ X plat́ı A ⊂ clA.
(c) Pro libovolnou množinu A ⊂ X plat́ı cl(clA) = clA.
(d) Pro libovolné dvě množiny A, B ⊂ X plat́ı cl(A ∪B) = clA ∪ clB.

Důkaz. (a) Podle definice cl ∅ = int ∅ ∪ fr ∅ = ∅.
(b) Tvrzeńı vyplývá z definice uzávěru množiny.
(c) Z Věty 3. odst. 1.3 str. 4 vyplývá, že cl(clA) je nejmenš́ı uzavřená množina v X

obsahuj́ıćı clA; muśı tedy platit cl(clA) = clA.
(d) cl(A ∪ B) je uzavřená množina pro kterou A,B ⊂ A ∪ B ⊂ cl(A ∪ B). Z Věty 3.

odst. 1.3 str. 4 vyplývá, že pak clA, clB ⊂ cl(A ∪ B), t.j. clA ∪ clB ⊂ cl(A ∪ B). Na
druhé straně podle Věty 2. (g), (h) odst. 1.2 str. 2 cl(A ∪B) = int(A ∪B) ∪ fr(A ∪B) =
A∪B∪ fr(A∪B) ⊂ A∪B∪ frA∪ frB = clA∪clB. Muśı tedy platit cl(A∪B) = clA∪clB.

Označme PX množinu všech podmnožin topologického prostoru X s topologíı τ . Zob-
razeńı cl : PX → PX přǐrazuj́ıćı množině A jej́ı uzávěr clA, se nazývá topologický uzávěr
na X asociovaný s topologíı τ .

Základńı vlastnosti topologického uzávěru na X jsou charakterizovány ve Větě 4. odst.
1.3 str. 4. Ukážeme, že tyto vlastnosti plně charakterizuj́ı samotnou topologickou strukturu
X.

Věta 5. Bud’ X množina a f : PX → PX zobrazeńı, splňuj́ıćı tyto podmı́nky:
(1) f(∅) = ∅.
(2) Pro libovolnou množinu A ⊂ X plat́ı A ⊂ f(A).
(3) Pro libovolnou množinu A ⊂ X plat́ı f(f(A)) = f(A).
(4) Pro libovolné dvě množiny A, B ⊂ X plat́ı f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B).
Pak na X existuje jediná topologie τ taková, že pro každou množinu A ⊂ X plat́ı

f(A) = clA, kde cl je topologický uzávěr na X asociovaný s τ .

Důkaz. Označme σ systém všech podmnožin A množiny X takových, že f(A) = A a
τ systém množin {B ⊂ X | B = X \ A,A ∈ σ}. Ukážeme, že τ je topologie na X a pro
libovolnou množinu A ⊂ X je f(A) uzávěr clA množiny A v této topologii.

Ukážeme nejdř́ıve, že systém σ má tyto vlastnosti: (a) ∅, X ∈ σ, (b) pr̊unik libovolného
neprázdného podsystému σ je prvkem σ, (c) sjednoceńı libovolných dvou množin systému
σ paťŕı systému σ.

Z podmı́nky (1) vyplývá, že ∅ ∈ σ; vezmeme-li v podmı́nce (2) A = X, dostaneme
X ⊂ f(X), t.j. X = f(X) a tedy X ∈ σ. σ má tedy prvńı z požadovaných vlastnost́ı.

Dále ukážeme, že z A ⊂ B vyplývá f(A) ⊂ f(B). Skutečně, v tomto př́ıpadě podmı́nka
(4) dává f(A ∪B) = f(B) = f(A) ∪ f(B), takže f(A) ⊂ f(B).
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Necht’ nyńı A =
⋂

Bι, kde (Bι)ι∈I je systém podmnožin systému σ. Plat́ı f(Bι) = Bι

pro každé ι a A ⊂ Bι, plat́ı také f(A) ⊂ f(Bι) = Bι, t.j. f(A) ⊂ ⋂

Bι = A. Podmı́nka (2)
nyńı dává f(A) = A, t.j. A ∈ σ a systém σ má vlastnost (b).

Z podmı́nky (4) ihned vyplývá, že systém σ má vlastnost (c).
Z Věty 1. (b) odst. 1.1 str. 2 nyńı okamžitě vyplývá, že τ je topologie na X.
Bud’ A ⊂ X libovolná množina. Zbývá ukázat, že clA = f(A), kde cl je topolo-

gický uzávěr na X asociovaný s touto topologíı. σ je systém všech uzavřených množin
v topologii τ , množina clA tedy paťŕı systému σ. f(A) také paťŕı systému σ, jelikož
podle podmı́nky (3) f(f(A)) = f(A). Dále A ⊂ clA, f(A) (podmı́nka (2)); clA je ovšem
nejmenš́ı uzavřená množina obsahuj́ıćı A (Věta 3. odst. 1.3 str. 4), takže clA ⊂ f(A). Na
druhé straně A ⊂ clA a tedy f(A) ⊂ f(clA) jak bylo dokázáno výše. Ovšem clA ∈ σ,
takže f(clA) = clA a tedy f(A) ⊂ clA. Celkem dostáváme clA = f(A), což jsme chtěli
dokázat.

Jednoznačnost topologie τ je evidentńı. Tı́m je ukončen d̊ukaz Věty 5..

Z Věty 5. vyplývá, že zobrazeńı f : PX → PX splňuj́ıćı podmı́nky (1) – (4), lze
použ́ıt k zavedeńı topologie na množině X. Tento zp̊usob zavedeńı topologie byl objeven
Kuratowskim; podmı́nky (1) – (4) se nazývaj́ı Kuratowského axiomy uzávěru.

Shrneme některé daľśı vlastnosti topologického uzávěru.

Věta 6. Bud’ X topologický prostor, cl topologický uzávěr na X asociovaný s jeho
topologíı.

(a) Množina A ⊂ X je uzavřená tehdy a jen tehdy když A = clA.
(b) Pro libovolnou množinu A ⊂ X plat́ı clA = A ∪ frA.
(c) Pro libovolné dvě množiny A,B ⊂ X takové, že A ⊂ B, plat́ı clA ⊂ clB.
(d) Pro libovolné dvě množiny A,B ⊂ X plat́ı cl(A ∩B) ⊂ clA ∩ clB.

Důkaz. (a) Tvrzeńı je d̊usledkem Věty 3. odst. 1.3 str. 4.
(b) Podle Věty 2. (g) odst. 1.2 str. 2 A ∪ frA = intA ∪ frA = clA.
(c) Plat́ı-li A ⊂ B, pak A ⊂ clB a nejmenš́ı uzavřená množina obsahuj́ıćı A je nutně

podmnožinou clB; odtud clA ⊂ clB (porov. Věta 3. odst. 1.3 str. 4).
(d) Podle (c) cl(A ∩B) ⊂ clA, clB, takže cl(A ∩B) ⊂ clA ∩ clB.

1.4. Lokálńı báze, báze, systémy generátor̊u

Pod konečným pr̊unikem množin budeme rozumět pr̊unik libovolného konečného sys-
tému množin.

Bud’ X topologický prostor, τ jeho topologie. Lokálńı báźı topologie τ v bodě x ∈
X rozumı́me systém σx okoĺı bodu x takový, že ke každému okoĺı U bodu x existuje
element V ∈ σx tak, že V ⊂ U . Báźı topologie τ rozumı́me podsystém σ systému τ
takový, že každá neprázdná množina z τ je sjednoceńım nějakých množin ze systému σ.
Systémem generátor̊u topologie τ rozumı́me podsystém σ systému τ takový, že systém
všech konečných pr̊unik̊u množin ze σ je báze topologie τ .

Topologie se tedy vytvář́ı ze své báze pomoćı operace sjednoceńı množin; ze svého
systému generátor̊u se vytvář́ı pomoćı operace konečného pr̊uniku a operace sjednoceńı
množin.

Maj́ı-li dvě topologie na množině X stejnou bázi (resp. systém generátor̊u), pak jsou
totožné. Topologie τ , která má bázi (resp. systém generátor̊u) σ, se nazývá generovaná
báźı (resp. systémem generátor̊u) σ.
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Věta 7. Bud’ X topologický prostor, τ jeho topologie. K tomu, aby systém σ ⊂ τ byl
báźı topologie τ je nutné a stač́ı, aby pro každé x ∈ X systém σx všech množin U ∈ σ
obsahuj́ıćıch x byl lokálńı báźı topologie τ v bodě x.

Důkaz. 1. Je-li σ báze topologie τ a V je okoĺı bodu x ∈ X, pak podle definice báze
existuje U ∈ σ tak, že x ∈ U ⊂ V ; U je tedy prvkem σx a σx je lokálńı báze topologie τ
v bodě x.

2. Necht’ pro každé x ∈ X systém σx je lokálńı báze topologie τ v bodě x. Pak pro
libovolné U ∈ τ a libovolný bod x ∈ U existuje element Vx ∈ σx tak, že Vx ⊂ U . Ovšem
Vx ∈ σ a

⋃

Vx = U , takže σ je báze τ .

Řı́káme, že systém (Bι)ι∈I podmnožin množiny X pokrývá množinu A ⊂ X, plat́ı-li
A ⊂ ⋃

Bι; v tomto př́ıpadě také ř́ıkáme, že (Bι)ι∈I je pokryt́ı množiny A. Podpokryt́ım
pokryt́ı (Bι)ι∈I množiny A nazýváme libovolný podsystém (Bκ)κ∈K systému (Bι)ι∈I , kde
K ⊂ I, který je sám pokryt́ım A. Je-li X topologický prostor a každá z množin Bι je
otevřená (resp. uzavřená), ř́ıkáme, že pokryt́ı (Bι)ι∈I je otevřené (resp. uzavřené).

Libovolně zadaný systém podmnožin množiny X nemuśı ještě tvořit bázi nějaké topo-
logie na sjednoceńı svých element̊u; lokálńı báze také nelze zadávat libovolně.

Věta 8. (a) Systém σ podmnožin množiny X je báźı nějaké topologie na X tehdy a jen
tehdy, když jsou splněny tyto podmı́nky:

(1) σ pokrývá X.
(2) K libovolným dvěma množinám U , V ∈ σ a libovolnému bodu x ∈ U ∩ V existuje

element W ∈ σ tak, že x ∈W ⊂ U ∩ V .
(b) Necht’ X je množina a necht’ ke každému x ∈ X je dán systém σx podmnožin množiny

X. Systém σx je lokálńı báze nějaké topologie na X v bodě x pro každé x ∈ X tehdy a jen
tehdy, když jsou splněny tyto podmı́nky:

(1) Pro každé U ∈ σx plat́ı x ∈ U .
(2) K libovolným dvěma množinám U , V ∈ σx existuje element W ∈ σx takový, že

W ⊂ U ∩ V .
(3) Ke každému bodu y ∈ U , kde U ∈ σx, existuje množina V ∈ σy taková, že V ⊂ U .
(c) K tomu, aby systém σ podmnožin množiny X byl systémem generátor̊u nějaké topo-

logie na X je nutné a stač́ı, aby pokrýval množinu X.

Důkaz. (a) Předpokládejme, že σ je báze topologie topologického prostoru X. Pak
je evidentně splněna podmı́nka (1). Dále pro libovolné otevřené množiny U , V množina
U ∩ V je otevřená, je tedy splněna také podmı́nka (2).

Obráceně necht’ σ je systém podmnožin množiny X splňuj́ıćı podmı́nky (1), (2).
Označme τ systém všech podmnožin X, vznikaj́ıćıch jako sjednoceńı množin ze σ, do-
plněný o prázdnou množinu. Jelikož σ ⊂ τ , stač́ı dokázat, že τ je topologie na X. Prvńı
axiom topologie je evidentně splněn. Dále sjednoceńı libovolných množin z τ je sjedno-
ceńım jistých množin systému σ; paťŕı tedy systému τ a je splněn také druhý axiom.
Nakonec necht’ U, V ∈ τ jsou libovolné množiny; zbývá prověřit, že U ∩ V ∈ τ . Plat́ı-li
U ∩ V = ∅, pak U ∩ V ∈ τ . Necht’ U ∩ V 6= ∅ a necht’ x ∈ U ∩ V je libovolný bod. Podle
definice systému τ existuj́ı množiny Ū , V̄ ∈ σ tak, že x ∈ Ū ⊂ U , x ∈ V̄ ⊂ V . Dále podle
předpokladu existuje množina Wx ∈ σ tak, že x ∈Wx ⊂ Ū ∩ V̄ . Přitom Ū ∩ V̄ ⊂ U ∩ V a
U ∩ V =

⋃

Wx, což znamená, že je splněn také ťret́ı axiom topologie a d̊ukaz tvrzeńı (a)
je ukončen.

(b) Je-li pro každé x ∈ X systém σx lokálńı báze topologie τ na X v bodě x, pak zřejmě
plat́ı podmı́nky (1) – (3) uvedené v tvrzeńı (b).
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Obráceně předpokládejme, že jsou splněny tyto podmı́nky. Klademe σ = (σx)x∈X . Z již
dokázaného tvrzeńı (a) této věty vyplývá, že σ je báze nějaké topologie na X; označme
tuto topologii τ . Bud’ x ∈ X libovolný bod, W jeho libovolné okoĺı v topologii τ . Z definice
báze topologie plyne, že existuje množina U ∈ σ obsahuj́ıćı bod x a lež́ıćı v množině W .
Pak ovšem U ∈ σy pro nějaké y ∈ W a z podmı́nky (3) vyplývá, že existuje množina
V ∈ σx lež́ıćı v U . Celkově V ⊂ U ⊂ W a je dokázáno, že σx je lokálńı báze topologie τ
v bodě x.

(c) Je-li σ systém generátor̊u topologie τ topologického prostoru X, pak systém κ všech
konečných pr̊unik̊u množin ze σ je báze topologie τ ; κ tedy pokrývá X. Bud’ x ∈ X bod,
U ∈ κ množina taková, že x ∈ U . U je konečným pr̊unikem množin ze systému σ; existuje
tedy V ∈ σ tak, že x ∈ V . σ tedy pokrývá X.

Obráceně necht’ σ pokrývá X. Pak systém κ všech konečných pr̊unik̊u množin ze σ také
pokrývá X. Dále pro libovolné množiny U , V ∈ κ množina U ∩ V je konečným pr̊unikem
množin ze σ, paťŕı tedy systému κ. Podle již dokázaného tvrzeńı (a) této věty je tedy κ
báze nějaké topologie na X.

Věta 9. Necht’ X je topologický prostor, τ jeho topologie. Systém σ podmnožin mno-
žiny X je báze topologie τ tehdy a jen tehdy, když σ ⊂ τ a pro libovolný bod x ∈ X a
libovolné jeho okoĺı U existuje množina V ∈ σ tak, že x ∈ V ⊂ U .

Důkaz. Je-li σ báze topologie τ , pak má evidentně požadované vlastnosti.
Dokážeme opak. Necht’ σ je systém podmnožin X s výše uvedenými vlastnostmi.

Ukážeme nejdř́ıve, že σ je báze (nějaké) topologie na X. σ je evidentně pokryt́ı X. Necht’

V1, V2 ∈ σ, necht’ V1 ∩ V2 6= ∅, a necht’ x ∈ V1 ∩ V2. Z podmı́nky σ ⊂ τ plyne, že V1, V2

jsou otevřené množiny v topologii τ a tedy V1 ∩ V2 je okoĺı bodu x. Podle předpokladu
tedy existuje množina V ∈ σ tak, že x ∈ V ⊂ V1 ∩ V2. Podle Věty 8. (a) odst. 1.4 str. 6
je σ báze topologie na X. Dále je ťreba dokázat, že tato topologie splývá s τ . Bud’ U ∈ τ
libovolná množina. Označme W sjednoceńı všech množin ze σ, které lež́ı v U . Zřejmě
W ⊂ U . Zvolme x ∈ U libovolně. Existuje množinaVx ∈ σ obsahuj́ıćı x tak, že Vx ⊂ U .
Muśı tedy platit W = U . σ je tedy báze topologie τ .

1.5. Topologické prostory prvńıho a druhého typu spočetnosti

Řı́káme, že topologický prostor X je prvńıho (resp. druhého) typu spočetnosti, má-li
v každém bodě spočetnou lokálńı bázi topologie (resp. má-li spočetnou bázi topologie).

Topologický prostor druhého typu spočetnosti je zároveň prvńıho typu spočetnosti.

Věta 10. Necht’ X je topologický prostor prvńıho typu spočetnosti. Pak pro libovolný
bod x ∈ X existuje lokálńı báze topologie v bodě x tvaru (Ui)i∈N, kde Ui ⊃ Ui+1 pro každé
i ∈ N.

Důkaz. Pro libovolnou spočetnou bázi topologie (Vi)i∈N v bodě x klademe U1 = V1,
U2 = U1 ∩ V2, . . . , Ui = Ui−1 ∩ Vi, . . . . Pak systém množin (Ui)i∈N má požadované
vlastnosti.

Věta 11. (Lindelöf̊uv teorém) Každé otevřené pokryt́ı topologického prostoru druhého
typu spočetnosti obsahuje spočetné podpokryt́ı.
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Důkaz. Bud’ X topologický prostor druhého typu spočetnosti, (Uι)ι∈I otevřené pokry-
t́ı X, σ spočetná báze topologie X. Každá z množin Uι je sjednoceńım element̊u báze σ.
Necht’ κ ⊂ σ je podsystém s těmito vlastnostmi: (a) každý element V ∈ κ je podmnožinou
některé z množin Uι, (b) κ je pokryt́ı X. Ke každému elementu V ∈ κ zvolme index ι(V )
tak, že V ⊂ Uι(V ). Systém množin (Uι(V ))V ∈κ je spočetný podsystém systému (Uι)ι∈I .
Tento podsystém je ovšem pokryt́ım X.

Topologický prostor se nazývá Lindelöf̊uv , jestliže každé jeho otevřené pokryt́ı obsahuje
spočetné podpokryt́ı.

1.6. Husté množiny a separabilńı prostory

Řekneme, že podmnožina A topologického prostoru X je hustá v X, jestliže clA = X.

Věta 12. Bud’ X topologický prostor, A množina hustá v X. Pak pro libovolnou otevře-
nou množinu U ⊂ X plat́ı clU = cl(U ∩A).

Důkaz. Bud’ x ∈ clU bod. Pro libovolné okoĺı Wx bodu x plat́ı Wx ∩ U 6= ∅. Z toho,
že A je hustá v X, vyplývá, že otevřená množina Wx ∩ U muśı obsahovat body A, t.j.
Wx ∩ U ∩ A 6= ∅. Z libovolnosti Wx nyńı vyplývá, že x ∈ cl(U ∩ A). Plat́ı tedy clU ⊂
cl(U ∩A).

Na druhé straně U ∩A ⊂ U , t.j. cl(U ∩A) ⊂ clU (Věta 4. (c) odst. 1.3 str. 4). Celkově
tedy clU = cl(U ∩A).

Topologický prostor se nazývá separabilńı, jestliže v něm existuje nejvýše spočetná
hustá množina.

Věta 13. Topologický prostor druhého typu spočetnosti je separabilńı.

Důkaz. Bud’ σ spočetná báze topologie topologického prostoru X. Ke každému U ∈ σ
vybereme x ∈ U . Dostaneme spočetnou množinu A ⊂ X. Množina X \ clA je otevřená;
neobsahuje ovšem žádný element báze σ, takže muśı platit X \ clA = ∅ a clA = X.

1.7. Hausdorffovy prostory

Topologický prostor X se nazývá Hausdorff̊uv nebo také oddělitelný, jestliže pro každé
dva r̊uzné body x, y ∈ X existuje okoĺı U bodu x a okoĺı V bodu y tak, že U ∩ V = ∅.

Až na malé výjimky věťsina topologických prostor̊u, které se vyskytuj́ı v geometrii a
v analýze, je Hausdorffových.

Věta 14. V Hausdorffově topologickém prostoru je každá konečná množina uzavřená.

Důkaz. Pro libovolný bod x Hausdorffova topologického prostoruX je množina X\{x}
evidentně otevřená. Bud’ A = {x1, x2, . . . , xk} libovolná konečná podmnožina X. Plat́ı
A =

⋃{xi} (sjednoceńı jednoprvkových množin {x1}, . . . , {xk}), takže množina X \ A =
⋂

(X \ {xi}) je otevřená; množina A je tedy uzavřená.
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1.8. Př́ıklady

(1) Triviálńı topologie. Bud’ X libovolná množina. Klademe τT = {∅,X}. τT splňuje
axiomy topologie; nazývá se triviálńı topologie na množině X. Množina X spolu s triviálńı
topologíı se nazývá triviálńı topologický prostor .

Za systém generátor̊u triviálńı topologie τT lze vźıt jednoprvkovou množinu {X} nebo
dvouprvkovou množinu {∅,X}; tyto systémy generátor̊u jsou zároveň báze topologie τT .

Triviálńı topologický prostor je druhého typu spočetnosti; je tedy také prvńıho typu
spočetnosti a je separabilńı; neńı Hausdorff̊uv.

(2) Diskrétńı topologie. Bud’ X množina. Klademe τD = PX, t.j. τD je systém všech
podmnožin množiny X. τD je topologie na X; nazývá se diskrétńı topologie na X. Množina
X spolu s diskrétńı topologíı se nazývá diskrétńı topologický prostor .

Za systém generátor̊u a zároveň za bázi diskrétńıho topologického prostoru lze vźıt
systém všech jednoprvkových podmnožin množiny X.

Diskrétńı topologie má i jiné systémy generátor̊u. Obsahuje-li diskrétńı topologický
prostor X ťri navzájem r̊uzné elementy, pak systém všech dvouprvkových množin {x, y},
kde x, y ∈ X, je systémem generátor̊u topologie τD.

Diskrétńı topologický prostor je prvńıho typu spočetnosti; je druhého typu spočetnosti,
právě když je množina X spočetná. Je-li X nespočetná množina, pak (X, τD) neńı se-
parabilńı, nebot’ pro libovolnou množinu A ⊂ X plat́ı clA = A.

Topologický prostor (X, τD) je Hausdorff̊uv.

(3) Přirozená topologie na množině reálných č́ısel . Systém všech otevřených interval̊u
v množině reálných č́ısel R je báźı topologie na R, kterou nazýváme přirozenou nebo také
Euklidovou.

Ukážeme, že R s touto topologíı je druhého typu spočetnosti. Uvažujme množinu
všech interval̊u (x − 1

n , x + 1
n), kde x prob́ıhá množinu racionálńıch č́ısel Q a n množinu

přirozených č́ısel N. Bud’ y ∈ R libovolný bod, I otevřený interval obsahuj́ıćı y. Existuje
ε > 0 tak, že (y − ε, y + ε) ⊂ I. Zvolme m ∈ N tak, aby platilo 1

m < ε
2 a x ∈ Q tak, aby

x ∈ (y − 1
m , y + 1

m). Pak y ∈ (x− 1
m , x+ 1

m) ⊂ (y − ε, y + ε) ⊂ I. Podle Věty 9. odst. 1.4
str. 7 je uvažovaný systém interval̊u báźı přirozené topologie na R. Protože množiny Q,
N jsou spočetné, je tato báze spočetná; R je tedy druhého typu spočetnosti.

Z Věty 13. odst. 1.6 str. 8 vyplývá, že R je separabilńı topologický prostor.
Lokálńı bázi přirozené topologie v bodě x ∈ R lze vybrat ve tvaru systému interval̊u

(x − ε, x + ε), kde ε > 0; spočetnou lokálńı bázi v bodě x lze vybrat ve tvaru systému
interval̊u (x− 1

n , x+ 1
n), n ∈ N.

Snadno lze ukázat, že topologický prostor R je Hausdorff̊uv. Necht’ x, y ∈ R jsou dva
r̊uzné body; předpokládejme, že x < y. Existuj́ı reálná č́ısla a, b, c tak, že a < x < b <
y < c. Interval (a, b) (resp. (b, c)) je okoĺı bodu x (resp. y), přičemž tyto intervaly nemaj́ı
společný bod. Topologický prostor R je tedy Hausdorff̊uv.

(4) Topologie konečných doplňk̊u. Necht’ τK je systém podmnožin množiny R reálných
č́ısel, tvořený doplňky všech konečných množin a množinami ∅ a R. τK je topologie na R;
nazývá se topologie konečných doplňk̊u.

Ukážeme, že (R, τK) neńı prvńıho typu spočetnosti. Předpokládejme, že existuje
spočetný systém konečných množin Ai, i ∈ N, takový, že systém (R \ Ai)i∈N je lokálńı
báze topologie τK v bodě x. Pak pro libovolnou konečnou množinu B neobsahuj́ıćı x exis-
tuje index n tak, že R \An ⊂ R \B, t.j. B ⊂ An. Množina

⋃

Ai je spočetná a neobsahuje



10 1. Topologické prostory

bod x. Množina (R\⋃Ai)\{x} je neprázdná. Zvolme y ∈ (R\⋃Ai)\{x}. R\{y} je okoĺı
bodu x a y /∈ Ai pro žádné i ∈ N, neexistuje tedy index m ∈ N tak, že R \Am ⊂ R \ {y}.
τK tedy neńı prvńıho typu spočetnosti.

Topologický prostor (R, τK) je separabilńı, nebot’ množina racionálńıch č́ısel Q je
spočetná a plat́ı frQ = R, t.j. clQ = R.

(R, τK) neńı Hausdorff̊uv. Ukážeme to. Bud’te x, y ∈ R dva r̊uzné body, U okoĺı x, V
okoĺı y. Podle definice je U = R \ A, V = R \ B, kde A, B jsou konečné množiny. Plat́ı
U ∩ V = R \ (A ∪B); A ∪B je ovšem množina konečná, takže U ∩ V 6= ∅.

(5) Sorgenfreyova topologie. Zleva uzavřené zprava otevřené intervaly v množině R
reálných č́ısel tvoř́ı bázi topologie na R, kterou nazýváme Sorgenfreyova a označujeme τS.

Ukážeme, že (R, τS) je prvńıho typu spočetnosti. Stač́ı ukázat, že pro libovolný bod
x ∈ R systém interval̊u [x, x+ 1

n), n ∈ N, tvoř́ı spočetnou lokálńı bázi topologie τS v bodě

x. Bud’ U libovolné okoĺı x. U obsahuje element báze [x, x+ ε) pro jisté ε > 0; pro n > 1
ε

dostáváme [x, x + 1
n) ⊂ [x, x + ε), takže uvažovaný systém interval̊u je lokálńı báze τS

v bodě x. Tento systém je evidentně spočetný.
(R, τS) neńı druhého typu spočetnosti, t.j. nemá spočetnou bázi topologie. Libovolné

okoĺı libovolného bodu x ∈ R v topologii τS totiž obsahuje interval [x, x + ε) pro jisté
ε > 0. Podle Věty 9. odst. 1.4 str. 7 tedy každá báze topologie τS muśı obsahovat množiny
tvaru [x, ax), kde ax > x. Množina R je ovšem nespočetná, takže každá báze topologie τS
muśı být také nespočetná.

(R, τS) je separabilńı, nebot’ obsahuje množinu Q, která je spočetná a hustá v (R, τS).
Podobně jako v př́ıpadě přirozené topologie na R (viz (3)) se ukáže, že (R, τS) je

Hausdorff̊uv topologický prostor.
Všimněme si, že pro libovolné a, b ∈ R, a < b, plat́ı [a, b) = R \ ((−∞, a) ∪ [b,∞));

znamená to, že interval [a, b) je množina uzavřená. Z definice Sorgenfreyovy topologie tedy
vyplývá, že [a, b) je množina otevřená i uzavřená.

Každá množina otevřená v přirozené topologii na R je otevřená i v Sorgenfreyově
topologii, nebot’ každý otevřený interval (a, b) lze vyjádřit jako sjednoceńı otevřených
množin [x, b) ∈ τS , kde a < x < b.

(6) Topologie bodové konvergence. Označme Y X systém všech zobrazeńı z množiny X
do topologického prostoru (Y, τ). Pro každé x ∈ X a každé U ∈ τ klademe W (x,U) =
{f ∈ Y X | f(x) ∈ U}. Systém (W (x,U))x∈X,U∈τ pokrývá množinu Y X . Podle Věty 8. (c)
odst. 1.4 str. 6 je tedy systémem generátor̊u nějaké topologie na Y X . Tato topologie se
nazývá topologie bodové konvergence nebo také bodově-otevřená topologie .

Báze této topologie je tvořena množinami typu V = {f ∈ Y X | f(x1) ∈ U1, . . . , f(xk) ∈
Uk}, kde x1, . . . , xk jsou libovolné body z X, U1, . . . , Uk jsou libovolné elementy z τ a k
prob́ıhá množinu přirozených č́ısel N.

Okoĺı bodu g ∈ Y X v topologii bodové konvergence je tedy tvořeno všemi zobrazeńımi
f ∈ Y X , která jsou “bĺızká” ke g v konečně mnoha bodech, t.j. funkčńı hodnoty g i f
v těchto bodech lež́ı v předepsaných otevřených podmnožinách topologického prostoru Y
(viz obr. 1).
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Obr. 1

Cvičeńı

Topologické struktury

1. (a) Nalezněte všechny topologie, které existuj́ı na jednoprvkové množině.

(b) Nalezněte všechny topologie na dvouprvkové množině.

(c) Kolik r̊uzných topologíı existuje na tř́ıprvkové množině?

(d) Ukažte, že systém množin {a, b}, {b, c}, {a, c} je systém generátor̊u diskrétńı topologie na
množině {a, b, c}. 1

Ř e š e n ı́ . (a) X = {a}, τ = {∅, {a}}. (b) X = {a, b}, τ1 = {∅, {a, b}}, τ2 = {∅, {a, b}, {a}},
τ3 = {∅, {a, b}, {b}}, τ4 = {∅, {a, b}, {a}, {b}}. (c) 29. (d) Evidentně báze diskrétńı topologie {a},
{b}, {c} na X vzniká pomoćı konečných pr̊unik̊u množin systému {a, b}, {b, c}, {a, c}.

2. Rozhodněte, zda následuj́ıćı systém podmnožin množiny X je topologie na X : (a) X =
{a, b, c}, τ = {∅, X, {a, b}, {b, c}, {a}}. (b) X = R, τ = {∅, (−a, a)}, kde a ∈ R, a > 0. (c) X = R,
τ = {∅, (a, b]}, kde a, b ∈ R, a < b. (d) X = R2, τ = U × V , kde U , V prob́ıhá všechny množiny
otevřené v přirozené topologii na R. Rozhodněte, zda některý ze systému (a) – (d) je báze topologie,
určete tuto topologii.

Ř e š e n ı́ . (a) τ neńı topologie na X , nebot’ nepokrývá X . (b) τ je topologie na R; neńı to ovšem
topologie přirozená, nebot’ množina (0, 1) neńı v této topologii otevřená. (c) τ neńı topologie
na X , nebot’ např. (a, b] ∪ (c, d] /∈ τ pro b < c. (d) τ neńı topologie na R2, nebot’ množina
(U1 × V1) ∪ (U2 × V2) obecně neńı prvkem τ .

(a) τ neńı báze žádné topologie na X , nebot’ {a, b}∩ {b, c} /∈ τ . (b) τ je báze topologie, tvořené
množinami ∅ a (−a, a), kde a > 0. (c) τ je báze topologie; tuto topologii vytvoř́ıme tak, že k τ
přidáme všechna možná sjednoceńı množin z τ . (d) τ je báze topologie na R2; tuto topologii
źıskáme uzavřeńım systému τ na všechna sjednoceńı.

3. (a) Ukažte, že systém σ1 (resp. σ2), tvořený množinami tvaru Ua = {x ∈ R | x > a, a ∈ R}
(resp. Va = {x ∈ R | x < a, a ∈ R}), je báze topologie na R.

(b) Ukažte, že systém σ = σ1 ∪ σ2 je systém generátor̊u topologie na R. Určete tuto topologii.

1Mı́sto pojmu systém generátor̊u se čtenář často setkává v literatuře s pojmem subbáze topologie; cv.
1 (d) ukazuje, že termı́n subbáze neńı vhodný.
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Ř e š e n ı́ . Systémy σ1, σ2 splňuj́ı předpoklady Věty 8. (a) odst. 1.4 str. 6, jsou to tedy báze
nějakých topologíı na R. σ je systém generátor̊u podle Věty 8. (c) odst. 1.4 str. 6; báze topologie,
generované t́ımto systémem generátor̊u, je tvořená otevřenými intervaly, σ tedy generuje přirozenou
topologii.

4. Bud’ X topologický prostor, τ jeho topologie, Y ⊂ X podmnožina. Dokažte, že systém τY
množin tvaru U ∩Y , kde U prob́ıhá všechny otevřené množiny v X , je topologie na Y (indukovaná
topologie). Topologický prostor (X, τY ) se nazývá (topologický) podprostor topologického prostoru
(X, τ).

Ř e š e n ı́ . Př́ımo prověř́ıme, že τY splňuje axiomy topologie. Plat́ı ∅ = ∅ ∩ Y , Y = X ∩ Y ,
takže ∅, Y ∈ τY . Pro systém (Uι)ι∈I množin z τY plat́ı Uι = Vι ∩ Y , kde Vι ∈ τ ; odtud

⋃

Uι =
⋃

(Vι ∩ Y ) = (
⋃

Vι) ∩ Y z toho, že
⋃

Vι ∈ τ , dostáváme, že
⋃

Uι ∈ τY . Podobně pro U1, U2 ∈ τY
plat́ı U1 = V1 ∩ Y , U2 = V2 ∩ Y , kde V1, V2 ∈ τ ; odtud U1 ∩U2 = (V1 ∩ V2) ∩ Y , t.j. U1 ∩U2 ∈ τY .
Axiomy topologie jsou tedy splněny.

5. Necht’ τ1, τ2 jsou dvě topologie na množině X . Ukažte, že τ1 ∩ τ2 je rovněž topologie na X .
Plat́ı analogické tvrzeńı i pro sjednoceńı?

Ř e š e n ı́ . Snadno se prověř́ı, že τ1 ∩ τ2 je topologie. Sjednoceńı
τ1 ∪ τ2 neńı topologie; pro množiny U ∈ τ1, V ∈ τ2 totiž množina U ∩ V nemuśı patřit ani do

τ1 ani do τ2. Př́ıkladem jsou topologie na R, generované bázemi σ1, σ2 ze cv. 3 (a).

Podmnožiny topologických prostor̊u

6. (a) Uved’te př́ıklad topologického prostoru X a nekonečného systému otevřených podmno-
žin X , jejichž pr̊unik neńı množina otevřená.

(b) Uved’te př́ıklad topologického prostoru X a nekonečného systému uzavřených podmnožin
X , jejichž sjednoceńı neńı uzavřená množina.

Ř e š e n ı́ . (a) Uvažujme R s přirozenou topologíı a spočetný systém otevřených interval̊u
(− 1

n ,
1
n ), kde n ∈ N. Necht’ J je pr̊unik tohoto systému interval̊u. Plat́ı J 6= ∅ nebot’ 0 ∈ J .

Předpokládejme, že J obsahuje dva r̊uzné body α, β, přičemž α < β. Porovnáńım délek interval̊u
(− 1

n ,
1
n ) a [α, β] dostaneme nerovnost 2

n > β − α, která je splněna pro každé n. Odtud 0 = β − α,
což je spor s předpokladem, že J obsahuje dva r̊uzné body. Plat́ı tedy J = {0}, což je množina
uzavřená.

(b) Uvažujeme množinu R s přirozenou topologíı a systém jednoprvkových množin {x}, kde
x prob́ıhá množinu racionálńıch č́ısel Q. Každá z množin {x} je uzavřená, jejich sjednoceńı, t.j.
množina Q, však neńı množina uzavřená; množina R \Q totiž neńı otevřená, nebot’ v libovolném
okoĺı iracionálńıho č́ısla vždy lež́ı alespoň jedno racionálńı č́ıslo.

7. Bud’ X topologický prostor. Ukažte, že plat́ı: Je-li U ⊂ X množina otevřená a A ⊂ X
množina uzavřená, pak U \A (resp. A \ U) je množina otevřená (resp. uzavřená).

Ř e š e n ı́ . Jelikož U \ A = U ∩ (X \ A), A \ U = A ∩ (X \ U), množina U \ A (resp. A \ U) je
otevřená (resp. uzavřená).

8. Rozhodněte, zda množiny (0, 1), [0, 1), (0, 1], [0, 1], N, Q, {x} ⊂ R jsou otevřené nebo
uzavřené (a) v přirozené topologii, (b) v Sorgenfreyově topologii, (c) v topologii konečných doplňk̊u,
(d) v diskrétńı topologii. Určete vnitřek, vněǰsek, hranici a uzávěr každé z těchto množin v topo-
logíıch (a) – (d).

Ř e š e n ı́ . (a) V přirozené topologii množina (0, 1) je otevřená, množiny [0, 1], N, {x} jsou
uzavřené, zbývaj́ıćı množiny nejsou ani otevřené ani uzavřené. Dále int(0, 1) = int[0, 1) = int(0, 1] =
int[0, 1] = (0, 1), intN = intQ = int{x} = ∅, ext(0, 1) = ext[0, 1) = ext(0, 1] = ext[0, 1] = R\ [0, 1],
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extN = R \ N, extQ = ∅, ext{x} = R \ {x}, fr(0, 1) = fr[0, 1) = fr(0, 1] = fr[0, 1] = {0, 1},
frN = N, frQ = R, fr{x} = {x}, cl(0, 1) = cl[0, 1) = cl(0, 1] = cl[0, 1] = [0, 1], clN = N,
clQ = R, cl{x} = {x}.

(b) V Sorgenfreyově topologii jsou množiny (0, 1), [0, 1) otevřené, množiny [0, 1), [0, 1], N, {x}
jsou uzavřené, zbývaj́ıćı množiny nejsou ani otevřené ani uzavřené. Dále int(0, 1) = (0, 1), int[0, 1) =
[0, 1), int(0, 1] = (0, 1), int[0, 1] = [0, 1), intN = intQ = int{x} = ∅, ext(0, 1) = ext[0, 1) =
R\[0, 1), ext(0, 1] = ext[0, 1] = R\[0, 1], extN = R\N, extQ = ∅, ext{x} = R\{x}, fr(0, 1) = {0},
fr[0, 1) = ∅, fr(0, 1] = {0, 1}, fr[0, 1] = {1}, frN = N, frQ = R, fr{x} = {x}, cl(0, 1) = cl[0, 1) =
[0, 1), cl(0, 1] = cl[0, 1] = [0, 1], clN = N, clQ = R, cl{x} = {x}.

(c) Žádná z uvedených množin neńı otevřená; množina {x} je uzavřená, zbývaj́ıćı množiny
nejsou uzavřené. Dále int(0, 1) = int[0, 1) = int(0, 1] = int[0, 1] = intN = intQ = int{x} = ∅,
ext(0, 1) = ext[0, 1) = ext(0, 1] = ext[0, 1] = extN = extQ = ∅, ext{x} = R \ {x}, fr(0, 1) =
fr[0, 1) = fr(0, 1] = fr[0, 1] = frN = frQ = R, fr{x} = {x}, cl(0, 1) = cl[0, 1) = cl(0, 1] = cl[0, 1] =
clN = clQ = R, cl{x} = {x}.

(d) V diskrétńı topologii je každá z uvedených množin otevřená i uzavřená a je tedy rovna svému
vnitřku a svému uzávěru. Vněǰsek každé z těchto množin je roven jej́ımu doplňku v R a hranice je
prázdná množina.

9. Plat́ı tvrzeńı analogické Větě 2. (e) odst. 1.2 str. 2 pro množiny int(A ∪ B), ext(A ∩ B),
ext(A ∪B)?

Ř e š e n ı́ . Ukážeme, že plat́ı int(A∪B) ⊃ intA∪ intB, ext(A∩B) ⊃ extA∪extB, ext(A∪B) =
extA ∩ extB, a že v těchto vztaźıch inkluze nelze nahradit rovnostmi.

Množina int(A ∪ B) je největš́ı otevřená množina obsažená v A ∪ B. Množina intA ∪ intB je
otevřená podmnožina A∪B, nebot’ intA ⊂ A, intB ⊂ B. Odtud dostáváme intA∪ intB ⊂ int(A∪
B). Na př́ıkladě ukážeme, že v tomto vztahu obecně neplat́ı rovnost. Necht’ R je množina reálných
č́ısel s přirozenou topologíı, A = [0, 1], B = [1, 2]. Pak intA ∪ intB = (0, 1) ∪ (1, 2) = (0, 2) \ {1},
ale int(A ∪B) = (0, 2).

Z Věty 2. (a) odst. 1.2 str. 2 a výše dokázaného vztahu plyne ext(A∩B) = int(X \ (A∩B)) =
int((X \A) ∪ (X \B)) ⊃ int(X \A) ∪ int(X \B) = extA ∪ extB. V tomto vztahu obecně neplat́ı
rovnost. Zvolme např. X = R a uvažujme přirozenou topologii na R. Pro podmnožiny A = (0, 1),
B = (1, 2) pak dostaneme ext(A∩B) = ext ∅ = R, ale extA∪ extB = (R \ [0, 1])∪ (R \ ∪[1, 2]) =
R \ {1}.

Analogicky dostaneme z Věty 2. (a), (e) odst. 1.2 str. 2, že ext(A ∪B) = extA ∩ extB.

Posledńı dvě z výše uvedených tř́ı tvrzeńı lze dokázat také pomoćı vztahu X = clA ∪ extA a
Věty 4. (d) odst. 1.3 str. 4, 6. (d) odst. 1.3 str. 5.

10. Bud’ X topologický prostor, τ jeho topologie. Charakterizujte množiny A, pro které plat́ı
frA = ∅.

Ř e š e n ı́ . Necht’ frA = ∅. Ze vztahu clA = A ∪ frA pak dostáváme, že A = clA. Dále
intA = clA \ frA a tedy A = intA. Znamená to, že množina A je otevřená i uzavřená. Obráceně
předpokládejme, že množina A ⊂ X je otevřená i uzavřená. Pak frA = X \ (intA ∪ int(X \A)) =
X \ (A ∪ (X \A)) = ∅.

11. Necht’ A je konečná množina reálných č́ısel, uvažovaná s přirozenou topologíı. Určete frA.

Ř e š e n ı́ . R je Hausdorff̊uv prostor (př. (3) odst. 1.8 str. 9). Podle Věty 14. odst. 1.7 str. 8 je
tedy množina A uzavřená. Plat́ı tedy frA ⊂ A. Na druhé straně každý bod x ∈ A je evidentně
hraničńım bodem, t.j. A ⊂ frA. Celkově dostáváme frA = A.

12. Bud’ (Aι)ι∈I systém podmnožin topologického prostoru X .

(a) Dokažte, že plat́ı cl(
⋃

Aι) ⊃ ⋃

clAι. Uved’te př́ıklady, kdy plat́ı rovnost, a př́ıklady, kdy
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rovnost neplat́ı.
(b) Kritizujte následuj́ıćı “d̊ukaz”, že cl(

⋃

Aι) ⊂
⋃

clAι: Necht’ x ∈ cl(
⋃

Aι). Pak každé okoĺı U
bodu x prot́ıná

⋃

Aι. U tedy muśı prot́ınat některou z množin Aι, t.j. x muśı patřit uzávěru této
množiny. To ovšem znamená, že x ∈ ⋃ clAι.

Ř e š e n ı́ . (a) Pro každé ι ∈ I plat́ı Aι ⊂
⋃

Aλ, takže clAι ⊂ cl(
⋃

Aλ) a tedy
⋃

clAι ⊂ cl(
⋃

Aλ),
což jsme chtěli ukázat.

Ukážeme, že v tomto vztahu plat́ı rovnost právě když
⋃

clAι je uzavřená množina. Necht’

cl(
⋃

Aι) =
⋃

clAι; pak
⋃

clAι je množina uzavřená. Obráceně předpokládejme, že
⋃

clAι je
uzavřená množina. Ukážeme, že pak

⋃

clAι ⊃ cl(
⋃

Aι). Pro každé ι ∈ I plat́ı Aι ⊂ clAι, odtud
⋃

Aι ⊂
⋃

clAι, a tedy také cl(
⋃

Aι) ⊂ cl(
⋃

clAι) =
⋃

clAι, což jsme chtěli ukázat.
Podle Věty 4. (a) odst. 1.3 str. 4 a právě dokázaného tvrzeńı pro každý konečný systém množin

{A1, A2, . . . , An} plat́ı cl(A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An) = clA1 ∪ clA2 ∪ · · · ∪ clAn. Dokažte tento vztah
rovněž pomoćı Věty 4. (d) odst. 1.3 str. 4.

Druhým př́ıkladem systému množin (Aι)ι∈I , pro který plat́ı cl(
⋃

Aι) =
⋃

clAι, je lokálně
konečný systém množin , t.j. takový systém množin, že každý bod x ∈ X má okoĺı, které má
neprázdný pr̊unik s nejvýše konečným počtem množin tohoto systému.

Dokážeme to. Mějme lokálně konečný systém podmnožin (Aι)ι∈I . Jelikož inkluze
⋃

clAι ⊂
cl(
⋃

Aι) plat́ı pro libovolný systém podmnožin X , stač́ı ukázat, že z podmı́nky lokálńı konečnosti
vyplývá obrácená inkluze. Necht’ x ∈ cl(

⋃

Aι) je libovolný bod. Z definice uzávěru vyplývá, že
pro každé okoĺı U bodu x plat́ı U ∩ (

⋃

Aι) 6= ∅. Systém (Aι)ι∈I je ovšem lokálně konečný, takže
existuje okoĺı V bodu x a č́ıslo n ∈ N tak, že V ∩Aι 6= ∅ pouze pro n index̊u ι; označme tyto indexy
1, 2, . . . , n. Plat́ı tedy V ∩ (A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An) 6= ∅ a V ∩ Aι = ∅ pro všechny ostatńı indexy ι.
Uvažujme nyńı libovolné okoĺı U bodu x. Je-li U ⊃ V , pak zřejmě plat́ı U ∩(A1∪A2∪· · ·∪An) 6= ∅.
Je-li U ⊂ V , pak U ∩ Aι = ∅ pro každé ι ∈ I, ι 6= 1, 2, . . . , n. Podle předpokladu ovšem plat́ı
U ∩ (

⋃

Aι) 6= ∅. Odtud dostáváme, že U ∩ (A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An) 6= ∅. Ukázali jsme tedy, že
libovolné okoĺı bodu x ∈ cl(

⋃

Aι) má neprázdný pr̊unik s množinou A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An, t.j. že plat́ı
x ∈ cl(A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An). Ovšem cl(A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An) = clA1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ clAn ⊂ ⋃

clAι, a
tedy x ∈ ⋃ clAι. Odtud vyplývá, že plat́ı cl(

⋃

Aι) ⊂
⋃

clAι.
Tı́m je d̊ukaz rovnosti cl(

⋃

Aι) =
⋃

clAι pro lokálně konečný systém množin ukončen.
Jiný d̊ukaz tohoto tvrzeńı nalezne čtenář v odst. 6.3
Nyńı uvedeme př́ıklady, kdy rovnost ve vztahu cl(

⋃

Aι) ⊃
⋃

clAι neplat́ı.
Uvažujme množinu R reálných č́ısel s přirozenou topologíı. Necht’ (An)n∈N je systém jednobo-

dových podmnožin množiny R, An = {xn}, kde xn prob́ıhá množinu racionálńıch č́ısel Q. Plat́ı
cl(
⋃{xn}) = clQ = R. Na druhé straně

⋃

(cl{xn}) =
⋃{xn} = Q, nebot’ podle Věty 14. odst. 1.7

str. 8 je každá jednobodová množina v R uzavřená.
Analogická situace nastává v př́ıpadě, kdy za systém (Aι)ι∈I bereme všechna iracionálńı č́ısla

v R.
(b) Uvedený d̊ukaz je nesprávný. Prot́ıná-li každé okoĺı U bodu x množinu

⋃

Aι, neznamená
to ještě, že existuje index ι tak, že každé okoĺı bodu x prot́ıná množinu Aι: neexistuje racionálńı
č́ıslo a, které by leželo v každém okoĺı bodu x.

Hausdorffovy prostory

13. Topologíı konečných doplňk̊u na množině X rozumı́me systém τK podmnožin množiny X
obsahuj́ıćı ∅, X a ty z podmnožin X , jejichž doplňky jsou konečné množiny (porov. př. (4) odst.
1.8 str. 9).

(a) Ukažte, že topologický prostor (X, τK) je Hausdorff̊uv právě když X je konečná množina.
(b) Necht’ X je konečná množina. Se kterou známou topologíı splývá topologie τK?

Ř e š e n ı́ . (a) Necht’ X je konečná množina, x, y ∈ X dva r̊uzné body. Položme U = {x},
V = {y}. Množiny X \ U , X \ V jsou konečné, takže U je okoĺı bodu x a V je okoĺı bodu y. Plat́ı
U ∩ V = ∅, takže (X, τK) je Hausdorff̊uv topologický prostor.
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Obráceně předpokládejme, že (X, τK) je Hausdorff̊uv. Bud’te x, y ∈ X dva r̊uzné body, U okoĺı
bodu x, V okoĺı bodu y. Předpokládejme, že U ∩ V = ∅. Podle definice topologie τK U = X \ A,
V = X \B, kde A, B jsou konečné množiny. Plat́ı tedy U∩V = (X \A)∩(X \B) = X \(A∪B) = ∅,
t.j. A ∪B = X a X muśı být konečná množina.

(b) Je-li X konečná množina, pak každá podmnožina množiny X je doplňkem konečné množiny
a je tedy otevřená v topologii τK . To ovšem znamená, že τK splývá s diskrétńı topologíı na X .

14. Uved’te př́ıklady topologických prostor̊u, které nejsou Hausdorffovy.

Ř e š e n ı́ . Triviálńı topologický prostor; topologie τ na R tvořená množinami ∅, (−a, a), a > 0,
topologie τ1 na R, generovaná báźı σ1 = (Ua)a∈R, kde Ua = (a,∞), topologie τ2 na R, generovaná
báźı σ2 = (Ua)a∈R, kde Ua = (−∞, a) (viz cv. 3); topologie konečných doplňk̊u na nekonečné
množině; topologie τ = {∅, X, {a, b}, {b, c}, {b}} na množině X = {a, b, c}.

15. Podprostor Hausdorffova topologického prostoru je Hausdorff̊uv topologický prostor. Na
druhé straně topologický prostor, který neńı Hausdorff̊uv, může mı́t topologický podprostor, který
je Hausdorff̊uv. Ukažte.

Ř e š e n ı́ . Necht’ (X, τ) je Hausdorff̊uv prostor, (Y, τY ) jeho podprostor (cv. 4). Zvolme dva r̊uzné
body x1, x2 ∈ Y . Existuje okoĺı U1 bodu x1 a okoĺı U2 bodu x2 v topologii τ tak, že U1 ∩ U2 = ∅.
Klademe V1 = U1 ∩Y , V2 = U2∩Y . Podle definice V1, V2 ∈ τY a dále V1 ∩V2 = (U1 ∩U2)∩X = ∅.
Topologický prostor (Y, τY ) je tedy Hausdorff̊uv.

Uvažujme množinu R s topologíı konečných doplňk̊u τK a jej́ı podmnožinu Y = {1, 2, . . . , k},
kde k je nějaké přirozené č́ıslo. Topologie indukovaná na Y je zřejmě Hausdorffova, přičemž (R, τK)
neńı Hausdorff̊uv.

16. Necht’ (X1, τ1), (X2, τ2) jsou dva topologické prostory. Uvažujme topologický prostor
(X, τ), kde X = X1 × X2 a τ je topologie, generovaná báźı σ = {U1 × U2 ∈ X1 × X2 | U1 ∈
τ1, U2 ∈ τ2}. Předpokládejme, že topologické prostory (X1, τ1), (X2, τ2) jsou Hausdorffovy. Je také
(X, τ) Hausdorff̊uv?

Ř e š e n ı́ . Zvolme dva r̊uzné body (a1, a2), (b1, b2) ∈ X1 ×X2. Plat́ı bud’ a1 6= b1 nebo a2 6= b2.
V prvńım př́ıpadě okoĺı U1 bodu a1 a okoĺı V1 bodu b1 tak, že U1 ∩ V1 = ∅. Zvolme okoĺı U2 bodu
a2 a okoĺı V2 bodu b2 libovolně. Pak (U1 ×U2)∩ (V1 ×V2) = (U1 ∩V1)× (U2 ∩V2) = ∅. Analogicky
vyšetř́ıme druhý př́ıpad. Topologický prostor (X, τ) je tedy Hausdorff̊uv.

Hromadné body

Bud’ X topologický prostor, A podmnožina X . Řekněme, že bod x ∈ X je hromadný bod
množiny A, jestliže libovolné jeho okoĺı obsahuje bod množiny A r̊uzný od x. Množinu hromadných
bod̊u množiny A označujeme acA. Z definice vyplývá, že ac ∅ = ∅.

17. (a) Nalezněte všechny hromadné body libovolné neprázdné množiny v triviálńım topolo-
gickém prostoru.

(b) Nalezněte všechny hromadné body libovolné neprázdné množiny v diskrétńım topologickém
prostoru.

(c) Uvažujme množinu reálných č́ısel R s přirozenou topologíı. Určete hromadné body násle-
duj́ıćıch množin v R: (0, 1], [0, 1], (0, 1), { 1

n ∈ R | n ∈ N}, {0} ∪ (1, 2), Q, N, {x ∈ R | x > 0}.
Ř e š e n ı́ . (a) Je-li X jednobodová množina, pak acX = ∅. Necht’ X obsahuje alespoň dva r̊uzné

body. Pak pro každou množinu A ⊂ X , A 6= ∅, {x} plat́ı acA = X ; dále ac{x} = X \ {x}.
Všimněme si, že množiny A a acA nemuśı mı́t žádný společný bod.

(b) Pro každou množinu A ⊂ X plat́ı acA = ∅.
(c) ac(0, 1] = ac[0, 1] = ac(0, 1) = [0, 1], ac{ 1

n ∈ R | n ∈ N} = {0}, ac({0} ∪ (1, 2)) = [1, 2],
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acQ = R, acN = ∅, ac{x ∈ R | x > 0} = {x ∈ R | x ≥ 0}.

18. Bud’ X topologický prostor, A ⊂ X množina. Rozhodněte, zda plat́ı
(a) acA ⊂ frA,
(b) frA ⊂ acA,
(c) acA ⊂ clA,
(d) clA ⊂ acA,
(e) clA = acA ∪A.

Ř e š e n ı́ . Protipř́ıkladem dokážeme, že tvrzeńı (a), (b), (d) neplat́ı. Uvažujme množinu reálných
č́ısel R s přirozenou topologíı a vezměme A = (0, 1). Pak acA = [0, 1], frA = {0, 1}, a tedy
acA 6⊂ frA. Dále necht’ A = N. Pak z toho, že acN = ∅, frN = N, clN = N dostáváme, že
frA 6⊂ acA, clA 6⊂ acA.

Ukážeme, že plat́ı tvrzeńı (c) a (e). Necht’ x ∈ acA. Pak pro každé okoĺı U bodu x množina
U ∩ A obsahuje bod y 6= x, t.j. U ∩ A 6= ∅ a tedy x ∈ clA; jinými slovy acA ⊂ clA. Dále plat́ı
A ⊂ clA, t.j. acA∪A ⊂ clA. Dokážeme, že plat́ı i obrácená inkluze. Necht’ x ∈ clA. Padne-li bod
x do A, pak také padne do množiny A ∪ acA. Předpokládejme, že x /∈ A. Pak x ∈ frA a každé
okoĺı U bodu x má neprázdný pr̊unik s A. Existuje tedy bod y ∈ U ∩ A, y 6= x, což znamená, že
x ∈ acA. Plat́ı tedy clA ⊂ A ∪ acA a d̊ukaz rovnosti (e) je ukončen.

19. Ukažte, že množina A v topologickém prostoru X je uzavřená tehdy a jen tehdy, když
acA ⊂ A. Uved’te př́ıklad uzavřené množiny A, pro kterou acA 6= A.

Ř e š e n ı́ . Je-li množina A ⊂ X uzavřená, pak A = clA a podle cv. 18 (c) acA ⊂ A. Obráceně
plat́ı-li acA ⊂ A, pak podle cv. 18 (e) clA = A.

Neprázdná podmnožina A diskrétńıho topologického prostoru X je uzavřená a přitom acA =
∅ 6= A (cv. 17 (b)).

20. Bud’ A neprázdná podmnožina Hausdorffova topologického prostoru X . Bod x ∈ X je
hromadný bod množiny A tehdy a jen tehdy, když libovolné jeho okoĺı obsahuje nekonečně mnoho
bod̊u množiny A. Ukažte.

Ř e š e n ı́ . Necht’ x ∈ X je hromadný bod A a předpokládejme, že existuje jeho okoĺı U takové, že
U∩A je konečná množina {x1, x2, . . . , xk}. Podle Věty 14. odst. 1.7 str. 8 je množina {x1, x2, . . . , xk}
uzavřená. Necht’ x /∈ A. Pak U ∩ (X \ {x1, x2, . . . , xk}) je okoĺı bodu x, které nemá žádný společný
bod s množinou A, což je spor s předpokladem, že x ∈ acA. Necht’ x ∈ A. Pak x je jeden z bod̊u x1,
x2, . . . , xk, např. xk. Plat́ı U ∩(A\{x}) = {x1, x2, . . . , xk−1}. Množina U ∩(X \{x1, x2, . . . , xk−1})
je okoĺı bodu x, které nemá žádný společný bod s množinou A \ {x}, a tedy x /∈ acA. Množina A
tedy nemůže být konečná.

Obsahuje-li každé okoĺı bodu x nekonečně mnoho bod̊u množiny A, pak zřejmě x ∈ acA.
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Spojitá zobrazeńı

Mezi všemi zobrazeńımi jednoho topologického prostoru do druhého se přirozeně
vyčleňuje množina těch zobrazeńı, která určitým zp̊usobem odrážej́ı topologickou struk-
turu svého definičńıho oboru i oboru hodnot. Nejd̊uležitěǰśı z nich jsou zobrazeńı spojitá.
Zavád́ıme je v úvodńım odstavci, kde také formulujeme několik podmı́nek, ekvivalentńıch se
spojitost́ı. Spojité bijekce, které maj́ı spojité inverzńı zobrazeńı, se nazývaj́ı homeomorfismy.
Tato zobrazeńı přenášej́ı topologickou strukturu jednoho topologického prostoru na druhý a
jsou v tomto smyslu topologickými ekvivalencemi. Patř́ı do tř́ıdy otevřených zobrazeńı, která
jsou také úzce svázána s topologíı definičńıho oboru i oboru hodnot. Ve druhém odstavci
studujeme situaci, kdy jsou na dané množině zadány dvě topologie. Definujeme srovna-
telné topologie a ukazujeme, že tento pojem úzce souviśı se spojitost́ı identického zobrazeńı
dané množiny. Posledńı dva odstavce jsou věnovány problému topologizace množiny pomoćı
systému zobrazeńı. Je-li zadán systém zobrazeńı množiny do topologických prostor̊u, vzniká
na této množině přirozeným zp̊usobem (t.j. z požadavku spojitosti těchto zobrazeńı) tzv.
iniciálńı topologie. V jiné situaci, kdy je zadán systém zobrazeńı topologických prostor̊u do
dané množiny, vzniká na ńı tzv. finálńı topologie. Obě tyto topologie maj́ı efektivńı aplikaci,
se kterými se čtenář seznámı́ ve třet́ı kapitole.

2.1. Spojitá zobrazeńı, homeomorfismy

Zobrazeńı f : X → T topologického prostoru X do topologického prostoru Y se nazývá
spojité v bodě x ∈ X, existuje-li ke každému okoĺı U bodu f(x) okoĺı V bodu x tak, že
f(V ) ⊂ U . f se nazývá spojité, je-li spojité v každém bodě.

Věta 1. (a) K tomu, aby zobrazeńı topologických prostor̊u f : X → Y bylo spojité
v bodě x ∈ X, je nutné a stač́ı, aby pro každou množinu U patř́ıćı nějaké lokálńı bázi
topologie v bodě f(x) množina f−1(U) obsahovala okoĺı bodu x.

(b) Bud’te f : X → Y , g : Y → Z zobrazeńı topologických prostor̊u. Předpokládejme, že f
je spojité v bodě x ∈ X a g je spojité v bodě f(x) ∈ Y . Pak složené zobrazeńı g◦f : X → Z
je spojité v bodě x.

Důkaz. (a) Je-li f spojité v x, pak pro libovolný element U jisté lokálńı báze topologie
v bodě f(x) existuje okoĺı V bodu x tak, že f(V ) ⊂ U ; plat́ı tedy V ⊂ f−1(U). Obráceně
předpokládejme, že pro každý element U lokálńı báze topologie v bodě f(x) množina
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f−1(U) obsahuje okoĺı bodu x. Bud’ W libovolné okoĺı bodu f(x), U takový element
lokálńı báze v bodě f(x), že U ⊂W . Pak f−1(U) obsahuje okoĺı V bodu x a pro toto okoĺı
plat́ı f(V ) ⊂ U ⊂W ; f je tedy spojité v x.

(b) Bud’ U okoĺı bodu g ◦ f(x). Podle předpokladu existuje okoĺı V bodu f(x) tak, že
g(V ) ⊂ U , a okoĺı W bodu x tak, že f(W ) ⊂ V . Pro okoĺı W plat́ı g ◦ f(W ) ⊂ U ; g ◦ f je
tedy spojité v bodě x.

Věta 2. Bud’ f : X → Y zobrazeńı topologických prostor̊u. Následuj́ıćı podmı́nky jsou
ekvivalentńı:

(1) f je spojité.
(2) Pro libovolnou množinu A ⊂ X plat́ı f(clA) ⊂ cl f(A).
(3) Vzor libovolné uzavřené množiny v Y je uzavřená množina v X.
(4) Vzor libovolné otevřené množiny v Y je otevřená množina v X.
(5) Vzor libovolné otevřené množiny, patř́ıćı systému generátor̊u topologie Y je otevřená

množina v X.

Důkaz. 1. Ukážeme, že z podmı́nky (1) vyplývá podmı́nka (2). Bud’ A ⊂ X množina,
y ∈ f(clA) libovolný bod, U jeho okoĺı. Existuje bod x ∈ clA a jeho okoĺı V tak, že
y = f(x), V ⊂ f−1(U). x paťŕı množině clA = intA ∪ frA, takže V ∩ A 6= ∅ a tedy
A∩f−1(U) 6= ∅ a existuje bod x′ ∈ A∩f−1(U). Pro tento bod f(x′) ∈ f(A)∩U a množina
f(A)∩U je neprázdná. Znamená to, že y /∈ ext f(A), t.j. y ∈ int f(A) ∪ fr f(A) = cl f(A).

2. Ukážeme, že z (2) vyplývá (3). Bud’ B ⊂ Y uzavřená množina, A = f−1(B).
Podle předpokladu f(clA) ⊂ cl f(A) = cl f(f−1(B)) = cl(B ∩ f(X)) ⊂ clB = B. Odtud
clA ⊂ f−1(f(clA)) ⊂ f−1(B) = A ⊂ clA, což je možné jen když clA = A. f−1(B) je
tedy množina uzavřená.

3. Pro libovolnou množinu B ⊂ Y plat́ı X \ f−1(B) = f−1(Y \ B). Předpokládejme,
že plat́ı podmı́nka (3). Pak pro libovolnou otevřenou množinu B ⊂ Y množina Y \ B je
uzavřená a tedy f−1(Y \ B) = X \ f−1(B) je uzavřená v X; f−1(B) je tedy množina
otevřená.

4. Z podmı́nky (4) evidentně vyplývá (5).
5. Předpokládejme, že je splněna podmı́nka (5). Bud’ x ∈ X libovolný bod, U okoĺı

bodu f(x). Necht’ W je element báze topologie Y takový, že f(x) ∈ W ⊂ U . Pak W =
V1 ∩ · · · ∩ Vk pro jisté množiny V1, . . . , Vk paťŕıćı systému generátor̊u topologie Y . Jelikož
f−1(W ) = f−1(V1)∩· · ·∩f−1(Vk), f

−1(W ) ⊂ X je množina otevřená. Přitom x ∈ f−1(W )
a f(f−1(W )) = W∩f(X) ⊂W ⊂ U , takže f je spojité v bodě x a z libovolnosti x vyplývá,
že je spojité. Z podmı́nky (5) tedy vyplývá (1) a d̊ukaz je ukončen.

Zobrazeńı f : X → Y topologických prostor̊u se nazývá otevřené, je-li obraz f(U)
libovolné otevřené množiny U ⊂ X množina otevřená.

Věta 3. (a) K tomu, aby zobrazeńı f : X → Y topologických prostor̊u bylo otevřené,
stač́ı, aby obraz f(U) libovolného elementu U báze topologie topologického prostoru X byl
množina otevřená v Y .

(b) Kompozice dvou otevřených zobrazeńı je otevřená zobrazeńı.

Důkaz. (a) Pro obraz sjednoceńı
⋃

Uι systému množin (Uι)ι∈I plat́ı f(
⋃

Uι) =
⋃

f(Uι);
odsud ihned plyne tvrzeńı.

(b) Tvrzeńı je zřejmé.

Zobrazeńı topologických prostor̊u f : X → Y se nazývá homeomorfismus, je-li bijektivńı
a obě zobrazeńı f , f−1 jsou spojitá. Topologické prostory X, Y se nazývaj́ı homeomorfńı,
existuje-li homeomorfismus f : X → Y .
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Věta 4. K tomu, aby bijekce topologických prostor̊u byla homeomorfismus, je nutné a
stač́ı, aby byla spojitá a otevřená.

Důkaz. Bud’ f : X → Y bijekce topologických prostor̊u. Je-li f homeomorfismus, pak
je spojité a otevřené. Předpokládejme, že f je spojité a otevřené. Označme g = f−1. Pro
otevřenou množinu U ⊂ X dostáváme g−1(U) = f(U), což je množina otevřená, takže
zobrazeńı g muśı být spojité (Věta 2. odst. 2.1 str. 18).

2.2. Srovnatelné topologie

Bud’ X množina, τ1, τ2 dvě topologie na X. Řı́káme, že topologie τ1 je slabš́ı (resp.
silněǰśı) než τ2 , jestliže τ1 ⊂ τ2 (resp. τ1 ⊃ τ2). Řı́káme, že τ1, τ2 jsou srovnatelné, je-li
jedna z nich slabš́ı než druhá; v opačném př́ıpadě ř́ıkáme, že jsou nesrovnatelné.

Snadno lze odvodit kriterium srovnatelnosti topologíı.

Věta 5. Bud’ X množina, τ1, τ2 dvě topologie na X, X1 (resp. X2) množina X s to-
pologíı τ1 (resp. τ2). Následuj́ıćı tři podmı́nky jsou ekvivalentńı:

(1) Identické zobrazeńı idX : X1 → X2 je spojité.
(2) Topologie τ1 je silněǰśı než τ2.
(3) Libovolná množina, patř́ıćı systému generátor̊u topologie τ2, je prvkem τ1.

Důkaz. Tvrzeńı vyplývá z ekvivalentńıch podmı́nek (1), (4), (5) Věty 2. odst. 2.1 str.
18.

Bud’ f : X → Y spojité zobrazeńı topologických prostor̊u. Zeslab́ıme-li (resp. ześıĺıme-
li) topologii na množině Y (resp. X), spojitost f se t́ım nenaruš́ı. Ukážeme to.

Věta 6. (a) Bud’ X topologický prostor, Y množina, f : X → Y zobrazeńı. Necht’ τ1,
τ2 jsou dvě srovnatelné topologie na Y , τ1 ⊂ τ2. Pak je-li f spojité v topologii τ2, je spojité
i v topologii τ1.

(b) Bud’ Y topologický prostor, X množina, f : X → Y zobrazeńı. Necht’ σ1, σ2 jsou
dvě srovnatelné topologie na X, σ1 ⊂ σ2. Pak je-li f spojité v topologii σ1, je spojité i
v topologii σ2.

Důkaz. Obě tvrzeńı ihned vyplývaj́ı z podmı́nek (1), (4) Věty 2. odst. 2.1 str. 18.

2.3. Iniciálńı topologie

Ukážeme, že systém zobrazeńı dané množiny do topologických prostor̊u definuje na této
množině jistou topologii.

Věta 7. Bud’ X množina, (Yι)ι∈I systém topologických prostor̊u a předpokládejme, že
ke každému ι ∈ I je dáno zobrazeńı fι : X → Yι. Pak systém množin f−1

ι (Uι), kde ι ∈ I a Uι

prob́ıhá otevřené množiny v Yι, je systém generátor̊u topologie na X. Topologie, generovaná
t́ımto systémem generátor̊u, je nejslabš́ı ze všech topologíı, pro která jsou všechna zobrazeńı
fι spojitá.
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Důkaz. Systém σ všech množin tvaru f−1
ι (Uι) pokrývá X a je tedy systémem generá-

tor̊u jisté topologie na X (Věta 8. (c) odst. 1.4 str. 6). Uvažujeme-li X s touto topologíı,
je evidentně každé zobrazeńı fι spojité: vzory otevřených množin jsou otevřené množiny
(Věta 2. odst. 2.1 str. 18). Označme τ topologii, generovanou systémem σ, a uvažujme
libovolnou daľśı topologii τ ′ na X takovou, že všechna zobrazeńı fι : X → Y jsou spojitá
vzhledem k τ ′. Bud’ V ⊂ X množina, paťŕıćı τ . V je sjednoceńı jistého systému konečných
pr̊unik̊u množin ze systému σ; ze spojitosti zobrazeńı fι však vyplývá, že každá z množin
systému σ je otevřená v topologii τ ′. Podle definice topologie konečné pr̊uniky množin ze
σ muśı také paťrit systému τ ′ a jejich sjednoceńım dostaneme opět elementy τ ′. Tı́m je
ukázáno, že τ ⊂ τ ′ a d̊ukaz je ukončen.

Bud’ X množina, (Yι)ι∈I systém topologických prostor̊u, fι : X → Yι, ι ∈ I, zobrazeńı.
Nejslabš́ı z topologíı na X, pro které jsou všechna zobrazeńı fι spojitá, se nazývá iniciálńı
topologie, asociovaná se systémem zobrazeńı (fι)ι∈I .

Věta 8. Bud’ X topologický prostor s iniciálńı topologíı, asociovanou se systémem zob-
razeńı (fι)ι∈I , kde fι je zobrazeńı X do topologického prostoru Yι, Z topologický pro-
stor. Zobrazeńı g : Z → X je spojité tehdy a jen tehdy, když pro každé ι ∈ I zobrazeńı
fι ◦ g : Z → Yι je spojité.

Důkaz. Předpokládejme, že g je spojité. Pak fι◦g je spojité pro každé ι jako kompozice
spojitých zobrazeńı (Věta 1. (b) odst. 2.1 str. 17).

Obráceně předpokládejme, že fι ◦ g je spojité pro každé ι. Bud’ z ∈ Z libovolný bod, U
okoĺı bodu g(z). Z definice iniciálńı topologie vyplývá, že existuje konečná množina J ⊂ I
tak, že pro každé ι ∈ J lze naj́ıt otevřenou množinu Vι ⊂ Yι tak, že g(z) ∈ ⋂ι∈J f

−1(Vι) ⊂
U . Ovšem g−1(U) ⊃ g−1(

⋂

ι∈J f
−1(Vι)) =

⋂

ι∈J g
−1f−1

ι (Vι) a podle předpokladu každá z
množin g−1f−1

ι (Vι) je okoĺı bodu z. Konečný pr̊unik W =
⋂

ι∈J g
−1f−1

ι (Vι) je tedy také
okoĺı bodu z. Přitom g(W ) ⊂ U , takže zobrazeńı g je spojité v bodě z. Jeho spojitost nyńı
vyplývá z libovolnosti bodu z.

Připomeňme si, že systém (Yι)ι∈I podmnožin množiny Y takový, že Yι ∩ Yκ = ∅ pro
každé ι, κ ∈ I a

⋃

Yι = Y , se nazývá rozklad množiny Y .
Dokážeme nyńı větu o tranzitivitě iniciálńı topologie.

Věta 9. Bud’ X množina, (Zι)ι∈I systém topologických prostor̊u, (Yκ)κ∈K systém
množin. Předpokládejme, že je dán rozklad (Jκ)κ∈K indexové množiny I. Necht’ pro
každé κ ∈ K je dáno zobrazeńı hκ : X → Yκ a pro každé κ ∈ K, ι ∈ Jκ zobra-
zeńı gικ : Yκ → Zι. Uvažujme na každé z množin Yκ iniciálńı topologii, asociovanou se
systémem zobrazeńı (gικ)ι∈Jκ . Pak iniciálńı topologie na X, asociovaná se systémem zobra-
zeńı (gικ ◦hκ)κ∈K,ι∈Jκ, je totožná s iniciálńı topologíı, asociovanou se systémem zobrazeńı
(hκ)κ∈K .

Důkaz. Ke každému ι ∈ I existuje jediné κ ∈ K tak, že ι ∈ Jκ. Označme fι = gικ ◦ hκ;
vzniká komutativńı diagram
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Dále označme σ1 (resp. σ2) systém generátor̊u topologie naX, tvořený množinami f−1
ι (Uι),

kde Uι prob́ıhá otevřené množiny v Zι (resp. množinami h−1
κ (Vκ), kde Vκ prob́ıhá otevřené

množiny v Yκ). Necht’ τ1 (resp. τ2) je topologie, generovaná systémem generátor̊u σ1 (resp.
σ2). Chceme ukázat, že τ1 = τ2. Pro každou otevřenou množinu Uι ⊂ Zι plat́ı f−1

ι (Uι) =
h−1

κ (g−1
ικ (Uι)); přitom g−1

ικ (Uι) je otevřená množina v Yκ. Plat́ı tedy σ1 ⊂ σ2 a τ1 ⊂ τ2.

Dokážeme, že τ1 ⊃ τ2. K tomu stač́ı ukázat, že každý element σ2 paťŕı τ1. Bud’ Vκ ⊂ Yκ

otevřená množina. Vκ se dá vyjádřit ve tvaru sjednoceńı konečných pr̊unik̊u množin tvaru
g−1
ικ (Uι), ι ∈ Jκ, kde Uι prob́ıhá otevřené množiny v Zι. h

−1
κ (Vκ) se tedy dá vyjádřit jako

sjednoceńı konečných pr̊unik̊u množin tvaru h−1
κ g−1

ικ (Uι) = f−1
ι (Uι) a muśı paťrit topologii

τ1.

Celkově tedy τ1 = τ2, což jsme chtěli dokázat.

2.4. Finálńı topologie

Systém topologických prostor̊u spolu s jejich zobrazeńımi do dané množiny definuje
jistou topologii na této množině. Konstrukce této topologie je obsažena v následuj́ıćı větě.

Věta 10. Bud’ X množina, (Yι)ι∈I systém topologických prostor̊u a předpokládejme, že
pro každé ι ∈ I je dáno zobrazeńı fι : Yι → X. Systém všech množin U ⊂ X takových,
že f−1

ι (U) ⊂ Yι je otevřená množina pro každé ι ∈ I, je topologie na X. Tato topologie je
nejsilněǰśı ze všech topologíı, pro které jsou všechna zobrazeńı fι spojitá.

Důkaz. Označme τ systém všech množin U ⊂ X takových, že f−1
ι (U) ⊂ Yι je množina

otevřená pro každé ι ∈ I. Evidentně ∅, X ∈ τ . Dále pro libovolný systém množin (Uκ)κ∈K

v X a pro každé ι ∈ I plat́ı f−1
ι (

⋃

Uκ) =
⋃

f−1
ι (Uκ) a pro libovolné dvě množiny U , V ⊂ X

a libovolné ι ∈ I plat́ı f−1
ι (U ∩ V ) = f−1

ι (U)∩ f−1
ι (V ). Z těchto vztah̊u ihned vyplývá, že

τ je topologie na X. Bud’ τ ′ jiná topologie na X a předpokládejme, že každé ze zobrazeńı
fι : Yι → X je vzhledem k této topologii spojité. Necht’ W ∈ τ ′. Pak f−1

ι (W ) ⊂ Yι je
množina otevřená pro každé ι ∈ I, W tedy muśı paťrit topologii τ ; plat́ı tedy τ ′ ⊂ τ a
d̊ukaz je ukončen.

Bud’ X množina, (Yι)ι∈I systém topologických prostor̊u. Necht’ je pro každé ι ∈ I dáno
zobrazeńı fι : Yι → X. Nejsilněǰśı z topologíı na X, pro které jsou všechna zobrazeńı fι

spojitá, se nazývá finálńı topologie asociovaná se systémem zobrazeńı (fι)ι∈I .

Věta 11. Bud’ X topologický prostor s finálńı topologíı, asociovanou se sytémem zob-
razeńı (fι)ι∈I , fι : Yι → X, Z topologický prostor. K tomu, aby zobrazeńı g : X → Z bylo
spojité, je nutné a stač́ı, aby pro každé ι ∈ I zobrazeńı g ◦ fι : Yι → Z bylo spojité.

Důkaz. Je-li g spojité, pak složené zobrazeńı g ◦ fι je také spojité (Věta 1. (b) odst.
2.1 str. 17). Obráceně předpokládejme, že zobrazeńı g ◦ fι je spojité pro každé ι ∈ I. Bud’

U ⊂ Z otevřená množina. Podle předpokladu množina (g ◦ fι)
−1(U) = f−1

ι (g−1(U)) ⊂ Yι

je otevřená pro každé ι ∈ I (Věta 2. odst. 2.1 str. 18). g−1(U) ⊂ X je tedy množina
otevřená ve finálńı topologii na X a zobrazeńı g muśı být spojité (Věta 2. odst. 2.1 str.
18).

Vlastnost tranzitivity finálńı topologie je vyjádřena touto větou.
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Věta 12. Bud’ X množina, (Zι)ι∈I systém topologických prostor̊u, (Yκ)κ∈K systém
množin. Předpokládejme, že je dán rozklad (Jκ)κ∈K indexové množiny I. Necht’ pro každé
κ ∈ K je dáno zobrazeńı hκ : Yκ → X a pro každé κ ∈ K, ι ∈ Jκ zobrazeńı gκι : Zι → Yκ.
Uvažujme každé Yκ s finálńı topologíı, asociovanou se systémem zobrazeńı (gκι)ι∈Jκ. Pak
finálńı topologie, asociovaná se systémem zobrazeńı (hκ ◦ gκι)κ∈K,ι∈Jκ, je totožná s finálńı
topologíı, asociovanou se systémem zobrazeńı (hκ)κ∈K .

Důkaz. Pro každé ι ∈ I označme fι = hκ ◦ gκι, kde index κ je definován z požadavku
ι ∈ Jκ. Dostáváme komutativńı diagram

Z
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Označme τ1 (resp. τ2) finálńı topologii na X, asociovanou se systémem zobrazeńı (fι)ι∈I

(resp. (hκ)κ∈K). Bud’ U ⊂ X element τ2; pak ze spojitosti složeného zobrazeńı fι = hκ◦gκι

vyplývá, že f−1
κ (U) ⊂ Zι je množina otevřená. U tedy paťŕı τ1 a máme τ2 ⊂ τ1. Obráceně

necht’ U ∈ τ1. Pak f−1
ι (U) ⊂ Zι je množina otevřená. Dále f−1

ι (U) = g−1
κι (h−1

κ (U)), takže
podle definice finálńı topologie h−1

κ (U) ⊂ Yκ je množina otevřená a U muśı být prvkem
τ2. Celkově τ1 = τ2, což jsme chtěli dokázat.

2.5. Př́ıklady

(1) Každé zobrazeńı diskrétńıho topologického prostoru do libovolného topologického
prostoru je spojité.

(2) Každé zobrazeńı libovolného topologického prostoru do triviálńıho topologického
prostoru je spojité.

(3) Bud’te X, Y množiny. Zobrazeńı f : X → Y tvaru f(x) = y0, kde y0 ∈ Y je pevný
bod, se nazývá konstantńı. Každé konstantńı zobrazeńı topologických prostor̊u je spojité.

(4) Spojité reálné funkce reálné proměnné. Uvažujme množinu reálnlých č́ısel R
s přirozenou topologíı (př. (3) odst. 1.8 str. 9). Ukážeme, že zobrazeńı f : R → R je
spojité tehdy a jen tehdy, když je splněna tato podmı́nka: Ke každému ε > 0 existuje
δ > 0 takové, že ze vztahu |x− x0| < δ vyplývá |f(x) − f(x0)| < ε.

Necht’ f je spojité v x0, necht’ ε > 0 je libovolné. Pak I = (f(x0)− ε, f(x0)+ ε) je okoĺı
bodu f(x0) a tedy existuje okoĺı V bodu x0 tak, že f(V ) ⊂ I. Jelikož přirozená topologie
R je generovaná otevřenými intervaly, existuje otevřený interval J ⊂ V obsahuj́ıćı x0;
možno přitom předpokládat, že J = (x0 − δ, x0 + δ) pro jisté δ > 0. Existuje tedy δ > 0
tak, že z podmı́nky |x− x0| < δ vyplývá f(x) ∈ I, t.j. |f(x) − f(x0)| < ε.

Obráceně předpokládejme, že je splněna výše uvedená podmı́nka. Necht’ U je libovolné
okoĺı bodu f(x0). Z definice přirozené topologie vyplývá, že existuje otevřený interval I
obsahuj́ıćı f(x0) tak, že I ⊂ U ; po př́ıpadném zmenšeńı tohoto intervalu lze předpokládat,
že I = (f(x0)−ε, f(x0)+ε) pro jisté ε > 0. Najdeme δ > 0 tak, že z podmı́nky |x−x0| < δ
vyplývá |f(x) − f(x0)| < ε, a polož́ıme J = (x0 − δ, x0 + δ). J je okoĺı bodu x0 a plat́ı
f(J) ⊂ I ⊂ U ; z libovolnosti U nyńı vyplývá spojitost zobrazeńı f v bodě x0.
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(5) Uvedeme dva př́ıklady nespojitých zobrazeńı. V obou př́ıkladech R označuje
množinu reálných č́ısel s přirozenou topologíı.

Funkce f : R → R, definovaná vztahem

f(x) =

{

0, x ≤ 0,

1, x > 0,

neńı spojitá v bodě x = 0. Ve všech ostatńıch bodech je spojitá.
Funkce f : R → R, definovaná vztahem

f(x) =

{

1, x ∈ Q,

0, x ∈ R \Q,

neńı spojitá v žádném bodě. Tato funkce se nazývá Dirichletova funkce.
Ukážeme, že Dirichletova funkce neńı spojitá v žádném bodě. Necht’ např. x ∈ Q. Pak

f(x) = 1 a zvolme okoĺı U bodu 1 ve tvaru U = (1
2 ,

3
2). Bud’ V libovolné okoĺı bodu x. V

zřejmě obsahuje iracionálńı č́ıslo y a plat́ı f(y) = 0 /∈ U , takže f(V ) 6⊂ U . Funkce f tedy
neńı spojitá v bodě x ∈ Q. Analogicky se vyšeťŕı př́ıpad x ∈ R \ Q.

(6) Triviálńı (resp. diskrétńı) topologie na množině X je nejslabš́ı (resp. nejsilněǰśı) ze
všech topologíı na X. Jinými slovy τT ⊂ τ ⊂ τD pro libovolnou topologii τ , kde τT (resp.
τD)je triviálńı (resp. diskrétńı) topologie na X.

Pro topologii triviálńı τT , konečných doplňk̊u τK , přirozenou τ , Sorgenfreyovou τS a
diskrétńı τD na množině reálných č́ısel R plat́ı τT ⊂ τK ⊂ τ ⊂ τS ⊂ τD.

(7) Vzor topologie, obraz topologie. Bud’ X množina, Y topologický prostor s topolo-
gíı τY , f : X → Y zobrazeńı. Iniciálńı topologie na X, asociovaná se systémem zobrazeńı
{f}, se nazývá vzor topologie τY vzhledem k zobrazeńı f . V tomto odstavci budeme vzor
topologie τY vzhledem k f označovat f−1τY .

Podle definice iniciálńı topologie systém množin f−1(V ), kde V prob́ıhá τ , je systém
generátor̊u topologie f−1τY . Ze vztah̊u pro vzor sjednoceńı systému množin a vzor pr̊uniku
dvou množin vzhledem k zobrazeńı f je ihned vidět, že tento systém generátor̊u splývá s
toplogíı f−1τY .

Bud’ nyńı X topologický prostor s topologíı τX , Y množina, f : X → Y zobrazeńı.
Finálńı topologie na Y , asociovaná se systémem zobrazeńı {f}, se nazývá obraz topologie
τX vzhledem k zobrazeńı f . Obraz topologie τX vzhledem k f označujeme fτX .

Podle definice topologie fτX je tvořena všemi množinami V ⊂ Y , pro které f−1(V ) ∈
τX .

Bud’ X množina, Y topologický prostor s topologíı τY , f : X → Y zobrazeńı. Pak
ff−1τY je daľśı topologie na Y . Necht’ V ∈ τY . Jelikož f je spojité vzhledem k topologii
f−1τY na X, f−1(V ) ∈ f−1τY a tedy podle definice obrazu topologie V ∈ ff−1τY . Plat́ı
tedy τY ⊂ ff−1τY .

Podobně necht’ X je topologický prostor s topologíı τX , Y množina, f : X → Y zobra-
zeńı. Pak f−1fτX je daľśı topologie na X. Pro množinu U ∈ f−1fτX dostáváme z definice
vzoru topologie, že U = f−1(V ) pro jisté V ∈ fτX a ze spojitosti f pak vyplývá, že
f−1(V ) ∈ τX , t.j. f−1fτX ⊂ τX .

Nyńı necht’ X (resp. Y ) je topologický prostor s topologíı τX (resp. τY ), f : X → Y
spojité zobrazeńı. Ukázali jsme, že plat́ı τY ⊂ ff−1τY , f−1fτX ⊂ τX . Dále f−1τY je
nejslabš́ı z topologíı na X, pro které je zobrazeńı f spojité (pro pevné τY ), t.j. f−1τY ⊂
τX . Podobně fτX je nejsilněǰśı z topologíı na Y , pro které je zobrazeńı f spojité, takže
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τY ⊂ fτX . Ze vztahu f−1τY ⊂ τX ovšem vyplývá ff−1τY ⊂ fτX a ze vztahu τY ⊂ fτX
vyplývá f−1τY ⊂ f−1fτX . Celkově tedy plat́ı

τY ⊂ ff−1τY ⊂ fτX , f−1τY ⊂ f−1fτX ⊂ τX .

Ukážeme, že

f−1ff−1τY = f−1τY .

Podle definice zobrazeńı f : (X, f−1τY ) → (Y, τY ), f : (X, f−1τY ) → (Y, ff−1τY ) jsou
spojitá a topologie f−1ff−1τY je nejslabš́ı z topologíı τ na X, pro které f : (X, τ) →
(Y, ff−1τY ) je zobrazeńı spojité; plat́ı tedy f−1ff−1τY ⊂ f−1τY . Na druhé straně jsme
již ukázali, že τY ⊂ ff−1τY . Zeslab́ıme-li topologii ff−1τY , dostaneme spojité zobrazeńı
f : (X, f−1ff−1τY ) → (Y, τY ). Přitom f−1τY je nejslabš́ı z topologíı σ, pro které f :
(X,σ) → (Y, τY ) je zobrazeńı spojité. Plat́ı tedy f−1τY ⊂ f−1ff−1τY . Spojeńım výše
uvedených inkluźı dostáváme požadovanou rovnost.

Podobně se ukáže, že

ff−1fτX = fτX .

Z definice vyplývá, že zobrazeńı f : (X, τX) → (Y, fτX), f : (X, f−1fτX) → (Y, fτX) jsou
spojitá a topologie ff−1fτX je nejsilněǰśı z topologíı τ na Y , pro které f : (X, f−1fτX) →
(Y, τ) je zobrazeńı spojité; plat́ı tedy ff−1fτX ⊃ fτX . Na druhé straně jsme ukázali, že
f−1fτX ⊂ τX . Ześıĺıme-li topologii f−1fτX , dostaneme spojité zobrazeńı f : (X, τX) →
(Y, ff−1fτX). Přitom fτX je nejsilněǰśı z topologíı σ, pro které f : (X, τX) → (Y, σ) je
zobrazeńı spojité. Plat́ı tedy fτX ⊃ ff−1fτX . Spojeńım odvozených inkluźı dostaneme
požadovanou rovnost.

Cvičeńı

Spojitá zobrazeńı

1. Bud’ R množina reálných č́ısel s přirozenou topologíı. Ukážeme, že následuj́ıćı zobrazeńı
f : R → R jsou spojitá: (a) f(x) = x2, (b) f(x) = x.

Ř e š e n ı́ . Využijeme př. (4) odst. 2.5 str. 22. K d̊ukazu spojitosti v bodě x0 k danému ε > 0
zvoĺıme (a) δ =

√

f(x0) + ε− |x0|, (b) δ = ε.

2. Vyšetřete znovu spojitost zobrazeńı (a), (b) ze cv. 1, jestliže f je zobrazeńı množiny R
s přirozenou topologíı do množiny R s topologíı (a) Sorgenfreyovou, (b) konečných doplňk̊u, (c)
triviálńı, (d) diskrétńı, (e) tvořenou množinami ∅, {x ∈ R | x > a, a ∈ R}.

Ř e š e n ı́ . Z Věty 6. (a) odst. 2.2 str. 19 a př. (6) odst. 2.5 str. 23 dostaneme, že obě zobrazeńı
jsou spojitá v topologii (b), (c), (e). Z Věty 2. odst. 2.1 str. 18 plyne, že tato zobrazeńı nejsou
spojitá v žádné z topologíı (a), (d).

3. Uvažujme množinu reálných č́ısel s přirozenou topologíı a Dirichletovu funkci f : R → R
(př. (4) odst. 2.5 str. 22). Ukažte, že funkce g : R → R, definovaná vztahem g(x) = x · f(x), je
spojitá právě v jednom bodě.

Ř e š e n ı́ . Plat́ı g(x) = x pro x racionálńı a g(x) = 0 pro x iracionálńı. Necht’ x = 0. Pak g(x) = 0
a pro každé ε > 0 je množina V = (−ε, ε) okoĺı bodu g(0). Zvolme δ ≤ ε. Pak g((−δ, δ)) ⊂ V , t.j.
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g je spojitá v bodě 0. Je-li x 6= 0 racionálńı, pak g neńı spojitá v bodě x; stač́ı zvolit okoĺı V bodu
g(x) tak, že 0 /∈ V . Podobně ukážeme, že g neńı spojitá v žádném iracionálńım bodě x: zvoĺıme-li
V = (−ε, ε), kde ε < x, pak pro žádné okoĺı U bodu x neplat́ı g(U) ⊂ V .

4. Uvažujte množinu X = {1, 2, 3, 4, 5} a systém jej́ıch podmnožin σ = {∅, {1}, {1, 2}, {1, 2, 3},
{1, 2, 4}, {1, 5}}. Dokažte, že tento systém tvoř́ı bázi topologie, a určete tuto topologii. Necht’

f, g, h : X → X jsou zobrazeńı, definovaná vztahy

f(1) = 1, f(2) = 1, f(3) = 2, f(4) = 4, f(5) = 5,
g(1) = 3, g(2) = 1, g(3) = 2, g(4) = 5, g(5) = 1,
h(1) = 3, h(2) = 2, h(3) = 3, h(4) = 4, h(5) = 4.

Určete, zda zobrazeńı f , g, h jsou spojitá; neńı-li některé z nich spojité, určete jeho body nespoji-
tosti.

Ř e š e n ı́ . Aplikujeme Větu 8. odst. 1.4 str. 6. Jelikož ∅ ∈ σ, sjednoceńı množin ze σ je rovno
X a pr̊unik libovolných dvou množin ze σ je opět prvek σ, systém podmnožin σ je báze topo-
logie na X . Tuto topologii dostaneme ze σ pomoćı operace sjednoceńı. Vzniká topologie τ =
{∅, {1}, {1, 2}, {1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 5}, {1, 2, 5}, {1, 2, 3, 4}, {1, 2, 3, 5}, {1, 2, 4, 5}, {1, 2, 3, 4, 5}}.

Zobrazeńı f je spojité, nebot’ vzorem každé otevřené množiny je množina otevřená. Zobrazeńı
g neńı spojité: vzorem otevřené množiny {1}, {1, 2}, {1, 2, 4}, {1, 5}, {1, 2, 5}, {1, 2, 4, 5} je po řadě
množina {2, 5}, {2, 3, 5}, {2, 3, 5}, {2, 3, 4, 5}, {2, 3, 4, 5}, která neńı otevřená. Body nespojitosti g
nyńı urč́ıme z definice; dostaneme body 2, 3, 4, 5. Analogicky zjist́ıme, že zobrazeńı h neńı spojité
a jeho body nespojitosti jsou 2, 4, 5.

5. Zobrazeńı topologických prostor̊u f : X → Y je homeomorfismus tehdy a jen tehdy, když
je bijekce a pro každou množinu A ⊂ X plat́ı f(clA) = cl f(A). Dokažte.

Ř e š e n ı́ . Bud’ f homeomorfismus. Pak f je spojitá bijekce a tedy f(clA) ⊂ cl f(A) (Věta 2.
odst. 2.1 str. 18). Stač́ı tedy ukázat, že cl f(A) ⊂ f(clA). Ze spojitosti zobrazeńı f−1 vyplývá
f−1(cl f(A)) ⊂ cl f−1(f(A)) = clA odkud cl f(A) ⊂ f(clA).

Obráceně bud’ f bijekce taková, že pro libovolnou množinu A ⊂ X plat́ı f(clA) = cl f(A). Pak
f je spojité (Věta 2. odst. 2.1 str. 18). Ukážeme, že f−1 je zobrazeńı spojité. Bud’ A ⊂ X libovolná
uzavřená množina. Pak jej́ım vzorem je množina (f−1)−1(A) = f(A) ⊂ Y . Podle předpokladu
ovšem f(A) = f(clA) = cl f(A), takže f(A) je množina uzavřená. Nyńı aplikujeme podmı́nku (3)
Věty 2. odst. 2.1 str. 18.

6. Uvažujme množinu reálných č́ısel R s přirozenou topologíı, jej́ı podmnožiny s topologíı
indukovanou (cv. 4, kap. 1).

Ukažte, že následuj́ıćı topologické prostory jsou homeomorfńı:
(a) neprázdné omezené otevřené intervaly (a, b), (c, d) ⊂ R,
(b) uzavřené intervaly [a, b], [c, d] ⊂ R, kde a < b, c < d,
(c) otevřený interval (a, b) ⊂ R (ne nutně omezený), R,
(d) intervaly [a, b), [c, d), kde a < b, c < d.

Ř e š e n ı́ . (a) Homeomorfismus intervalu (a, b) na interval (c, d) lze vybrat ve tvaru

f(x) =
c− d

a− b
· x+

ad− bc

a− b
.

(b) Výše uvedené zobrazeńı f je homeomorfismem také v tomto př́ıpadě.
(c) Zobrazeńı f(x) = tg x je homeomorfismus interval̊u (−π

2 ,
π
2 ), R, homeomorfismus interval̊u

(−π
2 , 0), (−∞, 0), a homeomorfismus interval̊u (0, π

2 ), (0,∞). Zbytek plyne z (a).
(d) Zobrazeńı f , definované v (a), je homeomorfismus také v tomto př́ıpadě.
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7. Množiny racionálńıch a iracionálńıch č́ısel nemohou být homeomorfńı v žádných topologíıch.
Ukažte.

Ř e š e n ı́ . Uvedené množiny maj́ı r̊uzné mohutnosti, neexistuje tedy mezi nimi bijekce.

Uzavřená zobrazeńı

Zobrazeńı f topologického prostoru X do topologického prostoru Y se nazývá uzavřené, jestliže
pro každou uzavřenou množinu A ⊂ X množina f(A) ⊂ Y je uzavřená.

8. Uved’te př́ıklad spojitého zobrazeńı, které (a) neńı otevřené, je uzavřené, (b) neńı uzavřené,
je otevřené, (c) neńı otevřené ani uzavřené.

Ř e š e n ı́ . (a) Uvažujme R s přirozenou topologíı. Zobrazeńı f : R → R, definované vztahem
f(x) = x2, je spojité, je uzavřené, ale neńı otevřené, nebot’ f((−1, 1) = [0, 1). Jiným př́ıkladem je
zobrazeńı f : A→ B, kde A = [0, 1] ∪ [2, 3], B = [0, 2], definované vztahem f(x) = x pro x ∈ [0, 1]
a f(x) = x − 1 pro x ∈ [2, 3], uvažujeme-li A a B jako topologické podprostory R. Plat́ı totiž
f([0, 1]) = [0, 1], což neńı množina otevřená v B. Nakonec konstantńı zobrazeńı f : R → R je
spojité a uzavřené a neńı otevřené.

(b) Zobrazeńı X → arc tg x je spojité a otevřené zobrazeńı množiny reálných č́ısel, uvažované s
přirozenou topologíı, do sebe; toto zobrazeńı neńı uzavřené, nebot’ obrazem R je otevřený interval
(−π

2 ,
π
2 ).

(c) Pro x ≤ 1 klademe f(x) = x2, pro x > 1 klademe f(x) = 1
x . Funkce f : R → R je spojitá a

neńı ani otevřená ani uzavřená v přirozené topologii na R.

9. Muśı být zobrazeńı topologických prostor̊u, které je otevřené i uzavřené, spojité?

Ř e š e n ı́ . Každé zobrazeńı f topologického prostoru X do diskrétńıho topologického prostoru
Y je otevřené a uzavřené. Přitom f nemuśı být spojité: jako př́ıklad můžeme vźıt X = Y s topologíı
slabš́ı než diskrétńı a f = idY .

10. Rozhodněte, zda plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı: Bijekce f topologického prostoru X na topolo-
gický prostor Y je homeomorfismus tehdy a jen tehdy, když je spojitá a uzavřená.

Ř e š e n ı́ . Tvrzeńı plat́ı, d̊ukaz je stejný jako d̊ukaz Věty 4. odst. 2.1 str. 19.

Srovnáńı topologíı

11. Uvažujme množinu `2 všech posloupnost́ı x = (x1, x2, x3, . . .) reálných č́ısel takových, že
∑

(xi)
2 < ∞, spolu s jej́ı přirozenou strukturou reálného vektorového prostoru a se skalárńım

součinem (x, y) =
∑

xiyi (porov. cvičeńı ke kap. 6). Položme ‖x‖ =
√

(x, x). Silnou topologii na
`2 definujeme jako topologii, jej́ıž lokálńı báze v bodě x0 ∈ `2 je tvořena množinami U(x0, ε) =
{x ∈ `2 | ‖x− x0‖ < ε, ε > 0} (tzv. báze silných okoĺı bodu x0). Slabou topologii na `2 definujeme
jako topologii, jej́ıž lokálńı báze v bodě x0 je tvořena množinami V (x0, (a1, . . . , ak)) = {x ∈ `2 |
sup{|(x−x0, aj)|} < 1, aj ∈ `2, 1 ≤ j ≤ k}, ve kterých k prob́ıhá přirozená č́ısla (tzv. báze slabých
okoĺı bodu x0) (porov. Věta 8. odst. 1.4 str. 6).

Ukažte, že slabá topologie na `2 je slabš́ı než silná a že tyto topologie nejsou totožné.

Ř e š e n ı́ . Ukážeme, že ke každému slabému okoĺı W libovolného bodu x0 ∈ `2 existuje element
U báze silných okoĺı bodu x0 tak, že U ⊂ W . Stač́ı vźıt W = V , kde V = V (x0, (a1, . . . , ak)).
Označme µ = sup{‖a1‖, . . . , ‖ak‖} a položme ε = 1

µ , U = U(x0, ε). Pak z podmı́nky x ∈ U

plyne |(x − x0, aj)| ≤ ‖x − x0‖ · ‖aj‖ < ( 1
µ) · µ = 1 pro každé j = 1, 2, . . . , k, kde jsme použili

Cauchyho–Bunjakovského nerovnost. Plat́ı tedy U ⊂ V a slabá topologie je slabš́ı než silná.
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Tyto topologie ovšem nejsou totožné. Bud’ U = U(x0, ε) element báze silných okoĺı bodu x0,
V = V (x0, (a1, . . . , ak)) libovolný element báze slabých okoĺı bodu x0. Z definice vyplývá, že
V obsahuje všechny body y ∈ `2, pro které (y − x0, aj) = 0, j = 1, 2, . . . , k. `2 je ovšem ne-
konečněrozměrný vektorový prostor; z toho, že jeho vektorový podprostor, generovaný vektory
a1, . . . , ak, je konečněrozměrný, vyplývá, že existuje vektor ξ ∈ `2, ξ 6= 0, tak, že (ξ, aj) = 0 pro
každé j. Pak ovšem (λ·ξ, aj) = 0 pro každé λ ∈ R a každé j. Zvoĺıme λ = 2ε

‖ξ‖ . Bod y = ( 2ε
‖ξ‖ )·ξ+x0

evidentně patř́ı množině V a ‖y − x0‖ = 2ε > ε, takže y /∈ U a V 6⊂ U . Ukázali jsme tedy, že silné
okoĺı bodu x0 neobsahuje slabé okoĺı x0.

12. Uved’te př́ıklady nesrovnatelných topologíı.

Ř e š e n ı́ . (1) X = {a, b}, τ1 = {∅, X, {a}}, τ2 = {∅, X, {b}}. (2) X = {a, b, c}, τ1 = {∅, X, {b}},
τ2{∅, X, {a, b}}, τ3 = {∅, X, {a}, {b, c}}. (3) X = R, τ1 přirozená topologie, τ2 topologie tvořená
množinami ∅, A, kde A ⊃ N, τ3 topologie, tvořená množinami ∅, A, kde bud’ A ⊃ {0, 1} nebo
A 6⊂ {0, 1}.

13. Bud’ X množina, τ1, τ2 topologie na X , τ1 ⊂ τ2. Je-li topologický prostor (X, τ1)
Hausdorff̊uv, pak také (X, τ2) je Hausdorff̊uv. Ukažte.

Ř e š e n ı́ . Tvrzeńı vyplývá z toho, že libovolná množina ze systému množin τ1 patř́ı systému
τ2.

14. Mějme dvě topologie τ1, τ2 na množiněX . Necht’ τ1 je slabš́ı než τ2, necht’ A je podmnožina
X . Je-li A uzavřená v topologii τ1, je uzavřená také v topologii τ2? Nalezněte vztah mezi vnitřkem
(vněǰskem, hranićı, uzávěrem, množinou hromadných bod̊u) množiny A v topologii τ1 a τ2.

Ř e š e n ı́ . Je-li A uzavřená v τ1, je uzavřená také v τ2.
Necht’ int(1)A (resp. int(2)A) označuje vnitřek množiny A v topologii τ1 (resp. τ2) a analogicky

zaved’me symboly pro vněǰsek, hranici, uzávěr a množinu hromadných bod̊u. Plat́ı

int(1)A ⊂ int(2)A, ext(1)A ⊂ ext(2)A, fr(1) ⊃ fr(2)A,

cl(1)A ⊃ cl(2)A, ac(1) ⊃ ac(2)A.

Ukážeme to. Jelikož int(1)A ⊂ A a podle předpokladu int(1)A ∈ τ2, z toho, že int(2)A je největš́ı
otevřená množina v topologii τ2, obsažená v A, vyplývá, že int(1)A ⊂ int(2)A. Druhý vztah plyne z
rovnosti int(X \A) = extA. Dále plat́ı fr(1)A = X \(int(1)A∪ext(1)A) ⊃ X \(int(2)A∪ext(2)A) =
fr(2)A. Předposledńı vztah vyplývá z definice uzávěru a ze vztahu fr(1)A ⊃ fr(2)A. Nakonec
posledńı vztah dostaneme z definice hromadného bodu.

Iniciálńı a finálńı topologie

15. (a) Bud’ X množina, Y topologický prostor, f : X → Y zobrazeńı. Předpokládejme, že Y
je Hausdorff̊uv. Je množina X se vzorem topologie topologického prostoru Y vzhledem k zobrazeńı
f Hausdorff̊uv topologický prostor?

(b) Bud’ X topologický prostor, Y množina, f : X → Y zobrazeńı. Předpokládejme, že X je
Hausdorff̊uv. Je množina Y s obrazem topologie topologického prostoru X vzhledem k zobrazeńı
f Hausdorff̊uv topologický prostor?

Ř e š e n ı́ . (a) X se vzorem topologie vzhledem k f obecně nemuśı být Hausdorff̊uv topologický
prostor. Existuj́ı-li dva r̊uzné body x1, x2 ∈ X tak, že f(x1) = f(x2), pak X neńı Hausdorff̊uv.

Předpokládejme nav́ıc, že zobrazeńı f je injektivńı. Pak f(x1) 6= f(x2) a lze naj́ıt okoĺı V1

(resp. V2) bodu x1 (resp. x2) tak, že V1 ∩ V2 = ∅. Pak x1 ∈ U1 = f−1(V1), x2 ∈ U2 = f−1(V2) a
U1 ∩ U2 = ∅. V tomto př́ıpadě tedy X je Hausdorff̊uv.

(b) Na př́ıkladě ukážeme, že množina Y s obrazem topologie X vzhledem k f nemuśı být
Hausdorff̊uv topologický prostor. Uvažujme množinu reálných č́ısel R s přirozenou topologíı,
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množinu X = {a, b}, kde a, b ∈ R, a < b, a zobrazeńı f : R → X , definované vztahem f(x) = a
pro x ≤ 0 a f(x) = b pro x > 0. Na X vzniká topologie fτ{∅, {b}, {a, b}}, která neńı Hausdorffova.

16. Určete, která topologie je (a) vzorem triviálńı topologie, (b) obrazem diskrétńı topologie.

Ř e š e n ı́ . Vzorem triviálńı topologie je triviálńı topologie. Obrazem diskrétńı topologie je to-
pologie diskrétńı: Bud’ f : X → Y zobrazeńı topologického prostoru X do množiny Y , y ∈ Y
libovolný bod. Množina f−1({y}) je otevřená, takže množina {y} muśı být otevřená v obrazu
topologie topologického prostoru X vzhledem k f .

17. Označme f−1τ vzor topologie τ vzhledem k zobrazeńı f .

(a) Bud’ f : X → Y konstantńı zobrazeńı množiny X do topologického prostoru Y s topologíı
τ . Pak f−1τ je triviálńı topologie. Obráceně necht’ Y je Hausdorff̊uv topologický prostor a necht’

f−1τ je triviálńı topologie. Pak zobrazeńı f je konstantńı. Ukažte.

(b) Necht’ f je surjektivńı zobrazeńı množiny X na topologický prostor Y s topologíı τ . Je-li
topologie f−1τ diskrétńı, pak τ je diskrétńı. Ukažte.

(c) Uved’te př́ıklad zobrazeńı f množiny X do topologického prostoru Y s topologíı τ , která
neńı diskrétńı, a přitom topologie f−1τ je diskrétńı.

Ř e š e n ı́ . (a) Z definice vzoru topologie ihned vyplývá, že je-li f konstantńı zobrazeńı, pak
f−1τ je triviálńı topologie.

Na druhé straně předpokládejme, že Y je Hausdorff̊uv topologický prostor a f−1τ = {∅, X}.
Necht’ V ∈ τ , V 6= ∅, Y . Pak f−1(V ) ∈ f−1τ , t.j. f−1(V ) = X , a tedy f(X) = V ∩ f(X),
t.j. V ⊃ f(X). Je-li f(X) jednoprvková množina, pak f je konstantńı. Předpokládejme, že f(X)
obsahuje dva r̊uzné body y1, y2. Pak tyto body maj́ı disjunktńı okoĺı, což neńı možné, nebot’

každé okoĺı y1 je zároveň okoĺım f(X). f(X) tedy nemůže obsahovat dva r̊uzné body a f je opět
konstantńı.

(b) Podle předpokladu {x} ∈ f−1τ pro každé x ∈ X . K bodu x ∈ X existuje bod y ∈ Y tak, že
x ∈ f−1(y) a tedy {y} je množina otevřená v Y . Evidentně y = f(x) a ze surjektivity f vyplývá,
že každá jednoprvková podmnožina Y je otevřená; Y je tedy diskrétńı topologický prostor.

(c) Uvažujme množinu reálných č́ısel R s přirozenou topologíı a pro každé n ∈ N položme
f(n) = n; dostáváme zobrazeńı f : N → R. Pro každé n plat́ı f−1((n − 1

2 , n + 1
2 )) = {n}. Vzor

přirozené toppologie je tedy v tomto př́ıpadě diskrétńı topologie na N.

18. Pro topologický prostor X s topologíı τ a zobrazeńı f , g, h : X → X , definovaná ve cv. 4
kap. 2, nalezněte (a) vzory topologie τ vzhledem k zobrazeńım f , g, h, (b) iniciálńı topologie na
X vzhledem k systému zobrazeńı {f, g, h}.

Ř e š e n ı́ . Podle cv. 4 X = {1, 2, 3, 4, 5} a τ = {∅, {1}, {1, 2}, {1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 5}, {1, 2, 5},
{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 3, 5}, {1, 2, 4, 5}, {1, 2, 3, 4, 5}}. Podle definice vzoru topologie tedy f−1τ = {∅,
{1, 2}, {1, 2, 3}, {1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5}, {1, 2, 3, 5}, X}, g−1τ = {∅, {2, 5}, {2, 3, 5}, {1, 2, 3, 5}, {2, 4, 5},
{2, 3, 4, 5}, X}, h−1τ = {∅, {2}, {1, 2, 3}, {2, 4, 5}, X}.

Systémem generátor̊u iniciálńı topologie na X vzhledem k systému zobrazeńı
{f, g, h} je systém množin f−1τ ∪ g−1τ ∪ h−1τ = {∅, {2}, {1, 2}, {2, 5}, {1, 2, 3}, {1, 2, 5}, {2, 3, 5},
{2, 4, 5}, {1, 2, 3, 4}, {1, 2, 3, 5}, X}. Bázi topologie dostaneme doplněńım tohoto systému o všechny
možné pr̊uniky jeho element̊u, samotnou iniciálńı topologii pak doplněńım báze o všechna možná
sjednoceńı element̊u báze.

19. Uvažujte zobrazeńı f : R → R, definované vztahem f(x) = x3 (resp. Dirichletovu funkci
f (př. (5) odst. 2.5 str. 23)). Určete

(a) vzor přirozené topologie vzhledem k f ,

(b) obraz přirozené topologie vzhledem k f .
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Ř e š e n ı́ . (a) Přirozená topologie (resp. topologie tvořená množinami ∅,Q,R \ Q,R),
(b) Přirozená topologie (resp. topologie tvořená množinami A ⊂ R takovými, že bud’ {0, 1} ⊂ A

nebo {0, 1} 6⊂ A).

20. Uvažujte trojprvkovou množinu A = {a, b, c}, množinu reálných č́ısel R s přirozenou
topologíı a zobrazeńı f : R → A, definované vztahem f(x) = a pro x < 0, f(x) = b pro x > 0 a
f(x) = c pro x = 0. Určete obraz přirozené topologie vzhledem k zobrazeńı f .

Ř e š e n ı́ . Nalezneme vzory všech podmnožin množiny A vzhledem k zobrazeńı f . Dostaneme
f−1(∅) = ∅, f−1({a}) = (−∞, 0), f−1({b}) = (0,∞), f−1({c}) = {0}, f−1({a, b}) = R \ {0},
f−1({b, c}) = [0,∞), f−1({a, c}) = (−∞, 0], f−1(A) = R. Hledaná topologie je tedy tvořena
množinami ∅, {a}, {b}, {a, b}, A.

21. Ukažte, že obraz libovolné topologie vzhledem ke konstantńımu zobrazeńı je topologie
diskrétńı.

Ř e š e n ı́ . Je-li zobrazeńı f : X → Y konstantńı, pak vzor libovolné množiny V ⊂ Y je bud’ ∅
nebo X . Je-li τ topologie X , pak tedy f−1(V ) ∈ τ a fτ muśı být diskrétńı topologie.

22. Bud’ (Yι)ι∈I systém topologických prostor̊u, (fι)ι∈I systém zobrazeńı definuj́ıćı finálńı
topologii na množině X . Ukažte, že množinu A ⊂ X je uzavřená právě tehdy, když každá z množin
f−1

ι (A) je uzavřená.

Ř e š e n ı́ . Bud’ A ⊂ X uzavřená. Pak podle definice finálńı topologie každá z množin f−1
ι (X \A)

je otevřená. Ze vztahu f−1
ι (X \ A) = X \ f−1

ι (A) tedy vyplývá, že f−1
ι (A) je množina uzavřená.

Opak dokážeme analogicky.

23. (a) Bud’ X (resp. Y ) topologický prostor s topologíı τX (resp.
τY ), f : X → Y spojité surjektivńı zobrazeńı. Předpokládejme, že f je bud’ otevřené nebo

uzavřené. Ukažte, že pak fτX = τY .
(b) Bud’ X topologický prostor s topologíı τ , Y množina, f : X → Y surjektivńı zobrazeńı. Muśı

být f otevřené nebo uzavřené vzhledem k obrazu fτ topologie τ?

Ř e š e n ı́ . (a) Bud’ U ∈ fτX libovolná množina. Podle definice obrazu topologie f−1(U) ∈
τX . Předpokládejme, že f je otevřené. Pak f(f−1(U)) je množina otevřená a ze surjektivity f
dostáváme f(f−1(U)) = U . Odtud fτX ⊂ τY . Na druhé straně τY ⊂ fτX (př. (7) odst. 2.5 str.
23), takže celkově fτX = τY .

Je-li f uzavřené, pak pro libovolné V ∈ fτX množina f−1(Y \ V ) = X \ f−1(V ) je množina
uzavřená a f(f−1(Y \ V )) je také množina uzavřená; ovšem ze surjektivity f vyplývá f(f−1(Y \
V )) = Y \ V , takže V ∈ τY a tedy fτX ⊂ τY . Opět podle př. (7) odst. 2.5 str. 23 τY ⊂ fτX , takže
celkově fτX = τY .

(b) Na př́ıkladě ukážeme, že f nemuśı být ani otevřené ani uzavřené. Uvažujme množinu reálných
č́ısel R s přirozenou topologíı, tř́ıprvkovou množinu Y = {a, b, c} a zobrazeńı f : R → Y , definované
vztahem f(x) = a pro x > 1, f(x) = b pro x < −1 a f(x) = c pro x ∈ [−1, 1]. Podle definice je
f spojité vzhledem k obrazu přirozené topologie na Y . Urč́ıme obraz přirozené topologie. Jelikož
f−1({a}) = (1,∞), f−1({b}) = (−∞,−1), f−1({c}) = [−1, 1], f−1({a, b}) = (1,∞) ∪ (−∞,−1),
f−1({b, c}) = (−∞, 1], f−1({a, c}) = [−1,∞), vid́ıme, že je tvořen množinami ∅, {a}, {b}, {a, b},
Y . Ovšem f((−1, 1)) = {c}, takže f neńı otevřené, a f([2, 3]) = {a}, takže f neńı uzavřené.





Část 3

Podprostory, součiny, faktorové prostory

Tato kapitola je věnována studiu topologíı, které vznikaj́ı přirozeným zp̊usobem na
podmnožinách topologických prostor̊u, na součinech systémů množin, na nichž je dána
topologická struktura, a na faktorových množinách topologických prostor̊u. Na podmno-
žině topologického prostoru vzniká tak vzor topologie vzhledem ke kanonickému vložeńı
podmnožiny do tohoto topologického prostoru, tzv. topologie podprostoru; tuto topologii
studujeme v odst. 3.1. Na součinu topologických prostor̊u vzniká iniciálńı topologie, aso-
ciovaná se systémem projekćı součinu na jednotlivé faktory, tzv. topologie součinu. Součin
topologických prostor̊u lze ovšem topologizovat i jinak. Obecně silněǰśı topologie je topologie
silného součinu, kterou dostaneme, vezmeme-li za bázi všechny součiny otevřených množin
z jednotlivých faktor̊u. Topologie součinu a topologie silného součinu je studována v odst.
3.2, 3.3 a ve cvičeńı. Zbývaj́ıćı část kapitoly je věnována ekvivalenćım na topologických
prostorech. Je-li dána taková ekvivalence, př́ıslušnou faktorovou množinu lze topologizo-
vat pomoćı finálńı topologie, asociované s kanonickou faktorovou projekćı; docháźıme tak
k pojmu faktorové topologie. Důležitým speciálńım př́ıpadem, kterému věnujeme pozornost,
je ekvivalence, asociovaná se spojitým zobrazeńım.

Ukazuje se, že topologie podprostoru, topologie součinu a faktorová topologie do značné
mı́ry odrážej́ı vlastnosti topologíı, ze kterých vznikly; na druhé straně však některé vlastnosti
p̊uvodńıch topologíı ztrácej́ı (např. faktorová topologie Hausdorffovy topologie nemuśı být
Hausdorffova).

3.1. Podprostory topologického prostoru

Bud’ A podmnožina množiny X. Zobrazeńı A 3 x→ ι(x) = x ∈ X se nazývá kanonické
vložeńı A do X.

Bud’ A podmnožina topologického prostoru X. Vzor topologie topologického prostoru
X vzhledem ke kanonickému vložeńı A do X se nazývá indukovaná topologie. Množina A
s indukovanou topologíı se nazývá topologický podprostor, nebo stručně podprostor topolo-
gického prostoru X.

Připomeňme si, že V ⊂ A je otevřená v indukované topologii tehdy a jen tehdy, když
existuje otevřená množina U ⊂ X tak, že V = A ∩ U (porov. př. (7) odst. 2.5 str. 23, cv.
4 kap. 1).

Následuj́ıćı tvrzeńı vyjadřuje vlastnost tranzitivity indukované topologie.
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Věta 1. Bud’ A topologický podprostor topologického prostoru X, B podmnožina A.
Topologie, indukovaná na B topologíı A, splývá s topologíı, indukovanou na B topologíı X.

Důkaz. Bud’ τ (resp. σ) topologie na B indukovaná topologíı X (resp. A). Ukážeme,
že σ = τ . Necht’ U ∈ σ. Existuje V ∈ τ tak, že U = V ∩ B, a tedy existuje otevřená
množina W ⊂ X tak, že V = W ∩A, U = W ∩A∩B = W ∩B; U tedy paťŕı τ . Obráceně
necht’ U ∈ τ . Pak existuje otevřená množina W ⊂ X tak, že U = W ∩ B = W ∩ A ∩ B.
Klademe V = W ∩A; evidentně množina V paťŕı τ a U = V ∩B, tkaže U ∈ σ. Topologie
σ a τ tedy splývaj́ı.

Věta 2. (a) Topologický podprostor oddělitelného topologického prostoru je oddělitelný.
(b) Topologický podprostor topologického prostoru prvńıho (resp. druhého) typu spo-

četnosti je prvńıho (resp. druhého) typu spočetnosti.

Důkaz. Tvrzeńı vyplývaj́ı př́ımo z definice.

Bud’te X, Y množiny, A ⊂ X podmnožina, f : A→ Y , g : X → Y zobrazeńı. Řekneme,
že zobrazeńı g je rozš́ıřeńı zobrazeńı f na množinu X (resp. f je zúžeńı zobrazeńı g na
množinu A), jestliže pro každé x ∈ A plat́ı f(x) = g(x). V tomto př́ıpadě označujeme
f = g|A.

Bud’ X množina, Y , Z množiny takové, že Y ⊂ Z, f : X → Y , g : X → Z zobra-
zeńı. Řekneme, že zobrazeńı f (resp. g) vzniká ze zobrazeńı g (resp. f) zúžeńım (resp.
rozš́ıřeńım) oboru hodnot, jestliže pro každé x ∈ X plat́ı f(x) = g(x). Pro zobrazeńı, vzni-
kaj́ıćı zúžeńım ev. rozš́ı̌reńım oboru hodnot, nezavád́ıme samostatná označeńı, nemůžeme-
li doj́ıt k nedorozuměńı.

Věta 3. (a) Zúžeńı spojitého zobrazeńı na topologický podprostor je spojité zobrazeńı.
(b) Bud’ f : X → Y spojité zobrazeńı topologických prostor̊u, Y1 ⊂ Y topologický pod-

prostor takový, že f(X) ⊂ Y1. Pak zobrazeńı g : X → Y1, vznikaj́ıćı z f zúžeńım oboru
hodnot, je spojité.

(c) Bud’ f : X → Y spojité zobrazeńı topologických prostor̊u a předpokládejme, že Y je
podprostor topologického prostoru Y2. Pak zobrazeńı g : X → Y2, vznikaj́ıćı z f rozš́ıřeńım
oboru hodnot, je spojité.

Důkaz. Tvrzeńı (a) a (b) jsou zřejmá. Tvrzeńı (c) vyplývá z toho, že g je kompozice
f a kanonického vložeńı Y do Y2 a je tedy spojité (Věta 1. (b) odst. 2.1 str. 17).

Bud’ X topologický prostor, Y jeho topologický podprostor. Pro množinu A ⊂ Y
označ́ıme intY A (resp. extY A, resp. frY A, resp. clY A) vniťrek (resp. vněǰsek, resp.
hranici, resp. uzávěr) množiny A v Y . Při tomto označeńı evidentně intA = intX A,
extA = extX A, frA = frX A, clA = clX A.

Věta 4. Bud’ X topologický prostor, Y jeho topologický podprostor.
(a) Pro libovolnou množinu A ⊂ Y plat́ı

intA = intY A ∩ intY, frY A ⊂ (frA) ∩ Y,
clY A = (clA) ∩ Y.

(b) Je-li množina A ⊂ Y otevřená (resp. uzavřená) v X, je otevřená (resp. uzavřená)
v Y .

(c) Je-li množina Y otevřená (resp. uzavřená) v X, pak každá množina otevřená (resp.
uzavřená) v Y je otevřená (resp. uzavřená) v X.
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Důkaz. (a) Dokážeme prvńı vztah. Necht’ x ∈ intY A ∩ intY . Jelikož x ∈ intY A,
existuje okoĺı V bodu x v Y takové, že V ⊂ A; existuje tedy také okoĺı W1 bodu x v X
tak, že V = W1∩Y . Ovšem x ∈ intY , existuje tedy okoĺı W2 bodu x v X tak, že W2 ⊂ Y .
Klademe U = W1 ∩W2. U je okoĺı bodu x v X. Dále U ⊂ W2 ∩ Y = V ⊂ A. Bod x tedy
lež́ı v intA a plat́ı intY A ∩ intY ⊂ intA.

Obráceně ukážeme, že intA ⊂ intY A ∩ intY . Jelikož A ⊂ Y , plat́ı intA ⊂ intY
(Věta 2. (d) odst. 1.2 str. 2). Ukážeme, že intA ⊂ intY A. Plat́ı intA ⊂ A ⊂ Y , takže
intA ∩ Y = intA a intA muśı být množina otevřená v Y . Jelikož intY A je nejvěťśı
otevřená množina (v topologii prostoru Y ) obsažená v A a plat́ı intA ⊂ A, muśı zároveň
platit intA ⊂ intY A, což jsme chtěli dokázat. Celkově tedy intA = intY A∩ intY a prvńı
vztah je dokázán.

Dokážeme druhý vztah. Bud’ x ∈ frY A libovolný bod, U jeho okoĺı v X. Pak U ∩ Y je
okoĺı x v Y . Plat́ı tedy podle předpokladu (U ∩ Y ) ∩ A 6= ∅, t.j. U ∩ A 6= ∅. Analogicky
(U ∩A)∩ (Y \A) 6= ∅ a tedy U ∩ (X\A) ⊃ U ∩ (Y \A) 6= ∅. Bod x tedy paťŕı množině frA.
Jelikož evidentně paťŕı také množině Y , plat́ı x ∈ frA ∩ Y , což jsme chtěli dokázat.

Nakonec dokážeme ťret́ı vztah. Z prvńıho a druhého již dokázaného vztahu vyplývá,
že plat́ı clY A = intY A ∪ frY A ⊂ intY A ∪ (frA ∩ Y ) = (intY A ∪ frA) ∩ (intY A ∪ Y ) =
(intY A ∪ frA) ∩ Y = (intY A ∪ frA) ∩ intY ∩ Y = ((intY A ∩ intY ) ∪ (frA ∩ intY )) ∩
Y ⊂ (intA ∪ frA) ∩ Y = clA ∩ Y . Obráceně opět s použit́ım prvńıho a druhého již
dokázaného vztahu dostáváme clA ∩ Y = (intA ∪ frA) ∩ Y = (intA ∩ Y ) ∪ (frA ∩ Y ) =
(intY A∩ intY ∩Y )∪ frY A = (intY A∩ intY )∪ frY A = (intY A∪ frY A)∩ (intY ∪ frY A) =
clY A ∩ (intY ∪ frY A) ⊂ clY A. Tı́m je dokázán také ťret́ı ze vztah̊u (a).

(b) Prvńı tvrzeńı vyplývá ze vztahu A = Y ∩ A, druhé ze vztahu Y ∩ (X\A) = (Y ∩
X)\(Y ∩A) = Y \A.

(c) Je-li Y ⊂ X množina otevřená a A ⊂ Y množina otevřená v indukované topologii,
pak A = Y ∩ U pro jistou otevřenou množinu U v X a A je otevřená jako pr̊unik dvou
otevřených množin.

Bud’ Y ⊂ X množina uzavřená a A ⊂ Y množina uzavřená v indukované topologii.
Plat́ı tedy clA ⊂ clY (Věta 6. (c) odst. 1.3 str. 5). Zároveň clY A = A = clA ∩ Y a tedy
celkově A = clA.

Věta 5. Bud’ X topologický prostor, σ báze topologie, Y podmnožina X. Systém
množin σY = {W ⊂ Y |W = U ∩ Y, U ∈ σ} je báze indukované topologie na Y .

Důkaz. Je zřejmé, že každá z množin paťŕıćıch σY je otevřená v indukované topologii.
Prověř́ıme, že σY splňuje předpoklady Věty 9. odst. 1.4 str. 7. Bud’ y ∈ Y libovolný bod,
V jeho okoĺı v indukované topologii. Podle definice V = Y ∩U , kde U je otevřená množina
v X. U je ovšem sjednoceńı množin ze σ, existuje tedy element U ′ ∈ σ takový, že U ′ ⊂ U ,
y ∈ U ′. Klademe W = Y ∩ U ′. Pak W ∈ σY a zřejmě y ∈W ⊂ V .

Následuj́ıćı tvrzeńı vyjadřuje tranzitivnost pojmu hustá množina.

Věta 6. Bud’ X topologický prostor, A, B ⊂ X množiny takové, že B ⊂ A. Před-
pokládejme, že množina B je hustá v topologickém podprostoru A ⊂ X a množina A je
hustá v X. Pak B je hustá v X.

Důkaz. Podle předpokladu plat́ı clAB = A, clA = X. Ze vztahu clAB = clB ∩ A
(Věta 4. (a) odst. 3.1 str. 32) dostáváme A = clB ∩ A. Dále podle Věty 6. (d) odst. 1.3
str. 5 clA ⊂ clB ∩ clA, t.j. X ⊂ clB ∩X a muśı platit clB = X.
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3.2. Součin dvou topologických prostor̊u

Bud’te X, Y neprázdné množiny, X×Y jejich součin. Zobrazeńı pr1 : X×Y → X (resp.
pr2 : X×Y → Y ), definované vztahem pr1(x, y) = x (resp. pr2(x, y) = y), se nazývá prvńı
(resp. druhá) kanonická projekce součinu X×Y . Každé ze zobrazeńı pr1, pr2 je surjektivńı.

Bud’te nyńı X, Y topologické prostory, X × Y součin množin X, Y . Iniciálńı topologie
na X × Y , asociovaná se systémem zobrazeńı {pr1,pr2}, se nazývá součin topologíı topo-
logických prostor̊u X, Y . Množina X×Y s touto topologíı se nazývá součin topologických
prostor̊u X, Y .

Součin topologíı topologických prostor̊u je generován systémem generátor̊u tvaru
pr−1

1 (U) = U × Y , pr−1
2 (V ) = X × V , kde U (resp. V ) prob́ıhá otevřené množiny v X

(resp. Y ). Jelikož pr−1
1 (U)∩pr−1

2 (V ) = U×V , tato topologie je generována báźı, tvořenou
množinami tvaru W = U × V .

Věta 7. (a) Prvńı a druhá kanonická projekce součinu topologických prostor̊u jsou spo-
jitá otevřená zobrazeńı.

(b) Bud’te X, Y topologické prostory. Pro každé x ∈ X zobrazeńı Y 3 y → (x, y) ∈
{x} × Y je homeomorfismus Y na topologický podprostor {x} × Y topologického prostoru
X × Y .

(c) Bud’te X, Y , Z topologické prostory, X × Y součin topologických prostor̊u X, Y ,
f : X × Y → Z zobrazeńı, spojité v bodě (x0, y0) ∈ X × Y . Pak zobrazeńı Y 3 y →
f(x0, y) ∈ Z je spojité v bodě y0.

(d) Zobrazeńı X × Y 3 (x, y) → (y, x) 3 Y ×X součin̊u topologických prostor̊u X, Y je
homeomorfismus.

Důkaz. (a) Element báze topologie součinu topologických prostor̊u X, Y tvaru U ×V ,
kde U (resp. V ) je otevřená množina v X (resp. Y ), se při prvńı kanonické projekci zobraźı
na U ; pr1 je tedy zobrazeńı otevřené (Věta 3. (a) odst. 2.1 str. 18). Spojitost pr1 vyplývá
z toho, že topologie součinu je iniciálńı topologie.

(b) Prověř́ıme spojitost zobrazeńı y → (x0, y) v bodě y0. Bud’ U okoĺı bodu (x0, y0)
v {x0}×Y . Existuje otevřená množina V ⊂ X×Y tak, že V ∩({x0}×Y ) = U . Dále existuje
okoĺı bodu (x0, y0) tvaru V1 × V2, kde V1 (resp. V2) je okoĺı x0 (resp. y0) a V1 × V2 ⊂ V .
Přitom (V1 × V2) ∩ ({x0} × Y ) ⊂ U , takže množina V2 se zobrazeńım y → (x0, y) zobraźı
na {x0} × V2 = (V1 × V2) ∩ ({x0} × Y ) ⊂ U . Zobrazeńı y → (x0, y) je tedy spojité v bodě
y0.

Toto zobrazeńı je ovšem evidentně bijekce a k němu inverzńı zobrazeńı je zúžeńı kano-
nické projekce pr2 na topologický podprostor {x0} × Y ⊂ X × Y ; inverzńı zobrazeńı je
tedy také spojité.

(c) Zobrazeńı y → f(x0, y) vzniká složeńım zobrazeńı y → (x0, y), (x, y) → f(x, y).
Prvńı z těchto zobrazeńı je spojité v bodě y0 podle již dokázaného tvrzeńı (b), druhé je
podle předpokladu spojité v (x0, y0). Tvrzeńı tedy vyplývá z Věty 1. (b) odst. 2.1 str. 17.

(d) Tvrzeńı ihned vyplývá z Věty 2. odst. 2.1 str. 18.

Pojem součinu topologických prostor̊u umožňuje zformulovat jednoduché kriterium
oddělitelnosti topologického prostoru. Uvedeme toto kriterium a některé jeho d̊usledky.

Bud’ X množina a označme ∆X = {(x, y) ∈ X ×X | x = y}. Množina ∆X se nazývá
diagonála součinu množin X ×X.

Věta 8. Topologický prostor X je Hausdorff̊uv tehdy a jen tehdy, když diagonála ∆X

je uzavřená množina v součinu X ×X.
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Důkaz. Předpokládejme, že X je Hausdorff̊uv a zvolme bod (x, y) ∈ (X×X)\∆X . Plat́ı
x 6= y a podle předpokladu existuje okoĺı U (resp. V ) bodu x (resp. y) tak, že U ∩ V = ∅.
Pak pro okoĺı U × V bodu (x, y) plat́ı (U × V ) ∩ ∆X = ∅, t.j. U × V ⊂ (X × X)\∆X a
(X ×X)\∆X je množina otevřená. Diagonála ∆X je tedy uzavřená.

Obráceně je-li ∆X množina uzavřená, k libovolným dvěma r̊uzným bod̊um x, y ∈ X
lze naj́ıt okoĺı bodu (x, y) ∈ (X×X)\∆X tvaru U×V lež́ıćı celé v (X×X)\∆X . Množiny
U , V tedy nemohou mı́t společný bod.

Důsledek 1. Bud’te f , g spojitá zobrazeńı topologického prostoru X do Hausdorffova
topologického prostoru Y .

(a) Množina {x ∈ X | f(x) = g(x)} ⊂ X je uzavřená.
(b) Plat́ı-li f(x) = g(x) v každém bodě nějaké množiny husté v X, pak f = g.
(c) Funkcionálńı graf {(x, y) ∈ X × Y | f(x) = y} je uzavřená množina.

Důkaz. (a) Množina {x ∈ X | f(x) = g(x)} je vzor uzavřené množiny ∆Y vzhledem
ke spojitému zobrazeńı X 3 x → (f(x), g(x)) ∈ Y × Y . Můžeme tedy aplikovat Větu 2.
odst. 2.1 str. 18.

(b) Plat́ı-li f(x) = g(x) na nějaké množině A ⊂ X, pak podle již dokázané části (a)
tohoto d̊usledku f(x) = g(x) na nejmenš́ı uzavřené množině obsahuj́ıćı A, t.j. na clA.
Odtud dostáváme (b).

(c) Zobrazeńı X × Y 3 (x, y) → y ∈ Y , X × Y 3 (x, y) → f(x) ∈ Y jsou spojitá, takže
(c) vyplývá z (a).

Důsledek 2. Existuje-li spojité rozš́ı̌reńı g : X → Y zobrazeńı f : A → Y , kde A je
množina hustá v X a Y je Hausdorff̊uv topologický prostor, pak je jediné.

Důkaz. Tvrzeńı vyplývá z části (b) Důsledku 1.

3.3. Součin systému topologických prostor̊u

Součinem systému neprázdných množin (Xι)ι∈I rozumı́me množinu všech zobrazeńı
x : I → ⋃

Xι takových, že x(ι) ∈ Xι pro každé ι ∈ I. Ṕı̌seme také x(ι) = xι a x = (xι)ι∈I .
Součin systému množin (Xι)ι∈I označujeme

∏

X nebo
∏

ιXι nebo také
∏

ι∈I Xι, je-li ťreba
explicitně vyznačit indexovou množinu. Pro libovolné κ ∈ I je každému elementu x ∈ ∏Xι

přǐrazen bod xκ ∈ Xκ. Klademe xκ = prκ(x) a bod xκ nazýváme κ-komponenta nebo κ-
projekce elementu x ∈ ∏Xι. Zobrazeńı x → prκ(x) je surjektivńı; nazývá se κ-kanonická
projekce nebo κ-projekce součinu

∏

Xι.
Je-li množina I konečná, I = {1, 2, . . . , k}, pak element x = (xι)ι∈I součinu

∏

Xι

označujeme také symbolem (x1, x2, . . . , xk). Dále označujeme
∏

Xι = X1 ×X2 × · · ·×Xk.
Plat́ı-li pro každé ι ∈ I rovnost Xι = X, kde X je nějaká množina, označujeme

∏

Xι =
XI .

Mějme systém topologických prostor̊u (Xι)ι∈I . Iniciálńı topologie na součinu
∏

Xι, aso-
ciovaná se systémem zobrazeńı (prι)ι∈I , se nazývá součin topologíı topologických prostor̊u
Xι. Množina

∏

Xι s touto topologíı se nazývá součin systému topologických prostor̊u
(Xι)ι∈I .

Z definice iniciálńı topologie vyplývá, že součin topologíı topologických prostor̊u Xι je
generován systémem generátor̊u tvaru pr−1

ι (Uι), kde Uι prob́ıhá otevřené množiny vXι, t.j.
báźı, tvořenou všemi konečnými pr̊uniky množin tvaru pr−1

ι (Uι). Každý takový konečný
pr̊unik má tvar součinu

∏

Uι, kde každá z množin Uι je otevřená v Xι a Uι = Xι až na
konečnou množinu index̊u ι.
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Věta 9. (a) Součin X1 × · · · ×Xk topologických prostor̊u X1, . . ., Xk je homeomorfńı
se součinem (X1 × · · · ×Xk−1) ×Xk.

(b) Bud’ (Xι)ι∈I systém topologických prstor̊u, J ⊂ I podmnožina. Bud’ z ∈ ∏

ι∈I Xι,
z = (zι)ι∈I , libovolný bod, XJ(z) topologický podprostor součinu

∏

ι∈I Xι, tvořený všemi
body x = (xι)ι∈I takovými, že xι = zι pro každé ι /∈ J . Pak součin topologických prostor̊u
∏

ι∈J Xι je homeomorfńı s XJ(z).

Důkaz. (a) Stač́ı ukázat, že zobrazeńı X1 × · · · × Xk 3 (x1, . . . , xk) → ((x1, . . . ,
xk−1), xk) ∈ (X1 × · · · × Xk−1) × Xk je homeomorfismus. Toto zobrazeńı je ovšem evi-
dentně bijektivńı a jeho spojitost a spojitost inverzńıho zobrazeńı vyplývá z Věty 2. odst.
2.1 str. 18.

(b) Uvažujme zobrazeńı
∏

ι∈J Xι 3 (xι)ι∈J → f((x)ι∈J) = (yι)ι∈I ∈ ∏ι∈I Xι, definované
vztahem yι = xι pro ι ∈ J a yι = zι pro ι /∈ J . Pro každé κ ∈ J (prκ ◦f)((xι)ι∈J ) = xκ,
plat́ı-li κ ∈ J , a (prκ ◦f)((xι)ι∈J = zκ, plat́ı-li κ /∈ J ; každé ze zobrazeńı prκ ◦f je tedy
spojité a z Věty 8. odst. 2.3 str. 20 vyplývá, že f je spojité. Dále označme gz :

∏

ι∈J Xι →
XJ(z) zobrazeńı, definované zúžeńım oboru hodnot f . Toto zobrazeńı je evidentně bijek-
tivńı a podle Věty 3. (b) odst. 3.1 str. 32 je také spojité. Inverzńı zobrazeńı g−1

z vzniká
zúžeńım definičńıho oboru spojitého zobrazeńı

∏

ι∈I Xι 3 (xι)ι∈I → (xι)ι∈J ∈ ∏ι∈J Xι na
topologický podprostor XJ(z) a je tedy také spojité (Věta 3. (a) odst. 3.1 str. 32). gz je
tedy homeomorfismus.

Bud’ f zobrazeńı množiny Y do součinu
∏

Xι systému množin (Xι)ι∈I . Pro každé ι ∈ I
klademe fι = prι ◦f ; fι je zobrazeńı množiny Y do Xι nazývané ι-složka zobrazeńı f .
Ṕı̌seme f = (fι)ι∈I . Obráceně předpokládejme, že je dán systém zobrazeńı (fι)ι∈I , kde fι

je zobrazeńı Y doXι. Pak ke každému y ∈ Y je definováno zobrazeńı I 3 κ→ fκ(y) ∈ ⋃Xι

takové, že fκ(y) ∈ Xκ; toto zobrazeńı je elementem součinu množin
∏

Xι a je označováno
f(y). Výše uvedeným zp̊usobem lze zadávat zobrazeńı množin do součin̊u množin pomoćı
jejich složek.

Bud’ (fι)ι∈I systém zobrazeńı fι : Xι → Yι. Pro každé x ∈ ∏Xι, x = (xι)ι∈I , klademe
(
∏

fι)(x) = y, kde y = (fι(xι))ι∈I . Zobrazeńı
∏

fι :
∏

Xι → ∏

Yι, definované t́ımto
vztahem, se nazývá součin systému zobrazeńı (fι)ι∈I . Je-li indexová množina konečná,
I = {1, 2, . . . , k}, součin systému zobrazeńı (fi)i∈I označujeme f1 × · · · × fk.

Věta 10. (a) κ-projekce součinu systému topologických prostor̊u (Xι)ι∈I je spojité
otevřené zobrazeńı.

(b) Zobrazeńı f topologického prostoru Y do součinu
∏

Xι systému topologických pro-
stor̊u (Xι)ι∈I je spojité tehdy a jen tehdy, když každá jeho složka je spojitá.

(c) Bud’ (fι)ι∈I systém zobrazeńı topologických prostor̊u. Součin
∏

fι je spojité zobrazeńı
tehdy a jen tehdy, je-li každé ze zobrazeńı fι spojité.

(d) Součin konečného systému otevřených zobrazeńı topologických prostor̊u je otevřené
zobrazeńı.

Důkaz. (a) Spojitost prκ vyplývá př́ımo z definice součinu topologíı. Ukážeme, že prκ

je otevřené zobrazeńı. Element báze součinu
∏

Xι má tvar
∏

Uι, kde Uι ⊂ Xι je množina
otevřená a Uι = Xι pro každé ι ∈ I\J , kde J ⊂ I je jistá konečná množina; prκ(

∏

Uι) = Uκ

je tedy vždy otevřená množina v Xκ a prκ muśı být otevřené zobrazeńı (Věta 3. (a) odst.
2.1 str. 18).

(b) Tvrzeńı vyplývá z Věty 8. odst. 2.3 str. 20.
(c) Necht’ ke každému ι z indexové množiny I je dáno zobrazeńı topologických prostor̊u

fι : Xι → Yι. Pak pro každé (xλ)λ∈I ∈ ∏

Xι(pr′κ ◦
∏

fι)((xλ)λ∈I) = pr′κ((fι(xι))ι∈I) =
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fκ(xκ) = fκ ◦ prκ((xι)ι∈I), t.j. plat́ı pr′κ ◦
∏

fι = fκ ◦ prκ pro každé κ ∈ I; zde prκ (resp.
pr′κ) označuje κ-projekci součinu

∏

Xι (resp.
∏

Yι). Je-li tedy každé ze zobrazeńı fκ spojité,
pak pr′κ ◦

∏

fι je spojité pro každé κ a
∏

fι muśı být spojité podle již dokázaného tvrzeńı
(b).

Dokážeme opak. Předpokládejme, že
∏

fι je zobrazeńı spojité. Pak ze vztahu pr′κ ◦
∏

fι = fκ ◦ prκ vyplývá, že fκ ◦ prκ je zobrazeńı spojité pro každé κ. Bud’ V ⊂ Y
otevřená množina. Pak s využit́ım surjektivity zobrazeńı prκ a vztahu (I.32) dostaneme
prκ((fκ ◦ prκ)−1(V )) = prκ ◦pr−1

κ ◦f−1
κ (V ) = f−1

κ (V ). Tato množina je ovšem otevřená
podle již dokázaného tvrzeńı (a); nyńı aplikujeme Větu 2. odst. 2.1 str. 18.

(d) Uvažujme bázi topologie součinu topologických prostor̊u X1 × · · · × Xk, tvořenou
množinami U1 × · · · × Uk, kde Ui ⊂ Xi je otevřená množina. Součinem f1 × · · · × fk

zobrazeńı topologických prostor̊u fi : Xi → Yi se součin množin U1 × · · · × Uk zobraźı
na množinu f1(U1) × · · · × fk(Uk); předpokládáme-li, že zobrazeńı fi jsou otevřená, je
množina f1(U1)×· · ·×fk(Uk) otevřená. Podle Věty 3. (a) odst. 2.1 str. 18 je tedy zobrazeńı
f1 × · · · × fk otevřené.

Poznamenáváme, že tvrzeńı (d) se zřejmě nedá zobecnit na součin nekonečného systému
zobrazeńı: za protipř́ıklad stač́ı vźıt systém zobrazeńı, která nejsou surjektivńı.

Věta 11. Bud’ (Xι)ι∈I systém topologických prostor̊u. Pro každé ι ∈ I necht’ Aι ⊂ Xι

je topologický podprostor. Pak topologie indukovaná na množině
∏

Aι topologíı součinu
∏

Xι je totožná se součinem topologíı topologických prostor̊u Aι.

Důkaz. Označme Amnožinu
∏

Aι, A1 (resp. A2) množinu A s topologíı podprostoru to-
pologického prostoru X =

∏

Xι (resp. s topologíı součinu systému topologických prostor̊u
(Aι)ι∈I). Dále označme prXκ (resp. prAκ ) κ-projekci součinu

∏

Xι (resp.
∏

Aι). Ukážeme,
že idA : A1 → A2 je homeomorfismus.

Uvažujme diagram množin a jejich zobrazeńı

ϕ

ϕκ

κ κ

V tomto diagramu ϕ : A → X, ϕκ : Aκ → Xκ jsou kanonická vložeńı a evidentně
prXκ ◦ϕ = ϕκ ◦ prAκ .

Položme A = A1 a uvažujme X, Aκ, Xκ jako topologické prostory. Pak ϕ je spojité
zobrazeńı, takže prXκ ◦ϕ je také spojité a tedy ϕκ ◦prAκ = prXκ ◦ϕ je také spojité. Ovšem je
definována kompozice ϕ−1

κ ◦ϕκ ◦prA
κ = prAκ = ϕ−1

κ ◦prXκ ◦ϕ přičemž ϕ−1
κ : ϕκ(Aκ) → Aκ je

spojité zobrazeńı; prAκ : A1 → Aκ je tedy spojité zobrazeńı. Z definice iniciálńı topologie
tedy vyplývá, že topologie A1 je silněǰśı než topologie A2, t.j. idA : A1 → A2 je spojité
zobrazeńı.

Položme A = A2 a opět uvažujme X, Aκ, Xκ jako topologické prostory. Pak prA
κ je

spojité zobrazeńı, takže prXκ ◦ϕ = ϕκ ◦ prAκ je spojité zobrazeńı a tedy ϕ je spojité (Věta
10. (b) odst. 3.3 str. 36). Topologie A1 (t.j. iniciálńı topologie asociovaná s {ϕ}) je tedy
slabš́ı než topologie A2 a zobrazeńı idA : A2 → A1 je spojité.

Věta 12. Bud’ (Xι)ι∈I systém topologických prostor̊u. Předpokládejme, že pro každé
ι ∈ I je dána neprázdná množina Aι ⊂ Xι. Pak cl

∏

Aι =
∏

clAι.
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Důkaz. Ukážeme, že cl
∏

Aι ⊂ ∏

clAι. Bud’ x ∈ cl
∏

Aι bod, x = (xι)ι∈I .
Předpokládejme, že existuje index κ ∈ I tak, že xκ /∈ clAκ. Pak xκ ∈ extAκ. Klademe
Vι = Xι pro ι 6= κ a Vκ = extAκ. Množina

∏

Vι obsahuje bod x, paťŕı bázi topologie
∏

Xι a nemá společný bod s množinou
∏

Aι, jelikož Vκ ∩ Aκ = ∅. Nemůže tedy platit
x ∈ cl

∏

Aι, což je spor. Pro každé κ ∈ I tedy xκ ∈ clAκ odkud dostáváme, že x ∈ ∏ clAι.

Obráceně ukážeme, že
∏

clAι ⊂ cl
∏

Aι. Bud’ x ∈ ∏ clAι bod, x = (xι)ι∈I . Pro každé
ι ∈ I podle předpokladu plat́ı xι ∈ clAι. Předpokládejme, že x /∈ cl

∏

Aι. Pak x má okoĺı
V =

∏

Vι takové, že V ∩ ∏Aι = ∅, a muśı existovat index κ ∈ I tak, že Vκ ∩ Aκ = ∅.
Znamená to, že x /∈ clAκ, což je spor. Plat́ı tedy x ∈ cl

∏

Aι, což jsme chtěli ukázat.

Důsledek 1. Bud’ (Xι)ι∈I systém topologických prostor̊u a předpokládejme, že pro
každé ι ∈ I je dána neprázdná množina Aι ⊂ Xι. Pak množina

∏

Aι ⊂
∏

Xι je uzavřená
tehdy a jen tehdy, když každá z množin Aι je uzavřená.

Důkaz. Tvrzeńı ihned vyplývá z Věty 12. odst. 3.3 str. 37.

Věta 13. Součin
∏

Xι systému topologických prostor̊u (Xι)ι∈I je Hausdorff̊uv tehdy a
jen tehdy, když pro každé ι ∈ I topologický prostor Xι je Hausdorff̊uv.

Důkaz. Pro libovolné κ ∈ I klademe J = {κ}. Podle Věty 9. (b) odst. 3.3 str. 36 je
topologický prostor Xκ homeomorfńı s topologickým podprostorem XJ(z) součinu

∏

Xι.
Je-li součin

∏

Xι Hausdorff̊uv, je také XJ (z) Hausdorff̊uv (cv. 15 kap. 1) a s ńım homeo-
morfńı topologický prostor Xκ muśı být také Hausdorff̊uv.

Obráceně předpokládejme, že pro každé ι ∈ I je topologický prostor Xι Hausdorff̊uv.
Bud’te x, y ∈ ∏Xι dva r̊uzné body. Pak existuje index κ ∈ I tak, že prκ(x) 6= prκ(y). Lze
tedy naj́ıt okoĺı U bodu prκ(x) a okoĺı V bodu prκ(y) tak, že U ∩ V = ∅. Ze spojitosti
projekćı součinu vyplývá, že pr−1

κ (U) je okoĺı bodu x a pr−1
κ (V ) je okoĺı bodu y. Přitom

pr−1
κ (U) ∩ pr−1

κ (V ) = pr−1
κ (U ∩ V ) = ∅. Součin

∏

Xι je tedy Hausdorff̊uv topologický
prostor.

3.4. Ekvivalence a faktorové prostory

Bud’ X množina, R ekvivalence na X, X/R faktorová množina. Označme [x] ťŕıdu
ekvivalence podle ekvivalence R , obsahuj́ıćı bod x ∈ X. Surjektivńı zobrazeńı π : X →
X/R , přǐrazuj́ıćı bodu x jeho ťŕıdu ekvivalence [x], se nazývá faktorová projekce množiny
X na faktorovou množinu X/R .

Bud’ X1 (resp. X2) množina, R1 (resp. R2) ekvivalence na X1 (resp. X2), bud’te
π1 : X1 → X1/R1, π2 : X2 → X2/R2 př́ıslušné faktorové projekce. Řekneme, že zobrazeńı
f : X1 → X2 je kompatibilńı s ekvivalencemi R1, R2, existuje-li zobrazeńı g : X1/R1 →
X2/R2 tak, že π2 ◦ f = g ◦ π1, t.j. diagram

π π

R R
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je komutativńı. Existuje-li zobrazeńı g, je evidentně jediné a nazývá se faktorová projekce

zobrazeńı f .

Př́ıpad X1 = X2 = X, f = idX (identické zobrazeńı množiny X na sebe) ukazuje,

že pořad́ı ekvivalenćı R1, R2 v definici kompatibilńıho zobrazeńı nelze obecně zaměnit.
Uvažujme tento př́ıpad a označme [x]1 (resp. [x]2) ťŕıdu ekvivalence prvku x ∈ X podle
ekvivalence R1 (resp. R2). Řekneme, že ekvivalence R1 (resp. R2) na X je silněǰśı (resp.
slabš́ı) než R2 (resp. R1), je-li identické zobrazeńı idX kompatibilńı s R1, R2. K tomu je

zřejmě nutné a stač́ı, aby každá ťŕıda ekvivalence [x]1 ležela ve ťŕıdě ekvivalence [x]2, t.j.
[x]1 ⊂ [x]2.

Bud’te R1, R2 dvě ekvivalence na množiněX. Předpokládejme, že R1 je silněǰśı než R2.
Označme π1 : X → X/R1, π2 : X → X/R2 př́ıslušné faktorové projekce. Na faktorové
množině X/R1 je definována ekvivalence “ y1 je ekvivalentńı s y2 tehdy a jen tehdy, když

existuje reprezentant x1 ťŕıdy y1 a reprezentant x2 ťŕıdy y2 tak, že π2(x1) = π2(x2)” .
Tato ekvivalence se nazývá faktorová ekvivalence ekvivalence R2 podle ekvivalence R1 a
označuje se R2/R1.

Označme π3 : X/R1 → (X/R1)/(R2/R1) faktorovou projekci. Ukážeme, že zobra-
zeńı π1 je kompatibilńı s ekvivalencemi R2, R2/R1, t.j. existuje zobrazeńı ν : X/R2 →
(X/R1)/(R2/R1) tak, že ν ◦π2 = π3 ◦π1. Jinými slovy to znamená, že existuje zobrazeńı
ν tak, že diagram

π

π

R

R

υ
R R R

komutuje. Stač́ı ukázat, že zobrazeńı π3◦π1 je konstantńı na ťŕıdách v X podle ekvivalence
R2. Bud’te x, x′ ∈ X body, pro které π2(x) = π2(x

′). R1 je silněǰśı než R2, takže

π1(x) ⊂ π2(x), π1(x
′) ⊂ π2(x

′) a podle definice π3π1(x) = π3π1(x
′). Pro libovolný bod

z ∈ X/R2 nyńı zvoĺıme bod x ∈ X tak, že z = π2(x) a klademe ν(z) = π3π1(x).

π1 je tedy kompatibilńı s R2, R2/R1 a ν je faktorová projekce π1. Z definice ihned
vyplývá, že ν je surjektivńı. Dále plat́ı-li pro nějaké x1, x2 ∈ X π3π1(x1) 6= π3π1(x2),
nemůže platit π2(x1) = π2(x2) a ν je injektivńı. Zobrazeńı ν je tedy bijekce. Nazývá

se kanonické ztotožněńı faktorového prostoru X/R2 a faktorového prostoru (X/R1)/
(R2/R1).

Přejdeme nyńı k topologickým úvahám. Bud’X topologický prostor, τ jeho topologie, R

ekvivalence na X. Finálńı topologie na faktorové množině X/R , asociovaná se systémem
zobrazeńı {π}, kde π : X → X/R je faktorová projekce, se nazývá faktorová topologie

topologie τ podle ekvivalence R. Množina X/R s touto topologíı se nazývá faktorový
prostor topologického prostoru X podle ekvivalence R .

Faktorová topologie je tedy definována jako obraz topologie τ vzhldem k faktorové

projekci π (př. (7) odst. 2.5 str. 23).

Věta 14. Bud’ X1 (resp. X2) topologický prostor, R1 (resp. R2) ekvivalence na X1

(resp. X2), f : X1 → X2 spojité zobrazeńı. Je-li f kompatibilńı s ekvivalencemi R1, R2,
pak jeho faktorová projekce je spojitá.
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Důkaz. Podle definice X1/R1 má finálńı topologii, asociovanou s faktorovou projekćı
π1 : X1 → X1/R1. K tomu, aby faktorová projekce g zobrazeńı f byla spojitá, stač́ı,
aby zobrazeńı g ◦ π1 bylo spojité (Věta 11. odst. 2.4 str. 21). Ovšem g ◦ π1 = π2 ◦ f , kde
π2 : X2 → X2/R2, je faktorová projekce, takže g ◦ π1 je spojité zobrazeńı jako kompozice
dvou spojitých zobrazeńı (Věta 1. (b) odst. 2.1 str. 17).

Následuj́ıćı tvrzeńı vyjadřuje tranzitivitu konstrukce faktorové topologie.

Věta 15. Bud’te R1, R2 ekvivalence na topologickém prostoru X a předpokládejme,
že R1 je silněǰśı než R2. Pak kanonická identifikace ν : X/R2 → (X/R1)/(R2/R1) je
homeomorfismus.

Důkaz. Označme π1 : X → X/R1, π2 : X → X/R2 a π3 : X/R1 → (X/R1)/(R2/R1)
faktorová projekce. Pak ν ◦ π2 = π3 ◦ π1 a spojitost ν vyplývá ze spojitosti fakto-
rové projekce a z Věty 11. odst. 2.4 str. 21. Zbývá tedy dokázat otevřenost ν (Věta
4. odst. 2.1 str. 19). Bud’ U ⊂ X/R2 otevřená množina. Z definice finálńı topologie
vyplývá, že k tomu, aby množina ν(U) byla orevřená, stač́ı, aby π−1

3 ν(U) byla otevřená, a
k tomu stač́ı, aby π−1

1 π−1
3 ν(U) byla otevřená. Ovšem podle definice ν(U) = π3π1π

−1
2 (U),

takže π−1
1 π−1

3 ν(U) = π−1
1 π−1

3 π3π1π
−1
2 (U) = (π3π1)

−1 ◦ νπ2 ◦ π−1
2 (U) = (νπ2)

−1(ν(U)) =
π−1

2 ν−1(ν(U)) = π−1
2 (U), kde jsme využili bijektivnost ν. Ovšem množina U je podle

předpokladu otevřená ve faktorové topologii na X/R2, takže π−1
2 (U) ⊂ X je otevřená

množina a π−1
1 π−1

3 ν(U) je otevřená množina. Otevřenost množiny ν(U) nyńı vyplývá z
otevřenosti zobrazeńı π3 ◦ π1 (Věta 3. (b) odst. 2.1 str. 18).

3.5. Ekvivalence asociovaná se zobrazeńım

Bud’te X, Y množiny, f : X → Y zobrazeńı. Ekvivalence Rf na X “x je ekvivalentńı s
y tehdy a jen tehdy, když f(x) = f(y)” se nazývá ekvivalence, asociovaná se zobrazeńım
f .

Označme πf : X → X/Rf faktorovou projekci. Bodu y ∈ X/Rf je přǐrazen bod
g(y) ∈ f(X) vztahem g(y) = f(x), kde x je libovolný reprezentant ťŕıdy ekvivalence y, t.j.
plat́ı y = [x] = πf (x). Zobrazeńı g je evidentně injektivńı a surjektivńı, je to tedy bijekce.
Dále označme ι : f(X) → Y kanonické vložeńı podmnožiny f(X) ⊂ Y do množiny Y .
Evidentně plat́ı

f = ι ◦ g ◦ πf .

Toto vyjádřeńı zobrazeńı f se nazývá kanonický rozklad f .
Kanonický rozklad zobrazeńı f je možno vyjádřit diagramem

π ι

R

Věta 16. Je-li f : X → Y spojité zobrazeńı topologických prostor̊u, pak zobrazeńı
g : X/Rf → f(X), definované kanonickým rozkladem f = ι◦g ◦πf zobrazeńı f , je spojité.
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Důkaz. f je spojité a X/Rf má finálńı topologii, asociovanou se zobrazeńım πf , takže
zobrazeńı ι ◦ g : X/Rf → Y muśı být spojité (Věta 11. odst. 2.4 str. 21). Dále g vzniká
zúžeńım oboru hodnot spojitého zobrazeńı ι◦g, takže je spojité (Věta 3. odst. 3.1 str. 32).

Bud’ f : X → Y zobrazeńı množin. Řezem zobrazeńı f nazýváme každé zobrazeńı
s : Z → X, definované na podmnožině Z množiny Y , takové, že f ◦ s = idZ . Zobrazeńı
s : Z → X je řez f tehdy a jen tehdy, když pro každé z ∈ Z plat́ı s(z) ∈ f−1(z).

Každý řez s : Z → X zobrazeńı f je injektivńı zobrazeńı: plat́ı-li pro nějaké z1, z2 ∈ Z
rovnost s(z1) = s(z2), pak f ◦ s(z1) = z1 = f ◦ s(z2) = z2. Označ́ıme-li s̄ : Z → s(Z)
zobrazeńı, vznikaj́ıćı z s zúžeńım oboru hodnot, pak s̄ je bijekce a plat́ı s̄−1 = f |s(Z).

Bud’ f : X → Y zobrazeńı topologických prostor̊u a uvažujme množinu f(X) jako
topologický podprostor Y . Řekněme, že f je vnořeńı X do Y , jestliže zobrazeńı g : X →
f(X), vznikaj́ıćı z f zúžeńım oboru hodnot, je homeomorfismus.

Necht’ je dáno zobrazeńı topologických prostor̊u f : X → Y . Řez s : Z → X zobrazeńı
f se nazývá spojitý, je-li zobrazeńı s spojité v indukované topologii na Z. Ukážeme, že
spojitý řez s : Z → X spojitého zobrazeńı f : X → Y je vnořeńı Z do X. Označme
s̄ : Z → s(Z) zobrazeńı, vznikaj́ıćı z s zúžeńım oboru hodnot. Pak s̄ je evidentně bijekce.
s̄ je ovšem spojité zobrazeńı (Věta 3. (b) odst. 3.1 str. 32) a s̄−1 = f |s(Z), t.j. s̄−1 je zúžeńı
spojitého zobrazeńı na topologický podprostor a je tedy samo spojité (Věta 3. (a) odst.
3.1 str. 32); s̄ je tedy homeomorfismus a s je vnořeńı.

Věta 17. Bud’ f : X → Y spojité surjektivńı zobrazeńı topologických prostor̊u.
Předpokládejme, že ke každému bodu y ∈ Y existuje jeho okoĺı V a spojitý řez sV : V → X
zobrazeńı f . Pak zobrazeńı g : X/Rf → Y , definované kanonickým rozkladem f = g ◦ πf

je homeomorfismus.

Důkaz. Stač́ı prověřit, že g−1 je spojité zobrazeńı (Věta 16. odst. 3.5 str. 40). Bud’

y ∈ Y bod, V jeho okoĺı a sV : V → X spojitý řez f . Podle předpokladu f ◦ sV = idV a
f = g ◦ πf . Odtud na V plat́ı f ◦ sV = g ◦ πf ◦ sV = idV , t.j. g(πf (sV (y))) = y pro každé
y ∈ V . Odtud g−1(y) = πf (sV (y)), t.j. g−1|V = πf ◦ sV a tedy g−1 je spojité na V . Nyńı
je již zřejmé, že g−1 muśı být spojité zobrazeńı.

Množina U ⊂ X, pro kterou π−1
f (πf (U)) = U , se nazývá f-nasycená nebo prostě nasy-

cená.

Věta 18. Bud’ f = ι ◦ g ◦ πf kanonický rozklad spojitého zobrazeńı topologických pro-
stor̊u f : X → Y . Následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı:

(1) Zobrazeńı g : X/Rf → f(X) je homeomorfismus.
(2) Pro každou f -nasycenou otevřenou množinu U ⊂ X je množina f(U) ⊂ f(X)

otevřená v indukované topologii na f(X).

Důkaz. Bud’ g homeomorfismus, U ⊂ X f -nasycená otevřená množina. Množina
πf (U) ⊂ X/Rf má vzor otevřenou množinu a je tedy sama otevřená ve finálńı topo-
logii, asociované s πf . Množina g(πf (U)) ⊂ f(X) je tedy otevřená a existuje otevřená
množina W ⊂ Y tak, že ιgπf (U) = f(X) ∩W , t.j. f(U) = f(X) ∩W a f(U) je otevřená
množina v f(X).

Obráceně předpokládejme, že je splněna podmı́nka (2). Chceme ukázat, že g je otevřené
zobrazeńı (Věta 4. odst. 2.1 str. 19). Bud’ V ⊂ X/Rf otevřená množina. Položme U =

π−1
f (V ). Podle předpokladu je množina f(U) otevřená v f(X) ⊂ Y , t.j. ιgπf (U) = ιg(V )

je otevřená množina v f(X). g(V ) je tedy vzor otevřené množiny ιg(V ) vzhledem ke
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kanonickému vložeńı ι : f(X) → Y a muśı být otevřenou množinou v topologii podprostoru
f(X).

Ekvivalence R na topologickém prostoru X se nazývá otevřená, jestliže faktorová pro-
jekce π : X → X/R je otevřené zobrazeńı.

Věta 19. Bud’ f = ι ◦ g ◦ πf kanonický rozklad spojitého zobrazeńı topologických pro-
stor̊u f : X → Y . Následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı:

(1) Zobrazeńı f je otevřené.
(2) Ekvivalence Rf je otevřená a g : X/Rf → f(X) je homeomorfismus.

Důkaz. Dokážeme, že z (1) plyne (2). Je-li f otevřené, pak f(X) ⊂ Y muśı být množina
otevřená a g muśı být homeomorfismus (Věta 18. odst. 3.5 str. 41). Stač́ı tedy dokázat,
že πf je otevřené zobrazeńı. Bud’ U ⊂ X otevřená množina. Plat́ı f(U) = ιgπf (U),
což je podle předpokladu otevřená množina. Zobrazeńı ι ◦ g je ovšem injektivńı, takže
(ιg)−1(ιg(πf (U))) = πf (U) a tedy g−1 ◦ ι−1(f(U)) = πf (U). Množina πf (U) je zřejmě
otevřená jako vzor otevřené množiny vzhledem ke spojitému zobrazeńı ι ◦ g.

Obráceně předpokládejme, že je splněna podmı́nka (2). Pak ι : f(X) → Y je otevřené
zobrazeńı (Věta 4. (c) odst. 3.1 str. 32). f je tedy kompozice otevřených zobrazeńı a muśı
být otevřené.

3.6. Oddělitelnost faktorového prostoru

Vyšeťŕıme podmı́nky oddělitelnosti faktorového prostoru topologického prostoru.
Bud’ R ekvivalence na množině X, π : X → X/R faktorová projekce. Grafem ekvi-

valence R nazýváme množinu {(x, y) ∈ X × X | π(x) = π(y)} ⊂ X × X. Evidentně
{(x, y) ∈ X × X | π(x) = π(y)} = (π × π)−1(∆X/R), kde ∆X/R ⊂ X/R × X/R je
diagonála.

Věta 20. Bud’ R ekvivalence na topologickém prostoru X.
(a) Předpokládejme, že topologický prostor X/R je Hausdorff̊uv. Pak graf ekvivalence R

je množina uzavřená v X ×X.
(b) Předpokládejme, že graf ekvivalence R je množina uzavřená v X ×X a ekvivalence

R je otevřená. Pak topologický prostor X/R je Hausdorff̊uv.

Důkaz. (a) Zobrazeńı π×π : X×X → X/R ×X/R je spojité a z oddělitelnosti X/R

vyplývá, že diagonála ∆X/R ⊂ X/R ×X/R je množina uzavřená (Věta 8. odst. 3.2 str.

34); (π × π)−1(∆X/R) je tedy množina uzavřená (Věta 2. odst. 2.1 str. 18).
(b) Předpokládejme, že graf ekvivalence R je uzavřená množina. Pak (X × X)\

{(x, y) ∈ X ×X | π(x) = π(y)} = {(x, y) ∈ X × X | π(x) 6= π(y)} je otevřená množina
X ×X. Dále podle předpokladu faktorová projekce π : X → X/R je otevřené zobrazeńı.
Zobrazeńı π×π je tedy otevřené (Věta 10. (d) odst. 3.3 str. 36). Množina (π×π)({x, y) ∈
X ×X | π(x) 6= π(y) )} = {(π(x), π(y)) ∈ X ×X | π(x) 6= π(y)} = (X/R ×X/R)\∆X/R

muśı tud́ıž být otevřená v X/R × X/R a ∆X/R muśı být uzavřená množina. To ovšem
znamená, že faktorový prostor X/R je oddělitelný (Věta 8. odst. ?? str. 34).

Věta 21. Bud’ X Hausdorff̊uv topologický prostor, R ekvivalence na X. Předpoklá-
dejme, že existuje spojitý řez s faktorové projekce π : X → X/R . Pak topologický prostor
X/R je Hausdorff̊uv a množina s(X/R) ⊂ X je uzavřená.
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Důkaz. Spojitý řez s : X/R → s(X/R) je homeomorfismus (Věta 17. odst. 3.5 str.
41) a s(X/R) je Hausdorff̊uv topologický prostor jako podprostor Hausdorffova prostoru;
X/R je tedy také Hausdorff̊uv topologický prostor. Dále s(X/R) je množina všech bod̊u
x ∈ X, pro které s ◦π(x) = idX(x) = x; tato množina je uzavřená podle Důsledku 1. Věty
8. odst. 3.2 str. 35.

Uvažujme nakonec faktorový prostor podle ekvivalence, asociované se spojitým zobra-
zeńım do Hausdorffova prostoru.

Věta 22. Faktorový prostor X/Rf podle ekvivalence Rf , asociované se spojitým
zobrazeńım f topologického prostoru X do Hausdorffova topologického prostoru Y , je
Hausdorff̊uv.

Důkaz. Uvažujme kanonický rozklad f = ι◦g◦πf zobrazeńı f . Jelikož Y je Hausdorff̊uv,
topologický podprostor f(X) ⊂ Y je Hausdorff̊uv. Dále g : X/R → f(X) je spojitá bijekce
(Věta 16. odst. 3.5 str. 40). K libovolným dvěma r̊uzným bod̊um y1, y2 ∈ X/R existuje
okoĺı U1 bodu g(y1) a okoĺı U2 bodu g(y2) v f(X) tak, že U1 ∩ U2 = ∅. g−1(U1) (resp.
g−1(U2)) je ovšem okoĺı bodu y1 (resp. y2) a plat́ı g−1(U1 ∩U2) = g−1(U1) ∩ g−1(U2) = ∅;
faktorový prostor X/Rf je tedy Hausdorff̊uv.

3.7. Př́ıklady

(1) Euklidovy topologické prostory. Bud’ R množina reálných č́ısel s přirozenou topo-
logíı, n přirozené č́ıslo. Součin systému topologických prostor̊u (Ri), 1 ≤ i ≤ n, kde Ri = R
pro každé i, se nazývá n-rozměrný Euklid̊uv (topologický) prostor a označuje se Rn; jeho
topologie se nazývá Euklidova nebo také přirozená. Za bázi Euklidovy topologie lze vźıt
otevřené kvádry Ka,b = I1 × · · · × In, kde Ii = (ai, bi), a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn).

Indukovaná topologie na podmnožině Euklidova prostoru se také nazývá Euklidova
nebo přirozená.

Pro k ≤ n Euklid̊uv topologický prostor Rk je homeomorfńı s podprostorem
{(x1, . . . , xn) ∈ Rn | xk+1 = 0, . . . , xn = 0} Euklidova prostoru Rn; homeomorfismus
(x1, . . . , xk) → (x1, . . . , xk, 0, . . . , 0) Rk na tento podprostor se nazývá kanonický.

(2) Poloprostorem v n-rozměrném Euklidově prostoru Rn nazýváme množinu Rn
− =

{(x1, . . . , xn) ∈ Rn | xn ≤ 0} ⊂ Rn s indukovanou topologíı. Topologický podprostor
∂Rn

− = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn
− | xn = 0} ⊂ Rn

− nazýváme okraj poloprostoru Rn
−. Zřejmě

∂Rn
− = frRn

−, kde hranice je uvažována v přirozené topologii Rn.

(3) Spojité funkce na topologickém prostoru. Funkćı na topologickém prostoru X ro-
zumı́me obvykle zobrazeńı f : X → R, kde R je množina reálných č́ısel s přirozenou
topologíı.

Ukážeme, že součet f +g a součin f ·g spojitých funkćı f , g : X → R je spojitá funkce.
Dále ukážeme, že funkce h(x) = 1/f(x), definovaná na množině X\{x ∈ X | f(x) = 0}, je
spojitá v topologii podprostoru.

Položme h1 = f +g. Bud’ x ∈ X libovolný bod, ε > 0. Najdeme okoĺı U bodu x takové,
že |h1(y) − h1(x)| < ε pro každé y ∈ U . Funkce f (resp. g) je spojitá v bodě x, takže
existuje okoĺı U1 (resp. U2) bodu x tak, že |f(y) − f(x)| < ε/2 (resp. |g(y) − g(x)| < ε/2)
pro každé y ∈ U1 (resp. y ∈ U2). Klademe U = U1 ∩ U2. U je okoĺı bodu x a pro každé
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y ∈ U plat́ı |h1(y)−h1(x)| = |f(y)+g(y)−f(x)−g(x)| ≤ |f(y)−f(x)|+ |g(y)−g(x)| < ε.
Funkce h1 je tedy spojitá v bodě x a jej́ı spojitost vyplývá z libovolnosti x.

Položme h2 = f · g. Bud’ x ∈ X libovolný bod, ε > 0. Položme

ε1 = 1
2

(

√

(|f(x)| + |g(x)|)2 + 4ε− |f(x)| − |g(x)|
)

.

Evidentně ε1 > 0. Existuje tedy okoĺı U1 (resp. U2) bodu x tak, že |f(y)−f(x)| < ε1 (resp.
|g(y) − g(x)| < ε1). Klademe U = U1 ∩ U2. Pro každé y ∈ U dostáváme |h2(y) − h2(x)| =
|(f(y)−f(x)) · (g(y)− g(x))+f(y)g(x)+f(x)g(y)−f(x)g(x)−f(x)g(x)| ≤ |f(y)−f(x)| ·
|g(y) − g(x)|+ |g(x)| · |f(y)− f(x)|+ |f(x)| · |g(y) − g(x)| < ε21 + (|f(x)|+ |g(x)|) · ε1 = ε.
Funkce h2 je tedy spojitá v bodě x a z libovolnosti x vyplývá spojitost h2.

K vyšeťreńı spojitosti funkce h = 1/f uvažujme nejdř́ıve funkci h3(t) = 1/t, definovanou
na množině R\{0}. Ukážeme, že tato funkce je spojitá. Podle Věty 2. odst. 2.1 str. 18
stač́ı ukázat, že vzor h−1

3 ((a, b)) libovolného otevřeného intervalu (a, b) ⊂ R je otevřená
množina. Ovšem h−1

3 ((a, b)) = {t ∈ R\{0} | (1/b) < t < (1/a)}, což je skutečně otevřená
množina v podprostoru R\{0} topologického prostoru R. Funkce h3 je tedy spojitá na
R\{0}. Pro funkci h = 1/f ovšem plat́ı h = h3 ◦ f ; podle Věty 1. (b) odst. 2.1 str. 17 je
tedy funkce h spojitá.

(4) Spojitost sč́ıtáńı a násobeńı reálných č́ısel. Pro (s, t) ∈ R × R označme
pr1(s, t) = s, pr2(s, t) = t; dostáváme spojité funkce pr1, pr2 : R × R → R (Věta 10. (a)
odst. 3.3 str. 36). Jelikož sč́ıtáńı (resp. násobeńı) reálných č́ısel je rovno funkci pr1 + pr2
(resp. pr1 ·pr2), jeho spojitost vyplývá z výše uvedeného př́ıkladu (3).

(5) Spojitost vektorových operaćı na Rn. Sč́ıtáńım na Rn rozumı́me zobrazeńı
(x, y) → x+ y součinu Rn × Rn do Rn, definované vztahem

x+ y = (x1 + y1, . . . , xn + yn),

kde x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn). Násobeńım skalárem na Rn rozumı́me zobrazeńı
(s, x) → s · x součinu R × Rn do Rn, definované vztahem

s · x = (s · x1, . . . , s · xn).

Sč́ıtáńı a násobeńı skalárem nazýváme vektorové operace na Rn.
Vektorové operace na Rn jsou spojité vzhledem k přirozené topologii. Spojitost sč́ıtáńı

se dokazuje stejně jako v př́ıpadě reálných č́ısel (př. (4) str. 44)). Spojitost násobeńı
skalárem vyplývá ze spojitosti násobeńı reálných č́ısel a ze spojitosti každé ze složek zob-
razeńı (s, x) → s · x (Věta 10. (b) odst. 3.3 str. 36, 1. odst. 2.1 str. 17); skutečně, i-tá
složka zobrazeńı (s, x) → s · x je zobrazeńı (s, x) → s · xi, které je kompozićı projekce
(s, (x1, . . . , xn)) → (s, xi) a násobeńı reálných č́ısel (s, xi) → s · xi.

(6) Přirozená topologie na konečněrozměrném vektorovém prostoru. Bud’ E n-roz-
měrný vektorový prostor nad polem reálných č́ısel, (e1, . . . , en) jeho báze. Libovolný vektor
ξ ∈ E má jediné vyjádřeńı ve tvaru ξ = ξ1(ξ) · e1 + . . . + ξn(ξ) · en, kde ξi(ξ) ∈ R, a
zobrazeńı E 3 ξ → f(ξ) = (ξ1(ξ), . . . , ξn(ξ)) ∈ Rn je lineárńı izomorfismus. Uvažujeme-li
E se vzorem přirozené topologie Rn vzhledem k zobrazeńı f (př. (7) odst. 2.5 str. 23),
pak f je homeomorfismus: f je podle definice spojité a zobrazeńı f−1 : Rn → E je rovněž
spojité podle Věty 8. odst. 2.3 str. 20. S takto definovanou topologíı je tedy topologický
prostor E homeomorfńı s Rn; odsud již vyplývá, že topologie E je nezávislá na volbě báze
(e1, . . . , en). Nazývá se přirozená topologie na vektorovém prostoru E.
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Je snadné ukázat, že operace sč́ıtáńı (ξ, ζ) → ξ+ζ a operace násobeńı skalárem (s, ξ) →
s ·ξ na E jsou spojité v přirozené topologii. Zvoĺıme bázi (e1, . . . , en) vektorového prostoru
E a označ́ıme f zobrazeńı, zavedené výše. Pak sč́ıtáńı lze rozložit na ťri spojitá zobrazeńı
podle diagramu

3  

3

3

ve kterém dolńı horizontálńı šipka označuje sč́ıtáńı na Rn (viz př. (5) str. 44)). Podobně
násobeńı skalárem lze rozložit na ťri spojitá zobrazeńı podle diagramu

3  

3

3

ve kterém dolńı horizontálńı šipka označuje násobeńı skalárem na Rn. V obou př́ıpadech
uplatńıme Větu 1. (b) odst. 2.1 str. 17.

(7) Přirozená topologie na množině komplexńıch č́ısel. Bud’ C množina komplex-
ńıch č́ısel. Vzor přirozené topologie na R × R vzhledem k zobrazeńı f : C → R × R,
přǐrazuj́ıćımu komplexńımu č́ıslu z dvojici reálných č́ısel (Re z, Im z), se nazývá přirozená
topologie na C. Podobně jako výše lze ukázat, že f je homeomorfismus a že sč́ıtáńı a
násobeńı komplexńıch č́ısel je vzhledem k přirozené topologii na C spojité.

Polož́ıme-li Cn = C×C×· · ·×C (n součinitel̊u) a uvažujeme-li C s přirozenou topologíı,
pak topologie součinu na Cn se nazývá přirozená topologie na Cn.

Množina Cn má přirozenou strukturu vektorového prostoru nad polem komplexńıch
č́ısel C. Podobně jako v př. (5) str. 44 lze ukázat, že vektorové operace na Cn, t.j. sč́ıtáńı
a násobeńı skalárem, jsou v přirozené topologii Cn spojité.

(8) Uvažujme Euklid̊uv topologický prostor Rn+1. Pro bod x ∈ Rn+1, x =
(x1, . . . , xn+1), položme

‖x‖ =
(

(x1)2 + (x2)2 + . . .+ (xn+1)2
)1

2 .

Množina Sn = {x ∈ Rn+1 | ‖x‖ = 1} se nazývá jednotková sféra se středem 0 ∈ Rn+1. Bod
N = (0, . . . , 0, 1) ∈ Sn se nazývá severńı pól jednotkové sféry Sn. Ukážeme, že množina
Sn\{N}, uvažovaná jako topologický podprostor Rn+1, je homeomorfńı s n-rozměrným
Euklidovým prostorem Rn. Pro každé x ∈ Sn\{N}, x = (x1, . . . , xn), klademe

ϕ(x) =

(

x1

1 − xn+1 ,
x2

1 − xn+1 , . . . ,
xn

1 − xn+1

)

.

Dále pro každé y ∈ Rn, y = (y1, . . . , yn), klademe

ψ(y) =
1

1 + ‖y‖2 · (2y1, 2y2, . . . , ‖y‖2 − 1).
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Př́ımým výpočtem se ukáže, že ψ = ϕ−1, ϕ je tedy bijekce. Dále podle Věty 10. (b) odst.
3.3 str. 36 a Věty 2. (a) odst. 3.1 str. 32 je zobrazeńı ϕ spojité a analogicky podle Věty
10. (b) odst. 3.3 str. 36 a Věty 3. (b) odst. 3.1 str. 32 je zobrazeńı ϕ−1 spojité. ϕ je tedy
homeomorfismus.

Zobrazeńı ϕ se nazývá stereografická projekce sféry Sn ze severńıho pólu.

(9) Grupy transformaćı, prostory orbit. Uvažujme množinu X a grupu G s grupovou
operaćı G×G 3 (g, h) → g · h ∈ G. Zobrazeńı F : G×X → X se nazývá levá akce grupy
G na množině X, jsou-li splněny tyto podmı́nky: (1) F (e, x) = x pro každé x ∈ X, kde e
je jednotkový element grupy G, (2) F (g, F (h, x)) = F (g ·h, x) pro každé g, h ∈ G a x ∈ X.
Je-li zřejmé, o jaké zobrazeńı F se jedná, ř́ıkáme, že G je grupa transformaćı množiny X.

Mějme levou akci F grupy G na množině X. Pro každé g ∈ G definujeme zobrazeńı
Fg : X → X vztahem Fg(x) = F (g, x). Z podmı́nky (1) vyplývá, že Fe = idX , z (2)
vyplývá vztah Fg◦Fh = Fg·h; odtud dostáváme pro libovolné g ∈ G vztahy Fg◦Fg−1 = idX ,

Fg−1 ◦Fg = idX , takže Fg je bijekce a (Fg)
−1 = Fg−1 . Zobrazeńı Fg se nazývá transformace

množiny X, asociovaná s elementem g ∈ G.

Pro libovolný bod x ∈ X množina [x] = {y ∈ X | y = F (g, x), g ∈ G} se nazývá
G-orbita nebo prostě orbita bodu x. Relace “ body x1, x2 ∈ X paťŕı stejné G-orbitě ” je
ekvivalence na X; ťŕıdy ekvivalence jsou totožné s G-orbitami. Faktorová množina podle
této ekvivalence se nazývá prostor G-orbit a označuje se X/G.

Je-li X topologický prostor, prostor G-orbit X/G má strukturu faktorového prostoru
podle výše uvedené ekvivalence. Faktorový prostor X/G je Hausdorff̊uv tehdy a jen tehdy,
když diagonála ∆X/G je uzavřená množina v součinu X/G ×X/G (Věta 8. odst. 3.2 str.
34).

(10) Uvažujme množinu reálných č́ısel R s přirozenou topologíı a zobrazeńı f : R →
R, definované vztahem f(t) = t2. Vyšeťŕıme kanonický rozklad f = ι ◦ g ◦ πf zobrazeńı f .

Bud’ Rf ekvivalence na R, asociovaná s f . Z definice vyplývá, že ťŕıda [t] elementu t ∈
R je rovna podmnožině {−t, t} pro t 6= 0 a ťŕıda [0] elementu 0 ∈ R je rovna jednoprvkové
množině {0}. Tı́m je zároveň definována faktorová projekce πf : R → R/R f vztahem
πf (t) = [t]. Evidentně πf (t) = πf (−t) pro každé t ∈ R; vzory podmnožiny množiny
R/Rf vzhledem k πf budou tedy nutně symetrické podmnožiny R, t.j. podmnožiny,
které s každým bodem t obsahuj́ı i bod −t. Pro libovolnou množinu V ⊂ R/Rf plat́ı

V =
⋃

[t]∈V [t] (sjednoceńı element̊u V ); odtud dostáváme π−1
f (V ) =

⋃

[t]∈V π
−1
f ([t]). Přitom

π−1
f ([t]) = {−t, t} pro t 6= 0 a π−1

f ([0]) = {0}. Množina V je otevřená tehdy a jen tehdy,

když sjednoceńı množin π−1
f ([t]), kde [t] prob́ıhá V , je otevřená množina v R.

Obraz f(R) množiny R vzhledem k zobrazeńı f(t) = t2 je roven intervalu [0,∞) a podle
definice g : R/Rf → [0,∞) je zobrazeńı, definované vztahem g([t]) = t2; ι je kanonické
vnořeńı intervalu [0,∞) do R.

Bud’ U ⊂ R libovolná otevřená množina. Pak f(U) = ({s ∈ R | s = t2, t ∈ U} ∪
{s ∈ R | −s = t2, t ∈ U}) ∩ f(R) = {s ∈ R |

√

|s| ∈ U} ∩ [0,∞); přitom množina
{s ∈ R |

√

|s| ∈ U} je otevřená v R, takže f(U) je množina otevřená v podprostoru f(R).
Podle Věty 18. odst. 3.5 str. 41 je tedy zobrazeńı g homeomorfismus.

Odsud vyplývá, že faktorový prostor R/Rf (homeomorfńı s Hausdorffovým prostorem)
je Hausdorff̊uv.

Zobrazeńı πf zřejmě neńı otevřené; ekvivalence Rf tedy neńı otevřená.
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(11) Bud’ Y topologický prostor s topologíı π, X množina, a uvažujme množinu Y X

zobrazeńı X do Y s topologíı bodové konvergence (př. (6) odst. 1.8 str. 10). Podle definice
množina Y X je rovna součinu

∏

Yx systému množin (Yx)x∈X , kde Yx = Y pro každé
x ∈ X. Topologie bodové konvergence na množině Y X je totožná s topologíı součinu: je
generovaná množinami tvaru W (x,U) = {f ∈ Y X | f(x) ∈ U}, kde U prob́ıhá π a x
prob́ıhá X, přičemž zároveň W (x,U) = pr−1

x (U), kde prx je x-projekce součinu
∏

Yx.
Zobrazeńı prx v tomto př́ıpadě přǐrazuje zobrazeńı f ∈ Y X element f(x) ∈ Y ; nazývá

se proto evaluace (v bodě x) a označuje se také symbolem Evx. Podle definice faktorové
topologie je tedy topologie bodové konvergence nejslabš́ı ze všech topologíı na množině
Y X , pro které jsou všechny evaluace spojité.

Je-li topologický prostor Y Hausdorff̊uv, pak Y X s topologíı bodové konvergence je
Hausdorff̊uv topologický prostor (Věta 13. odst. 3.3 str. 38).

Pro libovolnou podmnožinu Z ⊂ Y X topologie, indukovaná na Z topologíı bodové
konvergence, se také nazývá topologie bodové konvergence.

Necht’ nyńı X je také topologický prostor a označme C(X,Y ) podmnožinu množiny
Y X , tvořenou všemi spojitými zobrazeńımi. Topologie bodové konvergence na C(X,Y )
splývá s iniciálńı topologíı, asociovanou se systémem zobrazeńı (prx |C(X,Y ))x∈X , t.j. se
systémem evaluaćı, zúžených na C(X,Y ).

Cvičeńı

Podprostory

1. Bud’ R množina reálných č́ısel, A0 = [0,∞), A1 = (0, 1), A2 = [0, 1], A3 = [0, 1), A4 =
(0, 1], A5 = (0,∞), A6 = {0}. Uvažujte R (a) s přirozenou topologíı, (b) s triviálńı topologíı,
(c) s topologíı, generovanou intervaly (a, b], (d) s topologíı konečných doplňk̊u. Charakterizujte
indukovanou topologii na A0. Jsou v této topologii množiny A0, A1, . . . , A6 otevřené?

Ř e š e n ı́ . (a) Báze indukované topologie na A0 je tvořena množinami tvaru (a, b)∩ [0,∞), kde
(a, b) je otevřený interval (Věta 5. odst. 3.1 str. 33). Množiny A0, A1, A3, A5 jsou otevřené, A2,
A4, A6 nejsou otevřené.

(b) Otevřené množiny v indukované topologii jsou ∅ a [0,∞), t.j. indukovaná topologie je
triviálńı. Množina A0 je v této topologii otevřená, žádná z množin A1, A2, . . . , A6 neńı otevřená.

(c) Báze indukované topologie je tvořena množinami tvaru (a, b] ∩ [0,∞), kde (a, b] je zleva
otevřený zprava uzavřený interval (Věta 5. odst. 3.1 str. 33). Každá z množin A1, A2, . . . , A6 je
v této topologii otevřená.

(d) Topologie konečných doplňk̊u je generována množinami tvaru R\{a1, a2, . . . , ak}, kde
ai ∈ R. Indukovaná topologie na A0 je tedy generována množinami tvaru [0,∞) ∩
(R\{a1, a2, . . . , ak}) = [0,∞)\{b1, b2, . . . , bn}, kde {b1, b2, . . . , bn} = [0,∞)∩{a1, a2, . . . , ak}. Topo-
logie konečných doplňk̊u na R tedy indukuje topologii konečných doplňk̊u na A0. V této topologii
jsou množiny A0, A5 otevřené, množiny A1, A2, A3, A4, A6 nejsou otevřené.

2. Bud’ R množina reálných č́ısel, uvažovaná (a) s přirozenou topologíı, (b) s triviálńı topologíı,
(c) s topologíı, generovanou intervaly (a, b], (d) s topologíı konečných doplňk̊u. Určete vnitřek,
vněǰsek, hranici a uzávěr množin A0, A1, . . ., A6 ze cv. 1 v R a v topologickém podprostoru
A = [0,∞) ⊂ R.

Ř e š e n ı́ . (a) Výsledky: intA0 = (0,∞), extA0 = (−∞, 0), frA0 = {0}, clA0 = A0, intAA0 =
A0, extAA0 = ∅, frAA0 = ∅, clAA0 = A0; intA1 = A1, extA1 = (−∞, 0) ∪ (1,∞), frA1 = {0, 1},
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clA1 = [0, 1]; intAA1 = A1, extAA1 = (1,∞), frAA1 = {0, 1}, clAA1 = [0, 1]; intA2 = (0, 1),
extA2 = (−∞, 0) ∪ (1,∞), frA2 = {0, 1}, clA2 = A2, intAA2 = [0, 1), extAA2 = (1,∞), frAA2 =
{1}, clAA2 = A2; intA3 = (0, 1), extA3 = (−∞, 0)∪(1,∞), frA3 = {0, 1}, clA3 = [0, 1], intAA3 =
[0, 1), extAA3 = (1,∞), frAA3 = {1}, clAA3 = [0, 1]; intA4 = (0, 1), extA4 = (−∞, 0) ∪ (1,∞),
frA4 = {0, 1}, clA4 = [0, 1], intAA4 = (0, 1), extAA4 = (1,∞), frAA4 = {0, 1}, clAA4 =
[0, 1]; intA5 = A5, extA5 = (−∞, 0), frA5 = {0}, clA5 = [0,∞); intAA5 = A5, extAA5 = ∅,
frAA5 = {0}, clAA5 = [0,∞); intA6 = ∅, extA6 = R\{0}, frA6 = {0}, clA6 = {0}, intAA6 = ∅,
extAA6 = (0,∞), frAA6 = {0}, clAA6 = {0}.

(b) Pro každou z množin Ai plat́ı intAi = extAi = ∅, frAi = clAi = R. Pro každé Ai, kde
i = 1, 2, . . . , 6, plat́ı intAAi = extAAi = ∅, frAAi = clAAi = A. Dále intAA = clAA = A,
frAA = extAA = ∅.

(c) Výsledky: intA0 = (0,∞), extA0 = (−∞, 0), frA0 = {0}, clA0 = A0, intAA0 = A0,
extAA0 = ∅, frAA0 = ∅, clAA0 = A0; intA1 = A1, extA1 = (−∞, 0] ∪ (1,∞), frA1 = {1},
clA1 = (0, 1], intAA1 = A1, extAA1 = {0} ∪ (1,∞), frAA1 = {1}, clAA1 = (0, 1]; intA2 = (0, 1],
extA2 = (−∞, 0) ∪ (1,∞), frA2 = {0}, clA2 = A2, intAA2 = A2, extAA2 = (1,∞), frAA2 = ∅,
clAA2 = A2; intA3 = (0, 1), extA3 = (−∞, 0)∪(1,∞), frA3 = {0, 1}, clA3 = [0, 1], intAA3 = A3,
extAA3 = (1,∞), frAA3 = {1}, clAA3 = [0, 1]; intA4 = A4, extA4 = (−∞, 0] ∪ (1,∞), frA4 = ∅,
clA4 = A4, intAA4 = A4, extAA4 = {0} ∪ (1,∞), frAA4 = ∅, clAA4 = A4; intA5 = A5,
extA5 = (−∞, 0], frA5 = ∅, clA5 = A5, intAA5 = A5, extAA5 = {0}, frAA5 = ∅, clAA5 = A5;
intA6 = ∅, extA6 = R\{0}, frA6 = A6, clA6 = A6, intAA6 = A6, extAA6 = (0,∞), frAA6 = ∅,
clAA6 = A6.

(d) Pro každé Ai, kde i = 0, 1, 2, 3, 4, 5, plat́ı intAi = extAi = ∅, frAi = clAi = R, dále intA6 =
∅, extA6 = R \ {0}, frA6 = {0}, clA6 = A6. Dále pro i = 1, 2, 3, 4 plat́ı intAAi = extAAi = ∅,
frAAi = clAAi = A. Dále intAA = A, extAA = ∅, frAA = ∅, clAA = A, intAA5 = A5,
extAA5 = ∅, frAA5 = {0}, clAA5 = A, intAA6 = ∅, extAA6 = (0,∞), frAA6 = A6, clAA6 = A6.

3. Rozhodněte, zda topologie, indukovaná přirozenou topologíı množiny reálných č́ısel R na
podmnožině Q racionálńıch č́ısel je diskrétńı topologie.

Ř e š e n ı́ . Topologie, indukovaná přirozenou topologíı na podmnožině Q ⊂ R neńı diskrétńı:
např. podmnožina {1} ⊂ Q neńı otevřená, nebot’ pro libovolný otevřený interval (a, b) ⊂ R plat́ı
{1} 6= (a, b) ∩ Q.

Euklid̊uv topologický prostor

4. Pro x, y ∈ Rn, x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn), položme

d(x, y) =
(

(

x1 − y1
)2

+
(

x2 − y2
)2

+ . . .+ (xn − yn)
2
)

1
2
.

Pro libovolné a ∈ Rn a r ∈ R, r > 0, klademe B(a, r) = {x ∈ Rn | d(x, a) < r}. Množina B(a, r)
se nazývá otevřená koule se středem a a poloměrem r.

(a) Ukažte, že otevřené koule tvoř́ı bázi nějaké topologie na Rn.
(b) Ukažte, že otevřené koule tvoř́ı bázi přirozené topologie na Rn.

Ř e š e n ı́ . (a) Odvod́ıme dvě nerovnosti. Bud’te a, b ∈ Rn libovolné body, a = (a1, a2, . . . ,
an), b = (b1, b2, . . . , bn). Př́ımým výpočtem ukážeme, že plat́ı

(

∑

akbk

)2

=
(

∑

a2
k

)(

∑

b2i

)

− 1

2

∑∑

(aibj − ajbi)
2,

kde se sč́ıtá přes všechny hodnoty index̊u i, j, k. Odtud dostaneme vztah

(

∑

akbk

)2

≤
(

∑

a2
k

)(

∑

b2i

)

,
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který se nazývá Cauchyho–Bunjakovského nerovnost. Z Cauchyho–Bunjakovského nerovnosti pak
dostaneme

∑

(ak + bk)2 =
∑

(a2
k + 2akbk + b2k) ≤

∑

a2
k +

∑

b2k

+ 2
((

∑

a2
k

)(

∑

b2k

))
1
2

=

(

(

∑

a2
k

)
1
2

+
(

∑

b2k

)
1
2

)2

.

Plat́ı tedy
(

∑

(ak + bk)2
)

1
2 ≤

(

∑

a2
k

)
1
2

+
(

∑

b2k

)
1
2
.

Tato nerovnost se nazývá Minkowského nerovnost.
Nyńı prověř́ım, že jsou splněny podmı́nky Věty 8. (a) odst. 1.4 str. 6. Označme σ systém

všech otevřených kouĺı v Rn. Evidentně
⋃

B(a, r) = Rn, kde B(a, r) prob́ıhá σ. Bud’ B(x, r)
libovolná otevřená koule; ukážeme, že pro každé y ∈ B(x, r) existuje otevřená koule B(y, ε) tak,
že B(y, ε) ⊂ B(x, r). Zvolme ε tak, že 0 < ε ≤ r − d(x, y). Pomoćı Minkowského nerovnosti
dostaneme, že plat́ı d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) pro libovolné z ∈ Rn. Pro každé z ∈ B(y, ε) tedy
plat́ı d(x, z) < d(x, y) + ε ≤ r a tedy B(y, ε) ⊂ B(x, r). Necht’ nyńı B1, B2 jsou libovolné otevřené
koule takové, že B1 ∩B2 6= ∅. Zvolme y ∈ B1 ∩B2. Existuj́ı č́ısla ε1, ε2 > 0 tak, že B(y, ε1) ⊂ B1,
B(y, ε2) ⊂ B2. Vezmeme-li ε = min{ε1, ε2}, dostaneme B(y, ε) ⊂ B1∩B2. σ je tedy báze topologie
na Rn.

(b) Podle Věty 9. odst. 1.4 str. 7 stač́ı dokázat, že (1) ke každému bodu y ∈ B(x, r) existuje
otevřený kvádr K obsahuj́ıćı y tak, že K ⊂ B(x, r), t.j. že množina B(x, r) je otevřená v přirozené
topologii, a (2) ke každému bodu y z libovolného otevřeného kvádru K existuje otevřená koule
B(y, ε), lež́ıćı v K. Pro d̊ukaz, že je splněna podmı́nka (1), stač́ı vźıt otevřený kvádr K = I1× I2×
· · · × In, kde Ii = (yi − a, yi + a), y = (y1, y2, . . . , yn), a a je libovolné č́ıslo splňuj́ıćı podmı́nku
0 < a < 1√

n
(r − d(x, y)). Skutečně, pro libovolné z ∈ K, z = (z1, z2, . . . , zn), dostaneme

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) = d(x, y) +
(

∑

(

yi − zi
)2
)

1
2

< d(x, y) +
(

na2
)

1
2 = d(x, y) +

√
n · a < r,

takže K ⊂ B(x, r). (poznamenáváme, že v tomto výpočtu jsme
použili vztah pro délku bn tělesové úhlopř́ıčky n-rozměrné krychle, který má v našem př́ıpadě

tvar bn = 2a · √n.) Pro d̊ukaz, že je splněna podmı́nka (2), uvažujme otevřený kvádr K = I1 ×
I2 × · · · × In, kde Ii = (ai, bi). Necht’ y ∈ K, y = (y1, y2, . . . , yn). Zvoĺıme ε > 0 tak, že ε <
min{min{|yi − ai|, |yi − bi|}}, kde i prob́ıhá 1, 2, . . . , n. Pro bod z ∈ B(y, ε), z = (z1, z2, . . . , zn),
pak plat́ı d(z, y) = (

∑

(zi−yi)2)1/2 < ε, odkud |zi−yi| < ε pro každé i a tedy yi−ε < zi < yi +ε.
Plat́ı tedy zi ∈ Ii pro každé i, t.j. B(y, ε) ⊂ K, což jsme chtěli dokázat.

5. Bud’ a ∈ Rn bod, a = (a1, a2, . . . , an), r > 0 č́ıslo, ρ : Rn × Rn → R funkce, definovaná
vztahem

ρ(x, y) =
(

(

x2 − y2
)2

+
(

x3 − y3
)2

+ . . .+ (xn − yn)2
)

1
2
.

Množina C(a, r) = {x ∈ Rn | ρ(x, a) < r} se nazývá otevřený válec s osou o = {x ∈ Rn | xi =
ai, 2 ≤ i ≤ n} a poloměrem r.

(a) Ukažte, že otevřené válce tvoř́ı bázi topologie na Rn. Srovnejte tuto topologii s přirozenou
topologíı. Je topologie, generovaná otevřenými válci, Hausdorffova?

(b) Relace “ x ∼ y tehdy a jen tehdy, když xi = yi pro každé i = 2, 3, . . . , n” je ekvivalence na
Rn. Uvažujeme-li Rn s topologíı, generovanou otevřenými válci, pak faktorový prostor podle této
ekvivalence je homeomorfńı s Euklidovým prostorem Rn−1. Ukažte.
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Ř e š e n ı́ . (a) Užijeme Větu 8. (a) odst. 1.4 str. 6. Množiny C(a, r) zřejmě pokrývaj́ı Rn. Mějme
dva otevřené válce C1 = C(a1, r1), C2 = C(a2, r2) s neprázdným pr̊unikem a bod y ∈ C1 ∩ C2,
y = (y1, y2, . . . , yn). Označme a′1 = (a2

1, a
3
1, . . . , a

n
1 ), a′2 = (a2

2, a
3
2, . . . , a

n
2 ), kde a1 = (a1

1, a
2
1, . . . , a

n
1 ),

a2 = (a1
2, a

2
2, . . . , a

n
2 ), B1 = B(a′1, r1), B2 = B(a′2, r2) (otevřené koule v Rn−1). Evidentně y′ =

(y2, y3, . . . , yn) ∈ B1∩B2. Podle cv. 4 existuje otevřená koule B(y′, ε) v Rn−1 taková, že B(y′, ε) ⊂
B1 ∩ B2. Zřejmě C(y, ε) = {x ∈ Rn | (x2, x3, . . . , xn) ∈ B(y′, ε)} je otevřený válec v Rn a plat́ı
C(y, ε) ⊂ C1 ∩ C2. Ukázali jsme tedy, že otevřené válce tvoř́ı bázi topologie na Rn.

Tato topologie je slabš́ı než přirozená topologie: ke každému otevřenému válci C(a, r) otevřená
koule B(a, r) lež́ı v C(a, r). Opak ovšem neplat́ı, takže tyto topologie nejsou totožné.

Topologie, generovaná otevřenými válci, neńı Hausdorffova: body x1, x2, pro které x1
1 6= x1

2 a
xi

1 = xi
2 pro i = 2, 3, . . . , n, nelze oddělit otevřenými válci.

(b) Tř́ıda [x] bodu x = (x1, x2, . . . , xn) podle ekvivalence ∼ je množina {y ∈ Rn | y2 =
x2, . . . , yn = xn}. Pro libovolnou tř́ıdu [x] ∈ Rn/∼ klademe f([x]) = (x2, x3, . . . , xn). Tı́mto
vztahem je zřejmě korektně definována bijekce f : Rn/∼→ Rn−1. Označme π faktorovou projekci
Rn na Rn/∼. Podle definice π a f plat́ı f ◦ π(x1, x2, . . . , xn) = (x2, x3, . . . , xn), takže f ◦ π je
spojité zobrazeńı v Euklidově topologii na Rn−1 a v topologii, generované otevřenými válci na Rn

(Věta 2. (5) odst. 2.1 str. 18, cv. 4 (b)); zobrazeńı f je tedy spojité vzhledem k faktorové topologii
(Věta 11. odst. 2.4 str. 21). Zobrazeńı f ◦ π je ovšem otevřené (Věta 3. (a) odst. 2.1 str. 18).
nebot’ obraz otevřeného válce je otevřená koule. Pro libovolnou otevřenou množinu U ⊂ Rn/∼ je
množina π−1(U) ⊂ Rn otevřená a ze surjektivity π vyplývá, že f(U) = f ◦ π(π−1(U)) je otevřená
množina; zobrazeńı f je tedy otevřené. Podle Věty 4. odst. 2.1 str. 19 je tedy f homeomorfismus.

6. Je Euklid̊uv topologický prostor Rn separabilńı?

Ř e š e n ı́ . Ano. Uvažujme množinu Qn všech uspořádaných n-tic racionálńıch č́ısel. Qn je
spočetná množina a plat́ı clQn = Rn: zřejmě libovolný otevřený interval I ⊂ R obsahuje ra-
cionálńı č́ıslo a libovolná otevřená množina U ⊂ Rn obsahuje element množiny Qn.

7. Ukažte, že Euklid̊uv topologický prostor Rn je druhého typu spočetnosti.

Ř e š e n ı́ . Analogicky jako v př́ıpadě n = 1 (př. (3) odst. 1.8 str. 9) lze ukázat, že systém všech
otevřených kouĺı B(x, r) ⊂ Rn takových, že x = (x1, x2, . . . , xn) prob́ıhá Qn ⊂ Rn a r prob́ıhá
č́ısla 1/n, kde n ∈ N, tvoř́ı bázi přirozené topologie na Rn. Spočetnost tohoto systému plyne ze
spočetnosti množiny N × Qn.

Spojitá zobrazeńı a homeomorfismy

8. Uvažujte Euklid̊uv prostor R2 a jeho podmnožiny K = (−1, 1) × (−1, 1), B = {(x, y) ∈
R2 | x2 + y2 < 1} (otevřený čtverec a otevřený kruh) s indukovanou topologíı. Zjistěte, zda jsou
homeomorfńı (a) K a R2, (b) B a R2, (c) K a B.

Ř e š e n ı́ . (a) Zobrazeńı f : K → R2, definované vztahem

f(x, y) =

(

x
√

1 − x2
,

y
√

1 − y2

)

,

je homeomorfismus.
(b) Zobrazeńı g : B → R2, definované vztahem

g(x, y) =

(

x
√

1 − x2 − y2
,

y
√

1 − x2 − y2

)

,

je homeomorfismus.
(c) Z (a) a (b) vyplývá, že zobrazeńı g−1 ◦ f je homeomorfismus K a B.
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9. Ukažte, že kružnice S1 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1} je homeomorfńı s okrajem čtverce
C = {(x, y) ∈ R2 | x2 = 1,−1 ≤ y ≤ 1}∪ {(x, y) ∈ R2 | y2 = 1,−1 ≤ x ≤ 1} (v přirozené topologii
na R2).

Ř e š e n ı́ . Necht’ m : R2 → R je funkce, definovaná vztahem

m(x, y) = max(|x|, |y|).

Ukážeme, že tato funkce je spojitá. Bud’ (x0, y0) ∈ R2 bod. Předpokládejme nejdř́ıve, že x0 6= y0;
necht’ např. |x0| > |y0|. Pak existuje okoĺı U bodu (x0, y0) takové, že pro každé (x, y) ∈ U plat́ı
|x| > |y|, t.j. U ∩ ∆R = ∅, kde ∆R ⊂ R2 je diagonála. Na U tedy m(x, y) = |x|, takže m je
jako kompozice projekce (x, y) → x a absolutńı hodnoty x → |x| funkce spojitá v bodě (x0, y0).
Necht’ nyńı y0 = x0 a necht’ ε > 0 je libovolné. Necht’ (x, y) ∈ R2 je bod, pro který |x − x0| < ε,
|y − x0| < ε. Plat́ı-li |x| ≥ |y|, pak |m(x, y) −m(x0, x0)| = | |x| − |x0| | ≤ |x − x0| < ε, a plat́ı-li
|x| < |y|, pak |m(x, y)−m(x0, x0)| = | |y|− |x0| | ≤ |y−x0| < ε; znamená to, že funkce m je spojitá
v bodě (x0, x0). Celkově je tedy ukázáno, že m je spojitá funkce.

Rovnice m(x, y) = 1 je zřejmě rovnice okraje čtverce C, t.j. plat́ı C = {(x, y) ∈ R2 | m(x, y) =
1}.

Pro (x, y) ∈ R2\{(0, 0)} klademe

ϕ(x, y) =
1

m(x, y)
(x, y);

dostáváme spojité zobrazeńı ϕ : R2\{(0, 0)} → R2 (Věta 10. (b) odst. 3.3 str. 36, př. (3) odst. 3.7
str. 43). Zobrazeńı ϕ má rovnice

x̄ =
x

m(x, y)
, ȳ =

y

m(x, y)
.

Pro libovolný bod (x, y) ∈ R2\{(0, 0)} plat́ı m(x̄, ȳ) = 1, jak se snadno přesvědč́ıme př́ımým
výpočtem, takže (x̄, ȳ) ∈ C a ϕ(R2\{(0, 0)} ⊂ C. Zúžeńım oboru hodnot tedy dostáváme spojité
zobrazeńı ϕ : R2\{(0, 0)} → C (Věta 3. (b) odst. 3.1 str. 32). Snadno lze ukázat, že toto zobrazeńı je
surjektivńı. Bud’ (x̄, ȳ) ∈ C libovolný bod; podle předpokladu plat́ı m(x̄, ȳ) = 1. Položme x = x̄/r,
y = ȳ/r, kde r = (x̄2 + ȳ2)1/2. Pro bod (x, y) ∈ R2\{(0, 0)} ihned dostaneme ϕ(x, y) = (x̄, ȳ).

Nakonec pro (x, y) ∈ R2\{(0, 0)} položme

ψ(x, y) =

(

x

(x2 + y2)
1
2

,
y

(x2 + y2)
1
2

)

.

Tı́mto vztahem je definováno zobrazeńı ψ : R2\{(0, 0)} → R2\{(0, 0)}. Označme stejným sym-
bolem ψ zúžeńı tohoto zobrazeńı na množinu C ⊂ R2\{(0, 0)}. Pro každé (x̄, ȳ) ∈ C plat́ı
ϕ ◦ ψ(x̄, ȳ) = (x̄, ȳ), jak již bylo ukázáno výše, takže

ϕ ◦ ψ = idC

a ψ je řez zobrazeńı ϕ (odst. 3.5). Jelikož tento řez vzniká zúžeńım spojitého zobrazeńı na to-
pologický podprostor, je spojitý (Věta 3. odst. 3.1 str. 32) a podle Věty 17. odst. 3.5 str. 41
ψ : C → R2\{(0, 0)} je vnořeńı (odst. 3.5); zúžeńım oboru hodnot tedy dostáváme homeomorfis-
mus ψ : C → ψ(C).

Zbývá tedy prověřit, že ψ(C) = S1; to ovšem ihned vyplývá z definice zobrazeńı ψ.

10. Uvažujte jednotkovou kružnici S1 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1} a interval [0, 1) s Eu-
klidovou topologíı. Je zobrazeńı f : [0, 1) → S1, definované vztahem f(t) = (cos 2πt, sin 2πt),
homeomorfismus?
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Ř e š e n ı́ . Zobrazeńı f je spojitá bijekce, inverzńı zobrazeńı f−1 však neńı spojité: interval
[0, 1/4) ⊂ [0, 1) je otevřená množina, ovšem jeho vzor (f−1)−1([0, 1

4 )) = f([0, 1
4 )) vzhledem

k zobrazeńı f−1 neńı otevřená množina v S1. Kdyby totiž existovala otevřená množina U ⊂ R2

tak, že U ∩ S1 = f([0, 1/4)), bod P = f(0) by byl jej́ım vnitřńım bodem a množina f([0, 1
4 ))

by obsahovala podmmožinu tvaru K∩S1, kde K je otevřený obdélńık obsahuj́ıćı bod P (viz obr. 1).

Obr. 1

11. Ukažte, že topologické prostory R2\{0}, S1×R (s Euklidovou topologíı) jsou homeomorfńı.

Ř e š e n ı́ . Ztotožńıme-li přirozeným zp̊usobem množiny R2\{0}, S1 × R s podmnožinami
množiny R3, můžeme zkonstruovat jejich bijekci pomoćı promı́táńı z bodu P = (0, 0, 1) (viz obr. 2).

Obr. 2

3

Každému (x, y) ∈ R2\{0} přǐrad́ıme bod f(x, y) = (x̄, ȳ, z̄) ∈ S1 × (−∞, 1) pomoćı rovnic

x̄ =
x

(x2 + y2)1/2
, ȳ =

y

(x2 + y2)1/2
, z̄ = 1 − 1

(x2 + y2)1/2
.

Snadno lze ukázat, že f je homeomorfismus. Ovšem interval (−∞, 1) je homeomorfńı s R; je-li
g : (−∞, 1) → R homeomorfismus, pak idS1 ×g je homeomorfismus S1 × (−∞, 1) na S1 × R a
složené zobrazeńı (idS1 ×g) ◦ f je homeomorfismus R2\{0} na S1 × R.
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12. Rozhodněte, zda v následuj́ıćıch př́ıpadech (a) – (d) je obraz přirozené topologie na R
vzhledem k zobrazeńı f : R → R2 totožný s topologíı podprostoru Euklidova prostoru R2 a zda f
je vnořeńı:

(a) f(t) = (cos 2πt, sin 2πt) (kružnice o poloměru 1 se středem v počátku),

(b) f(t) = (1, t) pro t ∈ (−∞, 0) a f(t) = (cos(2πt/(1 + t), sin(2πt/(1 + t)) pro t ∈ [0,∞) (viz
obr. 3),

(c) f(t) = (a(t2 − 1)/(t2 + 1), at(t2 − 1)/(t2 + 1)), kde a > 0 (strofoida, viz obr. 4),

(d) f(t) = (a
√
π
∫ t

0
cos(πs2/2) ds, a

√
π
∫ t

0
sin(πs2/2)ds), kde a 6= 0 (klotoida, viz obr. 5).

Ř e š e n ı́ . (a) Označme τ1 (resp. τ2) přirozenou topologii na R1 (resp. R2), fτ1 (resp. τS1) obraz
topologie τ1 vzhledem k zobrazeńı f (resp. přirozenou topologii na S1).

Nejprve ukážeme, že fτ1 ⊃ τS1 . Zobrazeńı f je evidentně spojité. Označme f ′ zobrazeńı, vzni-
kaj́ıćı zúžeńım oboru hodnot zobrazeńı f na kružnici S1 a označme ι : S1 → R2 kanonické vložeńı;
evidentně f = ι ◦ f ′. Uvažujeme-li S1 s topologíı fτ1, zobrazeńı f ′ je zřejmě spojité. Podle Věty
11. odst. 2.4 str. 21 je tedy zobrazeńı ι spojité. Podle definice je ovšem topologie τS1 nejslabš́ı ze
všech topologíı na S1, v nichž je zobrazeńı ι spojité; plat́ı tedy τS1 ⊂ fτ1.

Nyńı ukážeme, že fτ1 ⊂ τS1 . Bud’ U ∈ fτ1 libovolná množina. Z definice finálńı topologie a
ze surjektivnosti zobrazeńı f ′ plyne, že U = f ′(V ) = f(V ) pro jistou otevřenou množinu V ⊂ R.
Napǐsme V =

⋃

It (sjednoceńı přes t ∈ V ), kde It ⊂ V je otevřený interval obsahuj́ıćı t. Evidentně
It = (ι ◦ f ′)−1(Wt) pro jistou otevřenou množinu Wt ⊂ R2. Klademe W =

⋃

Wt. Pak W je

otevřená množina a f(V ) = f(
⋃

(ι ◦ f ′)−1(Wt)) = f((ι ◦ f ′)−1(
⋃

Wt) = f(f ′−1
(ι−1(W ))) =

f ′(f ′−1
(ι−1(W ))). Ze surjektivity f ′ tedy dostáváme f(V ) = ι−1(W ) = W ∩ S1 = U . U je tedy

element topologie τS1 , což jsme chtěli dokázat.

(b) Stejně jako v př́ıkladě (a) se ukáže, že obraz fτ přirozené topologie τ na R vzhledem
k zobrazeńı f je silněǰśı než indukovaná přirozená topologie na f(R) ⊂ R2. Ukážeme, že tyto
topologie nejsou totožné. Z injektivnosti f vyplývá, že množina f((−1, 1/3)) ⊂ f(R) je otevřená
v topologii fτ . Tuto množinu však nelze źıskat jako pr̊unik U ∩ f(R), kde U ⊂ R2 je otevřená
množina obsahuj́ıćı bod (1, 0) = f(0) (viz obr. 3).

f je spojité injektivńı zobrazeńı; z výše uvedeného však vyplývá, že f neńı vnořeńı.

(c) Zobrazeńı f neńı injektivńı, nemůže tedy být vnořeńım. Analogicky jako v př́ıpadě (b) se
ukáže, že obraz fτ přirozené topologie na R nesplývá s přirozenou topologíı na f(R) ⊂ R2.

(d) Podobně jako v (a) se ukáže, že obraz přirozené topologie vzhledem k zobrazeńı f je totožný
s indukovanou topologíı. Jelikož f je injektivńı, je vnořeńı R do R2.

Obr. 3 Obr. 4 Obr. 5

13. Spojité zobrazeńı triviálńıho topologického prostoru do Hausdorffova topologického pro-
storu je konstantńı. Ukažte.

Ř e š e n ı́ . Bud’ X triviálńı topologický prostor, Y Hausdorff̊uv topologický prostor, f : X → Y
spojité zobrazeńı. Předpokládejme, že existuj́ı body x1, x2 ∈ X takové, že pro body f(x1) = y1,
f(x2) = y2 plat́ı y1 6= y2. Z oddělitelnosti topologického prostoru Y vyplývá, že existuje okoĺı V
bodu y1 takové, že y2 6∈ V . Dále ze spojitosti f v bodě x1 vyplývá, že existuje okoĺı U bodu x1
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tak, že f(U) ⊂ V . Ovšem topologický prostor X je triviálńı, takže U = X , a tedy f(X) ⊂ V , t.j.
y2 ∈ V . Nemůže tedy platit y1 6= y2.

14. Necht’ X je topologický prostor a necht’ X = A∪B, kde A, B ⊂ X jsou uzavřené množiny
takové, že A∩B 6= ∅. Bud’te f : A→ Y , g : B → Y spojitá zobrazeńı do topologického prostoru Y .
Plat́ı-li f(x) = g(x) pro každé x ∈ A ∩B, pak zobrazeńı h : X → Y , definované vztahem h|A = f ,
h|B = g, je spojité. Dokažte.

Ř e š e n ı́ . Bud’ C ⊂ Y libovolná uzavřená množina. Pro množinu h−1(C) dostáváme
h−1(C) = {x ∈ X | h(x) ∈ C} = {x ∈ A | f(x) ∈ C} ∪ {x ∈ B | g(x) ∈ C} = f−1(C)

⋃

g−1(C).
Ze spojitosti zobrazeńı f vyplývá, že množina f−1(C) je uzavřená v topologickém prostoru A.
S využit́ım Věty 4. (a) odst. 3.1 str. 32 dostáváme clA f

−1(C) = f−1(C) = A ∩ cl f−1(C), takže
množina f−1(C) je jako pr̊unik uzavřených množin uzavřená množina vX . h−1(C) je tedy uzavřená
množina a spojitost zobrazeńı h vyplývá z Věty 2. odst. 2.1 str. 18.

15. Bud’te X , Y topologické prostory.
(a) Předpokládejme, že X , Y jsou homeomorfńı a h : X → Y je jejich homeomorfismus. Pak pro

libovolný topologický podprostor A ⊂ X zobrazeńı g : A→ g(A), definované vztahem g(x) = h(x),
je homeomorfismus.

(b) Předpokládejme, že existuje bod y0 ∈ Y takový, že pro žádné x ∈ X topologické prostory
X\{x}, Y \{y0} nejsou homeomorfńı. Pak X , Y nejsou homeomorfńı.

Dokažte.

Ř e š e n ı́ . (a) g je bijekce a obě zobrazeńı g, g−1 jsou spojitá podle Věty 3. (a), (b) odst. 3.1
str. 32.

(b) Předpokládejme, že X , Y jsou homeomorfńı a označme f : X → Y jejich homeomorfismus.
Položme x0 = f−1(y0). Podle (a) topologické prostory X\{x0}, f(X\{x0}) = f(X)\{f(x0)} =
Y \{y0} jsou homeomorfńı, což je spor.

Součin topologických prostor̊u

16. Bud’te Xi, 1 ≤ i ≤ k, topologické prostory, τi jejich topologie.
(a) Ukažte, že systém množin

∏

Ui, kde Ui prob́ıhá τi, tvoř́ı bázi nějaké topologie na součinu
množin

∏

Xi.
(b) Ukažte, že tato topologie splývá se součinem topologíı τi.

Ř e š e n ı́ . (a) Aplikujeme Větu 8. (a) odst. 1.4 str. 6. Označme τ0 systém množin tvaru
∏

Ui,
kde Ui ∈ τi. Zřejmě

∏

Xi ∈ τ0. Dále uvažujme dvě množiny U1 × · · · ×Uk, V1 × · · · × Vk ∈ τ0. Pro
jejich pr̊unik dostáváme (U1 × · · · × Uk) ∩ (V1 × · · · × Vk) = (U1 ∩ V1) × · · · × (Uk ∩ Vk). Ovšem
Ui ∩ Vi ∈ τi pro každé i, takže tento pr̊unik padne do τ0. Systém množin τ0 je tedy báze topologie.

(b) Označme pri i-tou projekci součinu
∏

Xi. Necht’ τ je iniciálńı topologie na součinu množin
∏

Xi, asociovaná se systémem projekćı {pri}. Systém σ množin tvaru pr−1
i (Ui), kde Ui ∈ τi, je

systém generátor̊u topologie τ . Báze topologie τ je pak tvořena všemi konečnými pr̊uniky množin
systému σ. Množina pr−1

i (Ui) má tvar pr−1
i (Ui) = X1 × · · · ×Xi−1 ×Ui ×Xi+1 × · · · ×Xk. Odtud

je vidět, že libovolný konečný pr̊unik množin ze systému σ má tvar V1 ×V2 × · · · ×Vk, kde Vi ∈ τi.
Báze topologie τ je tedy totožná se systémem τ0 z (a).

17. Bud’teX , Y topologické prostory, f : X×Y → Z zobrazeńı součinuX×Y do topologického
prostoru Z. Řekněme, že f je spojité v proměnné x ∈ X , jestliže pro každé y ∈ Y zobrazeńı
X 3 x→ f(x, y) ∈ Z je spojité. Analogicky řekneme, že f je spojité v proměnné y ∈ Y , jestliže pro
každé x ∈ X je zobrazeńı Y 3 y → f(x, y) ∈ Z spojité. Zobrazeńı f , spojité v proměnné x ∈ X i
v proměnné y ∈ Y , se nazývá spojité v obou proměnných.

(a) Ukažte, že je-li f spojité, pak je spojité v obou proměnných.
(b) Udejte př́ıklad zobrazeńı, které je spojité v obou proměnných, ale neńı spojité.
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Ř e š e n ı́ . (a) Bud’ f : X × Y → Z spojité zobrazeńı, y0 ∈ Y bod. Zobrazeńı g : X → Z,
definované vztahem g(x) = f(x, y0), je kompozice spojitých zobrazeńı X 3 x → (x, y0) ∈ X × Y ,
X × Y 3 (x, y) → f(x, y) ∈ Z a je tedy spojité (porov. Věta 7. odst. 3.2 str. 34). Odsud je již
vidět, že f je spojité v obou proměnných.

(b) Uvedeme př́ıklad funkce f : R × R → R spojité v obou proměnných, která neńı spojitá.
Klademe

f(x, y) =







xy

x2 + y2 , (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).

Dále klademe g(x) = f(x, y0), h(y) = f(x0, y), kde (x0, y0) ∈ R × R je libovolný pevně zvolený
bod. Pak

g(x) =
xy0

x2 + y2
0

, h(y) =
x0y

x2
0 + y2

pro každé x, y ∈ R. Funkce g, h jsou tedy spojité a z libovolnosti bodu (x0, y0) vyplývá, že funkce
f je spojitá v obou proměnných.

Funkce f ovšem neńı spojitá v bodě (0, 0). Kdyby totiž byla spojitá v bodě (0, 0), pak funkce
f ′ : R → R, definovaná vztahem f ′(x) = f(x, x), by byla spojitá v bodě 0 (jako kompozice
spojitých zobrazeńı R 3 x→ (x, x) ∈ R × R a f); ovšem f ′(x) = 1/2 pro x 6= 0 a f(0) = 0, takže
f ′ neńı spojitá v bodě x = 0.

18. Uvažujte topologické podprostory A, B ⊂ R3 podle obr. 6.

Obr. 6

Rozhodněte, zda existuje spojité zobrazeńı f : A× [0, 1] → R3, splňuj́ıćı tyto podmı́nky:
(1) f(x, 0) = x.
(2) Pro každé t ∈ [0, 1] zobrazeńıA 3 x→ f(x, t) ∈ f(A×{t}) je homeomorfismus a f(A×{1}) =

B.

Ř e š e n ı́ . Spojité zobrazeńı f s uvedenými vlastnostmi (“spojitá deformace”) existuje; je to
zřejmé ze dvou následuj́ıćıh řešeńı (L. Veselý, obr. 7; M. Turec, obr. 8, Pokroky matematiky, fyziky
a astronomie 33 (1988), 176):

Úloha 18 pocháźı z mezinárodńı matematické soutěže vysokoškolských student̊u ISTAM 87
v Bělehradě.
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Obr. 7 Obr. 8

Silný součin topologických prostor̊u

Uvažujme systém topologických prostor̊u (Xι)ι∈I a součin systému množin
∏

Xι. Snadno lze
ukázat, že systém σ množin

∏

Uι, kde pro každé ι je Uι otevřená množina v Xι, tvoř́ı bázi to-
pologie na

∏

Xι (Věta 8. (a) odst. 1.4 str. 6): tyto množiny pokrývaj́ı množinu
∏

Xι a plat́ı
(
∏

Uι) ∩ (
∏

Vι) =
∏

(Uι ∩ Vι) pro libovolné podmnožiny Uι, Vι ⊂ Xι, takže z podmı́nky
∏

Uι,
∏

Vι ∈ σ vyplývá
∏

(Uι ∩ Vι) ∈ σ. Topologie, generovaná báźı σ, se nazývá silný součin topo-
logíı topologických prostor̊u Xι. Množina

∏

Xι s touto topologíı se nazývá silný součin systému
topologických prostor̊u (Xι)ι∈I .

19. Bud’ (Xι)ι∈I systém topologických prostor̊u. Uvažujte součin systému množin
∏

Xι jako
součin topologických prostor̊u a jako silný součin topologických prostor̊u.

(a) Srovnejte součin a silný součin topologíı topologických prostor̊u Xι, ι ∈ I. Kdy obě topologie
splynou? Kdy je silný součin systému topologických prostor̊u Hausdorff̊uv topologický prostor?

(b) Rozhodněte, zda faktorová projekce prκ :
∏

Xι → Xκ je zobrazeńı otevřené (resp. uzavřené,
resp. spojité), uvažujeme-li součin množin

∏

Xι se součinem topologíı topologických prostor̊u Xι

ev. se silným součinem topologíı topologických prostor̊u Xι.

Ř e š e n ı́ . (a) Podle definice iniciálńı topologie součin topologíı topologických prostor̊u Xι je
generován systémem generátor̊u tvaru pr−1

ι (Uι), kde Uι prob́ıhá otevřené množiny v Xι. Topologie
součinu je tedy generovaná báźı, tvořenou množinami tvaru pr−1

ι1 (Uι1) ∩ · · · ∩ pr−1
ιK

(UιK
) (konečné

pr̊uniky), t.j. množinami
∏

Vι, kde Vι ⊂ Xι je otevřená množina a Vι = Xι pro každé ι ∈ I\J , kde
J ⊂ I je konečná podmnožina.

Kažký element báze součinu topologíı je tedy element báze silného součinu. Odtud vyplývá, že
topologie součinu je slabš́ı než topologie silného součinu. Dále je zřejmé, že tyto topologie splynou
tehdy a jen tehdy, když systém topologických prostor̊u (Xι)ι∈I je konečný. Silný součin systému
topologických prostor̊u (Xι)ι∈I je Hausdorff̊uv topologický prostor tehdy a jen tehdy, je-li každý
topologický prostor Xι Hausdorff̊uv. Skutečně, jsou-li topologické prostory Xι Hausdorffovy, pak
součin

∏

Xι je Hausdorff̊uv (Věta 13. odst. 3.3 str. 38) a tehdy také silný součin
∏

Xι muśı být
Hausdorff̊uv. Obráceně předpokládejme, že silný součin

∏

Xι je Hausdorff̊uv topologický prostor.
Bud’ z ∈ ∏Xι libovolný element, z = (zι)ι∈I . Pro libovolné κ ∈ I a x ∈ Xκ klademe fκ(x) =
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(yι)ι∈I , kde yι = zι pro ι 6= κ a yκ = x. Dostáváme zobrazeńı fκ : Xκ → ∏

Xι, které je evidentně
spojité (Věta 2. (5) odst. 2.1 str. 18). Oddělitelnost X nyńı vyplývá z injektivnosti f .

(b) Uvažujme
∏

Xι jako součin topologických prostor̊u. Pak κ-projekce prκ :
∏

Xι → Xκ je
spojité otevřené zobrazeńı (Věta 10. odst. 3.3 str. 36). prκ obecně neńı uzavřené zobrazeńı: např.
obrazem uzavřené množiny {(x, y) ∈ R×R | x ·y = 1} vzhledem k projekci pr1 je množina R\{0},
která neńı uzavřená (v přirozené topologii).

Uvažujme
∏

Xι jako silný součin systému topologických prostor̊u. Pak prκ je zřejmě spojité
zobrazeńı, nebot’ topologie silného součinu je silněǰśı než topologie součinu. Bud’ U =

∏

Uι libovolný
element báze topologie. Pak prκ(U) = Uκ, takže prκ je otevřené zobrazeńı (Věta 3. (a) odst. 2.1 str.
18). Nakonec z toho, že zobrazeńı prκ nemuśı být uzavřené v topologii součinu na

∏

Xι, vyplývá,
že nemuśı být uzavřené ani v topologii silného součinu.

20. Zobrazeńı f topologického prostoru Y do součinu
∏

Xι systému

topologických prostor̊u (Xι)ι∈I je spojité tehdy a jen tehdy, když každá jeho složka je spojitá
(Věta 10. (b) odst. 3.3 str. 36). Plat́ı analogické tvrzeńı pro silný součin?

Ř e š e n ı́ . Bud’ f : Y → ∏

Xι zobrazeńı, kde
∏

Xι je silný součin systému topologických
prostor̊u (Xι)ι∈I . Je-li f spojité, pak κ-složka fκ = prκ ◦f je spojitá, jelikož κ-projekce je spojitá
(cv. 19).

Necht’ každá složka fι je spojitá, necht’ U =
∏

Uι je element báze topologie silného
součinu. Pak pro každé κ je f−1

κ (Uκ) ⊂ Y otevřená množina. Ovšem množina f−1(U) =
f−1(

⋂

pr−1
ι (Uι)) =

⋂

f−1 pr−1
ι (Uι) =

⋂

f−1
ι (Uι) obecně nemuśı být otevřená množina. Ze spo-

jitosti složek zobrazeńı f tedy ještě obecně nevyplývá spojitost zobrazeńı f (porov. cv. 21).

21. Označme RN součin systému množin (Xn)n∈N, kde Xn = R pro každé n ∈ N, a uvažujme
množinu reálných č́ısel R s přirozenou topologíı. Pro každé t ∈ R položme f(t) = (t, t, t, . . .);
dostáváme zobrazeńı f : R → RN.

(a) Je f spojité v topologii součinu na RN?

(b) Je f spojité v topologii silného součinu na RN?

Ř e š e n ı́ . (a) n-složka zobrazeńı f je zobrazeńı fn : R → R, definované vztahem fn(t) = t, t.j.
fn = idR a fn je spojité zobrazeńı. Zobrazeńı f je tedy spojité (Věta 10. (b) odst. 3.3 str. 36).

(b) Ukážeme, že f neńı spojité. Pro každé n ∈ N položme Un = (−1/n, 1/n) a dále položme
U =

∏

Un; U je element báze topologie silného součinu na množině RN. Podobně jako ve cv. 20
dostáváme f−1(U) =

⋂

f−1
n (Un) =

⋂

Un = {0}. U tedy nemá za vzor otevřenou množinu a f
nemůže být spojité.

Faktorové prostory

Všude v daľśıch př́ıkladech uvažujeme množinu reálných č́ısel R, množinu Rn a podmnožiny
množiny Rn s Euklidovou topologíı.

22. Ukažte, že faktorový prostor R/∼ podle ekvivalence “s ∼ t tehdy a jen tehdy, když
existuje celé č́ıslo k tak, že t = s + 2πk” je homeomorfńı s jednotkovou kružnićı S1 = {(x, y) ∈
R2 | x2 + y2 = 1} (“namotáme př́ımku na kružnici”).

Ř e š e n ı́ . Pro každé z ∈ R/∼, z = [t], klademe f(z) = (cos t, sin t), kde t je libovolný reprezen-
tant tř́ıdy z. Dostáváme zobrazeńı f : R/∼→ S1. f je evidentně bijekce. Ukážeme, že zobrazeńı f
je spojité a otevřené, odkud vyplyne, že je homeomorfismus (Věta 4. odst. 2.1 str. 19).

Označme g : R → S1 zobrazeńı, definované vztahem g(t) = (cos t, sin t). g vzniká zúžeńım
oboru hodnot spojitého zobrazeńı a je tedy spojité; g je evidentně otevřené zobrazeńı (Věta 3. (a)
odst. 2.1 str. 18). Označme π : R → R/∼ faktorovou projekci. Plat́ı g = f ◦ π, takže zobrazeńı
f muśı být spojité (Věta 11. odst. 2.4 str. 21). Dále pro libovolnou otevřenou množinu U ⊂ R/∼
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existuje otevřená množina V ⊂ R taková, že U = π(V ). Přitom f(U) = f ◦ π(V ) = g(V ), což je
otevřená množina. (Možno použ́ıt též Větu 19. odst. 3.5 str. 42).

Vezmeme-li mı́sto množiny R interval [0, 2π] a postupujeme analogicky, dojdeme k faktorovému
prostoru [0, 2π]/∼, jehož jedinou v́ıcebodovou tř́ıdou je dvouprvková množina {0, 2π}, a k homeo-
morfismu f : [0, 2π]/∼→ S1 (“ztotožněńı” okrajových bod̊u intervalu [0, 2π]).

23. Bud’ B uzavřený jednotkový kruh v R2 se středem v počátku, B = {(x, y) ∈ R2 | x2+y2 ≤
1}. Uvažujme rozklad množiny B, sestávaj́ıćı ze všech jednobodových množin {(x, y)} takových,
že x2 + y2 < 1, a z množiny ∂B = S1 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1}. Označme ∼ ekvivalenci,
definovanou t́ımto rozkladem. Ukažte, že faktorový prostor B/∼ je homeomorfńı s topologickým
prostorem S2 = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 1}, t.j. s dvojrozměrnou sférou (okraj kruhu v R2

“stáhneme do bodu”, t.j. ztotožńıme s bodem).

Ř e š e n ı́ . Bodu (x, y) ∈ B přǐrad́ıme jeho polárńı souřadnice r, ϕ tak, aby platilo
x = r · cosϕ, y = r sinϕ, 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ ϕ < 2π a bod F (x, y) ∈ S2 vztahem
F (x, y) = (cosϕ · sinπr, sinϕ · sinπr,− cosπr). Dostáváme zobrazeńı F : B → S2, pro
které plat́ı F (0, 0) = (0, 0,−1), F (∂B) = (0, 0, 1), F (S1

1/2) = {(x, y, z) ∈ S2 | z = 0},
kde S1

r = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = r2} (porov. obr. 9). Hledaný homeomorfismus má tvar
B/∼3 [(x, y)] → f([(x, y)]) = F (x, y) ∈ S2. Zobrazeńı f je zřejmě bijektivńı; jeho spojitost a
otevřenost dostaneme ze vztahu F = f ◦ π, kde π : B → B/∼ je faktorová projekce, analogicky
jako ve cv. 22.

Obr. 9
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24. Bud’ X = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x, y ≤ 1} uzavřený jednotkový čtverec v rovině R2. Ukažte,
že následuj́ıćı dva topologické prostory jsou homeomorfńı:

(1) faktorový prostor X/∼ podle ekvivalence “(x, y) ∼ (x′, y′), jestliže (x, y) = (x′, y′) nebo
x = 0, x′ = 1, y = y′”,

(2) podprostor C = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 = 1, z ∈ [0, 1]} ⊂ R3 (válec o poloměru 1 a výšce
1).

Ř e š e n ı́ . Situace je znázorněna na obr. 10; faktorizace v tomto př́ıpadě znamená “slepeńı”
levého a pravého okraje čtverce.
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Obr. 10
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Podobně jako ve cv. 22 lze ukázat, že zobrazeńı f : X/∼→ C, definované vztahem f([(x, y)]) =
(cos 2πx, sin 2πx, y), je homeomorfismus.

25. (Möbiova páska) Bud’ X = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x, y ≤ 1} uzavřený jednotkový čtverec
v R2. Ukažte, že následuj́ıćı dva topologické prostory jsou homeomorfńı:

(1) faktorový prostor X/∼ podle ekvivalence “(x, y) ∼ (x′, y′), jestliže (x, y) = (x′, y′) nebo
x = 0, x′ = 1, y′ = 1 − y nebo x = 1, x′ = 0, y′ = 1 − y”,

(2) topologický podprostor Ma,b Euklidova topologického prostoru R3, definovaný v paramet-
rickém tvaru pomoćı rovnic

x = (a− ρ sin(ϕ/2)) cosϕ,

y = (a− ρ sin(ϕ/2)) sinϕ,

z = ρ cos(ϕ/2),

kde ρ ∈ [−b, b], ϕ ∈ [0, 2π] a a, b ∈ R jsou č́ısla taková, že 0 < b ≤ a (Möbiova páska o poloměru a
a š́ı̌rce 2b).

Ř e š e n ı́ . Množina Ma,b vzniká rotaćı úsečky kolem osy z po kružnici o poloměru a se středem
v počátku roviny xy; přitom při otočeńı o úhel ϕ se př́ımka, ve které úsečka lež́ı, odklońı od osy z
o úhel ϕ/2 (viz obr. 11).

Obr. 11
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Vhodněǰśı parametrizaci množiny Ma,b dostaneme, když polož́ıme

η =
ρ

a
.

Pak bude platit

(1)

x = a (1 − η sin(ϕ/2)) cosϕ,

y = a (1 − η sin(ϕ/2)) sinϕ,

z = aη cos(ϕ/2),

kde η ∈ [−b/a, b/a], ϕ ∈ [0, 2π].
Situace ze zadáńı př́ıkladu je znázorněna na obr. 12. Mı́sto čtverce X lze uvažovat s ńım homeo-

morfńı obdénmı́k X ′ = [−b/a, b/a]× [0, 2π]. Faktorizace v uvažovaném př́ıpadě znamená přibĺıžeńı
kratš́ıch stran obdélńıka X ′ k sobě, otočeńı jedné z nich kolem osy obdélńıka o úhel π a posléze je-
jich “slepeńı”. Označme F : X ′ → R3 zobrazeńı, definované rovnicemi (1). Ukážeme, že uvažovaná
faktorizace obdélńıka X ′ je totožná s faktorizaćı, asociovanou se zobrazeńım F .

Označme RF ekvivalenci, asociovanou s F . Podle definice (η, ϕ)RF (η′, ϕ′) tehdy a jen tehdy,
když

(2)

(1 − η sin(ϕ/2)) cosϕ = (1 − η′ sin(ϕ′/2)) cosϕ′,

(1 − η sin(ϕ/2)) sinϕ = (1 − η′ sin(ϕ′/2)) sinϕ′,

η cos(ϕ/2) = η′ cos(ϕ′/2).

Předpokládejme, že máme ekvivalentńı body (η, ϕ), (η′, ϕ′) ∈ X ′. Umocněńım a sečteńım
dostáváme z prvńıch dvou podmı́nek (2) vztah

(1 − η sin(ϕ/2))2 = (1 − η′ sin(ϕ′/2))2.

Body (η, ϕ), (η′, ϕ′) tedy splňuj́ı alespoň jednu z podmı́nek

1 − η sin(ϕ/2) = 1 − η′ sin(ϕ′/2),(3)

1 − η sin(ϕ/2) = −1 + η′ sin(ϕ′/2).(4)

Předpokládejme, že je splněna podmı́nka (3). Pak η sin(ϕ/2) = η′ sin(ϕ′/2). Spolu se třet́ı z
podmı́nek (2) to dává η2 = η′2, takže bud’ η = η′ nebo η = −η′.

Je-li splněna podmı́nka (3) a η = η′, pak třet́ı z podmı́nek (2) dává bud’ η = η′ = 0 nebo
cos(ϕ/2) = cos(ϕ′/2). V prvńım př́ıpadě systém (2) vede na podmı́nky cosϕ = cosϕ′, sinϕ = sinϕ′;
druhá z nich implikuje ϕ, ϕ′ ∈ [0, π] nebo ϕ, ϕ′ ∈ (π, 2π] a v obou z těchto př́ıpad̊u prvńı podmı́nka
dává ϕ = ϕ′. Ve druhém př́ıpadě cos(ϕ/2) = cos(ϕ′/2) ihned dostáváme ϕ = ϕ′. Je-li tedy splněna
podmı́nka (3) a plat́ı η = η′, pak nutně ϕ = ϕ′.

Necht’ je splněna podmı́nka (3) a plat́ı η = −η′ 6= 0. Pak třet́ı z podmı́nek (2) dává cos(ϕ/2) =
− cos(ϕ′/2), což je možné jen když ϕ′ = 2π − ϕ. Prvńı dvě z podmı́nek (2) pak dostávaj́ı tvar

sin(ϕ/2) · cosϕ = 0, sinϕ = 0.

Druhá z těchto podmı́nek dává ϕ = 0, π, 2π; řešeńı ϕ = 0, 2π vyhovuj́ı také prvńı podmı́nce,
zat́ımco řešeńı ϕ = π prvńı podmı́nce nevyhovuje. Pro η = −η′ tedy ϕ = 0, ϕ′ = 2π nebo ϕ = 2π,
ϕ′ = 0. Celkově tedy splňuj́ı-li body (η, ϕ), (η′, ϕ′) podmı́nku (3) a plat́ı η = −η′, pak

(5) (η, ϕ) = (η, 0), (η′, ϕ′) = (−η, 2π)

nebo

(6) (η, ϕ) = (η, 2π), (η′, ϕ′) = (−η, 0).
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Předpokládejme, že body (η, ϕ), (η′, ϕ′) splňuj́ı podmı́nku (4)

η sin(ϕ/2) + η′ sin(ϕ′/2) = 2.

Pak muśı platit η = η′ = sin(ϕ/2) = sin(ϕ′/2) = 1, t.j. b = a, ϕ = ϕ′ = π a tedy (η, ϕ) = (η′, ϕ′) =
(1, π).

Celkově dostáváme, že jsou-li body (η, ϕ), (η′, ϕ′) ekvivalentńı, pak jsou bud’ totožné nebo
splňuj́ı jednu z podmı́nek (5), (6). Jediné netriviálńı tř́ıdy ekvivalence Rf jsou tedy dvouprvkové
tř́ıdy tvaru {(η, 0), (−η, 2π)} pro η ∈ [−b/a, b/a]; znamená to ovšem, že ekvivalence Rf je totožná
s ekvivalenćı ∼ (porov. obr. 12).

Obr. 12
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η

Topologické prostory X ′/∼, Ma,b jsou tedy v bijekci. Zbývá dokázat, že jsou homeomorfńı.
Uvažujme faktorovou projekci πF : X ′ → X ′/Rf , kanonické vložeńı ι : F (X ′) → R3, kde F (X ′) =
Ma,b, a kanonický rozklad F = ι ◦ g ◦ πF zobrazeńı F . Chceme ukázat, že g je homeomorfismus.
Stač́ı prověřit, že pro libovolnou otevřenou množinu U ⊂ X ′ takovou, že U = π−1

F (πF (U)), je
množina F (U) ⊂Ma,b otevřená (v indukované topologii). (Věta 18. odst. 3.5 str. 41).

Mějme otevřenou množinu U ⊂ X ′ splňuj́ıćı podmı́nku U = π−1
F (πF (U)). U obsahuje s každým

bodem (η, 0) (resp. (−η, 2π)) také bod (−η, 2π) (resp. (η, 0)). Bud’ Q ∈ F (U) libovolný bod,
Q = F (η, ϕ). Pak

F−1(Q) =











{(η, ϕ)}, ϕ 6= 0, 2π,

{(η, 0), (−η, 2π)}, ϕ = 0,

{(η, 2π), (−η, 0)}, ϕ = 2π.

Přitom z podmı́nky U = π−1
F (πF (U)) vyplývá F−1(Q) ⊂ U : Q ∈ ιgπF (U), takže F−1(Q) ⊂

π−1
F g−1ι−1ιgπF (U) = π−1

F (πF (U)) = U , přičemž jsme využili injektivnost ι a bijektivnost g.
Necht’ ϕ 6= 0, 2π a necht’ např. η ∈ (−b/a, b/a). Z toho, že množina U je otevřená, vyplývá, že

existuje otevřený interval Iη obsahuj́ıćı η a otevřený interval Iϕ obsahuj́ıćı ϕ tak, že Iη×Iϕ ⊂ U . Je
zřejmé, že existuje otevřený kvádrK ⊂ R3 obsahuj́ıćı bod F (η, ϕ) tak, žeK∩F (X ′) ⊂ F (Iη×Iϕ) ⊂
F (U) (obr. 13).
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Obr. 13
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Je-li např. η = b/a, mı́sto Iη bereme zleva otevřený zprava uzavřený interval s pravým koncem
b/a.

Necht’ ϕ = 0 a necht’ pro určitost η ∈ (−b/a, b/a). Pak existuje otevřený interval Iη obsahuj́ıćı
η a ε > 0 tak, že Iη × [0, ε) ⊂ U . Zároveň existuje otevřený interval I ′η obsahuj́ıćı bod −η
a ε′ > 0 tak, že I ′η × (2π − ε′, 2π] ⊂ U , t.j. celkově (Iη × [0, ε)) ∪ (I ′η × (2π − ε′, 2π]) ⊂ U .
Opět tedy existuje otevřený kvádr K ⊂ R3 obsahuj́ıćı bod F (η, 0) = F (−η, 2π) tak, že
K ∩ F (X ′) ⊂ F ((Iη × [0, ε)) ∪ (I ′η × (2π − ε′, 2π])) ⊂ F (U) (obr. 14).

Obr. 14

ηη

ϕ

η
«

ε π ε« π

η3 π ε π« «

η3 ε

η η, π

ϕ π

Zbývaj́ıćı př́ıpady se vyšetř́ı stejně.
Ke každému Q ∈ F (U) tedy existuje otevřený kvádr K ⊂ R3 obsahuj́ıćı Q tak, že K∩F (X ′) ⊂

F (U) a množina F (U) ⊂ F (X ′) = Ma,b je otevřená v indukované topologii, což jsme chtěli dokázat.
Podle Věty 18. odst. 3.5 str. 41 to ovšem znamená, že zobrazeńı g : X ′/∼→Ma,b je homeomorfis-
mus.

Poznamenáváme, že z rovnic (1) lze vyloučit parametry η, ϕ. Předpokládejme nejdř́ıve, že y 6= 0.
Pak x2 + y2 > 0 a z prvńıch dvou rovnic snadno dostaneme vztahy

(7) cos2 ϕ =
x2

x2 + y2 , sin2 ϕ =
y2

x2 + y2 , sin 2ϕ =
2xy

x2 + y2 .

Užit́ım všech tř́ı rovnic (1) pak dostaneme

(8) η =
(

1 − x

a
cosϕ− y

a
sinϕ

)

sin
ϕ

2
+
z

a
cos

ϕ

2
.

Vztahy (7), (8) umožńı vyloučit parametry ze třet́ı z rovnic (1). Př́ımým výpočtem dostáváme
rovnici

(9) y3 + 2zy2 +
(

x2 + z2 − a2
)

y + 2xz(x− a) = 0.
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Snadno lze ovšem ukázat, že bod (x, 0, z), který má vyjádřeńı ve tvaru (1), také splňuje rovnici
(9). Möbiova páska Ma,b tedy lež́ı na ploše o rovnici (9).

26. (Toroid) Bud’ X = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x, y ≤ 1} uzavřený jednotkový čtverec v R2. Ukažte,
že následuj́ıćı tři topologické prostory jsou homeomorfńı:

(1) faktorový prostor X/∼ podle ekvivalence “(x, y) ∼ (x′, y′), jestliže (x, y) = (x′, y′) nebo
x = 0, x′ = 1, y = y′ nebo y = 0, y′ = 1, x = x′”,

(2) topologický podprostor T 2 Euklidova topologického prostoru R3, definovaný v paramet-
rickém tvaru pomoćı rovnic

(1)

x = (2 + cosϕ) cosψ,

y = (2 + cosϕ) sinψ,

z = sinϕ,

kde ϕ, ψ ∈ [0, 2π] (toroid s hlavńı kružnićı v rovině xy o poloměru 2 a s vedleǰśı kružnićı o poloměru
1),

(3) součin S1 × S1, kde S1 je jednotková kružnice.

Ř e š e n ı́ . Množina T 2 vzniká rotaćı kružnice o rovnici (x − 2)2 + z2 = 1, y = 0, kolem osy z;
střed této kružnice se přitom pohybuje v rovině xy po kružnici x2 + y2 = 4 (viz obr. 15).

Obr. 15
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Situace ze zadáńı př́ıkladu je znázorněna na obr. 16. Faktorizace zde znamená “slepeńı” levého
a pravého okraje a zároveň horńıho a dolńıho okraje čtverce X .

Obr. 16
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Mı́sto čtverce X lze uvažovat s ńım homeomorfńı čtverec X ′ = [0, 2π] × [0, 2π]. Označme F :
X ′ → R3 zobrazeńı, definované rovnicemi (1). Dále označme RF ekvivalenci, asociovanou s F .
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Podle definice (ϕ, ψ) RF (ϕ′, ψ′) tehdy a jen tehdy, když

(2 + cosϕ) cosψ = (2 + cosϕ′) cosψ′,

(2 + cosϕ) sinψ = (2 + cosϕ′) sinψ′,

sinϕ = sinϕ′.

Předpokládejme, že máme ekvivalentńı body (ϕ, ψ), (ϕ′, ψ′) ∈ X ′. Podobně jako ve cv. 25 dosta-
neme kromě triviálńıho řešeńı (ϕ, ψ) = (ϕ′, ψ′) ještě řešeńı

(ϕ, ψ) = (0, ψ), (ϕ′, ψ′) = (2π, ψ),
(ϕ, ψ) = (2π, ψ), (ϕ′, ψ′) = (0, ψ),
(ϕ, ψ) = (ϕ, 0), (ϕ′, ψ′) = (ϕ, 2π),
(ϕ, ψ) = (ϕ, 2π), (ϕ′, ψ′) = (ϕ, 0),
(ϕ, ψ) = (0, 0), (ϕ′, ψ′) = (2π, 2π),
(ϕ, ψ) = (2π, 0), (ϕ′, ψ′) = (0, 2π),
(ϕ, ψ) = (0, 2π), (ϕ′, ψ′) = (2π, 0),
(ϕ, ψ) = (2π, 2π), (ϕ′, ψ′) = (0, 0).

(jedno řešeńı na každém řádku). Ekvivalence RF tedy definuje rozklad množiny X ′ na tyto tř́ıdy:
{(ϕ, ψ)}, {(0, ψ)}, (2π, ψ)}, {(ϕ, 0), (ϕ, 2π)}, {(0, 0), (2π, 0), (0, 2π), (2π, 2π)}. Tento rozklad je
znázorněn na obr. 17.

Obr. 17
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Analogicky jako ve cv. 25 ukážeme, že T 2 je homeomorfńı s X ′/RF . Mějme otevřenou množinu
U ⊂ X ′ splňuj́ıćı podmı́nku U = π−1

F (πF (U)), kde πF : X ′ → X ′/RF je faktorová projekce. Bud’

Q ∈ F (U) libovolný bod, Q = F (ϕ, ψ). Pak

F−1(Q) =























{(ϕ, ψ)}, ϕ, ψ 6= 0, 2π,

{(ϕ, 0), (ϕ, 2π)}, ϕ 6= 0, 2π,

{(0, ψ), (2π, ψ)}, ψ 6= 0, 2π,

{(0, 0), (2π, 0), (0, 2π), (2π, 2π)}

a F−1(Q) ⊂ U . Podobně jako ve cv. 25 se ukáže, že množina F (U) je otevřená v indukované
topologii na T 2. Z Věty 18. odst. 3.5 str. 41 nyńı dostaneme, že zobrazeńı g : X ′/RF → T 2,
definované kanonickým rozkladem F = ι ◦ g ◦ πF , kde ι : T 2 → R3 je kanonické vložeńı, je
homeomorfismus.

Ukážeme, že T 2 je homeomorfńı se součinem S1 × S1. Bylo již ukázáno, že T 2 je homeomorfńı
s X ′/RF . Podle cv. 22 je dále S1 homeomorfńı s faktorovým prostorem [0, 2π]/∼, kde ∼ je
ekvivalence, jej́ıž jedinou v́ıceprvkovou tř́ıdou je dvouprvková množina {0, 2π}. Stač́ı tedy ukázat,
že jsou homeomorfńı prostory Y = [0, 2π]/∼ ×[0, 2π]/∼ a X ′/RF .

Faktorový prostor [0, 2π]/ ∼ obsahuje tř́ıdy [ϕ] = {ϕ}, [0] = [2π] = {0, 2π}; součin
Y = [0, 2π]/ ∼ ×[0, 2π]/ ∼ tedy obsahuje uspořádané dvojice ({ϕ}, {ψ}), ({ϕ}, {0, 2π}),
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({0, 2π}, {ψ}), ({0, 2π}, {0, 2π}). Pro tř́ıdy [ϕ], [ψ] klademe h([ϕ], [ψ]) = [(ϕ, ψ)], kde
[(ϕ, ψ)] je tř́ıda prvku (ϕ, ψ) v X ′/RF . Snadno lze prověřit, že vzniká (korektně definované) zob-
razeńı h : Y → X ′/RF . Označme τ : [0, 2π] → [0, 2π]/∼ faktorovou projekci. Pak h◦ (τ × τ) = πF ,
t.j. diagram

R

πτ3τ

komutuje. h je bijekce a z otevřenosti τ × τ a πF vyplývá otevřenost h a h−1. To ovšem znamená,
že h je homeomorfismus.

Poznamenáváme, že parametrické rovnice toroidu (1) lze upravit na ekvivalentńı neparametric-
kou rovnici toroidu

(2)
(

x2 + y2 + z2 + 3
)2

= 16(x2 + y2).

27. Necht’ 0 < b < a a uvažujme Möbiovu pásku Ma,b ⊂ R3 o rovnićıch

x = a (1 − η sin(ϕ/2)) cosϕ, (1a)

y = a (1 − η sin(ϕ/2)) sinϕ, (1b)

z = aη cos(ϕ/2), (1c)

kde (η, ϕ) prob́ıhá uzavřený obdélńık X = [−b/a, b/a]× [0, 2π]. Označme F : X → R3 zobrazeńı,
definované rovnicemi (1a) – (1c).

(a) Označme U = [−b/a, b/a] × (0, 2π), U1 = [−b/a, b/a] × [0, π), U2 = [−b/a, b/a] × (π, 2π],
V = F (U), V1 = F (U1), V2 = F (U2). Ukažte, že zobrazeńı F |U : U → V , F |U1 : U1 → V1,
F |U2 : U2 → V2 jsou homeomorfismy v indukovaných topologíıch.

(b) Nalezněte spojité řezy s : V → X , s1 : V1 → X , s2 : V2 → X zobrazeńı F .
(c) Ukažte, že nelze naj́ıt otevřené pokryt́ı (Vι)ι∈I topologického prostoru Ma,b takové, že pro

každé ι ∈ I existuje spojitý řez sι : Vι → X zobrazeńı F .
(d) Pomoćı homeomorfismů F |U , F |U1 , F |U2 zkonstruovaných v (a) ukažte, že zobrazeńı g :

X/RF →Ma,b, definované kanonickým rozkladem F = ι◦g ◦πF zobrazeńı F , je homeomorfismus.

Ř e š e n ı́ . (a) Bud’ (η, ϕ) ∈ X libovolný bod, F (η, ϕ) = (x, y, z). Z předpokladu 0 < b < a
vyplývá b/a < 1 a tedy

(2) 1 − η sin(ϕ/2) > 0.

Z (1a) a (1b) tak dostaneme

x2 + y2 > 0,(3)

a (1 − η sin(ϕ/2)) =
√

x2 + y2,(4)

cosϕ =
x

√

x2 + y2
, sinϕ =

y
√

x2 + y2
.(5)

Uvažujeme zobrazeńı F |U : U → V . Z definice Möbiovy pásky vyplývá, že V = Ma,b ∩
(R3\{(x′, y′, z′) ∈ R3 | x′ ≥ 0, y′ = 0}, takže V ⊂ Ma,b je otevřená množina v přirozené to-
pologii na Ma,b. Dále sin(ϕ/2) > 0, jelikož ϕ ∈ (0, 2π). Plat́ı tedy podle (5)

(6) sin(ϕ/2) =

√

1 − cosϕ

2
=

1√
2

√

1 − x
√

x2 + y2
.
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Z rovnic (1a) a (1b) již nyńı snadno dostaneme vztah

(7)
η =

√
2

a

a−
√

x2 + y2

√

1 − x
√

x2 + y2

.

Dále dostáváme

cos(ϕ/2) =
sinϕ

2 sin(ϕ/2)
=

y√
2
√

x2 + y2

1
√

1 − x
√

x2 + y2

,

odkud

(8)
ϕ = 2 arc cos

y

√
2
√

x2 + y2

√

1 − x
√

x2 + y2

.

Zobrazeńı F je spojité a tedy zúžeńı F |U je také spojité. Vztahy (7) a (8) ukazuj́ı, že F |U : U →
V je bijekce. Ukážeme, že zobrazeńı (F |U )−1 je spojité. Položme G = (η, ϕ), kde η, ϕ uvažujeme
jako funkce na množině R3\{(x′, y′, z′) ∈ R3 | x′ ≥ 0, y′ = 0}, definované pomoćı (7), (8). Jelikož
složky zobrazeńı G jsou spojité, samotné zobrazeńı G je také spojité. Ovšem G|V = (F |V )−1,
takže (F |V )−1 je spojité zobrazeńı, což jsme chtěli dokázat. Tı́m je již dokázáno, že zobrazeńı
F |U : U → V je homeomorfismus.

Podobně pro libovolný bod (η, ϕ) ∈ U1 a jeho obraz F (η, ϕ) = (x, y, z) plat́ı, jelikož cos(ϕ/2) >
0,

(9) cos(ϕ/2) =

√

1 + cosϕ

2
=

1√
2

√

1 +
x

√

x2 + y2
.

Z (1c) pak dostaneme

(10)
η =

√
2

a

z
√

1 +
x

√

x2 + y2

.

Zároveň zřejmě

(11) ϕ = arc cos
x

√

x2 + y2
.

Polož́ıme-li G1 = (η, ϕ), kde η, ϕ uvažujeme jako funkce na otevřené množině R3\{(x′, y′, z′) ∈
R3 | x′ ≤ 0, y′ = 0}, definované rovnicemi (9), (10), podobně jako výše snadno vyvod́ıme, že
G1|V1 = (F |U1)

−1 a že F |U1 je homeomorfismus v indukovaných topologíıch.
Pro libovolný bod (η, ϕ) ∈ U2 a jeho obraz F (η, ϕ) = (x, y, z) plat́ı, jelikož cos(ϕ/2) < 0.

(12) cos(ϕ/2) = −
√

1 + cosϕ

2
= − 1√

2

√

1 +
x

√

x2 + y2
.

Z (1c) dostaneme

(13)
η = −

√
2

a

z
√

1 +
x

√

x2 + y2

.
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Zároveň zřejmě

(14) ϕ = 2π − arc cos
x

√

x2 + y2
.

Polož́ımeG2 = (η, ϕ) a uvažujeme η, ϕ jako funkce na otevřené množině R3\{(x′, y′, z′) ∈ R3 | x′ ≤
0, y′ = 0}, definované rovnicemi (13), (14). Z definice zobrazeńı G2 vyplývá, že G2|V2 = (F |U2)

−1,
a nyńı už snadno nahlédneme, že F |U2 je homeomorfismus v indukovaných topologíıch.

(b) Klademe s = (F |U )−1, s1 = (F |U1)
−1, s2 = (F |U2)

−1. Řez s je definován na otevřené
množině, definičńı obory řez̊u s1, s2 nejsou otevřené množiny.

(c) Stač́ı dokázat, že existuje bod Q ∈Ma,b s vlastnost́ı, že libovolný řez zobrazeńı F , definovaný
na okoĺı Q, je nespojitý. Necht’ Q = F (η, 0) = F (−η, 2π), necht’ W je okoĺı bodu Q v přirozené
topologii na Ma,b a necht’ s : W → X je řez. Pak s−1(U1) = {P ∈ W | s(P ) ∈ U1} = W ∩ V1

jelikož F (s(P )) = P . Množina W ∩ V1 zřejmě neńı otevřená v přirozené topologii na Ma,b (viz
obr. 18).

Obr. 18

>

π ϕ

η

η

η π

(d) K d̊ukazu, že zobrazeńı g : X/Rf →Ma,b je homeomorfismus, použijeme Větu 18. odst. 3.5
str. 41. Bud’ W ⊂ X F -nasycená otevřená množina. Chceme ukázat, že množina F (W ) ⊂Ma,b je
otevřená v přirozené topologii. K tomu stač́ı vyjádřit F (W ) jako sjednoceńı otevřených množin.

Uvažujme množiny U , U1, U2, zavedené výše. Tyto množiny jsou schematicky znázorněny na
obr. 19.

Obr. 19

π ϕ

η

Množinu W lze vyjádřit ve tvaru W = (U ∩W ) ∪ (U1 ∩W ) ∪ (U2 ∩W ). Ovšem F |U : U → V
je homeomorfismus na otevřenou množinu V ⊂ Ma,b. Jelikož F (W ) = F (U ∩W ) ∪ F (U1 ∩W ) ∪
F (U2 ∩W ) a množina F (U ∩W ) je otevřená, stač́ı dokázat, že množina F (U1 ∩W ) ∪ F (U2 ∩W )
je otevřená.

Množina V1 ∪ V2 = Ma,b\{(x′, y′, z′) ∈ Ma,b | x′ ≤ 0, y′ = 0} je zřejmě otevřená. Z toho, že
F |U1 : U1 → V1, F |U2 : U2 → V2 jsou homeomorfismy, tedy vyplývá, že množiny F (U1 ∩W ) ⊂ V1,
F (U2∩W ) ⊂ V2 jsou otevřené v topologických podprostorechMa,b a tedy existuj́ı otevřené množiny
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V̄1, V̄2 ⊂ V1 ∪ V2 ⊂Ma,b tak, že plat́ı

(15) F (U1 ∩W ) = V1 ∩ V̄1, F (U2 ∩W ) = V2 ∩ V̄2.

Pro množiny V̄1, V̄2 plat́ı

(16) V̄1 ∩ V̄2 ⊂ (V1 ∩ V̄1) ∪ (V2 ∩ V̄2).

Skutečně, necht’ Q ∈ V̄1∩ V̄2. Jelikož V̄1∩ V̄2 ⊂ V1∪V2, bud’ Q ∈ V1, t.j. Q ∈ V̄1∩ V̄2∩V1 ⊂ V1∩ V̄1,
nebo Q ∈ V2, t.j. Q ∈ V̄1 ∩ V̄2 ∩ V2 ⊂ V2 ∩ V̄2.

Napǐsme nyńı V1, V2 ve tvaru

(17) V1 = (V ∩ V1) ∪ (V1 ∩ V2), V2 = (V ∩ V2) ∪ (V1 ∩ V2).

Pak

(18)

F (U1 ∩W ) ∪ F (U2 ∩W ) = (V1 ∩ V̄1) ∪ (V2 ∩ V̄2) = (V1 ∩ V̄1)

∪ (V2 ∩ V̄2) ∪ (V̄1 ∩ V̄2) = (V ∩ V1 ∩ V̄1) ∪ (V1 ∩ V2 ∩ V̄1)

∪ (V ∩ V2 ∩ V̄2) ∪ (V1 ∩ V2 ∩ V̄2) ∪ (V̄1 ∩ V̄2).

Z F -nasycenosti množiny W ovšem vyplývá, že V1 ∩ V2 ∩ V̄1 = V1 ∩ V2 ∩ V̄2. Plat́ı tedy

(19) V1 ∩ V2 ∩ V̄1 = V1 ∩ V2 ∩ V̄2 ⊂ V̄1 ∩ V̄2

a z (18) dostáváme

(20) F (U1 ∩W ) ∪ F (U2 ∩W ) = (V ∩ V1 ∩ V̄1) ∪ (V ∩ V2 ∩ V̄2) ∪ (V̄1 ∩ V̄2).

Množiny V ∩ V1, V ∩ V2 jsou ovšem homeomorfńı obrazy otevřených množin vzhledem k homeo-
morfismu F |U . Na pravé straně (20) tedy dostáváme sjednoceńı otevřených množin, což jsme chtěli
ukázat.

28. Necht’ 0 < b < a. Kleinovou lahv́ı o poloměru hlavńı kružnice a a poloměru vedleǰśı
kružnice b rozumı́me topologický podprostorKa,b ⊂ R4, definovaný v parametrickém tvaru pomoćı
rovnic

x = a

(

1 − b

a
sinψ sin

ϕ

2

)

cosϕ, (1a)

y = a

(

1 − b

a
sinψ sin

ϕ

2

)

sinϕ, (1b)

z = b sinψ cos
ϕ

2
, (1c)

w = b cosψ, (1d)

kde ψ ∈ [−π, π], ϕ ∈ [0, 2π].
Označme X = [−π, π] × [0, 2π] a necht’ F : X → R4 je zobrazeńı, definované rovnicemi (1a)

– (1d). Necht’ ι : Ka,b → R4 je kanonické vložeńı, πF : X → X/RF , kde RF je ekvivalence,
asociovaná s F , faktorová projekce. Necht’ g : X/RF → Ka,b je zobrazeńı, definované kanonickým
rozkladem F = ι ◦ g ◦ πF zobrazeńı F .

(a) Ukažte, že ekvivalence RF je totožná s ekvivalenćı “(ψ, ϕ) ∼ (ψ′, ϕ′), jestliže (ψ, ϕ) = (ψ′, ϕ′)
nebo ϕ = 0, ϕ′ = 2π, ψ′ = −ψ nebo ϕ = 2π, ϕ′ = 0, ψ′ = −ψ nebo ψ = π, ψ′ = −π, ϕ′ = ϕ nebo
ψ = −π, ψ′ = π, ϕ′ = ϕ”.

(b) Ukažte, že g je homeomorfismus.

Ř e š e n ı́ . (a) Urč́ıme tř́ıdy ekvivalence RF . K tomu urč́ıme všechny body (ψ, ϕ), (ψ′, ϕ′) ∈ X
takové, že (ψ, ϕ) 6= (ψ′, ϕ′) a F (ψ, ϕ) = F (ψ′, ϕ′). Všimněme si, že z definice F ihned vyplývaj́ı
rovnosti.

(2) F (−π, ϕ) = F (π, ϕ), F (ψ, 0) = F (−ψ, 2π),
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kde ψ ∈ [−π, π] a ϕ ∈ [0, 2π] jsou libovolná č́ısla. V daľśım ukážeme, že rovnosti (2) charakterizuj́ı
všechny tř́ıdy ekvivalence RF ; t́ım bude ovšem prověřeno, že ekvivalence RF a ∼ na X jsou
totožné.

Vyšetř́ıme podmı́nky
(

1 − b

a
sinψ sin

ϕ

2

)

cosϕ =

(

1 − b

a
sinψ′ sin

ϕ′

2

)

cosϕ′, (3a)

(

1 − b

a
sinψ sin

ϕ

2

)

sinϕ =

(

1 − b

a
sinψ′ sin

ϕ′

2

)

sinϕ′, (3b)

sinψ cos
ϕ

2
= sinψ′ cos

ϕ′

2
, (3c)

cosψ = cosψ′. (3d)

Bud’ (ψ, ϕ) ∈ X pevně zvolený bod. Zaj́ımaj́ı nás řešeńı (ψ′, ϕ′) systému (3a) – (3d) r̊uzná od
(ψ, ϕ).

Rovnice (3d) má na intervalu [−π, π] dvě řešeńı: 1. ψ′ = ψ, 2. ψ′ = −ψ. Ve druhém př́ıpadě lze
předpokládat, že ψ 6= 0.

1. Necht’ ψ = ψ′. Předpokládáme-li nav́ıc, že sinψ 6= 0, z (3c) ihned dostaneme ϕ = ϕ′. Pro
sinψ 6= 0 tedy neexistuje řešeńı r̊uzné od (ψ, ϕ).

Předpokládejme, že sinψ = 0. Pak je podmı́nka (3c) splněna a podmı́nky (3a), (3b) dostávaj́ı
tvar

(4) cosϕ = cosϕ′, sinϕ = sinϕ′.

Plat́ı-li sinϕ 6= 0, t.j. ϕ 6= 0, π, 2π, pak ϕ,ϕ′ ∈ (0, π) nebo ϕ,ϕ′ ∈ (π, 2π) a podmı́nka cosϕ = cosϕ′

ihned dává ϕ = ϕ′; v tomto př́ıpadě tedy také neexistuje řešeńı r̊uzné od (ψ, ϕ). Uvažujme zbývaj́ıćı
př́ıpad sinϕ = sinϕ′ = 0. Tyto podmı́nky jsou splněny tehdy a jen tehdy, když ϕ,ϕ′ = 0, π, 2π.
Podmı́nka cosϕ = cosϕ′ vede na tato řešeńı: ϕ = 0, ϕ′ = 0 (cosϕ = cosϕ′ = 1), ϕ = 0, ϕ′ = 2π
(cosϕ = cosϕ′ = 1), ϕ = π, ϕ′ = π (cosϕ = cosϕ′ = −1), ϕ = 2π, ϕ′ = 0 (cosϕ = cosϕ′ = 1),
ϕ = 2π, ϕ′ = 2π (cosϕ = cosϕ′ = 1). Dostáváme tedy tato netriviálńı řešeńı:

(5)

(ψ, ϕ) = (0, 0), (ψ′, ϕ′) = (0, 2π),
(ψ, ϕ) = (0, 2π), (ψ′, ϕ′) = (0, 0),
(ψ, ϕ) = (−π, 0), (ψ′, ϕ′) = (−π, 2π),
(ψ, ϕ) = (−π, 2π), (ψ′, ϕ′) = (−π, 0),
(ψ, ϕ) = (π, 0), (ψ′, ϕ′) = (π, 2π),
(ψ, ϕ) = (π, 2π), (ψ′, ϕ′) = (π, 0).

(na každém řádku jedno řešeńı).
2. Necht’ ψ = −ψ′, ψ 6= 0. Dostáváme tyto dvě možnosti: ψ = π,−π a ψ 6= π,−π.
Necht’ ψ = π,−π. V tomto př́ıpadě je podmı́nka (3c) splněna a podmı́nky (3a), (3b) se

redukuj́ı na podmı́nky (4). Podobně jako výše dostáváme tato řešeńı: (ϕ,ϕ′) = (ϕ,ϕ), (0, 0),
(0, 2π), (π, π), (2π, 0), (2π, 2π). Vynecháńım opakuj́ıćıch se řešeńı tedy dostáváme tato netriviálńı
řešeńı:

(6)

(ψ, ϕ) = (π, ϕ), (ψ′, ϕ′) = (−π, ϕ),
(ψ, ϕ) = (π, 0), (ψ′, ϕ′) = (−π, 2π),
(ψ, ϕ) = (π, 2π), (ψ′, ϕ′) = (−π, 0),
(ψ, ϕ) = (−π, ϕ), (ψ′, ϕ′) = (π, ϕ),
(ψ, ϕ) = (−π, 0), (ψ′, ϕ′) = (π, 2π),
(ψ, ϕ) = (−π, 2π), (ψ′, ϕ′) = (π, 0).

(na každém řádku jedno řešeńı).
Necht’ ψ 6= −π, 0, π. V tomto př́ıpadě (3c) dává vztah cos(ϕ/2) = − cos(ϕ′/2) odkud (na

intervalu [0, 2π]) ϕ′ = 2π − ϕ. Vztahy (3a), (3b) se pak redukuj́ı na podmı́nky

(7) sin
ϕ

2
= 0, sinϕ = 0.
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Tyto podmı́nky lze splnit jen pro ϕ = 0, 2π. Dostáváme tedy dvě netriviálńı řešeńı

(8)
(ψ, ϕ) = (ψ, 0), (ψ′, ϕ′) = (−ψ, 2π),

(ψ, ϕ) = (ψ, 2π), (ψ′, ϕ′) = (−ψ, 0).

Źıskaná netriviálńı řešeńı systému rovnic (3a) – (3d) jsou znázorněna na obr. 20; žádná daľśı
netriviálńı řešeńı neexistuj́ı. Obr. 20 tedy znázorňuje tř́ıdy ekvivalence RF , asociované se zob-
razeńım F . Př́ımým porovnáńım snadno nahlédneme, že tato ekvivalence je totožná s ekvivalenćı ∼.

Obr. 20

π

π

π

ψ

ϕ

(b) Prověř́ıme, že jsou splněny předpoklady Věty 18. odst. 3.5 str. 41. Bud’ W ⊂ X F -nasycená
množina. Ukážeme, že množina F (W ) ⊂ Ka,b je otevřená v přirozené topologii na Ka,b. K tomu
stač́ı vyjádřit F (W ) jako sjednoceńı otevřených množin.

Bud’ (ψ, ϕ) ∈ X libovolný bod, F (ψ, ϕ) = (x, y, z, w). Z předpokladu 0 < b < a vyplývá b/a < 1
a tedy

(9) 1 − b

a
sinψ sin

ϕ

2
> 0.

Odtud z (1a) a (1b) dostáváme

x2 + y2 > 0,(10)

a

(

1 − b

a
sinψ sin

ϕ

2

)

=
√

x2 + y2,(11)

cosϕ =
x

√

x2 + y2
, sinϕ =

y
√

x2 + y2
.(12)

Položme U = (−π, π) × (0, 2π), V = F (U). Ukážeme, že V ⊂ Ka,b je otevřená množina a
F |U : U → V je homeomorfismus.

Uvažujme rovnice (1a) – (1d). Je zřejmé, že množina {(ψ, ϕ) ∈ X | F (ψ, ϕ) ∈ V } je totožná s
množinou bod̊u (ψ, ϕ) ∈ X , splňuj́ıćıch alespoň jednu z těchto podmı́nek: a) ψ = −π, π, b) ϕ = 0,
c) ϕ = 2π.

Pro ψ = −π, π (podmı́nka a)) se rovnice (1a) – (1d) redukuj́ı na rovnice

(13) x = a cosϕ, y = a sinϕ, z = 0, w = −b.

Označme
(14) Z1 = {(x′, y′, z′, w′) ∈ R4 | z′ = 0, w′ = −b}.

Body (ψ, ϕ), splňuj́ıćı podmı́nku a), se zobrazeńım F zobraźı do množiny Z1.
Pro ϕ = 0 (podmı́nka b)) dostávaj́ı (1a) – (1d) tvar

(15) x = a, y = 0, z = b sinψ, w = b cosψ.

Označme
(16) Z2 =

{

(x′, y′, z′, w′) ∈ R4 | x′ = a, y′ = 0
}

.
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Body (ψ, ϕ), splňuj́ıćı podmı́nku b), se zobrazeńım F zobraźı do množiny Z2.
Pro ϕ = 2π (podmı́nka c)) dostávaj́ı rovnice (1a) – (1d) tvar

(17) x = a, y = 0, z = −b sinψ, w = b cosψ.

Označme
(18) Z3 =

{

(x′, y′, z′, w′) ∈ R4 | x′ = a, y′ = 0
}

.

Body (ψ, ϕ), splňuj́ıćı podmı́nku c), se zobrazeńım F zobraźı do množiny Z3. Zřejmě Z3 = Z2 a

(19) V = Ka,b ∩
(

R4\(Z1 ∪ Z2 ∪ Z3)
)

= Ka,b ∩
(

R4\Z1

)

∩
(

R4\Z2

)

,

takže V je otevřená množina v přirozené topologii na Ka,b.
Ukážeme nyńı, že F |U : U → V je homeomorfismus. Výše bylo ukázáno, že F |U je bijekce. Stač́ı

tedy dokázat, že zobrazeńı (F |U )−1 je spojité.
Bud’ (ψ, ϕ) ∈ U libovolný bod. Plat́ı sinψ = 2 sin(ψ/2) cos(ψ/2). Přitom na (−π, π) je

cos(ψ/2) > 0, takže podle (1d)

(20) cos
ψ

2
=

√

1 + cosψ

2
=

1√
2

√

1 +
w

b
.

Jelikož ϕ ∈ (0, 2π) a sin(ϕ/2) > 0, podmı́nka (11) dále dává

(21) sinψ =
a−

√

x2 + y2

b sin(ϕ/2)
.

Přitom podle (12)

(22) sin
ϕ

2
=

√

1 − cosϕ

2
=

1√
2

√

1 − x
√

x2 + y2
.

Odtud

(23)
sinψ =

a−
√

x2 + y2

b√
2

√

1 − x
√

x2 + y2

Z (20) a (23) již ihned dostaneme

(24)
ψ = 2 arc sin

a−
√

x2 + y2

b

√

1 − x
√

x2 + y2

√

1 +
w

b

.

Jelikož na (0, 2π) plat́ı sin(ϕ/2) > 0, podobně dostaneme z (12) a (16)

(25)
ϕ = 2 arc cos

y

√
2
√

x2 + y2

√

1 − x
√

x2 + y2

.

Pro bod (x, y, z, w) = F (ψ, ϕ), kde (ψ, ϕ) ∈ U , tedy plat́ı vztahy (24), (25).
Uvažujme nyńı ψ a ϕ jako funkce bodu (x, y, z, w), definované vztahy (24), (25), a položme

G = (ψ, ϕ). Dostáváme zobrazeńı G z R4 do R2, jehož definičńı obor je tvořen body (x, y, z, w),
splňuj́ıćımi podmı́nky

(26) 1 − x
√

x2 + y2
> 0, 1 +

w

b
> 0.
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Do definičńıho oboru tedy nepatř́ı body, splňuj́ıćı podmı́nku y = 0, a body, pro které w ≤ −b.
Definičńı obor G je tedy otevřená množina

(27) R4\
({

(x′, y′, z′, w′) ∈ R4 | y′ = 0
}

∪
{

(x′, y′, z′, w′) ∈ R4 | w′ = −b
})

.

Definičńı obor G zřejmě obsahuje množinu V = F (U) a z konstrukce G vyplývá, že

(28) G|V = (F |U )−1.

Zobrazeńı (F |U )−1 vzniká tedy zúžeńım spojitého zobrazeńı G na otevřenou množinu V a muśı
být spojité (v přirozené topologii na Ka,b).

Položme U1 = (0, π] × (0, 2π), V1 = F (U1). Ukážeme, že F |U1 : U1 → V1 je homeomorfismus
v topologíıch podprostor̊u na U1 a V1.

Necht’ (ψ, ϕ) ∈ U1 je libovolný bod, (x, y, z, w) = F (ψ, ϕ). Jelikož ψ ∈ (0, π], plat́ı sin(ψ/2) > 0
a tedy

(29) cos
ψ

2
=

sinψ

2 sin(ψ/2)
.

Přitom podle (1d)

(30) sin
ψ

2
=

√

1 − cosψ

2
=

1√
2

√

1 − w

b
.

Dále sin(ϕ/2) > 0 a ze vztahu (11) dostaneme

(31)
sinψ =

a−
√

x2 + y2

b sin(ϕ/2)
=

√
2

b

a−
√

x2 + y2

√

1 − x
√

x2 + y2

.

Z (25) nyńı snadno vyvod́ıme, že plat́ı

(32)
ψ = 2 arc cos

a−
√

x2 + y2

b

√

1 − x
√

x2 + y2

√

1 − w

b

.

Pro ϕ pak opět plat́ı vztah (25).
Uvažujme ψ (32) a ϕ (25) jako funkce proměnných x, y, z, w a zobrazeńı G1 = (ψ, ϕ) z R4 do

R2, jehož složky jsou ψ, ϕ. Vyšetř́ıme definičńı obor tohoto zobrazeńı.
Bud’ (x, y, z, w) bod definičńıho oboru G1. Jelikož je již zaručeno, že x2 +y2 > 0, plat́ı pro tento

bod

1 − x
√

x2 + y2
> 0,(33)

1 − w

b
> 0,(34)

−1 ≤ a−
√

x2 + y2

b

√

1 − x
√

x2 + y2

√

1 − w

b

≤ 1,(35)

−1 ≤ y

√
2
√

x2 + y2

√

1 − x
√

x2 + y2

≤ 1.(36)
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Uvažujme podmı́nku (33). Je-li x ≤ 0, pak je tato podmı́nka splněna pro libovolné y; je-li x > 0, pak

neńı splněna pro y = 0 a je splněna pro libovolné y 6= 0: x/
√

x2 + y2 <
√

x2 + y2/
√

x2 + y2 = 1.
Bod (x, y, z, w) tedy splňuje právě jednu z těchto dvou podmı́nek:

x ≤ 0,(37)

x > 0, y 6= 0.(38)

Podmı́nka (34) dává

(39) w < b.

Podmı́nka (35) se s využit́ım (34) uprav́ı na tvar

(

a−
√

x2 + y2
)2

b2

(

1 − x
√

x2 + y2

)

(

1 − w

b

)

≤ 1,

odkud dostaneme

(40) w ≤ b−

(

a−
√

x2 + y2
)2

b

(

1 − x
√

x2 + y2

) .

Podmı́nka (36) je ekvivalentńı s podmı́nkou

y2

2
(

x2 + y2
)

(

1 − x
√

x2 + y2

) ≤ 1.

Přitom má jmenovatel tvar

2x2 + 2y2 − 2x
√

x2 + y2 = y2 +
(

x−
√

x2 + y2
)2

,

takže podmı́nka (36) je splněna v d̊usledku platnosti (33).
Definičńı obor zobrazeńı G1 je tedy charakterizován jako množina bod̊u (x, y, z, w) ∈ R4,

splňuj́ıćıh tyto podmı́nky:
(a) plat́ı-li

√

x2 + y2 = a, pak w < b,

(b) plat́ı-li
√

x2 + y2 6= a, pak

w ≤ b−

(

a−
√

x2 + y2
)2

b

(

1 − x
√

x2 + y2

) ,

(c) je-li x > 0, pak y 6= 0.
Ukážeme, že definičńı obor zobrazeńı G1 obsahuje otevřenou množinu W1 takovou, že F (U1) =

V1 ⊂ W1. Definujeme W1 jako množinu bod̊u (x, y, z, w) ∈ R4, lež́ıćıch v definičńım oboru spojité
funkce h, definované vztahem

(41)
h(x, y, z, w) = w +

(

a−
√

x2 + y2
)2

b

(

1 − x
√

x2 + y2

) ,
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splňuj́ıćıch podmı́nku

(42) h(x, y, z, w) < b.

Necht’ (ψ, ϕ) ∈ U1, F (ψ, ϕ) = (x, y, z, w). Ukážeme nejdř́ıve, že F (ψ, ϕ) ∈ W1. Chceme ukázat, že
je-li x > 0, pak y 6= 0.

Necht’ v (1a) plat́ı x > 0. Jelikož je splněna podmı́nka (1 − (b/a) sinψ sin(ϕ/2)) > 0, znamená
to, že cosϕ > 0, t.j. ϕ ∈ (0, π/2) ∪ (3π/2, 2π). Pro každé takové ϕ ovšem plat́ı sinϕ 6= 0 a z (1b)
vyplývá, že y 6= 0. Dále ukážeme, že je splněna podmı́nka (42). Př́ımým výpočtem dostaneme
z (1a) – (1d)

(43) h(x, y, z, w) = b

(

cosψ +
1

2
sin2 ψ

)

.

Označme f(ψ) = cosψ + (1/2) sin2 ψ. Podmı́nka pro extrémy funkce f má tvar sinψ · (cosψ −
1) = 0 a ukazuje, že extrémy funkce f nastávaj́ı v bodech ψ = kπ, kde k prob́ıhá celá č́ısla,
přičemž extrémńı hodnoty jsou rovny 1 (maximum) a −1 (minimum). Na intervalu (0, π] maximum
nenastává. Znamená to ovšem, že bod (x, y, z, w) splňuje podmı́nku (42).

Nyńı je již zřejmé, že zobrazeńı F |U1 : U1 → V1 je homeomorfismus. Zobrazeńı G1 : W1 → R2

je totiž spojité (v přirozené topologii na otevřené množině W1 ⊂ R4) a jeho zúžeńı na V1 je tedy
také spojité v přirozené topologii na V1. Tato topologie je ovšem totožná s topologíı podprostoru
topologického prostoru Ka,b. Přitom podle definice G1|V1 = (F |U1)

−1 a zobrazeńı (F |U1)
−1 je také

spojité. Tı́m je ukončen d̊ukaz tvrzeńı, že F |U1 : U1 → V1 je homeomorfismus.
Položme U2 = [−π, 0) × (0, 2π), V2 = F (U2). Ukážeme, že F |U2 : U2 → V2 je homeomorfismus

v topologíıch podprostor̊u. Mohli bychom postupovat podobně jako v př́ıpadě zobrazeńı F |U1 ; mı́sto
toho však využijeme symetrie Kleinovy láhve Ka,b.

Pro každé (x, y, z, w) ∈ R4 splňuj́ıćı podmı́nku

(44) 0 < x2 + y2 < 4a2

položme

(45)
x̄ =

2ax
√

x2 + y2
− x, ȳ =

2ay
√

x2 + y2
− y,

z̄ = −z, w̄ = w.

Těmito vztahy je definováno zobrazeńı Ψ : {(x, y, z, w) ∈ R4 | 0 < x2 + y2 < 4a2} → R4.
Všimněme si, že definičńı obor Ψ je otevřená množina obsahuj́ıćı Ka,b. Pro obraz bodu (x, y, z, w)
ihned vyvod́ıme vztah

(46) x̄2 + ȳ2 =
(

2a−
√

x2 + y2
)2

,

odkud vyplývá, že 0 < x̄2 + ȳ2 < 4a2, takže bod (x̄, ȳ, z̄, w̄) padne do definičńıho oboru zobrazeńı
Ψ. Př́ımo prověř́ıme, že plat́ı

(47) Ψ(Ψ(x, y, z, w)) = (x, y, z, w),

t.j. Ψ = Ψ−1 a Ψ je homeomorfismus.
Dále pro každé (ψ, ϕ) ∈ X klademe

(48) φ(ψ, ϕ) = (−ψ, ϕ).

φ je homeomorfismus X na sebe a plat́ı φ−1 = φ. Dosazeńım z rovnic zobrazeńı F ve tvaru (1a) –
(1d) pak dostaneme vztah

(49) F ◦ φ = Ψ ◦ F.
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Ze vztahu (49) ovšem vyplývá

(50) F |U2 = Ψ|V1 ◦ F |U1 ◦ φ|U2 ,

což je kompozice homeomorfismů; to dokazuje, že F |U2 : U2 → V2 je homeomorfismus.
Naš́ım ćılem je zkonstruovat otevřené pokryt́ı topologického prostoru X s vlastnost́ı, že zob-

razeńı F zúžené na každý element tohoto pokryt́ı, je homeomorfismus. Metody, které přitom
použ́ıváme, již byly podrobně ilustrovány výše, v daľśım výkladu se proto omeźıme na hlavńı
výsledky.

Položme U3 = (−π, π) × [0, π), V3 = F (U3). S využit́ım podmı́nky cos(ϕ/2) > 0 lze ukázat, že
pro bod (ψ, ϕ) ∈ U3 a jeho obraz F (ψ, ϕ) = (x, y, z, w) ∈ V3 plat́ı

(51)

ψ = 2 arc sin
a−

√

x2 + y2

b

√

1 − x
√

x2 + y2

√

1 +
w

b

,

ϕ = 2 arc cos
y

√
2
√

x2 + y2

√

1 − x
√

x2 + y2

.

Zobrazeńı F |U3 : U3 → V3 je homeomorfismus a (51) jsou rovnice inverzńıho homeomorfismu.
Dále položme U4 = (−π, π) × (π, 2π], V4 = F (U4) a pro každé (x, y, z, w) ∈ R4 splňuj́ıćı

podmı́nku (44) položme

(52) x̄ =
2ax

√

x2 + y2
− x, ȳ =

2ay
√

x2 + y2
+ y, z̄ = z, w̄ = w.

Tyto vztahy definuj́ı homeomorfismus Ψ̃, splňuj́ıćı podmı́nku Ψ̃−1 = Ψ. Př́ımo lze prověřit, že
plat́ı

(53) F ◦ φ̃ = Ψ̃ ◦ F,
kde φ̃ : X → X je homeomorfismus, definovaný vztahem

(54) φ̃(ψ, ϕ) = (−ψ, 2π − ϕ).

Z (53) pak vyplývá, že

(55) F |U4 = Ψ̃|V3 ◦ F |U3 ◦ φ̃|U4 ,

a F |U4 : U4 → V4 je homeomorfismus.
Položme U5 = (0, π] × [0, π), V5 = F (U5). Chceme ukázat, že zobrazeńı F |U5 : U5 → V5 je

homeomorfismus v topologíıch podprostor̊u. Zřejmě F |U5 je spojitá bijekce; stač́ı tedy dokázat, že
inverzńı zobrazeńı (F |U5)

−1 je spojité. V uvažovaném př́ıpadě pro bod (ψ, ϕ) ∈ U5 a jeho obraz
F (ψ, ϕ) = (x, y, z, w) plat́ı vztahy (32), (25), definuj́ıćı inverzńı homeomorfismus.

Dále položme U6 = (0, π] × (π, 2π], V6 = F (U6), U7 = [−π, 0) × [0, π), V7 = F (U7), U8 =
[−π, 0) × (π, 2π], V8 = F (U8). Ze vztah̊u (49) a (53) pak vyvod́ıme, že

(56)
F |U7 = Ψ|V5 ◦ F |U5 ◦ φ|U7 , F |U6 = Ψ̃|V7 ◦ F |U7 ◦ φ̃|U6 ,

F |U8 = Ψ|V6 ◦ F |U6 ◦ φ|U8 .

Nyńı je již zřejmé, že každé ze zobrazeńı F |U6 : U6 → V6, F |U7 : U7 → V7 a F |U8 : U8 → V8 je
homeomorfismus.

Shrneme dosavadńı výsledky. Zkonstruovali jsme otevřené pokryt́ı σ topologického prostoru
X , tvořené množinami U , U1, U2, . . . , U8, takové, že pro každý element S ∈ σ je zobrazeńı
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F |S : S → F (S) homeomorfismus v topologíıch podprostor̊u. Dále bylo ukázáno, že množina
V = F (U) je otevřená. Množiny, tvoř́ıćı pokryt́ı σ, jsou schematicky znázorněny na obr. 21.

Obr. 21

π ϕ

η

π

π

Přejdeme nyńı k d̊ukazu toho, že zobrazeńı g : X/RF → Ka,b, definované kanonickým rozkla-
dem F = ι ◦ g ◦ πF zobrazeńı F , je homeomorfismus. Prověř́ıme, že jsou splněny předpoklady Věty
18. odst. 3.5 str. 41.

Ukážeme nejdř́ıve, že každá z množin V , V1 ∪ V2, V3 ∪ V4, V5 ∪ V6 ∪ V7 ∪ V8 ⊂ Ka,b je otevřená
v přirozené topologii. Kromě množin Z1 (14). Z2 (16) a Z3 (18) zavedeme ještě množiny

(57)
Z4 = {(x′, y′, z′, w′) ∈ R4 | z′ = 0, w′ = b},
Z5 = {(x′, y′, z′, w′) ∈ R4 | y′ = 0, z′ = 0}.

Z rovnic Kleinovy láhve (1a) – (1d) ihned dostaneme, že body (ψ, ϕ) ∈ X , pro které ψ = −π, π
(resp. ϕ = 0, resp. ϕ = 2π, resp. ψ = 0, resp. ϕ = π), se zobraźı do Z1 (resp. Z2, resp. Z3, resp.
Z4, resp. Z5). Z toho ihned dostaneme vyjádřeńı

(58)

V = Ka,b ∩
(

R4\(Z1 ∪ Z2 ∪ Z3)
)

,

V1 ∪ V2 = Ka,b ∩
(

R4\(Z2 ∪ Z3 ∪ Z4)
)

,

V3 ∪ V4 = Ka,b ∩
(

R4\(Z1 ∪ Z5)
)

,

V5 ∪ V6 ∪ V7 ∪ V8 = Ka,b ∩
(

R4\(Z4 ∪ Z5)
)

,

ze kterého již vyplývá, že uvažované množiny jsou otevřené v Ka,b.
Bud’ W ⊂ X F -nasycená otevřená množina. Ukážeme, že F (W ) ⊂ Ka,b je otevřená množina.

Množinu W lze vyjádřit ve tvaru sjednoceńı

(59) W = (U ∩W ) ∪
(

⋃

(Ui ∩W )
)

,
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kde i prob́ıhá množinu {1, 2, . . . , 8}. Dále označ́ıme P5, P6, P7, P8 vrcholy čtverce X , t.j. polož́ıme
P5 = (π, 0), P6 = (π, 2π), P7 = (−π, 0), P8 = (−π, 2π). Pak můžeme psát W ve tvaru

(60)
W = (U ∩W ) ∪ (U1 ∩W ) ∪ (U2 ∩W ) ∪ (U3 ∩W ) ∪ (U4 ∩W )∪

∪ ({P5, P6, P7, P8} ∩W ).

Odtud

(61)
F (W ) = F (U ∩W ) ∪ F (U1 ∩W ) ∪ F (U2 ∩W ) ∪ F (U3 ∩W )∪

∪ F (U4 ∩W ) ∪ F ({P5, P6, P7, P8} ∩W ).

Množina F (U ∩W ) je otevřená v F (U) = V jako obraz otevřené množiny U ∩W vzhledem
k homeomorfismu F |U : U → V ; množina V je ovšem otevřená v Ka,b, takže F (U ∩W ) ⊂ Ka,b je
otevřená množina.

Ukážeme, že množina F (U1 ∩ W ) ∪ F (U2 ∩ W ) ⊂ Ka,b je otevřená. Z toho, že zobrazeńı
F |U1 : U1 → V1 je homeomorfismus a U1∩W ⊂ U1 je otevřená množina, vyplývá, že F (U1∩W ) ⊂ V1

je otevřená množina; analogicky dostaneme, že F (U2∩W ) ⊂ V2 je otevřená množina. Existuj́ı tedy
otevřené množiny V̄1, V̄2 ⊂ V1 ∪ V2 tak, že

(62) F (U1 ∩W ) = V1 ∩ V̄1, F (U2 ∩W ) = V2 ∩ V̄2.

Evidentně plat́ı

(63) V̄1 ∩ V̄2 ⊂ (V1 ∩ V̄1) ∪ (V2 ∩ V̄2).

Skutečně, necht’ Q ∈ V̄1∩ V̄2. Jelikož V̄1∩ V̄2 ⊂ V1∪V2, bud’ Q ∈ V1, t.j. Q ∈ V1∩ V̄1∩ V̄2 ⊂ V1∩ V̄1,
nebo Q ∈ V2, t.j. Q ∈ V2 ∩ V̄1 ∩ V̄2 ⊂ V2 ∩ V̄2.

Napǐsme množiny V1, V2 ve tvaru

(64) V1 = (V1 ∩ V ) ∪ (V1 ∩ V2), V2 = (V2 ∩ V ) ∪ (V1 ∩ V2).

Pak

(65)

F (U1 ∩W ) ∪ F (U2 ∩W ) = (V1 ∩ V̄1) ∪ (V2 ∩ V̄2) = (V1 ∩ V̄1)∪
∪ (V2 ∩ V̄2) ∪ (V̄1 ∩ V̄2) = [((V1 ∩ V ) ∪ (V1 ∩ V2)) ∩ V̄1]∪
∪ [((V2 ∩ V ) ∪ (V1 ∩ V2)) ∩ V̄2] ∪ (V̄1 ∩ V̄2) = (V1 ∩ V ∩ V̄1)∪
(V1 ∩ V2 ∩ V̄1) ∪ (V2 ∩ V ∩ V̄2) ∪ (V1 ∩ V2 ∩ V̄2) ∪ (V̄1 ∩ V̄2).

Z F -nasycenosti množiny W ovšem vyplývá, že V1 ∩ V2 ∩ V̄1 = V1 ∩ V2 ∩ V̄2. Necht’ totiž Q ∈
V1 ∩ V2 ∩ V̄1. Existuje ϕ ∈ (0, 2π) tak, že Q = F (π, ϕ) = F (−π, ϕ). Znamená to ovšem, že
Q ∈ F (U2∩W )∩F (U1) = V1∩V2∩V̄2. Ze symetrie tedy vyplývá rovnost V1∩V2∩V̄1 = V1∩V2∩V̄2.
Odtud

(66) V1 ∩ V2 ∩ V̄1 = V1 ∩ V2 ∩ V̄2 = V1 ∩ V̄1 ∩ V2 ∩ V̄2 ⊂ V̄1 ∩ V̄2.

Celkově tedy

(67) F (U1 ∩W ) ∪ F (U2 ∩W ) = (V1 ∩ V ∩ V̄1) ∪ (V2 ∩ V ∩ V̄2) ∪ (V̄1 ∩ V̄2)

Množiny V1∩V , V2∩V jsou otevřené v Ka,b jako homeomorfńı obrazy otevřených množin vzhledem
k zobrazeńı F |U . Odsud je již vidět, že množina (67) je otevřená v Ka,b.

Analogicky dostaneme, že množina F (U3 ∩W ) ∪ F (U4 ∩W ) je otevřená.
Uvažujme nyńı množinu F (U5 ∩W )∪F (U6 ∩W )∪F (U7 ∩W )∪F (U8 ∩W ). Jelikož pro každé

i = 5, 6, 7, 8 je F |Ui
: Ui → Vi homeomorfismus a Ui ∩ W ⊂ Ui je otevřená množina, existuje

otevřená množina V̄i ⊂ V5 ∪ V6 ∪ V7 ∪ V8 tak, že

(68) F (Ui ∩W ) = Vi ∩ V̄i.
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Evidentně

(69)
V̄5 ∩ V̄6 ∩ V̄7 ∩ V̄8 ⊂ (V5 ∩ V̄5) ∪ (V6 ∩ V̄6) ∪ (V7 ∩ V̄7) ∪ (V8 ∩ V̄8)

⊂ F (W ).

Skutečně, necht’ Q ∈ V̄5 ∩ V̄6 ∩ V̄7 ∩ V̄8. Jelikož V̄5 ∩ V̄6 ∩ V̄7 ∩ V̄8 ⊂ V5 ∪ V6 ∪ V7 ∩ V8, existuje index
i tak, že Q ∈ Vi. Pak ovšem Q ∈ V̄5 ∩ V̄6 ∩ V̄7 ∩ V̄8 ∩ Vi ⊂ Vi ∩ V̄i, což dokazuje (69).

Zřejmě {Pi} ∩W ⊂ Ui ∩W a tedy

(70) F ({Pi} ∩W ) ⊂ F (Ui ∩W ) = Vi ∩ V̄i ⊂ V̄i.

Z F -nasycenosti množiny W však vyplývá, že F ({P5} ∩W ) = F ({P6} ∩W ) = F ({P7} ∩W ) =
F ({P8} ∩W ) a tedy

(71) F ({P5, P6, P7, P8} ∩W ) =
⋃

F ({Pi} ∩W ) ⊂ V̄5 ∩ V̄6 ∩ V̄7 ∩ V̄8.

Ze vztahu (61) přidáńım množiny V̄5 ∩ V̄6 ∩ V̄7 ∩ V̄8 na obě strany a využit́ım inkluźı (69) a (71)
tedy dostaneme

(72)
F (W ) = F (U ∩W ) ∪ F (U1 ∩W ) ∪ F (U2 ∩W ) ∪ F (U3 ∩W ) ∪ F (U4 ∩W )

∪ (V̄5 ∩ V̄6 ∩ V̄7 ∩ V̄8),

což je evidentně otevřená množina v přirozené topologii na Ka,b.
Tı́m je d̊ukaz toho, že g je homeomorfismus, ukončen.
Nakonec ještě odvod́ıme rovnice Kleinovy láhve; k tomu vylouč́ıme parametry ψ, ϕ z rovnic

(1a) – (1d). Jelikož sin(ϕ/2) ≥ 0, pro sin(ϕ/2) plat́ı vztah (22). Z (11) pak dostaneme

(73)
sinψ =

√
2

b

a−
√

x2 + y2

√

1 − x
√

x2 + y2

Jelikož podle (1c) z sin(ϕ/2) = b sinψ · cos(ϕ/2) · sin(ϕ/2) = (1/2)b sinψ · sinϕ, s použit́ım vztahu
(12) dostáváme po jednoduché úpravě

(74) z
(

x−
√

x2 + y2
)

− y
(

a−
√

x2 + y2
)

= 0.

Ze vztahu (11) a (1c) ihned dostaneme

(75) b2 sin2 ψ =
(

a−
√

x2 + y2
)2

+ z2.

Dosazeńım do (75) z (1d) dostáváme rovnici

(76)
(

a−
√

x2 + y2
)2

+ z2 + w2 − b2 = 0.

Kleinova láhev tedy lež́ı na ploše v R4, charakterizované rovnicemi (74) a (76).
Kleinova láhev je rovnicemi (1a) – (1d) definována jako podmnožina Euklidova topologického

prostoru R4. Chceme-li ji přesto znázornit jako podmnožinu R3 (při zachováńı jej́ıch vlastnost́ı,
odpov́ıdaj́ıćıch “slepováńı” pomoćı faktorizace RF či ∼), jsme vedeni ke konstrukci, znázorněné
na obr. 22. Ve skutečnosti (t.j. v R4) však Kleinova láhev sama sebe neprot́ıná.
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Obr. 22

29. Bud’ X = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x, y ≤ 1} uzavřený jednotkový čtverec v rovině R2. Ukažte,
že následuj́ıćı dva topologické prostory jsou homeomorfńı:

(1) faktorový prostor X/∼ podle ekvivalence “(x, y) ∼ (x′, y′), jestliže (x, y) = (x′, y′) nebo
x = 0, x′ = y, y′ = 0 nebo y = 1, x′ = 1, y′ = x” ,

(2) podprostor S2 = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 1} ⊂ R3 (jednotková sféra).

Ř e š e n ı́ . Situace ze zadáńı př́ıkladu je znázorněna na obr. 23. Faktorizace v tomto př́ıpadě
znamená “slepeńı” levého a dolńıho a zároveň pravého a horńıho okraje čtverce.

Obr. 23

1. Označme X ′ = [0, 2π]× [0, π] a uvažujme zobrazeńı F : X ′ → R3, definované rovnicemi

x = cosϕ sinϑ, y = sinϕ sinϑ, z = cosϑ,

kde ϕ ∈ [0, 2π] a ϑ ∈ [0, π]. Vyšetř́ıme ekvivalenci RF , asociovanou se zobrazeńım F . Podle definice
body (ϕ, ϑ), (ϕ′, ϑ′) jsou ekvivalentńı tehdy a jen tehdy, když

cosϕ sinϑ = cosϕ′ sinϑ′,

sinϕ sinϑ = sinϕ′ sinϑ′,

cosϑ = cosϑ′.

Stejně jako ve cv. 25 (Möbiova páska) dostaneme netriviálńı řešeńı

(ϕ, ϑ) = (0, ϑ), (ϕ′, ϑ′) = (2π, ϑ), ϑ 6= 0, π,
(ϕ, ϑ) = (2π, ϑ), (ϕ′, ϑ′) = (0, ϑ), ϑ 6= 0, π,
(ϕ, ϑ) = (ϕ, 0), (ϕ′, ϑ′) = (ϕ′, 0),
(ϕ, ϑ) = (ϕ, π), (ϕ′, ϑ′) = (ϕ′, π).
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Netriviálńı tř́ıdy ekvivalence RF jsou tedy tř́ıdy {(0, ϑ), (2π, ϑ)}, {(ϕ, 0) | ϕ ∈ [0, 2π]}, {(ϕ, π) |
ϕ ∈ [0, 2π]} (porov. obr. 24).

To ovšem znamená, že ekvivalence RF neńı totožná s ekvivalenćı ∼.
Analogicky jako ve cv. 25 se ukáže (s pomoćı Věty 18. odst. 3.5 str. 41), že zobrazeńı

g : X ′/RF → S2, definované kanonickým rozkladem F = ι ◦ g ◦ πF , je homeomorfismus.

Obr. 24
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2. Ve cv. 6 kap. 2 bylo ukázáno, že množiny [0, π], [0, 2π] a [0, 1] jsou homeomorfńı jako
podprostory Euklidova prostoru R. Z definice součinu topologíı je zřejmé, že jsou homeomorfńı
rovněž topologické prostory X = [0, 1] × [0, 1] a X ′ = [0, 2π] × [0, π] (jako podprostory R2).
Označme R ekvivalenci na X , jej́ıž jediné netriviálńı tř́ıdy jsou {(0, y), (1, y)}, {(x, 0) | x ∈ [0, 1]},
{(x, 1) | x ∈ [0, 1]}. Pak zřejmě faktorová projekce (kanonického) homeomorfismu X na X ′ je
homeomorfismus X/R na X ′/RF .

3. Zbývá ukázat, že faktorové prostory X/∼ a X/R jsou homeomorfńı. Definujeme zobrazeńı
h : X/∼→ X/R vztahem

h([(0, 0)]) = [(x, 0)], h([(1, 1)]) = [(x, 1)], x ∈ [0, 1],

h([(x, y)]) = [(x̄, ȳ)], (x, y) 6= (0, 0), (1, 1),

kde

x̄ =



















1

2

(

1 +
d

b

)

, x ≥ y,

1

2

(

1 − d

b

)

, x < y,

ȳ =

√
2

2
r

a význam symbol̊u b, d, r je zřejmý z obr. 25.
Pro y ≤ 1 − x dostaneme

b = r, r =

√
2

2
(x+ y), d =

√
2

2
|x− y|,

x̄ =
x

x+ y
, ȳ =

1

2
(x + y),

a pro y > 1 − x dostaneme

b =
√

2 − r, r =

√
2

2
(x+ y), d =

√
2

2
|x− y|,

x̄ =
1 − y

2 − x− y
, ȳ =

1

2
(x + y).

Je třeba ovšem prověřit, že zobrazeńı h je definováno korektně, t.j. nezávisle na výběru repre-
zentant̊u př́ıslušných tř́ıd; k tomu zřejmě stač́ı vyšetřit obraz bod̊u [(x, y)] = [(0, y)] = [(y, 0)] a
[(x, y)] = [(1, y)] = [(y, 1)].
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Př́ımo z konstrukce je zřejmé, že h je spojitá a otevřená bijekce, je to tedy homeomorfismus.

Obr. 25

R

R

30. Faktorový prostor (R3\{0})/R, kde R je ekvivalence “xRy, jestliže existuje př́ımka p
v R3 taková, že 0, x, y ∈ p” se nazývá reálná projektivńı rovina a označuje se RP 2. RP 2 je tedy
v bijekci s množinou všech př́ımek v R3, procházej́ıćıch počátkem.

Ukažte, že následuj́ıćı topologické prostory jsou homeomorfńı:

(1) RP 2.

(2) Podprostor σ ⊂ R5, definovaný v parametrickém tvaru rovnicemi

(1)

x = cosϕ cos(ψ/2),

y = sinϕ cos(ψ/2),

z = sinψ cos(ϕ/2),

w = cosψ cos(ϕ/2),

t = sin(ϕ/2) sin(ψ/2),

kde ϕ, ψ ∈ [−π, π].

(3) Faktorový prostorX/∼, kdeX je jednotkový čtverec v R2 a ∼ je ekvivalence naX , definovaná
podmı́nkou “(x, y) ∼ (x′, y′), jestliže bud’ (x, y) = (x′, y′) nebo y = 0, y′ = 1, x′ = 1 − x nebo
x = 0, x′ = 1, y′ = 1 − y”.

(4) Faktorový prostor B/∼B, kde B = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1 a ∼B je ekvivalence “P ∼B Q,
jestliže bud’ P = Q nebo P,Q ∈ ∂B a P = −Q”, kde ∂B = S1.

(5) Faktorový prostor S2/∼S2 , kde S2 je jednotková sféra v R3 a ∼S2 je ekvivalence “P ∼S2 Q,
jestliže P = Q nebo P = −Q”.

Ř e š e n ı́ . 1. Nejdř́ıve vyšetř́ıme ekvivalenci RF , asociovanou se zobrazeńım F : [−π, π] ×
[−π, π] → R5, definovaným rovnicemi (1). Necht’ (ϕ, ψ), (ϕ′, ψ′) jsou dva RF -ekvivalentńı body.
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Pak F (ϕ, ψ) = F (ϕ′, ψ′), t.j.

cosϕ cos(ψ/2) = cosϕ′ cos(ψ′/2),

sinϕ cos(ψ/2) = sinϕ′ cos(ψ′/2),

sinψ cos(ϕ/2) = sinψ′ cos(ϕ′/2),

cosψ cos(ϕ/2) = cosψ′ cos(ϕ′/2),

sin(ϕ/2) sin(ψ/2) = sin(ϕ′/2) sin(ψ′/2).

Umocněńım a sečteńım dostaneme z prvńıch dvou rovnic vztah cos2(ϕ/2) = cos2(ϕ′/2). Na inter-
valu [−π, π] je cos(ψ/2) ≥ 0, takže muśı platit cos(ψ/2) = cos(ψ′/2).

Necht’ cos(ψ/2) = cos(ψ′/2) = 0. Pak ψ, ψ′ = −π, π a dosazeńım do zbývaj́ıćıch rovnic dosta-
neme (ϕ, ψ), (ϕ′, ψ′) ve tvaru

(ϕ, ψ) = (ϕ, ψ), (ϕ′, ψ′) = (ϕ, ψ),
(ϕ, ψ) = (ϕ, π), (ϕ′, ψ′) = (−ϕ,−π),
(ϕ, ψ) = (ϕ,−π), (ϕ′, ψ′) = (−ϕ, π).

Necht’ cos(ψ/2) = cos(ψ′/2) 6= 0. Pak z prvńıch dvou rovnic plyne

cosϕ = cosϕ′, sinϕ = sinϕ′

a tedy na intervalu [−π, π] plat́ı ϕ = ϕ′. Zbývaj́ıćı rovnice pak maj́ı tvar

sinψ cos(ϕ/2) = sinψ′ cos(ϕ/2),

cosψ cos(ϕ/2) = cosψ′ cos(ϕ/2),

sin(ϕ/2) sin(ψ/2) = sin(ϕ/2) sin(ψ′/2).

Jejich rozborem lze ukázat, že muśı platit ϕ = ϕ′, ψ = ψ′.
Umocněńım a sečteńım druhých dvou rovnic (1) dostaneme cos2(ϕ/2) = cos2(ϕ′/2) a podobně

jako v předchoźım př́ıpadě dostaneme řešeńı

(ϕ, ψ) = (ϕ, ψ), (ϕ′, ψ′) = (ϕ, ψ),
(ϕ, ψ) = (π, ψ), (ϕ′, ψ′) = (−π,−ψ),
(ϕ, ψ) = (−π, ψ), (ϕ′, ψ′) = (π,−ψ),
(ϕ, ψ) = (ϕ, 0), (ϕ′, ψ′) = (ϕ, 0).

Celkově tedy dostáváme, že ekvivalence RF má tř́ıdy {(ϕ, ψ)}, {(ϕ, π), (−ϕ,−π)},
{(π, ψ), (−π,−ψ)}, {(π, π), (−π,−π), (−π, π), (π,−π)} (srov. obr. 26).

Obr. 26
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3.7. Př́ıklady 83

Porovnáńım faktorových množin X/∼ a X ′/RF , kde X ′ = [−π, π] × [−π, π], nyńı vid́ıme, že
existuje kanonická (t.j. přirozená) bijekceX/∼ naX ′/RF . Snadno lze ovšem naj́ıt homeomorfismus
X na X ′, jehož projekce je tato kanonická bijekce. Topologické prostory X/∼ a X ′/RF jsou tedy
homeomorfńı podle Věty 14. odst. 3.4 str. 39.

2. Důkaz homeomorfnosti topologických prostor̊uX ′/RF a σ = F (X ′) ⊂ R5 se provád́ı stejným
zp̊usobem jako v př́ıpadě Kleinovy láhve (cv. 28).

3. Vylouč́ıme parametry z rovnic (1). Postupně dostáváme

x2 + y2 = cos2(ψ/2) = 1
2 (1 + cosψ),

z2 + w2 = cos2(ϕ/2) = 1
2 (1 + cosϕ),

t2 = sin2(ψ/2) sin2(ϕ/2) = (1 − cos2(ψ/2))(1 − cos2(ϕ/2)) =

= (x2 + y2 − 1)(z2 + w2 − 1).

Podprostor σ ⊂ R5 tedy splňuje rovnice

(x2 + y2 − 1)(z2 + w2 − 1) − t2 = 0,

x2 − (2z2 + 2w2 − 1)2(x2 + y2) = 0,

w2 − (2x2 + 2y2 − 1)2(z2 + w2) = 0.

4. Ukážeme, že X/∼ je homeomorfńı s B/∼B; k tomu zřejmě stač́ı nalézt homeomorfismus
uzavřeného čtverce X na uzavřený jednotkový kruh B, kompatibilńı s ekvivalencemi ∼, ∼B (Věta
14. odst. 3.4 str. 39). Definujeme zobrazeńı h : X ′ → B vztahem h((0, 0)) = (0, 0), h((x, y)) =
(x̄, ȳ), kde X ′ = [−1, 1]2,

x̄ = kx, ȳ = ky, k =
1

u
=

max(|x|, |y|)
√

x2 + y2
,

(viz obr. 27).

Obr. 27

υ υ

Zobrazeńı h : X ′ → B je bijekce; vyplývá to z toho, že zobrazeńı, definované rovnicemi

x = ux̄ =
x̄

|ȳ|
√

x̄2 + ȳ2,

y = uȳ =
ȳ

|ȳ|
√

x̄2 + ȳ2

na podmnožině množiny B, kde ȳ 6= 0, ϑ ∈ [π/4, 3π/4] ∪ [5π/4, 7π/4], resp.

x =
x̄

|x̄|
√

x̄2 + ȳ2,

y =
ȳ

|x̄|
√

x̄2 + ȳ2
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na podmnožině, kde x̄ 6= 0, ϑ ∈ [0, π/4] ∪ [3π/4, 5π/4] ∪ [7π/4, 2π] a podmı́nkou, že bod (0, 0)
přecháźı do bodu (0, 0), je inverzńı k zobrazeńı h. Spojitost h i h−1 se ověřuje př́ımo. Zobrazeńı
h : X ′ → B je tedy homeomorfismus.

Pomoćı homeomorfismu h již nyńı snadno zkonstruujeme homeomorfismus X a B, kompatibilńı
s ekvivalencemi ∼, ∼B.

5. Nyńı ukážeme, že jsou homeomorfńı topologické prostory S2/∼S2 a X/∼. Pro (x, y) ∈ X

(resp. (x, y, z) ∈ S2) klademe φ(x, y) = (x, y,
√

1 − x2 − y2 (resp.Ψ(x, y, z) = (x, y)). Zobrazeńı φ,
Ψ jsou spojitá. Dále φ (resp. Ψ je kompatibilńı s ekvivalencemi ∼, ∼S2 (resp. ∼S2 , ∼), existuje
tedy spojité zobrazeńı f : X/∼→ S2/∼S2 (resp. g : S2/∼S2→ X/∼) tak, že diagram

φ ψ φ

ve kterém vertikálńı šipky označuj́ı faktorové projekce, je komutativńı. Jelikož ovšem Ψ ◦φ = idX ,
plat́ı

g ◦ f = id .

Dále zobrazeńı φ ◦ Ψ je kompatibilńı s ekvivalencemi ∼S2 , ∼S2 , muśı tedy platit

f ◦ g = id .

Tyto vztahy ukazuj́ı, že f je homeomorfismus.
6. Nakonec ukážeme, že jsou homeomorfńı prostory S2/∼S2 a RP 2. Bud’ ι : S2 → R3\{0}

kanonické vložeńı; ι je kompatibilńı s ekvivalencemi ∼S2 , R , existuje tedy jeho spojitá projekce
f : S2/∼S2→ RP 2. Dále necht’ κ : R3\{0} → S2 je zobrazeńı, přǐrazuj́ıćı bodu (x, y, z) pr̊useč́ık
polopř́ımky [(0, 0, 0), (x, y, z)) se sférou S2. Zobrazeńı κ je spojité a je kompatibilńı s ekvivalencemi
R , ∼S2 . Označ́ıme g jeho faktorovou projekci a dále postupujeme stejně jako v části 5 tohoto
d̊ukazu.

31. Ukažte, že faktorový prostor Euklidova prostoru R2 podle ekvivalence “(x, y) ∼ (x′, y′),
jestliže x = x′” je homeomorfńı s př́ımkou R.

Ř e š e n ı́ . Bijekci R2/∼ a R dostaneme, přǐrad́ıme-li př́ımce, rovnoběžné s osou y, jej́ı pr̊useč́ık
s osou x.

Urč́ıme faktorovou topologii na R2/∼. Podle definice je to nejsilněǰśı ze všech topologíı, v nichž
je faktorové zobrazeńı π : R2 3 (x, y) → [(x, y)] ∈ R2/∼ spojité. Bud’ U ⊂ R2/∼ množina
taková, že π−1(U) ⊂ R2 je otevřená množina. Podle definice přirozené topologie na R2 plat́ı
π−1(U) =

⋃

ι{(x, y) ∈ R2 | aι < x < a′ι, bι < y < b′ι} (sjednoceńı otevřených obdélńık̊u). Podle
definice ekvivalence ∼ ovšem [(x, y)] = {(x, y′) ∈ R2 | y′ ∈ R}. Zvoĺıme-li y0 ∈ R libovolně,
můžeme psát U = π(π−1(U)) =

⋃

ι{[(x, y)] ∈ R2/∼| aι < x < a′ι, bι < y < b′ι} =
⋃

ι{[(x, y0)] ∈
R2/∼| aι < x < a′ι}. Ve výše uvedené bijekci je tato množina v korespondenci s množinou
⋃

ι(aι, a
′
ι) (sjednoceńı otevřených interval̊u).

32. Uvažujme Euklid̊uv prostor R a položme R1 = {(1, x) | x ∈ R}, R2 = {(2, x) | x ∈ R}.
Přenesme na množiny R1, R2 topologii pomoćı bijekćı x → (1, x), x → (2, x) a položme X =
R1 ∪ R2 (disjunktńı sjednoceńı dvou př́ımek). Necht’ a, b ∈ R, a < b. Uvažujme na X ekvivalenci
∼, definovanou rozkladem {(1, x)}, x ≤ a, x ≥ b, {(2, x)}, x ≤ a, x ≥ b, {(1, x), (2, x)}, a < x < b.

(a) Rozhodněte, zda faktorový prostor X/∼ je Hausdorff̊uv.
(b) Rozhodněte, zda X/∼ je homeomorfńı s podprostorem nějakého Euklidova prostoru Rn.

Ř e š e n ı́ . Výše definovaná faktorizace množiny X je znázorněna na obr. 28.
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Obr. 28

(a) Faktorový prostor X/∼ neńı Hausdorff̊uv: body (1, a), (2, a) resp. (1, b), (2, b) nelze oddělit
disjunktńımi okoĺımi.

(b) X/∼ neńı homeomorfńı s podprostorem Euklidova prostoru, nebot’ neńı Hausdorff̊uv.

33. Otočeńım v R2 o úhel ϕ ∈ R rozumı́me homeomorfismus f : R2 → R2, definovaný
rovnicemi

(1)
x̄ = x cosϕ+ y sinϕ,

ȳ = −x sinϕ+ y cosϕ.

Označme symbolem R zároveň aditivńı grupu reálných č́ısel. Zobrazeńı F : R × R2 → R2,
přǐrazuj́ıćı bodu (ϕ, (x, y)) bod (x̄, ȳ), je levá akce grupy R na R2 (porov. př. (9) odst. 3.7 str. 46).

(a) Ukažte, že orbita bodu (x, y) 6= (0, 0) je kružnice v R2 se středem v počátku a orbita bodu
(0, 0) je množina {(0, 0)} (“singulárńı orbita”).

(b) Ukažte, že faktorový topologický prostor R2/R je homeomorfńı s intervalem [0,∞).

Ř e š e n ı́ . (a) Z (1) ihned vyplývá, že x̄2 + ȳ2 = x2 + y2; body (x, y), F (ϕ, (x, y)) = (x̄, ȳ) tedy
lež́ı na kružnici se středem v počátku.

(b) Klademe g(x, y) =
√

x2 + y2. Ihned je vidět, že faktorový prostor R2/Rg je totožný s
prostorem orbit levé akce F . Prověř́ıme předpoklady Věty 17. odst. 3.5 str. 41. Zobrazeńı g : R2 →
[0,∞) je spojité a surjektivńı. Dále pro každé r ∈ [0,∞) klademe x(r) = r, y(r) = 0. Zobrazeńı
r → (x(r), y(r)) = (r, 0) je spojitý řez zobrazeńı g. Prostory R2/R a [0,∞) jsou tedy homeomorfńı.

34. Bud’ f : X → Y spojité surjektivńı zobrazeńı topologických prostor̊u. Dokažte, že zobra-
zeńı g : X/RF → Y , definované kanonickým rozkladem f = g◦πf zobrazeńı f , je homeomorfismus.

Ř e š e n ı́ . g je spojitá bijekce, stač́ı tedy ukázat, že zobrazeńı g je uzavřené (cv. 10 kap. 2). Bud’

A ⊂ X/Rf uzavřená množina. Pak množina B = π−1
f (A) je uzavřená, nebot’ πf je spojité, a tedy

f(B) = g(A) je uzavřená množina, nebot’ f je uzavřené.





Část 4

Śıtě

V elementárńı analýze se čtenář již setkal s pojmem konvergentńı posloupnosti reálných
č́ısel. Posloupnost (xi)i∈N se nazývá konvergentńı k č́ıslu x ∈ R, jestliže ke každému ε > 0
existuje č́ıslo n ∈ N tak, že |xi − x| < ε pro všechna i ≥ n. Zřejmě dostaneme ekvivalentńı
definici, budeme-li požadovat, aby ke každému okoĺı U bodu x existovalo č́ıslo n ∈ N tak, že
xi ∈ U pro všechna i ≥ n. Čı́slo x se přitom nazývá limitńım bodem (limitou) posloupnosti
(xi)i∈N. Důsledkem této definice je tvrzeńı, charakterizuj́ıćı uzavřenou množinu v R jako
množinu, která s každou konvergentńı posloupnost́ı obsahuje zároveň jej́ı limitu.

V př́ıpadě reálné př́ımky je tedy topologie plně charakterizována konvergentńımi posloup-
nostmi. V této kapitole se budeme zabývat problémem, zda je tomu tak i v př́ıpadě obecného
topologického prostoru. Půjde nám, zhruba řečeno, o konstrukci topologie na množině, na
ńıž je (vhodným zp̊usobem) definován pojem konvergence.

Pojem konvergentńı posloupnosti lze zavést v libovolném topologickém prostoru. Mezi
topologickými prostory, které nejsou prvńıho typu spočetnosti, však existuj́ı prostory, jejichž
topologie nemůže být úplně popsána posloupnostmi. Chceme-li v těchto prostorech charak-
terizovat topologii pomoćı konvergence, muśıme pojem posloupnost nahradit obecněǰśım
pojmem śıtě, t.j. zobrazeńım, na jehož definičńım oboru je definována struktura usměrněńı.
Tato kapitola je věnována základ̊um Mooreovy–Smithovy–Kelleyho teorie śıt́ı; řada teore-
tických i aplikačńıch aspekt̊u této teorie doposud neńı rozpracována.

4.1. Śıtě

Bud’ I neprázdná množina. Binárńı relace ≤ na I se nazývá usměrněńı množiny I,

splňuje-li tyto ťri podmı́nky:

(1) Plat́ı-li pro body ι, κ, λ ∈ I, že ι ≤ κ, κ ≤ λ, pak ι ≤ λ.

(2) Pro každé ι ∈ I plat́ı ι ≤ ι.

(3) K libovolným bod̊um ι, κ ∈ I existuje λ ∈ I tak, že ι, κ ≤ λ. Množina I spolu
s daným usměrněńım se nazývá usměrněná množina. Splňuj́ı-li body ι, κ ∈ I podmı́nku
ι ≤ κ, ṕı̌seme také κ ≥ ι.

Bud’ I usměrněná množina, ≤ jej́ı usměrněńı. Podmnožina J ⊂ I se nazývá kofinálńı,
jestliže ke každému ι ∈ I existuje κ ∈ J tak, že κ ≥ ι. Relace ≤ definuje na kofinálńı

množině J usměrněńı. Skutečně, prvńı a druhá podmı́nka z definice usměrněńı je splněna.
Dále pro libovolné κ1, κ2 ∈ J existuje bod κ ∈ I tak, že κ1, κ2 ≤ κ (podmı́nka (3));
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k tomuto κ lze ovšem naj́ıt element κ′ ∈ J tak, že κ′ ≥ κ. Plat́ı tedy κ1, κ2 ≤ κ′ a ≤ je
usměrněńı na J .

Śıt́ı v množině X budeme rozumět libovolné zobrazeńı S : I → X, kde I je nějaká
usměrněná množina. Množina I se přitom nazývá indexová množina śıtě S, jej́ı elementy
se nazývaj́ı indexy. Usměrněńı indexové množiny I bude vždy označováno symbolem ≤.
Śıt’ S, pro kterou I je množina N celých kladných č́ısel s přirozeným usměrněńım, se
nazývá posloupnost.

Śıt’ S bude také označována symbolem S = (xι)ι∈I ; p̊ujde-li o posloupnost, budeme
psát S = (xi)i∈N nebo prostě S = (xi). V tomto označeńı xι je bod S(ι) ∈ X, přǐrazený
indexu ι ∈ I zobrazeńım S : I → X.

Řekneme, že śıt’ S = (xι)ι∈I lež́ı v množině A ⊂ X, jestliže xι ∈ A pro každé ι ∈ I. Śıt’

S se nazývá konstantńı, jestliže xι = x pro jistý bod x ∈ X a každé ι ∈ I.
Śıt’ T = (yκ)κ∈K se nazývá podśıt’ śıtě S = (xι)ι∈I v X, jestliže existuje zobrazeńı

ϕ : K → I, splňuj́ıćı tyto podńınky:
(1) T = S ◦ ϕ, t.j. yκ = xϕ(κ) pro každé κ ∈ K.
(2) Ke každému ι0 ∈ I existuje index κ0 ∈ K tak, že pro každé κ ≥ κ0 plat́ı ϕ(κ) ≥ ι0.
Je-li S = (xι)ι∈I śıt’, K ⊂ I kofinálńı množina, pak zřejmě śıt’ T = (xκ)κ∈K je podśıt’

śıtě S: za zobrazeńı ϕ z definice podśıtě vezmeme zobrazeńı, definované vztahem ϕ(κ) = κ.

4.2. Konvergentńı śıtě

Bud’X topologický prostor, S = (xι)ι∈I śıt’ v množině X. Bod x ∈ X se nazývá limitńım
bodem śıtě S, jestliže ke každému jeho okoĺı U existuje index ι0 ∈ I tak, že xι ∈ U pro
všechna ι ≥ ι0. Limitńı bod śıtě S nazýváme také limitou śıtě S. Je-li x limitńı bod śıtě
S, ř́ıkáme, že S konverguje k bodu x. Množinu limitńıch bod̊u śıtě S označujeme lim S.
Śıt’ S se nazývá konvergentńı, plat́ı-li lim S 6= ∅.

Libovolný limitńı bod śıtě S = (xι)ι∈I označujeme symbolem limι∈I xι nebo prostě
lim xι.

Z definice ihned vyplývá, že každá konstantńı śıt’ S = (xι)ι∈I v topologickém prostoru
X taková, že xι = x, konverguje k bodu x.

Ukážeme, že limitńı bod śıtě v topologickém prostoru je limitńım bodem každé jej́ı
podśıtě.

Věta 1. Bud’ S konvergentńı śıt’ v topologickém prostoru X, limS množina jej́ıch li-
mitńıch bod̊u. Pak libovolná podśıt’ T śıtě S konverguje v X a limS ⊂ limT .

Důkaz. Necht’ S = (xι)ι∈I , x ∈ limS, T = (yκ)κ∈K . Bud’ ϕ : K → I zobrazeńı,
splňuj́ıćı podmı́nky (1), (2) z definice podśıtě. Zvolme libovolné okoĺı U bodu x. Existuje
index ι0 ∈ I tak, že xι ∈ U pro každé ι ≥ ι0. Dále existuje κ0 ∈ K tak, že ϕ(κ) ≥ ι0 pro
každé κ ≥ κ0. Pro každé κ ≥ κ0 tedy yκ = xϕ(κ) ∈ U , t.j. x ∈ lim T .

Následuj́ıćı tvrzeńı ukazuje, jak lze pomoćı konvergentńıch śıt́ı zkonstruovat uzávěr
podmnožiny topologického prostoru; jeho d̊usledek podává př́ımou charakteristiku u-
zavřených množin.

Věta 2. Bud’ A neprázdná množina v topologickém prostoru X. Bod x ∈ X patř́ı
uzávěru clA množiny A tehdy a jen tehdy, když existuje śıt’ v A konverguj́ıćı k tomuto
bodu.
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Důkaz. 1. Předpokládejme, že x ∈ clA. Necht’ I je množina všech okoĺı bodu x
usměrněná množinou relaćı ⊃. Pro U , V ∈ I klademe U ≤ V plat́ı-li U ⊃ V . Každému
U ∈ I přǐrad́ıme nějaký bod xU z neprázdné množiny U ∩ A a polož́ıme S = (xU )U∈I .
Zvoĺıme-li U pevně, pak pro každé V ≥ U , t.j. V ⊂ U , plat́ı xV ∈ V ∩A ⊂ U . Śıt’ S tedy
konverguje k x.

2. Předpokládejme, že existuje śıt’ S = (xι)ι∈I v X lež́ıćı v A, konverguj́ıćı k bodu
x ∈ X. Bud’ U libovolné okoĺı bodu x. Podle předpokladu existuje index ι0 ∈ I tak, že
xι ∈ U ∩A pro každé ι ≥ ι0. Množina U ∩A je tedy neprázdná. Z libovolnosti U vyplývá,
že x ∈ clA.

Důsledek. Následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı:
(1) Množina A ⊂ X je uzavřená.
(2) S každou śıt́ı S lež́ıćı v množině A ⊂ X lež́ı v A také množina limS.

Důkaz. Necht’ A ⊂ X je uzavřená množina, necht’ S je śıt’ v X lež́ıćı v množině A. Je-li
limS = ∅, tvrzeńı plat́ı. Necht’ limS 6= ∅; označme limS = B. V každém okoĺı U bodu
x ∈ B lež́ı body śıtě S, takže U ∩A 6= ∅. Odtud plyne, že x ∈ clA = A, t.j. B ⊂ A.

Obráceně necht’ pro každou śıt’ S v A plat́ı limS ⊂ A. Bud’ x ∈ clA bod. Podle Věty
2. odst. 4.2 str. 88 existuje śıt’ lež́ıćı v množině A, konverguj́ıćı k bodu x. Ovšem podle
předpokladu x ∈ A, t.j. clA ⊂ A, odkud již vyplývá, že A je uzavřená.

Věta 3. Předpokládejme, že śıt’ S v topologickém prostoru X nekonverguje k bodu x ∈
X. Pak existuje podśıt’ T śıtě S taková, že žádná podśıt’ śıtě T nekonverguje k bodu x.

Důkaz. Předpokládejme, že śıt’ S = (xι)ι∈I v X nekonverguje k bodu x. t.j. x /∈ limS.
Existuje tedy okoĺı U bodu x takové, že k libovolnému indexu ι ∈ I lze naj́ıt index ϕ(ι) ≥ ι,
splňuj́ıćı podmı́nku xϕ(ι) /∈ U . Výběrem takového indexu dostáváme zobrazeńı I 3 ι →
ϕ(ι) ∈ I. Toto zobrazeńı splňuje podmı́nky z definice podśıtě. Prověř́ıme podmı́nku (2).
Bud’ ι0 ∈ I libovolný index. Položme κ0 = ϕ(ι0). Bud’ ι ∈ I index takový, že ι ≥ κ0. Pak
ϕ(ι) ≥ ι ≥ κ0 = ϕ(ι0) ≥ ι0, což jsme chtěli ukázat.

Dále klademe T = S ◦ϕ, t.j. T = (xϕ(ι))ι∈I . Podle definice je T podśıt’ śıtě S a žádný z
bod̊u xϕ(ι) nelež́ı v okoĺı U . T je tedy śıt’ v uzavřené množině X\U a každý jej́ı limitńı bod
muśı paťrit množině X\U (Věta 2. odst. 4.2 str. 88). Zároveň limitńı bod každé podśıtě
śıtě T muśı paťrit množině X\U .

Přejdeme nyńı k vyšeťrováńı dvojné limity systému śıt́ı. Zavedeme k tomu některé nové
pojmy.

Bud’ I usměrněná množina a předpokládejme, že každému ι ∈ I je přǐrazena usměr-
něná množina Jι. Položme K = I × ∏

ι Jι, kde
∏

ι Jι je součin systému množin (Jι)ι∈I ,
t.j. množina všech zobrazeńı f , přǐrazuj́ıćıch bodu ι ∈ I bod f(ι) ∈ Jι. Dále pro libovolné
(ι1, f1), (ι2, f2) ∈ K klademe (ι1, f1) ≤ (ι2, f2), jestliže plat́ı ι1 ≤ ι2 a f1(ι) ≤ f2(ι) pro
každé ι ∈ I. Ukážeme, že binárńı relace ≤ je usměrněńı množinyK. Předpokládejme, že pro
(ι1, f1), (ι2, f2), (ι3, f3) ∈ K plat́ı (ι1, f1) ≤ (ι2, f2) a (ι2, f2) ≤ (ι3, f3). Pak plat́ı ι1 ≤ ι2,
ι2 ≤ ι3, t.j. ι1 ≤ ι3; dále pro každé ι ∈ I f1(ι) ≤ f2(ι), f2(ι) ≤ f3(ι), t.j. f1(ι) ≤ f3(ι). Je
tedy splněna podmı́nka (1) z definice usměrněńı. Podmı́nka (2) je evidentně splněna. Dále
k ι1, ι2 existuje κ ∈ I tak, že ι1, ι2 ≤ κ; analogicky k f1, f2 a k libovolnému ι ∈ I existuje
index g(ι) ∈ Jι tak, že f1(ι), f2(ι) ≤ g(ι). Evidentně g ∈ ∏ι Jι a (ι1, f1), (ι2, f2) ≤ (κ, g).
Je tedy splněna také podmı́nka (3) z definice usměrněńı a K je usměrněná množina.

Usměrněńı ≤ množiny K se nazývá přirozené.
Bud’ I usměrněná množina, (Sι)ι∈I systém śıt́ı v topologickém prostoru X. Označme

Sι = (xι,κ)κ∈Jι . Položme K = I × ∏

ι Jι a uvažujme množinu K s jej́ım přirozeným
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usměrněńım. Śıt’ S = (x(ι,f))(ι,f)∈K , definovaná vztahem S(ι, f) = Sι(f(ι)) = x(ι,f) =
xι,f(ι), se nazývá asociovaná se systémem śıt́ı (Sι)ι∈I . Předpokládejme, že každá ze śıt́ı Sι

je konvergentńı, t.j. plat́ı limSι 6= ∅ pro každé ι ∈ I. Śıt’ S′ = (yι)ι∈I se nazývá limitńı śıt’

systému śıt́ı (Sι)ι∈I , jestliže yι ∈ limSι, t.j.

yι = lim
κ∈Jι

xι,κ

pro každé ι ∈ I. Je zřejmé, že systém śıt́ı může mı́t v́ıce limitńıch śıt́ı.

Věta 4. Bud’ I usměrněná množina, (Sι)ι∈I systém konvergentńıch śıt́ı v topologickém
prostoru X. Pro asociovanou śıt’ S a každou limitńı śıt’ S′ systému śıt́ı (Sι)ι∈I plat́ı limS′ ⊂
limS, t.j. ke každému limitńımu bodu

lim
ι∈I

lim
κ∈Jι

xι,κ

śıtě S′ existuje limitńı bod

lim
(ι,f)∈K

x(ι,f)

śıtě S tak, že

lim
ι∈I

lim
κ∈Jι

xι,κ = lim
(ι,f)∈K

x(ι,f)

Důkaz. Necht’ limS′ 6= ∅, x ∈ limS′, necht’ U je libovolné okoĺı bodu x. Existuje index
ι0 ∈ I tak, že

yι = lim
κ∈Jι

xι,κ ∈ U

pro každé ι ≥ ι0. U je tedy okoĺı každého bodu yι, ι ≥ ι0, a jelikož yι ∈ limSι, existuje
index κι ∈ Jι tak, že pro každé κ ≥ κι plat́ı Sι(κ) ∈ U . Pro ι ≥ ι0 klademe f0(ι) = κι. Pro
ι 6≥ ι0 vybereme libovolně prvek κι ∈ Jι a opět klademe f0(ι) = κι. Necht’ index (ι, f) ∈ K
splňuje podmı́nku (ι, f) ≥ (ι0, f0). Pak ι ≥ ι0 a f(λ) ≥ f0(λ) pro každé λ ∈ I. Pro bod
S(ι, f) = Sι(f(ι)) tedy plat́ı ι ≥ ι0, f(ι) ≥ f0(ι) = κι, takže Sι(f(ι)) ∈ U a x ∈ limS.

Bud’ S = (xι)ι∈I śıt’ v množině X, f : X → Y zobrazeńı. Obrazem śıtě S vzhledem
k zobrazeńı f rozumı́me śıt’ f(S) = f ◦ S = (f(xι))ι∈I v množině Y .

Věta 5. Zobrazeńı topologických prostor̊u f : X → Y je spojité tehdy a jen tehdy, když
plat́ı f(limS) ⊂ lim f(S) pro každou śıt’ S v X.

Důkaz. 1. Předpokládejme, že f je spojité. Bud’ S = (xι)ι∈I śıt’ v X, x ∈ limS bod,
U okoĺı bodu f(x). Existuje okoĺı V bodu x tak, že f(V ) ⊂ U . Jelikož x ∈ limS, existuje
ι0 ∈ I tak, že xι ∈ V pro každé ι ≥ ι0. Plat́ı tedy pro každé takové ι, že f(xι) ∈ U a f(x)
muśı být limitńım bodem śıtě f(S).

2. Předpokládejme, že pro každou śıt’ S v X plat́ı f(limS) ⊂ lim f(S). Bud’ A ⊂ X
libovolná množina, x ∈ clA bod. Pak podle Věty 2. odst. 4.2 str. 88 existuje śıt’ S v A
konverguj́ıćı k x. Obraz f(S) śıtě S je evidentně śıt’ v podprostoru f(A) ⊂ Y a z toho,
že x ∈ limS, podle předpokladu vyplývá, že f(x) ∈ lim f(S). Opět s využit́ım Věty 2.
odst. 4.2 str. 88 dostáváme, že f(x) ∈ cl f(A). Plat́ı tedy f(clA) ⊂ cl f(A) a z libovolnosti
množiny A vyplývá, že f muśı být spojité zobrazeńı (Věta 2. odst. 2.1 str. 18).

Věta 6. Bud’te τ1, τ2 dvě topologie na množině X a předpokládejme, že libovolná śıt’

v X je konvergentńı v (X, τ1) tehdy a jen tehdy, když je konvergentńı v (X, τ2). Pak τ1 = τ2.
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Důkaz. Podle Věty 5. odst. 4.2 str. 90 zobrazeńı idX : X → X je homeomorfismus
(X, τ1) na (X, τ2).

Vyšeťŕıme nyńı podmı́nky oddělitelnosti topologického prostoru.

Věta 7. Topologický prostor X je Hausdorff̊uv tehdy a jen tehdy, když každá śıt’ v X
má nejvýše jeden limitńı bod.

Důkaz. 1. Předpokládejme, že X je Hausdorff̊uv. Bud’ S = (xι)ι∈I śıt’ v X, x1, x2 ∈
limS jej́ı limitńı body. Zvolme okoĺı U1 bodu x1 a okoĺı U2 bodu x2. Existuje index ι1
(resp. ι2) tak, že xι ∈ U1 a xι ∈ U2 pro každé ι ≥ ι1, ι2. Z definice vyplývá, že množina
index̊u ι je neprázdná, takže U1 ∩ U2 6= ∅. Body x1, x2 tedy nelze oddělit otevřenými
množinami a z předpokladu oddělitelnosti plyne x1 = x2.

2. Předpokládejme, že X neńı oddělitelný. Ukážeme, že pak muśı existovat śıt’ S,
která má dva r̊uzné limitńı body. Bud’te x1, x2 ∈ X dva r̊uzné body, které nelze oddělit
otevřenými množinami. Pro libovolné okoĺı U1 (resp. U2) bodu x1 (resp. x2) tedy plat́ı
U1 ∩ U2 6= ∅. Označme I množinu všech množin W ⊂ X tavaru W = U1 ∩ U2. Klademe
U1 ∩ U2 ≤ V1 ∩ V2, jestliže U1 ∩ U2 ≥ V1 ∩ V2. Pak binárńı relace ≤ na I je usměrněńı.
Prověř́ıme podmı́nku (3) z definice usměrněńı. Pro dané U1 ∩ U2, V1 ∩ V2 3 I klademe
W1 = U1 ∩ V1, W2 = U2 ∩ V2; pak W1 ∩W2 ∈ I a W1 ∩W2 = U1 ∩U2 ∩ V1 ∩ V2 ⊂ U1 ∩U2,
V1 ∩ V2, t.j. U1 ∩ U2, V1 ∩ V2 ⊂ W1 ∩W2. Klademe S = (xι)ι∈I , kde xι je libovolný bod
množiny ι = U1 ∩ U2. Bud’ U0 libovolné okoĺı bodu x1, V0 libovolné okoĺı x2. Položme
ι0 = U0 ∩ V0. Pro libovolné ι = U ∩ V ∈ I takové, že ι = U ∩ V ≥ U0 ∩ V0 = ι0 plat́ı
xι ∈ U ∩ V ⊂ U0 ∩ V0 ⊂ U0, V0, t.j. x1, x2 ∈ limS. Jestliže tedy v X neexistuje śıt’, která
má dva r̊uzné limitńı body, X muśı být Hausdorff̊uv.

Pro libovolnou śıt’ S v Hausdorffově topologickém prostoru je tedy množina limS bud’

prázdná nebo jednoprvková. Je-li jednoprvková a obsahuje bod x, ṕı̌seme x = limS.

4.3. Tř́ıdy konvergence

Komplexem śıt́ı na množině X rozumı́me systém S = (Sx)x∈X , kde Sx je množina
śıt́ı v X. Je-li S śıt’ v X taková, že S ∈ Sx pro nějaké x ∈ X, ř́ıkáme, že bod x je S-
limitńı bod śıtě S. Śıt’ může mı́t v́ıce S-limitńıch bod̊u. Množina S-limitńıch bod̊u śıtě S
je označována limS S. Je-li množina limS S neprázdná, ř́ıkáme, že śıt’ S je S-konvergentńı.

Bud’ I usměrněná množina, (Sι)ι∈I systém śıt́ı v X, S = (Sx)x∈X komplex śıt́ı na
X. Předpokládejme, že každá ze śıt́ı Sι je S-konvergentńı, t.j. že limS Sι 6= ∅ pro každé
ι ∈ I. Bud’ T = (yι)ι∈I śıt’ v X. T se nazývá S-limitńı śıt’ systému śıt́ı (Sι)ι∈I , jestliže
yι ∈ limS Sι pro každé ι ∈ I.

Komplex śıt́ı S = (Sx)x∈X se nazývá tř́ıda konvergence, jestliže jsou splněny tyto
podmı́nky:

(1) Pro každé x ∈ X množina Sx obsahuje každou konstantńı śıt’ S = (xκ)κ∈K , kde
xκ = x.

(2) Paťŕı-li śıt’ S množině Sx, pak každá podśıt’ śıtě S paťŕı množině Sx.
(3) Nepaťŕı-li śıt’ S v X množině Sx, pak existuje podśıt’ T śıtě S taková, že žádná z

podśıt́ı śıtě T nepaťŕı množině Sx.
(4) Pro libovolnou usměrněnou množinu I a libovolný systém S-konvergentńıch śıt́ı

(Sι)ι∈I v X plat́ı limS S
′ ⊂ limS S, kde S′ je libovolná S-limitńı śıt’ systému śıt́ı (Sι)ι∈I

a S je śıt’ asociovaná se systémem śıt́ı (Sι)ι∈I .
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Bud’ S = (Sx)x∈X ťŕıda konvergence na množině X. Pro každé A ⊂ X označme
clSA množinu všech bod̊u x ∈ X takových, že existuje śıt’ S ∈ Sx lež́ıćı v A. Ukážeme,
že korespondence A → clSA splňuje Kuratowského axiony uzávěru (podmı́nky (1) – (4)
Věty 5. odst. 1.3 str. 4); ťŕıdu konvergence S lze tedy použ́ıt na topologizaci množiny
X. Všimněme si přitom, že axiomy (1) – (4) ťŕıdy konvergence odpov́ıdaj́ı základńım
vlastnostem konvergentńıch śıt́ı v topologických prostorech, dokázaných v předcházej́ıćıch
větách (Věta1. odst. 4.2 str. 88, Věta 3. odst. 4.2 str. 89, Věta 4. odst. 4.2 str. 90). Necht’

PX označuje množinu všech podmnožin množiny X.

Věta 8. Bud’ S = (Sx)x∈X tř́ıda konvergence na množině X.
(a) Na X existuje jediná topologie τ taková, že zobrazeńı PX 3 A → clSA ∈ PX je

topologický uzávěr asociovaný s τ .
(b) Śıt’ S v X konverguje k bodu x ∈ X v topologii τ tehdy a jen tehdy, když S ∈ Sx.

Důkaz. (a) Prověř́ıme podmı́nky (1) – (4) Věty 5. odst. 1.3 str. 4.
Evidentně plat́ı clS ∅ = ∅. Dále pro libovolnou množinu A ⊂ X a bod x ∈ A existuje

śıt’ v A paťŕıćı Sx (konstantńı śıt’); plat́ı tedy A ⊂ clSA.
Dokážeme, že pro libovolnou množinu A ⊂ X plat́ı clS(clSA) = clSA. Jelikož jsme již

dokázali, že clSA ⊂ clS(clSA), stač́ı ukázat, že clSA ⊃ clS(clSA). Bud’ x ∈ clS(clSA)
bod. Chceme naj́ıt śıt’ S ∈ Sx lež́ıćı v A. Jelikož x ∈ clS(clSA), existuje śıt’ T = (xι)ι∈I ∈
Sx lež́ıćı v clSA. Pro každé ι plat́ı xι ∈ clSA, takže existuje śıt’ Sι : Jι → X, Sι =
(xι,κ)κ∈Jι ∈ Sx lež́ıćı v A. Podle definice je x S-limitńım bodem śıtě S a T je S-limitńı
śıt’ systému śıt́ı (Sι)ι∈I . Označme K = I×∏ι Jι a uvažujme K s přirozeným usměrněńım.
Necht’ S = (x(ι,f))(ι,f)∈K je śıt’, asociovaná se systémem śıt́ı (Sι)ι∈I . Jelikož x ∈ limS T ,
čtvrtá podmı́nka z definice ťŕıdy konvergence zaručuje, že x ∈ limS S. Ovšem podle definice
x(ι,f) = Sι(f(ι)) = xι,f(ι) ∈ A pro každé (ι, f) ∈ K. Plat́ı tedy, že S ∈ Sx a śıt’ S lež́ı celá
v A, t.j. x ∈ clSA.

Nakonec dokážeme, že pro libovolné množiny A, B ⊂ X plat́ı clS(A∪B) = clSA∪clSB.
Lež́ı-li bod x ∈ X v clSA, pak podle definice lež́ı také v clS(A ∪ B); plat́ı tedy clSA,
clSB ⊂ clS(A∪B), t.j. clSA∪ clSB ⊂ clS(A∪B). Zbývá tedy dokázat, že clS(A∪B) ⊂
clSA ∪ clSB.

Bud’ x ∈ clS(A ∪ B) bod. Existuje śıt’ S = (xι)ι∈I v A ∪ B tak, že S ∈ Sx, t.j.
x = limS S. Klademe IA = {ι ∈ I | xι ∈ A}, IB = {ι ∈ I | xι ∈ B}; evidentně I = IA ∪ IB.
Ukážeme, že alespoň jedna z množin IA, IB ⊂ I je kofinálńı. Předpokládejme, že IA neńı
kofinálńı. Existuje tedy index ι0 ∈ IA tak, že každý index κ ∈ I, splňuj́ıćı podmı́nku
ι0 ≤ κ, paťŕı množině IB . Bud’ ι ∈ I libovolný index. Podle definice usměrněńı existuje
index κ ∈ I tak, že ι, ι0 ≤ κ. Index κ muśı ovšem paťrit množině IB a tedy množina IB
je kofinálńı.

Ukázali jsme, že alespoň jedna z množin IA, IB je kofinálńı. Necht’ je IA kofinálńı.
Pak IA je usměrněna pomoćı usměrněńı množiny I. Označme ϕA : IA → I kanonickou
injekci. Pak IA 3 κ→ S ◦ ϕA(κ) ∈ X je podśıt’ śıtě S. Z druhé podmı́nky z definice ťŕıdy
konvergence vyplývá, že S ◦ ϕA ∈ Sx. Ovšem S ◦ ϕA lež́ı v A, takže x ∈ clSA.

Je-li množina IB kofinálńı, analogicky dostaneme, že x ∈ clSB. V každém př́ıpadě však
x ∈ clSA ∪ clSB, což jsme chtěli dokázat.

(b) Necht’ τ je topologie na X taková, že clS je topologický uzávěr asociovaný s τ .
Necht’ x ∈ X je bod, S ∈ Sx, S = (xι)ι∈I . Předpokládejme, že S nekonverguje k bodu
x v topologii τ . Pak existuje okoĺı U bodu x takové, že ke každému ι ∈ I plat́ı pro jistý
index κ ≥ ι, že xκ /∈ U . Uvažujme takové okoĺı U a označme J = {κ ∈ I | xκ /∈ U};
evidentně ke každému ι ∈ I existuje κ ∈ J tak, že κ ≥ ι, takže množina J ⊂ I je kofinálńı.
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Je tedy definována podśıt’ T = (xκ)κ∈J śıtě S a tato podśıt’ S-konverguje k x, t.j. T ∈ Sx

(podmı́nka (2) z definice ťŕıdy konvergence). Śıt’ T ovšem lež́ı v X\U , takže x ∈ clS(X\U)
podle definice zobrazeńı clS. Na druhé straně x /∈ X\U , takže clS(X\U) 6= X\U a
množina X\U nemůže být uzavřená v topologii τ . S tedy muśı konvergovat k x v topologii
τ . Je tedy ukázáno, že každá śıt’ z dané ťŕıdy konvergence S konverguje v topologii τ .

Bud’ S śıt’ v X konvergentńı k bodu x ∈ X v topologii τ . Předpokládejme, že S neńı
S-konvergentńı k x, t.j. S /∈ Sx.

Podle předpokladu (podmı́nka (3) z definice ťŕıdy konvergence) existuje podśıt’ T =
(yκ)κ∈J śıtě S taková, že žádná podśıt’ śıtě T neńı S-konvergentńı k bodu x. Přitom S
konverguje k x v topologii τ , takže T muśı také konvergovat k x v τ .

Pro každé κ ∈ J klademe Kκ = {λ ∈ J | λ ≥ κ}. K je kofinálńı množina v J : ke
každému ι ∈ J existuje prvek λ ∈ J tak, že λ ≥ ι, κ (podmı́nka (3) z definice usměrněńı)
a evidentně λ ∈ Kκ. Dále klademe Aκ = {x ∈ X | x = yλ, λ ∈ K}, Tκ = (yλ)λ∈K . Tκ je
podśıt’ śıtě T pro každé κ ∈ J . Podśıt’ Tκ śıtě T lež́ı v množině Aκ; jelikož x je limitńım
bodem T , je také limitńım bodem Tκ (Věta 1. odst. 4.2 str. 88) a tedy x ∈ clA (Věta 2.
odst. 4.2 str. 88).

Klademe K = J × ∏

κKκ. Uvažujme množinu K s přirozeným usměrněńım. Dále
uvažujme systém (Tκ)κ∈J śıt́ı v X. Konstantńı śıt’ (xκ)κ∈J , kde xκ = x, je limitńı śıt’

systému śıt́ı (Tκ)κ∈J a bod x je S-limitńım bodem této limitńı śıtě (podmı́nka (1) z de-
finice ťŕıdy konvergence). Označ́ıme-li W = (w(κ,f))(κ,f)∈K śıt’, asociovanou se systémem
śıt́ı (Tκ)κ∈J , vid́ıme, že x ∈ limSW (podmı́nka (4) z definice ťŕıdy konvergence). Podle
definice ovšem w(κ,f) = yf(κ); f(κ) ∈ K, t.j. w(κ,f) ∈ Aκ, takže W je podśıt’ śıtě T . Nalezli
jsme tedy podśıt’ śıtě T , která S-konverguje k bodu x.

Je-li śıt’ S konvergentńı k x v topologii τ a přitom neńı S-konvergentńı k x, nemůže
být splněna podmı́nka (3) z definice ťŕıdy konvergence. S tedy muśı být S-konvergentńı
k bodu x.

Tı́m je d̊ukaz teorému ukončen.

4.4. Konvergence v prostorech prvńıho typu spočetnosti

K vyšeťrováńı uzávěru množiny v topologickém prostoru prvńıho typu spočetnosti
nemuśıme použ́ıt všechny śıtě; stač́ı se omezit na posloupnosti. Podobně je tomu při
vyšeťrováńı spojitosti zobrazeńı topologických prostor̊u, jehož definičńı obor je topolo-
gický prostor prvńıho typu spočetnosti. Spřesńıme to.

Věta 9. Bud’ X topologický prostor prvńıho typu spočetnosti.
(a) Bod x ∈ X lež́ı v uzávěru clA množiny A ⊂ X tehdy a jen tehdy, když existuje

posloupnost S = (xi)i∈N v A taková, že x ∈ limS.
(b) Množina A ⊂ X je uzavřená tehdy a jen tehdy, když obsahuje limitńı body každé

posloupnosti svých bod̊u.
(c) Zobrazeńı f : X → Y , kde Y je topologický prostor, je spojité v bodě x0 ∈ X tehdy

a jen tehdy, když pro každou posloupnost (xi)i∈N v X konverguj́ıćı k bodu x0 posloupnost
(f(xi))i∈N v Y konverguje k bodu f(x0).

Důkaz. (a) Předpokládejme, že x ∈ clA a zvolme spočetnou lokálńı bázi topologie (Ui)
v bodě x. Možno předpokládat, že U1 ⊃ U2 ⊃ U3 ⊃ . . . (Věta 10. odst. 1.5 str. 7). Pro
každé i plat́ı Ui ∩ A 6= ∅ a tedy existuje bod xi ∈ Ui ∩ A. Posloupnost S = (xi) bod̊u
množiny A konverguje k bodu x, t.j. x ∈ limS.
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Necht’ x ∈ X a předpokládejme, že existuje posloupnost bod̊u v A konverguj́ıćı k x.
Pak nutně x ∈ clA podle Věty 2. odst. 4.2 str. 88.

(b) Tvrzeńı je př́ımým d̊usledkem (a).
(c) Bud’ f spojité v x0, bud’ (xi) posloupnost v X konverguj́ıćı k x0. Pro libovolné okoĺı

U bodu f(x0) ∈ Y je f−1(U) okoĺı bodu x0 a tedy existuje index ι0 tak, že xi ∈ f−1(U)
pro každé i ≥ i0. Pak tedy f(xi) ∈ U pro každé i ≥ i0 a f(x0) je limitńı bod posloupnosti
(f(xi)).

Předpokládejme, že pro libovolnou posloupnost (xi) v X konverguj́ıćı k x0 posloup-
nost (f(xi)) konverguje k f(x0). Bud’ (Ui) spočetná lokálńı báze topologie v bodě x0 a
předpokládejme, že U1 ⊃ U2 ⊃ U3 . . . (Věta 10. odst. 1.5 str. 7 K tomu, aby zobrazeńı
f : X → Y bylo spojité v bodě x0 stač́ı, aby k libovolnému okoĺı V bodu f(x0) existoval
index i tak, že f(Ui) ⊂ V . Předpokládejme opak, t.j. předpokládejme, že pro jisté okoĺı V
bodu f(x0) pro každé i plat́ı f(Ui) 6⊂ V . Ke každému i tedy existuje bod xi ∈ Ui tak, že
f(xi) /∈ V . Ovšem posloupnost (xi) konverguje k x0 a tedy posloupnost (f(xi)) konver-
guje podle předpokladu k f(x0). Pro jisté i muśı tedy platit f(Ui) ⊂ V , což dokazuje, že
zobrazeńı f je spojité v bodě x0.

Důsledek. Bud’te τ1, τ2 dvě topologie na množině X a předpokládejme, že topologické
prostory (X, τ1), (X, τ2) jsou prvńıho typu spočetnosti. Dále předpokládejme, že posloup-
nost (xi) v X je konvergentńı v (x, τ1) tehdy a jen tehdy, když je konvergentńı v (X, τ2).
Pak τ1 = τ2.

Důkaz. Podle Věty 9. (c) odst. 4.4 str. 93 je zobrazeńı idX : X → X homeomorfismus
(X, τ1) na (X, τ2).

Věta 10. Topologický prostor prvńıho typu spočetnosti X je oddělitelný tehdy a jen
tehdy, když každá posloupnost v X má nejvýše jeden limitńı bod.

Důkaz. 1. Je-li X oddělitelný, pak podle Věty 7. odst. 4.2 str. 91 každá posloupnost
v X má nejvýše jeden limitńı bod.

2. Předpokládejme, že X neńı oddělitelný a zvolme dva r̊uzné body x1, x2 ∈ X, které
nelze oddělit otevřenými množinami. Bud’ (Ui) spočetná lokálńı báze topologie v bodě
x1; pak (Ui) je spočetná lokálńı báze topologie také v bodě x2. Možno předpokládat, že
U1 ⊃ U2 ⊃ U3 ⊃ . . . (Věta 10. odst. 1.5 str. 7). Zvoĺıme libovolně bod xi ∈ Ui; dostáváme
posloupnost (xi) v X, která podle definice konverguje jak k x1 tak k x2. Neexistuje-li tedy
v X posloupnost, konverguj́ıćı ke dvěma r̊uzným bod̊um, X muśı být oddělitelný.

4.5. Př́ıklady

(1) Usměrněné množiny. (a) Bud’ X libovolná neprázdná množina. Pro libovolné
prvky x, y ∈ X položme x ≤ y. Takto je definováno usměrněńı množiny X. Toto usměrněńı
neńı uspořádáńı: pro libovolné dva prvky x, y ∈ X plat́ı y ≤ x a x ≤ y, z těchto podmı́nek
však neplyne x = y, jak je požadováno v definici uspořádáńı. Libovolná neprázdná množina
A ⊂ X je kofinálńı v X, nebot’ pro libovolné x ∈ X a libovolné y ∈ A plat́ı y ≥ x.

(b) Na množině PX všech podmnožin množiny X definujeme relaci ≤ takto: U ≤ V ,
jestliže U ⊃ V . Tato relace je usměrněńı množiny PX, je zároveň i uspořádáńım PX.
Relace ≤ však neńı dobré uspořádáńı: pro množiny {x}, {y} ∈ PX takové, že x 6= y,
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neplat́ı ani jedna z inkluźı {x} ⊂ {y}, {y} ⊂ {x}. Všimněme si, že prázdná množina ∅ je
kofinálńı v PX: pro každé U ∈ PX plat́ı ∅ ≥ U .

Jiné usměrněńı množiny PX dostaneme, klademe-li U ≤ V , jestliže U ⊂ V . Při tomto
usměrněńı množiny PX je zřejmě množina X kofinálńı.

(c) Každá úplně uspořádaná množina je usměrněná, zvoĺıme-li za jej́ı usměrněńı jej́ı
úplné uspořádáńı. Ukážeme to. Prvńı dvě podmı́nky z definice úplně uspořádané množiny
a usměrněné množiny jsou totožné. Necht’ dále x, y jsou libovolné dva prvky úplně
uspořádané množiny X, takové, že x ≤ y. Zvolme z = y. Pak y ≤ z podle podmı́nky
(3) z definice uspořádáńı, a tedy také x ≤ z podle podmı́nky (1) z definice uspořádáńı. Je
tedy splněna také ťret́ı podmı́nka z definice usměrněńı.

(d) Přirozené uspořádáńı množiny reálných č́ısel R je zároveň jej́ım usměrněńım (porov.
(c)). Přirozené uspořádáńı množiny A ⊂ R je zároveň jej́ım usměrněńım; v obou př́ıpadech
hovoř́ıme o přirozeném usměrněńı.

Uvažujme R s přirozeným usměrněńım. Zřejmě množina N přirozených č́ısel je kofinálńı
v R. Př́ıklady množin, které jsou kofinálńı v N (a tedy také v R) jsou množina sudých
č́ısel, množina lichých č́ısel, množina M = 1, 10, 102, 103, . . . .

(2) Śıtě. (a) Každé zobrazeńı množiny reálných č́ısel (s přirozeným usměrněńım) do
libovolné množiny X je śıt’ v X.

(b) Na množině přirozených č́ısel N definujeme usměrněńı ≤ takto: k ≤ k pro každé
k ∈ N, 1 ≤ 2 ≤ 4 ≤ 6 ≤ 8 ≤ 10 ≤ . . . , 1 ≤ 3 ≤ 5 ≤ 7 ≤ 9 ≤ 11 ≤ . . . , 3 ≤ 6, 5 ≤ 8,
7 ≤ 10, . . . (porov. obr. 1). Zobrazeńı S : N → X množiny N s t́ımto usměrněńım do
množiny X je śıt’ v X, ale neńı to posloupnost v X.

Obr. 1
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# # #
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(c) Bud’ X množina. K libovolné śıti S : I → X, jej́ıž definičńı obor je nejvýše spočetná
množina, existuje posloupnost T : N → X, která je podśıt́ı śıtě S.

K d̊ukazu tohoto tvrzeńı stač́ı nalézt zobrazeńı ϕ množiny N s přirozeným usměrněńım
do usměrněné množiny I takové, že ke každému indexu ι0 ∈ I existuje přirozené č́ıslo n0

tak, že ϕ(n) ≥ ι0 pro všechna n ≥ n0 · T = S ◦ ϕ pak bude hledaná posloupnost. Zvolme
pevně index κ0 ∈ I. Označme M množinu všech index̊u ι ∈ I, pro které ι ≥ κ0. Podle
předpokladu I je nejvýše spočetná množina, M je tedy také nejvýše spočetná. Označme
M = {κ0, κ1, κ2, . . .}. Klademe ϕ(n) = λn, kde λ1 = κ0, λ2 = κ1, λ3 je libovolný index z
I, pro který λ3 ≥ λ2, κ2, . . . , λn je libovolný index z I, pro který plat́ı λn ≥ λn−1, κn−1,
atd. Zřejmě plat́ı λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 ≤ . . . . Položme T = S ◦ϕ. Necht’ ι0 ∈ I je libovolný index.
Podle definice usměrněńı existuje index ν0 ∈ I takový, že ν0 ≥ ι0, κ0. To ovšem znamená,
že ν0 ∈ M , a tedy plat́ı ν0 = κi pro nějaké i ∈ N ∪ {0}. Muśı proto existovat n0 ∈ N
takové, že ϕ(n0) = λn0 ≥ κi = ν0, a tedy také ϕ(n) = λn ≥ λn0 ≥ ν0 ≥ ι0 pro každé
n ≥ n0. Posloupnost T je podle definice podśıt́ı śıtě S a d̊ukaz je ukončen.

(d) Posloupnost může mı́t podśıt’, která neńı podposloupnost́ı. Uvedeme př́ıklad. Bud’
X množina. Uvažujme posloupnost S : N → X a zobrazeńı ϕ množiny R s přirozeným
usměrněńım do N, definované vztahem ϕ(κ) = 1 pro κ ≤ 1 a ϕ(κ) = n pro κ ∈ (n− 1, n],
n ≥ 2. Pro libovolné n0 ∈ N zvolme κ0 ∈ R tak, aby platilo κ0 ≥ n0. Pak pro každé
κ ≥ κ0 plat́ı ϕ(κ) = n, kde n − 1 < κ ≤ n, a tedy také κ0 ≤ κ ≤ ϕ(κ). Odtud plyne
ϕ(κ) ≥ n0, což znamená, že zobrazeńı ϕ splňuje podmı́nku (2) z definice podśıtě. Zřejmě
tedy T = S ◦ ϕ je podśıt’ posloupnosti S, která neńı podposloupnost.
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(3) Śıtě v topologických prostorech. (a) Bud’ X množina s diskrétńı topologíı. Śıt’ S =
(xι)ι∈I v X konverguje k bodu x ∈ X právě tehdy, když existuje ι0 ∈ I tak, že xι = x
pro každé ι ≥ ι0. Jinými slovy to znamená, že śıt’ v diskrétńım topologickém prostoru
konverguje k bodu x, právě když od určitého indexuι0 celá lež́ı v množině {x}. Mějme
nyńı systém (Sκ)κ∈K konvergentńıch śıt́ı v X. Jelikož X je Hausdorff̊uv, existuje jediná
limitńı śıt’ systému (Sκ)κ∈K . Tato śıt’ konverguje k bodu y tehdy a jen tehdy, když existuje
κ0 ∈ K tak, že pro každé κ ≥ κ0 plat́ı limSκ = y.

(b) Uvažujme množinu X s triviálńı topologíı. Každá śıt’ S vX je konvergentńı a množina
limitńıch bod̊u śıtě S je celá množina X. Mějme systém śıt́ı (Sι)ι∈I v X takový, že množiny
I, X jsou alespoň dvouprvkové. Pak systém śıt́ı (Sι)ι∈I má v́ıce než jednu limitńı śıt’ S′ a
plat́ı limS′ = limSι = X pro každé ι ∈ I.

(c) Uvažujme množinu reálných č́ısel R s přirozenou topologíı. Každá konvergentńı śıt’

v R má právě jednu limitu. Śıt’ S : I → R konverguje k bodu x ∈ R právě tehdy, když ke
každému č́ıslu ε > 0 existuje index ι0 ∈ I takový, že |S(ι) − x| < ε pro každé ι ≥ ι0.

(4) Tř́ıdy konvergence. (a) Tř́ıda konvergence pro triviálńı topologii. Bud’ X neprázd-
ná množina a uvažujme komplex śıt́ı S = (Sx)x∈X , kde Sx obsahuje všechny śıtě v X.
Ukážeme, že S je ťŕıda konvergence. Podmı́nky (1) – (3) z definice ťŕıdy konvergence jsou
evidentně splněny. Vyšeťŕıme podmı́nku (4). Bud’ I libovolná usměrněná množina, (Sι)ι∈I

libovolný systém śıt́ı v X. Označme S′ (resp. S) limitńı (resp. asociovanou) śıt’ systému
śıt́ı (Sι)ι∈I . Z definice komplexu śıt́ı vyplývá, že S′, S ∈ Sx pro každé x ∈ X. Dostáváme
tak, že limS′ = limS = X; podmı́nka (4) je tedy splněna a S je ťŕıda konvergence na
množině X. Pro libovolnou množinu A ⊂ X, A 6= ∅, zřejmě plat́ı clSA = X (nebot’

každá konstantńı śıt’ v A S-konverguje k libovolnému bodu y ∈ X) a pro množinu ∅
plat́ı clS ∅ = ∅. Odsud vyplývá, že uvažovaná ťŕıda konvergence S definuje na množině
X triviálńı topologii.

(b) Tř́ıda konvergence pro diskrétńı topologii. Bud’ X neprázdná množina. Uvažujme
komplex śıt́ı S = (Sx)x∈X v X, definovaný následuj́ıćı podmı́nkou: śıt’ S : I → X je
elementem množiny Sx právě tehdy, když existuje index ι0 ∈ I tak, že S(ι) = x pro
všechny indexy ι ≥ ι0. Ukážeme, že S je ťŕıda konvergence. Podmı́nky (1) a (2) z definice
ťŕıdy konvergence jsou evidentně splněny. Vyšeťŕıme podmı́nku (3). Bud’ x ∈ X libovolný
bod, S : I → X śıt’ taková, že S /∈ Sx. Množina K = {ι ∈ I | S(ι) 6= x} je zřejmě kofinálńı
v I a śıt’ T = S ◦ ϕ, kde ϕ : K → I je kanonické injektivńı zobrazeńı, je podśıt’ śıtě S
taková, že žádná jej́ı podśıt’ neńı elementem Sx. Podmı́nka (3) je tedy splněna. Zbývá
prověřit platnost podmı́nky (4). Bud’ I libovolná usměrněná množina, (Sι)ι∈I systém S-
konvergentńıch śıt́ı. Zřejmě existuje jediná limitńı śıt’ S′ systému śıt́ı (Sι)ι∈I . Označme S
asociovanou śıt’. Je-li limS S

′ = ∅, pak limS S
′ ⊂ limS S, t.j. podmı́nka (4) je splněna.

Necht’ tedy limS′ 6= ∅. Pak S′ ∈ Sx pro nějaké x ∈ X a plat́ı limS S
′ = {x}. Ukážeme,

že x ∈ limS S. Zvolme index ι0 ∈ I tak, že S′(ι) = x pro každé ι ≥ ι0. Protože zároveň
x = limS Sι, existuje index κι0 ∈ Jι, kde Jι je definičńı obor śıtě Sι, takový, že pro každé
κ ≥ κι0 plat́ı Sι(κ) = x. Pro ι ≥ ι0 klademe f0(ι) = κι0 a pro ι 6≥ ι0 vybereme libovolně
prvek κι ∈ Jι a klademe f0(ι) = κι. Pak pro libovolný index (ι, f) ∈ I × ∏

Jι takový,
že (ι, f) ≥ (ι0, f0), dostáváme S(ι, f) = Sι(f(ι)) = x, nebot’ plat́ı ι ≥ ι0 a f(λ) ≥ f0(λ)
pro každé λ ∈ I. To ovšem znamená, že x ∈ limS S, a tedy limS S

′ ⊂ limS S. Uvažovaný
komplex śıt́ı S v X je tedy ťŕıda konvergence.

Bud’ nyńı A ⊂ X libovolná množina. Z definice S-konvergentńıch śıt́ı je zřejmé, že
clSA = A. To ovšem znamená, že ťŕıda konvergence S definuje na množině X diskrétńı
topologii.

(c) Tř́ıda konvergence pro přirozenou topologii. Uvažujme množinu reálných č́ısel R a
na ńı komplex śıt́ı S = (Sx)x∈R takový, že plat́ı: śıt’ S : I → R je prvkem množiny Sx



4.5. Př́ıklady 97

právě tehdy, když ke každému č́ıslu ε > 0 existuje index ι0 ∈ I takový, že |S(ι) − x| < ε
pro každé ι ≥ ι0. Ukážeme, že S je ťŕıda konvergence na R. Pro každé x ∈ R množina
Sx zřejmě obsahuje všechny konstantńı śıtě s hodnotami v x, je tedy splněna podmı́nka
(1) z definice ťŕıdy konvergence. Dále bud’ S ∈ Sx libovolná śıt’, T = S ◦ ϕ jej́ı libovolná
podśıt’ a necht’ I (resp. K) označuje indexovou množinu śıtě S (resp. T ). Necht’ ε > 0 je
libovolné č́ıslo. Zvolme ι0 ∈ I tak, aby platilo |xι − x| < ε pro každé ι ≥ ι0 (takový index
existuje, nebot’ S ∈ Sx) a index κ0 ∈ K takový, že pro každé κ ≥ κ0 plat́ı ϕ(κ) ≥ ι0
(existence bodu κ0 plyne z definice zobrazeńı ϕ). Pak zřejmě pro každé κ ≥ κ0 plat́ı
|xϕ(κ) − x| < ε, t.j. T ∈ Sx a je splněna podmı́nka (2). Vyšeťŕıme ťret́ı podmı́nku.
Bud’ S libovolná śıt’, nepaťŕıćı množině Sx, I jej́ı indexová množina. Pro každé ε > 0
klademe Kε = {ι ∈ I | |S(ι) − x| ≥ ε}. Každá z množin Kε je evidentně kofinálńı v I.
Zvolme ε0 > 0 libovolně. Uvažujme kanonické injektivńı zobrazeńı ϕ : Kε0 → I a śıt’

Tε0 : Kε0 → R, Tε0 = S ◦ ϕ. Tε0 je podśıt’ śıtě S. Ukážeme, že žádná podśıt’ śıtě Tε0 neńı
elementem množiny Sx. Necht’ W : J → Tε0 je libovolná podśıt’ śıtě Tε0 W T . Z definice
podśıtě vyplývá, že ke každému indexu λ ∈ J existuje λ0 ∈ J tak, že ψ(λ0) ∈ Kε0 , a tedy
|W (λ0)−x| = |Tε0(ψ(λ0))−x| ≥ ε0. Podmı́nka (3) je tedy splněna. Nyńı vyšeťŕıme posledńı
podmı́nku. Nejdř́ıve dokážeme, že každá śıt’ S ∈ S má právě jeden S-limitńı bod a plat́ı
limS S = {x} pro S ∈ Sx. Bud’ S ∈ S libovolná śıt’ x, y ∈ R body takové, že S ∈ Sx

a zároveň S ∈ Sy. Z definice S vyplývá, že ke každému ε > 0 existuj́ı indexy ι1, ι2 ∈ I
takové, že |xι − x| < ε/2 pro všechny indexy ι ≥ ι1 a zároveň |xι − y| < ε/2 pro všechny
ι ≥ ι2. Protože množina I je usměrněná, lze nalézt č́ıslo λ0 ∈ I takové, že λ0 ≥ ι1, ι2. Pak
pro každé λ ≥ λ0 plat́ı |xλ − x| < ε/2 a zároveň |xλ − y| < ε/2. Odtud dostáváme, že
pro libovolné ε > 0 plat́ı |x− y| = |x − xλ + xλ − y| ≤ |xλ − x| + |xλ − y| < ε, což znač́ı,
že |x − y| = 0, a tedy x = y. Nyńı již můžeme přej́ıt k d̊ukazu platnosti podmı́nky (4).
Z definice limitńı śıtě a právě dokázaného tvrzeńı vyplývá, že libovolný systém (Sι)ι∈I

S-konvergentńıch śıt́ı má jedinou limitńı śıt’ S′ : I → R. Plat́ı-li S′ /∈ S , pak vztah
limS S

′ ⊂ limS S pro limitńı śıt’ S′ a asociovanou śıt’ S plat́ı. Necht’ tedy S′ ∈ S . Pak
S′ ∈ Sx pro nějaké x ∈ R a plat́ı limS S

′ = {x}. Zcela analogicky jako v př. (4) (b) se
ukáže, že x ∈ limS S. S je tedy ťŕıda konvergence na R.

Zbývá vyšeťrit topologii τS na R, která je definována touto ťŕıdou konvergence. Z defi-
nice S je zřejmé, že śıt’ S konverguje k bodu x v topologii τS právě tehdy, když konverguje
k x v přirozené topologii na R. To ovšem znamená, že množina A ⊂ R je uzavřená v topo-
logii τS právě tehdy, když je uzavřená v přirozené topologii; τS je tedy totožná s přirozenou
topologíı.

Př́ıpad n-rozměrného Euklidova prostoru Rn se vyšeťŕı analogicky.
(d) Tř́ıda konvergence pro topologii bodové konvergence. Bud’ X množina, Y topologický

prostor. Na množině Y X všech zobrazeńı množiny X do Y uvažujme komplex śıt́ı S =
(Sf )f∈YX takový, že śıt’ S = (fι)ι∈I je prvkem množiny Sf právě tehdy, když pro každé
x ∈ X śıt’ Sx = (fι(x))ι∈I konverguje v Y k bodu f(x). Ukážeme, že S je ťŕıda konvergence
na Y X . Zřejmě pro libovolnou konstantńı śıt’ S = (fι)ι∈I takovou, že fι = f pro každé ι ∈ I,
plat́ı S ∈ Sf ; je tedy splněna podmı́nka (1) z definice ťŕıdy konvergence. Necht’ S ∈ Sf je
libovolná śıt’, T = S◦ϕ jej́ı libovolná podśıt’. Pro každé x ∈ X je śıt’ Tx = Sx◦ϕ podśıt́ı śıtě
Sx v Y , a tedy Tx konverguje k bodu f(x) (Věta 1. odst. 4.2 str. 88). To ovšem znamená, že
T S-konverguje k f v Y X , t.j. T ∈ Sf a je splněna podmı́nka (2). Necht’ S /∈ Sf . Existuje
bod x0 ∈ X tak, že Sx0 nekonverguje k bodu f(x0). Podle Věty 3. odst. 4.2 str. 89 existuje
podśıt’ Tx0 = Sx0 ◦ ϕ śıtě Sx0, jej́ıž žádná podśıt’ nekonverguje k bodu f(x0). Klademe
T = S ◦ϕ. Zřejmě T je podśıt’ śıtě S. Kdyby pro nějakou podśıt’ W = T ◦ψ śıtě T platilo
W ∈ Sf , pak by śıt’ Wx = Tx ◦ψ konvergovala k bodu f(x) pro každé x ∈ X, t.j. Wx0 by
byla podśıt́ı śıtě Tx0, konverguj́ıćı k f(x0). Plat́ı tedy W /∈ Sf pro každou podśıt’ W śıtě
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T a podmı́nka (3) je splněna. Bud’ I libovolná usměrněná množina, (Sι)ι∈I systém v Y X

takový, že Sι ∈ S pro všechna ι ∈ I. Označme S′ (resp. S) limitńı (resp. asociovanou)
śıt’. Necht’ limS S

′ 6= ∅, t.j. S′ ∈ Sf pro nějaké f ∈ Y X . Ukážeme, že také S ∈ Sf . Je-li
S′ = (fι)ι∈I , pak podle definice limitńı śıtě plat́ı fι ∈ limS Sι pro každé ι ∈ I. Tedy pro
každé x ∈ X je fι(x) ∈ limSι,x, t.j. S′

x = (fι(x))ι∈I je limitńı śıt’ systému śıt́ı (Sι,x)ι∈I v Y .
Proto f(x) ∈ limS′

x ⊂ limTx, kde Tx je śıt’ asociovaná se systémem śıt́ı (Sι,x)ι∈I . Ovšem
podle definice je Tx(ι, g) = Sι,x(g(ι)) = Sι(g(ι))(x) = Sx(ι, g). Dostáváme tak, že pro
každé x ∈ X je f(x) ∈ limSx, t.j. f ∈ limS S a limS S

′ ⊂ limS S. Je-li limS S
′ = ∅, pak

podmı́nka limS S
′ ⊂ limS S je splněna triviálně. S je tedy ťŕıda konvergence na množině

Y X .

Nakonec ukážeme, že S definuje na Y X topologii bodové konvergence. Zřejmě stač́ı
ukázat, že śıt’ (fι)ι∈I konverguje k zobrazeńı f v topologii bodové konvergence na Y X právě
tehdy, když pro každé x ∈ X konverguje śıt’ (fι(x)) v Y k bodu f(x). Předpokládejme
tedy nejprve, že śıt’ (fι)ι∈I konverguje k f ∈ Y X v topologii bodové konvergence. Ke
každé množině W (x,U), která paťŕı systému generátor̊u topologie bodové konvergence a
obsahuje f , tedy existuje index ι0 ∈ I takový, že pro každé ι ≥ ι0 je fι ∈ W (x,U). Proto
také pro každé ι ≥ ι0 je fι(x) ∈ U , kde U je okoĺı bodu f(x). Jelikož každému okoĺı U bodu
f(x) odpov́ıdá element W (x,U) systému generátor̊u topologie bodové konvergence na Y X ,
plyne odtud, že śıt’ (fι(x))ι∈I konverguje k bodu f(x) ∈ Y . Obráceně předpokládejme, že
pro každé x ∈ X konverguje śıt’ (fι(x))ι∈I k bodu f(x) v Y . Ke každému x ∈ X a ke
každému okoĺı U bodu f(x) tedy existuje index ι0 ∈ I takový, že fι(x) ∈ U pro každé
ι ≥ ι0. To znamená, že pro každé ι ≥ ι0 plat́ı fι ∈ W (x,U), kde W (x,U) je libovolný
element systému generátor̊u topologie bodové konvergence, obsahuj́ıćı zobrazeńı f . Ovšem
libovolný element báze topologie bodové konvergence na Y X je pr̊unikem konečného počtu
množin W (x,U); k libovolné otevřené množině V ⊂ Y X , obsahuj́ıćı f , lze tedy nalézt index
λ ∈ I takový, že pro každé ι ≥ λ je fι ∈ V . Tı́m je tvrzeńı dokázáno.

Cvičeńı

Śıtě v topologických prostorech

1. Dokažte, že plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:
(a) Bud’ X topologický prostor, A ⊂ X množina. Bod x ∈ X je hromadným bodem množiny A

právě tehdy, když v množině A\{x} existuje śıt’ konverguj́ıćı k bodu x.
(b) Bud’ X topologický prostor prvńıho typu spočetnosti, A ⊂ X množina. Bod x ∈ X je hro-

madným bodem množiny A právě tehdy, když v množině A\{x} existuje posloupnost konverguj́ıćı
k bodu x.

Ř e š e n ı́ . (a) Necht’ x je hromadný bod množiny A. Podle definice existuje v každém okoĺı
U bodu x bod yU , lež́ıćı v množině A ∩ (U\{x}). Uvažujme množinu σx všech okoĺı bodu x
s usměrněńım “U ≤ V , jestliže U ⊃ V ”. Pro libovolná dvě okoĺı U , V ∈ σx bodu x taková, že
V ⊂ U , plat́ı yV ∈ U . Položme S = (yU )U∈σx

. S je śıt’ v X , konverguj́ıćı k bodu x.
Obráceně, necht’ S je śıt’ v množině A\{x}, konverguj́ıćı k bodu x. Pak libovolné okoĺı U bodu

x obsahuje prvky śıtě S, t.j. množina A\{x} má neprázdný pr̊unik s libovolným okoĺım bodu x.
To ovšem znamená, že x je hromadným bodem množiny A.

(b) Necht’ x ∈ X je hromadný bod množiny A. Prostor X je prvńıho typu spočetnosti, existuje
tedy spočetná lokálńı báze topologie v bodě x; označme ji (Ui)i∈N. Podle Věty 10. odst. 1.5 str.
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7 lze předpokládat, že Ui ⊃ Ui+1. Pro každé n ∈ N existuje bod yn ∈ (Un\{x}) ∩ A. Klademe
S = (yn)n∈N. S je posloupnost lež́ıćı v množině A a konverguj́ıćı k x.

Obrácené tvrzeńı je d̊usledkem tvrzeńı (a).

2. (a) Bud’ X topologický prostor. Množina A ⊂ X je otevřená právě tehdy, když pro každou
śıt’ S : I → X , konverguj́ıćı k nějakému bodu množiny A, existuje index ι0 ∈ I takový, že xι ∈ A
pro každé ι ≥ ι0. Dokažte.

(b) Bud’X topologický prostor prvńıho typu spočetnosti. Dokažte, že množinaA ⊂ X je otevřená
právě tehdy, když pro každou posloupnost, konverguj́ıćı k nějakému bodu množinyA, existuje index
n0 ∈ N takový, že xn ∈ A pro každé n ≥ n0.

Ř e š e n ı́ . (a) Necht’ A ⊂ X je otevřená množina, x ∈ A bod, S : I → X śıt’ v X , konverguj́ıćı
k bodu x. K libovolnému okoĺı U bodu x existuje index ι0 ∈ I takový, že xι ∈ U pro každé ι ≥ ι0.
Ovšem množina A je otevřená, je tedy sama okoĺım bodu x.

Dokážeme nyńı obrácené tvrzeńı. Předpokládejme, že množinaA ⊂ X neńı otevřená. Bud’ x ∈ A
libovolný bod. Každé okoĺı U bodu x má nutně neprázdný pr̊unik s množinou X\A. Uvažujme
systém σx všech okoĺı bodu x s usměrněńım, definovaným množinovou inkluźı ⊂. Klademe S =
(yU )U∈σx

, kde yU ∈ U ∩ (X\A). Tato śıt’ lež́ı celá v množině X\A a konverguje k bodu x ∈ A.
Zkonstruovali jsme tedy śıt’, konverguj́ıćı k bodu množiny A takovou, že xι /∈ A pro žádný index
ι ∈ I. Tı́m je tvrzeńı dokázáno.

(b) Prvńı část tvrzeńı je d̊usledkem (a). Opačné tvrzeńı se dokáže analogicky jako odpov́ıdaj́ıćı
tvrzeńı v části (a) tohoto d̊ukazu; stač́ı zřejmě uvažovat spočetnou lokálńı bázi (Ui)i∈N v bodě x
splňuj́ıćı podmı́nku Ui ⊃ Ui+1.

3. Označme Q− množinu všech záporných racionálńıch č́ısel usměrněnou přirozeným uspo-
řádáńım ≤ reálné př́ımky R; uvažujme R s přirozenou topologíı. Položme S = (xi)i∈N, xi = i, pro
každé i ∈ Q−. Dostáváme śıt’ S : Q− → R.

(a) Nalezněte množinu limitńıch bod̊u śıtě S.
(b) Rozhodněte, zda množina Q− ∪ {0} je uzavřená v R (využijme k tomu Důsledku Věty 2.

odst. 4.2 str. 89).
(c) Označme N množinu přirozených č́ısel s přirozeným usměrněńım a položme ϕ(n) = −1/n

pro každé n ∈ N. Rozhodněte, zda śıt’ T = S ◦ ϕ je podśıt́ı śıtě S a určete množinu lim T .

Ř e š e n ı́ . (a) Topologický prostor R je Hausdorff̊uv, takže množina limS je nejvýše jednoprv-
ková (Věta 7. odst. 4.2 str. 91 Snadno zjist́ıme, že 0 ∈ limS, tedy limS = {0}.

(b) Množina Q− ∪ {0} neńı uzavřená v R, nebot’ ke každému iracionálńımu č́ıslu v R−{x ∈ R |
x < 0} existuje śıt’ lež́ıćı v Q− a konverguj́ıćı k tomuto č́ıslu. Ukážeme to. Bud’ y ∈ R− libovolné
iracionálńı č́ıslo. Zvolme lokálńı bázi σy přirozené topologie v bodě y, usměrněnou množinovou
inkluźı. V každém okoĺı bodu y existuje racionálńı č́ıslo. Položme T = (yU )U∈σy

, kde yU je racionálńı
č́ıslo lež́ıćı v Q− ∩ U . T je śıt’ v R, která má požadované vlastnosti.

(c) Śıt’ T = S ◦ ϕ je podśıt́ı śıtě S, nebot’ ϕ je zobrazeńı N do Q− a množina ϕ(N) je kofinálńı
v Q−. Podle Věty 1. odst. 4.2 str. 88 je limT = 0.

4. Uvažujme posloupnosti S1 = (xi)i∈N, S2 = (yi)i∈N, S3 = (zi)i∈N, S4 = (wi)i∈N bod̊u
množiny RN, definované podmı́nkami

x1 = (1, 1, 1, 1, . . .), x2 = (0, 1/2, 1/2, 1/2, . . .), x3 = (0, 0, 1/3,

1/3, 1/3, . . .), . . . , y1 = (1, 0, 0, 0, . . .), y2 = (1/2, 1/2, 0, 0, . . .),

y3 = (1/3, 1/3, 1/3, 0, 0, . . .), . . . , z1 = (1, 1, 0, 0, . . .),

z2 = (1/2, 1/2, 0, 0, . . .), z3 = (1/3, 1/3, 0, 0, . . .), . . . ,

w1 = (1, 1, 1, 1, . . .), w2 = (0, 2, 2, 2, . . .), w3 = (0, 0, 3, 3, . . .),

. . .
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Rozhodněte, které z těchto posloupnost́ı jsou konvergentńı, uvažujeme-li na RN (a) součin
přirozených topologíı, (b) silný součin přirozených topologíı.

Ř e š e n ı́ . V obou uvažovaných topologíıch je limS1 = limS2 = limS3 = (0, 0, 0, . . .), limS4 = ∅.

5. Bud’te X , Y topologické prostory a uvažujme množinu Y X s topologíı bodové konvergence.
Rozhodněte, zda limitou každé konvergentńı posloupnosti spojitých zobrazeńı X do Y je spojité
zobrazeńı f ∈ Y X .

Ř e š e n ı́ . Limita posloupnosti spojitých zobrazeńı z X do Y nemuśı být spojité zobrazeńı.
Uvedeme př́ıklad. Uvažujme posloupnost (fn)n∈N funkćı z [0, 1] do R, definovaných vztahem
fn(x) = xn. Každá z funkćı fn je spojitá v přirozených topologíıch na [0, 1] a R. Posloupnost
(fn) konverguje v topologii bodové konvergence na R[0,1] k funkci f , kde f(x) = 0 pro 0 ≤ x < 1
a f(x) = 1 pro x = 1; tato funkce ovšem neńı spojitá.

6. Bud’ X = {a, b} dvouprvková množina, {S1, S2} systém śıt́ı v X , kde S1 : I1 → X , S2 :
I2 → X jsou konstantńı śıtě, S1(ι) = a, S2(κ) = b.

(a) Nalezněte śıt’ S, asociovanou se systémem {S1, S2}.
(b) Uvažujme X s triviálńı topologíı. Určete všechny limitńı śıtě systému {S1, S2} a jejich limitńı

body. Určete množinu limitńıch bod̊u asociované śıtě S.

(c) Proved’te totéž co v (b) pro př́ıpad, že X má topologii τ = {X, ∅, {a}}.
(d) Proved’te totéž co v (b) pro př́ıpad, že X má diskrétńı topologii.

Ř e š e n ı́ . (a) Indexovou množinou śıtě S bude součin {1, 2}× I1 × I2 s usměrněńım “(i1, f1) ≤
(i2, f2), jestliže i1 ≤ i2 a f1(i) ≤ f2(i) pro i = 1, 2”. Podle definice pro S : {1, 2}×I1×I2 → X plat́ı
S(1, f) = S1(f(1)), S(2, f) = S2(f(2)). Odsud S(1, f) = a ≤ S(2, f) = b pro každé f ∈ I1 × I2.

(b) v tomto př́ıpadě limS1 = limS2 = X = {a, b}. Systém {S1, S2} má limitńı śıtě S′
i : {1, 2} →

X , i = 1, 2, 3, 4, kde S′
1(1) = S′

1(2) = a, S′
2(1) = a, S′

2(2) = b, S′
3(1) = b, S′

3(2) = a, S′
4(1) = b,

S′
4(2) = b. Zřejmě množinou limitńıch bod̊u každé śıtě v X je množina X ; plat́ı to tedy také pro

každou limitńı śıt’ S′
i a pro asociovanou śıt’.

(c) V uvažovaném př́ıpadě limS1 = {a, b}, limS2 = {b}. Limitńı śıtě systému {S1, S2} jsou
tedy śıtě S′

1 : {1, 2} → X , S′
2 : {1, 2} → X , kde S′

1(1) = a, S′
1(2) = b, S′

2(1) = S′
2(2) = b. Plat́ı

limS′
1 = limS = X , limS′

2 = {b} ⊂ limS.

(d) Uvažujme množinu X s diskrétńı topologíı. Pak limS1 = {a}, limS2 = {b} a existuje jediná
limitńı śıt’ S′ : {1, 2} → X , S′(1) = a, S′(2) = b. Zřejmě limS′ = b = limS.

7. V množině X = {a, b} uvažujme systém śıt́ı {S1, S2, S3}, kde S1 : {1, 2} → X , S1(1) = a,
S1(2) = b, S2 : {1, 2, 3} → X , S2(1) = b, S2(2) = a, S2(3) = b, S3 : {1, 2, 3, 4} → X , S3(1) = b,
S3(2) = a, S3(3) = b, S3(4) = a.

(a) Určete śıt’ S, asociovanou se systémem śıt́ı {S1, S2, S3}.
(b) Uvažujte X s diskrétńı topologíı a určete všechny limitńı śıtě systému śıt́ı {S1, S2, S3}, jejich

limitńı body a limitńı body śıtě S.

(c) Proved’te totéž co v (b) pro př́ıpad, že na X je uvažována topologie τ = {∅, X, {b}}.
(d) Proved’te totéž co v (b) pro př́ıpad, že na X je uvažována topologie τ = {∅, X, {a}}.

Ř e š e n ı́ . (a) Indexovou množinou śıtě S je množina {1, 2, 3} × {1, 2} × {1, 2, 3} × {1, 2, 3, 4}
s t́ımto usměrněńım: (1, f1) ≤ (1, f2), (1, f1) ≤ (2, f2), (1, f1) ≤ (3, f2), (2, f1) ≤ (2, f2), (2, f1) ≤
(3, f2), (3, f1) ≤ (3, f2) v př́ıpadě, že f1, f2 splňuj́ı podmı́nku f1(i) ≤ f2(i) pro i = 1, 2, 3. Pak
podle definice S(1, f) = S1(f(1)), S(2, f) = S2(f(2)), S(3, f) = S3(f(3)), kde f(1) ∈ {1, 2},
f(2) ∈ {1, 2, 3} a f(3) ∈ {1, 2, 3, 4}; śıt’ S lze tedy znázornit takto:
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# # #
(b) Je-li na X dána diskrétńı topologie, existuje zřejmě jediná limitńı śıt’ S′ systému śıt́ı S1,

S2, S3 a plat́ı S′(1) = b, S′(2) = b, S′(3) = a, t.j. limS′ = a. Jelikož rovněž limS = a, plat́ı
limS′ = limS.

(c) Uvažujme X s topologíı τ = {X, ∅, {a}}. Pak limS1 = X , limS2 = X , limS3 = {a}. Limitńı
śıtě daného systému śıt́ı jsou śıtě S′

1, S
′
2, S

′
3, S

′
4, definované vztahy S′

1(1) = a, S′
1(2) = a, S′

1(3) = a,
S′

2(1) = a, S′
2(2) = b, S′

2(3) = a, S′
3(1) = b, S′

3(2) = a, S′
3(3) = a, S′

4(1) = b, S′
4(2) = b, S′

4(3) = a.
Plat́ı limS′

1 = limS′
2 = limS′

3 = limS′
4 = a, limS = a.

(d) V uvažovaném př́ıpadě limS1 = {b}, limS2 = {b}, limS3 = X . Limitńı śıtě S′
1, S

′
2 jsou

definovány vztahy S′
1(1) = b, S′

1(2) = b, S′
1(3) = a, S′

2(1) = b, S′
2(2) = b, S′

2(3) = b. Plat́ı tedy
limS′

1 = X , limS′
2 = {b}. Dále limS = X , t.j. limS′

2 ⊂ limS′
1 = limS.

Hromadné body śıt́ı

Bud’ X topologický prostor, S : I → X śıt’ v X . Bod x ∈ X nazveme hromadným bodem śıtě
S, jestliže ke každému okoĺı U bodu x a ke každému indexu ι0 ∈ I existuje ι ∈ I takové, že ι ≥ ι0
a xι ∈ U .

8. Bud’ S : I → X śıt’ v topologickém prostoru X , T jej́ı podśıt’. Ukažte, že je-li bod x ∈ X
hromadným bodem śıtě T , je také hromadným bodem śıtě S.

Ř e š e n ı́ . Necht’ S = (xι)ι∈I , necht’ T = S◦ϕ, kde ϕ : K → I, je podśıt’ śıtě S. Bud’ x hromadný
bod T , U jeho okoĺı. Podle definice zobrazeńı ϕ existuje k libovolnému indexu ι0 ∈ I index κ0 ∈ K
tak, že pro všechna κ ≥ κ0 plat́ı ϕ(κ) ≥ ι0. Podle definice hromadného bodu ovšem existuje index
λ ≥ κ0 takový, že xϕ(λ) ∈ U . Odtud vyplývá, že k libovolnému indexu ι0 ∈ I existuje index ι ≥ ι0
tak, že xι ∈ U : stač́ı zvolit ι = ϕ(λ).

9. Bud’ S śıt’ v topologickém prostoru X , x jej́ı hromadný bod. Existuje podśıt’ T śıtě S,
konverguj́ıćı k x. Dokažte.

Ř e š e n ı́ . Necht’ S = (xι)ι∈I . Uvažujme množinu J všech uspořádaných dvojic (ι, U), kde ι ∈ I,
U je okoĺı bodu x a xι ∈ U . Definujeme relaci ≤ na J takto: (ι1, U1) ≤ (ι2, U2), jestliže ι1 ≤ ι2 a
U1 ⊃ U2. Snadno prověř́ıme, že ≤ je usměrněńım množiny J . Klademe ϕ((ι, U)) = ι pro všechna
(ι, U) ∈ J . Zobrazeńı ϕ : J → I zřejmě splňuje druhou podmı́nku z definice podśıtě. Śıt’ T = S ◦ϕ
je tedy podśıt’ śıtě S. Bud’ U libovolné okoĺı bodu x. Existuje ι0 ∈ I takové, že xι0 ∈ U . Pro
libovolné (ι, V ) ≥ (ι0, U) ∈ J ovšem plat́ı xι ∈ V a V ⊂ U , t.j. xι = x((ϕ,V )) ∈ U , a tedy x ∈ limT .

10. Necht’ X je topologický prostor prvńıho typu spočetnosti. Je-li x hromadný bod posloup-
nosti S, pak existuje podposloupnost posloupnosti S, konverguj́ıćı k bodu x. Dokažte.
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Ř e š e n ı́ . Necht’ S = (xn) je posloupnost v X , necht’ x je jej́ı hromadný bod. Zvolme lokálńı
bázi (Ui)i∈N topologie v bodě x takovou, že U1 ⊃ U2 ⊃ U3 ⊃ . . . . Ke každé z množin Ui existuje
index ni ≥ i takový, že xni

∈ Ui. Klademe T = (xni
)i∈N. T je podposloupnost posloupnosti S

konverguj́ıćı k bodu x.

11. V Euklidově prostoru R uvažujme posloupnost S = (0, 1, 0, 1, 0, 1, . . .). Určete hromadné
body posloupnosti S a ke každému z nich nalezněte podposloupnost posloupnosti S, konverguj́ıćı
k tomuto bodu.

Ř e š e n ı́ . Posloupnost S má dva hromadné body, a to 0, 1. Klademe T1 = (0, 0, 0, . . .), T2 =
(1, 1, 1, . . .). Zřejmě T1 (resp. T2) je podposloupnost posloupnosti S a plat́ı limT1 = {0} (resp.
limT2 = {1}).

Sekvenčńı a Fréchetovy prostory

Topologický prostor X se nazývá sekvenčńı, jestliže splňuje tuto podmı́nku: množina A ⊂ X
je uzavřená právě tehdy, když spolu s každou posloupnost́ı, která v ńı lež́ı, obsahuje také všechny
jej́ı limity. X se nazývá Fréchet̊uv (topologický) prostor, jestliže pro libovolnou množinu A ⊂ X a
libovolný bod x ∈ clA existuje posloupnost S bod̊u množiny A konverguj́ıćı k bodu x.

12. Každý topologický prostor prvńıho typu spočetnosti je Fréchet̊uv. Každý Fréchet̊uv prostor
je sekvenčńı. Dokažte.

reseni Bud’ X topologický prostor prvńıho typu spočetnosti, (Ui)i∈N spočetná lokálńı báze
topologie v bodě x ∈ clA, kde A ⊂ X je libovolná množina. Zvolme xi ∈ A ∩ U1 ∩ U2 ∩ · · · ∩ Ui,
i = 1, 2, 3, . . . , a položme S = (xi)i∈N. S je posloupnost lež́ıćı v A a konverguj́ıćı k bodu x. X je
tedy Fréchet̊uv prostor.

Bud’ X Fréchet̊uv prostor, A ⊂ X množina. Chceme ukázat, že A je uzavřená tehdy a jen
tehdy, jestliže pro libovolnou posloupnost S lež́ıćı v A plat́ı limS ⊂ A.

Necht’ A je uzavřená množina. Podle Věty 3. odst. 4.2 str. 89 žádná śıt’ lež́ıćı v A nekonverguje
k bodu množiny X \ A, tedy ani žádná posloupnost bod̊u z A nekonverguje k žádnému bodu
množinyX \A. To ovšem znamená, že limity každé posloupnosti, lež́ıćı v A, také lež́ı v A. Obráceně
necht’ A ⊂ X je množina, obsahuj́ıćı všechny limitńı body každé posloupnosti, lež́ıćı v A. Bud’

x ∈ clA libovolný bod. Podle předpokladu X je Fréchet̊uv prostor, existuje tedy posloupnost S
bod̊u množiny A taková, že x ∈ limS. Odtud plyne, že x ∈ A, t.j. A = clA. Tedy X je sekvenčńı
prostor.

13. Dokažte, že zobrazeńı f sekvenčńıho prostoru X do topologického prostoru Y je spojité
právě tehdy, když pro libovolnou posloupnost S v X plat́ı f(limS) ⊂ lim f(S).

Ř e š e n ı́ . Nutnost plyne z Věty 5. odst. 4.2 str. 90. Předpokládejme, že pro libovolnou po-
sloupnost S v X plat́ı f(limS) ⊂ lim f(S). Bud’ B ⊂ Y libovolná uzavřená množina. Ukážeme, že
také množina f−1(B) je uzavřená. Zvolme libovolnou posloupnost S bod̊u množiny f−1(B). Plat́ı
f(limS) ⊂ lim f(S) ⊂ B (Důsledek Věty 2. odst. 4.2 str. 89). Odsud vyplývá, že limS ⊂ f−1(B).X
je ovšem sekvenčńı prostor, a tedy množina f−1(B) je uzavřená. Spojitost f vyplývá z libovolnosti
množiny B.

14. Uvažujme množinu reálných č́ısel R s přirozenou topologíı, bod y nepatř́ıćı R, množinu
Y = (R\N) ∪ {y} a zobrazeńı f : R → Y , definované vztahem

f(x) =

{

x, x ∈ R\N,
y, x ∈ N.
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Uvažujme Y s finálńı topologíı asociovanou se zobrazeńım f (odst. 2.4, př. (7) odst. 2.5 str. 23).

(a) Ukažte, že zobrazeńı f je uzavřené.

(b) Charakterizujte okoĺı y ∈ Y .

(c) Ukažte, že topologický prostor Y neńı prvńıho typu spočetnosti.

(d) Ukažte, že topologický prostor Y je Fréchet̊uv.

Ř e š e n ı́ . (a) Necht’ B ⊂ R je uzavřená množina. Ukážeme, že také množina f(B) je uzavřená.
Nejprve předpokládejme, že B ∩ N = ∅. Pak f−1(f(B)) = f−1(f(R\N) ∩ B) = (R\N) ∩B = B,
odkud f−1(Y \f(B)) = R\f−1(f(B)) = R\B, což je množina otevřená; podle definice finálńı
topologie je ovšem množina Y \f(B) ⊂ Y otevřená, takže f(B) je množina uzavřená. Necht’ nyńı
B ∩N 6= ∅. Pak f−1(f(B)) = f−1(f((B ∩N)∪ (B\N))) = f−1(f(B ∩N)∪ f(B\N)) = f−1(f(B ∩
N) ∪ f−1(f(B\N)) = N ∪ (B\N) = B ∪ {n ∈ N | n 6∈ B} = B ∪ N. Množina B ∪ N je uzavřená
(sjednoceńı uzavřených množin). Odtud f−1(Y \f(B)) = R\f−1(f(B)) = R\(B ∪ N), což je
množina otevřená; množina Y \f(B) je tedy otevřená a f(B) muśı být opět uzavřená množina.
Ukázali jsme tedy, že zobrazeńı f je uzavřené.

(b) Bud’ U okoĺı bodu y ∈ Y . Plat́ıU = (U\{y})∪{y} a tedy f−1(U) = f−1(U\{y})∪f−1({y}) =
(U\{y})∪N. f−1(U) je tedy otevřená množina v R obsahuj́ıćı N. Klademe V = f−1(U). Evidentně
(V \N)∪{y} = (U\{y})∪{y} = U , kde jsme využili toho, že množina U\{y} neobsahuje elementy
množiny N. Okoĺı U má tedy tvar U = (V \N) ∪ {y}, kde V je otevřená množina v R, obsahuj́ıćı
N. Obráceně každá množina U tohoto tvaru je okoĺı bodu y.

(c) Předpokládejme, že Y je prvńıho typu spočetnosti. Vyberme spočetnou bázi okoĺı bodu y,
tvořenou množinami U1, U2, U3, . . . . Podle (b) pro každé i ∈ N plat́ı Ui = (Vi\N)∪ {y}, kde Vi je
otevřená množina v R obsahuj́ıćı N. Zvolme bod xi ∈ Vi\N takový, že xi > i a uvažujme množinu
W = R\{x1, x2, x3, . . .}. Zřejmě W ⊃ N a W je otevřená množina. Množina (W\N)∪ {y} je tedy
okoĺı bodu y. Pro žádné i ∈ N ovšem neplat́ı Ui ⊂ (W\N) ∪ {y}, což je spor s předpokladem, že
Y má spočetnou lokálńı bázi v bodě y. Y tedy neńı prvńıho typu spočetnosti.

(d) Ukážeme, že Y je Fréchet̊uv prostor. Bud’ A ⊂ Y libovolná množina, x ∈ clA bod. Zkon-
struujeme posloupnost (xi) bod̊u množiny A konverguj́ıćı k bodu x. Zřejmě stač́ı vyšetřit př́ıpad
x ∈ clA\A; je-li totiž x ∈ A, pak S = (xi), kde xi = x, je hledaná posloupnost.

Necht’ x ∈ clA\A a necht’ nejdř́ıve x = y. Podle definice uzávěru má každé okoĺı bodu y
neprázdný pr̊unik s množinou A. Z (b) tedy vyplývá, že pro každou otevřenou množinu V ⊂
R takovou, že N ⊂ V , plat́ı (V \N) ∩ A 6= ∅. Existuje tedy přirozené č́ıslo k takové, že každá
otevřená množina v R obsahuj́ıćı k má neprázdný pr̊unik s A, t.j. k ∈ clRA (kdyby takové č́ıslo k
neexistovalo, znamenalo by to, že každé i ∈ N by mělo okoĺı Ui ⊂ R takové, že Ui ∩A = ∅; odsud
by ovšem vyplývalo, že (

⋃

Ui) ∩ A = ∅, a tedy také (
⋃

Ui\N) ∩ A = ∅, což je spor). Topologický
prostor R je prvńıho typu spočetnosti, existuje tedy posloupnost T = (yi) bod̊u z A, konverguj́ıćı
k bodu k. V topologickém prostoru Y ovšem posloupnost T konverguje k y.

Zbývá vyšetřit př́ıpad x ∈ clA\A, x 6= y. Množina f−1(clA) je uzavřená v R: množina
f−1(Y \ clA) = R\f−1(clA) je totiž podle definice finálńı topologie otevřená. Existuje tedy po-
sloupnost S = (xi) bod̊u množiny f−1(clA) konverguj́ıćı k x v R. Zřejmě posloupnost (f(xi))
lež́ı v clA. Bud’ U libovolné okoĺı bodu x v Y . Pak f−1(U) ⊂ R je otevřená množina; jelikož
f−1({x}) = {x}, f−1(U) je okoĺı bodu x v R a existuje index i tak, že xi ∈ f−1(U). Bod f(xi)
tedy lež́ı v U a posloupnost (f(xi)) konverguje k bodu x v topologickém prostoru Y . Ukázali jsme
tedy, že Y je Fréchet̊uv topologický prostor.

15. Uvažujme množinu X = {0} ∪ (
⋃

i∈NXi), kde

Xi =

{

1

i

}

∪





∞
⋃

j=i2

{

1

i
+

1

j

}



 .
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Pro každé x ∈ X definujeme systém σx podmnožin množiny X takto:

σx =



































{{x}}, x =
1

i
+

1

j
,







Xi\
k
⋃

j=i2

{

1

i
+

1

j

}

| k = i2, i2 + 1, i2 + 2, . . .







, x =
1

i
,

{U ⊂ X | U = X\(M1 ∪M2)}, x = 0,

kde M1 je sjednoceńı konečného počtu množin Xi a M2 je sjednoceńı konečných množin Km,n, m,
n ∈ N, takových, že Km,n ⊂ Xmn

6⊂ M1 a Km,n je sjednoceńım konečně mnoha jednobodových
množin typu {1/mn + 1/j}.

(a) Ukažte, že pro každé x ∈ X je σx lokálńı báze topologie na X v bodě x.
(b) Rozhodněte, zda X s touto topologíı je prvńıho typu spočetnosti.
(c) Rozhodněte, zda X je Fréchet̊uv prostor.
(d) Ukažte, že X je sekvenčńı prostor.

Ř e š e n ı́ . (a) Prověř́ıme podmı́nky (1) – (3) Věty 8. (b) odst. 1.4 str. 6
Necht’ x = 1

i + 1
j . V tomto př́ıpadě je systém σx tvořen jedinou množinou

{

1
i + 1

j

}

a podmı́nky

(1) – (3) jsou zřejmě splněny.
Necht’ x = 1

i . Pak systém σx je tvořen množinami

Ui,k =

{

1

i

}

∪





∞
⋃

j=k+1

{

1

i
+

1

j

}



 , k = i2, i2 + 1, i2 + 2, . . .

Zřejmě 1
i ∈ Ui,k pro každé k = i2, i2 + 1, i2 + 2, . . . , je tedy splněna podmı́nka (1). Bud’te dále

Ui,k, Ui,l libovolné dvě množiny ze σx. Plat́ı

Ui,k ∩ Ui,l =

{

1

i

}

∪





∞
⋃

j=k+1

{

1

i
+

1

j

}

∩
∞
⋃

j=l+1

{

1

i
+

1

j

}





=

{

1

i

}

∪





∞
⋃

j=m+1

{

1

i
+

1

j

}



 ,

kde m = max{k, l}. Zvolme p ≥ m. Pak pro množinu Ui,p plat́ı Ui,p ∈ σx a Ui,p ⊂ Ui,k ∩ Ui,l.
Je tedy splněna podmı́nka (2). Bud’ nyńı Ui,k libovolná množina, y ∈ Ui,k libovolný bod. Je-li
y = 1

i , vezměme l ≥ k. Pak Ui,l ∈ σy a Ui,l ⊂ Ui,k. Je-li y 6= 1
i , pak zřejmě y = 1

i + 1
j , kde

j ≥ k + 1. V tomto př́ıpadě položme Vi = {1/i+ 1/j}. Vi ∈ σy a plat́ı Vi ⊂ Ui,k. Je tedy splněna
také podmı́nka (3) a σx je lokálńı báze v bodě x = 1/i.

Necht’ konečně x = 0, necht’ U ∈ σ0 je libovolná množina. Jelikož 0 /∈ M1,M2, plat́ı 0 ∈
X\(M1 ∪M2), t.j. 0 ∈ U . Je tedy splněna podmı́nka (1). Bud’te dále U , V ∈ σ0 libovolné dvě
množiny, U = X\(M1 ∪M2), V = X\(M̄1 ∪ M̄2), kde M1, M2, M̄1, M̄2 jsou vhodné množiny.
Pak U ∩ V = X\(M1 ∪ M̄1 ∪ M2 ∪ M̄2). Klademe W = X\(M̃1 ∪ M̃2). Zřejmě W ∈ σ0, kde
M̃1 = M1 ∪ M̄1, M̃2 ⊃ M2 ∪ M̄2. Množina W je definována korektně, nebot’ M̃1 je sjednoceńı
konečného počtu množin Xi a M̃2∩M̃1 = ∅. Plat́ı W ⊂ U∩V , je tedy splněna podmı́nka (2). Necht’

U = X\(M1∪M2) ∈ σ0 je libovolná množina, y ∈ U bod. Je-li y = 0, klademe V = X\(M̃1∪ M̃2);
V ∈ σ0, kde M̃1 = M1 a M̃2 ⊃M2, M̃2 ∩M1 = ∅. Pak V ∈ σy a V ⊂ U . Je-li y = 1

i + 1
j , klademe

V = {1/i+ 1/j}; zřejmě V ∈ σy a V ⊂ U . Bud’ y = 1/i. Označme k největš́ı z č́ısel j takových, že
{1/i+ 1/j} ∈M2 a položme

V = Xi\





∞
⋃

j=i2

{

1

i
+

1

j

}



 .
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Zřejmě V ∈ σy. Z podmı́nky 1/i ∈ U plyne Xi 6⊂M1, t.j. V ⊂ U .

(b), (c) Ukážeme, že topologický prostor X neńı Fréchet̊uv, a tedy ani prvńıho typu spočet-
nosti. Uvažujme množinu A = X\{0, 1, 1/2, 1/3, . . .}. Z definice okoĺı nuly vyplývá, že každé okoĺı
U ∈ σ0 má neprázdný pr̊unik s množinou A, t.j. že 0 ∈ clA. Necht’ S je posloupnost bod̊u z
A. Pak bud’ (1) body posloupnosti S lež́ı v konečném počtu množin Xi, a tedy existuje okoĺı U
bodu 0, maj́ıćı prázdný pr̊unik s S, t.j. S nekonverguje k nule, nebo (2) body posloupnosti S lež́ı
v nekonečně mnoha z množin Xi, ale pro každé i je S ∩Xi konečná množina, což zase znamená, že
existuje U ∈ σ0 tak, že U neobsahuje body S. Celkově tedy dostáváme, že v množině A neexistuje
posloupnost, která by konvergovala k bodu 0 ∈ clA. To ovšem znamená, že X neńı Fréchet̊uv
prostor.

(d) Ukážeme, že X je sekvenčńı prostor. Bud’ A ⊂ X libovolná množina taková, že s každou
posloupnost́ı, která v ńı lež́ı, obsahuje také všechny jej́ı limity. Ukážeme, že pak A = clA. Necht’

x ∈ clA, x 6= 0. Z definice topologie na X je zřejmé, že σx je spočetná lokálńı báze v bodě x.
Označme U1, U2, U3, . . . elementy systému σx a zvolme body x1 ∈ A ∩ U1, x2 ∈ A ∩ U1 ∩ U2,
x3 ∈ A ∩ U1 ∩ U2 ∩ U3, . . . . Vzniká posloupnost (xi), lež́ıćı v množině A, konverguj́ıćı k bodu x.
Podle předpokladu x ∈ A. Dostáváme tak clA\{0} ⊂ A. Necht’ nyńı x ∈ clA, x = 0. Uvažujme
posloupnost S = {1, 1/2, 1/3, . . .}. Existuje podposloupnost T = (xi) posloupnosti S taková, že
libovolné okoĺı libovolného bodu xi má neprázdný pr̊unik s množinou A (jinak by totiž muselo
existovat okoĺı U bodu 0, patř́ıćı σ0, takové, že U ∩ A = ∅, což je spor s předpokladem 0 ∈ clA).
Dostáváme tedy, že posloupnost T lež́ı v clA. Jelikož pro každé i je xi 6= 0 a xi ∈ clA, znamená to
podle předchoźıho, že xi ∈ A; T tedy lež́ı v A. Podle předpokladu pak také limT = 0 ∈ A. Celkově
jsme tedy dokázali, že clA ⊂ A, takže množina A je uzavřená. Podle Důsledku Věty 2. odst. 4.2
str. 89 plat́ı, že je-li množina A ⊂ X uzavřená, pak s každou posloupnost́ı S lež́ıćı v A obsahuje A
také množinu limS. Dokázali jsme tedy, že X je sekvenčńı prostor.

16. Uvažujme topologický prostor X ze cv. 15 a množinu Y = X\{1, 1/2, 1/3, . . .} s induko-
vanou topologíı. Rozhodněte, zda Y je sekvenčńı prostor.

Ř e š e n ı́ . Uvažujme množinu A = Y \{0}. Necht’ S je libovolná konvergentńı posloupnost lež́ıćı
v A. Zřejmě v A neexistuje žádná posloupnost, která by konvergovala k bodu 0 (srov. cv. 15). Je
tedy také limS ⊂ Y . Množina Y \{0} ovšem neńı uzavřená v Y , nebot’ {0} ⊂ Y neńı otevřená, a
tedy Y neńı sekvenčńı prostor.

Filtry

Bud’ X neprázdná množina. PX množina všech podmnožin množiny X . Filtrem v množině X
nazýváme neprázdný systém množin ϕ ⊂ PX , splňuj́ıćı tyto podmı́nky:

(1a) ∅ /∈ ϕ.

(1b) Pro libovolné množiny A, B ∈ ϕ plat́ı A ∩B ∈ ϕ.

(1c) Je-li množina A prvek systému ϕ a A ⊂ B, pak B je také prvek sysktému ϕ.

Bázi filtru v množině X nazýváme neprázdný systém množin β ⊂ PX , splňuj́ıćı tyto
podmı́nky:

(2a) ∅ /∈ β.

(2b) K libovolným množinám A, B ∈ β existuje množina W ∈ β tak, že W ⊂ A ∩B.

Je-li β báze filtru v množině X , pak systém všech množin A ∈ PX takových, že existuje B ∈ β
lež́ıćı v Y , je filtr v X . Nazývá se

filtr, generovaný báźı β a označuje se ϕβ ; ř́ıkáme také, že báze filtru β generuje filtr ϕβ .

Filtr ϕ′ se nazývá jemněǰśı než filtr ϕ, jestliže ϕ′ ⊃ ϕ (t.j. pro každou množinu A ∈ ϕ plat́ı
A ∈ ϕ′). Filtr ϕ se nazývá maximálńı filtr, nebo také ultrafiltr, jestliže pro každý filtr ϕ′ jemněǰśı
než ϕ plat́ı ϕ′ = ϕ.
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17. Rozhodněte, které z následuj́ıćıch systémů množin jsou filtry, které jsou báze filtr̊u:
(a) Systém všech neprázdných podmnožin množiny X .
(b) Systém všech podmnožin množiny X , které obsahuj́ı pevně zvolený bod x ∈ X .
(c) Systém všech okoĺı bodu x v topologickém prostoru X .
(d) Systém všech podmnožin topologického prostoru X takových, že každá z těchto podmnožin

obsahuje nějaké okoĺı pevně zvoleného bodu x ∈ X .
(e) Systém všech podmnožin množiny X , které obsahuj́ı pevně zvolenou množinu A ⊂ X .
(f) Systém všech okoĺı množiny A v topologickém prostoru X .
(g) Systém všech podmnožin topologického prostoru X , z nichž každá obsahuje nějaké okoĺı

pevně zvolené množiny A ⊂ X .
(h) ϕ = {X}.
(i) Systém ϕ, tvořený doplňky všech konečných množiny v množině X .
(j) ϕ = {x}, kde x ∈ X je pevně zvolený bod množiny X .
(k) Systémy ϕ1 = {Mi | i ∈ N}, ϕ2 = {M ′

i | i ∈ N}, kde Mi = {xj | 1 ≤ j ≤ i}, M ′
i = {xj | j ≥

i} a S = (xi)i∈N je posloupnost v množině X .
(l) Systém ϕ všech podmnožin V množiny X , splňuj́ıćıch tuto podmı́nku: pro pevně zadanou

śıt’ S = (xι)ι∈I v X existuje index ι0 ∈ I tak, že z podmı́nky ι ≥ ι0 vyplývá xι ∈ V .

Ř e š e n ı́ . (a) Uvažovaný systém neńı filtr ani báze filtru (pro A, B ⊂ X nemuśı platitA∩B 6= ∅).
(b) Uvažovaný systém je ultrafiltr a tedy také filtr a báze filtru.
(c) Uvažovaný systém neńı filtr (nemuśı platit (1c)), je to báze filtru.
(d) Uvažovaný systém je filtr a tedy také báze filtru.
(e) Uvažovaný systém je filtr a tedy také báze filtru.
(f) Uvažovaný systém neńı filtr (neplat́ı (1c)), je báze filtru.
(g) Uvažovaný systém je filtr a tedy také báze filtru.
(h) Uvažovaný systém je filtr a tedy také báze filtru.
(i) Je-li množina X konečná, pak ϕ neńı filtr a ani báze filtru (viz (a)); je-li množina X ne-

konečná, pak ϕ je filtr v X a tedy také báze filtru.
(j) Uvažovaný systém neńı filtr, je báze ultrafiltru.
(k) ϕ1, ϕ2 nejsou filtry (neńı splněna podmı́nka (1c)), jsou to báze filtr̊u.
(l) Uvažovaný systém je filtr a tedy také báze filtru.

18. Ukažte, že systém ϕ podmnožin množiny X je ultrafiltr právě tehdy, když pro každou
podmnožinu A množiny X je bud’ A ∈ ϕ nebo X \A ∈ ϕ.

Ř e š e n ı́ . Necht’ ϕ je ultrafiltr v X , A ⊂ X podmnožina. Předpokládejme, že A 6∈ ϕ. Ukážeme.
že existuje množina B ∈ ϕ taková, že A ∩ B = ∅. Předpokládejme, že taková množina neexistuje,
t.j. že pro každou množinu B ∈ ϕ plat́ı B ∩ A 6= ∅. Pak systém množin β = {A ∩ B | B ∈ ϕ} je
báze filtru v X a filtr ϕβ , generovaný touto báźı, je tvořen všemi množinami U ⊂ X takovými, že
U ⊃ A∩B. To ovšem znamená, že také A ∈ ϕβ , a že filtr ϕβ je jemněǰśı než filtr ϕ (každá z množin
B ∈ ϕ patř́ı filtru ϕβ). ϕ je ovšem ultrafiltr, a tedy ϕ = ϕβ a A ∈ ϕ, což je spor s předpokladem,
že A 6∈ ϕ. Dokázali jsme tak, že pro nějakou množinu B ∈ ϕ plat́ı A ∩ B = ∅. Odsud vyplývá, že
B ⊂ X \A, t.j. X \A ∈ ϕ podle podmı́nky (1c) z definice filtru.

Dokážeme obrácené tvrzeńı. Předpokládejme, že ϕ neńı ultrafiltr v X . Existuje tedy filtr ϕ′

jemněǰśı než ϕ, r̊uzný od ϕ. Bud’ A ∈ ϕ′ množina taková, že A 6∈ ϕ. Kdyby platilo X \A ∈ ϕ, pak
by také platilo X \A ∈ ϕ′ a tedy A∩ (X \A) ∈ ϕ′. Ovšem A∩ (X \A) = ∅ 6∈ ϕ′. Proto X \A 6∈ ϕ.
Tı́m je d̊ukaz ukončen.

19. Necht’ X,Y jsou množiny, f : X → Y zobrazeńı.
(a) Ukažte, že pro každou bázi filtru β v X je množina f(β) = {f(A) | A ∈ β} báze filtru v Y

(t.j. že obrazem báze filtru při zobrazeńı f je báze filtru).
(b) Rozhodněte, zda obrazem filtru v X při zobrazeńı f je filtr v Y .
(c) Rozhodněte, zda obrazem ultrafiltru v X při zobrazeńı f je ultrafiltr v Y .



4.5. Př́ıklady 107

Ř e š e n ı́ . (a) ∅ 6∈ β a tedy také ∅ 6∈ f(β). Systém f(β) ⊂ PY proto splňuje podmı́nku
(2a) z definice báze filtru. Necht’ f(A), f(B) ∈ f(β) jsou libovolné množiny. Plat́ı f(A) ∩ f(B) ⊃
f(A ∩ B). Ovšem A,B ∈ β, a tedy podle (2b) existuje množina W ∈ β tak, že W ⊂ A ∩ B. Pak
f(W ) ⊂ f(A ∩B) ⊂ f(A) ∩ f(B), t.j. f(β) je báze filtru v Y .

(b) Obraz filtru v X nemuśı být filtrem v Y , nebot’ systém množin f(ϕ) = {f(A) | A ∈ ϕ}, kde
ϕ je filtr v X , nemuśı splňovat ani jednu z podmı́nek (1b), (1c) z definice filtru. Obrazem filtru
v X je ovšem báze filtru v Y , nebot’ systém f(ϕ) zřejmě splňuje obě podmı́nky (2a), (2b) z definice
báze filtru.

(c) Ukážeme, že obrazem ultrafiltru je ultrafiltr. K tomu využijeme cv. 18. Necht’ ϕ je ultrafiltr
v X , A ⊂ Y libovolná množina. Plat́ı bud’ f−1(A) ∈ ϕ nebo X \ f−1(A) = f−1(Y \A) ∈ ϕ. Proto
také (podle (a)) ff−1(A) ∈ βf(ϕ) nebo ff−1(Y \ A) ∈ βf(ϕ), kde βf(ϕ) je báze filtru, generuj́ıćı
filtr f(ϕ). Ovšem ff−1(A) ⊂ A a ff−1(Y \A) ⊂ Y \A a tedy bud’ A ∈ f(ϕ) nebo Y \A ∈ f(ϕ).
Užit́ım cv. 18 dojdeme k závěru, že f(ϕ) je ultrafiltr v Y .

Necht’ X je topologický prostor, ϕ filtr v X . Bod x ∈ X se nazývá limita filtru ϕ, jestliže každé
jeho okoĺı patř́ı filtru ϕ. Řı́káme také, že filtr ϕ konverguje k bodu x a ṕı̌seme x ∈ limϕ. Bod x ∈ X
se nazývá limita báze filtru β, jestliže x ∈ limϕβ ; ř́ıkáme také, že báze filtru β konverguje k bodu
x a ṕı̌seme x ∈ limβ. Zřejmě x ∈ lim β právě tehdy, když každé okoĺı bodu x obsahuje prvek báze
β. Bod x ∈ X se nazývá hromadný bod filtru ϕ (resp. báze filtru β), jestliže x patř́ı uzávěru každé
z množin A ∈ ϕ (resp. A ∈ β). Zřejmě x je hromadným bodem filtru ϕ (resp. báze filtru β) tehdy
a jen tehdy, když každé okoĺı bodu x prot́ıná každou z množin filtru ϕ (resp. báze filtru β).

20. Bud’ X topologický prostor, ϕ ultrafiltr v X . Bod x ∈ X je limitou ϕ právě tehdy, když
je hromadným bodem ϕ. Dokažte.

Ř e š e n ı́ . Z definice limity a hromadného bodu vyplývá, že každý hromadný bod libovolného
filtru v X je zároveň jeho hromadným bodem (srov. podmı́nka (1b) z definice filtru). Obráceně
necht’ ϕ je ultrafiltr vX a x ∈ X je hromadný bod ϕ. Bud’ V libovolné okoĺı bodu x. Plat́ı V ∩B 6= ∅
pro každé B ∈ ϕ. Klademe β = {V ∩ B | B ∈ ϕ}. β je báze filtru v X , filtr ϕβ , generovaný báźı
filtru β, je jemněǰśı než filtr ϕ, a plat́ı V ∈ ϕβ . Ovšem ϕ je ultrafiltr, takže ϕ = ϕβ a tedy V ∈ ϕ.
Odtud vyplývá, že x ∈ limϕ.

21. Dokažte, že plat́ı:

(a) Je-li bod x ∈ X limitou filtru ϕ, pak je limitou každého filtru ϕ′, který je jemněǰśı než ϕ.

(b) Je-li bod x ∈ X hromadným bodem filtru ϕ′ a filtr ϕ′ je jemněǰśı než filtr ϕ, pak x je
hromadným bodem filtru ϕ.

(c) Je-li bod x ∈ X hromadným bodem filtru ϕ, pak existuje filtr ϕ′ jemněǰśı než ϕ tak, že
x ∈ limϕ′.

Ř e š e n ı́ . (a) Tvrzeńı vyplývá př́ımo z definice.

(b) Tvrzeńı vyplývá př́ımo z definice.

(c) Necht’ x ∈ X je hromadný bod ϕ, t.j. necht’ pro každé okoĺı V bodu x a pro každou množinu
B ∈ ϕ plat́ı V ∩ B 6= ∅. Uvažujme filtr ϕβ , generovaný báźı filtru β, tvořenou množinami V ∩ B.
ϕβ je filtr jemněǰśı než ϕ a pro každé okoĺı V bodu x plat́ı V ∈ ϕβ . Tedy x ∈ limϕβ .

22. Dokažte, že neprázdná množina U v topologickém prostoru X je otevřená tehdy a jen
tehdy, když patř́ı každému filtru, který konverguje k některému bodu x ∈ U .

Ř e š e n ı́ . Bud’ U ⊂ X neprázdná otevřená množina, x ∈ U bod, ϕ filtr v X , konverguj́ıćı k x;
takový filtr vždy existuje, je j́ım např. filtr tvořený všemi množinami A ⊂ X takovými, že ke každé
množině A existuje okoĺı V bodu x takové, že V ⊂ A. U je okoĺı bodu x a x ∈ limϕ, proto U ∈ ϕ.

Obráceně necht’ množina U ⊂ X patř́ı každému filtru ϕ, který konverguje k některému bodu
x ∈ U . Zvolme x ∈ U libovolně a uvažujme systém všech filtr̊u ϕ v X takových, že x ∈ limϕ.
Každé okoĺı V bodu x patř́ı ϕ, proto uvažovaný systém filtr̊u obsahuje filtr ϕβ , generovaný báźı
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filtru β, tvořené okoĺımi bodu x. Podle předpokladu U ∈ ϕβ . Odtud vyplývá, že existuje okoĺı V
bodu x takové, že V ⊂ U . Z libovolnosti bodu x plyne otevřenost U .

Poznámka. Zřejmě plat́ı, že množina U ⊂ X je otevřená právě tehdy, když U ∈ ⋂

ϕβ(x)

(pr̊unik přes x ∈ U).

23. Bud’ X topologický prostor, A ⊂ X množina. Dokažte, že x ∈ clA právě tehdy, když
existuje báze filtru β, tvořená podmnožinami množiny A, konverguj́ıćı k bodu x.

Ř e š e n ı́ . Necht’ x ∈ clA. Podle definice má každé okoĺı bodu x neprázdný pr̊unik s A. Označme
β systém množin U ∩A, kde U prob́ıhá okoĺı bodu x. Systém β je tvořen podmnožinami množiny
A a splňuje podmı́nky (2a), (2b) z definice báze filtru. Zřejmě každé okoĺı bodu x obsahuje prvek
báze filtru β, je tedy x ∈ limβ.

Obráceně, bud’ β báze filtru, tvořená podmnožinami množiny A, konverguj́ıćı k bodu x. Každé
okoĺı bodu x tedy obsahuje prvek báze filtru β. To ovšem znamená, že pro každé okoĺı U bodu x
je U ∩A 6= ∅, t.j. x ∈ clA.

24. Ukažte, že topologický prostor X je Hausdorff̊uv právě tehdy, když každý filtr v X má
nejvýše jednu limitu.

Ř e š e n ı́ . Bud’ X Hausdorff̊uv prostor, ϕ filtr v X . Necht’ x1, x2 ∈ X jsou body, pro které plat́ı
x1, x2 ∈ limϕ. Z definice limity filtru vyplývá, že pro každé okoĺı U1 (resp. U2) bodu x1 (resp.
x2) plat́ı U1, U2 ∈ ϕ. Z definice filtru dostáváme, že U1 ∩ U2 ∈ ϕ, t.j. U1 ∩ U2 6= ∅. X je ovšem
Hausdorff̊uv, takže x1 = x2.

Dokážeme obrácené tvrzeńı. Předpokládejme, žeX neńı Hausdorff̊uv. Existuj́ı body x1, x2 ∈ X ,
x1 6= x2, takové, že pro libovolné okoĺı U1 bodu x1 a libovolné okoĺı U2 bodu x2 plat́ı U1 ∩U2 6= ∅.
Necht’ β je systém množin tvaru U1 ∩ U2, kde U1 (resp. U2) prob́ıhá okoĺı bodu x1 (resp. x2). β
je báze filtru v X . Zřejmě každé okoĺı bodu x1 (resp. x2) je prvkem filtru ϕβ , t.j. x1, x2 ∈ limϕβ .
Nalezli jsme tedy filtr v X , který má alespoň dvě limity. Tı́m je ovšem dokázáno, že má-li každý
filtr v X nejvýše jednu limitu, pak X muśı být Hausdorff̊uv topologický prostor.

25. Zobrazeńı f topologického prostoru X do topologického prostoru Y je spojité právě tehdy,
když pro každou bázi filtru β v X plat́ı f(limβ) ⊂ lim f(β), kde f(β) je obraz báze filtru β při
zobrazeńı f . Dokažte.

Ř e š e n ı́ . Bud’ f : X → Y spojité zobrazeńı topologických prostor̊u, β báze filtru vX , x ∈ limβ.
Každé okoĺı U bodu x obsahuje prvek B báze β. Bud’ W libovolné okoĺı bodu f(x). Množina
f−1(W ) je otevřená a obsahuje bod x, je tedy okoĺım x. Existuje proto A ∈ β tak, že A ⊂ f−1(W ).
Odtud vyplývá, že f(A) ⊂ ff−1(W ) ⊂W , t.j. každé okoĺı W bodu f(x) obsahuje prvek báze filtru
f(β). Plat́ı tedy f(x) ∈ lim f(β). Tı́m je inkluze f(limβ) ⊂ lim f(β) dokázána.

Obráceně necht’ pro každou bázi filtru β v X plat́ı f(limβ) ⊂ lim f(β). K d̊ukazu spojitosti
zobrazeńı f stač́ı ukázat, že pro každou množinu A ⊂ X plat́ı f(clA) ⊂ cl f(A). Bud’ tedy A ⊂ X
libovolná množina, x ∈ clA bod. Podle cv. 23 existuje báze filtru β, tvořená podmnožinami množiny
A taková, že x ∈ limβ. Pro každý bod f(x) ∈ f(clA) plat́ı f(x) ∈ f(limβ). Podle předpokladu
pak f(x) ∈ lim f(β). f(β) je báze filtru v Y , tvořená podmnožinami množiny f(A). Tedy podle
cv. 23 plat́ı f(x) ∈ cl f(A). Tı́m je inkluze f(clA) ⊂ cl f(A) dokázána.

26. Necht’ X =
∏

Xι je součin topologických prostor̊u, kde index ι prob́ıhá množinu I, πκ :
X → Xκ, κ ∈ I, přirozená projekce. Dokažte, že filtr ϕ v X konverguje k bodu x právě tehdy,
když filtr ϕκ, generovaný báźı filtru πκ(ϕ) v X , konverguje k bodu πκ(x) pro každé κ ∈ I.

Ř e š e n ı́ . Podle cv. 19 (b) je obrazem filtru ϕ při zobrazeńı πκ báze filtru v Xκ. Necht’ ϕ
konverguje k bodu x ∈ X . Zobrazeńı πκ je spojité, a tedy podle cv. 25 plat́ı πκ(limϕ) ⊂ limπκ(ϕ),
t.j. z podmı́nky x ∈ limϕ vyplývá πκ(x) ∈ limπκ(ϕ). To ovšem znamená, že filtr ϕκ, generovaný
báźı πκ(ϕ), konverguje k bodu πκ(x) ∈ Xκ.
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Obráceně, necht’ πκ(x) ∈ limπκ(ϕ) pro každé κ ∈ I. Podle definice limitńıho bodu báze filtru
každé okoĺı bodu πκ(x) obsahuje prvek báze πκ(ϕ). Ukážeme, že každé okoĺı bodu x patř́ı filtru ϕ.
Bud’ U ⊂ X libovolné okoĺı x. Zvolme element W báze topologie na X , W ⊂ U . Plat́ı W =

∏

Uκ,
kde Uκ ⊂ Xκ a Uκ = Xκ pro všechny indexy κ až na konečně mnoho. Ovšem x ∈ U , takže
πκ(x) ∈ Uκ pro všechna κ ∈ I. Pro každý index ι ∈ I takový, že Uι 6= Xι, existuje prvek Bι

báze filtru πι(ϕ) takový, že Bι ⊂ Uι; pro ι ∈ I, pro která Uι = Xι, je Bι = Xι prvek báze
filtru πι(ϕ). Klademe B =

∏

Bι. Zřejmě x ∈ B a B ⊂ W ⊂ U . Označme A1, A2, . . . , An

ty z množin Bι, pro které Bι 6= Xι, a označme π1, π2, . . . , πn odpov́ıdaj́ıćı projekce πι. Plat́ı
B = π−1

1 (A1) ∩ π−1
2 (A2) ∩ · · · ∩ π−1

n (An) a π−1
i (Ai) ∈ π−1

i πi(ϕ) ⊂ ϕ pro i = 1, 2, . . . , n. Z definice
filtru vyplývá, že také B ∈ ϕ a U ∈ ϕ. To ovšem znamená, že x ∈ limϕ, což jsme chtěli dokázat.

Poznámka. Podle cv. 19 (c) ultrafiltr ϕ v X konverguje k bodu x ∈ X tehdy a jen tehdy, když
pro každé ι ∈ I ultrafiltr πι(ϕ) v X konverguje k bodu πι(x).

27. Dokažte, že plat́ı:
(a) Necht’ S : I → X je śıt’ v topologickém prostoru X . Existuje filtr ϕS v X takový, že

limϕS = limS.
(b) Necht’ ϕ je filtr v topologickém prostoruX . Existuje śıt’ Sϕ : I → X taková, že limSϕ = limϕ.
(c) Necht’ S (resp. S′) je śıt’ v topologickém prostoru X a ϕS (resp. ϕS′ filtr v X takový, že

limS = limϕS (resp. limS′ = limϕS′). Je-li śıt’ S′ podśıt́ı śıtě S, pak filtr ϕS′ je jemněǰśı než filtr
ϕS .

Ř e š e n ı́ . (a) Bud’ S = (xι)ι∈I śıt’ v X . Necht’ ϕS je systém podmnožin množiny X , definovaný
takto: A ∈ ϕS právě tehdy, když existuje index ι0 ∈ I takový, že xι ∈ A pro všechna ι ≥ ι0. ϕS je
filtr v X a plat́ı limϕS = limS.

(b) Bud’ ϕ filtr v topologickém prostoruX . Označme I množinu všech dvojic (x,A), kde x ∈ A ∈
ϕ, a definujme relaci ≤ na I takto: (x1, A1) ≤ (x2, A2), jestliže A1 ⊃ A2. Relace ≤ je usměrněńı
na I. Klademe xι = x pro ι = (x,A) ∈ I. Pak Sϕ = (xι)ι∈I je śıt’ v X . Zřejmě ϕ = ϕSϕ a
limSϕ = limϕ.

(c) Tvrzeńı je zřejmé.

Topologie, generovaná systémem filtr̊u

Komplexem filtr̊u v množině X budeme rozumět systém (ϕx)x∈X , kde ϕx je filtr v X .

28. Necht’ X je množina a (ϕx)x∈X komplex filtr̊u v X takový, že pro každé x ∈ X a každé
V ∈ ϕx plat́ı x ∈ V . Dokažte, že systém τ podmnožin množiny X , tvořený množinami U ⊂ X
takovými, že pro každé x ∈ U je U ∈ ϕx a množinou ∅, je topologie na X .

Ř e š e n ı́ . Prověř́ıme axiomy topologie. ∅ ∈ τ podle definice systému τ . Z definice filtru vyplývá,
že X ∈ ϕx pro každé x ∈ X , a tedy také X ∈ τ . Bud’te nyńı U , V ∈ τ libovolné dvě množiny.
Je-li U ∩ V = ∅, pak U ∩ V ∈ τ . Necht’ U ∩ V 6= ∅. Pro každé x ∈ U ∩ V je U , V ∈ ϕx a tedy
podle definice filtru také U ∩ V ∈ ϕx. Proto také U ∩ V ∈ τ . Nakonec uvažujme libovolný systém
množin (Vι) v X takový, že Vι ∈ τ pro každé ι. Bud’ x ∈ ⋃Vι libovolný bod. Existuje index κ tak,
že x ∈ V . Ovšem Vκ ∈ ϕx, a z definice filtru vyplývá, že také

⋃

Vι ∈ ϕx. Pro každé x ∈ ⋃Vι je
tedy

⋃

Vι ∈ ϕx. Systém τ je tedy topologie.

29. Bud’ X množina (ϕx)x∈X komplex filtr̊u na X . Předpokládejme, že jsou splněny tyto
podmı́nky:

(1) Pro každé x ∈ X a každé V ∈ ϕx plat́ı x ∈ V .
(2) Pro každé x ∈ X a každé A ∈ ϕx existuje V ∈ ϕx tak, že pro každé y ∈ V plat́ı A ∈ ϕy.
Ukažte, že pak na X existuje jediná topologie τ taková, že pro každý bod x ∈ X je ϕx filtr v X ,

generovaný báźı filtru βx, kde βx je lokálńı báze topologie τ v bodě x.
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Ř e š e n ı́ . Označme τ systém podmnožin množiny X , tvořený množinou ∅ a množinami U
s vlastnost́ı, že pro každé x ∈ U plat́ı U ∈ ϕx. Podle cv. 28 je τ topologie na X . Označme βx

lokálńı bázi topologie τ v bodě x. Pro každé x ∈ X je βx báze filtru ϕβx
v X . Ukážeme, že

ϕβx
= ϕx.

Bud’ A ∈ ϕβx
libovolná množina. Existuje U ∈ βx tak, že U ⊂ A. Jelikož U ∈ τ , plat́ı, že pro

každé y ∈ U je U ∈ ϕy . Ovšem U 3 x, proto U ∈ ϕx. Dále A ⊃ U , t.j. také A ∈ ϕx. Je tedy
ϕβx

= ϕx. Ukázali jsme tak, že splňuje-li komplex filtr̊u v X podmı́nku (1), pak τ je topologie na
X , pro niž filtr ϕx je jemněǰśı, než filtr ϕβx

, generovaný všemi okoĺımi bodu x.
Obráceně, zvolme libovolnou množinu A ∈ ϕx. Položme U = {y ∈ A | ϕy 3 A}. Zřejmě U ⊂ A

a U 3 x. Bud’ y ∈ U libovolný bod. y tedy lež́ı v A a A je prvkem filtru ϕy . Podle podmı́nky (2)
existuje množina V ∈ ϕy taková, že pro každé z ∈ V plat́ı A ∈ ϕz. Z podmı́nky z ∈ V tedy vyplývá
A ∈ ϕy, t.j. z ∈ U ; dostáváme tak vztah V ⊂ U . Ovšem V ∈ ϕy, proto také U ∈ ϕy. Množina U
je tedy otevřená v topologii τ . Dokázali jsme tak, že libovolná množina A ∈ ϕx obsahuje okoĺı U
bodu x, U ⊂ A, což znamená, že A ∈ ϕβx

. Tı́m je vztah ϕx ⊂ ϕβx
dokázán.

Celkově tedy plat́ı ϕx = ϕβx
.

Zbývá ukázat, že τ je jediná topologie na X , která má uvedenou vlastnost. Označme β′
x bázi

topologie τ ′, pro kterou rovněž ϕx = ϕβ′

x
, t.j. ϕβx

= ϕβ′

x
. Necht’ U je otevřená množina v topologii

τ , x ∈ U libovolný bod. U je prvkem ϕβx
a tedy U ∈ ϕβ′

x
. Podle definice filtru ϕβ′

x
existuje množina

V ∈ β′
x taková, že V ⊂ U . Množina U je tedy otevřená rovněž v τ ′, t.j. τ ⊂ τ ′. Podobně se ukáže,

že τ ′ ⊂ τ . Tı́m je jednoznačnost topologie dokázána.

30. Uvažujme komplex filtr̊u (ϕx)x∈X v množině X , definovaný takto:
(a) ϕx = {X} pro každé x ∈ X .
(b) ϕx = {A ⊂ X | A 3 x} pro každé x ∈ X .
(c) ϕx = {A ⊂ X | A 3 x} pro každé x ∈ X\B, ϕx = {X} pro každé x ∈ B, kde B ⊂ X je

neprázdná množina.
Rozhodněte, zda (ϕx)x∈X generuje nějakou topologii na X , př́ıpadně určete tuto topologii.

Ř e š e n ı́ . (a) ϕx splňuje obě podmı́nky (1), (2) ze cv. 29. Množina U ⊂ X taková, že pro každé
x ∈ U plat́ı U ∈ ϕx, splývá s X , τ je tedy triviálńı topologie.

(b) Stejně jako v (a) zjist́ıme, že topologie, generovaná komplexem filtr̊u (ϕx)x∈X je diskrétńı
topologie.

(c) (ϕx)x∈X splňuje podmı́nky (1), (2) ze cv. 29. Topologie τ , generovaná t́ımto komplexem
filtr̊u má lokálńı bázi βx = {{X}} v bodech x ∈ B a βx = {A ⊂ X | A ⊂ X\B} v bodech x /∈ B.
V této topologii je tedy množina X\B otevřená, množina B je uzavřená a libovolná podmnožina
množiny B neńı ani otevřená ani uzavřená.
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Metrické prostory

Metrikou na neprázdné množině rozumı́me funkci, přǐrazuj́ıćı libovolným dvěma bod̊um
této množiny jisté reálné č́ıslo – jejich vzdálenost. Tato funkce přitom splňuje podmı́nky,
známé jako axiomy metriky: je pozitivně definitńı, t.j. vzdálenost dvou r̊uzných bod̊u je
kladné č́ıslo a vzdálenost dvou bod̊u, které splývaj́ı, je rovna nule; je symetrická, t.j.
vzdálenost bod̊u x, y je stejná jako vzdálenost bod̊u y, x; splňuje tzv. trojuhelńıkovou
nerovnost, která ř́ıká, že vzdálenost dvou bod̊u x, z nemůže být větš́ı než součet vzdálenost́ı
bod̊u x, y a y a z pro libovolný třet́ı bod y. Množina, na ńıž je dána metrika, se nazývá
metrický prostor.

Pojem metriky má sv̊uj p̊uvod ve staré geometrii. Metrické prostory v dnešńı podobě
jsou studovány od počátku tohoto stolet́ı a patř́ı mezi nejd̊uležitěǰśı a nejčastěji použ́ıvané
pojmy moderńı matematické analýzy.

Mezi d̊uležité vlastnosti metriky patř́ı, že přirozeným zp̊usobem indukuje jistou (tzv.
metrickou) topologii. Teorie metrických prostor̊u se tak stává součást́ı obecné topologie,
přestože pojmy metrického a topologického prostoru jsou ve svých základech zcela odlǐsné.
Některé topologie však nelze charakterizovat pomoćı metriky. Př́ıklady tohoto typu lze nalézt
nejen v obecné topologii, ale také ve funkcionálńı analýze (např. v teorii distribućı). Tř́ıdu
topologických prostor̊u, jejichž topologie může být charakterizována jako metrická, budeme
studovat v kap. 6.

Tato kapitola obsahuje systematický výklad základ̊u teorie metrických prostor̊u s
d̊urazem na jej́ı topologické aspekty.

5.1. Metrika

Metrikou na neprázdné množině X rozumı́me funkci d : X × X → R, splňuj́ıćı tyto
podmı́nky:

(1) d(x, y) > 0 pro libovolné dva r̊uzné body x, y ∈ X a d(x, x) = 0 pro libovolné x ∈ X.
(2) d(x, y) = d(y, x) pro libovolné x, y ∈ X.
(3) d(x, z) ≤ d(x, y)+ d(y, z) pro libovolné x, y, z ∈ X. Množina X s danou metrikou se

nazývá metrický prostor. Bude-li nutné specifikovat o jakou metriku se jedná, označujeme
tento metrický prostor symbolem (X, d). Čı́slo d(x, y) se nazývá vzdálenost bod̊u x, y ∈ X.

Podmı́nka (1) (resp. (2)) se nazývá pozitivńı definitnost (resp. symetričnost) metriky d;
podmı́nka (3) se nazývá trojuhelńıková nerovnost.

Bud’ X metrický prostor s metrikou d. Otevřenou (resp. uzavřenou) kouĺı se středem
x ∈ X a poloměrem r > 0 rozumı́me množinu Bd(x, r) = {y ∈ X | d(x, y) < r} (resp.
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B̄d(x, r) = {y ∈ X | d(x, y) ≤ r}). Nemůžeme-li doj́ıt k nedorozuměńı, mı́sto Bd(x, r)
(resp. B̄d(x, r)) ṕı̌seme B(x, r) (resp. B̄(x, r)).

Vzdálenost́ı dvou neprázdných množin A, B ⊂ X rozumı́me č́ıslo

d(A,B) = inf
x∈A,y∈B

{d(x, y)}.

Je-li množina A jednoprvková, A = {x}, označujeme d(x,B) = d({x}, B). Existuje-li č́ıslo

δA = supx,y∈A {d(x, y)},

ř́ıkáme, že množina A je ohraničená a nazýváme δA pr̊uměr množiny A.

5.2. Metrická topologie

Každé metrice na neprázdné množině X lze přirozeným zp̊usobem přiradit jistou topo-
logii. Zavedeme tuto topologii a budeme studovat jej́ı vlastnosti.

Věta 1. Bud’ X metrický prostor.
(a) Systém všech otevřených kouĺı je báze topologie na X.
(b) Systém všech otevřených kouĺı se středem v bodě x ∈ X je lokálńı báze této topologie

v bodě x.

Důkaz. (a) Prověř́ıme podmı́nky Věty 8. odst. 1.4 str. 6. Systém σ všech otevřených
kouĺı pokrývá X. Uvažujme dvě otevřené koule B(x, r), B(y, s) a bod z ∈ B(x, r)∩B(y, s).
Zvolme č́ıslo t tak, aby platilo 0 < t < min{s − d(y, z), r − d(x, z)}. Pak pro libovolný
bod w otevřené koule B(z, t) plat́ı d(x,w) ≤ d(x, z) + d(z,w) < d(x, z) + t < r, d(y,w) ≤
d(y, z) + d(z,w) < d(y, z) + t < s, t.j. B(z, t) ⊂ B(x, r) ∩ B(y, s). Systém σ je tedy báze
topologie na X.

(b) Tvrzeńı vyplývá př́ımo z definice.

Topologie na metrickém prostoru X generovaná systémem všech otevřených kouĺı, se
nazývá metrická topologie nebo také topologie asociovaná s metrikou metrického prostoru
X.

Bud’ X množina, d1, d2 metriky na X. Řekneme, že metriky d1, d2 jsou ekvivalentńı,
jestliže topologie asociovaná s d1 je totožná s topologíı asociovanou s d2.

Věta 2. Metriky d1, d2 na množině X jsou ekvivalentńı tehdy a jen tehdy, když k li-
bovolné otevřené kouli Bd1(x, ε) existuje otevřená koule Bd2(x, δ) tak, že Bd2(x, δ) ⊂
Bd1(x, ε), a k libovolné otevřené kouli Bd2(x, δ) existuje otevřená koule Bd1(x, γ) tak, že
Bd1(x, γ) ⊂ Bd2(x, δ).

Důkaz. Označme τ1 (resp. τ2) topologii asociovanou s metrikou d1 (resp. d2). Předpo-
kládejme, že metriky d1, d2 jsou ekvivalentńı. Pak τ1 ⊂ τ2 a tedy každá otevřená koule
Bd1(x, ε) je otevřená v topologii τ2. Podobně τ2 ⊂ τ1 a tedy každá otevřená koule Bd2(x, δ)
je otevřená v τ1. Požadované tvrzeńı nyńı vyplývá z Věty 1. odst. 5.2 str. 112. Obráceně
předpokládejme, že k libovolné otevřené kouli Bd1(x, ε) existuje otevřená koule Bd2(x, δ)
tak, že Bd2(x, δ) ⊂ Bd1(x, ε), a k libovolné otevřené kouli Bd2(x, δ) existuje otevřená
koule Bd1(x, γ) tak, že Bd1(x, γ) ⊂ Bd2(x, δ). Bud’ U ∈ τ1 otevřená množina, x ∈ U bod.
Existuje otevřená koule Bd1(x, ε) lež́ıćı v U a otevřená koule Bd2(x, δ) ⊂ Bd1(x, ε), U je
tedy otevřená v topologii τ2. Odsud τ1 ⊂ τ2 a analogicky τ2 ⊂ τ1. Tı́m je d̊ukaz ukončen.
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Věta 3. Bud’ A neprázdná množina v metrickém prostoru X s metrikou d. K tomu,
aby x ∈ clA je nutné a stač́ı, aby d(x,A) = 0.

Důkaz. Necht’ x ∈ clA. Pak B(x, r)∩A 6= ∅ pro každé r > 0, t.j. existuje z ∈ A tak, že
d(x, z) < r. Odtud d(x,A) = infz∈A{d(x, z)} = 0. Obráceně plat́ı-li d(x,A) = 0, plat́ı také
B(x, r) ∩A 6= ∅ pro každé r > 0, t.j. U ∩A 6= ∅ pro každé okoĺı U bodu x. Tedy x ∈ clA.

Věta 4. (a) Každý metrický prostor je prvńıho typu spočetnosti.
(b) Metrický prostor je druhého typu spočetnosti tehdy a jen tehdy, je-li separabilńı.

Důkaz. (a) Bud’ X metrický prostor, d metrika na X. Podle Věty 1. odst. 5.2 str.
112 pro libovolný bod x ∈ X otevřené koule B(x, r) tvoř́ı lokálńı bázi topologie v bodě
x. Vezmeme-li za r kladná racionálńı č́ısla, dostaneme spočetnou lokálńı bázi topologie
v bodě x.

(b) Podle Věty 13. odst. 1.6 str. 8 je každý topologický prostor druhého typu spočetnosti
separabilńı. Stač́ı tedy ukázat, že každý separabilńı metrický prostor má spočetnou bázi.
Bud’ X separabilńı metrický prostor, Y ⊂ X spočetná hustá množina. Bud’ d metrika
metrického prostoru X, σ sytém všech otevřených kouĺı racionálńıho poloměru se sťredy
v bodech množiny Y . Systém σ je zřejmě spočetný. Ukážeme, že tvoř́ı bázi metrické
topologie na X. Bud’ x ∈ X libovolný bod, U jeho okoĺı. Pro jisté r > 0 racionálńı
existuje otevřená koule B(x, r) lež́ıćı v U . Existuje y ∈ Y tak, že d(x, y) < r/2. Zřejmě
B(y, r/2) ∈ σ a x ∈ B(y, r/2) ⊂ U . Z Věty 9. odst. 1.4 str. 7 plyne, že σ je báze metrické
topologie, asociované s metrikou d.

Věta 5. Každý metrický prostor je Hausdorff̊uv.

Důkaz. Bud’ X metrický prostor, d jeho metrika. Bud’te x, y dva r̊uzné body. Položme
r = d(x, y)/2. Ukážeme, že B(x, r) ∩ B(y, r) = ∅. Předpokládejme, že množina B(x, r) ∩
B(y, r) obsahuje bod z. Pak d(x, z), d(y, z) < r, t.j. 2r = d(x, y) ≤ d(x, z) + d(y, z) < 2r,
což je spor.

Důsledek. Bud’ X metrický prostor.
(a) Bod x ∈ X lež́ı v uzávěru množiny A ⊂ X tehdy a jen tehdy, když existuje posloup-

nost S = (xi) v A taková, že x = limS.
(b) Množina A ⊂ X je uzavřená tehdy a jen tehdy, když obsahuje limitńı body všech

posloupnost́ı lež́ıćıch v A.
(c) Každá posloupnost v X má nejvýše jeden limitńı bod.

Důkaz. Tvrzeńı (a), (b) vyplývaj́ı z Věty 9. odst. 4.4 str. 93 a z Věty 4. (a) odst. 5.2
str. 113. Tvrzeńı (c) vyplývá z Věty 10. odst. 4.4 str. 94 a z Věty 5. odst. 5.2 str. 113.

Bud’ X metrický prostor, d jeho metrika. Př́ımo z definice konvergentńı posloupnosti
dostáváme, že následuj́ıćı ťri podmı́nky jsou ekvivalentńı:

(1) Posloupnost (xi) bod̊u z X konverguje k bodu x ∈ X.
(2) Ke každému ε > 0 existuje index nε takový, že d(xi, x) < ε pro každé i ≥ nε.
(3) Posloupnost (d(xi, x)) reálných č́ısel konverguje k nule.

5.3. Spojitá zobrazeńı metrických prostor̊u

Uvažujeme-li metrické prostory s jejich metrickou topologíı, má smysl hovořit o spoji-
tosti zobrazeńı metrických prostor̊u. V tomto př́ıpadě lze spojitost vyšeťrovat také pomoćı
metriky.
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Věta 6. Bud’te X1, X2 metrické prostory, d1 (resp. d2) metrika X1 (resp. X2), x0 ∈ X1

bod a f : X1 → X2 zobrazeńı. Následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı:

(1) f je spojité v bodě x0.

(2) Pro každou posloupnost (xi) v X1 konverguj́ıćı k bodu x0 posloupnost (f(xi)) v X2

konverguje k bodu f(x0).

(3) Ke každému ε > 0 existuje δ > 0 tak, že z podmı́nky d1(x0, x) < δ vyplývá

d2(f(x0), f(x)) < ε.

Důkaz. Ekvivalence podmı́nek (1) a (2) již byla dokázána (Věta 9. odst. 4.4 str. 93).

Ekvivalence podmı́nek (1) a (3) vyplývá z toho, že množina A v metrickém prostoru je

otevřená tehdy a jen tehdy, když ke každému bodu x ∈ A existuje otevřená koule se

sťredem v bodě x lež́ıćı v A.

5.4. Podprostory a součiny metrických prostor̊u

Bud’ X metrický prostor, d : X ×X → R jeho metrika, A ⊂ X libovolná podmnožina.

Zúžeńı dA = d|A×A funkce d na množinu A×A ⊂ X×X je zřejmě metrika na A. Množina

A s touto metrikou se nazývá podprostor metrického prostoru X; metrika dA se přitom

nazývá indukovaná.

Uvažujeme-li množinu A s indukovanou metrikou, vznikaj́ı na A dvě topologie: metrická

topologie a topologie podprostoru metrického prostoru X.

Věta 7. Bud’ X metrický prostor s metrikou d, A ⊂ X podmnožina. Metrická topologie

na A, asociovaná s indukovanou metrikou dA, je totožná s topologíı podprostoru metrického

prostoru X.

Důkaz. Označme σ topologii na A asociovanou s metrikou dA a τA topologii pod-

prostoru metrického prostoru X. Otevřené koule BdA
(x, r), kde x ∈ A, r > 0, tvoř́ı

bázi topologie σ (Věta 1. odst. 5.2 str. 112). Dále z definice otevřené koule vyplývá, že

BdA
(x, r) = A ∩ Bd(x, r), t.j. že koule BdA

(x, r) je otevřená v topologii τA. Plat́ı tedy

σ ⊂ τA. Obráceně necht’ U ∈ τA je otevřená množina, x ∈ U bod. Existuje otevřená

množina V ⊂ X taková, že U = A ∩ V . Zvolme otevřenou kouli Bd(x, ε) tak, aby

Bd(x, ε) ⊂ V . Pak Bd(x, ε) ∩A = BdA
(x, ε) ⊂ U odkud vyplývá, že U ∈ σ, takže τA ⊂ σ.

Celkově τA = σ, což jsme chtěli dokázat.

Bud’ X1 (resp. X2) metrický prostor s metrikou d1 (resp. d2). Pro libovolné (x1, y1),

(x2, y2) ∈ X1 ×X2 položme

d((x1, y1), (x2, y2)) =
(

(d1(x1, x2))
2 + (d2(y1, y2))

2
)1

2 .

Funkce d je metrika na součinu množin X1 ×X2; množina X1 ×X2 s touto metrikou se

nazývá součin metrických prostor̊u X1, X2.

Věta 8. Metrická topologie na součinu metrických prostor̊u X1, X2 je totožná se

součinem metrických topologíı metrických prostor̊u X1, X2.
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Důkaz. Necht’ τd je metrická topologie na X1 × X2 asociovaná s metrikou d, ne-
cht’ τ označuje topologii součinu na X1 × X2. Pro libovolné (x0, y0) ∈ X1 × X2 plat́ı
Bd((x0, y0), r/2) ⊂ Bd1(x0, r/2) × Bd2(y0, r/2) ⊂ Bd((x0, y0), r), kde d1 (resp. d2) je met-
rika naX1 (resp.X2). Podle Věty 1. odst. 2.1 str. 17. muśı být tedy obě identická zobrazeńı
id : (X, τd) → (X, τ), id : (X, τ) → (X, τd) spojitá v bodě (x0, y0). Z libovolnosti bodu
(x0, y0) vyplývá, že zobrazeńı id je homeomorfismus. Odtud τd = τ .

Pojem součinu (dvou) metrických prostor̊u se přirozeným zp̊usobem zobecňuje na libo-
volný konečný systém metrických prostor̊u. Bud’te Xi, i = 1, 2, . . . , k, metrické prostory,
necht’ dk je metrika metrického prostoru Xk. Označme pri : X1×X2×· · ·×Xk → Xi i-tou
kanonickou projekci součinu množin. Pro každé x, y ∈ X1 ×X2 × · · · ×Xk položme

d(x, y) =

(

k
∑

i=1

di(pri x,pri y)
2

)

1
2

.

Funkce d je metrika na množině X1 ×X2 × · · · ×Xk; množina X1 ×X2 × · · · ×Xk s touto
metrikou se nazývá součin metrických prostor̊u X1,X2, . . . ,Xk.

Je zřejmé, že Věta 8. odst. 5.4 str. 114 může být př́ımo zobecněna na součin konečného
počtu metrických prostor̊u. Odsud pak ihned vyplývá, že i-tá kanonická projekce pri :
X1 ×X2 × · · · ×Xk → Xi je spojité otevřené zobrazeńı (Věta 7. (a) odst. 3.2 str. 34).

Vyšeťŕıme nyńı př́ıpad součinu spočetně mnoha metrických prostor̊u. Dokážeme
nejdř́ıve d̊uležité pomocné tvrzeńı.

Lemma 1. Bud’ X metrický prostor s metrikou d, k > 0 pevné reálné č́ıslo. Pro každé
x, y ∈ X klademe

δ(x, y) = min{d(x, y), k}.
δ je metrika na X, ekvivalentńı s metrikou d.

Důkaz. Podmı́nky (1), (2) z definice metriky jsou evidentně splněny. Prověř́ıme
platnost podmı́nky (3). Bud’te x, y, z ∈ X libovolné body. Plat́ı δ(x, z) ≤
min{d(x, y) + d(y, z), k}. Rozlǐśıme dvě možnosti. Plat́ı-li nav́ıc d(x, y) + d(y, z) ≤ k, pak
min{d(x, y) + d(y, z), k} ≤ d(x, y) + d(y, z) = min{d(x, y), k} + min{d(y, z), k} =
δ(x, y) + δ(y, z), t.j. δ(x, z) ≤ δ(x, y) + δ(y, z). Plat́ı-li d(x, y) + d(y, z) > k, pak
min{d(x, y)+d(y, z), k} = k ≤ min{d(x, y), k}+min{d(y, z), k} = δ(x, y)+δ(y, z), t.j. opět
δ(x, z) ≤ δ(x, y) + δ(y, z). Podmı́nka (3) je tedy splněna a je dokázáno, že δ je metrika.

Pro každé r takové, že 0 < r < k, plat́ı Bδ(x, r) = Bd(x, r). Odsud ihned vyplývá, že
množina U ⊂ X je otevřená v (X, δ) tehdy a jen tehdy, když je otevřená v (X, d). Tı́m je
d̊ukaz ukončen.

Metrika δ na X se nazývá ohraničená metrika asociovaná s metrikou d. Tuto metriku
použijeme pro konstrukci metriky na součinu spočetně mnoha metrických prostor̊u.

Věta 9. Necht’ (Xi)i∈N je spočetný systém metrických prostor̊u, di metrika na Xi, δi =
min{di, 1/2

i} ohraničená metrika, asociovaná s metrikou di, X =
∏

Xi součin systému
množin (Xi)i∈N. Funkce ρ : X ×X → R, definovaná vztahem

ρ(x, y) =
∞
∑

i=1

δi(pri(x),pri(y)),

je metrika na X. Metrická topologie na X, asociovaná s touto metrikou, je totožná se
součinem metrických topologíı systému metrických prostor̊u (Xi)i∈N.
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Důkaz. Pro každé x, y ∈ X plat́ı

ρ(x, y) ≤
∞
∑

i=1

1

2i = 1

a ρ zřejmě splňuje podmı́nky (1) – (3) z definice metriky. Označme τ (resp. τρ) topologii
součinu (resp. metrickou topologii asociovanou s metrikou ρ). Podle Věty 6. odst. 5.3 str.
114 je pro každé i ∈ N zobrazeńı pri : (X, d) → (Xi, δi) spojité: stač́ı zvolit v podmı́nce
(3) Věty 6. odst. 5.3 str. 114 δ = ε. Plat́ı tedy τ ⊂ τρ. Dokážeme, že plat́ı také obrácená
inkluze. Bud’ Bρ(x, ε) libovolná koule. Zkonstruujeme množinu V ∈ τ takovou, že x ∈ V
a V ⊂ Bρ(x, ε). Zvolme n tak, aby platilo 1/2n−1 < ε a položme Vi = Bδi

(pri(x), ε/2
n),

1 ≤ i ≤ n, Vi = Xi, i ∈ N\{1, 2, . . . , n}. Pro libovolný bod y ∈ V =
∏

Vi plat́ı

ρ(x, y) ≤
n
∑

i=1

δi(pri(x),pri(y)) +
∞
∑

i=n+1

1

2i

< n · ε
2n

+
ε

2
= ε

nebot’ δi(pri(x),pri(y)) ≤ 1/2i pro každé i ∈ N a

∞
∑

i=n+1

1

2i =
1

2n .

Plat́ı tedy y ∈ Bρ(x, ε) odkud τρ ⊂ τ .
Celkem tedy τρ = τ a d̊ukaz je ukončen.

Pod součinem spočetného systému metrických prostor̊u (Xi)i∈N budeme rozumět součin
množin

∏

Xi s metrikou ρ, definovanou ve Větě 9. odst. 5.4 str. 115.
Ve Větě 8. odst. 5.4 str. 114 a Větě 9. odst. 5.4 str. 115 jsme ukázali, že na součinu

∏

Xι systému metrických prostor̊u (Xι)ι∈I , kde indexová množina je nejvýše spočetná,
lze zavést metriku tak, že topologie součinu splývá s indukovanou metrickou topologíı.
Ukážeme, že toto tvrzeńı nelze rozš́ı̌rit pro př́ıpad, že indexová množina I je nespočetná.

Věta 10. Necht’ (Xι)ι∈I je systém metrických prostor̊u takový, že indexová množina I
je nespočetná. Předpokládejme, že pro každé ι ∈ J , kde J ⊂ I je nespočetná, je množina
Xι alespoň dvouprvková. Pak součin X =

∏

Xι systému metrických prostor̊u (Xι)ι∈I neńı
prvńıho typu spočetnosti.

Důkaz. Ukážeme, že součin X ′ =
∏

ι∈J Xι neńı prvńıho typu spočetnosti. Bud’ x ∈ X ′

libovolný bod a předpokládejme, že existuje spočetná lokálńı báze topologie součinu v bodě
x. Označme ji (Ui)i∈N. Pro každé i ∈ N existuje okoĺı Wi bodu x takové, že Wi ⊂ Ui a
Wi =

∏

ι∈J Wi,ι, kde Wi,ι je otevřená množina v Xι a Wi,ι = Xι jpro každé ι ∈ J\Ki pro
jistou konečnou množinu Ki. Množina K =

⋃

Ki je spočetná. Existuje tedy index κ ∈ J
takový, že κ /∈ K. Zřejmě Wi,κ = prκ(Wi) = Xκ pro každé i ∈ N. Položme V =

∏

Vι, kde
Vι = Xι pro každé ι 6= κ a Vκ je okoĺı bodu prκ(x) r̊uzné od Xκ. Takové okoĺı existuje,
nebot’ podle předpokladu prostor Xκ je Hausdorff̊uv a obsahuje alespoň dva r̊uzné body.
Ukážeme, že pro žádné i ∈ N neplat́ı Ui ⊂ V , což je spor s předpokladem, že (Ui) je lokálńı
báze v bodě x. Necht’ Uk ⊂ V . Pak také WK ⊂ V a tedy prκ(Wk) ⊂ prκ(V ). Odtud plyne,
že Xκ ⊂ Vκ, kde Vκ 6= Xκ, což je spor.

Podle Věty 9. (b) odst. 3.3 str. 36 je X ′ homeomorfńı s podprostorem součinu X =
∏

ι∈I Xι ·X ′ ovšem neńı prvńıho typu spočetnosti, proto ani X nemůže být prvńıho typu
spočetnosti.
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Důsledek. Necht’ (Xι)ι∈I je systém metrických prostor̊u takový, že indexová množina
I je nespočetná. Předpokládejme, že pro každé ι z jisté nespočetné množiny J ⊂ I je
množina Xι alespoň dvouprvková. Pak na množině

∏

ι∈I Xι neexistuje metrika s vlastnost́ı,
že metrická topologie asociovaná s touto metrikou je rovna topologii součinu.

Důkaz. Tvrzeńı vyplývá z toho, že každý metrický prostor je prvńıho typu spočetnosti
(Věta 4. (a) odst. 5.2 str. 113).

5.5. Úplné metrické prostory

Posloupnost (xi)i∈N metrického prostoruX s metrikou d se nazývá cauchyovská, jestliže
ke každému ε > 0 existuje index n0 tak, že pro každé i, j ≥ n0 plat́ı d(xi, xj) < ε. Metrický
prostor X se nazývá úplný, jestliže každá cauchyovská posloupnost v X je konvergentńı.

Věta 11. Každá konvergentńı posloupnost je cauchyovská.

Důkaz. Bud’ (xi) konvergentńı posloupnost, a = limxi. K libovolnému ε > 0 existuje
index n0 tak, že pro i ≥ n0 plat́ı d(a, xi) < ε/2. Pro i, j ≥ n0 pak plat́ı d(xi, xj) ≤
d(xi, a) + d(a, xj) < ε.

Věta 12. (a) Úplný podprostor metrického prostoru je uzavřená množina.
(b) Uzavřená množina v úplném metrickém prostoru je úplný podprostor.

Důkaz. (a) Bud’ A úplný podprostor metrického prostoru X, x ∈ clA bod. Podle
Důsledku (b) Věty 5. odst. 5.2 str. 113 existuje posloupnost (xi) v A konverguj́ıćı k x. Tato
posloupnost je cauchyovská (Věta 11. odst. 5.5 str. 117). Podle předpokladu posloupnost
(xi) konverguje k bodu a ∈ A; plat́ı ovšem x = a (Důsledek (a) Věty 5. odst. 5.2 str. 113)
a tedy x ∈ A.

(b) Bud’ A uzavřená množina v úplném metrickém prostoru X, (xi) cauchyovská po-
sloupnost v A. Podle předpokladu (xi) konverguje k bodu a ∈ X; z Důsledku (a) Věty 5.
odst. 5.2 str. 113 vyplývá, že a ∈ clA = A a podprostor A muśı být úplný.

Důsledek. Podprostor A úplného metrického prostoru je úplný právě tehdy, když A
je uzavřená množina.

Lemma 2. Bud’ (xi) cauchyovská posloupnost v metrickém prostoru X, x ∈ X bod,
v jehož libovolném okoĺı lež́ı nekonečně mnoho bod̊u posloupnosti (xi). Pak x = limxi.

Důkaz. Bud’ ε > 0 libovolné č́ıslo a uvažujme otevřenou kouli B(x, ε) v X. Exis-
tuje index n0 ∈ N takový, že pro každé i, j ≥ n0 plat́ı d(xi, xj) < ε/2. Zároveň podle
předpokladu existuj́ı indexy i1, i2, i3, . . . ≥ n0 takové, že d(xik , x) < ε/2 pro každé k ∈ N.
Bud’ nyńı p ≥ n0 libovolný index. Plat́ı d(xp, x) ≤ d(xp, xik) + d(xik , x) < ε/2 + ε/2 = ε,
t.j. xp ∈ B(x, ε). Posloupnost (xi) tedy konverguje k bodu x.

Pro každé x, y ∈ R položme

d(x, y) = |x− y|.
Snadno je vidět, že t́ımto vztahem je definována metrika na množině reálných č́ısel
R. Tuto metriku budeme nazývat Euklidovou nebo také přirozenou; metrický prostor
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(R, d) nazýváme (jednorozměrný) Euklid̊uv metrický prostor. Součin n metrických pro-
stor̊u (R, d) nazýváme (n-rozměrný) Euklid̊uv metrický prostor a označujeme Rn. Metrika
na Rn se bude také nazývat Euklidova nebo přirozená; připomeňme si, že je definována
vztahem

d(x, y) =

(

n
∑

i=1

|xi − yi|2
)1

2

=
(

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2

+ . . .+ (xn − yn)2
)1

2 ,

kde x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn) (porov. odst. 5.4).

Věta 13. (a) Metrická topologie Euklidovy metriky na množině R reálných č́ısel je
totožná s přirozenou topologíı.

(b) Množina R s Euklidovou metrikou je úplný metrický prostor.

Důkaz. (a) Tvrzeńı je zřejmé.

(b) Dokážeme úplnost metrického prostoru (R, d). Bud’ (xi) libovolná cauchyovská po-
sloupnost reálných č́ısel. Zvolme n0 tak, aby platilo |xi − xj| < 1 pro každé i, j ≥ n0.
Položme m = max{|x1|, |x2|, . . . , |xn0−1|, |xn0 | + 1}. Pro i > n0 plat́ı | |xn0 | − |xi| | =
| |xn0 −xi +xi|− |xi| | ≤ | |xn0 −xi|+ |xi|− |xi| | = |xn0 −xi| < 1, t.j. −1 < |xn0 |− |xi| < 1.
Odtud vyplývá, že |xi| < |xn0 |+1 ≤ m. Pro každé i ∈ N tedy plat́ı |xi| ≤ m a posloupnost
(xi) muśı být omezená. Označme A množinu bod̊u y ∈ R takových, že v intervalu (y,∞)
lež́ı nejvýše konečný počet bod̊u posloupnosti (xi). Zřejmě A 6= ∅ (nebot’ posloupnost (xi)
je omezená zdola). Označme x = inf A; z vlastnost́ı reálných č́ısel vyplývá, že bod x exis-
tuje. Bud’ ε > 0 libovolné a uvažujme interval (x − ε, x + ε). Podle definice bodu x lež́ı
v tomto intervalu nekonečně mnoho bod̊u posloupnosti (xi), a tedy x = lim xi (Lemma 2.
odst. 5.5 str. 117). Posloupnost (xi) je tedy konvergentńı.

Věta 14. Součin dvou úplných metrických prostor̊u je úplný metrický prostor.

Důkaz. Bud’ X (resp. Y ) úplný metrický prostor s metrikou d1 (resp. d2), d me-
trika na součinu metrických prostor̊u X × Y . Bud’ ((xi, yi)) cauchyovská posloupnost
v X × Y . Jelikož pro každé i, j plat́ı d1(xi, yj) ≤ d((xi, yi), (xj , yj)), d2(yi, yj) ≤ d((xi, yi),
(xj , yj)), každá z posloupnost́ı (xi), (yi) je také cauchyovská. Podle předpokladu

existuj́ı body x = limxi, y = lim yi. Bud’ ε > 0. Existuje index n tak, že d1(xi, x) < ε/
√

2,
d2(yi, y) < ε/

√
2 pro každé i ≥ n. Pak d((xi, yi), (x, y)) = ((d1(xi, x))

2 + (d2(yi, y))
2)1/2 <

(ε2/2 + ε2/2)1/2 = ε, takže (x, y) = lim(xi, yi).

Důsledek 1. Součin konečně mnoha úplných metrických prostor̊u je úplný metrický
prostor.

Důkaz. Tvrzeńı je př́ımým d̊usledkem Věty 14. odst. 5.5 str. 118.

Důsledek 2. Euklid̊uv metrický prostor Rn je úplný.

Důkaz. Tvrzeńı vyplývá z Důsledku 1 a Věty 13. (b) odst. 5.5 str. 118.
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5.6. Stejnoměrně spojitá zobrazeńı

Zobrazeńı f metrického prostoru X s metrikou d1 do metrického prostoru Y s metri-
kou d2 se nazývá stejnoměrně spojité, jestliže ke každému ε > 0 existuje δ > 0 tak, že
d2(f(x), f(y)) < ε pro každé x, y ∈ X takové, že d1(x, y) < δ.

Stejnoměrné zobrazeńı je zřejmě spojité v metrických topologíıch.
V následuj́ıćı větě použ́ıváme přirozenou metriku na množině reálných č́ısel R.

Věta 15. Bud’ X metrický prostor s metrikou d, A ⊂ X neprázdná množina. Zobrazeńı
X 3 x→ d(x,A) ∈ R je stejnoměrně spojité.

Důkaz. Bud’te x, y ∈ X libovolné body. Pro každé z ∈ A plat́ı d(x, z) ≤ d(x, y)+d(y, z),
takže

d(x,A) = inf
z∈A

{d(x, z)} ≤ d(x, y) + d(y, z),

d(x,A) − d(x, y) ≤ d(y, z),

d(x,A) − d(x, y) ≤ inf
z∈A

{d(y, z)} = d(y,A).

Analogicky dostaneme, že plat́ı nerovnost d(y,A) − d(x, y) ≤ d(x,A). Odtud
|d(x,A) − d(y,A)| ≤ d(x, y). K libovolnému ε > 0 nyńı zvoĺıme δ = ε a prověř́ıme de-
finici stejnoměrné spojitosti.

Věta 16. Jsou-li zobrazeńı f : X → Y , g : Y → Z metrických prostor̊u stejnoměrně
spojitá, pak složené zobrazeńı g ◦ f : X → Z je stejnoměrně spojité.

Důkaz. Označme d1 (resp. d2, resp. d3) metriku na X (resp. Y , resp. Z). Ke
každému ε > 0 existuje δ > 0 tak, že pro každé x′, y′ ∈ Y takové, že d2(x

′, y′) < δ,
plat́ı d3(g(x

′), g(y′)) < ε; dále existuje η > 0 tak, že pro každé x, y ∈ X takové,
že d1(x, y) < η, plat́ı d2(f(x), f(y)) < δ. Pro taková x, y tedy plat́ı d3(g(f(x)),
g(f(y))) < ε.

Význam stejnoměrně spojitých zobrazeńı spoč́ıvá v tom, že zachovávaj́ı cauchyovské
posloupnosti.

Věta 17. Je-li f : X → Y stejnoměrně spojité zobrazeńı metrických prostor̊u, pak pro
každou cauchyovskou posloupnost (xi) v X je posloupnost (f(xi)) v Y cauchyovská.

Důkaz. Necht’ d1 (resp. d2) je metrika X (resp. Y ). Ke každému ε > 0 existuje δ > 0
tak, že pro každé x, y ∈ X takové, že d1(x, y) < δ, plat́ı d2(f(x), f(y)) < ε. Zároveň
existuje index n0 takový, že pro každý index i ≥ n0 plat́ı d1(xi, xn0) < δ. To ovšem
znamená, že pro každé i ≥ n0 plat́ı d2(f(xi), f(xn0)) < ε. Posloupnost (f(xi)) je tedy
cauchyovská.

Důsledek 1. Necht’ f : X → Y je stejnoměrně spojité zobrazeńı metrických prostor̊u,
(xi) posloupnost v X. Konverguje-li posloupnost (xi) k bodu x ∈ X, pak posloupnost
(f(xi)) konverguje k bodu f(x) ∈ Y .

Důkaz. Tvrzeńı vyplývá z Věty 11. odst. 5.5 str. 117, Věty 17. odst. 5.6 str. 119 a z
definice stejnoměrně spojitého zobrazeńı.
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Důsledek 2. Předpokládejme, že existuje bijekce f : X → Y metrických prostor̊u
taková, že obě zobrazeńı f , f−1 jsou stejnoměrně spojitá. Pak metrický prostor X je
úplný tehdy a jen tehdy, když Y je úplný.

Důkaz. Tvrzeńı vyplývá z Věty 17. odst. 5.6 str. 119 a Důsledku 1. této věty.

Bud’te d1, d2 dvě metriky na množině X. Označme X1 = (X, d1), X2 = (X, d2).
Řekneme, že metriky d1, d2 jsou stejnoměrně ekvivalentńı, jestliže identické zobrazeńı
id : X1 → X2 i k němu inverzńı zobrazeńı id : X2 → X1 je stejnoměrně spojité.

Jsou-li metriky d1, d2 stejnoměrně ekvivalentńı, pak posloupnost (xi) v X je cauchy-
ovská v X1 tehdy a jen tehdy, je-li cauchyovská v X2; metrický prostor X1 je úplný tehdy
a jen tehdy, je-li úplný metrický prostor X2.

5.7. Kontrakce

Bud’ X1 (resp. X2) metrický prostor s metrikou d1 (resp. d2). Zobrazeńı f : X1 → X2

se nazývá kontrahuj́ıćı zobrazeńı nebo kontrakce, jestliže existuje č́ıslo k, 0 < k < 1, tak,
že pro každé x, y ∈ X1 plat́ı d2(f(x), f(y)) ≤ k d1(x, y).

Věta 18. Kontrakce je stejnoměrně spojité zobrazeńı.

Důkaz. Bud’ f : X1 → X2 kontrakce, d1 (resp. d2) metrika X1 (resp. X2), ε > 0
libovolné. Pro každé x, y ∈ X1 takové, že d1(x, y) < δ = ε/k, plat́ı d2(f(x), f(y)) <
k · (ε/k) = ε.

Věta 19. Necht’ X je úplný metrický prostor, f : X → X kontrakce. Existuje právě
jeden bod x ∈ X tak, že f(x) = x.

Důkaz. Necht’ d označuje metriku metrického prostoru X. Bud’ k ∈ (0, 1) takové č́ıslo,
že pro každé x, y ∈ X plat́ı d(f(x), f(y)) ≤ k · d(x, y). Zvolme bod x1 ∈ X libovolně a
položme x2 = f(x1), x3 = f(x2), . . . . Dostáváme posloupnost (xi) v X. Ukážeme, že tato
posloupnost je cauchyovská. Označme a = d(x1, x2). Pak d(x2, x3) = d(f(x1), f(x2)) ≤
k · a, . . . , d(xi, xi+1) = d(f(xi−1), f(xi)) ≤ k · d(xi−1, xi) ≤ ki−1 · a, . . . . Odtud dostáváme
pro libovolné i, j, j > i,

d(xi, xj) ≤ d(xi, xi+1) + d(xi+1, xi+2) + . . .+ d(xj−1, xj)

≤ ki−1 · a+ ki · a+ . . . + kj−2 · a = a · (1 + k + k2 + . . .

+ kj−2) − a · (1 + k + k2 + . . .+ ki−2)

=
a

1 − k
(ki−1 − kj−1)

(částečné součty geometrické řady). Pro i ≤ j dostaneme analogický výsledek, takže cel-
kově

d(xi, xj) ≤
a

1 − k

∣

∣

∣ki−1 − kj−1
∣

∣

∣ .

Ovšem (ki) je geometrická posloupnost konverguj́ıćı k nule v R. Je to tedy posloupnost
cauchyovská (Věta 11. odst. 5.5 str. 117) a ke každému ε > 0 existuje index n tak, že pro
každé i, j ≥ n plat́ı |ki−1 − kj−1| < (1 − k) · ε/a. Odtud d(xi, xj) < ε a posloupnost (xi)
je cauchyovská.
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Z úplnosti X vyplývá, že posloupnost (xi) je konvergentńı. Označme x = limxi . Jelikož
kontrakce f je stejnoměrně spojitá (Věta 18. odst. 5.7 str. 120), je spojitá a tedy přenáš́ı
konvergentńı posloupnosti v konvergentńı posloupnosti (Věta 9. (c) odst. 4.4 str. 93, Věta
4. (a) odst. 5.2 str. 113). Plat́ı tedy f(x) = lim f(xi) = limxi+1 = x.

Zbývá dokázat, že bod x, pro který plat́ı f(x) = x, je určen jednoznačně. Je-li y daľśı
bod, pro který f(y) = y, pak d(x, y) = d(f(x), f(y)) ≤ k · d(x, y). Vzhledem k podmı́nce
0 < k < 1 lze tuto podmı́nku splnit jen když d(x, y) = 0, t.j. x = y.

Bod x ∈ X, pro který plat́ı f(x) = x, se nazývá pevný bod kontrakce f .

5.8. Zúplněńı metrického prostoru

Bud’ X1 (resp. X2) metrický prostor s metrikou d1 (resp. d2). Zobrazeńı f : X1 → X2

se nazývá izometrie, jestliže d2(f(x), f(y)) = d1(x, y) pro každé x, y ∈ X1.
Izometrie je zřejmě stejnoměrně spojité injektivńı zobrazeńı. Je-li izometrie f nav́ıc

surjektivńı, pak podle definice je f−1 opět izometrie. Každá surjektivńı izometrie je tedy
homeomorfismus.

Metrické prostory X1, X2 se nazývaj́ı izometrické, existuje-li izometrie X1 na X2.
Izometrie f metrického prostoru X1 do úplného metrického prostoru X2 taková, že

f(X1) ⊂ X2 je hustá množina, se nazývá zúplněńı metrického prostoru X1.
Vyšeťŕıme nyńı problém existence zúplněńı metrického prostoru. Jeho řešeńı je založeno

na následuj́ıćı Hausdorffově větě.

Věta 20. Každý metrický prostor je izometrický s podprostorem úplného metrického
prostoru.

Důkaz. Bud’X metrický prostor s metrikou d. Uvažujme dvě cauchyovské posloupnosti
S = (xi), T = (yi) v X. Pro každé i, j plat́ı d(xi, yi) ≤ d(xi, xj) + d(xj , yj) + d(yj , yi),
takže d(xi, yi)−d(xj , yj) ≤ d(xi, xj)+d(yi, yj); analogicky d(xj , yj)−d(xi, yi) ≤ d(xi, xj)+
d(yi, yj). Jedna z těchto nerovnost́ı má na levé straně výraz |d(xi, yi) − d(xj , yj)|. Pro
každé i, j tedy plat́ı |d(xi, yi) − d(xj , yj)| ≤ d(xi, xj) + d(yi, yj). Bud’ ε > 0 libovolné.
Existuje index n tak, že pro každé i, j ≥ n plat́ı d(xi, xj), d(yi, yj) ≤ ε/2. Pro tato i, j
|d(xi, yi) − d(xj , yj)| < ε. Posloupnost (d(xi, yi)) v R je tedy cauchyovská a z úplnosti R
vyplývá, že je konvergentńı (Věta 13. odst. 5.5 str. 118 Klademe d′(S, T ) = lim d(xi, yi).

Pomoćı funkce d′ je na množině všech cauchyovských posloupnost́ı v X definována
ekvivalence “ S je ekvivalentńı s T , jestliže d′(S, T ) = O”; evidentně d′(S, S) = 0
a d′(S, T ) = d′(T, S) pro libovolné cauchyovské posloupnosti S, T ; dále plat́ı-li pro
cauchyovské posloupnosti S, T , U vztahy d′(S, T ) = 0, d′(T,U) = 0, dostáváme
d′(S,U) ≤ d′(S, T ) + d′(T,U) = 0. Označme [S] ťŕıdu cauchyovských posloupnost́ı podle
této ekvivalence. Položme d′′([S], [T ]) = d′(S, T ). Čı́slo d′′([S], [T ]) je definováno ko-
rektně, t.j. nezávisle na volbě reprezentant̊u ťŕıd [S], [T ]: je-li S′ (resp. T ′) jiný repre-
zentant ťŕıdy [S] (resp. [T ]), pak d′(S′, T ′) ≤ d′(S′, S) + d′(S, T ) + d′(T, T ′) = d′(S, T ) ≤
d′(S, S′) + d′(S′, T ′) + d′(T ′, T ) = d′(S′, T ′), t.j. d′(S, T ) = d′(S′, T ′).

Označme CX množinu všech ťŕıd cauchyovských posloupnost́ı v metrickém prostoru
X. Snadno lze ukázat, že d′′ je metrika na CX. Podmı́nky pozitivńı definitnosti a
symetrie jsou evidentně splněny. Dále pro libovolné S = (xi), T = (yi), U = (zi)
plat́ı d(xi, yi) ≤ d(xi, zi) + d(zi, yi) a přechodem k limitám na obou stranách ne-
rovnosti dostaneme d′(S, T ) ≤ d′(S,U) + d′(U, T ), t.j. d′′([S], [T ]) ≤ d′′([S], [U ]) +
d′′([U ], [T ]).
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Ukážeme, že CX s metrikou d′′ je úplný metrický prostor. Bud’ [S1], [S2], [S3], . . .
libovolná posloupnost v CX. Zvolme reprezentanta Si ťŕıdy [Si] a označme Si = (xi,j).
Existuje index ni tak, že pro každé j ≥ ni plat́ı

(1) d(xi,j, xi,ni
) <

1

i
.

Klademe S = (x1,n1 , x2,n2 , x3,n3 , . . .). Ukážeme, že je-li posloupnost [S1], [S2], [S3], . . .
cauchyovská v CX, pak S je cauchyovská v X a posloupnost [S1], [S2], [S3], . . . konverguje
k [S].

Necht’ tedy [S1], [S2], [S3], . . . je cauchyovská posloupnost. Necht’ ε > 0. Existuje in-
dex m(ε) > 1/ε takový, že pro každé k = 0, 1, 2, . . . plat́ı d′′([Sm(ε)], [Sm(ε)+k]) < ε,
t.j. d′(Sm(ε), Sm(ε)+k) < ε pro libovolného reprezentanta Si ťŕıdy [Si]. Podle definice
d′(Sm(ε), Sm(ε)+k) = lim d(xm(ε),j , xm(ε)+k,j) (limita pro j → ∞). Existuje tedy index jk
tak, že pro každé p ≥ jk

(2) d(xm(ε),p, xm(ε)+k,p).

Bud’te i, k takové indexy, že i ≥ m(ε), k ≥ 0. Zvolme index p tak, aby platilo p ≥ ni,
ni+k, jk. Pak

(3)
1

i
≤ 1

m(ε)
< ε,

1

i+ k
<

1

i
< ε

a tedy podle (1), (2) a (3)

(4)

d(xi,ni
, xi+k,ni+k) ≤ d(xi,ni

, xi,p) + d(xi,p, xm(ε),p)

+ d(xm(ε),p, xi+k,p) + d(xi+k,p, xi+k,ni+k
)

<
1

i
+ ε+ ε+

1

i+ k
< 4ε.

Posloupnost S je tedy cauchyovská.
Nyńı ukážeme, že posloupnost [S1, [S2], [S3], . . . konverguje k [S] v CX. Podle definice

pro každé i = 1, 2, 3, . . .

d′′([Si], [S]) = d′(Si, S) = lim
j→∞

d(xi,j , xj,nj
)

a dále d(xi,j, xj,nj
) ≤ d(xi,j , xi,ni

) + d(xi,ni
, xj,nj

). Bud’ ε > 0. Zvoĺıme i ≥ m(ε). Pak pro
libovolné j ≥ i, ni plat́ı d(xi,j , xi,ni

) < 1/i < ε, d(xi,ni
, xj,nj

) < 4ε, takže

d(xi,j, xj,nj
) < 5ε.

Limita posloupnosti na levé straně muśı ovšem ležet v intervalu [0, 5ε], t.j. lim d(xi,j ,
xj,nj

) ≤ 5ε (limita pro j → ∞). Pro i ≥ m(ε) tedy plat́ı d′′([Si], [S]) ≤ 5ε a z libovolnosti
ε dostáváme [S] = lim[Si] (limita pro i→ ∞), což jsme chtěli dokázat.

CX je tedy úplný metrický prostor. Pro x ∈ X klademe f(x) = [x], kde [x] označuje
ťŕıdu v CX, obsahuj́ıćı cauchyovskou posloupnost (x, x, x, . . .). Pro libovolné body x,
y ∈ X dostáváme

d′′(f(x), f(y)) = lim
j→∞

d(xj , yj) = d(x, y),

kde xj = x, yj = y. Tı́m je dokázáno, že zobrazeńı f : X → CX je izometrie a d̊ukaz je
ukončen.
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Poznamenáváme, že z definice metrického prostoru CX ihned vyplývá, že množina
f(X) ⊂ CX je hustá v CX.

Věta 21. Ke každému metrickému prostoru existuje jeho zúplněńı.

Důkaz. Z Věty 20. odst. 5.8 str. 121 vyplývá, že existuje izometrie f : X → Y , kde Y je
úplný metrický prostor. Obraz f(X) je množina hustá v metrickém prostoru cl f(X) ⊂ Y ,
který je uzavřený a tud́ıž úplný (Věta 12. (b) odst. 5.5 str. 117).

Důsledek. Každá cauchyovská posloupnost je ohraničená množina.

Důkaz. Bud’ (xi) cauchyovská posloupnost v metrickém prostoru X, f : X → Y
jeho zúplněńı. Jelikož zobrazeńı f je stejnoměrně spojité, posloupnost (f(xi)) v Y je
cauchyovská (Věta 17. odst. 5.6 str. 119); z úplnosti Y tedy vyplývá, že tato posloupnost je
konvergentńı. Zvoĺıme-li okoĺı bodu y = lim f(xi), pak v tomto okoĺı nelež́ı nejvýše konečně
mnoho bod̊u f(xi), množina bod̊u f(xi) ⊂ Y je tedy ohraničená. Označme d1 (resp. d2)
metriku X (resp. Y ). Můžeme předpokládat, že pro každé i plat́ı f(xi) ∈ B(f(x1), r)
pro jistou otevřenou kouli B(f(x1), r) v Y . Pak ovšem pro každé j = 1, 2, 3, . . . plat́ı
d1(x1, xj) = d2(f(x1), f(xj)) < r a tvrzeńı je dokázáno.

5.9. Uniformńı metrika

Bud’ X množina, Y metrický prostor s metrikou d. Uvažujme ohraničenou metriku δ
na Y , definovanou vztahem δ(y1, y2) = min{d(y1, y2), 1}. Na množině Y X všech zobrazeńı
f : X → Y definujeme funkci δX,Y vztahem

δX,Y (f, g) = supx∈X{δ(f(x), g(x))}.
Čı́slo na pravé straně vždy existuje a plat́ı δX,Y (f, g) ≤ 1 pro každé f , g ∈ Y X . Ukážeme,
že δX,Y je metrika na Y X . Pro f 6= g existuje bod x ∈ X tak, že f(x) 6= g(x), takže
δ(f(x), g(x)) > 0 a δX,Y (f, g) > 0; podmı́nka pozitivńı definitnosti metriky je tedy splněna.
Podmı́nka symetrie je evidentně také splněna. Prověř́ıme trojúhelńıkovou nerovnost. Pro
libovolná zobrazeńı f , g, h ∈ Y X dostáváme

δX,Y (f, g) ≤ supx∈X{δ(f(x), h(x)) + δ(h(x), g(x))}
≤ supx∈X{δ(f(x), h(x))} + supx∈X{δ(h(x), g(x))}
δX,Y (f, h) + δX,Y (h, g).

Funkce δX,Y je tedy metrika na Y X ; nazývá se uniformńı metrika asociovaná s metrikou
d. Metrická topologie asociovaná s metrikou δX,Y se nazývá uniformńı topologie.

Věta 22. Bud’ X množina, Y metrický prostor s metrikou d. Je-li Y úplný, pak také
metrický prostor Y X s uniformńı metrikou asociovanou s d je úplný.

Důkaz. Necht’ δ je ohraničená metrika na Y zavedená výše. Snadno lze ukázat, že
metriky d, δ jsou stejnoměrně ekvivalentńı. Z úplnosti metrického prostoru (Y, d) tedy
vyplývá úplnost metrického prostoru (Y, δ) (Důsledek 2. Věty 17. odst. 5.6 str. 120).

Bud’ (fi) cauchyovská posloupnost bod̊u metrického prostoru Y X . Ke každému ε > 0
existuje index n tak, že pro každé i, j ≥ n plat́ı δX,Y (fi, fj) < ε. Pro libovolné x ∈ X tedy
δ(fi(x), fj(x)) < ε a posloupnost (fi(x)) v Y je cauchyovská. Klademe f(x) = lim fi(x)



124 5. Metrické prostory

a ukážeme, že f = lim fi v Y X . Bud’ ε > 0 libovolné a zvolme index n tak, aby pro
každé i, j ≥ n platilo δX,Y (fi, fj) < ε/2. Pak pro každé x ∈ X a i, j ≥ n dostaneme
δ(fi(x), fj(x)) < ε/2, a tedy také δ(fi(x), f(x)) < ε/2 pro každé x ∈ X, i ≥ n. Odtud
δX,Y (fi, f) < ε/2 < ε pro každé i ≥ n.

Věta 23. Bud’ X topologický prostor, Y metrický prostor s metrikou d, δX,Y uniformńı
metrika asociovaná s d. Necht’ (fi) je konvergentńı posloupnost spojitých zobrazeńı v met-
rickém prostoru (Y X , δX,Y ). Pak zobrazeńı f = lim fi je spojité.

Důkaz. Bud’ x0 ∈ X bod, ε > 0. Existuje index k tak, že plat́ı δX,Y (fk, f) < ε/3, t.j.
δ(fk(x), f(x)) < ε/3 pro každé x ∈ X; pro x = x0 tud́ıž δ(fk(x0), f(x0)) < ε/3. Podle
předpokladu je zobrazeńı x → fk(x) spojité, existuje tedy okoĺı U bodu x0 takové, že
δ(fk(x), fk(x0)) < ε/3 pro každé x ∈ U . Z trojúhelńıkové nerovnosti pro metriku δ pak
plyne δ(f(x), f(x0)) ≤ δ(f(x), fk(x)) + δ(fk(x), fk(x0)) + δ(fk(x0), f(x0)) < ε, tedy f je
spojité v bodě x0. Z libovolnosti bodu x0 plyne spojitost f .

Označme C(X,Y ) ⊂ Y X množinu všech spojitých zobrazeńı. Z Věty 23. odst. 5.9
str. 124 dostáváme následuj́ıćı charakteristiky C(X,Y ) jako topologického podprostoru
metrického prostoru (Y X , δX,Y ).

Důsledek. (a) Množina C(X,Y ) ⊂ Y X je uzavřená v uniformńı topologii.
(b) Je-li metrický prostor Y úplný, pak podprostor C(X,Y ) metrického prostoru Y X

s uniformńı metrikou je úplný.

Důkaz. Tvrzeńı plynou z Důsledku (b) Věty 5. odst. 5.2 str. 113, z Věty 22. odst. 5.9
str. 123 a Věty 12. (b) odst. 5.5 str. 117.

Bud’ X množina, Y metrický prostor s metrikou d. Bud’ (fi) posloupnost v Y X , konver-
guj́ıćı k zobrazeńı f ∈ Y X v uniformńı topologii. Ke každému ε > 0 existuje index n tak,
že pro každé i ≥ n plat́ı sup{δ(fi(x), f(x))} < ε. Pro každé i ≥ n tedy δ(fi(x), f(x)) < ε
pro všechna x ∈ X. Řı́káme proto také, že posloupnost (fi) konverguje k zobrazeńı f stej-
noměrně (na X). Podle Věty 23. odst. 5.9 str. 124 tedy limita stejnoměrně konvergentńı
posloupnosti spojitých zobrazeńı z topologického prostoru X do metrického prostoru Y je
spojité zobrazeńı.

Bud’ f : X → Y zobrazeńı. Řı́káme, že f je ohraničené zobrazeńı, je-li množina f(X) ⊂
Y ohraničená. Označme B(X,Y ) množinu všech ohraničených zobrazeńı z X do Y a pro
f , g ∈ B(X,Y ) položme

dX,Y (f, g) = supx∈X{d(f(x), g(x))}.
Množina bod̊u d(f(x), g(x)) ∈ R, kde x prob́ıhá X, je shora ohraničená, takže č́ıslo
na pravé straně existuje. Ukážeme to. Pro libovolné x, y ∈ X plat́ı d(f(x), g(x)) ≤
d(f(x), f(y))+d(f(y), g(y))+d(g(y), g(x)) ≤ δf(X) +δg(X) +d(f(y), g(y)), kde δA označuje
pr̊uměr množiny A v Y . Na pravé straně této nerovnosti máme horńı závoru uvažované
množiny, takže č́ıslo dX,Y (f, g) skutečně existuje. Snadno prověř́ıme, že funkce dX,Y splňuje
všechny podmı́nky z definice metriky; nazývá se sup-metrika.

Na množině ohraničených zobrazeńı B(X,Y ) jsou tedy definovány dvě metriky: uni-
formńı metrika δX,Y a sup-metrika dX,Y . Př́ımo z definićı je ovšem zřejmé, že

δX,Y = min{dX,Y (f, g), 1}.
takže δX,Y je ohraničená metrika asociovaná s dX,Y . To ovšem znamená, že obě metriky
jsou stejnoměrně ekvivalentńı. Metrická topologie metriky dX,Y je tedy totožná s uniformńı
topologíı na množině B(X,Y ).
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Konvergence v metrickém prostoru (B(X,Y ), dX,Y ) se rovněž nazývá stejnoměrná kon-
vergence.

Věta 24. Bud’ X množina, Y metrický prostor s metrikou d. Je-li Y úplný, pak pod-
prostor B(X,Y ) metrického prostoru Y X s uniformńı metrikou asociovanou s d je úplný.

Důkaz. Předpokládejme, že metrický prostor Y je úplný. Necht’ (fi) je cauchyovská
posloupnost ohraničených zobrazeńı v Y X . Podle Věty 22. odst. 5.9 str. 123 existuje zob-
razeńı f = lim fi ∈ Y X . Ukážeme, že toto zobrazeńı je ohraničené, t.j. že f ∈ B(X,Y ).

Zvolme ε tak, že plat́ı 0 < ε < 1. Existuje index n tak, že pro každé i ≥ n plat́ı
δX,Y (f, fi) < ε, t.j. δ(f(x), fi(x)) < ε pro každé x ∈ X, kde δ označuje ohraničenou
metriku asociovanou s d. Z definice δ vyplývá, že pro každé i ≥ n a každé x ∈ X plat́ı
d(f(x), fi(x)) < ε.

Necht’ nyńı x, y ∈ X jsou libovolné body. Zvolme index i tak, že i ≥ n. Pak
d(f(x), f(y)) ≤ d(f(x), fi(x)) + d(fi(x), fi(y)) + d(fi(y), f(y)) < 2ε + δfi(X), kde δfi(X)

je pr̊uměr množiny fi(X) v Y . Podle předpokladu je fi(X) ohraničená množina. Množina
bod̊u d(f(x), f(y)) ∈ R, kde x, y prob́ıhá X, má tedy horńı závoru, což znamená, že
množina f(X) ⊂ Y je ohraničená.

Věta 25. Uniformńı topologie na množině Y X je silněǰśı než topologie bodové konver-
gence.

Důkaz. Necht’ f ∈ Y X , f = (f(x))x∈X , je libovolný bod, U okoĺı f v topologii bodové
konvergence. Lze předpokládat, že U je prvek báze topologie bodové konvergence, t.j.
podle př. (10) odst. 3.7 str. 46 U =

∏

Ux (součin přes x ∈ X), kde f(x) ∈ Ux. Označme
x1, x2, . . . , xk indexy, pro které Ux1 , Ux2, . . . , Uxk

6= Y . Ke každému xi, 1 ≤ i ≤ k, zvolme
ri > 0 tak, že Bδ(f(xi), ri) ⊂ Uxi

; takové č́ıslo ri vždy existuje, jelikož Bδ(f(xi), ri) a Uxi

jsou otevřené množiny v Y . Položme r = min{r1, r2, . . . , rk}. Pak

BδX,Y
(f, r) = {g ∈ Y X | δX,Y (f, g) < r}
= {g ∈ Y X | supx∈X{δ(f(x), g(x))} < r}
⊂ {g ∈ Y X | δ(f(x), g(x)) < r, x ∈ X}
⊂ {g ∈ Y X | g(x) ∈ Ux, x ∈ X} =

∏

Ux = U.

U je tedy otevřená množina v uniformńı topologii a d̊ukaz je ukončen.

Důsledek. Necht’ (fi) je posloupnost v Y X . Konverguje-li (fi) k zobrazeńı f ∈ Y X

stejnoměrně, pak konverguje k f bodově.

5.10. Př́ıklady

(1) Bud’ X neprázdná množina. Pro x, y ∈ X klademe d(x, y) = 1 plat́ı-li x 6= y
a d(x, x) = 0. d je metrika na X, nazývaná diskrétńı matrika. Množina X s diskrétńı
metrikou se nazývá diskrétńı metrický prostor. Otevřená koule v diskrétńım metrickém
prostoru X se sťredem v bodě x a poloměrem r má tvar B(x, r) = {x} pro r < 1 a
B(x, r) = X pro r ≥ 1. Podle Věty 1. odst. 5.2 str. 112 a Věty 9 odst. 1.4 9. odst. 1.4
str. 7 je metrická topologie asociovaná s diskrétńı metrikou totožná s diskrétńı topologíı
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na X. Snadno lze ukázat, že diskrétńı metrický prostor je úplný. Bud’ (xi) cauchyovská
posloupnost v X. Pak pro ε = 1/2 existuje index n tak, že d(xi, xj) < 1/2 pro každé
i, j ≥ n. Označme a = xn. Nerovnost xj 6= a plat́ı jen pro konečně mnoho index̊u j.
Posloupnost (xi) je tedy konvergentńı a limxi = a. Diskrétńı metrický prostor je tedy
úplný.

(2) Necht’ X je metrický prostor s metrikou dX , Y topologický prostor, f : X → Y
homeomorfismus v metrické topologii na X. Pro každé y1, y2 ∈ Y klademe dY (y1, y2) =
dX(f−1(y1), f

−1(y2)). dY je metrika na Y a pro otevřené koule v X a Y plat́ı vztah
BdY

(x, r) = f(BdX
(f−1(x), r)). Z Věty 9. odst. 1.4 str. 7 tak dostáváme, že topologie

na Y splývá s metrickou topologíı asociovanou s dY . Zobrazeńı f je přitom izometrie; je
tedy stejnoměrně spojité. Z Důsledku 2.Věty 17. odst. 5.6 str. 120 vyplývá, že Y je úplný
metrický prostor tehdy a jen tehdy, když X je úplný metrický prostor.

(3) Metrika na množině komplexńıch č́ısel. Uvažujme množinu komplexńıch č́ısel C
s přirozenou topologíı a dvourozměrný Euklid̊uv metrický prostor R2 s jeho metrikou d.
Bud’ f : C → R2 zobrazeńı, definované vztahem f(z) = (Re z, Im z); f je homeomorfismus
(př. (5) odst. 3.7 str. 44). Pro každé x, y ∈ C klademe dC(x, y) = d(f(x), f(y)). Z definice
metriky d a absolutńı hodnoty komplexńıho č́ısla dostaneme, že dC(x, y) = |x− y|. dC je
metrika na C. Z úplnosti R2 (Věta 14. odst. 5.5 str. 118) vyplývá úplnost C (viz př. (2)
str. 126).

Součin metrických prostor̊u Cn je tedy také úplný metrický prostor (Věta 14. odst. 5.5
str. 118).

(4) Uvedeme následuj́ıćı př́ıklady: (a) př́ıklad podprostoru úplného metrického pro-
storu, který neńı úplný, (b) př́ıklad metrických prostor̊u, které jsou homeomorfńı v met-
rických topologíıch, přičemž jeden z nich je úplný a druhý neńı úplný, (c) př́ıklad ekviva-
lentńıch metrik, které nejsou stejnoměrně ekvivalentńı.

Označme d Euklidovu metriku na množině reálných č́ısel R a na jej́ı libovolné
podmnožině a zároveň uvažujme R a podmnožiny R s jejich Euklidovou topologíı. Met-
rický prostor ((−1, 1), d) je podprostor úplného metrického prostoru (R, d) (Věta 13. (b)
odst. 5.5 str. 118); tento podprostor neńı úplný, nebot’ množina (−1, 1) neńı uzavřená v R
(Věta 12. (a) odst. 5.5 str. 117).

Pro t ∈ R položme

f(t) =
t

1 + |t| .

f je homeomorfismus Euklidova prostoru R a jeho podprostoru (−1, 1), přičemž R je
úplný a (−1, 1) neńı úplný.

Pro x, y ∈ R klademe

d′(x, y) =

∣

∣

∣

∣

x

1 + |x| −
y

1 + |y|

∣

∣

∣

∣

.

d′ je metrika na R. Ukážeme, že metriky d, d′ jsou ekvivalentńı. Zobrazeńı f : R →
(−1, 1) je homeomorfismus v Euklidových topologíıch a dále pro libovolné x, y ∈ R plat́ı
d′(x, y) = d(f(x), f(y)), takže zobrazeńı f−1 je izometrie ((−1, 1), d) na (R, d′); f−1 je
tedy homeomorfismus intervalu (−1, 1) s Euklidovou topologíı a množiny R s metrickou
topologíı asociovanou s d′. Složené zobrazeńı idR = f−1 ◦f je tedy homeomorfismus (R, d)
na (R, d′), což znamená, že metriky d, d′ jsou ekvivalentńı.
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Ukážeme, že tyto metriky nejsou stejnoměrně ekvivalentńı. Stač́ı dokázat, že zobrazeńı
id : (R, d′) → (R, d) neńı stejnoměrně spojité. Zvolme ε = 1, δ > 0 libovolné a n > 0 tak,
aby platilo 1/n < δ. Pak pro x = n+ 1, y = n plat́ı

d′(x, y) =
1

(n+ 1)(n + 2)
<

1

n
< δ

a přitom d(x, y) = |x− y| = 1 = ε. Zobrazeńı id : (R, d′) → (R, d) tedy neńı stejnoměrně
spojité.

(5) Stejnoměrně ekvivalentńı metriky na Rn. Pro x, y ∈ Rn, x = (x1, x2, . . . , xn),
y = (y1, y2, . . . , yn), klademe

d(x, y) =

(

n
∑

i=1

(xi − yi)2
)

1
2

,

ϑ(x, y) = max
1≤i≤n

{|xi − yi|},

σ(x, y) =
n
∑

i=1

|xi − yi|.

d je Euklidova metrika na Rn a podle Věty 8. odst. 5.4 str. 114 metrická topologie aso-
ciovaná s d je totožná s Euklidovou topologíı. Snadno se přesvědč́ıme, že rovněž ϑ a σ
jsou metriky na Rn: podmı́nky (1) a (2) z definice metriky jsou zřejmě splněny; dále pro
n = 1 plat́ı ϑ(x, y) = σ(x, y) = |x− y| = d(x, y), všechny ťri metriky tedy splývaj́ı. Necht’

n ≥ 1. Pak |xi − zi| ≤ |xi − yi|+ |yi − zi| pro každé i a tedy ϑ i σ splňuj́ı trojúhelńıkovou
nerovnost.

Je zřejmé, že metriky d, ϑ, σ jsou ekvivalentńı; lze to snadno zjistit porovnáńım
otevřených kouĺı. Pro n = 2 jsou otevřené koule se sťredem v bodě x a poloměrem r
asociované s d, ϑ a σ znázorněny na obr. 1.

Obr. 1

υ σ

Ukážeme, že metriky d, ϑ, σ jsou stejnoměrně ekvivalentńı. Z definice ϑ a σ plyne,
že pro každé x, y ∈ Rn plat́ı ϑ(x, y) ≤ σ(x, y) ≤ n · ϑ(x, y). Odtud plyne, že zobrazeńı
id : (Rn, σ) → (Rn, ϑ) a id : (Rn, ϑ) → (Rn, σ) jsou stejnoměrně spojité (k libovolně
zadanému ε > 0 stač́ı vźıt δ = ε pro prvńı zobrazeńı a δ = ε/n pro druhé). Podobně pro
každé x, y ∈ Rn plat́ı ϑ(x, y) ≤ d(x, y) ≤ √

n · ϑ(x, y), nebot’

(

n
∑

i=1

(xi − yi)2
)

1
2

= a

(

n
∑

i=1

(xi − yi)2
)

1
2

≥ a,
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kde

a = max
1≤i≤n

{|xi − yi|}

a dále

(

n
∑

i=1

(xi − yi)2
)1

2

≤ (n · a2)
1
2 =

√
n · a.

Analogicky jako výše prověř́ıme, že zobrazeńı id : (Rn, d) → (Rn, ϑ) a id : (Rn, ϑ) →
(Rn, d) jsou stejnoměrně spojitá.

Stejnoměrná ekvivalence všech ťŕı metrik d, ϑ, σ pak plyne z Věty 16. odst. 5.6 str. 119
Metrický prostor (Rn, d) je úplný (Věta 13. (b) odst. 5.5 str. 118, Věta 14. odst. 5.5

str. 118); s ńım stejnoměrně ekvivalentńı metrické prostory (Rn, ϑ), (Rn, σ) jsou tedy také
úplné (Důsledek 2. Věty 17. odst. 5.6 str. 120).

(6) Uniformńı metrika na množině RI . Bud’ I množina. Uniformńı metrika na RI

má tvar

Θ(x, y) = supι∈I{δ(xι, yι)},
kde δ(x, y) = min{d(x, y), 1} je ohraničená metrika na R, asociovaná s Euklidovou metri-
kou d a x = (xι)ι∈I , y(yι)ι∈I . Podle Věty 13. odst. 5.5 str. 118 a Věty 22. odst. 5.9 str. 123
je metrický prostor (RI ,Θ) úplný. Uniformńı topologie τΘ (t.j. metrická topologie asocio-
vaná s metrikou Θ) je silněǰśı než součin topologíı τ (Věta 25. odst. 5.9 str. 125); ukážeme,
že je slabš́ı než silný součin topologíı τS na RI . Bud’ x ∈ RI , x = (xι)ι∈I , libovolný bod,
BΘ(x, r) libovolný prvek báze topologie τΘ v bodě x. Klademe Uι = (xι − r/2, xι + r/2)
pro každé ι ∈ I a U =

∏

Uι. Pak pro každý bod y ∈ U plat́ı yι ∈ Uι a tedy |xι − yι| < r/2.
Odtud plyne Θ(x, y) ≤ r/2, t.j. U ⊂ BΘ(x, r). BΘ(x, r) je otevřená množina v topologii
τS , takže τΘ ⊂ τS .

Celkem tedy plat́ı τ ⊂ τΘ ⊂ τS .
Je-li množina I nespočetná, pak podle Věty 10. odst. 5.4 str. 116 neńı τ rovna metrické

topologii žádné metriky na RI . V tomto př́ıpadě tedy τ 6= τΘ. Ve cvičeńı bude ukázáno,
že také τΘ 6= τS.

(7) Necht’ R je množina reálných č́ısel s Euklidovou topologíı a s Euklidovou metri-
kou. Zavedeme na RN metriku ∆ ekvivalentńı s metrikou ρ z Věty 9. odst. 5.4 str. 115 a
prodiskutujeme vztah metrik ∆, ρ a uniformńı metriky Θ (př. (6) str. 128).

Pro a, b ∈ R klademe δ(a, b) = min{|a − b|, 1}; δ je ohraničená metrika, asociovaná s
Euklidovou metrikou. Pro libovolné x, y ∈ RN, x = (x1, x2, x3, . . .), y = (y1, y2, y3, . . .)
klademe

∆(x, y) = supi∈N

{

δ(xi, yi)

i

}

;

vzhledem k tomu, že δ(xi, yi)/i ≤ 1, supremum vždy existuje. ∆ evidentně splňuje
podmı́nky (1), (2) z definice metriky. Pro d̊ukaz trojúhelńıkové nerovnosti si všimněme,
že pro každé i a každé x, y, z ∈ RN plat́ı δ(xi, zi)/i ≤ (δ(xi, yi) + δ(yi, zi))/i ≤
∆(x, y) + ∆(y, z); odtud

∆(x, z) = supi∈N

{

δ(xi, zi)

i

}

≤ ∆(x, y) + ∆(y, z).
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Bud’ U ⊂ RN otevřená množina v metrické topologii asociované s ∆, x ∈ U bod.
Zvolme B(x, r) tak, že B(x, r) ⊂ U , a index n tak, že 1/n < r. Uvažujme množinu
V = (x1− r, x1 + r)×· · ·× (xn − r, xn + r)×R×R×· · · v RN. Tato množina je pr̊unikem
množin (x1−r, x1+r)×R×R×· · · , . . . , R×· · ·×R×(xn−r, xn+r)×R×R×· · · a je tedy
otevřená v topologii součinu. Pro libovolné y ∈ RN a i ≥ n plat́ı δ(xi, yi)/i ≤ 1/i ≤ 1/n,
takže

∆(x, y) ≤ δ(x1, y1),
δ(x2, y2)

2
, . . . ,

δ(xn, yn)

n
,

1

n
.

Pro bod y ∈ V plat́ı δ(x1, y1), . . . , δ(xn, yn) < r, takže ∆(x, y) < r a tedy y ∈ B(x, r), t.j.
V ⊂ B(x, r) ⊂ U . U je tedy otevřená množina v topologii součinu.

Obráceně necht’ V ⊂ RN je otevřená množina v topologii součinu; můžeme předpo-
kládat, že V má tvar prvku báze topologie součinu, t.j. V =

∏

Vi, kde Vi je otevřená
množina v R pro každé i a Vj = R pro každé j ∈ N\I, kde I je jistá konečná množina.
Označme I = {i1, i2, . . . , ik}. Pro každé x ∈ V a i ∈ I zvolme interval (xi−ri, xi +ri) ⊂ Vi

tak, že 0 < ri ≤ 1. Položme r = min{r1, r2/2, . . . , rk/k}. Zřejmě x ∈ B(x, r). Dále pro
libovolný bod y ∈ B(x, r) a každé i plat́ı δ(xi, yi)/i ≤ ∆(x, y) < r. Pro i = i1, i2, . . . , ik
plat́ı r ≤ ri/i, takže δ(xi, yi) < ri ≤ 1. Odtud a z definice δ dostáváme |xi − yi| < ri, t.j.
yi ∈ (xi−r, xi+r) ⊂ Vi a tedy y ∈ ∏Vi = V . Dokázali jsme, že B(x, r) ⊂ V . Z libovolnosti
x vyplývá, že množina V je otevřená v metrické topologii, což jsme chtěli ukázat.

Metrika ∆ je tedy ekvivalentńı s metrikou ρ zavedenou ve Větě 9. odst. 5.4 str. 115
Ve Větě 25. odst. 5.9 str. 125 jsme ukázali, že metrická topologie metriky Θ zavedené

v př. (6) str. 128 (uniformńı topologie) je silněǰśı než topologie součinu na RN. Ukážeme,
že topologie součinu neńı silněǰśı než uniformńı topologie, což znamená, že metriky Θ a ∆
(resp. ∆ a ρ) nejsou ekvivalentńı. Je-li totiž BΘ(x, r) otevřená koule o poloměru r < 1, pro
každé y ∈ BΘ(x, r) plat́ı Θ(x, y) < r a tedy δ(xi, yi) < r pro každé i ∈ N. Ovšem libovolný
element V báze topologie součinu na RN je součinem množin Ui, přičemž Ui = R až na
konečnou množinu index̊u i; existuje tedy bod y ∈ V a index j ∈ N tak, že δ(xj , yj) > r
(a přitom δ(xj , yj) ≤ 1). Tedy V ⊂ BΘ(x, r).

Z př. (6) str. 128 plyne, že uniformńı topologie na RN je slabš́ı než silný součin
přirozených topologíı (viz cvičeńı ke kap. 3). Ve cvičeńı k této kapitole ukážeme, že silný
součin přirozených topologíı na RN nesplývá s metrickou topologíı žádné metriky a tedy
neńı totožný s uniformńı topologíı.

(8) Uvažujme metrický prostor (Q, dQ), kde Q je množina racionálńıch č́ısel a dQ
je metrika podprostoru Euklidova prostoru R, t.j. dQ(p, q) = |p − q| pro libovolná p,
q ∈ Q. Metrický prostor (Q, dQ) neńı úplný: př́ıkladem cauchyovské posloupnosti, která
neńı konvergentńı, je posloupnost (pi), kde p1 = 1, 4, p2 = 1, 41, p3 = 1, 414, p4 = 1, 4142,
p5 = 1, 41421, . . . (tato posloupnost ovšem konverguje v Euklidově prostoru R k č́ıslu

√
2).

Euklid̊uv metrický prostor R je zúplněńım (Q, dQ) nebot’ kanonické vložeńı ι : Q → R je
izometrie a plat́ı clQ = R (porov. Věta 21. odst. 5.8 str. 123).

Cvičeńı

Metrika, metrická topologie
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1. Bud’ ϕ monotónně rostoućı reálná funkce, definovaná na intervalu [0,∞), taková, že ϕ(0) =
0, ϕ(t) > 0 pro t > 0 a ϕ(t + u) ≤ ϕ(t) + ϕ(u) pro každé t, u ∈ [0,∞). Necht’ d je metrika na
množině X . Ukažte, že ϕ ◦ d je metrika na X ekvivalentńı s metrikou d. Jsou metriky ϕ ◦ d a d
stejnoměrně ekvivalentńı?

Ř e š e n ı́ . Prověř́ıme platnost podmı́nek z definice metriky pro funkci ϕ◦d. Zřejmě ϕ◦d(x, y) ≥ 0
pro každé x, y ∈ X a ϕ ◦ d(x, y) = 0 tehdy a jen tehdy, když x = y. Podmı́nka symetrie je zřejmě
splněna. Dále pro libovolné x, y, z ∈ X plat́ı ϕ◦d(x, z) ≤ ϕ(d(x, y)+d(y, z)) ≤ ϕ◦d(x, z)+ϕ◦d(z, y).
Tedy ϕ ◦ d je metrika.

Označme τd (resp. τϕ◦d) metrickou topologii asociovanou s d (resp. ϕ ◦ d). Bud’ ε > 0 a zvolme
δ < ϕ(ε). Pak Bϕ◦d(x, δ) = {y ∈ X | ϕ ◦ d(x, y) < δ} ⊂ {y ∈ X | ϕ ◦ d(x, y) < ϕ(ε)} = Bd(x, ε).
Obráceně, k libovolné otevřené kouli Bϕ◦d(x, ε) zvolme δ > 0 tak, aby platilo δ < ϕ−1(ε) . Pak
pro každé y ∈ Bd(x, δ) plat́ı d(x, y) < δ < ϕ−1(ε) a tedy ϕ ◦ d(x, y) < ε, t.j. y ∈ Bϕ◦d(x, ε) a
Bd(x, δ) ⊂ Bϕ◦d(x, ε). Celkově τd = τϕ◦d a metriky d, ϕ ◦ d jsou ekvivalentńı.

Metriky ϕ ◦ d a d jsou stejnoměrně ekvivalentńı: zobrazeńı id : (X, d) → (X,ϕ ◦ d), id :
(X,ϕ◦d) → (X, d) jsou stejnoměrně spojitá (k danému ε > 0 stač́ı vźıt δ = ϕ−1(ε) resp. δ = ϕ(ε)).

2. Bud’ d metrika na množině X , k > 0 č́ıslo. Ukažte, že k · d je metrika na X . Jsou metriky
d a k · d ekvivalentńı? Jsou stejnoměrně ekvivalentńı?

Ř e š e n ı́ . Klademe ϕ(t) = k · t a využijeme výsledk̊u cv. 1. k · d je metrika na X . Metriky d,
k · d jsou stejnoměrně ekvivalentńı (a tedy také ekvivalentńı).

3. Necht’ d1, d2 jsou metriky na množině X . Ukažte, že d1 + d2 je také metrika na X . Jsou-li
metriky d1, d2 ekvivalentńı, pak také metriky d1, d1 +d2 jsou ekvivalentńı. Dokažte. Plat́ı podobné
tvrzeńı pro stejnoměrně ekvivalentńı metriky d1, d2?

Ř e š e n ı́ . Př́ımo lze prověřit, že d1 + d2 je metrika. Předpokládejme, že d1, d2 jsou ekvivalentńı
a označme τ (resp. σ) metrickou topologii asociovanou s d1 (resp. d1 + d2). Z definice metriky
d1 + d2 plyne τ ⊂ σ. Ukážeme, že také σ ⊂ τ . Bud’ Bd1+d2(x, ε) libovolná otevřená koule. Zvolme
δ = ε/2. Pak množina B = Bd1(x, δ) ∩ Bd2(x, δ) je otevřená v topologii τ a lež́ı v Bd1+d2(x, ε).
Odtud σ ⊂ τ a celkově σ = τ , takže metriky d1, d1 + d2 jsou ekvivalentńı.

Předpokládejme, že metriky d1, d2 jsou stejnoměrně ekvivalentńı. Pak je zřejmě zobrazeńı
id : (X, d1 + d2) → (X, d1) stejnoměrně spojité. Vyšetř́ıme stejnoměrnou spojitost zobrazeńı
id : (X, d1) → (X, d1 + d2). Ze stejnoměrné spojitosti zobrazeńı id : (X, d1) → (X, d2) vyplývá,
že ke každému ε > 0 existuje δ1 > 0 takové, že pro každé x, y ∈ X , pro které d1(x, y) < δ1,
plat́ı d2(x, y) < ε/2. Položme δ = min{δ1, ε/2}. Pak pro každé x, y ∈ X , pro které d1(x, y) < δ,
plat́ı (d1 + d2)(x, y) = d1(x, y) + d2(x, y) < δ + ε/2 = min{δ1, ε/2} + ε/2 ≤ ε. Tı́m je dokázána
stejnoměrná spojitost zobrazeńı id : (X, d1) → (X, d1 + d2). Celkově dostáváme, že metriky d1 a
d1 + d2 jsou stejnoměrně ekvivalentńı.

4. Necht’ X je metrický prostor s metrikou d, f : X → R spojitá funkce (v metrické topologii
asociované s d). Ukažte, že zobrazeńı σ : X × X → R, definované vztahem σ(x, y) = d(x, y) +
|f(x) − f(y)|, je metrika na X . Jsou metriky σ a d ekvivalentńı? Jsou stejnoměrně ekvivalentńı?

Ř e š e n ı́ . Př́ımo lze ověřit, že funkce σ splňuje podmı́nky z definice metriky. Ukážeme, že
metriky d a σ jsou ekvivalentńı a jsou stejnoměrně ekvivalentńı právě když je funkce f stejnoměrně
spojitá.

Uvažujme kouli Bd(x, ε). Pro každé y = Bσ(x, ε) plat́ı σ(x, y) < ε, t.j. také d(x, y) < ε. Odtud
plyne, že Bσ(x, ε) ⊂ Bd(x, ε). Obráceně, necht’ Bσ(x, ε) je libovolná otevřená koule. Zvolme δ tak,
aby δ < ε/2 a aby platilo |f(x) − f(y)| < ε/2 pro každé y takové, že d(x, y) < δ; takové č́ıslo δ
existuje, nebot’ funkce f je spojitá (Věta 6. (c) odst. 5.3 str. 114). Pak Bd(x, δ) ⊂ Bσ(x, ε). Metriky
d a σ jsou tedy ekvivalentńı.

Z definice σ je zřejmé, že neńı-li zobrazeńı f : (X, d) → R stejnoměrně spojité, pak také
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zobrazeńı id : (X, d) → (X,σ) neńı stejnoměrně spojité; v tomto př́ıpadě tedy metriky d a σ nejsou
stejnoměrně ekvivalentńı.

Předpokládejme, že f je stejnoměrně spojité. Bud’ ε > 0. Zvolme δ tak, aby pro každé x, y ∈ X ,
pro které d(x, y) < δ, platilo |f(x) − f(y)| < ε/2, a položme λ = min{δ, ε/2}. Pak pro každé x,
y ∈ X , pro které d(x, y) < λ, plat́ı σ(x, y) < λ+ε/2 ≤ ε, a tedy také zobrazeńı id : (X, d) → (X,σ)
je stejnoměrně spojité. Odtud dostáváme, že je-li f : (X, d) → R stejnoměrně spojité, metriky d a
σ jsou stejnoměrně ekvivalentńı.

5. Necht’ d1, d2 jsou dvě metriky na množině X a předpokládejme, že existuj́ı č́ısla k, m > 0
taková, že k · d1 ≤ d2 ≤ m · d1. Pak jsou metriky d1, d2 stejnoměrně ekvivalentńı. Dokažte.

Ř e š e n ı́ . Tvrzeńı plyne př́ımo z definice stejnoměrně ekvivalentńıch metrik; pro d̊ukaz stej-
noměrné spojitosti zobrazeńı id : (X, d1) → (X, d2) (resp. id : (X, d2) → (X, d1)) stač́ı k libovolně
zadanému ε > 0 zvolit δ = ε/m (resp. δ = k · ε).

6. Ukažte, že zobrazeńı ρ : R × R → R, definované vztahem ρ(x, y) = |x| + |y| pro x 6= y a
ρ(x, y) = 0 pro x = y, je metrika na R. Srovnejte metrickou topologii této metriky s přirozenou
topologíı.

Ř e š e n ı́ . Pro libovolné x, y, z ∈ R plat́ı ρ(x, z) = |x|+ |z| ≤ |x|+ |z|+ 2|y| = ρ(x, y) + ρ(y, z);
ostatńı podmı́nky z definice metriky jsou evidentně splněny.

Označme τρ (resp. τ) metrickou topologii asociovanou s ρ (resp. přirozenou topologii na R).
Pro každé x, y ∈ R plat́ı |x − y| ≤ |x| + |y|, a tedy zobrazeńı id : (R, ρ) → (R, d), kde d je
Euklidova metrika na R, je stejnoměrně spojité. Odtud τ ⊂ τρ. Obráceně zvolme kouli Bρ(1, 3/2).
Podle definice je Bρ(1, 3/2) = {y ∈ R | |y| < 1/2}∪{1}, a tedy žádný otevřený interval obsahuj́ıćı
bod 1 nelež́ı v Bρ(1, 3/2). Odtud τ 6= τρ.

7. Necht’ (X1, d1), (X2, d2) jsou metrické prostory. Pro každé x, y ∈ X1 × X2, x = (x1, x2),
y = (y1, y2), klademe

ϑ(x, y) = max{d1(x1, y1), d2(x2, y2)},

d(x, y) =
(

(d1(x1, y1))
2 + (d2(x2, y2))

2
)

1
2 ;

množina X1 ×X2 s metrikou d je součin metrických prostor̊u X1, X2 (odst. 5.4). Dokažte, že ϑ je
metrika na X1 ×X2, ekvivalentńı s metrikou d.

Ř e š e n ı́ . Př́ımo lze prověřit, že ϑ splňuje podmı́nky z definice metriky. Dále je třeba dokázat,
že metrická topologie metriky ϑ je totožná se součinem metrických topologíı prostor̊u X1, X2.
Báze součinu metrických topologíı je tvořena množinami Bd1(x1, r1) ×Bd2(x2, r2). Báze metrické
topologie metriky ϑ je tvořena množinami Bϑ(x, r) = {(y1, y2) ∈ X1 ×X2 | d1(x1, y1), d2(x2, y2) <
r} = Bd1(x1, r) ×Bd2(x2, r). Odtud již plyne, že obě topologie splývaj́ı.

8. Na množině přirozených č́ısel N uvažujme diskrétńı metriku d a metriku d′, definovanou
vztahem

d′(x, y) =

∣

∣

∣

∣

1

x
− 1

y

∣

∣

∣

∣

.

Jsou tyto metriky ekvivalentńı? Jsou stejnoměrně ekvivalentńı?

Ř e š e n ı́ . Snadno se předvědč́ıme, že d′ je metrika. Pro každé n ∈ N a libovolné r < 1/n(n+1)
je Bd′(n, r) = {n}; podle Věty 2. odst. 5.2 str. 112 a př. (1) str. 125 jsou metriky d, d′ ekvivalentńı.
Uvažujme dále zobrazeńı id : (N, d′) → (N, d) a položme ε = 1/2. Bud’te x, y ∈ N libovolné
body, x 6= y. Pak pro libovolné δ > 0 z podmı́nky d′(x, y) < δ vyplývá d(x, y) = 1 > ε, uvažované
zobrazeńı tedy neńı stejnoměrně spojité a metriky d, d′ nejsou stejnoměrně ekvivalentńı.
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9. Necht’ d1 (resp. d2) je metrika na množině X1 (resp. X2). Na součinu X1 ×X2 definujeme
funkci σ vztahem σ(x, y) = d1(x1, y1) + d2(x2, y2), kde x = (x1, x2), y = (y1, y2). Ukažte, že
σ je metrika na X1 × X2. Srovnejte metrickou topologii asociovanou s metrikou σ se součinem
metrických topologíı prostor̊u (X1, d1), (X2, d2).

Ř e š e n ı́ . Snadno zjist́ıme, že σ splňuje všechny podmı́nky metriky a že je stejnoměrně ekviva-
lentńı s metrikou ϑ (cv. 7). Metrická topologie asociovaná se σ tedy splývá se součinem metrických
topologíı.

10. Necht’ pro každé i ∈ N je (Xi, di) metrický prostor, necht’ δi = min{di, 1} je ohraničená
metrika asociovaná s di. Pro x ∈ X =

∏

Xi označme xi = pri(x), kde pri je i-tá kanonická
projekce. Ukažte, že funkce ∆ : X ×X → R, definovaná vztahem

∆(x, y) = sup

{

δi(xi, yi)

i

}

,

je metrika na X . Srovnejte metriku ∆ s metrikou ρ, definovanou ve Větě 9. odst. 5.4 str. 115.

Ř e š e n ı́ . Abychom ukázali, že ∆ je metrika, stač́ı zřejmě prověřit trojúhelńıkovou nerovnost.
Pro každé i ∈ N a každé xi, yi, zi ∈ Xi plat́ı δi(xi, zi) ≤ δi(xi, yi) + δi(yi, zi). Odtud

1

i
δ(xi, zi) ≤

1

i
δi(xi, yi) +

1

i
δi(yi, zi).

Stejná nerovnost plat́ı pro suprema, t.j. ∆(x, z) ≤ ∆(x, y) + ∆(y, z).
Označme τ (resp. τ∆) součin metrických topologíı prostor̊u (Xi, δi) (resp. metrickou topolo-

gii na X , asociovanou s ∆). Bud’ B∆(x, ε) libovolná otevřená koule. Zvolme n tak, aby platilo
1/n < ε a položme V = Bd1(x1, ε) × Bd2(x2, ε) × · · · × Bdn

(xn, ε) × R × R × . . . . V je okoĺı
bodu x = (x1, x2, . . . , xn, xn+1, . . .) v topologii τ . Bud’ y ∈ X libovolný bod. Podle definice me-
triky δi plat́ı δi(xi, yi)/i ≤ 1/n pro každé i ≥ n. Proto ∆(x, y) ≤ max{δ1, (x1, y1), δ2(x2, y2)/2,
. . . , δn(xn, yn)/n, 1/n}. Plat́ı-li y ∈ V , pak di(xi, yi) < ε pro i = 1, 2, . . . , n, a tedy
max{δ1(x1, y1), δ2(x2, y2)/2, . . . , δn(xn, yn)/n, 1/n} < ε. Odtud ∆(x, y) < ε, t.j. y ∈ B∆(x, ε).
Celkem V ⊂ B∆(x, ε), t.j. τ∆ ⊂ τ . Obráceně, bud’ x ∈ X libovolný bod, U prvek báze topologie
τ v bodě x. Plat́ı U =

∏

Ui, kde Ui je otevřená množina v metrické topologii asociované s di a
Ui 6= Xi jen pro konečně mnoho index̊u i. Označme i1, i2, . . . , ik indexy, pro které Ui 6= Xi. Zvolme
εi1 , εi2 , . . . , εik

tak, aby platilo

Bdi1(xi1 , εi1) ⊂ Ui1 , . . . , Bdik
(xik

, εik
) ⊂ Uik

a zároveň εi1 , εi2 , . . . , εik
≤ 1. Necht’ ε je nejmenš́ı z č́ısel εi1 , εi2/2, . . . , εik

/k. Necht’ y ∈
B∆(x, ε) je libovolný bod. Pak ∆(x, y) < ε, t.j. δi(xi, yi)/i < ε pro každé i ∈ N. Dostáváme
tedy δi1(xi1 , yi1) < i1ε ≤ εi1 , . . . , δik

(xik
, yik

) < ikε ≤ εik
, t.j. di1(xi1 , yi1) < εi1 ≤ 1, . . . ,

dik
(xik

, yik
) < εik

≤ 1. Plat́ı tedy yi1 ∈ Ui1 , . . . , yik
∈ Uik

, t.j. y ∈ U . Celkem B∆(x, ε) ⊂ U
a τ ⊂ τ∆.

Ekvivalence metrik ∆ a ρ nyńı plyne z Věty 9. odst. 5.4 str. 115.

11. Ukažte, že na množině RN neexistuje metrická topologie totožná se silným součinem
metrických topologíı Euklidových prostor̊u R.

Ř e š e n ı́ . Předpokládejme, že na RN taková metrická topologie existuje. Pak RN má strukturu
metrického prostoru a plat́ı pro něj tvrzeńı, uvedené v Důsledku (b) Věty 5. odst. 5.2 str. 113.
Uvažujme množinu A = {(xi) ∈ RN | xi > 0, i ∈ N} ⊂ RN. Počátek 0 = (0, 0, 0, . . .) je prvkem
množiny clA, nebot’ libovolný prvek báze silného součinu topologíı obsahuj́ıćı 0 prot́ıná množinu
A. Podle Důsledku (b) Věty 5. odst. 5.2 str. 113 existuje posloupnost bod̊u an ∈ A, konverguj́ıćı
k bodu 0. Označme an = (xn,1, xn,2, . . .). Každé z č́ısel xn,i je kladné. Uvažujme okoĺı bodu 0 tvaru
B = (−x1,1, x1,1)×· · ·×x(−xn,n, xn,n)×· · ·. V množině B nelež́ı žádný bod an posloupnosti (an);
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zřejmě totiž pro č́ıslo xn,n plat́ı xn,n /∈ (−xn,n, xn,n). Posloupnost (an) tedy nekonverguje k bodu
0 v topologii silného součinu na RN. Protože posloupnost (an) byla zvolena libovolně, dostáváme
spor s předpokladem, že RN s topologíı silného součinu je metrický prostor.

12. Ukážte, že na množině RI , kde I je nespočetná indexová množina, neexistuje metrická
topologie totožná se součinem metrických topologíı Euklidových prostor̊u R.

Ř e š e n ı́ . Tvrzeńı je d̊usledkem Věty 10. odst. 5.4 str. 116.

Provedeme jiný d̊ukaz pomoćı Důsledku (b) Věty 5. odst. 5.2 str. 113. Bud’ A ⊂ RI množina
všech bod̊u (xι) takových, že xι = 0 pro konečný počet index̊u ι a xι = 1 pro ostatńı indexy ι.
Ukážeme, že počátek 0 ∈ RI (t.j. bod (xι)ι∈I , pro který xι = 0) lež́ı v množině clA. Bud’

∏

Uι

element báze topologie součinu na RI , obsahuj́ıćı bod 0. Uι = R až na konečně mnoho index̊u
ι, které označ́ıme ι1, ι2, . . . , ιn. Bud’ (xι)ι∈I ∈ A bod takový, že xι = 0 pro ι = ι1, ι2, . . . , ιn,
xι = 1 pro ostatńı ι ∈ I. Zřejmě (xι)ι∈I ∈ A ∩∏Uι, a tedy 0 ∈ clA. Dále ukážeme, že neexistuje
posloupnost (ai) bod̊u množiny A konverguj́ıćı k 0. Necht’ (ai) je libovolná posloupnost v A. Každý
bod ai má pouze konečně mnoho komponent rovných 0. Pro pevné i označme Ii podmnožinu
množiny I, sestávaj́ıćı z těch index̊u ι ∈ I, pro které ι-tá projekce bodu ai je rovna 0.

⋃

n∈N In
je spočetná množina. Jelikož I je nespočetná, existuje index α ∈ I takový, že α /∈ Ii pro žádné
i (t.j. α /∈ ⋃ Ii). Je tedy pro každý z bod̊u ai posloupnosti (ai) jeho α-tá projekce rovna 1. Bud’

nyńı Uα = (−1, 1) ⊂ R a položme U = (prα)−1(Uα). U je otevřená množina v RI , je okoĺım
bodu 0 ∈ RI , ale neobsahuje žádný z bod̊u posloupnosti (ai). Tedy posloupnost (ai) nekonverguje
k bodu 0.

Podle Důsledku (b) Věty 5. odst. 5.2 str. 113 neńı tedy součin Euklidových topologíı na RI

roven žádné metrické topologii.

13. Pro t ∈ R klademe

f(t) = (t, 2t, 3t, . . .), g(t) = (t, t, t, . . .),

h(t) = (t, t
2 ,

t
3 , . . .).

Tyto vztahy definuj́ı zobrazeńı f , g, h : R → RN. Rozhodněte, zda jsou tato zobrazeńı spojitá
v uniformńı topologii na RN.

Ř e š e n ı́ . Ukážeme, že zobrazeńı f neńı spojité v bodě 0 ∈ R. Plat́ı d(0, t) = |t| pro každé t ∈ R
a θ(0, f(t)) = sup{min{|n · t|, 1}}. Zvolme ε = 1. Předpokládejme, že existuje č́ıslo δ > 0 takové, že
z podmı́nky |t| < δ vyplývá θ(0, t) < 1. Pak nutně n · δ < 1 pro každé n ∈ N, t.j. δ < 1/n. Odtud
plyne, že δ = 0.

Zobrazeńı g je spojité. Pro každé s, t ∈ R plat́ı d(s, t) = |s− t| a θ(g(s), g(t)) = sup{min{|s−
t|, 1}} = min{|s − t|, 1}. Bud’ ε > 0 libovolné. Zvolme δ = ε. Pak pro každé s, t ∈ R, pro které
|s− t| < δ, plat́ı θ(g(s), g(t)) < ε, tedy g je dokonce stejnoměrně spojité.

Zřejmě θ(h(s), h(t)) = sup{min{|s−t|, 1}} = min{|s−t|, 1}. Analogicky jako v př́ıpadě zobrazeńı
g se tedy ukáže, že rovněž h je stejnoměrně spojité v uniformńı topologii na RN.

14. Rozhodněte, zda tyto posloupnosti (xi) v RN konverguj́ı v uniformńı topologii:

(a) x1 = (1, 1, 1, 1, . . .), x2 = (0, 2, 2, 2, . . .), x3 = (0, 0, 3, 3, . . .), . . .

(b) x1 = (1, 1, 1, 1, . . .), x2 = (0, 1/2, 1/2, 1/2, . . .), x3 = (0, 0, 1/3, 1/3, . . .), . . .

(c) x1 = (1, 0, 0, 0, . . .), x2 = (1/2, 1/2, 0, 0, . . .), x3 = (1/3, 1/3, 1/3, 0, . . .), . . .

(d) x1 = (1, 1, 0, 0, . . .), x2 = (1/2, 1/2, 0, 0, . . .), x3 = (1/3, 1/3, 0, 0, . . .), . . .

Ř e š e n ı́ . RN s uniformńı metrikou je úplný metrický prostor (Věta 22. odst. 5.9 str. 123).
Posloupnost (xi) v RN tedy konverguje právě tehdy je-li cauchyovská.

(a) Plat́ı θ(xn, xn+1) = 1 pro každé n ∈ N, uvažovaná posloupnost tedy neńı cauchyovská.

(b) θ(xn, xi) = 1/n pro každé n a každé i > n. Posloupnost (b) tedy konverguje v RN a plat́ı
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lim(xi) = (0, 0, 0, 0, . . .).

(c) , (d) V tomto př́ıpadě posloupnost (xi) konverguje k bodu (0, 0, 0, 0, . . .), nebot’

lim(θ(xi, 0)) = 0.

15. Bud’ X metrický prostor s metrikou d. Ukažte, že uzavřená koule B̄d(x, r) je uzavřená
množina v metrické topologii asociované s d. Určete vztah mezi uzavřenými množinami
clBd(x, r) a B̄d(x, r).

Ř e š e n ı́ . Podle Věty 15. odst. 5.6 str. 119 je zobrazeńı f : X → [0,∞), definované vztahem
f(y) = d(x, y), spojité. Plat́ı B̄d(x, r) = f−1([0, r]), Bd(x, r) = f−1([0, r)), takže množina B̄d(x, r)
je uzavřená a množina Bd(x, r) je otevřená. Z definice uzávěru je zřejmé, že clBd(x, r) ⊂ B̄d(x, r).
Ukážeme, že obrácená inkluze obecně neplat́ı. Uvažujme diskrétńı metriku d naX . Plat́ıBd(x0, 1) =
{x ∈ X | d(x0, x) < 1} = {x0}, B̄d(x0, 1) = {x ∈ X | d(x0, x) ≤ 1} = X , ale clBd(x0, 1) =
Bd(x0, 1) = {x0}.

16. Uvažujme RI , kde I je nekonečná množina, s uniformńı metrikou θ. Pro bod x = (xι)ι∈I

a r takové, že 0 < r < 1, položme U(x, r) =
∏

(xι − r, xι + r).

(a) Ukažte, že U(x, r) 6= B(x, r).

(b) Ukažte, že množina U(x, r) neńı otevřená v uniformńı topologii.

(c) Ukažte, že každou otevřenou kouli Bθ(x, r) lze vyjádřit jako sjednoceńı množin U(x, δ) pro
jistá δ > 0.

Ř e š e n ı́ . (a) Př́ımo z definice plyne, že Bθ(x, r) ⊂ U(x, r). Naopak pro y ∈ U(x, r) plat́ı
d(xι, yι) < r pro každé ι ∈ I, kde d označuje přirozenou metriku na R, a tedy sup{d(xι, yι)} ≤ r,
t.j. y nemuśı ležet v množině Bθ(x, r).

(b) Plat́ı U(x, r) = B̄(x, r), t.j. U(x, r) je uzavřená množina v uniformńı topologii na RI .

(c) Snadno prověř́ıme, že plat́ı Bθ(x, r) =
⋃

δ<r U(x, δ) = {y ∈ RN | θ(x, y) = δ, 0 < δ < r}.
Je-li τS silný součin přirozených topologíı na RI , z (b) plyne, že τθ 6= τS (U(x, r) neńı otevřená

množina v τθ; přitom v př. (6) odst. 5.10 str. 128 bylo ukázáno, že τθ ⊂ τS).

17. V Euklidově metrickém prostoru R3 uvažujme množinu P všech př́ımek jdoućıch
počátkem. Zvolme př́ımku p ∈ P libovolně. Pro každé ε > 0 definujeme množinu Uε(p) ⊂ P

takto: množina Uε(p) je tvořena všemi př́ımkami p′ ∈ P takovými, že jestliže x ∈ p′ a d(x, 0) = 1,
pak existuje y ∈ p tak, že d(y, 0) = 1, d(x, y) < ε (viz obr. 2).

Obr. 2

ε 



5.10. Př́ıklady 135

(a) Prověřte, že pro každé p ∈ P je systém σp = {Uε(p) | ε > 0} lokálńı báze nějaké topologie
v bodě p.

(b) Ukažte, že P je homeomorfńı s reálnou projektivńı rovinou RP 2 (cv. 30 kap. 3).

Ř e š e n ı́ .
(a) Systém σp splňuje předpoklady Věty 8. (b) odst. 1.4 str. 6, je tedy lokálńı báźı topologie na

P v bodě p.
(b) Podle cv. 30 kap. 3 stač́ı ukázat, že P je homeomorfńı s faktorovým prostorem S2/∼, kde

S2 je jednotková sféra v R3 a ∼ je ekvivalence “P ∼ Q, jestliže P = Q nebo P = −Q”. Definujeme
zobrazeńı f : P → S2/∼ vztahem f(p) = [x], kde [x] ∈ p ∩ S2/∼ a g : S2/∼→ P vztahem
G([x]) = p, kde p procháźı body x, −x, 0. Snadno se prověř́ı, že zobrazeńı f , g jsou spojitá a
vzájemně inverzńı. Zobrazeńı f je tedy homeomorfismus.

18. Necht’ (xi) (resp. (yi)) je posloupnost v metrickém prostoru X s metrikou d, konverguj́ıćı
k bodu x (resp. y). Pak posloupnost reálných č́ısel (d(xi, yi)) konverguje k bodu d(x, y) ∈ R.
Ukažte.

Ř e š e n ı́ . Podle předpokladu k libovolnému ε > 0 existuje index n tak, že pro všechna i ≥ n
plat́ı d(xi, x), d(yi, y) < ε/2. Pro i ≥ n tedy d(xi, yi) ≤ d(xi, x) + d(x, y) + d(y, yi) < ε+ d(x, y) a
zároveň d(x, y) ≤ d(x, xi)+d(xi, yi)+d(yi, y) < ε+d(xi, yi). Muśı tedy platit |d(xi, yi)−d(x, y)| < ε.

Stejnoměrně spojitá zobrazeńı

19. Rozhodněte, které z následuj́ıćıch zobrazeńı je stejnoměrně spojité:
(a) f : (R, d) → (R, d), kde d je Euklidova metrika a f(x) = kx+ q.
(b) Inverzńı zobrazeńı k zobrazeńı f z (a) (pro k 6= 0).
(c) f : (R, d) → (R, d), kde d je Euklidova metrika a f(x) = x2.
(d) f : [0, 1] → (R, d), kde d je Euklidova metrika a f(x) = x2, uvažujeme-li [0, 1] jako podprostor

(R, d).
(e) Konstantńı zobrazeńı metrického prostoru (X, d1) do metrického prostoru (Y, d2).
(f) Zobrazeńı f : (0, 1) → R, kde f(x) = sin(1/x) a množiny (0, 1) ⊂ R a R jsou uvažovány s

přirozenou topologíı.

Ř e š e n ı́ .
(a) Pro k = 0 je f konstantńı zobrazeńı a je zřejmě stejnoměrně spojité. Pro k 6= 0 je f také

stejnoměrně spojité (k danému ε > 0 vezmeme δ = ε/|k|).
(b) Plat́ı f−1(x) = (x− q)/k, tedy f−1 je stejnoměrně spojité podle (a).
(c) Zobrazeńı f neńı stejnoměrně spojité: zvolme ε = 1 a pro libovolné δ > 0 položme x = 1/δ,

y = 1/δ + δ/2. Pak |x− y| = δ/2 < δ, ale |x2 − y2| = (2/δ + δ/2)δ/2 ≥ 1 = ε.
(d) Zobrazeńı f je stejnoměrně spojité: Bud’ ε > 0 libovolné, δ = ε/2. Pak |x− y| < δ implikuje

|x2 − y2| = |x+ y| |x− y| ≤ 2|x− y| < ε, nebot’ |x+ y| ≤ 2 pro každé x, y ∈ [0, 1].
(e) Pro libovolné x, y ∈ X plat́ı d2(f(x), f(y)) = 0, takže konstantńı zobrazeńı je stejnoměrně

spojité.
(f) Zobrazeńı f neńı stejnoměrně spojité. Bud’ ε libovolné, 0 < ε < 2. Ukážeme, že k libovolnému

δ > 0 lze naj́ıt x, y ∈ (0, 1) tak, že |x − y| < δ a |sin(1/x) − sin(1/y)| > ε. Pro libovolné k celé
kladné klademe

x =
2

(4k + 3)π
, y =

2

(4k + 1)π
.

K libovolnému δ > 0 vybereme k tak, aby platilo |x − y| < δ. Pro libovolné k ovšem plat́ı
|sin(1/x) − sin(1/y)| = 2 > ε.

20. Necht’ f , g : R → R jsou stejnoměrně spojité funkce vzhledem k přirozené metrice na R.
Jsou funkce f + g a f · g stejnoměrně spojité?
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Ř e š e n ı́ . Součet stejnoměrně spojitých funkćı je stejnoměrně spojitá funkce. Ukážeme to.
Označme h = f + g. Bud’ ε > 0. Existuje δ1 > 0 (resp. δ2 > 0) tak, že |f(x) − f(y)| < ε/2
(resp. |g(x) − g(y)| < ε/2) pro každé x, y, pro které |x − y| < δ1 (resp. |x − y| < δ2). Položme
δ = min{δ1, δ2}. Pak pro každé x, y ∈ R, pro které plat́ı |x − y| < δ, je |h(x) − h(y)| ≤
|f(x) − f(y)| + |g(x) − g(y)| < ε.

Součin stejnoměrně spojitých funkćı nemuśı být stejnoměrně spojitá funkce; př́ıkladem je funkce
f(x) = x · x = x2.

21. Uved’te př́ıklad zobrazeńı f : X1 → X2, které je stejnoměrně spojité jako zobrazeńı met-
rických prostor̊u (X1, d1), (X2, d2) a neńı stejnoměrně spojité jako zobrazeńı metrických prostor̊u
(X1, d

′
1), (X2, d

′
2), kde d1, d

′
1 a d2, d

′
2 jsou ekvivalentńı metriky.

Ř e š e n ı́ . Na množině reálných č́ısel R uvažujme přirozenou metriku d(x, y) = |x−y| a metriku

d′(x, y) =

∣

∣

∣

∣

x

1 + |x| −
y

1 + |y|

∣

∣

∣

∣

.

V př. (4) odst. 5.10 str. 126 jsme ukázali, že tyto metriky jsou ekvivalentńı a že identické zobrazeńı
id : (R, d′) → (R, d) neńı stejnoměrně spojité. idR je ovšem stejnoměrně spojité jako zobrazeńı
(R, d) do (R, d). Zobrazeńı idR má tedy požadované vlastnosti.

Uvedený př́ıklad tedy ilustruje tu skutečnost, že pojem stejnoměrně spojitého zobrazeńı neńı
topologický (nezachovává se při homeomorfismech), ale metrický; podobnou vlastnost maj́ı pojmy
cauchyovská posloupnost, úplnost, kontrakce, izometrie.

Cauchyovské posloupnosti, úplné metrické prostory

22. Uved’te př́ıklad posloupnosti, která je cauchyovská v metrice d a neńı cauchyovská v ekvi-
valentńı metrice d′.

Ř e š e n ı́ . Uvažujme množinu reálných č́ısel R s metrikou d′ z cv. 21. Ukážeme, že posloupnost
{1, 2, 3, . . .} je cauchyovská v této metrice. Bud’ ε > 0 libovolné, zvolme n > 1/ε. Pak pro libovolné
i > n plat́ı

d′(n, i) =

∣

∣

∣

∣

n

1 + n
− 1 + 1 − i

1 + i

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

1

1 + i
− 1

1 + n

∣

∣

∣

∣

=
1

1 + n
− 1

1 + i
<

1

1 + n
<

1

1 + 1
ε

=
ε

1 + ε
< ε.

Uvažovaná posloupnost ovšem neńı cauchyovská v Euklidově metrice na R: pro každé n a každé
i > n plat́ı d(n, i) = i− n ≥ 1.

23. Uved’te př́ıklad cauchyovské posloupnosti, která neńı konvergentńı.

Ř e š e n ı́ . Je třeba naj́ıt metrický prostor, který neńı úplný, a cauchyovskou posloupnost
v tomto metrickém prostoru, která neńı konvergentńı. Uvažujme interval (0, 1) jako podprostor
R s přirozenou metrikou. Posloupnost (1/n)n∈N je konvergentńı v R (lim(1/n) = 0); je cauchy-
ovská a neńı konvergentńı v (0, 1).

Daľśım př́ıkladem je množina racionálńıch č́ısel Q, uvažovaná jako podprostor R s přirozenou
metrikou. Posloupnost {3; 3,1; 3,14; 3,141; 3,1415; . . .}, konverguj́ıćı v R k iracionálńımu č́ıslu π,
je cauchyovská v Q a neńı tam konvergentńı.

24. (a) Nalezněte metrický prostor, který je zúplněńım intervalu (0, 1), uvažovaného jako pod-
prostor R s přirozenou topologíı.

(b) Vyberme dva body nelež́ıćı v R a označme je −∞, +∞. Dále označme R∗ = R∪{−∞,+∞}
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a položme

d∗(x, y) =

∣

∣

∣

∣

x

1 + |x| −
y

1 + |y|

∣

∣

∣

∣

, x, y ∈ R,

d∗(x,−∞) =

∣

∣

∣

∣

x

1 + |x| + 1

∣

∣

∣

∣

, d(x,+∞) =

∣

∣

∣

∣

x

1 + |x| − 1

∣

∣

∣

∣

, x ∈ R,

d∗(−∞,+∞) = 2.

Dokažte, že d∗ je metrika na R a že metrický prostor (R, d∗) je zúplněńım metrického prostoru
(R, d′) z př. (4) odst. 5.10 str. 126.

Ř e š e n ı́ .
(a) Kanonické vnořeńı ι : ((−1, 1), d) → (R, d) je zřejmě izometrie. Zúplněńım metrického

prostoru ((−1, 1), d) je tedy metrický prostor cl(−1, 1), uvažovaný jako podprostor (R, d).
(b) Platnost podmı́nek z definice metriky se prověř́ı standardńım zp̊usobem. Zobrazeńı id :

(R, d′) → (R, d∗) je izometrie. Urč́ıme uzávěr množiny R v metrické topologii, asociované s me-
trikou d. Bud’ ε > 0 libovolné, uvažujme kouli Bd∗(−∞, ε). Položme x = −1/ε. Zřejmě x ∈ R
a

d∗(x,−∞) =

∣

∣

∣

∣

x+ |x| + 1

1 + |x|

∣

∣

∣

∣

=
1

1 + 1
ε

<
1
1
ε

= ε,

t.j. x ∈ Bd∗(−∞, ε) a tedy −∞ ∈ clR. Podobně se ukáže, že +∞ ∈ clR, odkud clR = R.

25. Cantorova věta. Metrický prostorX je úplný právě tehdy, když každá klesaj́ıćı posloupnost
A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ . . . neprázdných uzavřených množin v X takových, že lim δ(Ai) = 0, má
neprázdný pr̊unik, Dokažte.

Ř e š e n ı́ . Necht’ X je úplný metrický prostor, (Ai)i∈N posloupnost uzavřených množin taková,
že (a) Ai 6= ∅ pro každé i ∈ N, (b) Ai+1 ⊂ Ai pro každé i ∈ N, (c) lim δ(Ai) = 0, kde δ označuje
pr̊uměr množiny. Ke každému i zvolme bod xi ∈ Ai. Pro posloupnost (xi) plat́ı, že všechny jej́ı body
xk pro k ≥ j lež́ı v množině Aj . Z předpokladu (c) vyplývá, že tato posloupnost je cauchyovská,
konverguje tedy k jistému bodu x ∈ X . To ovšem znamená, že x ∈ clAi pro i = 1, 2, 3, . . .. Jelikož
každá z množin Ai je uzavřená, dostáváme

⋂

Ai 6= ∅.
Obráceně předpokládejme, že X je metrický prostor splňuj́ıćı podmı́nku z Cantorovy věty. Bud’

(xi) cauchyovská posloupnost v X . Pro každé i klademe Ai = cl{xi, xi+1, xi+2, . . .}. Systém množin
(Ai)i∈N má všechny požadované vlastnosti, existuje proto prvek x ∈ ⋂Ai. Podle Lemmatu 2. odst.
5.5 str. 117 plat́ı x = limxi, což dokazuje, že X je úplný metrický prostor.

Kontrakce, izometrie

26. Uvažujme množinu reálných č́ısel R s Euklidovou metrikou a interval [0, 1] jako podprostor
R. Rozhodněte, která z následuj́ıćıch zobrazeńı jsou izometrie:

(a) f : R → R, f(x) = k · x, k 6= 0, 1.
(b) f : R → R, f(x) = x+ q.
(c) f : R → R, f(x) = x2.
(d) f : [0, 1] → R, f(x) = x2.

Ř e š e n ı́ . Zobrazeńı (b) je izometrie pro každé q ∈ R, ostatńı zobrazeńı nejsou izometrie.

27. (a) Uved’te př́ıklady kontrakćı. (b) Uved’te př́ıklad zobrazeńı metrického prostoru do sebe,
které je kontrakćı a přitom nemá žádný pevný bod.

Ř e š e n ı́ . (a) Konstantńı zobrazeńı metrického prostoru do sebe je kontrakce. Zobrazeńı f :
R → R, definované vztahem f(x) = k · x + q, je kontrakce pro |k| < 1 (v přirozené metrice).
Uvažujeme-li interval [−1/3, 1/3] jako podprostor R, pak zobrazeńı f : [−1/3, 1/3] → R, definované
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vztahem f(x) = x2, je kontrakce: pro každé x, y ∈ [−1/3, 1/3] plat́ı |x2 − y2| = |x − y| · |x + y| ≤
2/3|x − y|. Funkce f : [a, b] → [a, b], která splňuje na intervalu [a, b] Lipschitzovu podmı́nku
|f(y)−f(x)| ≤ k|y−x| s konstantou k < 1, je kontrakce. Tato podmı́nka je např. splněna v př́ıpadě,
kdy f má na intervalu [a, b] derivaci f ′, která je ohraničená konstantou k < 1 (Lagrangeova věta
o středńı hodnotě).

28. Uvažujme zobrazeńı f : Rn → Rn, f = (f1, f2, . . . , fn), definované vztahem

f i(x) =

n
∑

k=1

ai
kx

k + bi, 1 ≤ i ≤ n,

kde ai
k, bi ∈ R. Je f kontrakce, uvažujeme-li na Rn metriku (a) ϑ, (b) σ, (c) d, kde

ϑ(x, y) = max
1≤i≤n

{|xi − yi|}, σ(x, y) =

n
∑

i=1

|xi − yi|,

d(x, y) =

(

n
∑

i=1

(xi − yi)2

)
1
2

?

Ř e š e n ı́ . (a) Plat́ı

ϑ(f(x), f(y)) = max
1≤i≤n

{∣

∣

∣

∣

∣

∑

k

ai
k(xk − yk)

∣

∣

∣

∣

∣

}

≤ max
1≤i≤n

{

∑

k

(|ai
k| |xk − yk|)

}

≤ max
1≤i≤n

{(

∑

k

|ai
k|
)

· max
1≤i≤n

{|xk − yk|}
}

= max
1≤i≤n

{

∑

k

|ai
k|
}

· ϑ(x, y).

Odtud dostáváme podmı́nku kontraktivnosti zobrazeńı f ve tvaru

n
∑

k=1

|ai
k| < 1, 1 ≤ i ≤ n.

(b) Analogicky jako v (a) dostaneme

n
∑

k=1

|ai
k| < 1, 1 ≤ i ≤ n.

(c) S využit́ım Cauchyovy–Bunjakovského nerovnosti (cv. 4 kap. 3) dostaneme analogicky jako
v (a)

n
∑

i,j=1

(ai
j)

2 < 1.

Bodová a stejnoměrná konvergence

29. Zformulujte definici bodově konvergentńı posloupnosti zobrazeńı množinyX do metrického
prostoru Y s metrikou d pomoćı d.

Ř e š e n ı́ . Řekneme, že posloupnost (fn)n∈N zobrazeńı fn : X → Y konverguje bodově k zob-
razeńı f : X → Y , jestliže pro každé x ∈ X a každé ε > 0 existuje přirozené č́ıslo n0(x, ε) takové,
že pro každé n ≥ n0 plat́ı d(fn(x), f(x)) < ε.

Tato definice je zřejmě ekvivalentńı definićı, uvedené v Př. (2) (d) odst. 4.5 str. 95.
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30. Uved’te př́ıklad posloupnosti zobrazeńı, která konverguje bodově, ale nekonverguje stej-
noměrně.

Ř e š e n ı́ . Necht’ X = (0, 1) ⊂ R, Y = R (s Euklidovou metrikou). Uvažujme posloupnost (fn)
v Y X , kde fn(x) = xn. Posloupnost (fn) zřejmě konverguje bodově na intervalu (0, 1) k funkci
f = 0. Ukážeme, že (fn) nekonverguje stejnoměrně k f = 0. Zvolme ε = 1/2. Bud’ n0 ∈ N takové,
že pro n ≥ n0 a každé x ∈ (0, 1) plat́ı |fn(x) − f(x)| < 1/2, t.j. |xn| < 1/2. Pak také |xn0 | < 1/2
pro každé x ∈ (0, 1). Ovšem limxn0 = 1 pro x→ 1, což je spor. Z Důsledku Věty 25. odst. 5.9 str.
125. nyńı vyplývá, že f nekonverguje stejnoměrně.

31. Cauchyovo–Bolzanovo kriterium stejnoměrné konvergence. Necht’ X je množina, Y met-
rický prostor s metrikou d.

(a) Konverguje-li posloupnost zobrazeńı fn : X → Y stejnoměrně, pak k libovolnému ε > 0
existuje index n tak, že pro každé i, j ≥ n a každé x ∈ X plat́ı d(fi(x), fj(x)) < ε.

(b) Předpokládejme, že metrický prostor Y je úplný a k libovolnému ε > 0 existuje index n tak,
že pro každé i, j ≥ n a každé x ∈ X plat́ı d(fi(x), fj(x)) < ε. Pak posloupnost (fn) konverguje
stejnoměrně.

Dokažte.

Ř e š e n ı́ . (a) Předpokládejme, že posloupnost (fn) konverguje stejnoměrně. Necht’ ε > 0.
Existuje n ∈ N takové, že pro každé i ≥ n a každé x ∈ X plat́ı d(fi(x), f(x)) < ε/2, kde
f označuje limitu (fn). Necht’ i, j ≥ n. Pak z trojúhelńıkové nerovnosti dostaneme d(fi(x),
fj(x)) < ε.

(b) Z předpoklad̊u plyne, že pro pevné y ∈ X je posloupnost (fn(y))n∈N cauchyovská. Existuje
tedy limita f(y) = lim fn(y) pro n → ∞. Posloupnost (fn) tedy konverguje bodově k funkci f .
Bud’ ε > 0. Podle předpokladu existuje n ∈ N takové, že pro každé i, j ≥ n a každé x ∈ X plat́ı
d(fi(x), fj(x)) < ε/2, t.j. lim d(fi(x), fj(x)) = d(fi(x), f(x)) ≤ ε/2 < ε pro každé i ∈ N (limita
pro j → ∞). Tedy posloupnost (fn) konverguje stejnoměrně k f .





Část 6

Regulárńı, normálńı a parakompaktńı prostory

Můžeme-li v Hausdorffově topologickém prostoru oddělit otevřenými množinami libo-
volnou uzavřenou množinu a bod, který v ńı nelež́ı, ř́ıkáme, že tento prostor je regulárńı;
můžeme-li oddělit libovolné dvě disjunktńı uzavřené množiny, ř́ıkáme, že je normálńı. Defi-
nice parakompaktńıho prostoru je složitěǰśı. Budeme ř́ıkat, že Hausdorff̊uv topologický pro-
stor je parakompaktńı, jestliže ke každému jeho otevřenému pokryt́ı lze naj́ıt lokálně konečné
otevřené zjemněńı, t.j. nové otevřené pokryt́ı s těmito vlastnostmi: (1) Každá množina patř́ıćı
novému pokryt́ı lež́ı celá v nějaké množině p̊uvodńıho pokryt́ı, (2) každý bod topologického
prostoru má okoĺı, prot́ınaj́ıćı se s nejvýše konečně mnoha množinami nového pokryt́ı. Uka-
zuje se, že každý parakompaktńı prostor je normálńı a každý normálńı prostor je regulárńı.

Tato kapitola je věnována studiu výše uvedených topologických prostor̊u. Obsahuje
mnohé fundamentálńı teorémy, d̊uležité nejen v topologii, ale také v analýze a diferenciálńı
geometrii. Uvedeme stručně hlavńı výsledky.

V odst. 6.2 dokazujeme, že k libovolným dvěma disjunktńım uzavřeným množinám A, B
v normálńım topologickém prostoru X existuje spojitá reálná funkce na X , nabývaj́ıćı hod-
not v intervalu [0, 1], rovna 0 na A a rovna 1 na B (Urysohnovo lemma). Je zde také dokázán
Tietze̊uv teorém o tom, že topologický prostor je normálńı právě když má tu vlastnost, že
libovolnou spojitou reálnou funkci, definovanou na jeho uzavřeném podprostoru, lze spojitě
rozš́ı̌rit na celý prostor. V odst. 6.4 je zaveden d̊uležitý pojem spojitého rozkladu jednotkové
funkce, kompatibilńıho s daným otevřeným pokryt́ım normálńıho prostoru; je zde dokázáno,
že ke každému lokálně konečnému otevřenému pokryt́ı normálńıho prostoru existuje s ńım
kompatibilńı rozklad jednotkové funkce. V odst. 6.5 se zabýváme problémem metrizovatel-
nosti regulárńıho prostoru, t.j. problémem existence metriky, jej́ıž metrická topologie splývá
se zadanou topologíı. Dokazuje Urysohnovu–Tichonovovu větu o tom, že každý regulárńı
prostor druhého typu spočetnosti je metrizovatelný. Dále dokazujeme Nagatovo–Smirnovovo
kriterium metrizovatelnosti (obecného) topologického prostoru, které ř́ıká, že topologický
prostor je metrizovatelný tehdy a jen tehdy, je-li regulárńı a má jistou speciálńı (spočetně
lokálně konečnou) bázi topologie. V odst. 6.6 se zabýváme parakompaktńımi prostory, které
maj́ı velký význam předevš́ım tam, kde je třeba k libovolnému otevřenému pokryt́ı nalézt
s ńım kompatibilńı rozklad jednotkové funkce. Je tomu tak např. v teorii topologických a
hladkých variet, kde se rozklad jednotkové funkce použ́ıvá ke konstrukci “globálńıch” ob-
jekt̊u (např. zobrazeńı) pomoćı “lokálńıch” údaj̊u, definovaných na otevřených množinách
daného pokryt́ı. Dokazujeme, že v parakompaktńıch prostorech požadovaný rozklad jed-
notkové funkce vždy existuje. Dále v odst. 6.6 uvád́ıme Stone̊uv teorém o tom, že každý
metrizovatelný topologický prostor je parakompaktńı.

Poznamenáváme, že při studiu literatury se čtenář může setkat s rozd́ılnou terminologíı,
než je použ́ıvaná v těchto skriptech; tak např. pojem regulárńıho prostoru je někdy definován
bez předpokladu oddělitelnosti. To může ovšem vést k rozd́ılným formulaćım ekvivalentńıch
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tvrzeńı; nemá-li pak doj́ıt k nedorozuměńım, je třeba mı́t na zřeteli soustavu definic, kterou
ten-který autor použ́ıvá.

6.1. Regulárńı prostory

Hausdorff̊uv topologický prostor X se nazývá regulárńı, jestliže ke každé uzavřené
množině A ⊂ X a každému bodu x ∈ X, který nelež́ı v A, existuje okoĺı U množiny
A a okoĺı V bodu x tak, že U ∩ V = ∅.

Věta 1. Bud’ X Hausdorff̊uv topologický prostor. Následuj́ıćı dvě podmı́nky jsou ekvi-
valentńı:

(1) X je regulárńı.

(2) Každé okoĺı U libovolného bodu x ∈ X obsahuje okoĺı V bodu x takové, že clV ⊂ U .

Důkaz.
1. Bud’ X regulárńı prostor, x ∈ X bod, U jeho okoĺı. Množina A = X\U je uzavřená

a x /∈ A. Existuje tedy okoĺı V bodu x a okoĺı W množiny A tak, že V ∩W = ∅. Pak
V ⊂ X\W , clV ⊂ cl(X\W ) = X\W , t.j. clV ∩W = ∅. Odtud clV ∩A = clV ∩(X\U) = ∅,
t.j. clV ⊂ U .

2. Obráceně předpokládejme, že ke každému x ∈ X a každému okoĺı U bodu x existuje
okoĺı V bodu x tak, že clV ⊂ U . Bud’ A ⊂ X uzavřená množina, y ∈ X bod nelež́ıćı v A.
Položme U = X\A. U je okoĺı bodu y, existuje tedy okoĺı V bodu y takové, že clV ⊂ X\A.
X\ cl V je otevřená množina obsahuj́ıćı A přičemž plat́ı V ∩ (X\ cl V ) = ∅. Topologický
prostor X je tedy regulárńı.

Poznamenáváme, že v prvńı části d̊ukazu Věty 1. odst. 6.1 str. 142 jsme nevyužili
předpoklad, že X je Hausdorff̊uv.

Věta 2. (a) Podprostor regulárńıho topologického prostoru je regulárńı.
(b) Součin libovolného systému regulárńıch topologických prostor̊u je regulárńı.

Důkaz.
(a) Podprostor A regulárńıho prostoru X je Hausdorff̊uv (Věta 2. odst. 3.1 str. 32).

Zvolme uzavřenou množinu B v A a bod x ∈ A nelež́ıćı v B. Plat́ı B = clX B ∩ A (Věta
4. (a) odst. 3.1 str. 32), a tedy clX B 63 x. Zvolme okoĺı U bodu x a okoĺı V množiny
clX B (v X) tak, že U ∩ V = ∅. Pak U ∩ A, V ∩ A jsou hledaná okoĺı bodu x a množiny
B v podprostoru A ⊂ X.

(b) Bud’ (Xι)ι∈I systém regulárńıch prostor̊u. Bud’ x ∈ ∏Xι libovolný bod, U element
báze topologie součinu na

∏

Xι v bodě x. Pak U =
∏

Uι, kde Uι 6= Xι pro nejvýše konečnou
množinu index̊u ι; označme tyto indexy ι1, ι2, . . . , ιn. Z regularity topologických prostor̊u
Xι1 , Xι2 , . . . , Xιn vyplývá, že každý bod xιi = prιi(x) ∈ Xιi , kde 1 ≤ i ≤ n, má okoĺı Vιi

takové, že clVιi ⊂ Uιi . Položme V =
∏

Vι, kde Vι = Xι pro všechna ι 6= ι1, ι2, . . . , ιn. V je
zřejmě okoĺı bodu x a plat́ı clV =

∏

clVι ⊂
∏

Uι = U (Věta 12. odst. 3.3 str. 37). Podle
Věty 1. odst. 6.1 str. 142 je tedy součin

∏

Xι regulárńı topologický prostor.

Tvrzeńı, které nyńı dokážeme, ukazuje, že spojitá zobrazeńı s hodnotami v regulárńıch
prostorech, definovaná na hustých podmnožinách, lze spojitě rozš́ı̌rit tehdy a jen tehdy,
jestliže je lze spojitě rozš́ı̌rit “bod po bodu”.
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Věta 3. Bud’ X topologický prostor, Y regulárńı topologický prostor, A ⊂ X hustá
množina a f : A→ Y spojité zobrazeńı. Následuj́ıćı dvě podmı́nky jsou ekvivalentńı:

(1) Existuje spojité rozš́ıřeńı zobrazeńı f na topologický prostor X.
(2) Pro každé x ∈ X existuje spojité rozš́ıřeńı zobrazeńı f na topologický podprostor

A ∪ {x} ⊂ X.

Důkaz. Stač́ı dokázat, že z podmı́nky (2) vyplývá podmı́nka (1).
Předpokládejme, že je splněna podmı́nka (2). Pro každé x ∈ X necht’ fx : A∪{x} → Y

je spojité rozš́ı̌reńı zobrazeńı f . Položme g(x) = fx(x). Pro x ∈ A je A ∪ {x} = A, t.j.
fx = f a tedy g(x) = f(x). Dostáváme tak zobrazeńı g : X → Y , které je rozš́ı̌reńım f na
X. Je ťreba ukázat, že zobrazeńı g je spojité.

Bud’ x0 ∈ X libovolný bod, bud’ U okoĺı bodu g(x0). Jelikož Y je regulárńı, existuje
okoĺı V bodu g(x0) tak, že clV ⊂ U (Věta 1. odst. 6.1 str. 142). Ze spojitosti zobrazeńı
fx0 : A ∪ {x0} → Y vyplývá, že f−1

x0
(V ) je okoĺı bodu x0 v A ∪ {x0}. Existuje tedy okoĺı

W bodu x0 v X takové, že (A ∪ {x0}) ∩W = f−1
x0

(V ).
Ukážeme, že g(cl(A ∩W )) ⊂ clV . Necht’ x ∈ cl(A ∩W ). Zároveň x ∈ A ∪ {x}, takže

x ∈ cl(A ∩ W ) ∩ (A ∪ {x}) = clA∪{x}(A ∩ W ) (Věta 4. (a) odst. 3.1 str. 142). Bod
g(x) = fx(x) tedy paťŕı množině fx(clA∪{x}(A ∩W )). Ovšem ze spojitosti fx vyplývá, že
fx(clA∪{x}(A ∩W )) ⊂ cl fx(A ∩W ) (Věta 2. odst. 2.1 str. 18). Dále fx|A = f = fx0|A,

takže cl fx(A ∩W ) = cl fx0(A ∩W ) ⊂ cl fx0((A ∪ {x0}) ∩W ) = cl fx0(f
−1
x0

(V )) = cl(V ∩
fx0(A ∪ {x0})) ⊂ clV . Bod g(x) tedy lež́ı v clV , t.j. plat́ı g(cl(A ∩W )) ⊂ clV .

Všimněme si, že cl(A ∩W ) = clW . Skutečně, cl(A ∩W ) ⊂ clW jelikož A ∩W ⊂ W .
Obráceně necht’ y ∈W je libovolný bod. Zvolme jeho okoĺı Wy. Pak Wy ∩W je opět okoĺı
bodu y. Množina A je hustá v X, takže (Wy ∩W )∩A = Wy ∩ (W ∩A) 6= ∅ a bod y tedy
muśı paťrit uzávěru cl(W ∩A). Muśı tedy platit rovnost cl(A ∩W ) = clW .

Ukážeme, že pro okoĺı W bodu x0 plat́ı g(W ) ⊂ U , č́ımž bude dokázána spojitost
zobrazeńı g v bodě x0. Z již dokázaných tvrzeńı vyplývá, že g(W ) ⊂ g(clW ) = g(cl(A ∩
W )) ⊂ clV ⊂ U a t́ım je naše tvrzeńı dokázáno.

6.2. Normálńı prostory

Hausdorff̊uv topologický prostor X se nazývá normálńı, jestliže ke každým dvěma dis-
junktńım uzavřeným množinám A, B ⊂ X existuje okoĺı U množiny A a okoĺı V množiny
B tak, že U ∩ V = ∅.

Jelikož v Hausdorffově topologickém prostoru je jednobodová množina uzavřená (Věta
14. odst. 1.7 str. 8), normálńı topologický prostor je regulárńı.

Věta 4. Bud’ X Hausdorff̊uv topologický prostor. Následuj́ıćı dvě podmı́nky jsou ekvi-
valentńı:

(1) X je normálńı.
(2) Každé okoĺı U libovolné uzavřené množiny A ⊂ X obsahuje okoĺı V množiny A

takové, že clV ⊂ U .

Důkaz. 1. Bud’ X normálńı prostor, A ⊂ X uzavřená množina. U jej́ı okoĺı. Množina
B = X\U je uzavřená a A ∩B = ∅. Existuje tedy okoĺı V množiny A a okoĺı W množiny
B tak, že V ∩W = ∅. Pak V ⊂ X\W , clV ⊂ cl(X\W ) = X\W , t.j. clV ∩W = ∅. Odtud
clV ∩B = clV ∩ (X\U) = ∅, t.j. clV ⊂ U .

2. Obráceně, necht’ A, B jsou dvě disjunktńı uzavřené množiny vX. Položme U = X\A.
U je okoĺı množiny B, existuje tedy takové okoĺı V množiny B, že clV ⊂ U . Pak X\ cl V
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je otevřená množina obsahuj́ıćı A a plat́ı (X\ cl V )∩ V = ∅. X je tedy normálńı, nebot’ je

podle předpokladu Hausdorff̊uv.

Věta 5. Uzavřený podprostor normálńıho prostoru je normálńı.

Důkaz. Bud’ X normálńı prostor, Y ⊂ X uzavřený podprostor, A, B ⊂ Y disjunktńı

množiny uzavřené v Y . Podle Věty 4. (c) odst. 3.1 str. 32 jsou množina A, B uzavřené

v X. Vezměme disjunktńı okoĺı U (resp. V ) množiny A (resp. B). Pak U ∩ Y , V ∩ Y jsou

okoĺı A a B v Y a (U ∩ Y ) ∩ (V ∩ Y ) = ∅. Y je Hausdorff̊uv, je tedy normálńı.

Podprostor normálńıho prostoru obecně nemuśı být normálńı (viz. cvičeńı ke kap. 7).

Součin systému normálńıch prostor̊u nemuśı být normálńı (cv. 4 kap. 6).

Následuj́ıćı dvě věty vyjasňuj́ı vztah mezi regulárńımi, metrickými a normálńımi topo-

logickými prostory.

Věta 6. Regulárńı topologický prostor druhého typu spočetnosti je normálńı.

Důkaz. Bud’ X regulárńı prostor druhého typu spočetnosti, σ jeho spočetná báze, A,

B ⊂ X disjunktńı uzavřené množiny. Množina X\B je otevřená a A ⊂ X\B. Ke každému

bodu x ∈ A tedy existuje jeho okoĺı Ux tak, že Ux ⊂ X\B, t.j. Ux ∩ B = ∅. Z regularity

X vyplývá, že existuje okoĺı Vx bodu x tak, že clVx ⊂ U (Věta 1. odst. 6.1 str. 142).

Bez újmy na obecnosti možno předpokládat, že Vx ∈ σ. Pak podle předpokladu systém

množin (Vx)x∈A je spočetný a můžeme jej uspořádat v posloupnost (V1, V2, V3, . . .). Pro

každé i = 1, 2, 3, . . . plat́ı clVi ∩B = ∅ a systém množin (V1, V2, V3, . . .) pokrývá množinu

A.

Analogicky sestroj́ıme spočetné pokryt́ı (W1,W2,W3, . . .) množiny B takové, že clWi ∩
A = ∅ pro každé i = 1, 2, 3, . . . .

Položme

V(k) = Vk\
k
⋃

i=1

clWi, W(k) = Wk\
k
⋃

i=1

clVi.

Jelikož

V(k) =

(

X\
k
⋃

i=1

clWi

)

∩ Vk, W(k) =

(

X\
k
⋃

i=1

clVi

)

∩Wk,

každá z množin V(k),W(k) je otevřená. Množina V =
⋃

V(k) (resp. W =
⋃

W(k)) obsahuje A

(resp. B). Zbývá tedy prověřit, že V ∩W = ∅. Předpokládejme, že existuje bod x ∈ V ∩W .

Pak muśı existovat indexy j, k tak, že x ∈ V(j) ∩W(k). Necht’ např. j ≤ k. Pak x ∈ Vj a

zároveň

x /∈
k
⋃

i=1

clVi,

t.j. x /∈ clVj. Dostáváme tedy spor, který ukazuje, že muśı platit V ∩W = ∅.

Věta 7. Metrický prostor je normálńı.
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Důkaz. Bud’te A, B dvě disjunktńı uzavřené množiny v metrickém prostoru X s met-
rikou d. Pro každé x ∈ X klademe

f(x) =
d(x,A)

d(x,A) + d(x,B)
.

Z disjunktnosti a uzavřenosti A, B vyplývá, že d(x,A) + d(x,B) > 0 pro každé x ∈ X;
jinak by totiž bod x ležel jak v množině A tak v množině B. Dále funkce f : X → R je
spojitá, jelikož funkce x → d(x,A), x → d(x,B) jsou stejnoměrně spojité (Věta 15. odst.
5.6 str. 119) a tedy také spojité. Přitom f |A = 0, f |B = 1. Klademe

U = f−1
((

2
3 ,

4
3

))

, V = f−1
((

−1
3 ,

1
3

))

.

Pak U (resp. V ) je okoĺı množiny B (resp. A) a plat́ı U ∩ V = ∅.

Důsledek. (a) Podprostor metrického prostoru je normálńı. (b) Součin spočetného
systému metrických prostor̊u je normálńı.

Důkaz. Tvrzeńı vyplývá z toho, že podprostor metrického prostoru a součin spočet-
ného systému metrických prostor̊u je metrický prostor (Věta 7. odst. 5.4 str. 114, Věta 9.
odst. 5.4 str. 115).

Řı́káme, že spojitá reálná funkce f , definovaná na topologickém prostoru X a nabý-
vaj́ıćı hodnot v intervalu [0, 1], odděluje disjunktńı uzavřené množiny A, B ⊂ X, jestliže
f |A = 0, f |B = 1.

Dokážeme nyńı jeden z prvńıch hlubš́ıch teorémů, se kterými se čtenář setká v těchto
skriptech, teorém, který se často nazývá Uryschnovo lemma. Význam Urysohnova lem-
matu spoč́ıvá předevš́ım v tom, že s jeho využit́ım se dokazuj́ı daľśı základńı výsledky,
jakými jsou např. Tietzeova věta o rozš́ı̌reńı spojitých funkćı, věta o existenci spojitého
rozkladu jednotkové funkce, kompatibilńıho s lokálně konečným pokryt́ım normálńıho pro-
storu a Urysohnova–Tichonovova věta o metrizovatelnosti regulárńıho prostoru druhého
typu spočetnosti. Pozoruhodný je rovněž d̊umyslný d̊ukaz Urysohnova lammatu.

Věta 8. (Urysohnovo lemma) Bud’te A, B disjunktńı uzavřené množiny v normálńım
topologickém prostoru X. Existuje spojitá funkce f : X → [0, 1] taková, že f(x) = 0 pro
každé x ∈ A a f(x) = 1 pro každé x ∈ B.

Důkaz. Zvolme okoĺı U (resp. V ) množiny A (resp. B) tak, že U ∩ V = ∅. Každému
racionálńımu č́ıslu p ∈ [0, 1] přǐrad́ıme otevřenou množinu Vp ⊂ X tak, že jsou splněny
tyto podmı́nky: (1) V0 = U , V1 = X\B, (2) clVp ⊂ Vq pro každé p < q. Všimněme
si, že pro p = 0, q = 1 je podmı́nka (2) splněna: zřejmě totiž A ⊂ V0 ⊂ X\V , t.j.
clV0 ⊂ cl(X\V ) = X\V ⊂ X\B = V1.

Uspořádejme množinu racionálńıch č́ısel z intervalu [0, 1] do posloupnosti (p1, p2,
p3, . . .), přičemž p1 = 0, p2 = 1. To lze udělat např. postupným vyškrtáváńım těch
č́ısel z následuj́ıćıho schematu, které nepaťŕı do intervalu [0, 1] nebo se již nacháźı mezi
nevyškrtnutými č́ısly:

0
1

1
1 6 21 6 31 . . .

6 02 1
2 6 22 6 32 . . .

6 03 1
3

2
3 6 33 . . .

. . .
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Dostaneme posloupnost (0, 1, 1/2, 1/3, 2/3, . . .), která zřejmě obsahuje všechna racionálńı
č́ısla. Předpokládejme, že pro jisté n > 2 jsou již definovány množiny Vp1, Vp2, . . . , Vpn

tak, že je splněna podmı́nka (2). Označme α (resp. β) to z č́ısel p1, p2, . . . , pn, které je
nejbĺıže zleva (resp. zprava) k č́ıslu pn+1; jelikož mezi č́ısly p1, p2, . . . , pn se nacháźı 0
a 1, α a β vždy existuj́ı. Plat́ı α < β a tedy clVα ⊂ Vβ. Z normálnosti X vyplývá, že
existuj́ı otevřené množiny Wα, Wβ ⊂ X tak, že clVα ⊂Wα, X\Vβ ⊂Wβ a Wα ∩Wβ = ∅.
Ovšem Wα ⊂ X\Wβ , takže clWα ⊂ cl(X\Wβ) = X\Wβ ⊂ X\(X\Vβ) = Vβ . Klademe
Vpn+1 = Wα. Množiny Vp1, Vp2 , . . . , Vpn , Vpn+1 opět splňuj́ı podmı́nku (2).

Pro x ∈ X klademe

f(x) =

{

inf{p ∈ [0, 1] | x ∈ Vp}, x ∈ X\B,
1, x ∈ B.

Jelikož A ⊂ V0, pro x ∈ A dostáváme f(x) = 0 a podle definice f(x) = 1 pro x ∈ B. Zbývá
tedy prověřit, že funkce f je spojitá. Topologie intervalu [0, 1] je generovaná systémem
generátor̊u [0, a) a (b, 1], kde 0 < a ≤ 1, 0 ≤ b < 1; stač́ı tedy ukázat, že množiny
f−1([0, a)), f−1((b, 1]) jsou otevřené v X (Věta 2. odst. 2.1 str. 18).

Ukážeme, že f−1([0, a)) =
⋃

q<a Vq. Plat́ı-li, že x ∈ f−1([0, a)), pak f(x) < a a inf{p ∈
[0, 1] | x ∈ Vp} < a. Existuje tedy q < a tak, že x ∈ Vq a tedy x ∈ ⋃q<a Vq. Obráceně necht’

x ∈ ⋃q<a Vq. Pak x ∈ Vq pro jisté q < a a f(x) ≤ q < a, t.j. x ∈ f−1([0, a)). Celkově tedy

plat́ı f−1([0, a)) =
⋃

q<a Vq a tato množina je jako sjednoceńı otevřených množin otevřená.

Nakonec ukážeme, že f−1((b, 1]) = X\(⋂q>b clVq), t.j. f−1((b, 1]) =
⋃

q>b(X\ cl Vq). Necht’ x ∈ f−1((b, 1]). Pak b < f(x) ≤ 1. Paťŕı-li x množině B,
pak x ∈ X\(X\B) = X\V1. Existuje q racionálńı tak, že b < q < 1; pro takové q plat́ı
clVq ⊂ V1, takže x ∈ X\V1 ⊂ X\ cl Vq a tedy x ∈ ⋃

q>b(X\ cl Vq). Nepaťŕı-li bod x
množině B, pak x ∈ X\B, t.j. f(x) = inf{p ∈ [0, 1] | x ∈ Vp} > b. Kdyby pro každé
q > b platilo, že x ∈ Vq, pak by infimum množiny {p ∈ [0, 1] | x ∈ Vp} bylo rovno b; muśı
tedy existovat q > b tak, že x /∈ Vq. Existuje ovšem racionálńı č́ıslo p tak, že q > p > b;
jelikož clVp ⊂ Vq, x nepaťŕı množině clVp a tedy x ∈ X\ cl Vp pro jisté p > b. Opět
tedy x ∈ ⋃

q>b(X\ cl Vq). Celkově dostáváme f−1((b, 1]) ⊂ ⋃

q>b(X\ cl Vq). Necht’ nyńı
x ∈ ⋃

q>b(X\ cl Vq). Pak pro jisté q > b plat́ı x ∈ X\ cl Vq, t.j. x /∈ clVq, x /∈ Vq. Pro

q = 1 je x /∈ V1, t.j. x ∈ B a f(x) = 1, t.j. x ∈ f−1((b, 1]). Pro 1 > q > b podmı́nka
x /∈ Vq znamená, že x /∈ clVp pro každé p < q, t.j. x /∈ Vp pro každé p < q. Odtud
inf{p ∈ [0, 1] | x ∈ Vp} ≥ q > b, t.j. f(x) > b a tedy x ∈ f−1((b, 1]). Dostáváme inkluzi
⋃

q>b(X\ cl Vq) ⊂ f−1((b, 1]). Celkově tedy f−1((b, 1]) =
⋃

q>b(X\ cl Vq) = X\(⋂q>b clVq).

Jelikož pr̊unik libovolného systému uzavřených množin je uzavřená množina, f−1((b, 1])
je otevřená množina a d̊ukaz je ukončen.

Pomoćı Urysohnova lemmatu dokážeme následuj́ıćı tvrzeńı

Věta 9. (Tietze̊uv teorém) Hausdorff̊uv topologický prostor X je normálńı tehdy a jen
tehdy, když spojitou reálnou funkci, definovanou na uzavřeném podprostoru X, lze spojitě
rozš́ıřit na X.

Důkaz. 1. Předpokládejme nejdř́ıve, že je dána spojitá funkce f0 : Y → R, kde Y ⊂ X
je uzavřený podprostor, taková, že |f0(x)| < c pro každé x ∈ Y , kde c > 0 je nějaké
č́ıslo. Ukážeme, že existuje spojitá funkce g : X → R taková, že jsou splněny tyto dvě
podmı́nky: (1) |g(x)| ≤ c/3 pro každé x ∈ X, (2) |f0(x) − g(x)| ≤ 2c/3 pro každé x ∈ Y .
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Klademe A = f−1
0 ([−c,−c/3]), B = f−1

0 ([c/3, c]). Množiny A, B jsou disjunktńı a
uzavřené v Y , jsou tedy uzavřené v X a podle Věty 8. odst. 6.2 str. 145 existuje spojitá
funkce h : X → [0, 1] taková, že h(A) = {0}, h(B) = {1}. Klademe-li

g(x) = 2
3 c (h(x) − 1

2 ),

dostaneme požadovanou funkci. Skutečně, |g(x)| ≤ c/3 pro každé x ∈ X. Dále pro x ∈ A
f0(x) ∈ [−c,−c/3], g(x) = −c/3, takže |f0(x) − g(x)| ≤ 2c/3. Pro x ∈ B f0(x) ∈ [c/3, c],
g(x) = c/3, takže |f0(x)−g(x)| ≤ 2c/3. Nakonec pro x ∈ Y , x /∈ A∪B, f0(x) ∈ [−c/3, c/3],
|g(x)| ≤ c/3, takže opět |f0(x) − g(x)| ≤ 2c/3. Funkce g má tedy vlastnosti (1), (2).

2. Bud’ Y ⊂ X uzavřený podprostor, f : Y → J , kde J = [−1, 1], spojitá funkce,
ιJ : J → R kanonické vnořeńı.

V prvńı části d̊ukazu polož́ıme c = 1, f0 = ιJ ◦ f ; existuje funkce g1 : X → R taková,
že (1) |g1(x)| ≤ 1/3 pro každé x ∈ X, (2) |f(x) − g1(x)| ≤ 2/3 pro každé x ∈ Y .

Nyńı indukćı zkonstruujeme jistou posloupnost funkćı z X do R. Předpokládejme, že
pro jisté i ≥ 1 jsou dány funkce g1, g2, . . . , gi : X → R splňuj́ıćı tyto dvě podmı́nky:

(1) Pro každé x ∈ X a j = 1, 2, . . . , i

|gj(x)| ≤ 1
3(2

3 )j−1.

(2) Pro každé x ∈ Y
∣

∣

∣

∣

∣

∣

f(x) −
i
∑

j=1

gj(x)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ (2
3 )i.

V prvńı části d̊ukazu klademe

f0 = ιJ ◦ f −




i
∑

j=1

gj





∣

∣

∣

∣

∣

∣

Y

, c = (2
3 )i.

Existuje funkce gi+1 : X → R taková, že
(1) pro každé x ∈ X

|gi+1(x)| ≤ 1
3(2

3)i,

(2) pro každé x ∈ Y
∣

∣

∣

∣

∣

∣

f(x) −
i
∑

j=1

gj(x) − gi+1(x)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

f(x) −
i+1
∑

j=1

gj(x)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ (2
3)i+1.

Tı́mto postupem je definována posloupnost funkćı g1, g2, g3, . . . , které jsou spojité a
splňuj́ı podmı́nky (1), (2).

Pro každé i = 1, 2, 3, . . . klademe

Gi(x) =
i
∑

j=1

gj(x).

Ukážeme, že posloupnost reálných č́ısel (Gi(x)) je pro každé x ∈ X cauchyovská. Necht’

např. i ≥ k. Použijme vztah pro částečný součet geometrické řady

1 + q + q2 + . . .+ qk =
1 − qk+1

1 − q
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a dostaneme

|Gi(x) −Gk(x)| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

i
∑

j=k+1

gj(x)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤
i
∑

j=k+1

|gj(x)|

≤
i
∑

j=k+1

1
3(2

3 )j−1 = 1
3





i
∑

j=1

(2
3 )j−1 −

k
∑

j=1

(2
3)j−1





= (2
3)k − (2

3 )i.

Pro libovolná i, k dostaneme

|Gi(x) −Gk(x)| ≤
∣

∣

∣(2
3 )k − (2

3)i
∣

∣

∣ .

Na pravé straně vystupuje výraz |ak − ai|, kde ai = (2/3)i, t.j. (ai) je geometrická po-
sloupnost s kvocientem 2/3. Jelikož (ai) je konvergentńı, posloupnost (Gi(x)) muśı být
cauchyovská.

Z úplnosti metrického prostoru R (Věta 13. (b) odst. 5.5 str. 118) a z toho, že interval
[−1, 1] ⊂ R je uzavřená množina, vyplývá, že [−1, 1] je úplný metrický prostor v induko-
vané metrice (Věta 12. (a) odst. 5.5 str. 117). Posloupnost (Gi(x)) má tedy v intervalu
[−1, 1] limitu, kterou označ́ıme

G(x) =
∞
∑

i=1

gi(x).

Vyšeťŕıme vlastnosti funkce X 3 x→ G(x) ∈ R.
Snadno lze ukázat, že funkce G je rozš́ı̌reńım funkce f na množinu X. Bud’ x ∈ Y

libovolný bod. Z vlastnosti (2) systému funkćı g1, g2, g3, . . . vyplývá, že |f(x) −Gi(x)| ≤
(2/3)i pro každé i = 1, 2, 3, . . . . Z konvergence geometrické posloupnosti na pravé straně
k nule tedy vyplývá konvergence levé strany k nule pro i → ∞ a f(x) muśı být limitou
posloupnosti (Gi(x)), t.j. f(x) = G(x) pro x ∈ Y .

Zbývá ukázat, že funkce G je spojitá. Ukážeme nejdř́ıve, že ke každému ε > 0 existuje
index p tak, že pro každé i ≥ p a každé x ∈ X plat́ı |G(x)−Gi(x)| < ε. Bud’ ε > 0 libovolné.
Výše jsme ukázali, že existuje index p tak, že |Gi(x)−Gj(x)| < ε/2 pro každé x ∈ X a každé
i, j ≥ p. Zvolme index kx tak, že pro každé k ≥ kx plat́ı |G(x) − Gk(x)| < ε/2. Pak pro
libovolné x ∈ X a libovolný index i ≥ p dostáváme, s využit́ım libovolného indexu k ≥ p,
kx, |G(x)−Gi(x)| = |G(x)−Gk(x)+Gk(x)−Gi(x)| ≤ |G(x)−Gk(x)|+ |Gk(x)−Gi(x)| <
ε/2 + ε/2 = ε, což jsme chtěli ukázat.

Bud’ nyńı x0 ∈ X libovolný bod, ε > 0. Pro každé i, j je funkce x → |Gi(x) −Gi(x0)|
spojitá v bodě x0 jako kompozice spojitých zobrazeńı. Bud’ p index takový, že pro každé
i ≥ p a každé x ∈ X plat́ı |G(x) − Gi(x)| < ε/3. Zvolme i ≥ p pevně. Existuje okoĺı U
bodu x0 tak, že |Gi(x) − Gi(x0)| < ε/3 pro každé x ∈ U . Pro každé x ∈ U tedy plat́ı
|G(x) − G(x0)| = |G(x) − Gi(x) +Gi(x) −Gi(x0) +Gi(x0) −G(x0)| ≤ |G(x) −Gi(x)| +
|Gi(x) −Gi(x0)| + |Gi(x0) −G(x0)| < ε a funkce G muśı být spojitá v bodě x0.

Ukázali jsme tedy, že funkce f : Y → [−1, 1] má spojité rozš́ı̌reńı G : X → [−1, 1].
3. Bud’ f : Y → R spojitá funkce. Pro t ∈ R položme

ϕ(t) =
t

1 + |t| .
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ϕ je homeomorfismus R a intervalu (−1, 1). Podle části 2 tohoto d̊ukazu funkce ϕ ◦ f :
Y → [−1, 1] se dá spojitě rozš́ı̌rit na funkci G : X → R. Množina M = G−1({−1, 1}) ⊂ X
je uzavřená v X a má prázdný pr̊unik s Y . Existuje tedy spojitá funkce h : X → [0, 1] tak,
žeh(x) = 0 pro x ∈M a h(x) = 1 pro x ∈ Y (Věta 8. odst. 6.2 str. 145). Funkce H = h ·G
je také spojitým rozš́ı̌reńım funkce ϕ ◦ f na X. Přitom H(X) ⊂ ϕ(R) = (−1, 1). Klademe
F = ϕ−1 ◦H; funkce F je spojitým rozš́ı̌reńım funkce f na X.

4. Předpokládejme, že pro libovolný uzavřený podprostor Y Hausdorffova topologického
prostoru X a libovolnou spojitou funkci f : Y → R existuje spojitá funkce F : X → R
tak, že F |Y = f . Bud’te A, B ⊂ X dvě disjunktńı uzavřené množiny. Položme f(x) = 0
pro x ∈ A, f(x) = 1 pro x ∈ B; těmito vztahy je definována spojitá funkce f : A∪B → R.
Bud’ F : X → R spojité rozš́ı̌reńı této funkce. Evidentně množina F−1((−∞, 1/3)) (resp.
F−1((2/3,∞))) je otevřená vX a je okoĺım množiny A (resp. B). Přitom F−1((−∞, 1/3))∩
F−1((2/3,∞)) = ∅. Množiny A, B lze tedy oddělit otevřenými množinami a uvažovaný
topologický prostor X muśı být normálńı.

Tı́m je d̊ukaz Věty 9. ukončen.

6.3. Bodově konečné a lokálně konečné systémy množin

Systém (Aι)ι∈I podmnožin množiny X se nazývá bodově konečný, jestliže pro každé
x ∈ X je množina Ix = {ι ∈ I | x ∈ Aι} ⊂ I konečná. Systém (Aι)ι∈I podmnožin
topologického prostoru X se nazývá lokálně konečný, jestliže ke každému bodu x ∈ X
existuje jeho okoĺı U tak, že množina K = {ι ∈ I | U ∩Aι 6= ∅} ⊂ I je konečná; nazývá se
σ-lokálně konečný, je-li spočetným sjednoceńım lokálně konečných systémů.

Každý lokálně konečný systém je evidentně bodově konečný. Každý podsystém lokálně
konečného systému je lokálně konečný.

Dokážeme ťri pomocná tvrzeńı o bodově konečných a lokálně konečných systémech
množin.

Lemma 1. Je-li systém (Aι)ι∈I podmnožin topologického prostoru X lokálně konečný,
pak systém (clAι)ι∈I je také lokálně konečný.

Důkaz. Bud’ U ⊂ X otevřená množina, A ⊂ X libovolná množina. Plat́ı-li U∩clA 6= ∅,
pak bod x ∈ U ∩ clA má okoĺı lež́ıćı v U a obsahuj́ıćı body A, t.j. plat́ı U ∩A 6= ∅. Jsou-li
tedy množiny U , A disjunktńı, pak také U , clA muśı být disjunktńı. Odsud již vyplývá
tvrzeńı Lemmatu 1..

Lemma 2. Pro libovolný lokálně konečný systém (Aι)ι∈I podmnožin topologického pro-
storu X plat́ı

cl

(

⋃

ι∈I

Aι

)

=
⋃

ι∈I

clAι.

Důkaz. 1. Jelikož Aκ ⊂ ⋃

Aι pro každé κ ∈ I, plat́ı clAκ ⊂ cl(
⋃

Aι), t.j.
⋃

clAκ ⊂
cl
⋃

Aι.

2. Necht’ x ∈ cl
⋃

Aι. Jelikož systém množin (Aι)ι∈I je lokálně konečný, existuje okoĺı U
bodu x tak, že množina K = {κ ∈ I | U ∩Aκ 6= ∅} je konečná. Pro ι /∈ K plat́ı U ∩Aι = ∅,
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t.j. Aι ⊂ X\U a tedy
⋃

ι∈I\K Aι ⊂ X\U . Odtud dostáváme, že cl(
⋃

ι∈I\K Aι) ⊂ cl(X\U) =
X\U , t.j. x /∈ cl(

⋃

ι∈I\K Aι). Ovšem

⋃

ι∈I

Aι =





⋃

ι∈I\K

Aι



 ∪
(

⋃

κ∈K

Aκ

)

,

cl

(

⋃

ι∈I

A

)

= cl





⋃

ι∈I\K

Aι



 ∪ cl

(

⋃

κ∈K

Aκ

)

a x ∈ cl(
⋃

ι∈I Aι), takže xmuśı paťrit množině cl(
⋃

κ∈K Aκ). Ovšem množina K je konečná,
takže cl(

⋃

κ∈K Aκ) =
⋃

κ∈K clAκ ⊂ ⋃

ι∈I clAι; celkově tedy muśı platit rovnost uvedená
v Lemmatu 2..

Důsledek. Sjednoceńı lokálně konečného systému uzavřených podmnožin topolo-
gického prostoru je uzavřená podmnožina.

Důkaz. V Lemmatu 2. vezmeme clAι = Aι a dostaneme

cl

(

⋃

ι∈I

Aι

)

=
⋃

ι∈I

Aι.

Lemma 3. Ke každému bodově konečnému otevřenému pokryt́ı (Uι)ι∈I normálńıho to-
pologického prostoru X existuje bodově konečné otevřené pokryt́ı (Vι)ι∈I topologického pro-
storu X takové, že clVι ⊂ Uι pro každé ι ∈ I.

Důkaz. Bud’ (Uι)ι∈I bodově konečné otevřené pokryt́ı normálńıho prostoru X a
označme τ topologii X. Uvažujme množinu G zobrazeńı g : I → τ splňuj́ıćı tyto podmı́nky:
(1) Pro každé ι ∈ I je g(ι) bud’ Uι nebo taková otevřená množina v Uι, že cl g(ι) ⊂ Uι,
(2)

⋃

g(ι) = X. Množina G je evidentně neprázdná. Každý jej́ı prvek je bodově konečné
otevřené zjemněńı pokryt́ı (Uι)ι∈I . Relace “g1 ≤ g2, jestliže g1(ι) = g2(ι) pro každé ι ∈ I ta-
kové, že g1(ι) 6= Uι” je uspořádáńı na G. Ukážeme, že každá úplně uspořádaná podmnožina
množiny G má maximálńı prvek.

Bud’ G0 ⊂ G úplně uspořádaná množina. Klademe pro každé ι ∈ I g0(ι) =
⋂

g∈G0
g(ι).

Plat́ı-li pro každé g ∈ G0 g(ι) = Uι, pak g0(ι) = Uι. Necht’ pro jisté h ∈ G0 plat́ı h(ι) 6= Uι;
pak pro každé g takové, že h ≤ g plat́ı g(ι) = h(ι) a pro každé g ≤ h bud’ g(ι) = Uι

nebo g(ι) = h(ι). Existuje-li tedy h ∈ G0 tak, že h(ι) 6= Uι, pak g0(ι) = h(ι). V obou
př́ıpadech tedy g0(ι) je otevřená množina a funkce g0 splňuje podmı́nku (1). Ukážeme,
že g0 splňuje podmı́nku (2)

⋃

ι∈I g0(ι) = X. Bud’ x ∈ X bod. Pokryt́ı (Uι)ι∈I je bodově
konečné, takže množina Ix = {ι ∈ I | x ∈ Uι} je konečná; označme Ix = {ι1, ι2, . . . , ιk}.
Plat́ı-li pro index ιi g0(ιi) = Uιi , pak x ∈ g0(ιi) ⊂ ⋃

ι∈I g0(ι). Zbývá vyšeťrit př́ıpad kdy
g0(ιi) 6= Uιi pro každé i = 1, 2, . . . , k. V tomto př́ıpadě

⋂

g∈G0
g(ιi) 6= Uιi a tedy existuje

prvek hi ∈ G0 tak, že hi(ιi) 6= Uιi . Přitom G0 je úplně uspořádaná množina, takže pro
jistý prvek h ∈ {h1, h2, . . . , hk} plat́ı hi ≤ h pro každé i = 1, 2, . . . , k. Zobrazeńı h ovšem
splňuje podmı́nku (2)

⋃

ι∈I h(ι) = X a tedy x ∈ ⋃ι∈I h(ι). Jelikož h(ι) ⊂ Uι, muśı platit
pro jistý index ip ∈ Ix, že x ∈ h(ιp). Bylo už ovšem ukázáno, že podmı́nka h(ιp) 6= Uιp

má za d̊usledek rovnost g0(ιp) = h(ιp). Plat́ı tedy x ∈ g0(ιp) ⊂
⋃

ι∈I g0(ι) a je ukázáno, že
funkce g0 splňuje podmı́nku (2).
g0 tedy paťŕı množině G. Dále plat́ı-li pro nějaké g ∈ G0 a ι ∈ I, že g(ι) 6= Uι, pak

g0(ι) = g(ι), takže g ≤ g0 a g0 je maximálńı prvek G0.
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Podle Zornovy podmı́nky má tedy G maximálńı prvek h0. Jelikož h0 ∈ G, splňuje
podmı́nky (1), (2). Klademe Vι = h0(ι); (Vι)ι∈I je bodově konečné otevřené pokryt́ı X.
Zbývá ukázat, že cl h0(ι) = clVι ⊂ Uι pro každé ι ∈ I.

Předpokládejme, že existuje index ι0 ∈ I takový, že clh0(ι0) 6⊂ Uι0. Pak clh0(ι0) ∩
(X\Uι0) 6= ∅. Označme A = X\⋃ι∈I\{ι0} h0(ι). Pak A je uzavřená množina a A ⊂ h0(ι0)
jelikož

⋃

ι∈I h0(ι) = X. Podle Věty 4. odst. 6.2 str. 143 existuje okoĺı V množiny A tak,
že A ⊂ V ⊂ clV ⊂ h0(ι0). Ovšem cl h0(ι0) 6⊂ Uι0 , takže podle podmı́nky (1) muśı být
h0(ι0) = Uι0 . Klademe h′0(ι) = V pro ι = ι0 a h′0(ι) = h0(ι) pro ι 6= ι0. Pak h′0 je prvek
množiny G : h′0 splňuje podmı́nku (1) a

⋃

ι∈I

h′0(ι) =





⋃

ι∈I\{ι0}

h′0(ι)



 ∪ V ⊃




⋃

ι∈I\{ι0}

h′0(ι)



 ∪A

=





⋃

ι∈I\{ι0}

h′0(ι)



 ∪


X\
⋃

ι∈I\{ι0}

h0(ι)



 = X,

takže h′0 splňuje také podmı́nku (2). Ovšem h0 ≤ h′0 a h0 6= h′0, takže h0 nemůže být
maximálńı prvek G. Index ι0 ∈ I, pro který clh0(ι0) 6⊂ Uι0 , tedy nemůže existovat.

Tı́m je d̊ukaz ukončen.

6.4. Rozklad jednotkové funkce

Nosičem funkce f : X → R, definované na topologickém prostoru X, nazýváme
množinu supp f = cl{x ∈ X | f(x) 6= 0}.

Mějme systém (fι)ι∈I reálných funkćı na X a předpokládejme, že systém množin
(supp fι)ι∈I je lokálně konečný. Pro každé x ∈ X označ́ıme symbolem

∑

fι(x) součet všech
nenulových č́ısel fι(x), kde ι prob́ıhá I; podle předpokladu o lokálńı konečnosti systému
(supp fι)ι∈I nejvýše konečně mnoho z těchto č́ısel je nenulových a tedy součet

∑

fι(x)
existuje. Funkci x→∑

fι(x) nazýváme součet systému funkćı (fι)ι∈I a označujeme
∑

fι.

Je-li každá z funkćı fι spojitá, pak součet
∑

fι je také funkce spojitá. Skutečně, každý
bod x ∈ X má okoĺı U , na kterém je součet

∑

fι vyjádřen ve tvaru součtu konečného
počtu spojitých funkćı.

Spojitým rozkladem jednotkové funkce na topologickém prostoru X rozumı́me systém
(fι)ι∈I funkćı fι : X → R splňuj́ıćı tyto podmı́nky:

(1) Každá z funkćı fι je spojitá.

(2) Každá z funkćı fι je nezáporná, t.j. fι(x) ≥ 0 pro každé x ∈ X.

(3) Systém nosič̊u (supp fι)ι∈I je lokálně konečný.

(4) Součet systému funkćı (fι)ι∈I je roven jednotkové funkci, t.j.
∑

fι = 1.

Bud’ (Uι)ι∈I otevřené pokryt́ı topologického prostoru X. Řı́káme, že spojitý rozklad
jednotkové funkce (fι)ι∈I je kompatibilńı s pokryt́ım (Uι)ι∈I , jestliže pro každé ι ∈ I plat́ı
supp fι ⊂ Uι.

Věta 10. Ke každému lokálně konečnému otevřenému pokryt́ı (Uι)ι∈I normálńıho to-
pologického prostoru X existuje spojitý rozklad jednotkové funkce na X kompatibilńı s
(Uι)ι∈I .
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Důkaz. Bud’ (Uι)ι∈I lokálně konečné otevřené pokryt́ı X. Podle Lemmatu 3. odst. 6.3
str. 150 existuje otevřené pokryt́ı (Vι)ι∈I topologického prostoru X takové, že clVι ⊂ Uι

pro každé ι ∈ I. (Vι)ι∈I je evidentně lokálně konečné. Podle Věty 4. odst. 6.2 str. 143 ke
každému ι ∈ I existuje otevřená množina Wι taková, že clVι ⊂ Wι ⊂ clWι ⊂ Uι. Dále
z Urysohnova lemmatu (Věta 8. odst. 6.2 str. 145) vyplývá, že pro každé ι ∈ I existuje
spojité zobrazeńı gι : X → [0, 1] takové, že gι(x) = 1 na clVι a gι(x) = 0 na X\Wι; pro
gι plat́ı supp gι ⊂ clWι ⊂ Uι. Ovšem (Vι)ι∈I je pokryt́ı X, takže pro každé x ∈ X suma
∑

gι(x) je definována a plat́ı
∑

gι(x) > 1. Klademe pro každé ι ∈ I a každé x ∈ X

fι(x) =
gι(x)

∑

gκ(x)
.

Každá z funkćı fι je evidentně spojitá a nezáporná, systém nosič̊u (supp fι)ι∈I je lokálně
konečný, jelikož systém (supp gι)ι∈I je lokálně konečný, a

∑

fι = 1. (fι)ι∈I je tedy spojitý
rozklad jednotkové funkce na X. Dále pro každé ι ∈ I supp fι = supp gι ⊂ Uι, takže (fι)ι∈I

je kompatibilńı s pokryt́ım (Uι)ι∈I .

Důsledek. Bud’ A uzavřená množina v normálńım topologickém prostoru X, (Uι)ι∈I

lokálně konečné otevřené pokryt́ı A. Existuje systém (fι)ι∈I funkćı fι : X → R splňuj́ıćıch
tyto podmı́nky:

(1) Každá z funkćı fι je spojitá.
(2) Každá z funkćı fι je nezáporná.
(3) supp fι ⊂ Uι pro každé ι ∈ I.
(4) Systém nosič̊u (supp fι)ι∈I je lokálně konečný,

∑

fι(x) = 1 pro x ∈ A a
∑

fι(x) ≤ 1
pro x ∈ X.

Důkaz. Systém množin Uι, X\A je lokálně konečné otevřené pokryt́ı X. Existuje tedy
spojitý rozklad jednotkové funkce na X kompatibilńı s t́ımto pokryt́ım; tento spojitý
rozklad jednotkové funkce je tvořen funkcemi fι, pro které supp fι ⊂ Uι, a funkćı g, pro
kterou supp g ⊂ X\A. Systém funkćı (fι)ι∈I má požadované vlastnosti (1) – (4).

6.5. Metrizovatelné normálńı prostory

Bud’ X množina, τ topologie na X, d metrika na X. Řekneme, že metrika d je kompati-
bilńı s topologíı τ , jestliže metrická topologie asociovaná s d splývá s τ . Topologický prostor
s topologíı τ se nazývá metrizovatelný, jestliže na něm existuje metrika, kompatibilńı s τ ;
v tomto př́ıpadě také ř́ıkáme, že topologie τ je metrizovatelná.

Je-li topologie τ metrizovatelná, pak existuje nekonečně mnoho (navzájem ekviva-
lentńıch) metrik kompatibilńıch s τ .

Jsou-li dva topologické prostory homeomorfńı, pak bud’ oba jsou nebo oba nejsou me-
trizovatelné (př. (2) odst. 5.10 str. 126); metrizovatelnost topologického prostoru je tedy
topologický invariant.

Bylo již ukázáno, že metrický prostor je normálńı (Věta 7. odst. 6.2 str. 144). Bylo
také ukázáno, že metrický prostor je prvńıho typu spočetnosti (Věta 4. (a) odst. 5.2 str.
113). Metrizovatelné topologické prostory je tedy ťreba hledat mezi normálńımi prostory
prvńıho typu spočetnosti.

Každý regulárńı prostor druhého typu spočetnosti je normálńı (Věta 6. odst. 6.2 str.
144) a je také prvńıho typu spočetnosti; ukážeme, že je metrizovatelný. K tomu nejdř́ıve
dokážeme dvě pomocná tvrzeńı.
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Lemma 4. Bud’ X regulárńı topologický prostor. Předpokládejme, že X má σ-lokálně
konečnou bázi topologie. Pak X je normálńı a každá uzavřená množina v X je pr̊unikem
spočetného systému otevřených množin.

Důkaz. 1. Bud’ W ⊂ X otevřená množina, ν σ-lokálně konečná báze X. Napǐsme
ν =

⋃

νi (sjednoceńı pro i = 1, 2, 3, . . .), kde νi je lokálně konečný systém množin v X.
Označme

νi(W ) = {U ∈ νi | clU ⊂W}, Ui =
⋃

U∈νi(W )

U.

Pak

clUi =
⋃

U∈νi(W )

clU,

jelikož systém νi(W ) je lokálně konečný (Lemma 2. odst. 6.3 str. 149), t.j.
⋃

Ui ⊂ clUi ⊂
W .

Na druhé straně plat́ı W ⊂ ⋃

Ui. Skutečně, zvolme bod x ∈W . Existuje okoĺı V bodu
x tak, že clV ⊂ W (Věta 1. odst. 6.1 str. 142); možno vźıt V z báze ν. Pak V ∈ νj pro
jisté j; pak ovšem V ∈ νj(W ), takže x ∈ Uj ⊂

⋃

Ui.
Plat́ı tedy W =

⋃

Ui =
⋃

clUi pro jisté otevřené množiny Ui ⊂ X.
2. Bud’ A ⊂ X uzavřená množina. Klademe W = X\A a naṕı̌seme W ve tvaru W =

⋃

clUi pro jisté otevřené množiny Ui ⊂ X. Pak A = X\W = X\(⋃ clUi) =
⋂

(X\ clUi).
Každá uzavřená množina v X je tedy pr̊unikem spočetného systému otevřených množin.

3. Ukážeme, že X je normálńı. Bud’te A, B disjunktńı uzavřené množiny v X. Z prvńı
části d̊ukazu vyplývá, že

X\A =
⋃

Ui =
⋃

clUi, X\B =
⋃

Vi =
⋃

clVi

pro jisté otevřené množiny Ui a Vi. Klademe

U ′
i = Ui\

i
⋃

j=1

clVj , V ′
i = Vi\

i
⋃

j=1

clUj .

Dále klademe

U ′ =
⋃

U ′
i , V ′ =

⋃

V ′
i .

U ′, V ′ jsou zřejmě otevřené množiny. Přitom U ′ je okoĺı množiny B. Necht’ např. x ∈ B.
Pak z disjunktnosti A, B vyplývá, že
x ∈ X\A =

⋃

Ui, takže existuje k tak, že x ∈ Uk. Na druhé straně x /∈ ⋃ clVi, takže

x /∈
k
⋃

j=1

clVj

a tedy

x ∈ Uk\
k
⋃

j=1

clVj = U ′
k,

t.j. x ∈ ⋃U ′
i = U . Plat́ı tedy B ⊂ U ′. Analogicky se ukáže, že A ⊂ V ′.
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Zbývá dokázat, že U ′ ∩ V ′ = ∅. Předpokládejme, že pr̊unik U ′ ∩ V ′ obsahuje bod x.
Pak x ∈ U ′

i ∩ V ′
j pro jisté i, j. Necht’ např. i ≤ j. Pak

x ∈ Ui\
i
⋃

k=1

clVk,

takže x ∈ Vj , což je spor. Množina U ′ ∩ V ′ je tedy prázdná a d̊ukaz je ukončen.

Lemma 5. Bud’ X regulárńı topologický prostor druhého typu spočetnosti.
(a) Každá otevřená množina v X je sjednoceńım spočetně mnoha uzavřených množin.

(b) Pro každou otevřenou množinu U ⊂ X existuje spojitá funkce f : X → [0, 1] taková,
že f(x) > 0 pro x ∈ U a f(x) = 0 pro x ∈ X\U .

(c) Existuje spočetný systém spojitých funkćı fi : X → [0, 1] takových, že ke každému
x0 ∈ X a ke každému okoĺı U bodu x0 existuje index k, pro který fk(x0) > 0 a fk(x) = 0
pro x ∈ X\U .

Důkaz. (a) Podle Lemmatu 4. odst. 6.5 str. 153 každá uzavřená množina v X je
pr̊unikem spočetného systému otevřených množin. Bud’ W ⊂ X otevřená množina. Pak
X\W =

⋂

Ui (pr̊unik pro i = 1, 2, 3, . . .), kde Ui jsou otevřené množiny, a tedy W =
X\(⋂Ui) =

⋃

(X\Ui).

(b) Bud’ U ⊂ X otevřená množina, U =
⋃

Ai, kde Ai jsou uzavřené množiny.
Z normálnosti X vyplývá, že ke každému i existuje spojitá funkce fi : X → [0, 1] ta-
ková, že fi(x) = 1 pro x ∈ Ai a fi(x) = 0 pro x ∈ X\U (Věta

6. odst. 6.2 str. 144, Věta 8. odst. 6.2 str. 145).
Bud’ x ∈ X bod. Evidentně 0 ≤ fi(x)/2

i ≤ 1/2i pro každé i. Jelikož geometrická řada
∑

1/2i konverguje, podle srovnávaćıho kriteria pro řady s nezápornými členy konverguje
také řada

∑

fi(x)/2
i. Klademe

f(x) =
∞
∑

i=1

1

2i fi(x).

Jelikož

0 ≤
k
∑

i=1

1

2i fi(x) ≤
k
∑

i=1

1

2i = 1 − 1

2k
< 1,

pro limitu částečných součt̊u pro k → ∞ muśı platit f(x) ∈ [0, 1].

Ukážeme, že systém funkćı (fi/2
i)i∈N konverguje k funkci f stejnoměrně na X. Bud’

ε > 0. Vybereme index n tak, aby platilo

1

2n+1 +
1

2n+2 + . . . <
1

2
ε.

Pak pro i > j ≥ n a pro libovolné x ∈ X
∣

∣

∣

∣

∣

∣

i
∑

k=1

1

2k
fk(x) −

j
∑

k=1

1

2k
fk(x)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

2j+1 fj+1(x) + . . .+
1

2i fi(x)

≤ 1

2j+1 + . . .+
1

2i <
1

2n+1 +
1

2n+2 + . . . <
ε

2
.
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Pro f(x) pak muśı platit
∣

∣

∣

∣

∣

∣

f(x) −
j
∑

k=1

1

2k
fk(x)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ ε

2
< ε.

Bod x však byl volen libovolně, takže tato nerovnost dokazuje, že posloupnost funkćı
(

i
∑

k=1

1

2k
fk

)

i∈N

konverguje k funkci f stejnoměrně. Spojitost funkce f nyńı vyplývá z Věty 23. odst. 5.9
str. 124.

(c) Bud’ σ = (Ui)i∈N spočetná báze X. Ke každému i zvolme spojitou funkci fi : X →
[0, 1] takovou, že f(x) > 0 pro x ∈ Ui a f(x) = 0 pro x ∈ X\Ui; taková funkce existuje
podle již dokázané část́ı (b) tohoto lemmatu. Prověř́ıme, že systém (fi)i∈N má požadované
vlastnosti. Bud’ x0 ∈ X bod, U jeho okoĺı. Zvolme k tak, že x0 ∈ Uk ⊂ U . Pak fk(x0) > 0 a
fk(x) = 0 jpro x ∈ X\Uk. Ovšem Uk ⊂ U , takže X\U ⊂ X\Uk a fk(x) = 0 pro x ∈ X \U .

Následuj́ıćı věta o vnořeńı má také samostatný význam. Připomeňme si, že zobrazeńı
topologických prostor̊u f : X → Y se nazývá vnořeńı, je-li zobrazeńı g : X → f(X),
vznikaj́ıćı zúžeńım oboru hodnot zobrazeńı f , homeomorfismus na topologický podprostor
topologického prostoru Y .

Lemma 6. Bud’ X Hausdorff̊uv topologický prostor. Předpokládejme, že je dán systém
(fι)ι∈I spojitých funkćı fι : X → R takových, že ke každému bodu x0 ∈ X a každému okoĺı
U bodu x0 existuje index ι ∈ I tak, že fι(x0) > 0 a fι(x) = 0 pro x ∈ X\U . Pak zobrazeńı
F : X → RI , definované vztahem F (x) = (fι(x))ι∈I , je vnořeńı X do RI .

Důkaz. Zobrazeńı F je spojité, jelikož každá jeho složka je podle předpokladu spojitá
(Věta 10. (b) odst. 3.3 str. 36). F je injektivńı; skutečně, pro libovolná x, y ∈ X, x 6= y,
existuje index ι ∈ I tak, že fι(x) > 0 a fι(y) = 0; muśı tedy platit F (x) 6= F (y). F je tedy
spojitá bijekce X na F (X) (Věta 3. (b) odst. 3.1 str. 32). Stač́ı tedy dokázat, že zobrazeńı
F : X → F (X) je otevřené (Věta 4. odst. 2.1 str. 19).

Bud’ U ⊂ X otevřená množina, y0 ∈ F (U) bod. Najdeme okoĺı W bodu y0 takové, že
W ⊂ F (U). Bud’ x0 ∈ U bod, pro který F (x0) = y0. Zvolme index κ takový, že fκ(x0) > 0
a fκ(x) = 0 pro x ∈ X\U . Označme V = pr−1

κ ((0,∞)), kde prκ : RI → R je kanonická
projekce. Jelikož V ⊂ RI je otevřená množina, W = V ∩ F (X) je otevřená množina
v podprostoru F (X) ⊂ RI . Jelikož

prκ(y0) = prκ(F (x0)) = fκ(x0) > 0, t.j. fκ(x0) ∈ (0,∞), muśı bod y0 paťrit množině
V a tedy y0 ∈ V ∩ F (X) = W . Bud’ dále y ∈ W libovolný bod. Existuje bod x ∈ X
tak, že y = F (x), a pro tento bod plat́ı prκ(y) ∈ (0,∞), jelikož y ∈ V . Ovšem prκ(y) =
prκ(F (x)) = fκ(x) > 0, takže x ∈ U , t.j. y = F (x) ∈ F (U) a tedy W ⊂ F (U).

Věta 11. (Urysohn̊uv–Tichonov̊uv teorém) Regulárńı topologický prostor druhého
typu spočetnosti je metrizovatelný.

Důkaz. Bud’ X regulárńı topologický prostor druhého typu spočetnosti. Podle Lem-
matu 5. odst. 6.5 str. 154 existuje systém spojitých funkćı fi : X → [0, 1] takových, že ke
každému x0 ∈ X a ke každému okoĺı U bodu x0 existuje index k, pro který fk(x0) > 0
a f(x) = 0 pro x ∈ X\U . Klademe F (x) = (fi(x))i∈N. Pak F je vnořeńı X do součinu
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RN (Lemma 6. odst. 6.5 str. 155). Topologie součinu na RN je však metrická (Věta 8.
odst. 5.4 str. 114, Věta 9. odst. 5.4 str. 115) a tedy topologie podprostoru F (X) ⊂ RN je
metrizovatelná (Věta 7. odst. 5.4 str. 114). Topologie topologického prostoru X tedy muśı
být také metrizovatelná (př. (2) odst. 5.10 str. 126).

Důsledek. Topologický prostor druhého typu spočetnosti je metrizovatelný tehdy a
jen tehdy, když je normálńı.

Důkaz. Tvrzeńı vyplývá z Věty 7. odst. 6.2 str. 144 a z Věty 11. odst. 6.5 str. 155.

Dokážeme nyńı kriterium metrizovatelnosti topologického prostoru.

Věta 12. (Nagat̊uv–Smirnov̊uv teorém) Bud’ X topologický prostor. Následuj́ıćı dvě
podmı́nky jsou ekvivalentńı:

(1) X je regulárńı a má σ-lokálně konečnou bázi.
(2) X je metrizovatelný.

Důkaz. 1. Předpokládejme, že je splněna podmı́nka (1). Necht’ ν =
⋃

νi je σ-lokálně
konečná báze X. Ke každému i a U ∈ νi zvolme spojitou funkci fi,U : X → [0, 1/i] tak,
že fi,U(x) > 0 pro x ∈ U a fi,U (x) = 0 pro x ∈ X\U (Lemma 4. odst. 6.5 str. 153, Věta
8. odst. 6.2 str. 145). K libovolnému bodu x0 a jeho okoĺı V existuje prvek U ∈ ν tak, že
x0 ∈ U ⊂ V . Pak U ∈ νi pro jisté i, takže fi,U(x0) > 0 a fi,U(x) = 0 pro x ∈ X\V .

Necht’ I obsahuje množinu všech dvojic ι = (i, U) ∈ N × ν takových, že U ∈ νi. Pak
fi,U = fι. Pro každé x ∈ X klademe F (x) = (fι(x))ι∈I . F (x) je prvek součinu množin
[0, 1]I ; dostáváme tedy zobrazeńı F : X → [0, 1]I . Chceme ukázat, že na množině [0, 1]I

existuje metrika taková, že F je vnořeńı v metrické topologii, asociované s touto metrikou.
Uvažujme uniformńı metriku θ na RI (př. (6) odst. 6.10 str. 164). Tato metrika indukuje

na [0, 1]I metriku, definovanou vztahem

θ(x, y) = sup{|xι − yι| |ι ∈ I}.

Př́ıslušná metrická topologie na [0, 1]I je silněǰśı než topologie součinu (př. (6) odst. 6.10
str. 164) a zobrazeńı F : X → F (X) ⊂ [0, 1]I je homeomorfismus v topologii, indukované
na F (X) topologíı součinu (Lemma 6. odst. 6.5 str. 155). F je tedy bijekce a zobrazeńı
F−1 je spojité také v metrické topologii na F (X) asociované s θ. Ukážeme-li tedy, že F
je spojité vzhledem k metrické topologii na F (X) asociované s θ, bude dokázáno, že F je
homeomorfismus a tedy vnořeńı v této topologii, t.j. X bude metrizovatelný.

Bud’ x0 ∈ X bod, bud’ ε > 0. Najdeme okoĺı W bodu x0 tak, že F (W ) ⊂ Bθ(F (x0),
ε)∩F (X). Ke každému i ∈ N zvolme okoĺı Ui bodu x0 prot́ınaj́ıćı nejvýše konečně mnoho
množin ze systému νi. Pak nejvýše konečně mnoho funkćı fi,U , kde U prob́ıhá νi, je na
Ui r̊uzných od nulové funkce. Každá z funkćı fi,U je ovšem spojitá; můžeme tedy vybrat
okoĺı Vi bodu x0 lež́ıćı v množině Ui tak, že

|fi,U(x) − fi,U(x0)| <
ε

2

pro každou funkci fi,U r̊uznou od nulové funkce na Ui a pro každé x ∈ Vi.
Zvolme index m tak, aby platilo 1/m ≤ ε/2 a položme W = V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vm. Bud’

x ∈W libovolný bod. Plat́ı-li pro index i nerovnost i ≤ m, pak

|fi,U(x) − fi,U(x0)| <
ε

2
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pro každé U ∈ νi; neńı-li totiž funkce fi,U nulová na W , pak je nenulová na Vi a výše
uvedená nerovnost muśı být splněna. Pro i > m, U ∈ νi plat́ı

|fi,U(x) − fi,U(x0)| ≤
1

m
<
ε

2
,

jelikož fi,U zobrazuje X do [0, 1/i]. Skutečně, necht’ fi,U(x) ≥ fi,U(x0). Pak

|fi,U(x) − fi,U(x0)| = fi,U (x) − fi,U(x0)

≤ fi,U(x) ∈ [0, 1/i],

t.j. |fi,U(x) − fi,U(x0)| ≤ 1/i < 1/m < ε/2. Celkově tedy pro libovolný bod x ∈ W
θ(F (x0), F (x)) = sup{|fι(x)−fι(x0)| | ι ∈ I} ≤ ε/2 < ε, t.j. F (W ) ⊂ Bθ(F (x0), ε)∩F (X),
což jsme chtěli dokázat.

2. Předpokládejme, že X je metrizovatelný. Pak podle Lemmatu 8. odst. 6.6 str. 158
každé otevřené pokryt́ı X má σ-lokálně konečné zjemněńı. Zvolme metriku na X kom-
patibilńı s topologíı X. Bud’ νi otevřené pokryt́ı X tvořené všemi otevřenými koulemi
poloměru 1/i. Bud’ κi σ-lokálně konečné zjemněńı νi; každý prvek U ∈ κi má pr̊uměr
menš́ı nebo roven 2/i. Položme κ =

⋃

κi. Pro každé i je κi spočetné sjednoceńı lokálně
konečných systémů otevřených množin, totéž tedy plat́ı pro systém κ. Zbývá tedy ukázat,
že κ je báze topologie topologického prostoru X.

Bud’ x ∈ X libovolný bod, r > 0. Zvolme m tak, že 1/m < r/2. Existuje V ∈ κm

obsahuj́ıćı x; pro pr̊uměr δ(V ) množiny V plat́ı δ(V ) ≤ 2/m < r a tedy V ⊂ B(x, r). κ je
tedy báze topologie X.

6.6. Parakompaktńı prostory

Bud’te (Aι)ι∈I , (Bκ)κ∈K dvě pokryt́ı množiny X. Řı́káme, že pokryt́ı (Bκ)κ∈K je
zjemněńı pokryt́ı (Aι)ι∈I , jestliže ke každému κ ∈ K existuje ι ∈ I tak, že Bκ ⊂ Aι.

Hausdorff̊uv topologický prostor se nazývá parakompaktńı, jestliže ke každému jeho
otevřenému pokryt́ı (Aι)ι∈I existuje lokálně konečné otevřené zjemněńı (Bκ)κ∈K pokryt́ı
(Aι)ι∈I .

Věta 13. Uzavřený podprostor parakompaktńıho topologického prostoru je parakom-
paktńı.

Důkaz. Bud’ X parakompaktńı prostor, Y ⊂ X jeho uzavřený podprostor. Topologický
prostor Y je Hausdorff̊uv. Bud’ (Uι)ι∈I otevřené pokryt́ı Y . Pro každé ι ∈ I je Uι tvaru
Uι = Vι ∩ Y , kde Vι je otevřená množina v X. Uvažujme otevřené pokryt́ı X tvořené
množinami Vι a množinou X\Y . Podle předpokladu toto otevřené pokryt́ı má lokálně
konečné otevřené zjemněńı (Wκ)κ∈K . Ovšem systém (Wκ ∩ Y )κ∈K je lokálně konečné
otevřené pokryt́ı topologického prostoru Y , které je zjemněńım pokryt́ı (Uι)ι∈I .

Ukážeme, že parakompaktńı topologický prostor je normálńı. K tomu nejdř́ıve doká-
žeme pomocné tvrzeńı.

Lemma 7. Bud’te A, B disjunktńı uzavřené množiny v parakompaktńım topologickém
prostoru X. Předpokládejme, že ke každému x ∈ A existuje okoĺı Ux bodu x a okoĺı Vx

množiny B tak, že Ux∩Vx = ∅. Pak existuje okoĺı U množiny A a okoĺı V množiny B tak,
že U ∩ V = ∅.
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Důkaz. PokryjmeX množinamiX\A, Ux, kde x prob́ıháA. Podle předpokladu existuje
lokálně konečné otevřené zjemněńı (Wι)ι∈I tohoto pokryt́ı. Položme K = {κ ∈ I |Wκ∩A 6=
0}. Pro každé κ ∈ K plat́ı Wκ∩A 6= ∅ a tedy existuje bod x ∈ A tak, že Wκ ⊂ Ux ⊂ X\Vx,
clWκ ⊂ cl(X\Vx) = X\Vx ⊂ X\B; plat́ı tedy pro každé κ ∈ K clWκ ∩B = ∅. Klademe

U =
⋃

κ∈K

Wκ, V = X\
⋃

κ∈K

clWκ.

U je evidentně okoĺı A a z toho, že systém množin (Wκ)κ∈K je lokálně konečný, vyplývá,
že
⋃

clWκ = cl(
⋃

Wκ) (Lemma 2. odst. 6.3 str. 149), t.j. množina V je otevřená. Jelikož
U ∩ V = ∅, zbývá dokázat, že V je okoĺı množiny B.

Ukázali jsme, že pro každé κ ∈ K plat́ı clWκ ∩ B = ∅. Pak tedy clWκ ⊂ X\B,
⋃

clWκ ⊂ X\B a tedy X\⋃ clWκ ⊃ X\(X\B) = B. Tı́m je d̊ukaz ukončen.

Věta 14. Parakompaktńı topologický prostor je normálńı.

Důkaz. 1. Ukážeme nejdř́ıve, že parakompaktńı prostor je regulárńı. Bud’ x0 ∈ X bod,
A ⊂ X uzavřená množina neobsahuj́ıćı x0. Ke každému bodu x ∈ A zvolme okoĺı Ux bodu x
tak, že x0 /∈ clUx. Z podmı́nky oddělitelnosti vyplývá, že Ux existuje: zvolme okoĺı V bodu
x0 a okoĺı Ux bodu x tak, že V ∩ Ux = ∅; pak Ux ⊂ X\V , t.j. clUx ⊂ cl(X\V ) = X\V ,
takže x0 /∈ clUx. Uvažujme otevřené pokryt́ı topologického prostoru X množinami Ux,
X\A, kde x prob́ıhá A. Podle předpokladu existuje lokálně konečné otevřené zjemněńı
(Wι)ι∈I tohoto pokryt́ı. Označme K = {κ ∈ I | Wκ ∩ A 6= ∅}. Pak (Wκ)κ∈K je lokálně
konečné otevřené pokryt́ı množiny A. Dále clWκ nemůže obsahovat x0: jelikož Wκ∩A 6= ∅,
Wκ lež́ı v některé z množin Ux a tedy clWκ lež́ı v některé z množin clUx, neobsahuj́ıćıch x0.
Klademe V =

⋃

Wκ, kde κ prob́ıhá K. V je evidentně okoĺı množiny A. Ovšem (Wκ)κ∈K

je lokálně konečný systém množin, takže clV =
⋃

clWκ (Lemma 2. odst. 6.3 str. 149) a
x0 /∈ clV . Dále klademe U = X\ cl V a dostaneme okoĺı U bodu x0 a okoĺı V množiny A,
pro které U ∩ V = ∅. X je tedy regulárńı topologický prostor.

2. Využijeme-li již dokázanou vlastnost regularity parakompaktńıho prostoru, pak tvr-
zeńı Věty 14. ihned vyplyne z Lemmatu 7. odst. 6.6 str. 157.

Přejdeme k d̊ukazu parakompaktnosti metrizovatelného topologického prostoru. Důkaz
je veden ve čtyřech kroćıch, které formulujeme jako samostatná pomocná tvrzeńı.

Lemma 8. Bud’ (Uι)ι∈I otevřené pokryt́ı metrizovatelného topologického prostoru X.
Existuje posloupnost (νi)i∈N lokálně konečných systém̊u otevřených množin v X taková,
že ν =

⋃

νi je zjemněńı pokryt́ı (Uι)ι∈I .

Důkaz. Bud’ d metrika, kompatibilńı s topologíı topologického prostoru X. Pro každé
i ∈ N a každé ι ∈ I označme Fi,ι = {x ∈ Uι | d(x,X\Uι) ≥ 1/2i}. Množina Uι je
otevřená, takže ke každému bodu x ∈ Uι existuje index j tak, že B(x, 1/2j) ⊂ U , t.j.
d(x,X\Uι) ≥ 1/2j a x ∈ Fj,ι, t.j. x ∈ ⋃i Fi,ι; plat́ı tedy Uι =

⋃

i Fi,ι.
Zvolme na I dobré uspořádáńı ≤ a označme

Gi,ι = {x ∈ Fi,ι | x /∈ Fi+1,κ, κ < ι} ,

Vi,ι =

{

y ∈ X | d(y,Gi,ι) <
1

2i+3

}

.

Evidentně Gi,ι ⊂ Vi,ι. Položme νi = (Vi,ι)ι∈I . Chceme ukázat, že posloupnost (νi)i∈N

splňuje podmı́nky Lemmatu 8.
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S každým bodem množiny Vi,ι lež́ı v této množině jistá otevřená koule se sťredem
v tomto bodě. Systém νi je tedy tvořen otevřenými množinami.

Necht’ x ∈ X je libovolný bod, necht’ α je nejmenš́ı z index̊u ι ∈ I, pro které x ∈ Uι.
Jelikož Uα =

⋃

j Fj,α, pro jistý index i plat́ı x ∈ Fi,α. Ovšem x /∈ Uκ pro κ < α, t.j. x /∈ Fj,κ

pro žádné j ∈ N a κ < α. Podle definice Gi,α tedy x ∈ Gi,α ⊂ Vi,α. Systém ν = (νi)i∈N

tedy pokrývá X.

Ukážeme, že Vi,ι ⊂ Uι. Bud’ y ∈ Vi,ι libovolný bod. Existuje x ∈ Gi,ι tak, že d(y, x) ≤
1/2i+3, t.j. d(y, x) < 1/2i+1. Ovšem Gi,ι ⊂ Fi,ι, takže x ∈ Fi,ι a tedy

d(y,X\Uι) ≥ d(x,X\Uι) − d(x, y) ≥ 1

2i −
1

2i+1 =
1

2i+1 ,

t.j. y ∈ Fi+1,ι ⊂ ⋃

j Fj,ι = Uι. Plat́ı tedy Vi,ι ⊂ Uι, což znamená, že systém ν = (νi) je
zjemněńı pokryt́ı (Uι)ι∈I .

Zbývá tedy dokázat, že pro každé i = 1, 2, 3, . . . je systém νi lokálně konečný. Necht’

ι, κ ∈ I jsou dva r̊uzné indexy a předpokládejme, že κ < ι. Zvolme x ∈ Gi,ι, y ∈ Fi,κ.
Z definice vyplývá, že x /∈ Fi+1,κ. Odtud

d(x,X\Uκ) <
1

2i+1 , d(y,X\Uκ) ≥ 1

2i

(porov. obr. 1).

Obr. 1

κ

Pro libovolné z ∈ X\Uκ plat́ı d(y, z) ≤ d(z, x) + d(x, y), odkud dostaneme, že d(x, y) ≥
(1/2i) − (1/2i+1) = 1/2i+1. Ovšem Gi,κ ⊂ Fi,κ, takže d(Gi,ι, Gi,κ) ≥ 1/2i+1. Z definice
množin Vi,ι nyńı př́ımo vyplývá pro libovolné xι ∈ Vi,ι, xκ ∈ Vi,κ

1

2i+1 ≤ d(Gi,ι, Gi,κ) ≤ d(Gi,ι, xι) + d(xι, xκ)

+ d(xκ, Gi,κ) <
1

2i+3 + d(xι, xκ) +
1

2i+3 ,
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t.j. d(xι, xκ) > 1/2i+2. Odtud dostáváme

d(Vi,ι, Vi,κ) ≥ 1

2i+2 .

Bud’ x ∈ X libovolný bod. Z výše uvedené nerovnosti vyplývá, že otevřená koule
B(x, 1/2i+3) se nemůže prot́ınat s v́ıce než s jedńım prvkem systému νi.

Tı́m je d̊ukaz Lemmatu 8. ukončen.

Důsledek. Metrizovatelný topologický prostor má σ-lokálně konečnou bázi topologie.

Důkaz. Tvrzeńı je př́ımým d̊usledkem definice σ-lokálně konečného systému a Lem-
matu 8. odst. 6.6 str. 158, kde za (Uι)ι∈I bereme bázi topologie.

Lemma 9. Každé σ-lokálně konečné otevřené pokryt́ı libovolného topologického pro-
storu má lokálně konečné (ne nutně otevřené) zjemněńı.

Důkaz. Bud’ (νi)i∈N posloupnost lokálně konečných systémů otevřených podmnožin
topologického prostoruX taková, že ν =

⋃

νi je pokryt́ıX. Označme Ui sjednoceńı množin
systému νi. Položme

Vi =
i
⋃

k=1

Uk, V0 = ∅, Ai = Vi\Vi−1.

Ukážeme, že množiny W ∩ Ai, kde W prob́ıhá νi a i = 1, 2, 3, . . . , tvoř́ı lokálně konečné
zjemněńı pokryt́ı ν.

Množiny A1, A2, A3, . . . pokrývaj́ı X. Skutečně, A1 = V1, A2 = V2\V1 a V1 ⊂ V2, t.j.
A1 ∪A2 = V2; dále

i
⋃

k=1

Ak = Ai ∪
(

i−1
⋃

k=1

Ak

)

a předpokládáme-li

i−1
⋃

k=1

Ak = Vi−1,

dostaneme

i
⋃

k=1

Ak = (Vi\Vi−1) ∪ Vi−1 = Vi,

jelikož Vi−1 ⊂ Vi. Množiny Vi ovšem pokrývaj́ı X, takže množiny Ai muśı také pokrývat
X.

Bud’ x ∈ X libovolný bod. Existuje i tak, že x ∈ Ai. Pak ovšem x ∈ Vi a x /∈ Vi−1, t.j.
x ∈ Ui a existuje množina W ∈ νi tak, že x ∈W . Bod x tedy paťŕı množině W ∩Ai. Tı́m
je ukázáno, že systém množin W ∩ Ai, kde W prob́ıhá νi a i = 1, 2, 3, . . . , je pokryt́ı X.
Jelikož každá z množin W ∩Ai lež́ı v některé z množin systému νi, množiny W ∩Ai tvoř́ı
zjemněńı pokryt́ı ν.

Ke každému x ∈ X existuje index i tak, že x ∈ Vi. Množina Vi je otevřená a systém
νi je lokálně konečný. Ke každému j tedy existuje okoĺı Zj bodu x lež́ıćı v množině Vi,
které má neprázdný pr̊unik pouze s konečně mnoha množinami ze systému νj. Označme
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Z = Z1∩Z2∩· · ·∩Zi. Pr̊unik množiny Z s množinami z νj, kde j = 1, 2, . . . , i, je neprázdný
jen v konečně mnoha př́ıpadech. Odtud Z ∩W ∩ Aj = ∅ jen pro konečně mnoho množin
W ∩ Aj , W ∈ νj, j = 1, 2, 3, . . . , i.. Pro j > i plat́ı Z ∩ Aj ⊂ Vi ∩ Aj = Vi ∩ (Vj\Vj−1) =
(Vi ∩ Vj)\(Vi ∩ Vj−1) = Vi\Vi = ∅, t.j. Z ∩ Aj = ∅. Odtud Z ∩W ∩ Aj = ∅ pro libovolné
W paťŕıćı νj, kde j > i. Systém ν je tedy lokálně konečný a d̊ukaz je ukončen.

Lemma 10. Předpokládejme, že ke každému otevřenému pokryt́ı (Uι)ι∈I regulárńıho
topologického prostoru X existuje jeho lokálně konečné (ne nutně otevřené) zjemněńı. Pak
existuje lokálně konečné uzavřené zjemněńı pokryt́ı (Uι)ι∈I .

Důkaz. Bud’ (Uι)ι∈I otevřené pokryt́ı regulárńıho prostoru X. Ke každému x ∈ X
existuje index κ ∈ I tak, že x ∈ Uκ; z regularity X vyplývá, že existuje okoĺı Vx bodu x
tak, že clVx ⊂ Uκ (Věta 1. odst. 6.1 str. 142). Označme ν systém všech množin Vx. ν je
otevřené pokryt́ı X. Podle předpokladu tedy existuje lokálně konečné zjemněńı µ pokryt́ı
ν. Bud’ clµ systém všech uzávěr̊u množin z µ a cl ν systém všech uzávěr̊u množin z ν. cl ν
je zjemněńı pokryt́ı (Uι)ι∈I a clµ je uzavřené pokryt́ı, které je zjemněńım pokryt́ı cl ν; clµ
je tedy uzavřené zjemněńı pokryt́ı (Uι)ι∈I . Pokryt́ı clµ je ovšem lokálně konečné (Lemma
1. odst. 6.3 str. 149).

Lemma 11. Předpokládejme, že ke každému otevřenému pokryt́ı Hausdorffova topo-
logického prostoru X existuje jeho lokálně konečné uzavřené zjemněńı. Pak X je para-
kompaktńı.

Důkaz. Bud’ (Uι)ι∈I otevřené pokryt́ı X, ν jeho lokálně konečné zjemněńı; podle
předpokladu ν vždy existuje. Každému x ∈ X přǐrad́ıme jeho okoĺı Wx, jehož pr̊unik s
množinami ze systému ν je neprázdný jen v konečně mnoha př́ıpadech. Označme µ systém
všech množin Wx; µ je otevřené pokryt́ı X. Bud’ χ lokálně konečné uzavřené zjemněńı µ.
Dále označme UA množinu ze systému (Uι)ι∈I obsahuj́ıćı prvek A ∈ ν a CA sjednoceńı
všech množin F ∈ χ, pro které A ∩ F = ∅. Jelikož systém χ je lokálně konečný a je
tvořen uzavřenými množinami, množina CA je uzavřená (Důsledek Lemmatu 2. odst. 6.3
str. 150); množina A′ = UA ∩ (X\CA) = UA\CA je otevřená. Chceme ukázat, že systém
ν ′ všech množin A′, kde A prob́ıhá ν, je otevřené lokálně konečné zjemněńı otevřeného
pokryt́ı (Uι)ι∈I .

Z definice množiny CA dostáváme, že A ∩ CA = ∅, t.j. A ⊂ X\CA a A ⊂ UA, takže
A ⊂ A′. ν ′ je tedy pokryt́ı X.

Dále A′ ⊂ UA, takže ν ′ je zjemněńı pokryt́ı (Uι)ι∈I .
Zbývá dokázat, že systém ν ′ je lokálně konečný. Každý bod x ∈ X má okoĺı V , jehož

pr̊unik s množinami systému χ je neprázdný jen v konečně mnoha př́ıpadech. Označme
Z1, Z2, . . . , Zk tyto množiny. Každá z množin Zi se nacháźı v jisté množině Wxi

∈ µ
a podle definice prot́ıná se pouze s konečně mnoha množinami ze systému ν. Označme
Ai,1, Ai,2, . . . , Ai,ni

tyto množiny. Pro množinu A ∈ ν, A 6= Ai,1, Ai,2, . . . , Ai,ni
, kde

i = 1, 2, . . . , k, množina A′ = UA ∩ (X\CA) má prázdný pr̊unik s množinami Z1, Z2, . . . ,
Zk: plat́ı totiž A∩Z1 = ∅, A∩Z2 = ∅, . . . , A∩Zk = ∅, takže A′∩Z1 = UA∩(X\CA)∩Z1 ⊂
UA ∩ (X\Z1) ∩ Z1 = ∅, A′ ∩ Z2 = ∅, . . . , A′ ∩ Zk = ∅, kde jsme využili toho, že Z1, Z2,
. . . , Zk ⊂ CA. Pak ovšem V ∩A′ ⊂ (Z1 ∪ Z2 ∪ · · · ∪ Zk) ∩A′ = ∅. To dokazuje, že systém
ν ′ je lokálně konečný.

Věta 15. (Stoneova věta) Metrizovatelný topologický prostor je parakompaktńı.
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Důkaz. Metrizovatelný topologický prostor X je Hausdorff̊uv a je regulárńı (Věta 5.
odst. 5.2 str. 113, Věta 7. odst. 6.2 str. 144).

Bud’ (Uι)ι∈I libovolné otevřené pokryt́ıX. Existuje σ-lokálně spočetné zjemněńı pokryt́ı
(Uι)ι∈I a tedy také lokálně konečné (ne nutně otevřené) zjemněńı (Lemma 8. odst. 6.6 str.
158, Lemma 9. odst. 6.6 str. 160). Existuje tedy také lokálně konečné uzavřené zjemněńı
pokryt́ı (Uι)ι∈I (Lemma 10. odst. 6.6 str. 161); tvrzeńı Věty 15. nyńı vyplývá z Lemmatu
11. odst. 6.6 str. 161.

Důsledek. (a) Podprostor metrizovatelného topologického prostoru je parakompaktńı.

(b) Součin nejvýše spočetně mnoha metrizovatelných topologických prostor̊u je para-
kompaktńı.

(c) Regulárńı topologický prostor druhého typu spočetnosti je parakompaktńı.

Důkaz. (a) Tvrzeńı vyplývá z toho, že podprostor metrizovatelného prostoru je met-
rizovatelný.

(b) Tvrzeńı vyplývá z Věty 8. odst. 5.4 str. 114 a Věty 9. odst. 5.4 str. 115.

(c) Tvrzeńı je d̊usledkem Věty 11. odst. 6.5 str. 155.

Přejdeme nyńı ke studiu spojitých rozklad̊u jednotkové funkce. Ukážeme, že pro para-
kompaktńı topologický prostor lze větu o existenci spojitého rozkladu jednotkové funkce,
dokázanou pro normálńı prostory (Věta 10. odst. 6.4 str. 151), dále zobecnit; v již
dokázaném tvaru tato věta ovšem plat́ı také na parakompaktńıch prostorech (porov. Věta
14. odst. 6.6 str. 158).

Věta 16. Ke každému otevřenému pokryt́ı (Uι)ι∈I parakompaktńıho topologického pro-
storu X existuje spojitý rozklad jednotkové funkce (fι)ι∈I na X kompatibilńı s (Uι)ι∈I .

Důkaz. Bud’ (Uι)ι∈I otevřené pokryt́ı parakompaktńıho prostoru X, (Vκ)κ∈K lokálně
konečné otevřené zjemněńı tohoto pokryt́ı. Existuje zobrazeńı ϕ : K → I takové, že
Vκ ⊂ Uϕ(κ) pro každé κ ∈ K. Z Věty 14. odst. 6.6 str. 158 a Věty 10. odst. 6.4 str. 151).
vyplývá, že existuje spojitý rozklad jednotkové funkce (gκ)κ∈K kompatibilńı s (Vκ)κ∈K .
Pro každé ι ∈ I klademe

fι =
∑

ϕ(κ)=ι

gκ.

Jelikož systém množin (supp gκ)κ∈K je lokálně konečný, součet na pravé straně je definován
korektně. Ukážeme, že systém funkćı (fι)ι∈I je spojitý rozklad jednotkové funkce na X
kompatibilńı s otevřeným pokryt́ım (Uι)ι∈I .

Každá z funkćı fι je na okoĺı libovolného bodu x ∈ X vyjádřena jako součet konečně
mnoha spojitých funkćı; je tedy spojitá na X. Každá z těchto funkćı je nezáporná.

Ukážeme, že systém množin (supp fι)ι∈I je lokálně konečný. Pro každé ι ∈ I klademe

Bι =
⋃

ϕ(κ)=ι

supp gκ.

Z lokálńı konečnosti systému uzavřených množin (supp gκ)κ∈K vyplývá, že Bι je uzavřená
množina (Důsledek Lemmatu 6.3). 2. odst. 6.3 str. 150). Ovšem podle definice fι plat́ı
fι(x) = 0 pro x ∈ X\Bι; dostáváme tedy supp fι = cl{x ∈ X | fι(x) 6= 0} ⊂ clBι = Bι

a stač́ı ukázat, že systém (Bι)ι∈I je lokálně konečný. Ke každému bodu x ∈ X existuje
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jeho okoĺı W tak, že množina J = {κ ∈ K | W ∩ Vκ 6= ∅} je konečná. Pro κ ∈ K\J plat́ı
W ∩ Vκ = ∅. Necht’ ι ∈ I\ϕ(J). Pak každý index κ lež́ıćı ve ϕ−1(ι) lež́ı v K\J . Plat́ı tedy

W ∩Bι =
⋃

κ∈ϕ−1(ι)

(W ∩ supp gκ) ⊂
⋃

κ∈ϕ−1(ι)

(W ∩ Vκ) = ∅.

Množina {ι ∈ I |W ∩Bι 6= ∅} je tedy podmnožinoukonečné množiny ϕ(J) ⊂ I a muśı být
konečná. Systém nosič̊u (supp fι)ι∈I je tedy lokálně konečný.

Nakonec pro každé x ∈ X plat́ı

1 =
∑

κ∈K

gκ(x) =
∑

ι∈I





∑

κ∈ϕ−1(ι)

gκ(x)



 =
∑

ι∈I

fι(x),

kde jsme využili definici funkce fι. Tı́m je ukázáno, že systém funkćı (fι)ι∈I je spojitý
rozklad jednotkové funkce na X.

Zbývá prověřit, že tento spojitý rozklad jednotkové funkce je kompatibilńı s pokryt́ım
(Uι)ι∈I . Ukázali jsme již, že supp fι ⊂ Bι pro každé ι; ovšem Bι =

⋃

supp gκ, kde κ prob́ıhá
množinu ϕ−1(ι), a supp gκ ⊂ Vκ ⊂ Uι pro každé κ ∈ ϕ−1(ι), takže Bι ⊂ Uι, což jsme chtěli
dokázat.

6.7. Př́ıklady

(1) Diskrétńı topologický prostor je parakompaktńı, nebot’ je metrizovatelný (Věta
15. odst. 6.6 str. 161, př. (1) odst. 5.10 str. 125).

(2) Euklid̊uv topologický prostor Rn je parakompaktńı, nebot’ je metrizovatelný (Věta
15. odst. 6.6 str. 161, odst. 5.5).

(3) Množina RN s topologíı součinu je metrizovatelný topologický prostor; je to tedy
parakompaktńı prostor (Věta 15. odst. 6.6 str. 161, př. (7) odst. 5.10 str. 128).

Označme τ (resp. σ) topologii součinu (resp. topologii silného součinu) na RN (kap.
3, cvičeńı); σ je silněǰśı než τ . Bud’ x ∈ RN bod, x = (xi)i∈N, U jeho libovolné okoĺı
v topologii σ. Existuj́ı otevřené intervaly Ii ⊂ R tak, že xi ∈ Ii a x ∈ ∏ Ii ⊂ U , přičemž
můžeme předpokládat, že

∏

cl Ii ⊂ U ; součin
∏

Ii je prvek báze topologie silného součinu.
Přitom podle cv. 14 kap. 2 a Věty 12. odst. 3.3 str. 37

clσ
(

∏

Ii
)

⊂ clτ
(

∏

Ii
)

=
∏

cl Ii ⊂ U.

RN s topologíı silného součinu je tedy regulárńı prostor (Věta 1. odst. 6.1 str. 142).
Otázka, zda RN s topologíı silného součinu je normálńı prostor, neńı plně vyjasněna

(viz [12] str. 206).

(4) Uvedeme př́ıklad topologického prostoru, který je regulárńı, ale neńı normálńı.
Necht’ I je nespočetná množina. Prostor NI se součinem diskrétńıch topologíı je re-

gulárńı, nebot’ je součinem regulárńıch topologických prostor̊u. Uvedeme Stone̊uv d̊ukaz
tvrzeńı, že tento topologický prostor neńı normálńı.

Označme A (resp. B) množinu zobrazeńı x : I → N takových, že pro každé n 6= 1 (resp.
n 6= 2) množina {x−1(n)} obsahuje nejvýše jeden prvek; zjevně A, B ⊂ NI . Množina
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A ∩ B je tedy tvořená všemi x = (x(α))α∈I takovými, že pro každé n ∈ N množina
těch α ∈ I, pro která x(α) = n, obsahuje nejvýše jeden prvek. Jelikož I je nespočetná
a N spočetná, plat́ı A ∩ B = ∅. Necht’ x ∈ NI je libovolný bod. Ke každému okoĺı W
bodu x existuje přirozené č́ıslo k a indexy α1, α2, . . . , αk ∈ I takové, že {x(α1)} ×
{x(α2)} × · · · × {x(αk)} ×∏Nα (součin přes všechna α ∈ I r̊uzná od α1, α2, . . . , αk), lež́ı
ve W a obsahuje x. Odtud plyne clA = A, clB = B. Předpokládejme, že topologický
prostor NI je normálńı. Necht’ U , V jsou disjunktńı okoĺı množin A, B. Označme x0 ∈ NI

bod takový, že x0(α) = 1 pro každé α ∈ I; zřejmě x0 ∈ A. Existuje tedy okoĺı U0

bodu x0 takové, že U0 ⊂ U . Plat́ı U0 = Π{1}k ×∏

Nα, kde k = 1, 2, . . . ,m0 pro nějaké
přirozené č́ıslo m0 a α prob́ıhá množinu I\{1, 2, . . . ,m0}. Klademe x1(1) = 1, x1(2) = 2,
. . . , x1(m0) = m0, a x1(α) = 1 pro α ∈ I\{1, 2, . . . ,m0}. x1 ∈ A a existuje přirozené
č́ıslo m1 > m0 takové, že U1 = {x1(1)} × {x1(2)} × · · · × {x1(m0)} × ∏{1}k × ∏

Nα,
m0 + 1 ≤ k ≤ m1, α ∈ I, α 6= 1, 2, . . . ,m1, je okoĺı bodu x1 lež́ıćı v U . Dostáváme tak
rostoućı posloupnost přirozených č́ısel m0 < m1 < m2 < . . . , posloupnost bod̊u x0, x1, x2,
. . . ∈ A a posloupnost otevřených množin U0, U1, U2, . . . takových, že xi ∈ Ui a Ui ⊂ U pro
každé i ∈ N; zřejmě xn(1) = 1, xn(2) = 2, . . . , xn(mn−1) = mn−1, xn(α) = 1 pro ostatńı
α a Un = {1} × {2} × · · · × {mn−1} × {1} × · · · × {1} ×∏Nα, kde α ∈ I\{1, 2, . . . ,mn}
a prαk

(Un) = k pro 1 ≤ k ≤ m − 1 a prαk
(Un) = 1 pro mn−1 + 1 ≤ k ≤ mn. Bud’ nyńı

y ∈ B bod takový, že y(αk) = k pro každé k ∈ N a y(α) = 2 pro ostatńı α ∈ I. Necht’

V0 je okoĺı bodu y takové, že prα(V0) je jednobodová množina pro konečně mnoho index̊u
α a prα(V0) = N pro ostatńı α ∈ I, a že V0 ⊂ V . Označme P (V0) množinu těch α ∈ I,
pro která je {pr(V0)} jednobodová množina. Zvolme n tak, aby platilo αk ∈ I\P (V0) pro
každé k > mn. Pak Un+1 ∩ V0 6= ∅. Množiny U a V tedy nemohou být disjunktńı, t.j.
prostor NI neńı normálńı.

Množina NI se součinem diskrétńıch topologíı na N je zároveň př́ıkladem součinu
normálńıch prostor̊u, který neńı normálńı (zřejmě množina N s diskrétńı topologíı je met-
rizovatelný topologický prostor a je tedy normálńı prostor) a př́ıkladem součinu parakom-
paktńıch prostor̊u, který neńı parakompaktńı (N je parakompaktńı nebot’ je metrizova-
telný).

(5) Množina N ⊂ R, kde R je množina reálných č́ısel s přirozenou topologíı, je
uzavřená; topologie podprostoru na N je diskrétńı topologie. Necht’ I je nespočetná
množina. Množina NI je uzavřený podprostor součinu RI (Věta 12. odst. 3.3 str. 37);
tento podprostor ovšem neńı normálńı (př. (4) odst. 6.10 str. 163), neńı tedy ani parakom-
paktńı ani metrizovatelný. Součin RI tedy nemůže být normálńı (Věta 5. odst. 6.2 str.
144) a tedy ani metrizovatelný (Důsledek (a) Věty 7. odst. 6.2 str. 145) ani parakompaktńı
(Věta 13. odst. 6.6 str. 157).

Součin RI je ovšem podle Věty 2. (b) odst. 6.1 str. 142 regulárńı topologický prostor.
Je tedy daľśım př́ıkladem regulárńıho topologického prostoru, který neńı normálńı.

(6) Topologické grupy. Topologickou grupou nazýváme množinu G, na které je dána
topologie a grupová operace G×G 3 (x, y) → x ·y ∈ G tak, že zobrazeńı G×G 3 (x, y) →
x · y−1 ∈ G je spojité (v topologii součinu na G×G).

Podgrupa H topologické grupy G, uvažovaná jako topologický podprostor G, je rovněž
topologická grupa, nebot’ zobrazeńı H ×H 3 (x, y) → x · y−1 ∈ H je spojité v indukované
topologii (Věta 3. odst. 3.1 str. 32).

Zobrazeńı G 3 y → y−1 ∈ G topologické grupy G do sebe je spojité: je kompozićı
spojitých zobrazeńı G 3 y → (e, y) ∈ G × G, G × G 3 (x, y) → x · y−1 ∈ G. Zobrazeńı
G × G 3 (x, y) → x · y ∈ G je také spojité, nebot’ je kompozićı spojitých zobrazeńı
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G×G 3 (x, y) → (x, y−1) ∈ G×G, G×G 3 (x, y) → x · y−1 ∈ G. Je zřejmé, že zobrazeńı
y → y−1 je homeomorfismus.

Levou translaćı na grupě G o prvek x ∈ G rozumı́me zobrazeńı G 3 y → Lx(y) =
x · y ∈ G. Toto zobrazeńı je kompozice spojitých zobrazeńı G 3 y → (x, y) ∈ G × G,
G × G 3 (x, y) → x · y ∈ G, je tedy spojité. Levá translace o prvek x−1 je inverzńı
zobrazeńı k levé translaci o prvek x; odtud ihned dostáváme, že Lx je homeomorfismus.

Je-li topologická grupa Hausdorffova, je regulárńı. Ukážeme to. Bud’ nejdř́ıve U li-
bovolné okoĺı neutrálńıho prvku e ∈ G. Jelikož je zobrazeńı (x, y) → x · y−1 spojité
v bodě (e, e), existuje okoĺı W bodu (e, e) zobrazuj́ıćı se t́ımto zobrazeńım do U . Mı́sto W
můžeme vźıt nějaký prvek báze topologie součinu V1 × V2 a také menš́ı množinu V × V ,
kde V = V1 ∩ V2. Pro obraz V ·V −1 = {z = x · y−1 ∈ G | x, y ∈ V } pak plat́ı V ·V −1 ⊂ U .
Ukážeme, že cl V ⊂ U . Bud’ x ∈ clV libovolný bod. Jelikož levá translace Lx je homeo-
morfismus zobrazuj́ıćı e do x, Lx(V ) je okoĺı bodu x a tedy Lx(V )∩V 6= ∅. Existuje prvek
y ∈ Lx(V ) ∩ V . Jelikož y ∈ Lx(V ), existuje z ∈ V tak, že y = Lx(z) = x · z. Zároveň
y ∈ V , takže x = y · z−1 ∈ V · V −1 ⊂ U . Znamená to ovšem, že clV ⊂ U . Necht’ nyńı
z ∈ G je libovolný bod, U jeho okoĺı. Pak Lz−1(U) je okoĺı bodu e a existuje okoĺı W bodu
e tak, že clW ⊂ Lz−1(U). V = Lz(W ) je okoĺı bodu z a plat́ı Lz(W ) ⊂ Lz(clW ), t.j.
clV = clLz(W ) ⊂ Lz(clW ) ⊂ Lz(Lz−1(U)) = U . Podle Věty 1. odst. 6.1 str. 142 je tedy
topologická grupa G regulárńı.

Všimněme si, že topologie topologické grupy je plně určena lokálńı báźı v neutrálńım
prvku grupy.

(7) Topologické vektorové prostory. Bud’ E vektorový prostor nad polem reálných č́ısel
R, uvažovaným s přirozenou topologíı. Řekneme, že E je topologický vektorový prostor,
jestliže na množině E je dána topologie Hausdorffova prostoru taková, že operace sč́ıtáńı
vektor̊u E × E 3 (ξ1, ξ2) → ξ1 + ξ2 ∈ E a násobeńı vektoru skalárem R × E 3 (a, ξ) →
a · ξ ∈ E jsou spojité (v topologii součinu na E × E a R × E).

Analogicky je definován topologický vektorový prostor nad polem komplexńıch č́ısel C.
Př́ımo z definice vyplývaj́ı tato tvrzeńı:
(a) Vektorový prostor uvažovaný s triviálńı topologíı neńı topologický vektorový pro-

stor, nebot’ neńı Hausdorff̊uv.
(b) Vektorový prostor uvažovaný s diskrétńı topologíı neńı topologický vektorový pro-

stor, nebot’ násobeńı vektoru skalárem neńı spojité zobrazeńı.
(c) Každý vektorový podprostor topologického vektorového prostoru, uvažovaný s in-

dukovanou topologíı, je topologický vektorový prostor (porov. Věta 2. odst. 3.1 str. 32,
Věta 3. (a), (b) odst. 3.1 str. 32).

(d) Euklid̊uv topologický prostor Rn uvažovaný s přirozenou strukturou reálného vek-
torového prostoru, je topologický vektorový prostor (př. (5) odst. 2.5 str. 23). Podobně
množina uspořádaných n-tic komplexńıch č́ısel Cn s přirozenou topologíı a přirozenou
strukturou vektorového prostoru, je topologický vektorový prostor.

(e) Konečněrozměrný vektorový prostor s přirozenou topologíı (př. (6) odst. 3.7 str. 44)
je topologický vektorový prostor.

Bud’ E topologický vektorový prostor. Uvažujeme-li E s operaćı sč́ıtáńı vektor̊u, je E
(komutativńı) topologická grupa; je tedy definován pojem (levé) translace o vektor ξ ∈ E
(porov. př. (6) odst. 6.10 str. 164). Lokálńı báze libovolného vektoru ξ ∈ E je tvořená
množinami Lξ(U) = ξ+U , kde U prob́ıhá lokálńı bázi topologie v bodě 0 ∈ E. Pro každé
a ∈ R, a 6= 0, je zobrazeńı E 3 ξ → a · ξ ∈ E lineárńı homeomorfismus; pro každé okoĺı U
nulového vektoru je množina a · U = {ξ ∈ E | ξ = a · ζ, ζ ∈ U} okoĺı nulového vektoru.

Jelikož topologický vektorový prostor E s operaćı sč́ıtáńı vektor̊u je topologická grupa,
je regulárńı (př. (6) odst. 6.10 str. 164).
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(8) Normované a lokálně konvexńı vektorové prostory. Pseudonormou na reálném vek-
torovém prostoru E nazýváme zobrazeńı p : E → R splňuj́ıćı tyto podmı́nky:

(1) p(ξ1 + ξ2) ≤ p(ξ1) + p(ξ2) pro každé ξ1, ξ2 ∈ E.
(2) p(a · ξ) = |a|p(ξ) pro každé a ∈ R a každé ξ ∈ E. Splňuje-li pseudonorma p nav́ıc

podmı́nku
(3) Jediný vektor ξ, pro který p(ξ) = 0, je vektor ξ = 0, nazývá se normou. Vektorový

prostor, na němž je dána pseudonorma (resp. norma), se nazývá pseudonormovaný (resp.
normovaný) vektorový prostor.

Vektorový prostor E, na němž je dán systém pseudonorem (pι)ι∈I , se nzývá lokálně
konvexńı, jestliže jediný vektor ξ ∈ E splňuj́ıćı podmı́nku pι(ξ) = 0 pro každé ι ∈ I, je
vektor ξ = 0.

Pseudonorma p na vektorovém prostoru E splňuje podmı́nku p(0) = 0 a p(ξ) ≥ 0 pro
každé ξ ∈ E. Skutečně, rovnost p(0) = 0 je d̊usledkem podmı́nky (2) pro a = 0; dále pro
libovolné ξ ∈ E plat́ı 0 = p(0) = p(ξ + (−ξ)) ≤ p(ξ) + p(−ξ) = 2p(ξ), t.j. p(ξ) ≥ 0, kde
jsme využili (1) a (2).

Bud’ E vektorový prostor, E 3 ξ → ‖ξ‖ ∈ R norma na E. Pro libovolné ξ1, ξ2 ∈ E
klademe d(ξ1, ξ2) = ‖ξ1 − ξ2‖. Zobrazeńı E × E 3 (ξ1, ξ2) → d(ξ1, ξ2) ∈ R je metrika na
E; tato metrika se nazývá indukovaná normou ‖ ‖. Metrická topologie na E, asociovaná s
touto metrikou, se nazývá topologie, indukovaná normou ‖ ‖ nebo také silná topologie na
E.

Ukážeme, že E s touto topologíı je topologický vektorový prostor. Prověř́ıme spojitost
sč́ıtáńı vektor̊u v libovolném bodě (ξ0, ζ0) ∈ E × E. Bud’ ε > 0 libovolné. Zvolme ξ ∈
B(ξ0, ε/2), ζ ∈ B(ζ0, ε/2) (otevřené koule v metrice, indukované normou). Pak d(ξ0 +
ζ0, ξ+ ζ) = ‖ξ0 + ζ0 − ξ− ζ‖ ≤ ‖ξ0 − ξ‖+ ‖ζ0 − ζ‖ = d(ξ0, ξ)+ d(ζ0, ζ) < ε; sč́ıtáńı vektor̊u
je tedy spojité v bodě (ξ0, ζ0). Prověř́ıme spojitost násobeńı vektoru skalárem (a, ξ) → a ·ξ
v bodě (a0, ξ0). Bud’ ε > 0 libovolné. Položme

2δ =
(

(|a0| + ‖ξ0‖)2 + 2ε
) 1

2 − |a0| − ‖ξ0‖.

Zvolme a ∈ (a0−δ, a0+δ), ξ ∈ B(ξ0, δ). Pak d(a0·ξ0, a·ξ) = ‖a0·ξ0−a·ξ‖ = ‖a0·(ξ−ξ0)+(a−
a0)·ξ0+(a−a0)·(ξ−ξ0)‖ ≤ |a0|·‖ξ−ξ0‖+|a−a0|·‖ξ0‖+|a−a0|·‖ξ−ξ0‖ < |a0|·δ+‖ξ0‖·δ+δ2
a po dosazeńı dostaneme d(a0 · ξ0, a · ξ) < ε/2 < ε; násobeńı vektoru skalárem je tedy také
spojité.

Bud’ nyńı E lokálně konvexńı vektorový prostor, (pι)ι∈I jeho systém pseudonorem. Pro
každé ζ ∈ E, každé ε > 0 a libovolnou konečnou množinu J ⊂ I klademe

Uε(ζ, J) = {ξ ∈ E | pι(ξ − ζ) < ε, ι ∈ J}.
Zřejmě ζ ∈ Uε(ζ, J) a Uε(ζ, J) = ζ +Uε(0, J). Ukážeme, že systém množin tvaru Uε(ζ, J),
kde ζ prob́ıhá E, ε kladná č́ısla a J konečné podmnožiny indexové množiny I, splňuje
podmı́nky Věty 8. (b) odst. 1.4 str. 6, t.j. že na E existuje topologie, která má v bodě ζ
lokálńı bázi tvořenou množinami Uε(ζ, J).

Necht’ ζ = 0. Zřejmě 0 ∈ Uε(0, J). Dále Uε(0, J) ∩ Uλ(0,K) = Umin{ε,λ}(0, J ∪ K).
Nakonec necht’ ξ ∈ Uε(0, J). Pro λ ≤ ε−max{pι(ξ) | ι ∈ J} plat́ı Uλ(ξ, J) ⊂ Uε(0, J): Pro
libovolné χ ∈ Uλ(ξ, J) plat́ı pι(χ− ξ) < λ pro každé ι ∈ J a dále pι(χ) = pι(χ− ξ + ξ) ≤
pι(χ− ξ) + pι(ξ) < λ+ pι(ξ) ≤ ε. Podmı́nky Věty 8. (b) odst. 1.4 str. 6 jsou tedy splněny
v bodě 0 ∈ E.

Necht’ nyńı ζ ∈ E je libovolný bod. Zřejmě ζ ∈ Uε(ζ, J). Dále napǐsme Uε(ζ, J) =
ζ+Uε(0, J), Uλ(ζ,K) = ζ+Uλ(0,K). Pak Uε(ζ, J)∩Uλ(ζ,K) = ζ+Uε(0, J)∩Uλ(0,K) =
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Umin{ε,λ}(ζ, J ∪ K). Nakonec necht’ ξ ∈ Uε(ζ, J) je libovolný bod. Pak ξ ∈ ζ + Uε(0, J),
t.j. ξ − ζ ∈ Uε(0, J) a existuje Uλ(ξ − ζ,K) tak, že Uλ(ξ − ζ,K) ⊂ Uε(0, J). Pak ξ − ζ +
Uλ(0,K) ⊂ Uε(0, J), t.j. ξ + Uλ(0,K) ⊂ ζ + Uε(0, J) = Uε(ζ, J). Podmı́nky Věty 8. (b)
odst. 1.4 str. 6 jsou tedy splněny v bodě ζ.

Tı́m je dokázána existence požadované topologie; jej́ı jednoznačnost je jasná. Topologie
na E, jež má v každém bodě ξ ∈ E lokálńı bázi, tvořenou množinami Uε(ξ, J), se nazývá
(lokálně konvexńı) topologie, indukovaná systémem pseudonorem (pι)ι∈I .

Ukážeme, že E s touto topologíı je topologický vektorový prostor. Spojitost sč́ıtáńı
vektor̊u a násobeńı vektoru skalárem se prověřuje analogicky jako v př́ıpadě normovaného
vektorového prostoru. Bud’ (ξ0, ζ0) ∈ E × E bod, Uε(ξ0 + ζ0, J) libovolný prvek lokálńı
báze topologie v bodě ξ0 + ζ0. Pro ξ ∈ Uε/2(ξ0, J), ζ ∈ Uε/2(ζ0, J) a každé ι ∈ J plat́ı
pι(ξ + ζ − ξ0 − ζ0) ≤ pι(ξ − ξ0) + pι(ζ − ζ0) < ε, takže sč́ıtáńı vektor̊u je spojité v bodě
(ξ0, ζ0). Bud’ (a0, ξ0) ∈ R × E libovolný bod, Uε(a0 · ξ0, J) libovolné okoĺı bodu a0 · ξ0.
Položme pro každé ι ∈ J

2δι =
(

(|a0| + pι(ξ0))
2 + 2ε

)1
2 − |a0| − pι(ξ0),

δ = min
ι∈J

{δι}.

Zvolme a ∈ (a0−δ, a0+δ), ξ ∈ Uδ(ξ0, J). Pak pro každé ι ∈ J dostáváme pι(a0 ·ξ0−a ·ξ) =
pι(a0 · (ξ − ξ0) + (a − a0) · ξ0 + (a − a0) · (ξ − ξ0)) ≤ |a0| · pι(ξ − ξ0) + |a − a0| · pι(ξ0) +
|a− a0| · pι(ξ − ξ0) < |a0| · δ + δ · pι(ξ0) + δ2. Po dosazeńı dostaneme pι(a0 · ξ0 − a · ξ) < ε;
znamená to, že násobeńı skalárem je spojité.

(9) Zkonstruujeme topologický prostor X, který je normálńı, ale neńı parakompaktńı.
Konstrukce vycháźı z př́ıkladu, uvedeného v knize E. Čech, Topologické prostory (dodatek
M. Katětov, Plně normálńı prostory), ČSAV Praha, 1959, str. 487 (viz také J. Nagata,
Modern General Topology, Amsterdam, 1984, str. 74, R. Engelking, General Topology
(ruský předklad), Moskva, 1986, str. 453). Zde uváděné d̊ukazy vlastnost́ı prostoru X
zpracoval M. Kovár.

Bud’ Y libovolná nespočetná množina. Bez újmy na obecnosti lze na Y zvolit dobré
uspořádáńı ≤ takové, že v tomto dobrém uspořádáńı existuje nejvěťśı prvek 1 ∈ Y množiny
Y . Označme 0 ∈ Y nejmenš́ı prvek množiny Y .

Na Y definujme přirozeným zp̊usobem intervaly. Necht’ M je množina bod̊u x ∈ Y ,
pro které je interval [0, x) nespočetná množina. Jelikož [0, 1) = Y \{1} je nespočetná, plat́ı
1 ∈M a M 6= ∅. Označme symbolem ∞ nejmenš́ı prvek množiny M . Interval X = [0,∞)
je nespočetný. Dále budeme množinu X uvažovat s indukovaným uspořádáńım (které je
rovněž dobrým uspořádáńım). Je zřejmé, že každá množina, která je v X ohraničená, je
nejvýše spočetná a žádný prvek z X neńı v X nejvěťśı. Z dobrého uspořádáńı množiny X
pak plyne, že v X má každý prvek svého následovńıka.

Položme τB = {0} ∪ {(x, y) | x, y ∈ X}. Snadno se ověř́ı, že τB je báze jisté topologie
na X. Nalezneme tvar lokálńı báze této topologie v libovolném bodě x ∈ X.

Lokálńı báźı v bodě 0 ∈ X je zřejmě jednoprvkový systém τ0 = {{0}}. Bud’ x ∈ X,
x > 0 a necht’ U ⊂ X je otevřená množina v X, obsahuj́ıćı bod x. Pak existuje otevřený
interval (u, v) ∈ τB tak, že x ∈ (u, v) ⊂ U . Necht’ w ∈ X je následovńık prvku x. Pak
x ∈ (u,w) ⊂ (u, v) ⊂ U , avšak (u,w) = (u, x]. Systém τx = ((u, x])u∈[0,x) je tedy lokálńı
báźı topologie v bodě x.

Nyńı už můžeme ukázat, že X je normálńı. Pro body x, y ∈ X takové, že x < y, jsou
intervaly [0, x], (x, y] disjunktńı okoĺı bod̊u x, y. X je tedy Hausdorff̊uv.
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Bud’te A, B ⊂ X uzavřené disjunktńı množiny. Předpokládejme nejprve, že 0 /∈ A,B.
Z uzavřenosti obou množin vyplývá, že pro každé x ∈ A existuje ux < x tak, že (ux, x]∩B =
∅ a pro každé y ∈ B existuje vy < y tak, že (vy, y] ∩A = ∅. Klademe

U =
⋃

x∈A

(ux, x], V =
⋃

y∈B

(vy, y].

Množina U (resp. V ) je okoĺı množiny A (resp. B). Předpokládejme, že U ∩ V 6= ∅. Pak
existuje c ∈ X, x ∈ A, y ∈ B tak, že c ∈ (ux, x] ∩ (vy, y]. Kdyby c = x, pak by x ∈ (vy, y],
což dává spor. Tedy c < x a podobně c < y.

Plat́ı-li x ≤ y, je x ∈ (c, y] ⊂ (vy, y]. Je-li naopak x > y,
plat́ı y ∈ (c, x] ⊂ (ux, x]. Oba př́ıpady vedou ke sporu s t́ım, že (ux, x] ∩ B = ∅,

(vy, y] ∩A = ∅. Tedy nutně U ∩ V = ∅.
Všimněme si, že žádná z množin U , V neobsahuje bod 0.
Necht’ nyńı např. 0 ∈ A. Pak nutně 0 /∈ B. Označme A′ = A\{0}. Protože 0 6∈ A′,

k množinám A′, B, které jsou uzavřené a disjunktńı (všimněme si, že množina {0} je
otevřená), existuj́ı podle předchoźıho disjunktńı okoĺı U ′, V , neobsahuj́ıćı prvek 0. Stač́ı
položit U = U ′ ∪ {0}. Je zřejmé, že A ⊂ U , B ⊂ V a U ∩ V = ∅. Množina U je otevřená
jako sjednoceńı dvou otevřených množin a je tedy zřejmé, že X je normálńı.

Ukážeme, že X neńı parakompaktńı. Předpokládejme, že otevřené pokryt́ı ([0, x))x∈X

má lokálně konečné zjemněńı (Uι)ι∈I . Pak ke každému ι ∈ I existuje xι ∈ X tak, že
Uι ⊂ [0, xι). Tedy množina Uι je ohraničená a proto existuje pι = supX Uι. Položme
P = {pι | ι ∈ I}. Dokážeme, že množina P je nejvýše spočetná. Nejprve ukážeme, že pro
každé ι ∈ I takové, že pι neńı nejmenš́ı prvek z P , má pι v indukovaném uspořádáńı svého
předch̊udce v P .

Necht’ ι ∈ I je takové, že pι neńı nejmenš́ı z P . Pak existuje ξ = supX Pι, kde jsme
označili Pι = {p ∈ P | p < pι}. Jestliže ukážeme, že ξ ∈ Pι, je odtud zřejmé, že ξ je
hledaný předch̊udce prvku pι v množině P .

Když ξ = 0, je Pι = {0}, protože 0 je supremum jediné množiny v X, a to právě
množiny {0}. Tedy ξ ∈ Pι.

Necht’ ξ > 0. Z lokálńı konečnosti pokryt́ı (Uι)ι∈I a tvaru lokálńı báze v bodě ξ plyne, že
existuje r ∈ X, r < ξ takové, že interval (r, ξ] má neprázdný pr̊unik s Uκ jen pro konečně
mnoho index̊u κ ∈ I. Označme κ1, κ2, . . . , κk tyto indexy.

Předpokládejme, že pro nějaké κ ∈ I je pκ ∈ (r, ξ]. Pak pκ > r a z definice suprema
plyne existence prvku t ∈ Uκ tak, že r < t ≤ pκ ≤ ξ. Pak ovšem t ∈ (r, ξ] ∩ Uκ, odkud
κ ∈ {κ1, κ2, . . . , κk}. Tedy v (r, ξ] lež́ı konečně mnoho prvk̊u z P . Z definice ξ vyplývá, že
pr̊unik Pι ∩ (r, ξ] je neprázdný a na základě předchoźıch úvah konečný. Necht’ ξ′ je nejvěťśı
prvek z Pι ∩ (r, ξ]. Zvolme q ∈ Pι libovolně. Zřejmě q ≤ ξ. Je-li q ∈ (r, ξ], muśı být q ≤ ξ′.
Když q ∈ (r, ξ], je q ≤ r a protože ξ′ ∈ (r, ξ], je rovněž q ≤ ξ′. Tedy ξ′ je horńı závora
Pι, t.j. ξ′ ≥ ξ. Zároveň však ξ′ ∈ Pι a ξ je supremum Pι. Odtud ξ′ ≤ ξ, takže celkově
ξ = ξ′ ∈ Pι.

Tı́m jsme ukázali, že každý prvek z P , který neńı v P nejmenš́ı, má v P svého
předch̊udce. Ovšem množina P je dobře uspořádaná ( v indukovaném uspořádáńı), takže
každý klesaj́ıćı řetězec (t.j. úplně uspořádaná podmnožina) je konečný. To znamená, že
k libovolnému p ∈ P lze přǐradit nezáporné celé č́ıslo ν(p), udávaj́ıćı počet všech q ∈ P ,
která jsou menš́ı než p. Zobrazeńı ν : P → N ∪ {0} je zřejmě injektivńı, takže množina
P je nejvýše spočetná. Pro všechna ι ∈ I plat́ı Uι ⊂ [0, pι] a [0, pι] je ohraničená a
tedy nejvýše spočetná podmnožina množiny X. Protože (Uι)ι∈I je pokryt́ı X, je systém
([0, pι])ι∈I pokryt́ı X a tedy

⋃

[0, pι] =
⋃

[0, p] = X (sjednoceńı pro ι ∈ I resp. p ∈ P ). Pak
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ovšem množina X je nejvýše spočetná jako nejvýše spočetné sjednoceńı nejvýše spočetných

množin. To je spor s konstrukćı množiny X, což znamená, že otevřené pokryt́ı ([0, x))x∈X

nemá lokálně konečné zjemněńı. Topologický prostor X tedy nemůže být parakompaktńı

a d̊ukaz je ukončen.

Všimněme si, že topologický prostor X uvedený v d̊ukazu, je prvńıho typu spočetnosti,

neńı však druhého typu spočetnosti, nebot’ je regulárńı a musel by být i parakompaktńı.

X neńı metrizovatelný, nebot’ neńı parakompaktńı.

(10) Existuj́ı př́ıklady topologických prostor̊u, ktekré jsou parakompaktńı, ale nejsou

metrizovatelné (viz př. (9) odst. 7.8 str. 217).

(11) K tomu, aby lineárńı zobrazeńı topologických vektorových prostor̊u f : E → F

bylo spojité, stač́ı, aby bylo spojité v bodě 0 ∈ E.

Ukážeme to. Necht’ f je spojité v bodě 0 ∈ E. Bud’ ξ ∈ E libovolný bod, V libovolné

okoĺı bodu f(ξ) ∈ F . Pak V0 = −f(ξ) + V je okoĺı bodu 0 ∈ F . Podle předpokladu tedy

existuje okoĺı U0 bodu 0 ∈ E tak, že f(U0) ⊂ V0. Pro okoĺı U = ξ + U0 bodu ξ ∈ E plat́ı

f(U) = f(ξ + U0) = f(ξ) + f(U0) ⊂ f(ξ) + V0 = V.

Zobrazeńı f je tedy spojité v bodě ξ ∈ E a z libovolnosti ξ vyplývá, že je spojité.

Cvičeńı

Oddělovaćı axiomy

Bud’X topologický prostor.X se nazývá T0-prostor, jestliže k libovolným dvěma r̊uzným bod̊um
x, y ∈ X existuje okoĺı U bodu x tak, že y /∈ U . X se nazývá T1-prostor, jestliže existuje okoĺı U
bodu x a okoĺı V bodu y tak, že y /∈ U a x /∈ V . Hausdorff̊uv prostor se také nazývá T2-prostor.
X se nazývá T3-prostor, jestliže každá uzavřená množina a libovolný bod, který v ńı nelež́ı, maj́ı
disjunktńı okoĺı. X se nazývá T4-prostor, jestliže libovolné dvě disjunktńı uzavřené množiny v X
maj́ı disjunktńı okoĺı.

Podmı́nky, definuj́ıćı Tk-prostory, kde k = 0, 1, 2, 3, 4, se nazývaj́ı oddělovaćı axiomy. Oddělovaćı
axiomy jsou schematicky znázorněny na obr. 2.

Obr. 2
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1. Dokažte:

(a) Topologický prostor homeomorfńı s Tk-prostorem je Tk-prostor (t.j. vlastnost být Tk-
prostorem je topologický invariant).

(b) Topologický prostor X je T1-prostor právě tehdy, když každá jednobodová množina v X je
uzavřená.

(c) Topologický prostor X je regulárńı právě tehdy, když je zároveň T1 a T3-prostorem. Je
normálńı právě tehdy, když je zároveň T1 a T4-prostorem.

Ř e š e n ı́ . (a) Necht’ X , Y jsou homeomorfńı topologické prostory, necht’ X je Tk-prostor. Necht’

f : X → Y je nějaký homeomorfismus.

Necht’ k = 0. Necht’ y1, y2 ∈ Y jsou dva r̊uzné body. Existuj́ı x1, x2 ∈ X , x1 6= x2, tak, že
y1 = f(x1), y2 = f(x2). Necht’ U je okoĺı bodu x1 takové, že x2 6∈ U . Pak f(U) je okoĺı bodu y1
neobsahuj́ıćı y2.

Necht’ k = 1. Necht’ y1, y2 ∈ Y jsou dva r̊uzné body. Plat́ı y1 = f(x1), y2 = f(x2), kde x1,
x2 ∈ X , x1 6= x2. Existuj́ı okoĺı U1 bodu x1 a U2 bodu x2 taková, že x2 /∈ U1, x1 /∈ U2. Pak f(U1)
je okoĺı y1, f(U2) je okoĺı y2 přičemž y2 /∈ f(U1), y1 /∈ f(U2).

Necht’ k = 2. Je-li U1 (resp. U2) okoĺı bodu x1 = f−1(y1) (resp. x2 = f−1(y2)), přičemž y1 6= y2
a U1 ∩ U2 = ∅, pak f(U1) 3 y1, f(U2) 3 y2 a f(U1) ∩ f(U2) = ∅.

Necht’ k = 3. Bud’ A ⊂ Y uzavřená množina, y ∈ Y bod nelež́ıćı v A. Existuje bod x ∈ X a
množina B ⊂ X tak, že y = f(x) a A = f(B). Přitom zřejmě x 6∈ B a množina B je uzavřená,
nebot’ f je

homeomorfismus. Jelikož X je T3-prostor, existuj́ı otevřené množiny U , V ⊂ X tak, že x ∈ U ,
B ⊂ V a U ∩ V = ∅. Pak f(U), f(V ) jsou otevřené množiny takové, že y ∈ f(U), A ⊂ f(V ) a
f(U) ∩ f(V ) = ∅.

Necht’ k = 4. Tento př́ıpad vyšetř́ıme analogicky jako př́ıpad k = 3.

(b) Necht’ X je T1-prostor, x ∈ X , y ∈ X\{x}. Předpokládejme, žeX je T1-prostor. Pak existuje
okoĺı Uy bodu y takové, že x 6∈ Uy. Položme U =

⋃

Uy (sjednoceńı pro y ∈ X\{x}). Zřejmě x 6∈ U
a y ∈ U pro každé y ∈ X\{x}, t.j. U = X\{x}. Množina U je jako sjednoceńı otevřených množin
otevřená, takže množina {x} je uzavřená.

Obráceně, necht’ každá jednobodová množina v X je uzavřená. Necht’ x, y ∈ X jsou dva r̊uzné
body. Pak X\{x} (resp. X\{y}) je okoĺı bodu y (resp. x), přičemž x 6∈ X\{x} a y 6∈ X\{y}. Tedy
X je T1-prostor.

(c) Z definic plyne, že T2-prostor je zároveň T1-prostor a T1-prostor je T0-prostor. Regulárńı
prostor je T2-prostor a T3-prostor, je tedy zároveň T1-prostor a T3-prostor. Obráceně, mějme to-
pologický prostor X , který je T1-prostor a T3-prostor. Necht’ x, y ∈ X jsou dva r̊uzné body. Podle
předpokladu množiny {x}, {y} jsou uzavřené (a disjunktńı). Ovšem každá uzavřená množina a
bod v ńı nelež́ıćı maj́ı disjunktńı okoĺı; to ovšem znamená, že X je T2-prostor.

Podobně postupujeme ve zbývaj́ıćıch př́ıpadech.

Všimněme si, že T1, T4-prostor je T1, T3-prostor, T1, T3-prostor je T2-prostor, T2-prostor je
T1-prostor a T1-prostor je T0-prostor; normalita je tedy nejsilněǰśı z oddělovaćıch axiomů.

Dále si všimněme, že z vět, dokázaných v této kapitole, vyplývá tento řetězec implikaćı
vlastnost́ı topologického prostoru:

metrizovatelný prostor ⇒ parakompaktńı prostor ⇒ normálńı prostor ⇒
⇒ regulárńı prostor ⇒ Hausdorff̊uv prostor ⇒ T1-prostor ⇒ T0-prostor .

2. Uved’te př́ıklad topologického prostoru, který (a) neńı T0-prostor, (b) je T0-prostor, ale
neńı T1-prostor, (c) je T1-prostor ale neńı Hausdorff̊uv, (d) je T3-prostor, ale neńı regulárńı, (e)
je Hausdorff̊uv ale neńı regulárńı, (f) je regulárńı ale neńı normálńı, (g) je T4-prostor, ale neńı
normálńı.

Ř e š e n ı́ . (a) X s triviálńı topologíı neńı T0-prostor (každý bod x ∈ X má jediné okoĺı U = X).
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(b) X = {a, b}, τ = {∅, X, {a}}; definovaný topologický prostor je T0-prostor ale neńı T1-prostor
(bod a má okoĺı {a}, které neobsahuje bod b, zat́ımco každé okoĺı bodu b obsahuje bod a).

(c) Bud’ X libovolná nekonečná množina, τ topologie konečných doplňk̊u na X . X je T1-prostor
(pro libovolné dva body x, y ∈ X , x 6= y, je množina X\{x} okoĺı bodu y, které neobsahuje bod x
a množina X\{y} je okoĺı bodu x neobsahuj́ıćı bod y), ale neńı Hausdorff̊uv (cv. 13 kap. 1).

(d) X s triviálńı topologíı neńı T1-prostor (viz (a)), ale je T3-prostor (je-li x ∈ X libovolný bod,
pak jediná uzavřená množina neobsahuj́ıćı bod x je prázdná množina; přitom X je okoĺı bodu x
takové, že X ∩ ∅ = ∅).

(e) Uvažujme množinu R a jej́ı podmnožinu K = {x ∈ R | x = 1/n, n ∈ N}. Definujeme
topologii τ na R pomoćı báze, tvořené všemi otevřenými intervaly (a, b) a všemi množinami tvaru
(a, b)\K. Tato topologie je silněǰśı než přirozená topologie, prostor (R, τ) je tedy Hausdorff̊uv.
Ukážeme, že (R, τ) neńı T3-prostor. Množina K je uzavřená a 0 6∈ K. Předpokládejme, že existuj́ı
otevřené množiny U , V tak, že 0 ∈ U , K ⊂ V a U ∩ V = ∅. Zvolme prvek báze topologie τ
obsahuj́ıćı 0 a lež́ıćı v U . Tento prvek báze muśı mı́t tvar (a, b)\K, nebot’ libovolný prvek báze
tvaru (a, b) obsahuj́ıćı 0 prot́ıná K. Okoĺı V množiny K má nutně tvar

⋃

n(cn, dn), kde interval
(cn, dn) je prvek báze topologie τ obsahuj́ıćı bod 1/n ∈ K. Vyšetř́ıme množinu ((a, b)\K)∩(cn, dn)
pro 1/n ∈ (a, b). Tato množina je zřejmě neprázdná: bod z 6∈ K takový, že z < 1/n a zároveň
z > max{cn, 1/n+1} je prvkem (a, b)\K a zároveň (cn, dn). To ovšem znamená, že U ∩V 6= ∅, t.j.
(R, τ) neńı regulárńı.

(f) Ve cv. 3 dokážeme, že množina R se Sorgenfreyovou topologíı τS je normálńı prostor a ve
cv. 4 dokážeme, že prostor R×R se součinem Sorgenfreyových topologíı neńı normálńı; R×R je
ovšem regulárńı prostor (Věta 2. (b) odst. 6.1 str. 142).

(g) Triviálńı topologický prostor.

3. Dokažte, že množina R se Sorgenfreyovou topologíı τS je normálńı topologický prostor.

Ř e š e n ı́ . (R, τS) je Hausdorff̊uv prostor (př. (5) odst. 1.8 str. 10). Necht’ A, B ⊂ R jsou dvě
disjunktńı uzavřené množiny. Zkonstruujeme jejich disjunktńı okoĺı. Pro každé x ∈ A je množina
R\B okoĺım bodu x. Existuje tedy εx > 0 takové, že okoĺı bodu x tvaru [x, x + εx) lež́ı v R\B.
Podobně pro každé y ∈ B existuje εy > 0 takové, že [y, y + εy) ⊂ R\A. Klademe

U =
⋃

x∈A

[x, x + εx), V =
⋃

y∈B

[y, y + εy).

Zřejmě U je okoĺı A a V je okoĺı B. Necht’ z ∈ U ∩ V ; pak existuj́ı body x, y takové, že z ∈
[x, x+ εx)∩ [y, y+ εy). Podle předpokladu je x 6= y; necht’ např. x < y. Pak ovšem y ∈ [x, x+ εx),
což je spor s předpokladem, že [x, x + εx) ∩ B = ∅. Je tedy U ∩ V = ∅, což dokazuje normálnost
prostoru (R, τS).

4. Zjistěte, zda množina R×R se součinem Sorgenfreyových topologíı τS je normálńı topolo-
gický prostor.

Ř e š e n ı́ . Uvažujme R × R se součinem Sorgenfreyových topologíı a topologický prostor Y =
{(x, y) ∈ R2 | y = −x} ⊂ R × R. Tento podprostor je uzavřený, nebot’ je uzavřený v přirozené
topologii, která je slabš́ı než součin Sorgenfreyových topologíı; je diskrétńı; každá jednobodová
množina {(x,−x)} ⊂ Y je otevřená, nebot’ {(x,−x)} = [x, x+ ε1) × [−x,−x+ ε2) ∩ Y pro nějaké
ε1, ε2 > 0. Libovolná funkce f : Y → R×R je tedy spojitá. Předpokládejme, že R×R je normálńı.
Podle Věty 9. odst. 6.2 str. 146 lze funkci f spojitě rozš́ı̌rit na R×R; označme f̄ nějaké jej́ı spojité
rozš́ı̌reńı. Uvažujme množinu M = Q × Q, která je hustá v R × R (v součinu Sorgenfreyových
topologíı), a zobrazeńı ϕ : RY → RM , definované vztahem ϕ(f) = f̄ |M . Ukážeme, že zobrazeńı ϕ je
injektivńı. Je-li ϕ(f) = ϕ(g), t.j. f̄ |M = ḡ|M , pak f̄ = ḡ podle Důsledku 1.Věty 8. odst. 3.2 str. 35,
nebot’ prostor R×R je Hausdorff̊uv. Za předpokladu normálnosti R×R jsme tedy zkonstruovali
injektivńı zobrazeńı z množiny RY do RM ; přitom množina RY má stejnou mohutnost jako RR

(existuje zřejmá bijekce mezi množinami R a Y ) a množina RM má mohutnost menš́ı než RR
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(množina M je spočetná). To je ovšem spor s tvrzeńım Cantorovy–Bernsteinovy věty, podle které
by mohutnost RY měla být menš́ı, než mohutnost RM . Prostor R×R se součinem Sorgenfreyových
topologíı tedy neńı normálńı.

Topologický prostor R×R (s uvažovanou topologíı) je př́ıkladem součinu normálńıch prostor̊u,
který neńı normálńı a zároveň př́ıkladem regulárńıho prostoru, který neńı normálńı.

5. Rozhodněte, zda topologický prostor (X, τK), kdeX je množina a τK je topologie konečných
doplňk̊u na X , je (a) regulárńı, (b) normálńı.

Ř e š e n ı́ . Je-li množina X nekonečná, pak (X, τK) neńı Hausdorff̊uv, a tedy neńı regulárńı (ani
normálńı). (X, τK) je T1-prostor (cv. 2 (c)).

Necht’ X je konečná množina. Pak (X, τK) je Hausdorff̊uv prostor a každá množina otevřená
v τK je zároveň uzavřená (cv. 13 kap. 1). Libovolné dvě disjunktńı uzavřené množiny A, B ⊂ X
lze tedy oddělit disjunktńımi otevřenými množinami: za tyto otevřené množiny lze vźıt množiny
A, B.

6. Bud’ X T1-prostor. Dokažte, že následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı:
(1) X je normálńı.
(2) Pro libovolnou dvojici disjunktńıch uzavřených množin A, B ⊂ X existuje spojitá funkce

f : X → [0, 1] taková, že f(A) = {0}, f(B) = {1}.
Rozhodněte, zda plat́ı Urysohnovo lemma (Věta 8. odst. 6.2 str. 145, předpokládáme-li, že X

je T4-prostor.

Ř e š e n ı́ . Z podmı́nky (1) vyplývá podmı́nka (2) (Urysohnovo lemma). Obráceně, necht’ plat́ı
(2). PoložmeU = f−1([0, 1/3)), V = f−1((2/3, 1]). U a V jsou okoĺı množinA aB a plat́ı U∩V = ∅.
X tedy splňuje axiom T4. Podle předpokladu je X T1-prostor, je tedy podle cv. 1 (c) normálńı.

V d̊ukazu Urysohnova lemmatu se nepředpokládá platnost axiomu T2, tato věta tedy plat́ı i
v T4-prostorech.

7. Bud’ X normálńı prostor, A ⊂ X uzavřená množina, U jej́ı okoĺı a f : U → R spojitá
funkce. Existuje okoĺı V množiny A a spojitá funkce g : X → R taková, že g|V = f |V . Dokažte.

Ř e š e n ı́ . Podle Věty 4. odst. 6.2 str. 143 existuje okoĺı V množiny A takové, že clV ⊂ U . Pak
f |clV je spojitá funkce, definovaná na uzavřené podmnožině normálńıho prostoru; existuje tedy
spojité rozš́ı̌reńı g na celý prostor (Věta 9. odst. 6.2 str. 146). Evidentně g|V = f |V .

8. Dokažte, že plat́ı:
(a) Je-li X regulárńı topologický prostor, pak libovolné dva body x, y ∈ X , x 6= y, maj́ı okoĺı,

jejichž uzávěry jsou disjunktńı.
(b) Je-li X normálńı topologický prostor, pak libovolné dvě disjunktńı uzavřené množiny v X

maj́ı okoĺı, jejichž uzávěry jsou disjunktńı.
Plat́ı obrácená tvrzeńı?

Ř e š e n ı́ . (a) Tvrzeńı plat́ı (vyplývá z Věty 1. odst. 6.1 str. 142). Obrácené tvrzeńı obecně
neplat́ı. Necht’ libovolné dva r̊uzné body x, y topologického prostoru X maj́ı okoĺı, jejichž uzávěry
jsou disjunktńı. Pak X je zřejmě Hausdorff̊uv; nemuśı však splňovat axiom T3 (porov. cv. 1
(c)). Př́ıkladem je topologický prostor, uvedený v řešeńı cv. 2 (e). Označme τ2 jeho topologii,
τ1 přirozenou topologii na R. R s přirozenou topologíı je regulárńı, a tedy ke každým dvěma
bod̊um x, y ∈ R, x 6= y, existuje okoĺı U bodu x a okoĺı V bodu y tak, že clτ1 U ∩ clτ1 V = ∅.
Ovšem podle cv. 14 kap. 2 plat́ı clτ2 U ⊂ clτ1 U a clτ2 V ⊂ clτ1 V , t.j. clτ2 U∩clτ2 V ⊂ clτ1 U∩clτ1 V .
Odtud clτ2 U ∩ clτ2 V = ∅. V daném topologickém prostoru (R, τ2) lze tedy libovolné dva r̊uzné
body oddělit okoĺımi, jejichž uzávěry jsou disjunktńı; přitom (R, τ2) nesplňuje axiom T3 a neńı
tedy regulárńı.

(b) Tvrzeńı je př́ımým d̊usledkem Věty 4. odst. 6.2 str. 143. Obrácené tvrzeńı neplat́ı. Předpo-
kládejme totiž, že libovolné dvě disjunktńı uzavřené množiny v topologickém prostoru X maj́ı
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okoĺı, jejichž uzávěry jsou disjunktńı. Pak X je T4-prostor, ale nemuśı být Hausdorff̊uv. Uvažujme
např. triviálńı topologický prostor X . X a ∅ jsou jediné dvě uzavřené množiny a jsou disjunktńı.
Přitom X je okoĺım X a ∅ je okoĺım ∅ a plat́ı clX ∩ cl ∅ = X ∩ ∅ = ∅. X ovšem neńı normálńı,
nebot’ neńı Hausdorff̊uv.

9. Bud’ X množina, τ1, τ2 dvě topologie na X , τ1 ⊂ τ2. Rozhodněte, zda plat́ı některé z těchto
čtrnácti tvrzeńı:

(a) Je-li (X, τ1) Tk-prostor, kde k = 0, 1, 2, 3, 4 (resp. regulárńı, resp. normálńı prostor), pak
také (X, τ2) je Tk-prostor (resp. regulárńı, resp. normálńı prostor).

(b) Je-li (X, τ2) Tk-prostor, kde k = 0, 1, 2, 3, 4 (resp. regulárńı, resp. normálńı prostor), pak
také (X, τ1) je Tk-prostor (resp. regulárńı, resp. normálńı prostor).

Ř e š e n ı́ . Tvrzeńı (a) zřejmě plat́ı pro Tk-prostor, kde k = 0, 1, 2; pro k = 3, 4 neplat́ı.
Tvrzeńı (b) neplat́ı. Uvedeme př́ıklady. Na R uvažujme topologii konečných doplňk̊u τK ,

přirozenou topologii τ , Sorgenfreyovou topologii τS a topologii τ ′, definovanou ve cv. 2 (e). Plat́ı
τK ⊂ τ ⊂ τS a stejné inkluze plat́ı pro součiny těchto topologíı na R × R. Přitom R × R se
součinem topologíı τK neńı normálńı, R × R se součinem topologíı τ je normálńı a R × R se
součinem topologíı τS neńı normálńı (cv. 4). Podobně plat́ı τK ⊂ τ ⊂ τ ′; přitom (R, τK) neńı
regulárńı, (R, τ) je regulárńı a (R, τ ′) neńı regulárńı.

10. Užit́ım definice parakompaktńıho prostoru ukažte, že regulárńı topologický prostor
druhého typu spočetnosti je parakompaktńı.

Ř e š e n ı́ . Bud’ X regulárńı topologický prostor druhého typu spočetnosti, σ jeho spočetná báze.
Bud’ ν otevřené pokryt́ı X . Necht’ U ∈ ν a x ∈ U je libovolně ale pevně zvolený bod. Podle Věty
1. odst. 6.1 str. 142 existuje množina W ∈ σ taková, že x ∈ W a clW ⊂ U . Pro každé i ∈ N
vybereme právě jednu množinu Ui ∈ ν takovou, že clWi ⊂ Ui, kde množiny Wi, i ∈ N, prob́ıhaj́ı
bázi σ. Zřejmě (Ui)i∈N je spočetné podpokryt́ı pokryt́ı ν. Pro každé n ∈ N klademe

Vn = Un\ cl

(

n−1
⋃

i=1

Wi

)

= Un\
(

n−1
⋃

i=1

clWi

)

.

Množiny Vn jsou otevřené. Ukážeme, že (Vn)n∈N je lokálně konečné zjemněńı pokryt́ı ν. Evidentně
plat́ı, že Vn ⊂ Un pro každé n ∈ N a

⋃

n Vn = U1 ∪ (U2\ clW1) ∪ (U3\(clW1 ∪ clW2)) ∪ · · · =
⋃

n Un = X , nebot’ clWi ⊂ Ui pro každé i ∈ N. Necht’ y ∈ X je libovolný bod. Existuje index
k ∈ N a množina Wk ∈ σ taková, že y ∈Wk. Pak

Wk ∩ Vn = Wk ∩
(

Un\
(

n−1
⋃

i=1

clWi

))

= ∅

pro každé n > k. Topologický prostor X je tedy parakompaktńı.

11. Bud’ X topologický prostor, definovaný ve cv. 15 kap. 4.
(a) Ukažte, že X je Hausdorff̊uv.
(b) Ukažte, že X je normálńı.

Ř e š e n ı́ . (a) K libovolným dvěma r̊uzným bod̊um x, y ∈ X existuj́ı prvky U , V báze topologie
takové, že x ∈ U , y ∈ V a U ∩ V = ∅.

(b) Každá množina ze systému (σx)x∈X (viz cv. 15 kap. 4) je zároveň otevřená i uzavřená.
Prostor X je tedy normálńı (Věta 4. odst. 6.2 str. 143).
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Metrizovatelné topologické prostory

12. Rozhodněte, zda jsou metrizovatelné tyto topologické prostory:
(a) R s topologíı konečných doplňk̊u τK .
(b) R × R se součinem Sorgenfreyových topologíı τS .
(c) R se Sorgenfreyovou topologíı.
(d) [0, 1]I jako podprostor součinu RI , kde R má přirozenou topologii.
(e) Triviálńı topologický prostor.
(f) Y R s topologíı bodové konvergence, je-li Y metrizovatelný topologický prostor.
(g) C(N, Y ) s topologíı bodové konvergence, je-li Y metrizovatelný topologický prostor.

Ř e š e n ı́ . (a) Neńı; neńı prvńıho typu spočetnosti (př. (4) odst. 1.8 str. 9). (b) Neńı; neńı
normálńı (cv. 4). (c) Neńı; plyne z Věty 8. odst. 5.4 str. 114. (d) Je-li I nespočetná množina, pak
[0, 1]I ⊂ RI neńı metrizovatelný (Věta 10. odst. 5.4 str. 116). V ostatńıch př́ıpadech je metrizo-
vatelný jako podprostor metrizovatelného topologického prostoru. (e) Neńı; neńı Hausdorff̊uv. (f)
Neńı (Věta 10. odst. 5.4 str. 116). (g) Je metrizovatelný jako podprostor metrizovatelného prostoru
(Věta 9. odst. 5.4 str. 115); přitom zřejmě nezálež́ı na topologii prostoru N.

13. Necht’ X je množina, τ1, τ2 dvě topologie na X . Je-li X metrizovatelný v jedné z těchto
topologíı, je metrizovatelný v druhé?

Ř e š e n ı́ . O metrizovatelnosti X v druhé z obou topologíı nelze nic ř́ıci ani v př́ıpadě, že topolo-
gie τ1, τ2 jsou srovnatelné. Př́ıkladem je množina R s topologíı konečných doplňk̊u τK , přirozenou
topologii τ a Sorgenfreyovou topologíı τS . Ačkoliv τK ⊂ τ ⊂ τS , je (R, τ) metrizovatelný, zat́ımco
(R, τK), (R, τS) metrizovatelné nejsou.

14. Dokažte, že metrizovatelný topologický prostor je parakompaktńı (Stoneova věta).

Ř e š e n ı́ . Uvedeme d̊ukaz M. Kovára, který se lǐśı od d̊ukazu Stoneovy věty, podaného v odst.
6.6.

Bud’ X metrizovatelný topologický prostor. Zvolme na X metriku kompatibilńı s topologíı a
položme pro všechna x ∈ X , n, m ∈ N

Bn,m
x = B(x, 2−n(1 − 2−m)), Bn,∞

x = B(x, 2−n).

Snadno se ověř́ı, že pro libovolnou podmnožinu Y ⊂ X , n, m ∈ N, k ∈ N ∪ {∞}, kde m < k,
plat́ı

(1) cl

(

⋃

t∈Y

Bn,m
t

)

⊂
⋃

t∈Y

Bn,m
t .

Předpokládejme, že množina X je dobře uspořádaná. Pro libovolná x ∈ X , n, m ∈ N, k ∈ N∪{∞}
klademe

µ(x, n, k) = min
{

t ∈ X | x ∈ Bn,k
t

}

,

Wn,m
x = Bn,m+1

x \ cl

(

⋃

t<x

Bn,m+2
t

)

, V n,m
x = Bn,m

x \ cl

(

⋃

t<x

Bn,m+3
t

)

,

a

Qn,m
x = Bn,m+2

µ(x,n,m+2) cl





⋃

t<(x,n,m+2)

Bn,m+1
t



 .

Existence prvku µ(x, n, k) ∈ X plyne z dobrého uspořádáńı množiny X a faktu, že x ∈ Bn,k
x .

Pomoćı (1) se snadno ukáže, že pro všechna x ∈ X , n, m ∈ N plat́ı

(2) clV n,m
x ⊂Wn,m

x .
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Dále budeme postupovat v několika kroćıch, ve kterých ověř́ıme vlastnosti výše zkonstruovaných
otevřených množin Wn,m

x , V n,m
x , Qn,m

x .
(a) Ukážeme, že pro pevné n, m ∈ N pro libovolné ξ ∈ X plat́ı ξ ∈ Qn,m a pro všechna x ∈ X ,

x 6= µ(ξ, n,m+ 2) je Qn,m
ξ ∩Wn,m

x = ∅.
Zvolme ξ ∈ X . Klademe y = µ(ξ, n,m + 2). Pak ξ ∈ Bn,m+2

y , ale vzhledem k (1) ξ 6∈
cl(
⋃

t<y B
n,m+1
t ), což dává ξ ∈ Qn,m. Z definice množin Qn,m

ξ , Wn,m
x je zřejmé, že

pro x 6= y je Qn,m
ξ ∩Wn,m

x = ∅.
(b) Z tvrzeńı (a) vyplývá, že systém (Wn,m

x )x∈X je lokálně konečný. Ze vztahu (2) pak vyplývá,
že je lokálně konečný i systém (clV n,m

x )x∈X .
(c) Ukážeme, že pro libovolnou otevřenou množinu U ⊂ X a bod ξ ∈ U existuj́ı x ∈ X , n,

m ∈ N tak, že ξ ∈ V n,m
x a Wn,m

x ⊂ U .
Zvolme přirozené č́ıslo n tak, že Bn−1,∞

ξ ⊂ U . Označme y = µ(ξ, n,∞). ξ ∈ Bn,∞
y a tedy

existuje m ∈ N tak, že ξ ∈ Bn,m
y . Ovšem ξ 6∈ ⋃t<y B

n,∞
t , odkud podle (1) ξ 6∈ cl(

⋃

t<y B
n,m+3
t ).

To znamená, že ξ ∈ V n,m
y . Z inkluźı Wn,m

y ⊂ Bn,∞
y , y ∈ Bn,∞

ξ pak dostaneme Wn,m
y ⊂ Bn,∞

y ⊂
Bn−1,∞

ξ ⊂ U .
Mějme nyńı libovolné otevřené pokryt́ı ν topologického prostoru X . Pro libovolné n, m ∈ N

označ́ıme Xn,m množinu bod̊u t ∈ X takových, že existuje U ∈ ν, pro které Wn,m
t ⊂ U . Dále

klademe K = {(n,m) ∈ N × N | Xn,m 6= ∅}. Množinu K uspořádejme v posloupnost a označme
pro všechna (n,m) ∈ K, x ∈ Xn,m.

(3) Un,m
x = Wn,m

x \
⋃

(i,j)<(n,m)

⋃

t∈Xi,j

clV i,j
t .

Prověř́ıme, že systém λ = {Un,m
x | (n,m) ∈ K,x ∈ Xn,m} je otevřené lokálně konečné zjemněńı

pokryt́ı ν. Zvolme libovolně pevně bod ξ ∈ X . Označme L(ξ) množinu dvojic (i, j) ∈ K takových,
že existuje t ∈ X i,j, pro které ξ ∈ W i,j

t . Množina L(ξ) je neprázdná. Vskutku, k prvku ξ existuje
otevřená množina U ∈ ν tak, že ξ ∈ U . Ovšem podle (c) a vztahu (2) dostáváme, že existuje
x1 ∈ X , n1, m1 ∈ N s vlastnost́ı ξ ∈ V n1,m1

x1
⊂ clV n1,m1

x1
⊂ Wn1,m1

x1
⊂ U . Pak x ∈ Xn1,m1 6= ∅,

(n1,m1) ∈ K a protože ξ ∈ Wn1,m1
x1

, je (n1,m1) ∈ L(ξ).
Necht’ (n0,m0) je nejmenš́ı prvek množiny L(ξ) (v uspořádáńı indukovaném z K). Existuje

prvek x0 ∈ Xn0,m0 tak, že ξ ∈ Wn0,m0
x0

. Avšak

ξ 6∈
⋃

(i,j)<(n0,m0)

⋃

t∈Xi,j

clV i,j
t ,

jinak pomoćı (3) snadno odvod́ıme spor s t́ım, že (n0,m0) je minimálńı prvek množiny L(ξ). Tedy
ξ ∈ Un0,m0

x0
podle (3) a proto λ pokrývá X .

Klademe

P = V n1,m1
x1

∩





⋂

(i,j)≤(n1,m1)

Qi,j



 .

Z (a) vyplývá, že P je okoĺı bodu ξ. Necht’ pro nějaké (n,m) ∈ K a x ∈ Xn,m je P ∩Un,m
x 6= ∅. Pak

ovšem V n1,m1
x1

∩ Un,m
x 6= ∅, odkud podle (3) je (n1,m1) ≥ (n,m). Potom však P ⊂ Qn,m

ξ a proto

Qn,m
ξ ∩Wn,m

x 6= ∅. Z (a) opět plyne, že x = µ(ξ, n,m+ 2). Ukázali jsme, že pokud P ∩ Un,m
x 6= ∅,

muśı být (n,m) ≤ (n1,m1) a x = µ(ξ, n,m+ 2). Tedy λ je lokálně konečný systém množin. Jejich
otevřenost plyne z (3) a z (b), přičemž λ zjemňuje pokryt́ı ν, jak je zřejmé z definice množin Xn,m.

Tı́m je d̊ukaz ukončen.

Poznámka. Všimněme si, že z (b) a (c) plyne, že systémy množin (Wn,m
x )x∈X,n,m∈N,

(V n,m
x )x∈X,n,m∈N jsou σ-lokálně konečné báze (metrické) topologie topologického prostoru X .
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15. Topologický prostor X se nazývá lokálně metrizovatelný, jestliže každý bod x ∈ X má
okoĺı U , které je metrizovatelné jako topologický podprostor X .

Dokažte, že topologický prostor je metrizovatelný právě tehdy, když je parakompaktńı a lokálně
metrizovatelný (Smirnov̊uv metrizačńı teorém).

Ř e š e n ı́ . Je-li topologický prostor X metrizovatelný, pak je zřejmě lokálně
metrizovatelný a podle Stoneovy věty (Věta 15. odst. 6.6 str. 161) parakompaktńı.
Obráceně, necht’ X je parakompaktńı a lokálně metrizovatelný. Ukážeme, že X má bázi, která

je σ-lokálně konečná. Pokryjeme X otevřenými množinami, které jsou metrizovatelné, a vybereme
lokálně konečné zjemněńı ν tohoto pokryt́ı. Podle definice každý prvek U ∈ ν je metrizovatelný;
označme dU metriku na U kompatibilńı s topologíı U . Otevřená koule BU (x, ε) (v metrice dU ),
lež́ıćı v U , je otevřená podmnožina X . Pro pevné n ∈ N klademe νn = {BU (x, 1/n) | U ∈
ν, x ∈ U}. Z parakompaktnosti X vyplývá, že existuje lokálně konečné zjemněńı λn pokryt́ı νn pro
každé n ∈ N. Klademe λ =

⋃

λn. Pak λ je σ-lokálně konečné pokryt́ı X . Ukážeme, že λ je báze
topologie topologického prostoru X . Bud’ x ∈ X libovolný bod, V jeho okoĺı. Bod x je prvkem
konečně mnoha množin z pokryt́ı ν; označme tyto množiny U1, U2, . . . , Uk. Pak V ∩ Ui je okoĺı
bodu x v množině Ui, existuje tedy εi > 0 takové, že BUi

(x, εi) ⊂ V ∩ Ui. Zvolme n ∈ N tak,
aby 1/n < min{ε1, ε2, . . . , εk}/2. Systém množin λn pokrývá X , existuje tedy množina W ∈ λn

obsahuj́ıćı x. Protože λn je zjemněńı νn, existuje pro nějaké U ∈ ν a nějaký bod y ∈ U koule
BU (y, 1/n), obsahuj́ıćı W . To znamená, že x ∈ U , a tedy U je některá z množin U1, U2, . . . , Uk.
Necht’ např. U = Ui. Pak plat́ı BUi

(y, 1/n) ⊂ BUi
(x, εi), nebot’ d(y, z) < 1/n implikuje d(x, z) ≤

d(x, y) + d(y, z) < 1/n+ 1/n < min{ε1, ε2, . . . , εk} ≤ εi, a tedy W ⊂ V . Podle Věty 9. odst. 1.4
str. 7 je λn báze topologie topologického prostoru X . Tato topologie je parakompaktńı, a tedy
regulárńı. Podle Věty 12. odst. 6.5 str. 156 je prostor X metrizovatelný.

Topologické grupy

16. Ukažte, že grupa G, na ńıž je dána topologie, je topologickou grupou právě tehdy, když
jsou spojitá zobrazeńı G 3 x→ x−1 ∈ G a G×G 3 (x, y) → x · y ∈ G.

Ř e š e n ı́ . Označme e neutrálńı prvek grupy G a předpokládejme, že G je topologická grupa.
Zobrazeńı G 3 x → (e, x) ∈ G×G a G ×G 3 (x, y) → x · y−1 ∈ G jsou spojitá, jejich kompozice
x → x−1 je tedy také spojitá. Podobně zobrazeńı (x, y) → x · y je spojité, nebot’ vzniká složeńım
spojitých zobrazeńı (x, y) → (x, y−1), (x, y) → x · y−1.

Obráceně, jsou-li zobrazeńı x→ x−1, (x, y) → x · y spojitá, pak také zobrazeńı (x, y) → x · y−1

je spojité jako kompozice zobrazeńı (x, y) → (x, y−1) a (x, y) → x · y.

17. Bud’ X topologická grupa. Ukažte, že plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:
(a) Zobrazeńı x→ x−1 je homeomorfismus grupy G na sebe.
(b) Pro libovolné x ∈ G jsou zobrazeńı La : G → G, Ra : G → G, definované vztahem

La(g) = a · g, Ra(g) = g · a (levá a pravá translace o prvek a), homeomorfismy.
(c) Pro libovolné dva body x, y ∈ G existuje homeomorfismus f : G → G takový, že f(x) = y

(G je homogenńı prostor).

Ř e š e n ı́ . (a) Zobrazeńı x→ x−1 je bijektńı a spojité a je totožné se svým inverzńım zobrazeńım.
(b) Zobrazeńı La je spojité jako kompozice spojitých zobrazeńı x → (a, x), (x, y) → x · y. Pro

inverzńı zobrazeńı plat́ı (La)−1 = Lb, kde b = a−1. Analogicky vyšetř́ıme Ra.
(c) Zobrazeńı G 3 z → f(z) = z · x−1 · y ∈ G je hledaný homeomorfismus.

18. Bud’ G topologická grupa, A ⊂ G podmnožina. Dokažte, že plat́ı:
(a) Je-li A otevřená (resp. uzavřená), pak A−1 je otevřená (resp. uzavřená).
(b) Je-li A otevřená (resp. uzavřená), pak pro každé x ∈ G je množina x · A a A · x otevřená

(resp. uzavřená).
(c) Je-li A otevřená, pak pro libovolnou množinu B ⊂ G jsou otevřené množiny B · A a A ·B.
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Plat́ı tvrzeńı (c), zaměńıme-li slova “otevřená množina” za “uzavřená množina”?

Ř e š e n ı́ . (a) Podle cv. 17 (a) jsou množiny A, A−1 homeomorfńı.
(b) Podle cv. 17 (b) jsou množiny A, x ·A = Lx(A), A · x = Rx(A) homeomorfńı.

(c) Jelikož

A · B =
⋃

x∈B

A · x, B ·A =
⋃

x∈B

x · A

a množiny A · x, x ·A jsou otevřené, jsou také množiny A ·B, B ·A otevřené.

Tvrzeńı analogické s tvrzeńım (c) pro uzavřené množiny neplat́ı. Dokonce i v př́ıpadě, že obě
množiny A, B jsou uzavřené, nemuśı být množina A · B uzavřená. Uvedeme př́ıklad. Uvažujme
množinu R2 s grupovou operaćı +, definovanou vztahem x+y = (x1+y1, x2+y2), kde x = (x1, x2),
y = (y1, y2) (operace sč́ıtáńı). R2 s touto operaćı je topologická grupa. Položme

A =

{

(x1, x2) ∈ R2 | x1 ≥ 0, 0 ≤ x2 ≤ 1 − 1

x1 + 1

}

,

B =
{

(x1, x2) ∈ R2 | x2 = 0
}

.

Množiny A, B jsou uzavřené. Pro množinu A + B dostáváme A + B = {x + y ∈ R2 | x ∈ A, y ∈
B} = {(x1, x2) ∈ R2 | x1 ∈ R, x2 ∈ [0, 1)}, A+B tedy neńı uzavřená.

19. Necht’ G je topologická grupa, e jej́ı neutrálńı prvek.

(a) Je-li U okoĺı e, pak U−1 je okoĺı e.
(b) Je-li U okoĺı e, pak existuje okoĺı V bodu e takové, že
V −1 = V a V ⊂ U .

(c) Ke každému okoĺı U bodu e existuje okoĺı V bodu e takové, že V · V ⊂ U .
(d) Ke každému okoĺı U bodu e existuj́ı okoĺı V1, V2 bodu e taková, že V1 ·V −1

1 ⊂ U , V −1
2 ·V2 ⊂ U .

(e) Je-li U okoĺı e, pak pro každé x ∈ G je x · U · x−1 okoĺı e.
Dokažte.

Ř e š e n ı́ . (a) Množiny U , U−1 jsou homeomorfńı (cv. 17 (a)) a U−1 obsahuje e.
(b) Klademe V = U ∩U−1. V je otevřená množina obsahuj́ıćı e, V ⊂ U a plat́ı V −1 = U−1∩U =

V .

(c) Zobrazeńı G × G 3 (x, y) → x · y ∈ G je spojité, ke každému okoĺı U bodu e tedy existuj́ı
okoĺı W1, W2 bodu e taková, že W1 ·W2 ⊂ U . Klademe V = W1 ∩W2. Pak V · V ⊂W1 ·W2 ⊂ U .

(d) Důkaz je podobný jako v (c).
(e) Množina x · U · x−1 je otevřená (je homeomorfńı s U) a obsahuje e.

20. Dokažte, že je-li topologická grupa T0-prostor, pak je Hausdorff̊uv prostor.

Ř e š e n ı́ . Necht’ G je topologická grupa, x, y ∈ G dva r̊uzné body. Existuje okoĺı W bodu y
takové, že x 6∈ W . Přitom W = y · U , kde U je okoĺı neutrálńıho prvku e. Tedy x 6∈ y · U , t.j.
y−1 · x 6∈ U . Podle cv. 19 (d) existuje okoĺı V bodu e takové, že V · V −1 ⊂ U . Množina x · V (resp.
y·V ) je okoĺı bodu x (resp. y) a plat́ı x·V ∩y·V = ∅. Kdyby totiž existoval bod z ∈ x·V ∩y·V , platilo
by x−1 ·z ∈ V , y−1 ·z ∈ V , a tedy z−1 ·x ∈ V −1 a y−1 ·z ∈ V . Odtud y−1 ·z ·z−1 ·x ∈ V ·V −1 ⊂ U ,
t.j. y−1 · x ∈ U , což je spor s výběrem množiny U .

21. Bud’ G topologická grupa, H jej́ı podgrupa, uvažovaná s topologíı podprostoru. Dokažte,
že plat́ı:

(a) clH je podgrupa G.

(b) Je-li intH 6= ∅, pak H je otevřená v G.
(c) Je-li H otevřená v G, pak je také uzavřená v G.
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Ř e š e n ı́ . (a) Z definice podgrupy je zřejmé, že stač́ı ukázat, že pro libovolné dva body x,
y ∈ clH plat́ı x · y−1 ∈ clH . Ukážeme, že libovolné okoĺı W bodu x · y−1 má neprázdný pr̊unik
s H . Zobrazeńı (x, y) → x · y−1 je spojité, existuj́ı tedy okoĺı U 3 x, V 3 y v G taková, že
U ·V −1 ⊂W . Jelikož x ∈ clH , y ∈ clH , existuj́ı body a, b ∈ H takové, že a ∈ U , b ∈ V . To ovšem
znamená, že a · b−1 ∈ U · V −1. Jelikož a · b−1 ∈ H , plat́ı U · V −1 ∩H ⊂W ∩H 6= ∅.

(b) Necht’ x ∈ intH , W je okoĺı x takové, že W ⊂ H . W = x · U , kde U je okoĺı e. Bud’ y ∈ H
libovolný bod. y · U je okoĺı y a plat́ı y · U = y · (x−1)W ) = (y · x−1) ·W ⊂ H , nebot’ x−1 ∈ H a
také y · x−1 ∈ H .

(c) Bud’ H ⊂ G otevřená množina. Ukážeme, že G\H = (G\H) · H . Necht’ x ∈ G\H . Pak
x = x · e ∈ (G\H) ·H , t.j. G\H ⊂ (G\H) ·H . Obráceně, necht’ x ∈ (G\H) ·H . Pak x = y · z, kde
y ∈ G\H a z ∈ H . Odtud plyne, že y 6∈ H , a tedy také x 6∈ H (H je podgrupa), t.j. x ∈ G\H .
Dostali jsme tak (G\H) ·H ⊂ G\H , což dokazuje, že plat́ı výše uvedená rovnost. Podle cv. 18 (c)
je množina (G\H) ·H otevřená, což dokazuje uzavřenost H .

22. Uved’te př́ıklady topologických grup.

Ř e š e n ı́ . (a) Každá grupa, uvažovaná jako triviálńı topologický prostor, je topologická grupa.

(b) Každá grupa, uvažovaná jako diskrétńı topologický prostor, je topologická grupa.

(c) (Reálný nebo komplexńı) konečněrozměrný vektorový prostor s operaćı sč́ıtáńı vektor̊u a s
přirozenou topologíı je (komutativńı) topologická grupa (př. (6) odst. 3.7 str. 44).

(d) Množina R\{0} s operaćı násobeńı reálných č́ısel (multiplikativńı grupa reálných č́ısel)
s přirozenou topologíı je topologická grupa. Množina kladných č́ısel R+ s operaćı násobeńı a s
indukovanou topologíı je jej́ı podgrupa. Zobrazeńı R 3 t → et ∈ R+ je izomorfismus grup a
homeomorfismus.

(e) Označme GLn(R) grupu čtvercových regulárńıch matic řádu n jejichž prvky jsou reálná

č́ısla. Uvažujme GLn(R) jako topologický podprostor Euklidova prostoru Rn2

. Plat́ı GLn(R) =

Rn2\{A ∈ Rn2 | detA = 0}, kde detA označujme determinant matice A. Funkce det je ovšem
spojitá, takže množina bod̊u A, pro které detA = 0, je uzavřená (Důsledek (a) Věty 8. odst. 6.2
str. ??); GLn(R) je tedy otevřená množina.

Je zřejmé, že násobeńı matic GLn(R)×GLn(R) 3 (A,B) → A ·B ∈ GLn(R) je spojité: vzniká

zúžeńım definičńıho oboru i hodnot spojitého zobrazeńı Rn2 × Rn2 3 (A′, B′) → A′ · B′ ∈ Rn2

.
Ukážeme, že také zobrazeńı GLn(R) 3 A → A−1 ∈ GLn(R) je spojité. Funkce det, zúžená na

topologický podprostor GLn(R) topologického prostoru Rn2

, je spojitá a všude r̊uzná od nuly;
funkce GLn(R) 3 A → 1/ detA ∈ R je tedy také spojitá (př. (3) odst. 3.7 str. 43). Z definice
inverzńı matice již nyńı snadno vyvod́ıme, že zobrazeńı GLn(R) 3 A→ A−1 ∈ GLn(R) je spojité.

GLn(R) s topologíı podprostoru Euklidova prostoru Rn2

je tedy topologická grupa; nazývá se
obecná lineárńı grupa řádu n.

(f) Každá podgrupa topologické grupy (s indukovanou topologíı) je topologická grupa. Uvedeme
některé podgrupy obecné lineárńı grupy

GLn(R) (“maticové grupy” ): speciálńı lineárńı grupa SLn(R) = {A ∈ GLn(R) | detA = 1},
ortogonálńı grupa On(R) = {A ∈ GLn(R) | A ·At = E}, kde At je transponovaná matice k matici
A a E je jednotková matice, speciálńı ortogonálńı grupa SOn(R) = On(R) ∩ SLn(R).

(g) Množina komplexńıch č́ısel S = {z ∈ C | z = x+ iy, |z| = 1} spolu s násobeńım komplexńıch
č́ısel a s přirozenou topologíı je topologická grupa: zobrazeńı S × S 3 (z1, z2) → z1 · z−1

2 ∈ S, kde
z−1 = z∗ je komplexně sdružené č́ıslo, vzniká zúžeńım definičńıho oboru a oboru hodnot spojitého
zobrazeńı (z1, z2) → z1 · z2.

Zobrazeńı R 3 t → f(t) = e2πit ∈ S, kde R je uvažováno jako topologická grupa s operaćı
sč́ıtáńı (viz (c)), je homomorfismus grup a je spojité.

(h) Podobně jako v (e) lze definovat komplexńı obecnou lineálrńı grupu GLn(C) a jej́ı podgrupy
SLn(C) = {A ∈ GLn(C) | detA = 1} (komplexńı speciálńı lineárńı grupa), Un = {A ∈ GLn(C) |
A · (A∗)t = E}, kde A∗ označuje matici komplexně sdruženou k A (unitárńı grupa), SUn =



6.7. Př́ıklady 179

{A ∈ Un | detA = 1} (speciálńı unitárńı grupa); všechny tyto grupy maj́ı přirozenou strukturu
topologických grup.

23. Rozhodněte, které z topologických grup SLn(R), On(R), SOn(R) ⊂ Rn2

, S ⊂ C,

GLn(C), SLn(C), Un, SUn ⊂ Cn2

jsou otevřené (resp. uzavřené).

Ř e š e n ı́ . Plat́ı SLn(R) = det−1({1}), takže tato množina je uzavřená. Dále pro A ∈ Rn2

,
A = (aij), klademe

f(A) = A · At =

(

∑

k

aikajk

)

;

dostáváme spojité zobrazeńı f : Rn2 → Rn2

. Plat́ı On(R) = f−1(E), takže množina On(R) ⊂ Rn2

je uzavřená. Dále uvažujeme-li funkci det zúženou na On(R), plat́ı SOn(R) = det−1({1}) ⊂ On(R);

SOn(R) je tedy uzavřená v On(R) a tedy také v Euklidově prostoru Rn2

(Věta 4. (c) odst. 3.1
str. 32).

S je uzavřená v C. GLn(C) ⊂ Cn2

je otevřená, SLn(C), Un a SUn jsou uzavřené množiny

v Cn2

.

Topologické vektorové prostory

24. Rozhodněte, zda vektorový prostor RN s topologíı τ , kde τ je (a) silný součin přirozených
topologíı, (b) součin přirozených topologíı na množině reálných č́ısel R, je topologický vektorový
prostor.

Ř e š e n ı́ . V obou př́ıpadech je RN Hausdorff̊uv prostor. Označme π1, (resp. π2) prvńı (resp.
druhou) projekci součinu RN × RN. Vyšetř́ıme spojitost zobrazeńı F : RN × RN → RN, defino-
vaného vztahem F = π1+π2. Analogicky označme ρ (resp. π) prvńı (resp. druhou) projekci součinu
R×RN; vyšetř́ıme spojitost zobrazeńı G : R×RN → RN, definovaného vztahem G = ρ ·π. Každé
ze zobrazeńı π1, π2, ρ, π je spojité (Věta 7. (a) odst. 3.2 str. 34).

(a) Uvažujme na RN silný součin přirozených topologíı. Dokážeme, že pro libovolný topologický
prostor X a libovolná spojitá zobrazeńı f, g : X → RN jsou zobrazeńı f + g, f · g : X → RN

spojitá.

Označme h = f+g. Bud’ x ∈ X libovolný bod, U = (h1(x)−ε1, h1(x)+ε1)×(h2(x)−ε2, h2(x)+
ε2) × · · · prvek báze topologie silného součinu v bodě h(x). Existuj́ı okoĺı V1, V2 bodu x taková,
že f(V1) ⊂ (f1(x) − ε1/2, f1(x) + ε1/2) × (f2(x) − ε2/2, f2(x) + ε2/2) × · · · (spojitost f v bodě
x), g(V2) ⊂ (g1(x)− ε1/2, g1(x) + ε1/2)× (g2(x)− ε2/2, g2(x) + ε2/2)× · · · (spojitost g v bodě x).
Bud’ y ∈ V1 ∩ V2 libovolný bod. Pak pro každé i plat́ı |f i(y)− f i(x)| < εi/2, |gi(x)| < εi/2. Odtud
|hi(y) − hi(x)| < εi a tedy h(y) ⊂ U , t.j. h(V1 ∩ V2) ⊂ U . Zobrazeńı h je tedy spojité v bodě x.

Označme h = f ·g. Bud’ x ∈ X libovolný bod, U = (h1(x)−ε1, h1(x)+ε1)×(h2(x)−ε2, h2(x)+
ε2) × · · · prvek báze topologie silného součinu v bodě h(x). Podobně jako v př. (3) odst. 3.7 str.
43 klademe

εi
1 =

1

2

(

(

(

|f i(x)| + |gi(x)|
)2

+ 4
)

1
2 − |f i(x)| − |gi(x)|

)

.

Existuj́ı okoĺı V1, V2 bodu x taková, že f(V1) ⊂ (f1(x)−ε11, f1(x)+ε11)×(f2(x)−ε21, f2(x)+ε21)×· · ·
(spojitost f v bodě x), g(V2) ⊂ (g1(x) − ε11, g

1(x) + ε11) × (g2(x) − ε21, g
2(x) + ε21) × · · · (spojitost

g v bodě x). Bud’ y ∈ V1 ∩ V2 libovolný bod. Pro každé i ∈ N dostaneme podobně jako v př. (3)
odst. 3.7 str. 43 |hi(y) − hi(x)| < (εi

1)
2 + (|f i(x)| + |gi(x)|) · εi

1 = ε. Odtud h(V1 ∩ V2) ⊂ U , takže
funkce h je spojitá v bodě x.
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Vektorový prostor RN se silným součinem přirozených topologíı je tedy topologický vektorový
prostor.

(b) Jelikož topologie součinu na RN je slabš́ı než topologie silného součinu, ze spojitosti zobrazeńı
f + g, f · g vyšetřovaných v (a) vyplývá jejich spojitost v topologii součinu. Vektorový prostor RN

s topologíı součinu přirozených topologíı je tedy také topologický vektorový prostor.

Bud’ E reálný (resp. komplexńı) vektorový prostor. Množina A ⊂ E se nazývá vyvážená, jestliže
pro každé a ∈ R (resp. a ∈ C) takové, že |a| ≤ 1, plat́ı a · A ⊂ A. Pro libovolnou neprázdnou
množinu B ⊂ E je množina B′ = {ξ ∈ E | ξ = a · ζ, |a| ≤ 1, ζ ∈ B} vyvážená; nazývá se vyvážený
obal množiny B. Zřejmě B ⊂ B′.

25. Necht’ σ0 je lokálńı báze topologického vektorového prostoru E v bodě 0. Systém množin
σ′

0 tvořený vyváženými obaly množin ze systému σ, je lokálńı báze topologického vektorového
prostoru v bodě 0. Ukažte.

Ř e š e n ı́ . Ukážeme, že vyvážený obal W ′ okoĺıW nulového vektoru 0 je okoĺı 0. Zřejmě 0 ∈W ′.
Bud’ ξ ∈ W ′ libovolný nenulový vektor. Podle definice vyváženého obalu ξ = a · ζ, kde ζ ∈ W a
|a| ≤ 1; zřejmě a 6= 0 a zobrazeńı E 3 η → a · η ∈ E je homeomorfismus. Necht’ U je okoĺı bodu ζ
lež́ıćı ve W ; pak množina a · U obsahuje ξ, je otevřená jako homeomorfńı obraz otevřené množiny
a lež́ı ve W ′ jelikož W ′ je vyvážená množina.

Bud’ U libovolný prvek báze σ0. Ukážeme, že existuje vyvážené okoĺı V bodu 0 tak, že V ⊂ U .
Zobrazeńı R × E 3 (t, η) → f(t, η) = t · η ∈ E je spojité v bodě (0, 0). Existuje tedy č́ıslo ε > 0 a
okoĺı W bodu 0 ∈ E tak, že f([0, ε)×W ) ⊂ U . Označme V = f([0, ε)×W ). Množina V obsahuje
nulový vektor a zřejmě otevřená, nebot’ je sjednoceńım otevřených množin t ·W , kde t prob́ıhá
interval [0, ε). Ukážeme, že V je vyvážená. Necht’ ξ ∈ W , a ∈ [0, 1]. Pak ξ = t · ζ = f(t, ζ) pro jisté
t ∈ [0, ε) a ζ ∈ W . Pro vektor a · ξ dostáváme a · ξ = at · ζ = f(at, ζ) ∈ V , jelikož at < ε.

Systém σ0 je ovšem lokálńı báze v bodě 0, existuje tedy prvek U0 ∈ σ0 tak, že U0 ⊂ V . Vyvážený
obal U ′

0 množiny U0 je otevřená množina; přitom U ′
0 ⊂ V ′ = V ⊂ U , což jsme chtěli ukázat.

26. Dokažte, že na jednorozměrném reálném nebo komplexńım vektorovém prostoruE existuje
jediná topologie, se kterou má E strukturu topologického vektorového prostoru.

Ř e š e n ı́ . Bud’ e ∈ E nenulový vektor, který vezmeme za bázi vektorového prostoru E. Necht’

E má strukturu topologického vektorového prostoru. Stač́ı ukázat, že zobrazeńı E 3 ξ → fe(ξ) =
ξ0 ∈ R, kde ξ = ξ0 · e, je lineárńı homeomorfismus. Předpokládejme, že vektorový prostor E je
reálný.

Zobrazeńı fe je lineárńı bijekce a inverzńı zobrazeńı f−1
e : R → E je spojité, nebot’ je zúžeńım

spojitého zobrazeńı R×E 3 (a, ξ) → a · ξ ∈ E. Ukážeme, že zobrazeńı fe je spojité. Stač́ı ukázat,
že je spojité v bodě 0 ∈ E. Bud’ ε > 0. Nalezneme okoĺı V nulového vektoru 0 ∈ E takové, že
fe(V ) ⊂ (−ε, ε). Zvolme c ∈ R tak, aby platilo 0 < c < ε. Topologický prostor E je Hausdorff̊uv,
takže existuje okoĺı U bodu 0 ∈ E neobsahuj́ıćı bod c · e. Dále existuje vyvážené otevřené okoĺı V
bodu 0 ∈ E takové, že V ⊂ U (cv. 25 kap. 6). Ukážeme, že pro každé ξ ∈ V plat́ı fe(ξ) ∈ (−ε, ε),
t.j. fe(V ) ⊂ (−ε, ε). Pro ξ = 0 je fe(ξ) = 0 ∈ (−ε, ε). Necht’ ξ = ξ0 · e 6= 0, t.j. ξ0 6= 0. Kdyby
platilo |ξ0| ≥ c, pak by muselo platit

c · e =
c

|ξ0| · |ξ
0| · e =

c

|ξ0| · ξ ∈ V

jelikož c/|ξ0| ≤ 1, což ovšem neńı možné, jelikož c·e 6∈ U . Plat́ı tedy |ξ0| < c, t.j. fe(ξ) = ξ0 ∈ (−ε, ε)
a d̊ukaz spojitosti lineárńıho zobrazeńı fe v bodě 0 je ukončen.

V př́ıpadě komplexńıho vektorového prostoru E se postupuje analogicky.

Označme ⊕ př́ımý součet vektorových podprostor̊u vektorového prostoru. Bud’ E topologický
vektorový prostor, E1, E2, . . . , En jeho vektorové podprostory takové, že E = E1 ⊕ E2 ⊕ · · · ⊕
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En. Řekneme, že E je topologický př́ımý součet podprostor̊u E1, E2, . . . , En (uvažovaných jako
topologické vektorové prostory), jestliže kanonické bijektivńı zobrazeńı (ξ1, ξ2, . . . , ξn) → ξ1 + ξ2 +
. . .+ ξn součinu E1 × E2 × · · · ×En na E je homeomorfismus.

27. Necht’ E je topologický vektorový prostor, který je př́ımým součtem svých podprostor̊u
E1, E2, . . . , En. E je topologickým př́ımým součtem podprostor̊u E1, E2, . . . , En tehdy a jen
tehdy, když ze zobrazeńı ui : E → Ei, přǐrazuj́ıćı vektoru ξ ∈ E jeho komponentu ξi ∈ Ei, je
spojité.

Ř e š e n ı́ . Necht’ E je topologický př́ımý součet svých podprostor̊u E1, E2, . . . , En. Podle
definice zobrazeńı E 3 ξ → (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ E1 × E2 × · · · × En, definované rozkladem ξ =
ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn, je spojité; kompozićı tohoto zobrazeńı s projekćı součinu E1 ×E2 × · · · ×En na
Ei dostaneme zobrazeńı ui, které je zřejmě spojité.

Obráceně necht’ E je topologický vektorový prostor, který je př́ımým součtem svých vektorových
podprostor̊u E1, E2, . . . , En, t.j. E = E1 ⊕E2 ⊕ · · · ⊕En. Předpokládejme, že každé ze zobrazeńı
ui : E → Ei je spojité. Pak zobrazeńı E 3 ξ → (u1(ξ), u2(ξ), . . . , un(ξ)) ∈ E1×E2×· · ·×En je také
spojité (Věta 10. (b) odst. 3.3 str. 36). Jelikož zobrazeńı E1 × E2 × · · · × En 3 (ξ1, ξ2, . . . , ξn) →
ξ1 + ξ2 + . . . + ξn ∈ E je spojité jako zúžeńı sč́ıtáńı vektor̊u na topologický podprostor, je toto
zobrazeńı homeomorfismem.

28. Je-li topologický vektorový prostor E topologickým př́ımým součtem svých podprostor̊u
E1, E2, . . . , En, pak každý z podprostor̊u E1, E2, . . . , En je uzavřený.

Ř e š e n ı́ . Necht’ n = 2, E = E1 ⊕ E2. Necht’ f : E1 × E2 → E označuje kanonický homeomor-
fismus. Bud’ ξ ∈ E vektor takový, že ξ 6∈ E1. Pak ξ = ξ1 + ξ2, kde ξ1 ∈ E1, ξ2 ∈ E2, ξ2 6= 0. Plat́ı
f(ξ1, ξ2) = ξ. Z oddělitelnosti E2 vyplývá, že existuje okoĺı U bodu ξ2 v E2, neobsahuj́ıćı nulový
vektor 0 ∈ E2. Jelikož f je homeomorfismus, f(E1 × U) je okoĺı bodu ξ, které neobsahuje body
podprostoru E1. Odtud je již vidět, že topologický podprostor E1 ⊂ E je uzavřený.

29. Bud’ E reálný (nebo komplexńı) vektorový prostor, F jeho vektorový podprostor, E/F
faktorový prostor (t.j. faktorový prostor podle ekvivalence “ξ ∼ ζ, jestliže ξ − ζ ∈ F”). Označme
ϕ : E → E/F faktorovou projekci a uvažujme E/F jako faktorový prostor topologického prostoru
E. Ukažte:

(a) Zobrazeńı ϕ je otevřené.
(b) Je-li σ0 lokálńı báze topologie v bodě 0 ∈ E, pak systém množin ϕ(σ0) = {V ⊂ E/F | V =

ϕ(U), U ∈ σ0} je lokálńı báze v bodě 0 ∈ E/F .
(c) E/F je topologický vektorový prostor tehdy a jen tehdy, když F je uzavřený podprostor E.

Ř e š e n ı́ . (a) Pro libovolnou otevřenou množinu U ⊂ E plat́ı

ϕ−1(ϕ(U)) = U + F =
⋃

ζ∈F

(ζ + U),

což je jako sjednoceńı otevřených množin otevřená množina v E. Podle definice faktorové topologie
je tedy množina ϕ(U) ⊂ E/F otevřená.

(b) Jelikož podle (a) je pro každé U ∈ σ0 množina ϕ(U) ∈ ϕ(σ0) otevřená, stač́ı ukázat, že pro
libovolné okoĺı W bodu 0 ∈ E/F existuje U ∈ σ0 tak, že ϕ(U) ⊂W . Množina ϕ−1(W ) je otevřená,
jelikož ϕ je spojité, existuje tedy U ∈ σ0 tak, že U ⊂ ϕ−1(W ), t.j. ϕ(U) ⊂ ϕ(ϕ−1(W )) = W jelikož
ϕ je surjektivńı.

(c) Je-li E/F topologický vektorový prostor, pak podle definice E/F je Hausdorff̊uv. Množina
{0} ∈ E/F je tedy uzavřená a jej́ı vzor ϕ−1(0) = F je uzavřená množina.

Předpokládejme nyńı, že F je uzavřený podprostor. Ukážeme nejdř́ıve (bez použit́ı tohoto
předpokladu), že vektorové operace v E/F jsou spojité. Označme f (rep. f̄) sč́ıtáńı vektor̊u na E
(resp. E/F ) a g (resp. ḡ) násobeńı vektoru skalárem na E (resp. E/F ). Dostáváme diagramy (v
př́ıpadě, kdy E je reálný vektorový prostor)
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ϕ

3  

3   

ϕ3ϕ ϕ

3  

3  

3ϕ

V těchto diagramech jsou zobrazeńı ϕ × ϕ a idR ×ϕ otevřená (Věta 10. (d) odst. 3.3 str. 36) a
surjektivńı; pro otevřenou množinu W ⊂ E/F tedy plat́ı

f̄−1(W ) = (ϕ× ϕ)(ϕ× ϕ)−1
(

f̄−1(W )
)

(ϕ× ϕ)
(

f−1
(

ϕ−1(W )
))

,

což je otevřená množina v E/F ×E/F ; analogicky se ukáže, že ḡ−1(W )je otevřená množina v R×
E/F . Zobrazeńı f̄ , ḡ jsou tedy spojitá.

Zbývá ukázat, že faktorový prostor E/F je Hausdorff̊uv. Ekvivalence definuj́ıćı faktorový
prostor E/F je otevřená, jelikož ϕ je otevřené zobrazeńı podle (a). Dále graf této ekvivalence
{(ξ, ζ) ∈ E × E | ϕ(ξ)ϕ(ζ)} = {(ξ, ζ) ∈ E × E | ξ − ζ ∈ F} je uzavřená množina, nebot’ je vzorem
uzavřené množiny F vzhledem k zobrazeńı E × E 3 (ξ, ζ) → ξ − ζ ∈ E. Podle Věty 20. (b) odst.
3.6 str. 42 je tedy E/F Hausdorff̊uv prostor.

30. Bud’ E topologický vektorový prostor, E1, E2 jeho vektorové podprostory, dimE1 = 1,
a předpokládejme, že E = E1 ⊕ E2. Označme ϕ : E → E/E1 faktorovou projekci a u : E → E2,
definované vztahem u(ξ) = ξ2, kde ξ = ξ1 +ξ2, ξ1 ∈ E1, ξ2 ∈ E2. Definujeme zobrazeńı v : E/E1 →
E2 vztahem u = v ◦ ϕ. Dokažte, že následuj́ıćı dvě podmı́nky jsou ekvivalentńı:

(1) E je topologickým př́ımým součtem podprostor̊u E1, E2.
(2) Podprostory E1, E2 ⊂ E jsou uzavřené a zobrazeńı v je homeomorfismus topologických

vektorových prostor̊u.

Ř e š e n ı́ . Předpokládejme, že E = E1 ⊕ E2 je topologický př́ımý součet podprostor̊u. Pak E1,
E2 jsou uzavřené (cv. 28). Dále u je spojité a je otevřené (cv. 29 (a)), takže v je spojité. Ovšem
také ϕ je spojité a u je otevřené, odkud vyplývá, že v je otevřené. Zobrazeńı v je evidentně bijekce;
je tedy homeomorfismus (Věta 4. odst. 2.1 str. 19).

Obráceně, předpokládejme, že je splněna podmı́nka (2). Chceme ukázat, že kanonické zobrazeńı
E1 × E2 3 (ξ, ζ) → f(ξ, ζ) = ξ + ζ ∈ E je homeomorfismus. f je zřejmě spojitá bijekce. Je tedy
třeba dokázat, že zobrazeńı f−1 : E → E1 × E2 je spojité. Druhá složka tohoto zobrazeńı je
rovna zobrazeńı u = v ◦ ϕ a je tedy podle předpokladu spojitá. Necht’ u1 označuje prvńı složku
zobrazeńı f−1. Definujeme zobrazeńı v1 : E/E2 → E1 vztahem u1 = v1 ◦ ϕ1 ve kterém ϕ1 : E →
E/E2 je faktorová projekce. Dále označme g : E1 → R lineárńı homeomorfismus jednorozměrného
topologického vektorového prostoru E1 a R (cv. 26). Pak zobrazeńı g ◦ v1 : E/E2 → R je lineárńı
izomorfismus a na základě cv. 26 opět dedukujeme, že g ◦ v1 je homeomorfismus. Zobrazeńı v1
muśı tedy být také homeomorfismus. Prvńı složka u1 = v1 ◦ ϕ1 zobrazeńı f−1 je jako kompozice
spojitých zobrazeńı spojitá, č́ımž je d̊ukaz ukončen.

Bud’ E topologický vektorový prostor, S : I → E śıt’ v E. Śıt’ S se nazývá cauchyovská,
jestliže ke každému okoĺı nulového vektoru 0 ∈ E existuje index ι0 ∈ I takový, že z podmı́nky ι1,
ι2 ≥ ι0 vyplývá S(ι1)−S(ι2) ∈ U . Topologický vektorový prostor E se nazývá úplný, jestliže každá
cauchyovská śıt’ v E je konvergentńı.

Podle Věty 7. odst. 4.2 str. 91 má každá konvergentńı śıt’ v E právě jednu limitu.

31. Dokažte, že každá konvergentńı śıt’ v topologickém vektorovém prostoru je cauchyovská.

Ř e š e n ı́ . Bud’ S : I → E konvergentńı śıt’ v topologickém vektorovém prostoru E, ξ ∈ E
jej́ı limita. Bud’ U libovolné okoĺı nulového vektoru. Existuje okoĺı W nulového vektoru takové, že
W +W ⊂ U (cv. 19 (c) kap. 6). Zvolme vyvážené okoĺı V nulového vektoru takové, že V ⊂W (cv.
25); zřejmě V +V ⊂ U . Existuje index ι ∈ I takový, že S(ι) ∈ ξ+V pro každé ι ≥ ι0, t.j. S(ι)−ξ ∈ V
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pro každé ι ≥ ι0. Pro každé ι1, ι2 ≥ ι0 tedy plat́ı S(ι1)−S(ι2) = S(ι1)−ξ+ξ−S(ι2) ∈ V +V ⊂ U .
Śıt’ je tedy cauchyovská.

32. Bud’ X topologický vektorový prostor, F ⊂ E vektorový podprostor. Dokažte:
(a) Je-li E úplný a F uzavřený, pak F je úplný.
(b) Je-li F úplný, pak je uzavřený.

Ř e š e n ı́ . (a) Necht’ jsou splněny předpoklady (a) a necht’ S je libovolná cauchyovská śıt’ v F .
Existuje vektor ξ ∈ E, který je limitou śıtě S. Podle Důsledku Věty 2. odst. 4.2 str. 89 ξ ∈ F ,
takže F je úplný.

(b) Necht’ F je úplný a necht’ ξ ∈ clF je libovolný bod. Podle Věty 2. odst. 4.2 str. 88 existuje
v F śıt’ S, konverguj́ıćı k bodu ξ. Śıt’ S je tedy konvergentńı (v E) a tedy cauchyovská (cv. 31).
Z úplnosti F vyplývá, že limS ∈ F , t.j. ξ ∈ F . Plat́ı tedy clF ⊂ F , takže F je uzavřený podprostor
E.

Topologické vektorové prostory E, F se nazývaj́ı lineárně homeomorfńı, jestliže existuje izo-
morfismus f : E → F , který je zároveň homeomorfismem topologických prostor̊u.

33. Jsou-li dva topologické vektorové prostory lineárně homeomorfńı, pak jsou bud’ oba úplné
nebo ani jeden z nich neńı úplný.

Ř e š e n ı́ . Bud’ f : E → F lineárńı homeomorfismus topologických vektorových prostor̊u, bud’

S : I → F libovolná cauchyovská śıt’. Ukážeme, že obraz f−1(S) śıtě S při zobrazeńı f−1 je
cauchyovská śıt’ v E. Necht’ U je okoĺı nulového vektoru v F . Pak f−1(U) je okoĺı nulového vektoru
v E a existuje index ι ∈ I takový, že pro všechna ι1, ι2 ≥ ι0 plat́ı f−1(S(ι1)−S(ι2)) = f−1(S(ι1))−
f−1(S(ι2)) ∈ f−1(U). Śıt’ f−1(S) = f−1 ◦ S je tedy cauchyovská.

Obraz f(S) libovolné cauchyovské śıtě S v E je tedy cauchyovská śıt’ v F . Dále konverguje-li
śıt’ S k vektoru ξ ∈ E, pak śıt’ f(S) konverguje k vektoru f(ξ) ∈ F (Věta 5. odst. 4.2 str. 90).

Odsud již vyplývá, že E je úplný tehdy a jen tehdy, je-li úplný topologický vektorový prostor
F .

34. Dokažte, že normovaný prostor je úplný jako topologický vektorový prostor právě tehdy,
když je úplný jako metrický prostor (v metrice indukované normou).

Ř e š e n ı́ . Bud’ E normovaný prostor, d metrika na E asociovaná s normou. Ukážeme, že po-
sloupnost S : N → E je cauchyovská ve smyslu topologických vektorových prostor̊u právě tehdy,
když je cauchyovská ve smyslu metriky d.

Necht’ S : N → E je posloupnost cauchyovská ve smyslu vektorových topologických prostor̊u.
Podle definice existuje ke každému okoĺı U nulového vektoru index n0 ∈ N takový, že S(n1) −
S(n2) ∈ U pro všechny indexy n1, n2 ≥ n0. Zřejmě tedy lze ke každé otevřené kouli Bd(0, ε) nalézt
index n0 takový, že pro všechna n1, n2 ≥ n0 plat́ı S(n1)−S(n2) ∈ Bd(0, ε), t.j. d(S(n1)−S(n2), 0) =
‖S(n1) − S(n2)‖ = d(S(n1), S(n2)) < ε. Posloupnost S je tedy cauchyovská ve smyslu metrických
prostor̊u. Obráceně, je-li S posloupnost cauchyovská ve smyslu metrických prostor̊u, pak ke každé
otevřené kouli Bd(0, ε) existuje index n0 tak, že d(S(n1) − S(n2), 0) < ε, t.j. S(n1) − S(n2) ∈
Bd(0, ε) pro všechna n1, n2 ≥ n0. Ovšem otevřené koule Bd(0, ε), kde ε prob́ıhá kladná č́ısla, tvoř́ı
lokálńı bázi topologie v bodě 0 ∈ E; odtud vyplývá, že S je cauchyovská ve smyslu topologických
vektorových prostor̊u.

Je-li E úplný jako topologický vektorový prostor, je zřejmě úplný jako metrický prostor.
Dokážeme obrácené tvrzeńı.

Necht’ E je úplný jako metrický prostor. Bud’ S : I → E cauchyovská śıt’ v E. Zvolme spočetnou
lokálńı bázi σ0 = (Ui)i∈N v bodě 0 takovou, že U1 ⊃ U2 ⊃ U3 ⊃ . . . (Věta 4. odst. 5.2 str. 113,
Věta 10. odst. 1.5 str. 7). Existuje index λ1 tak, že S(ι) − S(κ) ∈ U1 pro všechna ι, κ ≥ λ1.
Položme y1 = S(λ1). Dále existuje index ι2 tak, že S(ι) − S(κ) ∈ U2 pro každé ι, κ > ι2, a
index λ2 ≥ λ1, ι2. Klademe y2 = S(λ2). Takto lze pokračovat dál. Vzniká posloupnost (yi)i∈N,
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která je zřejmě cauchyovská; označme ξ jej́ı limitu. Bud’ U libovolné okoĺı nulového vektoru, W
okoĺı nulového vektoru takové, že W + W ⊂ U (cv. 19 (c) kap. 6). Existuje index m tak, že
Um ⊂ W a yn − ξ = S(λn) − ξ ∈ Um pro každé n ≥ m. Pro každé ι ∈ I, ι ≥ λm, tedy plat́ı
S(ι) − ξ = S(ι) − S(λm) + S(λm) − ξ ∈ Um + Um ⊂ W +W ⊂ U , t.j. śıt’ S konverguje k bodu ξ.
Topologický vektorový prostor E je tedy úplný.

35. Dokažte:

(a) Přirozená topologie na reálném nebo komplexńım konečněrozměrném vektorovém prostoru je
jediná topologie, která je Hausdorffova, a ve které jsou operace sč́ıtáńı vektor̊u a násobeńı vektoru
skalárem spojité.

(b) n-rozměrný podprostor reálného (resp. komplexńıho) topologického vektorového prostoru je
lineárně homeomorfńı s vektorovým prostorem Rn (resp. Cn) s přirozenou topologíı.

(c) Každý konečněrozměrný vektorový podprostor topologického vektorového prostoru je
uzavřený.

Ř e š e n ı́ . Omeźıme se na př́ıpad reálného vektorového prostoru; v př́ıpadě komplexńıho vekto-
rového prostoru se postupuje analogicky.

(a) Budeme postupovat indukćı podle dimenze vektorového prostoru. Podle cv. 26 tvrzeńı (a)
plat́ı pro jednorozměrný vektorový prostor.

Bud’ E n-rozměrný reálný topologický vektorový prostor, (e1, e2, . . . , en) jako báze. Uvažujme
(n− 1)-rozměrný vektorový podprostor F v E, generovaný vektory e1, e2, . . . , en−1. F je topologie
totožná s přirozenou topologíı. Zobrazeńı (ξ1, ξ2, dots, ξn−1) → ξ1e1 + ξ2e2 + . . .+ ξn−1en−1 Eukli-
dova topologického vektorového prostoru Rn−1 na F je tedy lineárńı homeomorfismus. Topologický
prostor Rn−1 je úplný, proto také F je úplný (cv. 33) a podle cv. 32 (b) je F uzavřený podprostor
topologického vektorového prostoru E.

Označme F ′ jednorozměrný vektorový podprostor v E, generovaný vektorem en. Topologický
vektorový prostor F ′ je lineárně homeomorfńı s R, je tedy také úplný a uzavřený v E. Faktorový
vektorový prostor E/F ′ je topologický vektorový prostor (cv. 29 (c)), přičemž dimE/F ′ = n− 1.
Podle indukčńıho předpokladu je rovněž tento topologický vektorový prostor lineárně homeomorfńı
s Rn−1, což znamená, že topologické vektorové prostory F a E/F ′ jsou lineárně homeomorfńı. Podle
cv. 30 je tedy E topologickým př́ımým součtem svých podprostor̊u F a F ′.

Znamená to ovšem, že zobrazeńı F × F ′ 3 (ξ, ζ) ∈ F ⊕ F ′ = E je lineárńı homeomorfismus.
Zbývá tedy dokázat, že součin F × F ′ je lineárně homeomorfńı s Rn. Označme f : F → Rn−1,
g : F ′ → R lineárńı homeomorfismy a pro každé (ξ, ζ) ∈ F × F ′ položme h(ξ, ζ) = (f(ξ), g(ζ)).
Tı́mto vztahem je definováno lineárńı zobrazeńı h : F × F ′ → Rn. Toto zobrazeńı je surjektivńı a
jeho jádro je tvořeno nulovým vektorem, je tedy také injektivńı; h je tedy lineárńı izomorfismus.
Jelikož h = f × g, t.j. h je součin zobrazeńı f , g, zobrazeńı h je spojité (Věta 10. (c) odst. 3.3 str.
36); zároveň zobrazeńı h je otevřené (Věta 10. (d) odst. 3.3 str. 36), takže h je homeomorfismus
(Věta 4. odst. 2.1 str. 19). Tı́m je d̊ukaz tvrzeńı (a) ukončen.

(b) Bud’ F n-rozměrný vektorový podprostor topologického vektorového prostoru E. F je to-
pologický vektorový prostor v indukované topologii. Zároveň má přirozenou topologii (př. (6) odst.
3.7 str. 44), ve které je lineárně homeomorfńı s Rn (resp. Cn). Z již dokázaného tvrzeńı (a) vyplývá,
že indukovaná topologie na F je totožná s přirozenou topologíı a tvrzeńı (b) je dokázáno.

(c) Konečněrozměrný vektorový podprostor topologického vektorového prostoru je lineárně ho-
meomorfńı s nějakým Euklidovým topologickým prostorem Rn, je tedy úplný (cv. 33) a uzavřený
(cv. 32 (b)).

Normované prostory

Bud’ E vektorový prostor. Metrika d na E se nazývá normovatelná, jestliže existuje norma ‖ ‖
na E tak, že pro každé ξ, ζ ∈ E plat́ı d(ξ, ζ) = ‖ξ − ζ‖. Existuje-li taková norma, pak je jediná:
pro vektor ξ ∈ E plat́ı ‖ξ‖ = d(ξ, 0).
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Označme tζ : E → E translaci o vektor ζ, t.j. zobrazeńı, definované vztahem tζ(ξ) = ζ + ξ.

36. (a) Dokažte: Metrika d na normovaném prostoru je normovatelná tehdy a jen tehdy, když
jsou splněny tyto dvě podmı́nky:

(1) d(tζ(ξ1), tζ(ξ2)) = d(ξ1, ζ2) pro každé ζ, ξ1, ξ2 ∈ E (invariantnost metriky v̊uči translaćım).
(2) d(a · ξ, a · ζ) = |a| · d(ξ, ζ) pro libovolné ξ, ζ ∈ E, a ∈ R (resp. a ∈ C).
(b) Uved’te př́ıklady normovatelných a nenormovatelných metrik.

Ř e š e n ı́ . (a) Normovatelná metrika d zřejmě splňuje podmı́nky (1), (2). Obráceně, máme-li
metriku d splňuj́ıćı podmı́nky (1), (2), pak vztahem ‖ξ‖ = d(ξ, 0) je definována norma taková, že
d(ξ, ζ) = ‖ξ − ζ‖ pro libovolné vektory ξ, ζ.

(b) Přirozená metrika na vektorovém prostoru Rn (resp. Cn) je normovatelná.
Necht’ E je n-rozměrný reálný vektorový prostor, f : E → Rn lineárńı izomorfismus. Necht’ d

označuje přirozenou metriku na Rn. Pro ξ, ζ ∈ E položme ρ(ξ, ζ) = d(f(ξ), f(ζ)). Snadno zjist́ıme,
že ρ splňuje axiomy metriky na E. Tato metrika splňuje podmı́nky (1), (2) uvedené výše a je tedy
normovatelná.

Diskrétńı metrika na vektorovém prostoru je př́ıkladem metriky, která neńı normovatelná.
Daľśı př́ıklad nenormovatelné metriky dostaneme, polož́ıme-li

d(ξ, ζ) =

n
∑

i=1

|ξi − ζi|
1 + |ξi − ζi| ,

kde ξ = (ξi), ζ = (ζi) jsou vektory z Rn: zřejmě pro ξ = (1, 0, . . . , 0) a a ∈ R, |a| 6= 1, je
d(a · ξ, 0) 6= |a| · d(ξ, 0). Při ověřováńı podmı́nek z definice metriky je třeba využ́ıt nerovnost

|α+ β|
1 + |α+ β| ≤

|α|
1 + |α| +

|β|
1 + |β| ,

kde α, β ∈ R (resp. α, β ∈ C) jsou libovolná č́ısla.

Necht’ ‖ ‖1, ‖ ‖2 jsou dvě normy na vektorovém prostoru E. Řekneme, že norma ‖ ‖1 je slabš́ı
než norma ‖ ‖2, jestliže topologie, indukovaná normou ‖ ‖1 je slabš́ı, než topologie, indukovaná
normou ‖ ‖2; v tomto př́ıpadě také ř́ıkáme, že norma ‖ ‖2 je silněǰśı než norma ‖ ‖1. Normy ‖ ‖1,
‖ ‖2 se nazývaj́ı ekvivalentńı, jestliže tyto topologie splývaj́ı.

37. Bud’te ‖ ‖1, ‖ ‖2 dvě normy na vektorovém prostoru E. Dokažte:
(a) Následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı:
(1) ‖ ‖1 je slabš́ı než ‖ ‖2.
(2) Existuje č́ıslo k > 0 takové, že pro každé ξ ∈ E plat́ı ‖ξ‖1 ≤ k. ‖ξ‖2.
(b) Následuj́ıćı tři podmı́nky jsou ekvivalentńı:
(1) Normy ‖ ‖1, ‖ ‖2 jsou ekvivalentńı.
(2) Existuj́ı č́ısla k1, k2 > 0 taková, že pro každé ξ ∈ E plat́ı ‖ξ‖1 ≤ k1. ‖ξ‖2 ≤ k2 · ‖ξ‖1.
(3) Metriky indukované normami ‖ ‖1, ‖ ‖2 jsou ekvivalentńı.
(c) Je-li vektorový prostor E konečněrozměrný, pak normy ‖ ‖1, ‖ ‖2 jsou ekvivalentńı.
Uved’te př́ıklady norem na konečněrozměrném vektorovém prostoru a tyto normy srovnejte.

Ř e š e n ı́ . (a) Označme τ1 (resp. τ2) topologii, indukovanou normou ‖ ‖1 (resp. ‖ ‖2).
Předpokládejme, že ‖ ‖1 je slabš́ı než ‖ ‖2. Pak identické zobrazeńı idE z (E, τ2) do (E, τ1) je
spojité. Z jeho spojitosti v bodě 0 vyplývá, že ke každému ε > 0 existuje δ > 0 tak, že pro
každé ξ, pro které ‖ξ‖2 < δ, plat́ı ‖ξ‖1 < ε. Bud’ ξ ∈ E libovolný nenulový vektor. Položme ε = 1,
ξ0 = (δ/2‖ξ‖2)·ξ. Pak ‖ξ0‖2 < δ, a tedy ‖ξ0‖1 = (δ/2)·(‖ξ‖1/‖ξ‖2) < 1. Odtud ‖ξ‖1 < (2/δ)·‖ξ‖2.
Je-li ξ = 0, pak ‖ξ‖1 = ‖ξ‖2 = 0. Celkem

‖ξ‖1 ≤ 2

δ
‖ξ‖2
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pro každé ξ ∈ E, což jsme chtěli ukázat.
Obráceně, necht’ je splněna podmı́nka (2). Bud’ ε > 0 libovolné a položme δ = ε/k. Pak pro

každé ξ ∈ E takové, že ‖ξ‖2 < δ, plat́ı ‖ξ‖1 < k · δ = ε, a tedy identické zobrazeńı idE z (E, τ1) do
(E, τ2) je spojité. To ovšem znamená, že norma ‖ ‖1 je slabš́ı než ‖ ‖2.

(b) Ekvivalence podmı́nek (1), (2) je d̊usledkem tvrzeńı (a). Ekvivalence podmı́nek (1) a (3)
plyne z definice ekvivalentńıch norem a ekvivalentńıch metrik.

(c) Necht’ E je konečněrozměrný vektorový prostor. Pak E má jedinou topologii, se kterou je
topologickým vektorovým prostorem. (cv. 35). Každá norma na E tedy indukuje tuto topologii.

Uvedeme př́ıklady norem na Cn:

‖x‖1 =

n
∑

i=1

|xi|, ‖x‖2 =

(

n
∑

i=1

|xi|2
)

1
2

, ‖x‖max max
1≤i≤n

|xi|.

V těchto výrazech x = (x1, x2, . . . , xn). Snadno lze ukázat, že pro každé x ∈ Cn plat́ı

‖x‖max ≤ ‖x‖2 ≤ √
n · ‖xmax‖, ‖x‖max ≤ ‖x‖1 ≤ n · ‖x‖max.

Podobné př́ıklady lze uvést pro Rn.

38. Bud’ E metrizovatelný topologický vektorový prostor, d1, d2 dvě metriky na E. Označme
τ1 (resp. τ2) topologii, indukovanou metrikou d1 (resp. d2). Rozhodněte, zda je pravdivé toto
tvrzeńı: τ1 je slabš́ı právě tehdy, když existuje č́ıslo k > 0 takové, že pro každé x, y ∈ E plat́ı
d1(x, y) ≤ k · d2(x, y).

Ř e š e n ı́ . 1. Uvedené tvrzeńı neńı pravdivé. Uvedeme př́ıklad. Položme E = R a uvažujme
na R metriky d1(x, y) = |x − y|, d2(x, y) = | arctg x − arctg y|. Metrická topologie, indukovaná
metrikou d1, splývá s metrickou topologíı, indukovanou d2 a je totožná s přirozenou topologíı na
R; R je tedy topologický vektorový prostor v obou metrikách. Předpokládejme, že existuje k > 0
tak, že pro každé x, y ∈ R plat́ı d1(x, y) ≤ k · d2(x, y), t.j. | arctg x − arctg y|/|x − y| ≥ 1/k. Pro
y = 0 ovšem plat́ı

lim
x→∞

arctg x

x
= 0,

což je spor. Všimněme si, že metrika d2 neńı normovatelná (cv. 36).
2. Jsou-li metriky d1, d2 normovatelné, pak tvrzeńı plat́ı (cv. 36, 37).

39. Ukažte, že norma ‖ ‖ na vektorovém prostoru E je spojitá v topologii, indukované touto
normou.

Ř e š e n ı́ . Bud’ ξ ∈ E libovolný bod, (‖ξ‖ − ε, ‖ξ‖+ ε) okoĺı bodu ‖ξ‖ ∈ R. Pak B(ξ, ε) = {ζ ∈
E | ‖ξ − ζ‖ < ε} je okoĺı bodu ξ takové, že pro každé η ∈ B(ξ, ε) je ‖η‖ ∈ (‖ξ‖ − ε, ‖ξ‖ + ε).
Skutečně, | ‖ξ‖ − ‖η‖ | = | ‖ξ − η + η‖ − ‖η‖ | ≤ | ‖ξ − η‖ + ‖η‖ − ‖η‖ | = ‖ξ − η‖ < ε.

40. Rozhodněte, zda topologie silného součinu CN je indukovaná nějakou normou.

Ř e š e n ı́ . Kdyby existovala norma, indukuj́ıćı topologii silného součinu, byla by tato topologie
metrizovatelná; topologie silného součinu na CN však neńı metrizovatelná, nebot’ ani topologie
silného součinu na RN neńı metrizovatelná (cv. 11 kap. 5) a CN (s topologíı silného součinu) je
homeomorfńı s RN × RN (se součinem topologíı silných součin̊u).

41. Uvažujme množinu `2 = {x ∈ CN | x = (x1, x2, x3, . . .),
∑ |xi|2 < ∞}. Ukažte, že `2 je

vektorový podprostor vektorového prostoru CN a že vztahy

‖x‖sup = sup1<i<∞ |xi|, ‖x‖2 =

( ∞
∑

i=1

|xi|2
)

1
2
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definuj́ıćı normy na `2. Srovnejte topologie, indukované těmito normami. Srovnejte tyto topologie
se součinem přirozených topologíı a se silným součinem přirozených topologíı na CN.

Rozhodněte, zda zobrazeńı f , g, definované vztahem

f(x) =

∞
∑

i=1

|xi|, g(x) =

∞
∑

i=1

1

2i |xi|

jsou normy na vektorovém prostoru x `2.

Ř e š e n ı́ . Pro libovolné vektory x = (x1, x2, x3, . . .), y = (y1, y2, y3, . . .) z `2 a libovolné kom-
plexńı č́ıslo a plat́ı

|xi + yi|2 ≤ 2(|xi|2 + |yi|2),
∞
∑

i=1

|a · xi|2 = |a|2 ·
∞
∑

i=1

|xi|2.

Množina `2 je tedy uzavřená vzhledem ke sč́ıtáńı vektor̊u a násobeńı vektoru skalárem a `2 je
vektorový podprostor CN.

Zřejmě každý prvek množiny `2 představuje ohraničenou posloupnost. Pro každé
x = (x1, x2, x3, . . .) ∈ `2 existuje k > 0 tak, že |xi| < k pro všechna i; znamená to, že existuje
č́ıslo sup |xi|. Zobrazeńı ‖ ‖sup, ‖ ‖2 splňuj́ı všechny podmı́nky z definice normy; trojúhelńıkovou
nerovnost pro normu ‖ ‖2 dostaneme z Minkowského nerovnosti (cv. 4 kap. 3) limitńım přechodem
pro n→ ∞.

Pro každé x ∈ `2

‖x‖2 = sup |xj | ·
( ∞
∑

i=1

|xi|2
(sup |xj |)2

)
1
2

≥ sup |xj | = ‖x‖sup.

Topologie, indukovaná normou ‖ ‖sup je tedy slabš́ı než topologie, indukovaná normou ‖ ‖2.
Ukážeme, že tyto topologie nejsou ekvivalentńı. Předpokládejme, že existuje a > 0 takové, že
‖x‖sup ≥ a · ‖x‖2 pro každé x ∈ `2. Volme postupně x tak, že x1 = 1, xi = 0 pro i > 1;
x1 = x2 = 1, xi = 0 pro i > 2; . . . ; xi = 1 pro i ≤ n, xi = 0 pro i > n; . . . . Dostaneme nerovnost
1 ≥ a · √n, platnou pro každé n ∈ N. Tuto nerovnost lze splnit jen pro a = 0 což je spor, který
dokazuje, že uvažované normy nejsou ekvivalentńı.

Označme τ součin přirozených topologíı na CN a τ ′ topologii, indukovanou na `2 ⊂ CN. Dále
označme τ2 (resp. τsup) topologii na `2, indukovanou normou ‖ ‖2 (resp. ‖ ‖sup). Zvolme libovolný
prvek báze topologie τsup, Bsup(x, ε) = {y ∈ `2 | sup |xi −yi| < ε}. Zřejmě pro každé y ∈ Bsup(x, ε)
a i ∈ N plat́ı yi ∈ Bd(x

i, ε), kde d je přirozená metrika na C, a tedy

Bsup(x, ε) = (
∏

n∈N

Bd(x
n, ε)) ∩ `2.

Zřejmě neexistuje prvek báze topologie τ ′ lež́ıćı v Bsup(x, ε), t.j. τ ′ neńı silněǰśı než τsup ani s τsup

nesplývá. Je-li naopak B prvek báze topologie τ tvaru

B = (Bd(x
1, ε1) ×Bd(x

2, ε2) × · · · ×Bd(x
n, εn) × CN\{1,2,...,n}) ∩ `2,

kde Bd(x
i, εi) jsou otevřené koule v přirozené topologii na C, pak ke každému bodu y ∈ B existuje

č́ıslo ε > 0 tak, že Bsup(y, ε) sup(y, ε) ⊂ B; stač́ı zvolit za ε nejmenš́ı z č́ısel ε̄1, ε̄2, . . . , ε̄n takových,
že Bd(y

i, ε̄i) ⊂ Bd(x
i, εi). Množina B je proto otevřená v topologii τsup. Topologie τ ′ a τsup jsou

tedy srovnatelné a plat́ı τ ′ ⊂ τsup. Celkově τ ′ ⊂ τsup ⊂ τ2.
Označme τS topologii na množině `2, indukovanou silným součinem topologíı na CN. Zvolme

libovolný prvek B2(x, ε) báze topologie τ2 a libovolný bod y ∈ B2(x, ε). Existuje ε̄ > 0 takové, že
B2(y, ε̄) ⊂ B2(x, ε). Položme pro každé n ∈ N δn = ε̄/n

√
2. Zřejmě

∞
∑

i=1

(δn)2 =
ε̄2

2

∞
∑

n=1

1

n2 <
ε̄2

2

∞
∑

n=0

1

2n = ε̄2.
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Množina (
∏

Bd(y
n, δn)2)∩`2 je tedy okoĺı bodu y v topologii τS , lež́ıćı v B2(y, ε̄), t.j. také v B2(x, ε).

Obráceně, necht’

B =

(

∏

n∈N

Bd(x
n, 1/n)

)

∩ `2

je prvek báze topologie τS v bodě x ∈ `2. Zřejmě neexistuje prvek B2(x, ε) báze topologie τ2, lež́ıćı
v B; muselo by totiž platit |xn − yn| < ε ≤ 1/n pro každé n ∈ N, t.j. ε = 0. Dokázali jsme tedy,
že τ2 ⊂ τS . Celkově τ ′ ⊂ τsup ⊂ τ2 ⊂ τS .

Zobrazeńı g je norma na `2. Pro každé x ∈ `2 a každé i ∈ N plat́ı |xi| ≤ c pro jisté c > 0 a
tedy řada c ·∑ 1/2i majorizuje řadu

∑ |xi|/2i. Řada c ·∑ 1/2i ovšem konverguje, tedy také řada
∑ |xi|/2i konverguje. Dosazeńım do podmı́nek, definuj́ıćıch normu, se přesvědč́ıme, že g je norma
na `2.

Funkce f ovšem neńı definována na celém `2. Uvažujme např. vektor x = (1, 1/2, 1/3, . . .) z CN.
Plat́ı

∑ |xi|2 =
∑

1/i2 <∞ a tedy x ∈ `2. Ovšem řada
∑

1/i diverguje (harmonická řada) a tedy
f(x) neńı definováno. f tedy neńı norma na `2.

42. Označme L
2([a, b]) množinu komplexńıch funkćı reálné proměnné, kvadraticky integro-

vatelných na intervalu [a, b], t.j. takových, že existuje integrál
∫ b

a |f(t)|2dt ∈ R. L
2([a, b]) má

přirozenou strukturu vektorového prostoru nad C a množina L
2
0([a, b]) tvořená funkcemi f ∈

L
2([a, b]). Označme L2([a, b]) faktorový prostor L

2([a, b])/L
2
0([a, b]). Pro každé f ∈ L

2
0([a, b])

klademe

p(f) =

(

∫ b

a

|f(t)|2dt
)

1
2

.

Zjistěte, zda funkce p je norma na L
2([a, b]) (resp. L

2([a, b])).

Ř e š e n ı́ . L
2
0([a, b]) je vektorový podprostor vektorového prostoru L

2([a, b]), jelikož sjednoceńı
dvou množin nulové mı́ry je množina nulové mı́ry.

Ukážeme, že funkce p : L
2([a, b]) → R neńı norma. Nejdř́ıve dokážeme dvě nerovnosti. Pro

libovolné funkce f , g ∈ L
2([a, b]) plat́ı |f(t) · g(t)| ≤ |f(t)|2/2 + |g(t)|2/2, a tedy funkce f · g je

kvadraticky integrovatelná. Dále plat́ı

(

∫ b

a

|f(t) · g(t)|dt
)2

=

∫ b

a

|f(t)|2dt ·
∫ b

a

|g(t)|2dt

− 1
2

∫ b

a

∫ b

a

|f(s)g(t) − f(t)g(s)|2dsdt,

jak snadno prověř́ıme př́ımým výpočtem. Odtud dostáváme Cauchyho–Bunjakovského nerovnost

(

∫ b

a

|f(t) · g(t)|dt
)2

≤
∫ b

a

|f(t)|2dt ·
∫ b

a

|g(t)|2dt.
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Potom
∫ b

a

|f(t) + g(t)|2dt =

∫ b

a

|f(t)|2dt+
∫ b

a

|g(t)|2dt

+ 2

∫ b

a

|f(t)g(t)|dt ≤
∫ b

a

|f(t)|2dt+

∫ b

a

|g(t)|2dt

+ 2

(

∫ b

a

|f(t)|2dt ·
∫ b

a

|g(t)|2dt
)1/2

=





(

∫ b

a

|f(t)|2dt
)

1
2

+

(

∫ b

a

|g(t)|2dt
)

1
2




2

odkud plyne Minkowského nerovnost

(

∫ b

a

|f(t) + g(t)|2dt
)

1
2

≤
(

∫ b

a

|f(t)|2dt
)

1
2

+

(

∫ b

a

|g(t)|2dt
)

1
2

.

Z Minkowského nerovnosti plyne pro libovolné f , g ∈ L
2([a, b]) nerovnost p(f+g) ≤ p(f)+p(g).

Dále zřejmě pro každé a ∈ C plat́ı p(a · f) = |a| · p(f). Plat́ı-li p(f) = 0, pak podle definice je
funkce f rovna nule skoro všude, t.j. f ∈ L

2
0([a, b]).

Z podmı́nky p(f) = 0 tedy nevyplývá f = 0, což znamená, že funkce p neńı norma.
Na druhé straně pro libovolné f ∈ L

2([a, b]), f0 ∈ L
2
0([a, b]) plat́ı p(f + f0) = p(f); funkce

p je tedy konstantńı na tř́ıdách ekvivalence, definovaných podprostorem L
2
0([a, b]). Lze ji tedy

chápat jako funkci z L
2([a, b]) do R (jde fakticky o faktorovou projekci funkce p); tato funkce

splňuje všechny podmı́nky normy. Vektorový prostor tř́ıd kvadraticky integrovatelných funkćı je
tedy normovaný prostor.

Unitárńı prostory

Bud’ E komplexńı vektorový prostor. Označme a∗ č́ıslo komplexně sdružené k č́ıslu a ∈ C.
Skalárńım součinem na E rozumı́me zobrazeńı E×E 3 (ξ, ζ) → (ξ|ζ) ∈ C splňuj́ıćı tyto podmı́nky:

(1) (ξ1 + ξ2|ζ) = (ξ1|ζ) + (ξ2|ζ) pro každé ζ, ξ1, ξ2 ∈ E.
(2) (a · ξ|ζ) = a · (ξ|ζ) pro každé a ∈ C, ξ, ζ ∈ E.
(3) (ξ|ζ)∗ = (ζ|ξ) pro každé ξ, ζ ∈ E.
(4) (ξ|ξ) ≥ 0 pro každé ξ ∈ E a z podmı́nky (ξ|ξ) = 0 vyplývá ξ = 0. Komplexńı vektorový

prostor, na kterém je definován skalárńı součin, se nazývá (komplexńı) unitárńı prostor.
Skalárńı součin na reálném vektorovém prostoru E je definován analogicky; je tedy zobrazeńı

E × E 3 (ξ, ζ) → (ξ|ζ) ∈ R splňuj́ıćı podmı́nky (1) – (4). Analogicky je také definován (reálný)
unitárńı prostor. Konečněrozměrný reálný unitárńı prostor se někdy nazývá Euklid̊uv prostor.

43. Bud’ E komplexńı unitárńı prostor.
(a) Dokažte, že pro každé ζ, ξ1, ξ2 ∈ E a každé a ∈ C plat́ı

(ζ|ξ1 + ξ2) = (ζ|ξ1) + (ζ|ξ2), (ξ1|a · ξ2) = a∗ · (ξ1|ξ2).

(b) Dokažte, že pro každé ξ, ζ ∈ E plat́ı Schwartzova nerovnost

|(ξ|ζ)| ≤
√

(ξ|ξ) ·
√

(ζ|ζ).

Vyjasněte, kdy v této nerovnosti nastává rovnost.
(c) Dokažte, že zobrazeńı ‖‖ : E → R, definované vztahem ‖ξ‖ =

√

(ξ|ξ), je norma na E.
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Ř e š e n ı́ . (a) Uvedené vztahy jsou př́ımým d̊usledkem podmı́nek (1) – (3) z definice skalárńıho
součinu.

(b) Podle podmı́nky (4) z definice skalárńıho součinu plat́ı pro libovolné vektory ξ, ζ ∈ E a
libovolná č́ısla a ∈ C, b ∈ R nerovnost (ξ − abζ, ξ − abζ) ≥ 0, t.j.

(ξ|ξ) − ab(ζ|ξ) − a∗b(ξ|ζ) + |a|2b2(ζ|ζ) ≥ 0.

Předpokládejme, že (ξ|ζ), (ζ|ζ) 6= 0 a položme

(1) a =
|(ξ|ζ)|
(ξ|ζ) , b =

|(ξ|ζ)|
(ζ|ζ) .

Čı́slo a zřejmě splňuje podmı́nku |a| = 1. Pak ovšem

(ξ|ξ) − |(ξ|ζ)|2
(ζ|ζ) − |(ξ|ζ)|2

(ζ|ζ) +
|(ξ|ζ)|2
(ζ|ζ) ≥ 0,

odkud již vyplývá požadovaná nerovnost. Plat́ı-li (ξ|ζ) = 0 nebo (ζ|ζ) = 0, pak je tato nerovnost
také splněna.

Je-li alespoň jeden z vektor̊u ξ, ζ nulový, pak evidentně plat́ı |(ξ|ζ)| =
√

(ξ|ξ) ·
√

(ζ|ζ).
Ukážeme, že pro nenulové vektory ξ, ζ tato rovnost plat́ı právě tehdy, když jsou lineárně závislé.
Předpokládejme, že pro ξ, ζ 6= 0 plat́ı |(ξ|ζ)| =

√

(ξ|ξ) ·
√

(ζ|ζ). Pak také (ξ|ξ) · (ζ|ζ)−|(ξ|ζ)|2 = 0,
a tedy (ξ|ξ)−ab(ζ|ξ)−a∗b(ξ|ζ)+ |a|2b2(ζ|ζ) = (ξ−abζ, ξ−abζ) = 0, kde č́ısla a, b jsou definovaná
vztahem (1). Podle podmı́nky (4) z definice skalárńıho součinu plat́ı ξ = abζ, t.j. vektory ξ, ζ jsou
lineárně závislé. Obrácené tvrzeńı dokážeme př́ımým výpočtem.

(c) S využit́ım Schwartzovy nerovnosti dostaneme pro libovolné vektory ξ, ζ ∈ E ‖ξ + ζ‖2 =
(ξ+ζ|ξ+ζ) = ‖ξ‖2+2 Re(ξ|ζ)+‖ζ‖2 ≤ ‖ξ‖2+2|(ξ|ζ)|+‖ζ‖2 ≤ ‖ξ‖2+2‖ξ‖·‖ζ‖+‖ξ‖2 = (‖ξ‖+‖ζ‖)2,
kde Re z označuje reálnou část komplexńıho č́ısla z. Odtud již vyplývá, že ‖ξ + ζ‖ ≤ ‖ξ‖ + ‖ζ‖.
Ostatńı podmı́nky z definice normy se prověř́ı př́ımým výpočtem. Zobrazeńı ‖ ‖ je tedy norma na
E.

Z cv. 43 (c) vyplývá, že unitárńı prostor má přirozenou strukturu normovaného prostoru. Norma
‖ ‖ na unitárńım prostoru E, definovaná ve cv. 43 (c), se nazývá indukovaná skalárńım součinem
na E. Metrika (resp. topologie) indukovaná touto normou, se nazývá indukovaná metrika (resp.
indukovaná topologie) na unitárńım prostoru E.

44. (a) Dokažte, že skalárńı součin je spojité zobrazeńı v silné topologii.

(b) Dokažte, že norma ‖ ‖ na vektorovém prostoruE je indukovaná nějakým skalárńım součinem
tehdy a jen tehdy, když pro každé ξ, ζ ∈ E plat́ı rovnoběžńıková rovnost

‖ξ + ζ‖2 + ‖ξ − ζ‖2 = 2(‖ξ‖2 + ‖ζ‖2).

Ř e š e n ı́ . (a) Necht’ E je unitárńı prostor, ξ1, ξ2 ∈ E dva vektory a a = (ξ1|ξ2) jejich skalárńı
součin. Bud’ ε > 0. Ukážeme, že existuj́ı otevřené koule B1(ξ1, ε̄1), B2(ξ2, ε̄2) v metrice, indukované
skalárńım součinem, takové, že pro každé η ∈ B1(ξ1, ε̄1) a ζ ∈ B2(ξ2, ε̄2) plat́ı (η, ζ) ∈ Bd(a, ε),
kde d označuje přirozenou metriku na C. Položme

ε̄1 =
ε

2‖ξ2‖

(

1 − ε

2‖ξ1‖ · ‖ξ2‖ + ε

)

, ε̄2 =
ε

2‖ξ1‖
.

Pak pro η ∈ B1(ξ1, ε̄1), ζ ∈ B2(ξ2, ε̄2) a x = (η|ζ) plat́ı d(x, a) = |x − a| = |(ξ1|ξ2) − (η|ζ)| =
|(ξ1|ξ2 − ζ) + (ξ1 − η|ξ2) + (ξ1 − η|ζ − ξ2)| ≤ |(ξ1|ξ2 − ζ)| + |(ξ1 − η|ξ2)| + |(ξ1 − η|ζ − ξ2)| ≤
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‖ξ1‖·‖ξ2−ζ‖+‖ξ1−η‖·‖ξ2‖+‖ξ1−η‖·‖ζ−ξ2‖ podle Schwartzovy nerovnosti. Ovšem ‖ξ2−ζ‖ < ε̄2,
‖ξ1 − η‖ < ε̄1, a tedy

d(x, a) <
ε

2
+
ε

2
·
(

1 − ε

2‖ξ1‖ · ‖ξ2‖ + ε

)

+
ε2

4‖ξ1‖ · ‖ξ2‖

·
(

1 − ε

2‖ξ1‖ · ‖ξ2‖ + ε

)

=
ε

2
+
ε

2
− ε2

2(2‖ξ1‖ · ‖ξ2‖ + ε)

+
ε2

4‖ξ1‖ · ‖ξ2‖
− ε3

4‖ξ1‖ · ‖ξ2‖(2‖ξ1‖ · ‖ξ2‖ + ε
= ε

odkud vyplývá, že (η|ζ) ∈ Bd(a, ε).
Všimněme si, že ze spojitosti skalárńıho součinu vyplývá, že pro libovolné dvě konvergentńı

posloupnosti (ξn)n∈N, (ζn)n∈N vektor̊u z E plat́ı lim(ξn|ζn) = (lim ξn| lim ζn).
(b) Bud’ E libovolný prostor, jehož norma ‖ ‖ je indukována skalárńım součinem ( | ). Pak pro

libovolné ξ, ζ ∈ E plat́ı ‖ξ + ζ‖2 + ‖ξ − ζ‖2 = (ξ + ζ|ξ + ζ) + (ξ − ζ|ξ − ζ) = 2(ξ|ξ) + 2(ζ|ζ) =
2(‖ξ‖2 + ‖ζ‖2).

Obráceně, necht’ E je komplexńı vektorový prostor s normou ‖ ‖ splňuj́ıćı rovnoběžńıkovou
rovnost. Klademe pro každé ξ, ζ ∈ E

(1) (ξ|ζ) = 1
4 (‖ξ + ζ‖2 − ‖ξ − ζ‖2 + i‖ξ + iζ‖2 − i‖ξ − i‖2).

kde i označuje imaginárńı jednotku. Prověř́ıme, že zobrazeńı E×E 3 (ξ, ζ) → (ξ|ζ) ∈ C je skalárńı
součin a že tento skalárńı součin indukuje danou normu na E.

Dokážeme platnost podmı́nky (1) z definice skalárńıho součinu. Bud’te ξ1, ξ2, η ∈ E libovolné
vektory. Podle předpokladu plat́ı rovnoběžńıkova rovnost, ze které dostaneme

‖(ξ + η) + ξ2‖2 = −‖(ξ1 + η) − ξ2‖2 + 2‖ξ1 + η‖2 + 2‖ξ2‖2,

‖ξ1 + (ξ2 − η)‖2 = −‖(ξ2 − η) − ξ1‖2 + 2‖ξ2 − η‖2 + 2‖ξ‖2,

t.j.
Re((ξ1 + ξ2|η) − (ξ1|η) − (ξ2|η)) = 1

4 (‖ξ1 + ξ2 + η‖2

− ‖ξ1 + ξ2 − η‖2 − ‖ξ + η‖2 + ‖ξ1 − η‖2 − ‖ξ2 + η‖2

+ ‖ξ2 − η‖2) = 1
4 (‖ξ1 + η‖2 + 2‖ξ2‖2 − ‖ξ2 − η‖2 − 2‖ξ1‖2

+ ‖ξ1 − η‖2 − ‖ξ2 + η‖2) = 0.

Podobně dostaneme

Im((ξ1ξ2, η) − (ξ1, η) − (ξ2, η)) = 0.

Dokážeme platnost podmı́nky (2). Pro každé a ∈ C klademe ϕ(a) = (a · ξ1|ξ2)− a · (ξ1|ξ2), kde
ξ1, ξ2 jsou libovolné pevně zvolené vektory. Zřejmě ϕ(0) = 0, ϕ(−1) = 0 a tedy pro každé celé
a ∈ Z dostaneme ϕ(a) = signa · (|a|ξ1|ξ2)− a(ξ1|ξ2) = sign a · (ξ1 + ξ1 + . . .+ ξ1|ξ2) − a · (ξ1|ξ2) =
signa · ((ξ1|ξ2)+ (ξ1|ξ2)+ . . .+(ξ1|ξ2))− a · (ξ1|ξ2) = sign a · |a| · (ξ1|ξ2)− a · (ξ1|ξ2) = 0, kde součty
obsahuj́ı |a| sč́ıtanc̊u a signa označuje znaménko č́ısla a ∈ Z. Pro libovolná celá č́ısla p, q, q 6= 0,
odtud dostaneme

ϕ(p
q ξ1|ξ2) −

p
q (ξ1|ξ2) = p(1

q ξ1|ξ2) −
p
q (ξ1|ξ2)

= p
q · q · (1

q ξ1|ξ2) −
p
q (ξ1|ξ2) = p

q (ξ1|ξ2) − p
q (ξ1|ξ2) = 0.

Pro každé racionálńı č́ıslo a tedy ϕ(a) = 0 a ze spojitosti funkce ϕ dostáváme, že ϕ(a) = 0 pro
každé a ∈ R (Důsledek 1. Věty 8. odst. 3.2 str. 35). Ze vztahu ϕ(i) = 0 dostaneme pro libovolné
z ∈ C, z = a+ ib, kde a, b ∈ R, že muśı platit ϕ(z) = 0, což jsme chtěli dokázat.
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Platnost podmı́nky (3) se prověř́ı př́ımým výpočtem.
Nakonec pro každé ξ ∈ E plat́ı

(ξ|ξ) = 1
4

(

‖2ξ‖2 + i‖ξ + iξ‖2 − i‖ξ − iξ‖2
)

= ‖ξ‖2

+ 1
4

(

i‖ξ + iξ‖2 − i‖(−i)(ξ + iξ)‖2
)

= ‖ξ‖2.

Je tedy splněna také podmı́nka (4) z definice skalárńıho součinu.
Vztah (ξ|ξ) = ‖ξ‖ zároveň ukazuje, že skalárńı součin (1) indukuje normu ‖ ‖. Tı́m je d̊ukaz

ukončen.
Vztah (1), definuj́ıćı skalárńı součin pomoćı normy na E, splňuj́ıćı rovnoběžńıkovou rovnost, se

nazývá polarizačńı rovnost.
Pro reálný vektorový prostor se tvrzeńı (b) dokazuje analogicky; polarizačńı rovnost má v tomto

př́ıpadě tvar

(2) (ξ|ζ) = 1
4

(

‖ξ + ζ‖2 − ‖ξ − ζ‖2
)

.

45. Dokažte, že plat́ı Gramova–Schmidtova věta:
Bud’ E unitárńı prostor, A ⊂ E nejvýše spočetná lineárně nezávislá množina. Existuje množina

A′ ⊂ E splňuj́ıćı tyto čtyři podmı́nky:
(1) A′ je podmnožina lineárńıho obalu množiny A.
(2) A′ má stejnou mohutnost jako A.
(3) Pro libovolné dva r̊uzné vektory ξ, ζ ∈ A′ plat́ı (ξ|ζ) = 0.
(4) Pro každé ξ ∈ A′ plat́ı ‖ξ‖ = 1.

Ř e š e n ı́ . Označme A = (ηi)i∈N. Vektory ηi jsou lineárně nezávislé a tedy ηi 6= 0 pro každé i.
Klademe ξ1 = η1/‖η1‖; zřejmě ‖ξ1‖ = 1. Jelikož vektory η1, η2 jsou loneárně nezávislé, jsou také
vektory ξ1, η2 lineárně nezávislé, t.j. η2 − (η2|ξ1) · ξ1 6= 0. Klademe

ξ2 =
η2 − (η2|ξ1) · ξ1
‖η2 − (η2|ξ1) · ξ1‖

;

zřejmě ‖ξ2‖ = 1 a (ξ1|ξ2) = 0. Dále klademe

ξ3 =
η3 − (η3|ξ1) · ξ1 − (η3|ξ2) · ξ2
‖η3 − (η3|ξ1) · ξ1 − (η3, ξ2)ξ2‖

atd. Množina A′ = {ξ1, ξ2, ξ3, dots}, kterou takto zkonstruujeme, má požadované vlastnosti.

Bud’ E unitárńı prostor. Pro každé ξ ∈ E klademe pξ(ζ) = |(ξ|ζ)|. Zobrazeńı ζ → pξ(ζ) je
pseudonorma na E. Vektorový prostor E se systémem pseudonorem (pξ)ξ∈E je lokálně konvexńı
vektorový prostor (př. (8) odst. 6.10 str. 166). Jeho topologie se nazývá slabá topologie na unitárńım
prostoru E.

46. Ukažte, že slabá topologie na unitárńım prostoru E je slabš́ı než silná topologie a že tyto
dvě topologie jsou totožné tehdy a jen tehdy, když vektorový prostor E je konečněrozměrný.

Ř e š e n ı́ . Označme τS (resp. τW ) silnou (resp. slabou) topologii na E. Každému η ∈ E, ε > 0
a libovolné konečné množině {ξ1, ξ2, . . . , ξn} ⊂ E je přǐrazen prvek báze slabé topologie

Uε(η, {ξ1, ξ2, . . . , ξn}) = {ζ ∈ E | pξi
(η − ζ) < ε, 1 ≤ i ≤ n}.

Položme

ε̄ =
ε

max
1≤i≤n

‖ξi‖
.
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Pak B(η, ε̄) = {ζ ∈ E | ‖ζ − η‖ < ε̄} lež́ı v Uε(η, {ξ1, ξ2, . . . , ξn}): Pro vektor ζ ∈ B(η, ε̄) totiž
podle Schwartzovy nerovnosti plat́ı |(ξi|η−ζ)| ≤ ‖ξi‖·‖η−ζ‖ ≤ ‖ξi‖· ε̄ < ε pro každé i = 1, 2, . . . , n
a tedy vektor ζ patř́ı množině Uε(η, {ξ1, ξ2, . . . , ξn}). Odtud τW ⊂ τS .

Předpokládejme, že vektorový prostor E je nekonečněrozmšrný a že plat́ı τS ⊂ τW . Podle
Gramovy–Schmidtovy věty (cv. 45) k libovolné konečné množině vektor̊u {ξ1, ξ2, . . . , ξn} ⊂ E
existuje nenulový vektor ξ ∈ E takový, že (ξi|ξ) = 0 pro každé i; kdyby takový vektor neexistoval,
vektorový prostor E by byl konečněrozměrný. Zvolme prvek báze silné topologie v bodě 0, B(0, ε).
Podle předpokladu existuje okoĺı Uε̄(0, {ξ1, ξ2, . . . , ξm}) nulového vektoru v slabé topologii, lež́ıćı
v B(0, ε). Pro každé a ∈ C plat́ı (a · ξ|ξi) = 0 pro každé i = 1, 2, . . . ,m, což znamená, že a · ξ ∈
Uε̄(0, {ξ1, ξ2, . . . , ξm}). Přitom pro a takové, že |a| > ε/‖ξ‖ je a · ξ 6∈ B(0, ε), což je spor. To
dokazuje, že v př́ıpadě nekonečnerozměrného vektorového prostoru E τS 6⊂ τW .

Je-li vektorový prostorE konečněrozměrný, pak topologie τS , τW splývaj́ı (cv. 35); výše uvedená
úvaha ukazuje, že splývaj́ı-li τS a τW , E nemůže být nekonečněrozměrný.

47. Rozhodněte, které z normovaných prostor̊u ve cv. 41, 42, 37 jsou unitárńı a určete př́ıslušný
skalárńı součin.

Ř e š e n ı́ . Stač́ı zjistit, které z uvedených norem splňuj́ı rovnoběžńıkovou rovnost (cv. 44 (b)).
`2 s normou ‖ ‖2 je unitárńı, s normou ‖ ‖sup nebo ‖ ‖1 nebo g neńı unitárńı.

L2([a, b]) s normou ‖f‖2 = (
∫ b

a |f(t)|2dt)1/2 je unitárńı.
Cn s normou ‖ ‖2 je unitárńı, s normou ‖ ‖max nebo s normou ‖ ‖1 neńı unitárńı.
V unitárńım prostoru Rn (resp. Cn, resp. `2, resp. L2([a, b])) má skalárńı součin tvar (ξ|ζ) =

∑

ξiζi (resp. (ξ|ζ) =
∑

ξi(ζi)∗, resp. (ξ|ζ) =
∑

ξi(ζi)∗ (součet pro i = 1, 2, 3, . . .), resp. (f |g) =
∫ b

a
f(t)g∗(t)dt).





Část 7

Kompaktńı a lokálně kompaktńı prostory

Budeme ř́ıkat, že topologický prostorX je kompaktńı, jestliže každé jeho otevřené pokryt́ı
má konečné podpokryt́ı. Množina A ⊂ X se nazývá kompaktńı, je-li kompaktńı jako podpro-
stor topologického prostoru X . “Kompaktnost” tedy znamená “konečnost v topologickém
smyslu” a patř́ı mezi nejsilněǰśı vlastnosti topologického prostoru. Topologický prostor X se
nazývá lokálně kompaktńı, má-li každý jeho bod okoĺı, jehož uzávěr je kompaktńı množina.

Mezi nejd̊uležitěǰśı př́ıklady kompaktńıch množin, známé z klasické analýzy, patř́ı
uzavřený interval [a, b] v množině reálných č́ısel R (Heineho–Borelova–Lebesgueova věta) a
ohraničená uzavřená podmnožina Euklidova topologického prostoru Rn. Topologický pro-
stor Rn neńı kompaktńı, je však lokálně kompaktńı.

Známé je také klasické tvrzeńı o tom, že spojitá reálná funkce, definovaná na uzavřeném
intervalu, nabývá svého minima a maxima (Weierstrassova věta); toto tvrzeńı plat́ı také pro
spojité reálné funkce na libovolném kompaktńım prostoru X .

V této kapitole studujeme základńı vlastnosti kompaktńıch a lokálně kompaktńıch topo-
logických prostor̊u (odst. 7.1 – 7.4). Mezi hlubš́ı výsledky patř́ı Tichonovova věta o součinu
topologických prostor̊u, která tvrd́ı, že součin neprázdných topologických prostor̊u je kom-
paktńı tehdy a jen tehdy, je-li každý z těchto prostor̊u kompaktńı (odst. 7.2). V odst.
7.5 zavád́ıme pojem σ-kompaktńıho prostoru, který využ́ıváme ve formulaci postačuj́ıćı
podmı́nky parakompaktnosti lokálně kompaktńıho prostoru.

Ve druhé části kapitoly (odst. 7.6, 7.7) se zabýváme problémem kompaktifikace, t.j.
problémem existence vnořeńı f : X → Y (nekompaktńıho) topologického prostoru X
do nějakého kompaktńıho topologického prostoru Y , takového, že f(X) ⊂ Y je hustá
množina. Ukazuje se, že každý topologický prostor má kompaktifikaci, např. tzv. Ale-
xandrovu (jednobodovou) kompaktifikaci. Je-li topologický prostor X Hausdorff̊uv, vzniká
otázka existence jeho vnořeńı do kompaktńıho Hausdorffova prostoru (oddělitelná kompak-
tifikace). Tř́ıda Hausdorffových prostor̊u, které lze takto kompaktifikovat, je charakteri-

zována jako tzv. úplně regulárńı prostory. Úplně regulárńı prostor lze ovšem kompaktifikovat
mnoha zp̊usoby; kromě Alexandrovy kompaktifikace, která je “minimálńı”, studujeme také
Čechovu–Stoneovu “maximálńı” kompaktifikaci.

7.1. Kompaktńı prostory

Topologický prostor se nazývá kompaktńı, jestliže z každého jeho otevřeného pokryt́ı
lze vybrat konečné podpokryt́ı.

Uvedeme kriterium kompaktnosti topologického prostoru. Řekneme, že systém σ
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podmnožin množiny X je centrovaný, jestliže pr̊unik libovolného konečného podsystému
systému σ je neprázdný.

Věta 1. Topologický prostor X je kompaktńı tehdy a jen tehdy, když každý centrovaný
systém uzavřených podmnožin množiny X má neprázdný pr̊unik.

Důkaz. 1. Bud’ X kompaktńı prostor. Necht’ (Aι)ι∈I je libovolný centrovaný systém
uzavřených množin v X. Pro každé ι ∈ I klademe Uι = X\Aι. Podle předpokladu
pro libovolnou konečnou podmnožinu J ⊂ I plat́ı

⋂

ι∈J Aι 6= ∅. Pak ovšem
⋃

ι∈J Uι =
⋃

ι∈J(X\Aι) = X\⋂ι∈J Aι 6= X, takže systém (Uι)ι∈J nepokrývá X. Systém (Uι)ι∈I

také nepokrývá X, jinak by totiž X nebyl kompaktńı. Máme tedy X 6= ⋃

ι∈I Uι =
⋃

ι∈I(X\Aι) = X\⋂ι∈I Aι, takže
⋂

ι∈I Aι 6= ∅, což jsme chtěli dokázat.
2. Předpokládejme, že každý centrovaný systém uzavřených podmnožin množiny X má

neprázdný pr̊unik. Bud’ (Uκ)κ∈K libovolné otevřené pokryt́ı X. Klademe Aκ = X\Uκ.
Pak

⋂

κ∈K Aκ = X\⋃κ∈K Uκ = ∅, takže podle předpokladu systém (Aκ)κ∈K nemůže být
centrovaný. Existuje tedy konečná množina J ⊂ K tak, že

⋂

κ∈J Aκ = ∅. Pak ovšem
⋃

κ∈J Uκ =
⋃

κ∈J(X\Aκ) = X\⋂κ∈J Aκ = X a tedy (Uκ)κ∈J je konečné podpokryt́ı
(Uκ)κ∈K . Topologický prostor X je tedy kompaktńı.

Věta 2. Topologický podprostor Y topologického prostoru X je kompaktńı tehdy a jen
tehdy, když jeho pokryt́ı množinami otevřenými v X obsahuje konečné podpokryt́ı.

Důkaz. 1. Předpokládejme, že Y ⊂ X je kompaktńı topologický podprostor. Bud’
(Uι)ι∈I pokryt́ı Y množinami otevřenými v X. Pak (Vι)ι∈I , kde Vι = Uι ∩ Y , je otevřené
pokryt́ı Y a existuje konečná množina J ⊂ I tak, že

⋃

ι∈J Vι = Y . Evidentně
⋃

ι∈J Uι ⊃ Y .
2. Předpokládejme, že každé pokryt́ı množiny Y otevřenými množinami v X obsahuje

konečné podpokryt́ı. Bud’ (Vι)ι∈I libovolné otevřené pokryt́ı množiny Y . Pro každé ι ∈ I
tedy existuje množina Uι otevřená v X tak, že Vι = Uι ∩ Y . Evidentně Y =

⋃

ι∈I Vι =
⋃

ι∈I(Uι ∩ Y ) ⊂ ⋃

ι∈I Uι. Podle předpokladu tedy existuje konečná množina J ⊂ I taková,
že
⋃

ι∈J Uι ⊃ Y . Pak
⋃

ι∈J Vι =
⋃

ι∈I(Uι ∩Y ) = (
⋃

ι∈J Uι)∩Y = Y . Topologický prostor Y
je tedy kompaktńı.

Podmnožina topologického prostoru X se nazývá kompaktńı, je-li kompaktńı jako to-
pologický podprostor topologického prostoru X.

Věta 3. (a) Sjednoceńı dvou kompaktńıch množin je kompaktńı množina.
(b) Je-li množina A kompaktńı a U otevřená, pak množina A\U je kompaktńı.
(c) Předpokládejme, že pro množiny A, B plat́ı A ⊂ B a množina clB je kompaktńı.

Pak clA je kompaktńı.
(d) Pr̊unik libovolného systému kompaktńıch uzavřených množin je kompaktńı uzavřená

množina.
(e) K tomu, aby podmnožina topologického prostoru X byla kompaktńı je nutné a stač́ı,

aby byla kompaktńı v nějakém topologickém podprostoru X.

Důkaz. (a) Bud’te A, B kompaktńı množiny, (Uι)ι∈I otevřené pokryt́ı množiny A∪B.
Podle předpokladu existuje konečná množina J ⊂ I a konečná množina K ⊂ I tak, že
(Uι)ι∈J je pokryt́ı množiny A a (Uι)ι∈K je pokryt́ı množiny B. Pak (Uι)ι∈J∪K je konečné
podpokryt́ı (Uι)ι∈I .

(b) Bud’ (Uι)ι∈I otevřené pokryt́ı množiny A\U . Pak množiny Uι, U pokrývaj́ı A a z
kompaktnosti A vyplývá, že pro jisté indexy ι1, ι2, . . . , ιk množiny Uι1 , Uι2 , . . . , Uιk , U
pokrývaj́ı A. Množiny Uι1 , Uι2 , . . . , Uιk muśı tedy pokrývat množinu A\U .

(c) Bud’ X topologický prostor, A, B ⊂ X množiny takové, že A ⊂ B a clB je kom-
paktńı. Bud’ (Uι)ι∈I otevřené pokryt́ı množiny clA. Pak množiny Uι,X\ clA tvoř́ı otevřené
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pokryt́ı X a tedy také otevřené pokryt́ı clB. Z kompaktnosti clB vyplývá, že pro jisté
ι1, ι2, . . . , ιk množiny Uι1 , Uι2 , Uιk , X\ clA pokrývaj́ı clB. Ovšem z podmı́nky A ⊂ B
vyplývá clA ⊂ clB a tedy množiny Uι1 , Uι2, . . . , Uιk muśı pokrývat clA.

(d) Bud’ (Aι)ι∈I systém kompaktńıch uzavřených podmnožin topologického prostoru
X.

⋂

Aι je uzavřená množina. Stač́ı tedy dokázat jej́ı kompaktnost. Zvolme κ ∈ I; pak
⋂

Aι ⊂ Aκ. Bud’ (Uλ)λ∈L otevřené pokryt́ı množiny
⋂

Aι. Pak množiny Uλ, X\⋂Aι

pokrývaj́ı X. Pokrývaj́ı tedy také kompaktńı množinu Aκ a muśı existovat indexy λ1, λ2,
. . . , λk ∈ L tak, že množiny Uλ1 , Uλ2 , . . . , Uλk

, X\Aι pokrývaj́ı Aκ. Systém množin Uλ1 ,
Uλ2 , . . . , Uλk

je tedy pokryt́ı množiny
⋂

Aι.
(e) Tvrzeńı vyplývá př́ımo z definice indukované topologie.

Věta 4. Uzavřená podmnožina kompaktńıho topologického prostoru je kompaktńı.

Důkaz. Bud’ X kompaktńı topologický prostor, A ⊂ X uzavřená množina, (Uι)ι∈I

pokryt́ı množiny A otevařenými množinami. Otevřené množiny Uι, X\A pokrývaj́ı X.
Z kompaktnosti X vyplývá, že pro jisté indexy ι1, ι2, . . . , ιk množiny Uι1, Uι2 , . . . , Uιk ,
X\A pokrývaj́ı X. Množiny Uι1, Uι2 , . . . , Uιk tedy pokrývaj́ı A a množina A muśı být
kompaktńı (Věta 2. odst. 7.1 str. 196).

Věta 5. Bud’ f : X → Y spojité zobrazeńı topologických prostor̊u, A ⊂ X podmnožina.
Je-li A kompaktńı, pak také množina f(A) ⊂ Y je kompaktńı.

Důkaz. Bud’ (Vι)ι∈I otevřené pokryt́ı množiny f(A). Pak (f−1(Vι))ι∈I je otevřené
pokryt́ı množiny A (Věta 2. odst. 2.1 str. 18). Z kompaktnosti množiny A vyplývá, že
pro jisté indexy ι1, ι2, . . . , ιk ∈ I množiny f−1(Vι1), f

−1(Vι2), . . . , f
−1(Vιk) pokrývaj́ı A.

Množiny Vι1 , Vι2, . . . , Vιk tedy pokrývaj́ı množinu f(A).

Důsledek 1. Faktorový prostor kompaktńıho prostoru je kompaktńı.

Důkaz. Tvrzeńı vyplývá ze surjektivnosti faktorové projekce.

Důsledek 2. Kompaktńı topologický prostor neńı homeomorfńı s nekompaktńım to-
pologickým prostorem.

Důkaz. Tvrzeńı je př́ımým d̊usledkem Věty 5. odst. 7.1 str. 197.

7.2. Součin kompaktńıch prostor̊u

Věta, kterou nyńı dokážeme, paťŕı k základńım výsledk̊um obecné topologie.

Věta 6. [Tichonov̊uv teorém] Bud’ (Xι)ι∈I systém topologických prostor̊u takový, že
Xι 6= ∅ pro každé ι ∈ I. Pak součin

∏

Xι je kompaktńı tehdy a jen tehdy, když topologický
prostor Xι je kompaktńı.

Důkaz. 1. Je-li součin X =
∏

Xι kompaktńı, pak kompaktnost Xι vyplývá ze spojitosti
a surjektivnosti projekce prι (Věta 5. odst. 7.1 str. 196, Věta 10. (a) odst. 3.3 str. 36).

2. Předpokládejme, že každý z topologických prostor̊uXι je kompaktńı. Chceme ukázat,
že pro libovolný centrovaný systém (Aκ)κ∈K uzavřených podmnožin topologického pro-
storu X =

∏

Xι je pr̊unik
⋂

Aκ neprázdný (Věta 1. odst. 7.1 str. 196).
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Označme σ systém všech centrovaných systémů podmnožin množiny X.σ má koneč-
ný charakter: Konečný podsystém centrovaného systému je podle definice centrovaný a
plat́ı-li pro nějaký systém podmnožin množiny X, že každý jeho konečný podsystém je
centrovaný, pak tento systém je také centrovaný. Z axiomu výběru (viz odst. III, Tu-
keyho podmı́nka) tedy vyplývá, že každý centrovaný systém množin je obsažen v jistém
maximálńım centrovaném systému.

Bud’ (Aκ)κ∈K libovolný centrovaný systém uzavřených množin v X. (Aκ)κ∈K je pod-
systém maximálńıho centrovaného systému (Aκ)κ∈L (ne nutně uzavřených) podmnožin
množiny X. Abychom ukázali, že

⋂

κ∈K Aκ 6= ∅, stač́ı ukázat, že existuje bod x ∈ X tak,
že x ∈ clAκ pro každé κ ∈ L. Potom totiž

⋂

κ∈K Aκ =
⋂

κ∈K clAκ ⊃ ⋂

κ∈L clAκ 6= ∅.
Uvažujme systém množin (Aκ)κ∈L. Jelikož je tento systém maximálńı (v σ), a pro

libovolné κ1, κ2, . . . , κk ∈ L přidáńım množiny Aκ1∩Aκ2∩· · ·∩Aκk
k tomuto systému opět

vznikne centrovaný systém, muśı množina Aκ1 ∩Aκ2 ∩ · · · ∩Aκk
paťrit systému (Aκ)κ∈L.

Podobně je-li B ⊂ X množina taková, že B ∩ Aκ 6= ∅ pro každé κ ∈ L, přidáńım B
k systému (Aκ)κ∈L vznikne centrovaný systém a tedy B paťŕı systému (Aκ)κ∈L. Nakonec
si všimněme, že systém množin (cl prι(Aκ))κ∈L v Xι je také centrovaný pro každé ι ∈ I:
máme pro libovolné κ1, κ2, . . . , κk ∈ L inkluze cl prι(Aκ1)∩cl prι(Aκ2)∩· · ·∩cl prι(Aκk

) ⊃
prι(Aκ1) ∩ prι(Aκ2) ∩ · · · ∩ prι(Aκk

) ⊃ prι(Aκ1 ∩Aκ2 ∩ · · · ∩Aκk
) 6= ∅ jelikož Aκ1 ∩ Aκ2 ∩

· · · ∩ Aκk
6= ∅. Z kompaktnosti Xι tedy vyplývá, že

⋂

κ∈L cl prι(Aκ) 6= ∅ a tedy existuje
bod xι ∈

⋂

κ∈L cl prι(Aκ).
Klademe x = (xι)ι∈I . Ukážeme, že x ∈ clAκ pro každé κ ∈ L.
Bud’ Wι okoĺı bodu xι v Xι. Pro každé κ ∈ L plat́ı xι ∈ cl prι(Aκ). Okoĺı Wι bodu

xι muśı tedy mı́t s množinou cl prι(Aκ) neprázdný pr̊unik. Odtud ∅ 6= Wι ∩ prι(Aκ) =
prι(pr−1

ι (Wι)∩Aκ), t.j. pr−1
ι (Wι)∩Aκ 6= ∅. Tento vztah plat́ı pro každé κ, takže pr−1

ι (Wι)
muśı paťrit systému (Aκ)κ∈L.

Konečné pr̊uniky množin typu pr−1
ι (Wι) ovšem definuj́ı bázi topologie součinu X =

∏

Xι. Jak jsme již ukázali, tyto pr̊uniky také paťŕı systému (Aκ)κ∈L.
Každý prvek báze, obsahuj́ıćı bod x = (xι)ι∈I tedy paťŕı systému (Aκ)κ∈L. Ovšem tento

systém je centrovaný; pro libovolný prvek báze U obsahuj́ıćı bod x tedy plat́ı Aκ ∩U 6= ∅.
Odtud vyplývá, že x ∈ clAκ, což jsme chtěli dokázat.

7.3. Kompaktńı Hausdorffovy prostory

V tomto odstavci studujeme kompaktńı Hausdorffovy prostory, jejich podmnožiny a
zobrazeńı.

Věta 7. (a) Kompaktńı množina v Hausdorffově topologickém prostoru je uzavřená.
(b) Pr̊unik libovolného systému kompaktńıch množin v Hausdorffově topologickém pro-

storu je kompaktńı množina.

Důkaz. (a) Bud’X Hausdorff̊uv prostor, A ⊂ X kompaktńı množina. Plat́ı-li X\A = ∅,
pak A = X a tedy A je uzavřená. Necht’ X\A 6= ∅. Bud’ x ∈ X\A libovolný bod. Ke
každému y ∈ A existuje okoĺı Uy bodu x a okoĺı Vy bodu y tak, že Uy ∩ Vy = ∅. Množiny
Vy pokrývaj́ı A a z kompaktnosti množiny A vyplývá, že existuje konečný systém množin
{Vy1 , Vy2 , . . . , Vyk

} pokrývaj́ıćı A. Klademe U = Uy1 ∩ Uy2 ∩ · · · ∩ Uyk
. Zřejmě U je okoĺı

bodu x. Dále pro každé i = 1, 2, . . . , k plat́ı U ∩ Vyk
⊂ Uyk

∩ Vyk
= ∅, t.j. U ∩ A = ∅.

Tedy U ⊂ X\A a z libovolnosti bodu x vyplývá, že množina X\A je otevřená; A je tedy
uzavřená.

(b) Tvrzeńı plyne z již dokázaného tvrzeńı (a) a z Věty 3. odst. 7.1 str. 196.



7.3. Kompaktńı Hausdorffovy prostory 199

Věta 8. Bud’ X Hausdorff̊uv prostor, A ⊂ X kompaktńı množina, x ∈ X\A bod.
Existuje okoĺı U množiny A a okoĺı V bodu x tak, že U ∩ V = ∅.

Důkaz. Ke každému bodu y ∈ A existuje okoĺı Uy bodu y a okoĺı Vy bodu x tak, že
Uy ∩ Vy = ∅. (Uy)y∈A je otevřené pokryt́ı množiny A. Z kompaktnosti A tedy vyplývá,
že pro jisté body y1, y2, . . . , yk ∈ A množiny Uy1 , Uy2, . . . , Uyk

pokrývaj́ı A. Klademe
U = Uy1 ∪ Uy2 ∪ · · · ∪ Uyk

, V = Vy1 ∩ Vy2 ∩ · · · ∩ Vyk
.

Věta 9. Kompaktńı Hausdorff̊uv prostor je parakompaktńı.

Důsledek. Kompaktńı Hausdorff̊uv prostor je normálńı.

Důkaz. Tvrzeńı vyplývá z toho, že parakompaktńı prostor je normálńı (Věta 14. odst.
6.6 str. 158).

Věta 10. Spojité bijektivńı zobrazeńı kompaktńıho topologického prostoru na
Hausdorff̊uv prostor je homeomorfismus.

Důkaz. Necht’ f : X → Y je zobrazeńı, splňuj́ıćı předpoklady Věty 10.. Stač́ı dokázat,
že f je otevřené (Věta 4. odst. 2.1 str. 19). Bud’ U ⊂ X otevřená množina. Pak X\U
je uzavřená množina a tedy množina kompaktńı (Věta 4. odst. 7.1 str. 197); f(X\U) je
tedy kompaktńı množina (Věta 5. odst. 7.1 str. 197). Ovšem z oddělitelnosti topologického
prostoru Y vyplývá, že f(X\U) je uzavřená množina (Věta 7. (a) odst. 7.3 str. 198). Dále
z bijektivnosti zobrazeńı f vyplývá, že f(X\U) = Y \f(U), takže f(U) ⊂ Y je otevřená
množina. Zobrazeńı f je tedy otevřené.

Důsledek. Bud’ X množina, τ1, τ2 dvě topologie na X. Předpokládejme, že topologické
prostory X1 = (X, τ1), X2 = (X, τ2) jsou Hausdorffovy a kompaktńı a že topologie τ1, τ2
jsou srovnatelné. Pak τ1 = τ2.

Důkaz. Necht’ je např. topologie τ2 silněǰśı než τ1. Pak zobrazeńı idX : X2 → X1 je
spojité a bijektivńı. Je to tedy homeomorfismus, odkud vyplývá, že τ1 = τ2.

Věta 11. Součin parakompaktńıho a kompaktńıho Hausdorffova topologického prostoru
je parakompaktńı.

Důkaz. Bud’ X parakompaktńı a Y kompaktńı Hausdorff̊uv topologický prostor. Je-
likož součin X×Y je Hausdorff̊uv (Věta 13. odst. 3.3 str. 38), je ťreba dokázat, že libovolné
otevřené pokryt́ı topologického prostoru X × Y má lokálně konečné zjemněńı.

Ke každému (x, y) ∈ X × Y existuje okoĺı U(x,y) bodu x ∈ X a okoĺı V(x,y) bodu
y ∈ Y tak, že U(x,y) × V(x,y) je podmnožina některé z množin pokryt́ı σ. Pro každé x
tvoř́ı množiny V(x,y), kde y prob́ıhá Y , otevřené pokryt́ı Y . Podle předpokladu existuj́ı
tedy body y1, y2, . . . , yk(x) ∈ Y tak, že množiny V(x,y1), V(x,y2), . . . , V(x,yk(x)) pokrývaj́ı

Y . Položme Ux = U(x,y1) ∩ U(x,y2) ∩ · · · ∩ U(x,yk(x)). Ux je okoĺı bodu x a každá z množin

Ux × V(x,y1), Ux × V(x,y2), . . . , Ux × V(x,yk(x)) je podmnožinou některé z množin pokryt́ı

σ. Systém (Ux)x∈X je otevřené pokryt́ı X; existuje tedy jeho lokálně konečné zjemněńı
(Pι)ι∈I . Pro každé ι ∈ I vyberme bod x(ι) tak, že Pι ⊂ Ux(ι) a položme Qι,i = Pι×V(x(ι),i),
1 ≤ i ≤ k(x(ι)). Ukážeme, že množiny Qι,i tvoř́ı lokálně konečné zjemněńı pokryt́ı σ.

Množiny Qι,i jsou otevřené a evidentně pokrývaj́ı X × Y : pro libovolné (x, y) ∈ X × Y
bod x lež́ı v jistém Pκ, κ ∈ I, jelikož (Pι)ι∈I je pokryt́ı X, a bod y padne do některé z
množin V(x(κ),y1), V(x(κ),y2), . . . , V(x(κ),yk(x(κ))) pokrývaj́ıćıch Y . Dále Qι,i ⊂ Ux(ι)×V(x(ι),i),
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takže Qι,i je podmnožina některé z množin pokryt́ı σ; pokryt́ı X × Y množinami Qι,i je
tedy zjemněńı σ. Nakonec k libovolnému bodu (x, y) bod x má okoĺı W , jehož pr̊unik s
množinami Pι je neprázdný jen pro konečně mnoho index̊u ι. Jelikož (W × Y ) ∩ Qι,i =
(W ∩Pι)×(Y ∩V(x(ι),i)) = (W ∩Pι)×V(x(ι),i), pr̊unik okoĺı W ×Y bodu (x, y) s množinami
Qι,i je neprázdný jen pro konečně mnoho index̊u ι, i.

Tı́m je d̊ukaz ukončen.

V následuj́ıćı větě uvažujeme množinu reálných č́ısel R s přirozenou topologíı.

Věta 12. Uzavřený interval [a, b] ⊂ R je kompaktńı.

Důkaz. Bud’ [a, b] ⊂ R uzavřený interval, a < b, σ jeho otevřené pokryt́ı. Uvažujme
množinu Aσ bod̊u x ∈ R, pro které (1) a ≤ x ≤ b, (2) interval [a, x] lze pokrýt konečným
počtem množin ze systému σ. Zřejmě Aσ 6= ∅: vybereme U ∈ σ tak, že a ∈ U , a č́ıslo c ∈ U
tak, že a ≤ c ≤ b a [a, b] ⊂ U ; pak [a, c) ⊂ Aσ. Množina A je shora ohraničená (č́ıslem b),
existuje tedy α = supAσ (viz odst. IV), přičemž a < α ≤ b. Stač́ı tedy ukázat, že interval
[a, α] lze pokrýt konečným počtem množin ze systému σ a že α = b.

Plat́ı α ≤ b. Existuje tedy otevřená množina U ∈ σ taková, že α ∈ U . Muśı tedy
existovat č́ıslo δ > 0 tak, že (α− δ, α] ⊂ U . Ovšem α = supAσ, takže v intervalu (α− δ, α]
existuje bod x ∈ Aσ. Interval [a, x] lze podle definice množiny Aσ pokrýt konečným počtem
množin ze σ, interval (α− δ, α] je pokryt jedinou množinou U ∈ σ, tedy interval [a, α] lze
pokrýt konečným počtem množin systému σ.

Předpokládejme, že α < b. Pak existuje bod y ∈ R tak, že α < y < b a interval [α, y] je
pokryt jedinou množinou U ∈ σ. Tedy y ∈ Aσ. Ovšem y > α, což je spor s předpokladem,
že α = supAσ. Muśı tedy platit α = b.

Důsledek 1. Množina A ⊂ Rn je kompaktńı tehdy a jen tehdy, když je uzavřená a
ohraničená.

Důkaz. 1. Bud’ A kompaktńı. Rn je Hausdorff̊uv topologický prostor, takže množina A
je uzavřená (Věta 7. (a) odst. 7.3 str. 198). Z kompaktnosti A dále plyne, že množinu A lze
pokrýt konečným počtem otevřených kvádr̊u a tedy také konečným počtem uzavřených
kvádr̊u. Množina A tedy celá lež́ı v nějakém uzavřeném kvádru a muśı být ohraničená.

2. Necht’ A je uzavřená a ohraničená. Existuje uzavřený kvádr K ⊂ Rn tak, že A ⊂ K.
K je ovšem kompaktńı množina (Věta 12. odst. 7.3 str. 200, Věta 6. odst. 7.2 str. 197) a
A je uzavřená v topologickém podprostoru K ⊂ Rn (Věta 4. (b) odst. 3.1 str. 32). Podle
Věty 4. odst. 7.1 str. 197 a Věty 3. (e) odst. 7.1 str. 196 je A kompaktńı v Rn.

Důsledek 2. Bud’ X kompaktńı topologický prostor, f : X → R spojitá funkce.
Existuje bod x1 ∈ X tak, že f(x1) ≥ f(x) pro každé x ∈ X, a bod x2 ∈ X tak, že
f(x2) ≤ f(x) pro každé x ∈ X.

Důkaz. Podle Věty 5. odst. 7.1 str. 197 je množina f(X) ⊂ R kompaktńı, je tedy
uzavřená a ohraničená (Důsledek 1. Věty 12. odst. 7.3 str. 200). Označme c = sup f(X).
Libovolné okoĺı bodu c ∈ R má neprázdný pr̊unik s množinou f(X); znamená to, že
c ∈ cl f(X). Ovšem cl f(X) = f(X), takže existuje bod x1 ∈ X tak, že f(x1) = c.

Stejně se dokáže existence bodu x2.
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7.4. Lokálně kompaktńı prostory

Topologický prostor se nazývá lokálně kompaktńı, jestliže každý jeho bod má okoĺı,
jehož uzávěr je kompaktńı množina.

Každý kompaktńı prostor je lokálně kompaktńı.

Věta 13. Bud’ X Hausdorff̊uv topologický prostor. Následuj́ıćı dvě podmı́nky jsou ekvi-
valentńı:

(1) X je lokálně kompaktńı.
(2) Ke každému bodu x ∈ X a ke každému okoĺı U bodu x existuje okoĺı V bodu x takové,

že clV je kompaktńı množina a plat́ı clV ⊂ U .

Důkaz. 1 Předpokládejme, že X je lokálně kompaktńı. Bud’ x ∈ X bod, U jeho okoĺı.
Podle předpokladu existuje okoĺı Vx bodu x tak, že clVx je kompaktńı množina. Položme
A = clVx\U ; A je kompaktńı množina (Věta 3. (b) odst. 7.1 str. 196). Zvolme okoĺı Z
množiny A a okoĺı W bodu x tak, že Z ∩W = ∅ (Věta 8. odst. 7.3 str. 199). Položme
V = W ∩ Vx. V je okoĺı bodu x. Přitom V ⊂ Vx, takže clV ⊂ clVx je jako uzavřená
podmnožina kompaktńı množiny kompaktńı (Věta 4. odst. 7.1 str. 197). Zbývá dokázat,
že clV ⊂ U . Plat́ı V ⊂ W , takže clV ⊂ clW ; dále W ∩ Z = ∅ a množiny Z, W jsou
otevřené, takže clW ∩ Z = ∅. Odtud ovšem dostáváme, že clV ∩ Z = ∅, t.j. clV ∩A = ∅,
jelikož Z je okoĺı A. Množina clV tedy lež́ı v clVx a neprot́ıná A. Ze vztahu A = clVx\U
tedy vyplývá, že clV ⊂ U , což jsme chtěli dokázat.

2. Je-li splněna podmı́nka (2), X je evidentně lokálně kompaktńı.

Důsledek 1. V lokálně kompaktńım Hausdorffově prostoru existuje báze topologie σ
taková, že pro každé U ∈ σ je množina clU kompaktńı.

Důkaz. Za σ vezmeme systém množin V z podmı́nky (2) Věty 13. odst. 7.4 str. 201;
σ je báze topologie (Věta 9. odst. 1.4 str. 7).

Důsledek 2. Libovolné otevřené pokryt́ı lokálně kompaktńıho Hausdorffova prostoru
má zjemněńı, tvořené otevřenými množinami, jejichž uzávěry jsou kompaktńı množiny.

Důkaz. Tvrzeńı je zřejmé.

Věta 14. Homeomorfńı obraz lokálně kompaktńıho topologického prostoru je lokálně
kompaktńı prostor.

Důkaz. Bud’ X lokálně kompaktńı prostor, f : X → Y homeomorfismus. Bud’ y ∈ Y
bod a položme x = f−1(y). Necht’ U je okoĺı bodu x takové, že clU je kompaktńı. Pak
V = f(U) je okoĺı bodu y takové, že clV je kompaktńı (Věta 5. odst. 7.1 str. 197).

Podmnožina topologického prostoru X se nazývá lokálně kompaktńı, jestliže je lokálně
kompaktńı jako topologický podprostor X.

Věta 15. (a) Uzavřená podmnožina lokálně kompaktńıho prostoru je lokálně kom-
paktńı.

(b) Otevřená podmnožina lokálně kompaktńıho Hausdorffova prostoru je lokálně kom-
paktńı.

(c) Podmnožina Y lokálně kompaktńıho Hausdorffova prostoru X je lokálně kompaktńı
tehdy a jen tehdy, když Y = A∩U , kde A ⊂ X (resp. U ⊂ X) je uzavřená množina (resp.
otevřená množina).
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Důkaz. (a) Bud’ A uzavřená podmnožina lokálně kompaktńıho topologického pro-
storu X. Je-li A prázdná, pak je kompaktńı a tedy lokálně kompaktńı. Necht’ A 6= ∅.
K libovolnému x ∈ A existuje okoĺı U bodu x takové, že clU je kompaktńı množina.
Množina U ∩ A je okoĺı bodu x v A; ukážeme, že clA(U ∩A) je kompaktńı množina v A.
Stač́ı ukázat, že tato množina je kompaktńı v X (Věta 3. (e) odst. 7.1 str. 196). Plat́ı
clA(U ∩A) = cl(U ∩A)∩A (Věta 4. (a) odst. 3.1 str. 32), takže clA(U ∩A) je jako pr̊unik
dvou uzavřených množin uzavřená množina. Dále cl(U∩A) ⊂ clU , t.j. cl(U∩A)∩A ⊂ clU ,
takže clA(U ∩A) je podmnožina kompaktńı množiny; je to tedy množina kompaktńı (Věta
4. odst. 7.1 str. 197), což jsme chtěli dokázat.

(b) Bud’ U otevřená podmnožina lokálně kompaktńıho prostoru X, x ∈ U bod. Existuje
okoĺı V bodu x takové, že clV je kompaktńı množina a clV ⊂ U (Věta 13. odst. 7.4 str.
201); U je tedy lokálně kompaktńı.

(c) Bud’ Y ⊂ X lokálně kompaktńı podmnožina. Najdeme uzavřenou množinu A ⊂ X
a otevřenou množinu U ⊂ X tak, že Y = A ∩ U .
Y možno uvažovat jako lokálně kompaktńı podmnožinu lokálně kompaktńıho Hausdor-

ffova prostoru Z = clY (viz již dokázané tvrzeńı (a) a Věta 2. (a) odst. 3.1 str. 32).
Ukážeme nejdř́ıve, že Y je otevřená podmnožina Z.

Bud’ y ∈ Y libovolný bod. Podle předpokladu existuje okoĺı V bodu y v Y tak, že clY V
je kompaktńı množina v Y . clY V je tedy kompaktńı v Z (Věta 3. (e) odst. 7.1 str. 196) a
z oddělitelnosti Z vyplývá, že je to množina uzavřená v Z (Věta 7. (a) odst. 7.3 str. 198).
Dále V ⊂ clY V = clZ V ∩ Y a tedy clZ V ⊂ clZ clY V = clY V = clZ V ∩ Y ⊂ Y . Bud’

W ⊂ Z otevřená množina taková, že V = W ∩ Y . Z toho, že Y je množina hustá v Z,
vyplývá, že clZ W = clZ(W ∩ Y ) (Věta 12. odst. 1.6 str. 8). Spojeńım výše uvedených
vztah̊u dostáváme W ⊂ clZ W = clZ(W ∩ Y ) = clZ V ⊂ Y . Bod y byl ovšem zvolen
libovolně a W je jeho okoĺı lež́ıćı v Y , takže množina Y ⊂ Z je otevřená.

Z toho ovšem vyplývá, že existuje otevřená množina U ⊂ Y tak, že Y = U∩Z = U∩clY ,
což jsme chtěli dokázat.

Dokážeme nyńı, že množina Y = A ∩ U , kde A ⊂ X je uzavřená množina a U ⊂ X
je otevřená množina, je lokálně kompaktńı. Podle již dokázaného tvrzeńı (a) A je lokálně
kompaktńı; z oddělitelnosti X vyplývá, že A je lokálně kompaktńı Hausdorff̊uv topologický
podprostor topologického prostoru X. Dále A∩U je otevřená množina v A, takže podle (b)
A∩U je lokálně kompaktńı podmnožina A. A∩U je tedy lokálně kompaktńı topologický
podprostor X, což jsme chtěli dokázat.

Věta 16. Bud’ A kompaktńı množina v lokálně kompaktńım prostoru X. Existuje okoĺı
U množiny A takové, že clU je množina kompaktńı.

Důkaz. Ke každému x ∈ A označme Ux okoĺı bodu x takové, že clUx je kompaktńı
množina. Systém (Ux)x∈X je otevřené pokryt́ı množiny A a z kompaktnosti A vyplývá,
že pro jistá x1, x2, . . . , xk ∈ A množiny Ux1, Ux2 , . . . , Uxk

pokrývaj́ı A. Klademe U =
Ux1 ∪ Ux2 ∪ · · · ∪ Uxk

. Pak clU je sjednoceńı množin clUxi
(Věta 4 (d) odst. 1.3) a z

kompaktnosti těchto množin vyplývá kompaktnost množiny clU (Věta 3. (a) odst. 7.1 str.
196).

Věta 17. Bud’ (Xι)ι∈I systém neprázdných topologických prostor̊u. Následuj́ıćı dvě
podmı́nky jsou ekvivalentńı:

(1) Součin
∏

Xι je lokálně kompaktńı.
(2) Existuje konečná množina J ⊂ I taková, že pro ι ∈ J je topologický prostor Xι

lokálně kompaktńı a pro ι ∈ I\J je Xι kompaktńı.
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Důkaz. 1. Předpokládejme, že součin
∏

Xι je lokálně kompaktńı. Pro libovolný bod
y ∈ ∏Xι, y = (yι), libovolné κ ∈ I a libovolné xκ ∈ Xκ klademe f(xκ) = (x′ι), kde x′ι = yι

pro ι 6= κ a x′κ = xκ. f je homeomorfismus Xκ na uzavřený podprostor součinu
∏

Xι

(Věta 9. (b) odst. 3.3 str 36, Důsledek 1. Věty 12. odst. 3.4 str. 38); Xκ je tedy lokálně
kompaktńı topologický prostor (Věta 14. odst. 7.4 str. 201). Bud’ U okoĺı bodu y takové,
že clU je kompaktńı množina. Z definice topologie součinu vyplývá, že U obsahuje okoĺı
bodu y tvaru pr−1

ι1 (Uι1)∩pr−1
ι2 (Uι2)∩· · ·∩pr−1

ιk
(Uιk), kde Uιi ⊂ Xιi jsou otevřené množiny.

Klademe J = {ι1, ι2, . . . , ιk}. Pak pro libovolné ι ∈ I\J množina prι(clU) je kompaktńı.
Ovšem prι(clU) ⊃ prι(U) = Xι, takže prι(clU) = Xι a podmı́nka (2) je splněna.

2. Předpokládejme, že je splněna podmı́nka (2). Bud’ x = (xι) libovolný bod součinu
∏

Xι. Pro každé ι ∈ J necht’ Uι je okoĺı bodu xι ∈ Xι takové, že clUι je kompaktńı
množina. Pro ι ∈ I\J položmeUι = Xι. Pak

∏

Uι je okoĺı bodu x; podle Věty 6. odst. 7.2
str. 197 je topologický prostor

∏

clUι kompaktńı. Ovšem cl
∏

Uι =
∏

clUι (Věta 12. odst.
3.3 str. 37 takže množina ΠUι je okoĺı bodu x, které má kompaktńı uzávěr. Podmı́nka (1)
je tedy splněna.

7.5. σ-kompaktńı prostory

Topologický prostor, jenž je sjednoceńım posloupnosti kompaktńıch množin, se nazývá
σ-kompaktńı.

Věta 18. Lokálně kompaktńı topologický prostor druhého typu spočetnosti je σ-kom-
paktńı.

Důkaz. Bud’ X lokálně kompaktńı topologický prostor druhého typu spočetnosti, ν
jeho spočetná báze. Podle předpokladu ke každému bodu x ∈ X existuje jeho okoĺı Vx tak,
že clVx je kompaktńı množina. Dále existuje okoĺı Ux bodu x tak, že Ux ∈ ν, Ux ⊂ Vx.
Pak ovšem clUx je kompaktńı množina (Věta 4. odst. 7.1 str. 197, Věta 4. (b) odst. 3.1
str. 32 Evidentně X =

⋃

Ux, t.j. X =
⋃

clUx a ze spočetnosti báze ν vyplývá, že toto
sjednoceńı je spočetné.

Přejdem k formulaci postačuj́ıćı podmı́nky parakompaktnosti lokálně kompaktńıho
Hausdorffova prostoru. K tomu ukážeme, že každý σ-kompaktńı lokálně kompaktńı to-
pologický prostor je sjednoceńım jisté rostoućı posloupnosti otevřených množin.

Lemma 1. Bud’ X lokálně kompaktńı σ-kompaktńı topologický prostor. Existuje po-
sloupnost (Ui)i∈N otevřených množin x X taková, že pro každé i je množina clUi kom-
paktńı, clUi ⊂ Ui+1, a

⋃

Ui = X.

Důkaz. Bud’ (Ai)i∈N posloupnost kompaktńıch podmnožin množiny X taková, že X =
⋃

Ai. Podle Důsledku 1. Věty 13. odst. 7.4 str. 201 a Věty 4. (d) odst. 1.3 str. 4 a Věty
3. (a) odst. 7.1 str. 196 má množina A1 okoĺı U1 takové, že množina clU1 je kompaktńı.
Pak množina A2 ∪ clU1 je kompaktńı a má tedy okoĺı U2 takové, že clU2 je kompaktńı
množina. Dále postupujeme indukćı a pro libovolné i > 2 definujeme Ui jako takové okoĺı
kompaktńı množiny Ai ∪ clUi−1, že clUi je kompaktńı množina. Posloupnost (Ui)i∈N má
požadované vlastnosti.

Věta 19. Lokálně kompaktńı σ-kompaktńı Hausdorff̊uv topologický prostor je para-
kompaktńı.
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Důkaz. Bud’ (Ui)i∈N posloupnost otevřených množin v lokálně kompaktńım σ-
kompaktńım topologickém prostoru X taková,, že pro každé i je množina clUi kompaktńı,
clUi ⊂ Ui+1 a X =

⋃

Ui (Lemma 1. odst. 7.5 str. 203). Položme U0 = ∅, U−1 = ∅. Dále
pro každé i ∈ N položme Ai = (clUi)\Ui−1. Ai je kompaktńı množina (Věta 3. (b) odst.
7.1 str. 196). Nahrazeńım množiny clUi množinou věťśı a množinou Ui−1 množinou menš́ı
dostaneme, že Ai ⊂ Ui+1\ clUi−2; množina Ui+1 clUi−1 je otevřená. Snadno je vidět, že
množiny A1, A2, A3, . . . pokrývaj́ı X. Skutečně, k libovolnému bodu x existuje množina
Ui tak, že x ∈ Ui. Je-li k nejmenš́ı z č́ısel i, pro které x ∈ Ui, pak x 6∈ Uk−1 a tedy x ∈ Ak,
t.j. x ∈ ⋃Ai.

Bud’ ν libovolné otevřené pokryt́ı X. Každý bod x ∈ Ai má okoĺı Wi,x lež́ıćı v některé
z množin systému ν a zároveň v množině Ui+1\ clUi−2. Z kompaktnosti Ai vyplývá, že
pro jisté body x1, x2, . . . , xk(i) množiny Wi,x1, Wi,x2, . . . , Wi,xk(i)

pokrývaj́ı Ai. Systém
všech množin Wi,x1, Wi,x2, . . . , Wi,xk(i)

; kde i prob́ıhá množinu N, je tedy otevřené pokryt́ı
množiny X, které je zjemněńım otevřeného pokryt́ı ν.

Zbývá ukázat, že pokryt́ı X množinami Wi,xj
, 1 ≤ j ≤ k(i), je lokálně konečné. Bud’

x0 ∈ X libovolný bod, n nejmenš́ı z index̊u i, pro které x0 ∈ Ui. Pak tedy x0 6∈ Un−1,
t.j. x0 6∈ clUn−2. Klademe V = Un ∩ (X\ clUn−2) = Un\ clUn−2. V je evidentně okoĺı
bodu x0. Jelikož pro libovolné i plat́ı Wi,xj

⊂ Ui+1\ clUi−2, plat́ı také inkluze Wi,xj
∩

V ⊂ (Ui+1\ clUi−2) ∩ (Un\ clUn−2). Vezměme i ≤ n − 3. Pak Ui ⊂ clUi+1 ⊂ clUn−2

a tedy (Ui+1\ clUi−2) ∩ (Un\ clUn−2) ⊂ (clUi+1\ clUi−2) ∩ (Un\ clUi+1) = ∅. Podobně
vezměme i − 2 ≥ n. Pak clUn ⊂ Un+1 ⊂ Ui−1 ⊂ clUi−1 ⊂ Ui−2 a tedy (Ui+1\ clUi−2) ∩
(Un\ clUn−2) ⊂ (Ui+1\ clUi−2) ∩ (clUn\ clUn−2) = ∅ nebot’ clUn ⊂ clUi−2. Wi,xj

∩ V je
tedy prázdná množina pro každé i, pro které i ≤ n− 3 nebo i− 2 ≥ n. Pr̊unik Wi,xj

∩ V
může tedy být neprázdný jen pro i splňuj́ıćı podmı́nku n − 2 ≤ i ≤ n + 1, t.j. jen pro
konečný počet množin Wi,xj

.
Je-li tedy topologický prostor X Hausdorff̊uv, je také parakompaktńı a d̊ukaz je

ukončen.

Důsledek. Lokálně kompaktńı Hausdorff̊uv topologický prostor druhého typu spo-
četnosti je parakompaktńı.

Důkaz. Tvrzeńı je př́ımým d̊usledkem Věty 18. odst. 7.5 str. 203 a Věty 19. odst. 7.5
str. 203.

7.6. Úplně regulárńı prostory

V tomto odstavci [0, 1]J označuje množinu zobrazeńı f množiny J do intervalu [0, 1] ⊂
R, uvažovaného s přirozenou topologíı; množina [0, 1]J je přitom uvažována s topologíı
součinu, se kterou je kompaktńım topologickým prostorem (porov. př. (10) odst. 3.7 str.
46, Věta 12. odst. 7.3 str. 200, Věta 6. odst. 7.2 str. 197). Budeme se zabývat problémem
existence vnořeńı daného topologického prostoru do (kompaktńıho) prostoru tvaru [0, 1]J .

Hausdorff̊uv topologický prostor X se nazývá úplně regulárńı nebo také T ichonov̊uv,
jestliže ke každé uzavřené množině A ⊂ X a každému bodu x ∈ X\A existuje spojitá
funkce f : X → [0, 1] taková, že f |A = 0 a f(x) = 1.

Věta 20. (a) Úplně regulárńı topologický prostor je regulárńı.
(b) Normálńı topologický prostor je úplně regulárńı.
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Důkaz. (a) Při označeńı z definice úplně regulárńıho prostoru otevřené množiny
f−1([0, 1/2)) ⊃ A, f−1((0/2, 0]) 3 x.

(b) Tvrzeńı vyplývá z Urysohnova lemmatu (Věta 8. odst. 6.2 str. 145).

Věta 21. (a) Topologický podprostor úplně regulárńıho prostoru je úplně regulárńı.
(b) Součin systému úplně regulárńıch prostor̊u je úplně regulárńı prostor.

Důkaz. (a) Bud’ Y topologický podprostor úplně regulárńıho topologického prostoru
X, A ⊂ Y uzavřená množina, y ∈ Y \A bod. Plat́ı A = clA ∩ Y , kde clA je uzávěr
množiny A v X, odkud vyplývá, že y 6∈ clA. Podle předpokladu existuje spojitá funkce
f : X → [0, 1] taková, že f |cl A = 0 a f(y) = 1. Funkce g : Y → [0, 1], definovaná vztahem
g = f |Y , je spojitá a splňuje podmı́nky g|A = 1, g(y) = 0.

(b) Bud’ (Xι)ι∈I systém úplně regulárńıch topologických prostor̊u, A ⊂ ΠXι uzavřená
množina, x ∈ ∏

Xι bod, nelež́ıćı v A, x = (xι). Množina
∏

Xι\A je otevřená; zvolme
prvek báze topologie

∏

Uι obsahuj́ıćı x a lež́ıćı v množině
∏

Xι\A. Podle definice topologie
součinu Uι = Xι pro každé ι ∈ I\J , kde J = {ι1, ι2, . . . , ιk} je jistá konečná množina. Bud’

fi : Xιi → [0, 1] spojitá funkce taková, že fi|Xιi
\Uιi

= 0, fi(xιi) = 1, kde i = 1, 2, . . . , k.

Položme ϕi = fi ◦ prιi . ϕi je spojité zobrazeńı z X do [0, 1]. Klademe pro každé y ∈ X
f(y) = ϕ1(y) ·ϕ2(y) . . . ϕk(y) (součin v R). f je spojité zobrazeńı X do [0, 1]. Padne-li bod
y = (yι) do množiny A, pak nepaťŕı množině ΠUι. Existuje tedy index i tak, že yιi ∈ Uιi , t.j.
yιi ∈ Xιi\Uιi a fi(yιi) = 0, t.j. f(y) = 0. Pro y = x plat́ı f(x) = fi(xιi)·f2(xι2) . . . fk(xιk) =
1.

Teorém, který nyńı dokážeme, podává charakteristiku úplně regulárńıch prostor̊u jako
těch topologických prostor̊u, které lze vnořit do kompaktńıch prostor̊u tvaru [0, 1]J .

Věta 22. Topologický prostor X je úplně regulárńı tehdy a jen tehdy, když pro jistou
množinu J existuje jeho vnořeńı do topologického prostoru [0, 1]J .

Důkaz. 1. Bud’ X úplně regulárńı prostor, J libovolná množina parametrizuj́ıćı
množinu všech spojitých funkćı f z X do [0, 1]. Bud’ x0 ∈ X bod, U jeho okoĺı. Podle
předpokladu existuje spojitá funkce g : X → [0, 1] taková, že g|X\U = 0 a g(x0) = 1. Podle
věty o vnořeńı (Lemma 6. odst. 6.5 str. 155) je vztahem f(x) = (fι(x))ι∈J definované
vnořeńı X do RJ . Ovšem f(X) ⊂ [0, 1]J a zúžeńım oboru hodnot f na [0, 1]J evidentně
opět dostaneme vnořeńı X do [0, 1]J . To dokazuje prvńı část tvrzeńı.

(2) Předpokládejme, že pro jistou množinu J existuje vnořeńı f : X → [0, 1]J . Snadno
je vidět, že topologický prostor [0, 1]J je úplně regulárńı: R je normálńı (Věta 7. odst.
6.2 str. 144), je tedy úplně regulárńı (Věta 20. (b) odst. 7.6 str. 204); dále součin RJ je
úplně regulárńı (Věta 21. (b) odst. 7.6 str. 205) a jeho topologický podprostor je také úplně
regulárńı (Věta 21. (a) odst. 7.6 str. 205). Podle stejného tvrzeńı muśı tedy být topologický
podprostor f(X) ⊂ [0, 1]J také úplně regulárńı. Topologický prostor, homeomorfńı s úplně
regulárńım prostorem, je ovšem úplně regulárńı.

Důsledek. Bud’ X topologický prostor. Následuj́ıćı ťri podmı́nky jsou ekvivalentńı:
(1) X je úplně regulárńı.
(2) X je homeomorfńı s podprostorem kompakt́ıhjo Hausdorffova prostoru.
(3) X je homeomorfńı s podprostorem normálńıho prostoru.

Důkaz. Z Věty 22. odst. 7.6 str. 205 vyplývá, že stač́ı ukázat, že topologický prostor
[0, 1]J je Hausdorff̊uv, kompaktńı a normálńı. Jeho oddělitelnost vyplývá z Věty 13. odst.
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3.3 str. 38 a kompaktnost z Věty 12. odst. 7.3 str. 200 a Věty 6. odst. 7.2 str. 197. Jeho
normálnost vyplývá z Důsledku Věty 9. odst. 7.3 str. 199.

7.7. Kompaktifikace topologického prostoru

Kompaktifikaćı topologického prostoru X rozumı́me vnořeńı f : X → Y topologického
prostoru X do kompaktńıho topologického prostoru Y takové, že množina f(X) ⊂ Y
je hustá v Y . Nemůže-li doj́ıt k nedorozuměńı, nazýváme kompaktifikaćı topologického
prostoru X také samotný topologický prostor Y .

Je-li f vnořeńı topologického prostoru X do kompaktńıho topologického prostoru Y ′,
pak Y = cl f(X) je uzavřený podprostor Y ′; tento podprostor je ovšem kompaktńı (Věta 4.
odst. 7.1 str. 197), takže zobrazeńı g : X → Y , které dostaneme z f zúžeńım oboru hodnot,
je kompaktifikace topologického prostoru X. Tato kompaktifikace se nazývá asociovaná
s vnořeńım f .

Každý kompaktńı topologický prostor X má kompaktifikaci f ; za f lze vźıt např. iden-
tické zobrazeńı idX : X → X.

Kompaktifikace f : X → Y se nazývá oddělitelná, je-li Y Hausdorff̊uv topologický
prostor.

Ukážeme nejdř́ıve, že každý (nekompaktńı) topologický prostor má kompaktifikaci.
Bud’ X nekompaktńı topologický prostor. Zvolme bod nepaťŕıćı množině X a označ-

me jej ∞; můžeme např́ıklad vźıt ∞ = X. Položme X∗ = X ∪ {∞}. Bud’ τ topologie
topologického prostoruX. Označme τ∗ systém všech podmnožin U množinyX∗ splňuj́ıćıch
jednu z těchto dvou podmı́nek:

(1) U je podmnožina množiny X, t.j. ∞ 6∈ U , a U ∈ τ .
(2) U je podmnožina množiny X∗ obsahuj́ıćı bod ∞ a U má tvar U = (\A) ∪ {∞}, kde

A je kompaktńı uzavřená podmnožina množiny X.

Lemma 2. τ∗ je topologie na X∗.

Důkaz. Z podmı́nky (1) vyplývá, že ∅ ∈ τ∗. Dále X∗ = (X\∅) ∪ {∞} a množina ∅ je
kompaktńı a uzavřená v X, takže X∗ ∈ τ∗.

Bud’ (Uι)ι∈I systém podmnožin množiny X∗, paťŕıćıch systému τ∗. Ukážeme, že U =
⋃

Uι ∈ τ∗. Označme J = {ι ∈ I | Uι 63 ∞}, K = {ι ∈ I | Uι 3 ∞}. Pro každé ι ∈ K
má Uι tvar Uι = (X\Aι) ∪ {∞} pro jistou kompaktńı uzavřenou množinu Aι ⊂ X. Plat́ı
U = V ∪W , kde

V =
⋃

ι∈J

Uι,

W =
⋃

ι∈K

Uι =
⋃

ι∈K

((X\Aι) ∪ {∞}) = (
⋃

ι∈K

(X\Aι)) ∪ {∞}

= (X\(
⋂

ι∈K

Aι)) ∪ {∞}.

Evidentně V ∈ τ a podle Věty 3. (d) odst. 7.1 str. 196 je množina A =
⋂

Aι, kde ι prob́ıhá
K, kompaktńı a uzavřená. Pro U tedy dostáváme vyjádřeńı U = (v ∪ (X\A)) ∪ {∞} =
(X\(A\V )) ∪ {∞}. Množina A\V je ovšem kompaktńı (Věta 3. (b) odst. 7.1 str. ??).
Dále A\V = A ∩ (X\V ), takže množina A\V je také uzavřená. Množina U tedy splňuje
podmı́nku (2), t.j. paťŕı systému τ∗.
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Nakonec ukážeme, že pro libovolné dvě množiny U , V ∈ τ∗ plat́ı U ∩V ∈ τ∗. Splňuj́ı-li
obě množiny U , V podmı́nku (1), pak U∩V ∈ τ , t.j. U∩V ∈ τ∗. Splňuje-li U podmı́nku (1)
a V podmı́nku (2), t.j. V = (X\A)∪{∞} pro jistou kompaktńı uzavřenou množinu A ⊂ X,
pak U ∩ V = U ∩ (X\A) ∈ τ , t.j. opět U ∩ V ∈ τ∗. Nakonec splňuj́ı-li obě množiny U , V
podmı́nku (2), t.j. U = (X\A) ∪ {∞}, V = (X\B) ∪ {∞} pro jisté kompaktńı uzavřené
množiny A, B ⊂ X, dostáváme U ∩ V = ((X\A) ∩ (X\B)) ∪ {∞} = (X\(A ∪B))∪ {∞}.
Přitom A ∪B je kompaktńı množina (Věta 3. (a) odst. 7.1 str. 196) a uzavřená množina,
takže U ∩ V opět splňuje podmı́nku (2) a U ∩ V ∈ τ∗.

Věta 23. Bud’ X nekompaktńı topologický prostor s topologíı τ .
(a) Množina X∗ s topologíı τ∗ je kompaktńı topologický prostor.
(b) Kanonické vložeńı X do X∗ je kompaktifikace topologického prostoru X.

Důkaz. 1. Ukážeme, že topologický prostor X∗ je kompaktńı. Bud’ (Uι)ι∈I otevřené po-
kryt́ıX∗. Existuje index ι0 ∈ I tak, že ∞ ∈ Uι0 . Pak podle definice množinaX∗\Uι0 je kom-
paktńı (a uzavřená) v X. Systém (Uι)ι∈Iovšem pokrývá X∗\Uι0 . Existuj́ı tedy indexy ι1,
ι2, . . . , ιk ∈ I tak, že množiny Uι1 , Uι2 , . . . , Uιk pokrývaj́ı X∗\Uι0 . Pak {Uι0 , Uι1 , . . . , Uιk}
je konečné podpokryt́ı pokryt́ı (Uι)ι∈I .

2. Označme ι : X → X∗ kanonické vložeńı. Plat́ı ι(X) = X. Ukážeme, že množina X je
hustá v X. Každé okoĺı U bodu ∞ má tvar U = (X\A) ∪ {∞}, kde A ⊂ X je kompaktńı
množina, t.j. A 6= X; plat́ı tedy U ∩X 6= ∅, t.j. ∞ ∈ clX a X∗ clX. Množina X je tedy
hustá v X.

Zbývá prověřit, že ι je homeomorfismus X na ι(X) ⊂ X∗. Z definice topologie τ∗ ihned
vyplývá, že vzor libovolné otevřené množiny U ⊂ X∗ je otevřená množina v X; ι je tedy
spojité zobrazeńı (Věta 2. odst. 2.1 str. 18). Dále ι je zřejmě otevřené zobrazeńı, je to tedy
homeomorfismus X na ι(X) (Věta 3., Věta 4. odst. 2.1 str. 18).

Kompaktifikace ι : X → X∗ (kanonické vložeńı nekompaktńıho topologického prostoru
X do X∗) se nazývá Alexandrovova nebo také j ednobodová kompaktifikace.

Následuj́ıćı teorém podává nutné a postačuj́ıćı podmı́nky oddělitelnosti Alexandrovy
kompaktifikace (Alexandrov̊uv teorém).

Věta 24. Bud’ X nekompaktńı topologický prostor, X∗ jeho Alexandrovova kompakti-
fikace. Následuj́ıćı dvě podmı́nky jsou ekvivalentńı:

(1) X je lokálně kompaktńı Hausdorff̊uv topologický prostor.
(2) X∗ je Hausdorff̊uv topologický prostor.

Důkaz. 1. Předpokládejme, že X je lokálně kompaktńı Hausdorff̊uv prostor. Zvolme
dva r̊uzné body x, y ∈ X∗. Paťŕı-li x, y množině X, existuje okoĺı U bodu x a okoĺı V
bodu y v X tak, že U ∩ V = ∅; tato okoĺı jsou ovšem otevřené množiny v X∗. Necht’

nyńı x ∈ X, y = ∞. Bud’ U takové okoĺı bodu x, že clU je kompaktńı množina. Klademe
V = (X\ clU) ∪ {∞}. V je okoĺı bodu ∞ a U ∩ V = ∅.

2. Je-li topologický prostor X∗ Hausdorff̊uv, pak X je také Hausdorff̊uv. Dále jedno-
bodová množina {∞} je uzavřená v X∗, takže X = X∗\{∞} je otevřená množina v X∗ a
podle Věty 15. (b) odst. 7.4 str. 201 je tato množina lokálně kompaktńı.

Podmı́nky existence oddělitelné kompaktifikace nekompaktńıho topologického prostoru
vyjasňuje tato věta.

Věta 25. Topologický prostor má oddělitelnou kompaktifikaci tehdy a jen tehdy, když
je úplně regulárńı.
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Důkaz. Tvrzeńı představuje jinou formulaci Důsledku Věty 22. odst. 7.6 str. 205.

Uvedeme některé d̊usledky Věty 24. a Věty 25..

Důsledek 1. K tomu, aby nekompaktńı úplně regulárńı prostor měl oddělitelnou Ale-
xandrovovu kompaktifikaci, je nutné a stač́ı, aby byl lokálně kompaktńı.

Důkaz. Tvrzeńı vyplývá z Věty 24..

Důsledek 2. Lokálně kompaktńı Hausdorff̊uv prostor je úplně regulárńı.

Důkaz. Tvrzeńı vyplývá z Věty 24. a Věty 25..

Důsledek 3. Bud’ f : X → Y oddělitelná kompaktifikace nekompaktńıho topolo-
gického prostoru X. Je-li X lokálně kompaktńı, pak množina f(X) ⊂ Y je otevřená.

Důkaz. Podle Věty 14. odst. 7.4 str. 201 je homeomorfńı obraz f(X) lokálně kom-
paktńıho prostoru X lokálně kompaktńı podprostor Y . Z Věty 15. (c) odst. 7.4 str. 201
vyplývá, že f(X) = A ∩ U , kde A (resp. U) je uzavřená (resp. otevřená) podmnožina
množiny Y . Odtud cl f(X) = Y ⊂ clA, t.j. Y = clA = A a tedy f(X) = Y ∩ U = U .

Oddělitelná Alexandrovova kompaktifikace topologického prostoru X je “minimálńı”
ze všech oddělitelných kompaktifikaćı X ve smyslu následuj́ıćıho tvrzeńı.

Důsledek 4. Necht’ f : X → Y je oddělitelná kompaktifikace nekompaktńıho topo-
logického prostoru X, ι : X → X∗ jeho Alexandrovova kompaktifikace. Předpokládejme,
že X∗ je Hausdorff̊uv. Existuje jediné spojité surjektivńı zobrazeńı g : Y → X∗ tak, že
diagram

ι

komutuje.

Důkaz. Pro každé y ∈ Y klademe

g(y) =

{

ι ◦ f−1(y), y ∈ f(X),

∞, y ∈ Y \f(X).

Ukážeme, že zobrazeńı g : Y → X∗, definované t́ımto vztahem, splňuje podmı́nky uvedené
v Důsledku 4..

Dokážeme spojitost g. Bud’ U ⊂ X∗ otevřená množina lež́ıćı v X. Pak g−1(U) =
g−1ι(ι−1(U)) = f(ι−1(U)) je otevřená množina v podprostoru f(X) ⊂ Y . Ovšem f(X) je
otevřená množina v Y (Důsledek 3. Věty 25. odst. 7.7 str. 208), takže g−1(U) muśı být
otevřená v Y (Věta 4. (c) odst. 3.1 str. 32). Bud’ nyńı U ⊂ X∗ otevřená množina tvaru
U = (X\A) ∪ {∞}, kde A je kompaktńı podmnožina X (Věta 7. (a) odst. 7.3 str. 198).
Pak g−1(U) = g−1(X\A)∪g−1({∞}) = g−1(X\A)∪ (Y \f(X)) = Y \(f(X)\g−1(X\A)) =
Y \(f(X)\(g−1(X)\g−1(A)) = Y \g−1(A) = Y \g−1ι(ι−1(A)) = Y \fι−1(A). Jelikož
f−1(A) je kompaktńı v f(X), podle Věty 3. (e) odst. 7.1 str. 196 je fι−1(U) kompaktńı
rovněž v Y . Topologický prostor Y je ovšem Hausdorff̊uv, takže fι−1(A) je uzavřená
množina (Věta 7. (a) odst. 7.3 str. 198). Odtud již vyplývá, že množina g−1(U) je otevřená.
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Zobrazeńı g je evidentně surjektivńı. Jeho jednoznačnost vyplývá z toho, že g je spojité
rozš́ı̌reńı zobrazeńı ι ◦ f−1, definovaného na hustém podprostoru Y (Důsledek 1. Věty 8.
odst. 3.2 str. 35

Bud’ X úplně regulárńı topologický prostor. Bud’ J libovolná množina parametri-
zuj́ıćı množinu všech ohraničených spojitých funkćı f : X → R; označme (fι)ι∈J systém
ohraničených spojitých funkćı f : X → R. Ke každému ι ∈ J zvolme uzavřený interval
Iι ⊂ R tak, že fι(X) ⊂ Iι. Pro každé x ∈ X položme cX(x) = (fι(x))ι∈J . Podle Ticho-
novovy věty (Věta 6. odst. 7.2 str. 197) je součin

∏

Iι kompaktńı topologický prostor.
Z úplné regularity X pak vyplývá, že zobrazeńı cX : X → ∏

Iι je vnořeńı (Lemma 6.
odst. 6.5 str. 155). Klademe βX = cl cX(X) (uzávěr v topologii součinu na

∏

Iι). Topo-
logický prostor βX se nazývá β-obal úplně regulárńıho topologického prostoru X. β-obal
βX je jako uzavřený podprostor kompaktńıho prostoru kompaktńı (Věta 4. odst. 7.1 str.
197) a jako podprostor Hausdorffova prostoru Hausdorff̊uv (Věta 13. odst. 3.3 str. 38).
Kompaktifikace topologického prostoru X asociovaná s vnořeńım cX , se nazývá Č echova–
Stoneova kompaktifikace. Zúž́ıme-li obor hodnot vnořeńı cX můžeme Čechovu–Stoneovu
kompaktifikaci úplně regulárńıho prostoru X označit jako zobrazeńı cX : X → βX.

Je-li topologický prostor X kompaktńı, pak cX(X) ⊂ ∏

Iι je kompaktńı množina (Věta
5. odst. 7.1 str. 197), a tedy uzavřená množina (Věta 4. odst. 7.1 str. 197). V tomto př́ıpadě
βX = cX(X).

Uvedeme některé základńı vlastnosti Čechovy–Stoneovy kompaktifikace.

Věta 26. Bud’ X úplně regulárńı topologický prostor, cX : X → βX jeho Čechova–
Stoneova kompaktifikace, f : X → R spojitá ohraničená funkce. Existuje jediná spojitá
funkce f̄ : βX → R taková, že f = f̄ ◦ cX .

Důkaz. Při označeńı z definice Čechovy–Stoneovy kompaktifikace necht’ ψ je kanonické
vnořeńı topologického podprostoru βX do

∏

Iι. Pro x ∈ X evidentně ψ(cX (x)) = cX(x).
Bud’ f : X → R spojitá ohraničená funkce. Existuje index κ ∈ J tak, že f = fκ. Klademe
f̄ = prκ ◦ψ, kde prκ je kanonická projekce součinu

∏

Iι na Iκ. Pak f̄ ◦ cX = prκ ◦ψ ◦ cX
a tedy pro libovolné x ∈ X plat́ı f̄(cX(x)) = prκ ◦ψ(cX (x)) = prκ((fι(x))ι∈J ) = fκ(x) =
f(x); to ovšem znamená, že f̄ ◦ cX = f a je dokázána existence funkce f̄ .

Jednoznačnost funkce f̄ vyplývá z Důsledku 1. (b) Věty 8. odst. 3.2 str. 35.

Věta 27. Bud’ cX (resp. cY ) Čechova–Stoneova kompaktifikace úplně regulárńıho topo-
logického prostoru X (resp. Y ), f : X → Y spojité zobrazeńı. Existuje právě jedno spojité
zobrazeńı βf : βX → βY takové, že βf(cX(x)) = cY (f(x)) pro každé x ∈ X.

Důkaz. Bud’ (gι)ι∈I systém všech spojitých ohraničených reálných funkćı, definovaných
na Y . Pro každé ι ∈ I je fι = gι ◦ f spojitá ohraničená reálná funkce na X. Označme
f̄ι : βX → R spojitou funkci takovou, že fι = f̄ι◦cX (Věta 26. odst. 7.7 str. 209). Klademe
pro každé y ∈ βX

βf(y) =
(

f̄ι(y)
)

ι∈I .

Pro každé x ∈ X plat́ı βf(cX(x)) = (f̄ι◦cX(x))ι∈I = (fι(x))ι∈I = (gι◦f(x))ι∈I = cY (f(x)).
Prověř́ıme spojitost funkce βf . Označme Iι ⊂ R takový uzavřený interval, že gι(Y ) ⊂ Iι;
pak podle definice βY ⊂ ∏

Iι. Pro každé λ ∈ I plat́ı prλ ◦βf = f̄λ, kde f̄λ je spojitá funkce
a prλ :

∏

Iι → Iλ je kanonická projekce. Zobrazeńı βf uvažované z βX do
∏

Iι je tedy
spojité (Věta 10. (b) odst. 3.3 str. 36); zúžeńım jeho oboru hodnot

∏

Iι na βY dostáváme
spojité zobrazeńı βf : βX → βY .
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Jednoznačnost zobrazeńı βf vyplývá z Důsledku 1. (b) Věty 8. odst. 3.2 str. 35.

V d̊ukazu Věty 27. jsme použili Větu 26.; d̊usledek Věty 27., který nyńı uvedeme, je
zobecněńım Věty 26..

Důsledek 1. Bud’ cX Čechova–Stoneova kompaktifikace úplně regulárńıho topolo-
gického prostoru X, Y kompaktńı Hausdorff̊uv prostor a f : X → Y spojité zobrazeńı.
Existuje právě jedno spojité zobrazeńı F : βX → Y takové, že F ◦ cX = f .

Důkaz. Kompaktńı Hausdorff̊uv prostor je úplně regulárńı (Důsledek 2. Věty 25. odst.
7.7 str. 208); z kompaktnosti Y však vyplývá, že cY : Y → βY je homeomorfismus.
Klademe F = c−1

Y ◦ βf .

Ukážeme, že Čechova–Stoneova kompaktifikace úplně regulárńıho topologického pro-
storu X je “maximálńı” ze všech oddělitelných kompaktifikaćı X.

Důsledek 2. Necht’ f : X → Y je oddělitelná kompaktifikace úplně regulárńıho pro-
storu X, xX : X → βX jeho Čechova–Stoneova kompaktifikace. Existuje jediné surjektivńı
zobrazeńı F : βX → Y tak, že diagram

β

komutuje.

Důkaz. Vezmeme-li v Důsledku 1. za F oddělitelnou kompaktifikaci X, vid́ıme, že
zbývá ukázat, že F je surjektivńı zobrazeńı. Vztah F ◦ cX = f dává inkluzi f(X) =
F (cX(X)) ⊂ F (βX) ⊂ Y ; ovšem f je kompaktifikace, takže cl f(X) = Y a tedy
clF (βX) = Y . Ovšem F (βX) je kompaktńı množina (Věta 5. odst. 7.1 str. 197) a tedy
uzavřená množina (Věta 7. (a) odst. 7.3 str. 198), takže clF (βX) = F (βX) = Y .

7.8. Př́ıklady

(1) Triviálńı topologický prostor je kompaktńı. Diskrétńı topologický prostor X je
kompaktńı právě tehdy, když X je konečná množina. Podmnožina A diskrétńıho topolo-
gického prostoru je kompaktńı právě tehdy, když je konečná. Diskrétńı topologický prostor
je lokálně kompaktńı.

(2) Množina reálných č́ısel R s přirozenou topologíı neńı kompaktńı: př́ıkladem
otevřeného pokryt́ı R, z něhož nelze vybrat konečné podpokryt́ı, je pokryt́ı intervaly
(−n, n), kde n prob́ıhá množinu přirozených č́ısel N. R s přirozenou topologíı je lokálně
kompaktńı, nebot’ každý bod x ∈ R lež́ı v nějakém otevřeném intervalu (a, b) takovém, že
cl(a, b) = [a, b] je kompaktńı interval (Věta 12. odst. 7.4 str. 200).

Euklid̊uv topologický prostor Rn neńı kompaktńı (součin nekompaktńıch topologických
prostor̊u), je však lokálně kompaktńı jako součin konečně mnoha lokálně kompaktńıch
prostor̊u. Každá otevřená a každá uzavřená podmnožina Rn je lokálně kompaktńı (Věta
15. (a), (b) odst. 7.4 str. 201). Podmnožina Rn je kompaktńı tehdy a jen tehdy, je-li
uzavřená a ohraničená (Důsledek 1. Věty 12. odst. 7.3 str. 200).
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(3) Kompaktńı metrické prostory. Necht’ X je metrický prostor s metrikou d. Bud’

ε > 0. Řekneme, že množina A ⊂ X je ε-s ı́t’ v metrickém prostoru X, jestliže je konečná
a d(x,A) < ε pro každé x ∈ X. Metrický prostor X se nazývá totálně ohraničený, jestliže
ke každému č́ıslu ε > 0 existuje v X ε-śıt’. Metrika d se nazývá totálně ohraničená, jestliže
metrický prostor X je totálně ohraničený.

Ukážeme, že kompaktńı metrický prostor má následuj́ıćı vlastnosti: (a) je totálně
ohraničený, (b) je úplný, (c) je separabilńı, (d) je druhého typu spočetnosti.

(a) Předpokládejme, že metrika d metrického prostoru X neńı totálně ohraničená. Necht’

ε > 0 je takové, že v X neexistuje ε-śıt’. Pak k libovolné konečné posloupnosti bod̊u
x1, x2, . . . , xk ∈ X existuje bod xk+1 tak, že d(xi, xk+1) ≥ ε pro každé i ≤ k. Začneme-li
tedy od libovolného bodu x1 ∈ X, můžeme indukćı definovat posloupnost (xi)i∈N bod̊u
X takovou, že d(xi, xj) ≥ ε pro i 6= j. Uvažujeme množinu A = {x1, x2, x3, . . .} ⊂ X.
Podle Věty 9. (a) odst. 4.4 str. 93 je A uzavřená v X. Topologický podprostor A ⊂ X je
diskrétńı; jelikož množina A neńı konečná, neńı kompaktńı (viz př. (1) odst. 7.8 str. 210).
Na základě Věty 4. odst. 7.1 str. 197 odtud dostaneme, že X nemůže být kompaktńı.
Kompaktńı metrický prostor tedy muśı být totálně ohraničený.

(b) Tvrzeńı je př́ımým d̊usledkem Věty 1. odst. 7.1 str. 196 a Cantorovy věty (cv. 25.
kap. 5 ).

(c) Bud’ X kompaktńı metrický prostor s metrikou d. Pro každé n ∈ N systém
otevřených kouĺı (B(x, 1/n))x∈X pokrývá X. Necht’ (B(xn

i , 1/n))1≤i≤k(n) je konečné pod-
pokryt́ı tohoto pokryt́ı. Klademe M = {x ∈ X | x = xi, j = 1, 2, 3, . . . , 1 ≤ i ≤ k(j)}.
Množina M je spočetná. Ukážeme, že clM = X. Bud’ x ∈ X libovolný bod, B(x, ε) li-
bovolná otevřená koule se sťredem x. Zvolme n tak, že 1/n < ε. Pro každé m systém
(B(xm

i , 1/m))1≤i≤k(m) pokrývá X, existuje tedy i ∈ N, 1 ≤ i ≤ k(n), takové, že
x ∈ B(xn

i , 1/n). To ovšem znamená, že d(x, xn
i ) < 1/n, t.j. d(x, xn

i ) < ε a plat́ı
xn

i ∈ B(x, ε). Odtud vyplývá, že pro každé ε > 0 je B(x, ε) ∩M 6= ∅ a tedy x ∈ clM .
Separabilita kompaktńıho metrického prostoru je dokázána.

(d) Tvrzeńı je d̊usledkem Věty 4. (b) odst. 5.2 str. 113 a již dokázané vlastnosti (c).

(4) Kompaktně-otevřená topologie. Necht’ X, Y jsou topologické prostory, necht’ Y X

je množina všech zobrazeńı f : X → Y . Pro libovolnou kompaktńı množinu K ⊂ X a
libovolnou otevřenou množinu U ⊂ Y klademe W (K,U){f ∈ Y X | f(K) ⊂ U}. Systém
množin W (K,U) pokrývá Y X , je tedy systémem generátor̊u nějaké topologie na množině
Y X . Tato topologie se nazývá kompaktně-otevřená topologie na Y X .

Z definice je zřejmé, že kompaktně-otevřená topologie je silněǰśı než topologie bodové
konvergence (př. (6) odst. 1.8 str. 10, př. (11) odst. 3.7 str. 47). Zobrazeńı Evx : Y X → Y
(evaluace v bodě x ∈ X) je spojité v topologii bodové konvergence, je tedy také spojité
v kompaktně-otevřené topologii. Je-li topologický prostor Y Hausdorff̊uv, pak Y X s kom-
paktně-otevřenou topologíı je také Hausdorff̊uv, nebot’ množina Y X s topologíı bodové
konvergence (t.j. topologíı součinu) je Hausdorff̊uv prostor.

Topologie, indukovaná na libovolné podmnožině A ⊂ Y X kompaktně-otevřenou topo-
logíı, se také nazývá kompaktně-otevřená.

Necht’ Y je regulárńı topologický prostor. Ukážeme, že pak množina C(X,Y ) ⊂ Y X

všech spojitých zobrazeńı f : X → Y je regulárńı topologický prostor v kompaktně-
otevřené topologii.

Jelikož C(X,Y ) je jako podprostor Hausdorffova prostoru Hausdorff̊uv, stač́ı ukázat, že
k libovolnému bodu f ∈ C(X,Y ) a k libovolnému okoĺı W (K,U) bodu f existuje otevřená
množina V ⊂ U tak, že f ∈ W (K,V ) ∩ C(X,Y ) ⊂ clC(X,Y )(W (K,V ) ∩ C(X,Y )) ⊂
W (K,U) ∩C(X,Y ), kde clC(X,Y ) je topologický uzávěr v podprostoru C(X,Y ) ⊂ Y X .
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Z kompaktnosti množiny f(K) (Věta 5. odst. 7.1 str. 197) a z regularity Y snadno

vyvod́ıme na základě Věty 1. odst. 6.1 str. 142, že existuje otevřená množina V ⊂ U

taková, že f(K) ⊂ V ⊂ clV ⊂ U . Klademe W (K, cl V ) = {g ∈ Y X | g(K) ⊂ clV }. Pak

W (K, clV ) =
⋂

x∈K

W (x, clV )

je uzavřená množina, jelikož každá z množin W (x, clV )Y X\W (x, Y \ clV ) je evidentně

uzavřená. Jinými slovy clW (x, clV ) = W (x, cl V ) a tedy f ∈ W (K,V ) ∩ C(X,Y ) ⊂
clC(X,Y )(W (K,V ) ∩ C(X,Y )) = cl(W (K,V ) ∩ C(X,Y )) ∩ C(X,Y ) ⊂ clW (K,V ) ∩
C(X,Y ) ⊂ clW (K, cl V ) ∩C(X,Y ) = W (K, clV ) ∩ C(X,Y ) ⊂W (K,U) ∩C(X,Y ).

(5) Topologické variety s okrajem. Necht’ Rn
− = {y ∈ Rn | y = (y1, y2, . . . , yn),

yn ≤ 0} je poloprostor v Rn (př. (2) odst. 3.7 str. 43) n-rozměrným souřadnicovým

systémem v bodě x topologického prostoru X rozumı́me dvojici (U,ϕ), kde U je okoĺı x a

ϕ je homeomorfismus U na otevřenou množinu V ⊂ Rn
−. Řı́káme, že topologický prostor

X je lokálně homeomorfńı s poloprostorem Rn
−, jestliže v každém bodě x ∈ X existuje n-

rozměrný souřadnicový systém. Hausdorff̊uv topologický prostor druhého typu spočetnosti,

lokálně homeomorfńı s Rn
−, se nazývá n-rozměrná topologická varieta s okrajem. Čı́slo n

se přitom nazývá d imenze n-rozměrné topologické variety s okrajem.

Je-li zřejmé, o jaké n se jedná, hovoř́ıme o souřadnicovém systému a topologické varietě

s okrajem.

Bud’ X n-rozměrná topologická varieta s okrajem. Bod x ∈ X se nazývá vniťrńı, jestliže

existuje souřadnicový systém (U,ϕ) v x takový, že ϕ(U) ⊂ Rn
− je otevřená množina v Rn;

x se nazývá okrajový bod, neńı-li vniťrńım bodem. Označ́ıme-li ∂Rn
− okraj poloprostoru

Rn
−, t.j. množinu {y ∈ Rn | y(y1, y2, . . . , yn), yn = 0}, pak bod x ∈ X je vniťrńı tehdy a jen

tehdy, když existuje souřadnicový systém (U,ϕ) v x takový, že ϕ(U)∩∂Rn
− = ∅. Množina

všech okrajových bod̊u x ∈ X se nazývá okraj variety s okrajem X a označuje se ∂X.

Plat́ı-li ∂X = ∅, ř́ıkáme, že X je topologická varieta bez okraje, nebo prostě topologická

varieta.

Ve výše uvedených definićıch je použita zauž́ıvaná terminologie, která neńı přesná (to-

pologická varieta s okrajem, topologická varieta bez okraje, topologická varieta).

Na obr. 1 je znázorněn souřadnicový systém (U1ϕ1) ve vniťrńım bodě x1 ∈ X a

souřadnicový systém U2, ϕ2) v okrajovém bodě x2 topologické vaariety s okrajem X.

Obr. 1

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ
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Souřadnicový systém (U,ϕ) v bodě x topologického prostoru X se nazývá g lobálńı,
plat́ı-li U = X.

Na kompaktńım topologickém prostoru X neexistuje globálńı souřadnicový systém.
Dokážeme to sporem. Předpokládejme, že máme globálńı souřadnicový systém (X,ϕ). Pak
množina ϕ(X) ⊂ Rn

− je kompaktńı (Věta 5. odst. 7.2 str. 197) a zároveň podle definice
otevřená. Je tedy sjednoceńım množin tvaru Ky ∩Rn

−, kde Ky je vhodný otevřený kvádr
v Rn obsahuj́ıćı bod y ∈ ϕ(X) takový, že Ky ∩ Rn

− ⊂ ϕ(X). Z kompaktnosti ϕ(X) tedy
vyplývá, že ϕ(X) = (K1∩Rn

−)∪ (K2∩Rn
−)∪· · ·∪ (Km∩Rn

−) = (K1∪K2∪· · ·∪Km)∩Rn
−

pro vhodné otevřené kvádry K1, K2, . . . , Km v Rn. Z tohoto vyjádřeńı množiny ϕ(X)
ovšem vyplývá, že tato množina neńı uzavřená (viz obr. 2).

Obr. 2

ϕ

Každá n-rozměrná topologická varieta s okrajem X je lokálně kompaktńı. Dokážeme to.
Bud’ x ∈ X bod, (U,ϕ) souřadnicový systém v bodě x. Množina ϕ(U) je podle definice okoĺı
bodu ϕ(x) v Rn

−. Rn
− je ovšem uzavřená podmnožina lokálně kompaktńıho Hausdorffova

prostoru Rn, takže je s indukovanou topologíı sama lokálně kompaktńı Hausdorff̊uv prostor
(Věta 15. (a) odst. 7.4 str. 201, Věta 2 (a) odst. 3.1). 2. (a) odst. 3.1 str. 32). Existuje
tedy okoĺı V bodu ϕ(x) v Rn

− takové, že clV je kompaktńı množina lež́ıćı ve ϕ(U). Pro
okoĺı ϕ−1(V ) bodu x plat́ı ϕ−1(V ) ⊂ U a clϕ−1(V ) = ϕ−1(clV ) ⊂ U .

Z lokálńı kompaktnosti topologické variety s okrajemX vyplývá, že X je metrizovatelný
topologický prostor (Důsledek Věty 19. odst. 7.5 str. 204, Věta 14. odst. 6.6 str. 158,
Důsledek Věty 11. odst. 6.5 str. 156). Poloprostor Rn

− je n-rozměrná topologická varieta
s okrajem; jej́ı okraj splývá s okrajem ∂Rn

− poloprostoru Rn
−.

Euklid̊uv topologický prostor Rn je homeomorfńı s otevřenou podmnožinou {y ∈ Rn
− |

y = (y1, y2, . . . , yn), yn < 0} ⊂ Rn
−; za požadovaný homeomorfismus můžeme např. vźıt

zobrazeńı (y1, y2, . . . , yn) → (y1, y2, . . . , yn−1,−eyn
). Rn je tedy n-rozměrná topologická

varieta bez okraje.

(6) Každou kompaktńı n-rozměrnou topologickou varietu bez okraje lze vnořit do Rm

pro jisté m ≥ n. Dokážeme to.
Bud’ X kompaktńı n-rozměrná topologická varieta bez okraje. Existuj́ı otevřené

množiny Ui ⊂ X a vnořeńı ϕi : Ui → Rn, kde 1 ≤ i ≤ k, tak, že systém množin
{U1, U2, . . . , Uk} pokrývá X. Topologický prostor X je parakompaktńı, existuje tedy roz-
klad {χ1, χ2, . . . , χk} jednotkové funkce, kompaktibilńı s pokryt́ım {U1, U2, . . . , Uk} (Věta
14. odst. 6.6 str. 158). Pro každé i = 1, 2, . . . , k definujeme zobrazeńı hi : X → Rn vztahem

hi(x) =

{

χi(x) · ϕi(x), x ∈ Ui,

0, x ∈ X\ suppχi.
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Zobrazeńı hi je definováno korektně, nebot’ suppχi ⊂ Ui a hi(x) = 0 pro x 6∈ suppχi · hi

je spojité, nabot’ jeho zúžeńı na otevřené množiny Ui, X\ suppχi je spojité. Pro x ∈ X
klademe

f(x) = (χ1(x), χ2(x), . . . , χk(x), h1(x), h2(x), . . . , hk(x)).

Tı́mto vztahem je definováno spojité zobrazeńı f : X → Rk × Rkn (Věta 10. (b) odst.
3.3 str. 36). Ukážeme, že f je injektivńı. Předpokládejme, že f(x) = f(y) pro x, y ∈ X.
Pak χi(x) = χi(y) a hi(x) = hi(y) pro každé i = 1, 2, . . . , k. Ovšem

∑

χi(x) = 1, a tedy
existuje index j tak, že χj(x) > 0, t.j. rovněž χj(y) > 0. Odtud vyplývá, že ϕj(x) = ϕj(y).
Podle předpokladu je zobrazeńı ϕj injektivńı, takže plat́ı x = y, což jsme chtěli ukázat.

Topologický prostor X je podle předpokladu kompaktńı a topologický podprostor
f(X) ⊂ Rk × Rkn je Hausdorff̊uv; zúžeńım oboru hodnot spojitého injektivńıho zob-
razeńı f dostaneme homeomorfismus f : X → f(X) ⊂ Rk × Rkn (Věta 10. odst. 7.3 str.
199). Tı́m je d̊ukaz tvrzeńı ukončen.

Dokázané tvrzeńı znamená, že každou kompaktńı topologickou varietu bez okraje lze
“realizovat” jako vhodný topologický podprostor jistého Euklidova topologického prostoru.
Podobné tvrzeńı lze dokázat bez předpokladu kompaktnosti jinými metodami (algebraická
topologie).

(7) Př́ıkladem úplně regulárńıho topologického prostoru, který neńı normálńı, je
součin RI , kde I je nespočetná množina. V tomto př́ıpadě totiž R (s přirozenou topo-
logíı) je úplně regulárńı, jelikož je metrizovatelný (Věta 15. odst. 6.6 str. 161, Věta 14.
odst. 6.6 str. 158, Věta 20 (b) odst. 7.6), 20. (b) odst. 7.6 str. 204), a tedy RI je úplně
regulárńı (Věta 21. odst. 7.6 str. 205); na druhé straně RI neńı normálńı (př. (5) odst.
6.10 str. 164).

(8) Uvedeme př́ıklad topologického prostoru, který je regulárńı, ale neńı úplně regu-
lárńı (J. Thomas, Amer. Math. Monthly 76 (1969), 181–182).

V několika kroćıch zkonstruujeme jistou podmnožinu X množiny R2. Pro každé sudé
č́ıslo m klademe Lm = {m} × [−1, 0]. Dále pro každé liché č́ıslo n a každé přirozené
k ≥ 2 klademe A+

n,k = {n + 1 − 1/k} × [−1, 0], A−
n,k = {n − 1 + 1/k} × [−1, 0],

Bn,k = {(x, y) ∈ R2 | (x − n)2 + y2 = (1 − 1/k)2, y ≥ 0}, Cn,k = A−
n,k ∪ Bn,k ∪ A+

n,k.
Konstrukce množin Lm a Cn,k je znázorněna na obr. 3.

Obr. 3
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“Nejvýše položený bod” množiny Cn,k označ́ıme Pn,k a nazveme vrchol (množiny Cn,k);
zřejmě Pn,k = (n, 1 − 1/k). Dále zvoĺıme body A, B ∈ R2 tak, aby neležely v žádné z
množin Cn,k, Lm; vezmeme např. A = (0, 2), B = (0, 3). Nakonec polož́ıme

X =
(

⋃

Lm

)

∪
(

⋃

Cn,k

)

∪ {A} ∪ {B}

(sjednoceńı přes všechna m sudá a všechna n lichá, k ≥ 2 přirozená).
Na X zavedeme topologii pomoćı jisté báze. Budeme ř́ıkat, že otevřená úsečka

(a, b) × {y0} v R2, rovnoběžná s osou x, je základńı, jestliže neobsahuje žádný z bod̊u
Pn,k, A, B. Bud’ U ⊂ X podmnožina. U se nazývá prvńıho druhu, jestliže U = X ∩ q, kde
q je nějaká základńı úsečka. U se nazývá druhého druhu, jestliže U = Cn,k\M pro jisté n,
k, kde M ⊂ Cn,k je nejvýše konečná množina (M může být prázdná). U se nazývá třet́ıho
druhu, jestliže existuje m sudé tak, že U = {A} ∪ {(x, y) ∈ X | x < m}. Nakonec U se
nazývá čtvrtého druhu, jestliže existuje m sudé tak, že U = {B} ∪ {(x, y) ∈ X | x > m}.
Snadno lze ukázat, že systém σ tvořený množinami prvńıho, druhého, ťret́ıho a čtvrtého
druhu, je báze topologie na X. Tento systém zřejmě pokrývá množinu X. Př́ımo lze
ověřit, že splňuje předpoklady Věty 8. (a) odst. 1.4 str. 6. σ je tedy báze topologie na X,
kterou označ́ıme τ . Ukážeme, že X s topologíı τ je Hausdorff̊uv prostor. Bud’te P , Q ∈ X
dva r̊uzné body. Rozlǐśıme několik možnost́ı: (a) P ∈ Cn,k, P 6= Pn,k, Q ∈ Cn,k; v tomto
př́ıpadě množina {P} je prvńıho druhu a je tedy otevřená; Cn,k\{P} 3 Q je druhého
druhu a je tedy také otevřená; body P , Q lze tedy oddělit otevřenými množinami; (b)
P ∈ Cn,k, Q 6∈ Cn,k; pak bud’ Q ∈ Cs,r pro (s, r) 6= (n, k), nebo Q ∈ Lm, nebo Q = A
nebo Q = B; ve všech př́ıpadech má bod Q okoĺı, disjunktńı s Cn,k; (c) P ∈ Lm, Q ∈ Lk;
v tomto př́ıpadě maj́ı P , Q distjunktńı okoĺı prvńıho druhu; (d) P ∈ Lm, Q = A,B;
v tomto př́ıpadě lze oddělit body P , Q množinami prvńıho a ťret́ıho (resp. prvńıho a
čtvrtého) druhu; (e) P = A, Q = B; v tomto př́ıpadě lze oddělit body P , Q množinami
ťret́ıho a čtvrtého druhu. Schematicky jsou možnosti (a) – (e) znázorněny na obr. 4.

Obr. 4

Ukážeme, že topologický prostor X je regulárńı. Stač́ı ukázat, že k libovolně zvolenému
bodu P ∈ X a jeho okoĺı U existuje takové okoĺı V bodu P , že clV ⊂ U (Věta 1. odst. 6.1
str. 142). Rozlǐśıme několik možnost́ı: (a) P ∈ Cn,k, P 6= Pn,k. V tomto př́ıpadě je množina
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{P} uzavřená i otevřená, takže cl{P} = {P} ⊂ U . (b) P = Pn,k. V tomto př́ıpadě okoĺı U
bodu P obsahuje prvek báze Cn,k\M , kde M ⊂ Cn,k je nejvýše konečná množina. Ovšem
doplněk množiny Cn,k\M v X je otevřená množina, takže cl(Cn,k\M) = Cn,k\M ⊂ U . (c)
P ∈ Lm. Pak U obsahuje množinu X ∩ q, kde q je základńı úsečka v R2, jdoućı bodem x.
Zřejmě doplněk X\(X ∩ q) je otevřená množina, takže cl(X ∩ q) = X ∩ q ⊂ U . (d) P ∈
{A,B}. Necht’ např. P = A. Pak U obsahuje množinu tvaru {A} ∪ {(x, y) ∈ X | x < m} a
tedy A ∈ {A}∪ {(x, y) ∈ X | x < m− 2} ⊂ cl({A}∪ {(x, y) ∈ X | x < m− 2}) = {(x, y) ∈
X | x ≤ m− 2} ⊂ {A} ∪ {(x, y) ∈ X | x < m} ⊂ U . Tı́m je dokázána regularita X.

Ukážeme, že X neńı úplně regulárńı. Bud’ f : X → R spojitá funkce. Ke každému
bodu t ∈ R existuje spočetný systém otevřených množin (Ui)i∈N takový, že {t} =

⋂

Ui;
možno např. vźıt Ui = (t − 1/i, t + 1/i). Pak ovšem f−1(t) = f−1(

⋂

Ui) =
⋂

f−1(Ui) a
ze spojitosti funkce f vyplývá, že množina f−1(t) ⊂ X je pr̊unikem spočetného systému
otevřených množin.

Položme

Sn,k = {P ∈ Cn,k | f(P ) 6= f(Pn,k)}, S =
⋃

n,k

Sn,k.

Množina f−1(f(Pn,k)) muśı být pr̊unikem spočetného systému otevřených množin ob-
sahuj́ıćıch Pn,k. Jelikož každé okoĺı bodu Pn,k obsahuje množinu tvaru Cn,k\K, kde
K ⊂ Cn,k je konečná množina, plat́ı f−1(f(pn,k)) ⊃ ⋂

(Cn,k\Ki) pro jisté konečné
množiny Ki ⊂ Cn,k neobsahuj́ıćı Pn,k (sjednoceńı přes i ∈ N). Odtud Sn,k =
Cn,k\f−1(f(Pn,k)) ⊂ Cn,k\(

⋂

(Cn,k\Ki)) = Cn,k\(Cn,k\
⋃

Ki) =
⋃

Ki. Množina Sn,k je
tedy nejvýše spočetná odkud vyplývá, že množina S je nejvýše spočetná.

Zkonstruovali jsme tedy nejvýše spočetnou podmnožinu množiny
⋃

Cn,k. Označme I0
množinu bod̊u t ∈ [−1, 0] takových, že existuje x ∈ R tak, že (x, t) ∈ S. Jelikož S je nejvýše
spočetná, množina I0 nemůže být nespočetná. Existuje tedy prvek a ∈ [−1, 0]\I0. Pak pro
každé x ∈ R plat́ı (x, a) 6∈ S. Bod (x, a) tedy nepaťŕı žádné z množin Sn,k. Padne-li tedy
bod (x, a) do množiny

⋃

Cn,k, muśı platit f(x, a) = f(Ps,r) pro jisté r, s.
Nepadne-li bod (x, a) do množiny

⋃

Cn,k (a padne do množiny X), pak existuje index
m tak, že (x, a) ∈ Lm. Bud’ U okoĺı bodu f(x, a). Pak f−1(U) je okoĺı bodu (x, a), existuje
tedy základńı úsečka q tak, že (x, a) ∈ q a X ∩ q ⊂ f−1(U). Existuj́ı tedy přirozená č́ısla
k1, k2 tak, že f−1(U) obsahuje všechny body u ∈ Cm−1,k ∩ q, kde k > k1, a všechny
body v ∈ Cm+1,k ∩ q, kde k > k2. Přitom f(u) = f(Pm−1,k), f(v) = f(Pm+1,k) a tedy
množina U obsahuje všechny body f(Pm−1,k), kde k > k1, a všechny body f(Pm+1,k), kde
k > k2. Znamená to, že posloupnost (f(Pm−1,k))k∈N (resp. posloupnost (f(Pm+1,k))k∈N)
konverguje v R k bodu f(x, a), t.j.

f(x, a) = lim
k→∞

f(Pm−1,k) = lim
k→∞

f(Pm+1,k).

Označ́ıme-li zm = (x, a) = (m,a), dává tato rovnost vztah f(zm) = f(zm+2).
Klademe f(zm) = γ pro libovolné m. Ukážeme, že v bodě A ∈ X plat́ı f(A) = γ.

Předpokládejme, že f(A) 6= γ. Pak existuje otevřený interval J obsahuj́ıćı f(A) a neob-
sahuj́ıćı γ; ze spojitosti f ovšem vyplývá, že f−1(J) je otevřená množina obsahuj́ıćı bod
A, v každém př́ıpadě tedy f−1(J) obsahuje alespoň jeden z bod̊u zm; to je ovšem spor
s t́ım, jak jsou konstruována okoĺı bodu A (množiny ťret́ıho druhu). Skutečně tedy plat́ı
f(A) = γ a analogicky ukážeme, že f(B) = γ.

Topologický prostor X je ovšem Hausdorff̊uv, takže množiny {A}, {B} ⊂ X jsou
uzavřené; přitom pro libovolnou spojitou funkci f : X → R plat́ı f(A) = f(B), takže
X neńı úplně regulárńı.
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Poznamenáváme, že v tomto př́ıkladě jsme se bohužel nevyhnuli označováńı dvou
r̊uzných (standardńıch) pojmů stejným (rovněž standardńım) symbolem (a, b); ponechá-
váme na čtenáři, aby uvážil, kde je t́ımto symbolem označována uspořádaná dvojice a kde
otevřený interval.

(9) Topologický prostor [0, 1]I , kde I je nespočetná množina, je př́ıkladem parakom-
paktńıho prostoru, který neńı metrizovatelný. [0, 1]I je totiž Hausdorff̊uv (Věta 13. odst.
3.3 str. 38) a kompaktńı (Věta 6. odst. 7.2 str. 197), odkud již vyplývá jeho parakom-
paktnost (Věta 9. odst. 7.3 str. 199). Podle Věty 10. odst. 5.5 str. 116 neńı ovšem tento
topologický prostor metrizovatelný.

(10) Uvedeme př́ıklad podprostoru normálńıho topologického prostoru, který neńı
normálńı. Necht’ RS označuje množinu reálných č́ısel se Sorgenfreyovou topologíı (př. (5)
odst. 1.8 str. 10). RS je normálńı topologický prostor (cv. 3 kap. 6), součin RS × RS

je tedy úplně regulárńı (Věta 20. (b) odst. 7.6 str. 204, Věta 21. (b) odst. 7.6 str. 205)
a je definována Čechova-Stoneova kompaktifikace c : RS × RS → β(RS × RS). Topolo-
gický prostor β(RS × RS) je normálńı (Důsledek Věty 9. odst. 7.3 str. 199). Topologický
podprostor c(RS × RS) ⊂ β(RS × RS) ovšem neńı normálńı (cv. 4 kap. 6).

(11) Uvedeme př́ıklady oddělitelné kompaktifikace intervalu (0, 1) ⊂ R uvažovaného
s přirozenou topologíı.

Zobrazeńı ι : (0, 1) → (0, 1] = (0, 1) ∪ {1}, kde ι(t) a množina (0, 1) ∪ {1} je uvažovaná
s topologíı τ∗ z Lemmatu 2. odst. 7.7 str. 206 (Alexandrova kompaktifikace) je evidentně
kompaktifikace intervalu (0, 1); tato kompaktifikace je oddělitelná podle Alexandrovy věty
(Věta 24. odst. 7.7 str. 207).

Kompaktifikace intervalu (0, 1), asociovaná s kanonickým vnořeńım ι : (0, 1) → R, je
oddělitelná.

Zobrazeńı f : (0, 1) → [−1, 1] × [−1, 1], definované vztahem

f(t) = (t, sin(1/t)),

je zřejmě vnořeńı (topologická sinusoida), kompaktifikace, asociovaná s t́ımto vnořeńım,
je oddělitelná (porov. obr. 5).

Obr. 5

Zobrazeńı g : (0, 1) → [−1, 1] × [−1, 1] × [−1, 1], definované vztahem

g(t) = (t, sin(1/t), cos(1/t)),
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je zřejmě vnořeńı; kompaktifikace, asociovaná s t́ımto vnořeńım, je oddělitelná.

Zobrazeńı f : (0, 1) → S1, kde S1 ⊂ R2 je jednotková kružnice, definované vztahem

f(t) = (cos 2πt, sin 2πt),

je vnořeńı (cv. 10 kap. 3) a plat́ı cl f((0, 1)) = S1; f je tedy kompaktifikace intervalu
(0, 1). Tato kompaktifikace je zřejmě oddělitelná. Topologický prostor S1 (s přirozenou
topologíı) je homeomorfńı s intervalem (0, 1] s topologíı τ∗ (viz výše), t.j. s Alexandrovou
kompaktifikaci intervalu (0, 1): polož́ıme-li h(t) = f(t) pro t ∈ (0, 1) a h(1) = (1, 0),
dostaneme homeomorfismus h : (0, 1] → S1.

Cvičeńı

Kompaktńı topologické prostory

1. Uvažujme množinu reálných č́ısel R s přirozenou topologíı. Ukažte, užit́ım definice kom-
paktńıho prostoru, že (a) intervaly (0, 1], [0, 1) a (0, 1) nejsou kompaktńı, (b) množina X =
{0} ∪ {1/n | n ∈ N} je kompaktńı.

Ř e š e n ı́ .
(a) Stač́ı naj́ıt otevřené pokryt́ı, z něhož nelze vybrat konečné podpokryt́ı.
(b) Bud’ σ libovolné otevřené pokryt́ı X . Existuje množina U ∈ σ taková, že 0 ∈ U . Množina U

obsahuje všechny body 1/n až na konečně mnoho. Pro každý bod x ∈ X , který nelež́ı v U , zvolme
prvek Ux ∈ σ, obsahuj́ıćı x. Pak množiny U , Ux tvoř́ı konečné podpokryt́ı σ.

2. Uvažujme množinu reálných č́ısel R se Sorgenfreyovou topologíı. Rozhodněte, které z
následuj́ıćıch množin jsou kompaktńı: (a) R, (b) [0, 1), (0, 1], (0, 1), (c) [0, 1].

Ř e š e n ı́ . Necht’ R (resp. RS) je množina reálných č́ısel s přirozenou (resp. Sorgenfreyovou)
topologíı. Jelikož zobrazeńı idR : RS → R je spojité (př. (6) odst. 2.5 str. 23), množiny R, [0, 1),
(0, 1], (0, 1) nejsou kompaktńı v RS. Ukážeme, že ani interval [0, 1] neńı kompaktńı. Systém množin
{1}, [ak, bk), kde k prob́ıhá N, ak = bk−1 pro k ∈ N a bk = 1 − 1/(k + 1) pro k ∈ {0} ∪ N, tvoř́ı
pokryt́ı intervalu [0, 1], z něhož nelze vybrat konečné podpokryt́ı.

3. Rozhodněte, zda množina racionálńıch č́ısel Q je kompaktńı (a) v přirozené topologii, (b)
v Sorgenfreyově topologii, (c) v topologii konečných doplňk̊u, (d) v triviálńı topologii na R.

Ř e š e n ı́ . Systém množin ({x})x∈Q je otevřené pokryt́ı Q v topologii, indukovanou přirozenou
a také Sorgenfreyovou topologíı. Z tohoto pokryt́ı ovšem nelze vybrat konečné podpokryt́ı, takže
v uvedených př́ıpadech Q neńı kompaktńı. V topologíıch (c), (d) je Q kompaktńı.

4. Charakterizujte kompaktńı množiny v topologii konečných doplňk̊u na množině X . Pomoćı
Věty 7. (a) odst. 7.3 str. 198 ukažte, že je-li X s touto topologíı Hausdorff̊uv prostor, pak je množina
X konečná.

Ř e š e n ı́ . Libovolná podmnožina A ⊂ X je kompaktńı: Je-li A = ∅, pak A je kompaktńı (v
libovolné topologii). Necht’ A 6= ∅, nacht’ (Uι)ι∈I je libovolné otevřené pokryt́ı množiny A. Zvolme
index ι0 ∈ I libovolně. Pak Uι0 je pokryt́ı množiny A\{x1, x2, . . . , xk} pro jistou konečnou množinu
{x1, x2, . . . , xk}. Každý z bod̊u xi lež́ı v některé z množin Uιi

patř́ıćıch systému (Uι)ι∈I , množiny
Uι0 , Uι1 , . . . , Uιk

tedy tvoř́ı konečné podpokryt́ı pokryt́ı (Uι)ι∈I . To ovšem znamená, že A je
kompaktńı (Věta 2. odst. 7.1 str. 196).
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Je-li topologický prostror X Hausdorff̊uv, pak každá kompaktńı podmnožina X je uzavřená
(Věta 7. (a) odst. 7.3 str. 198) a z definice topologie konečných doplňk̊u vyplývá, že každá
podmnožina množiny X je konečná; množina X je tedy také konečná.

5. Necht’ Y je nekonečná množina, a, b dva r̊uzné body nenálež́ıćı množině Y . Položme
X = Y ∪ {a, b} a označme τ systém podmnožin množiny X tvořený prázdnou množinou, všemi
podmnožinami množiny Y , množinou X a těmi podmnožinami množiny X , jejichž doplňky jsou
konečné množiny. Ukažte, že τ je topologie na X . Jsou množiny A = Y ∪ {a}, B = Y ∪ {b}, A∩B
kompaktńı v topologickém prostoru X?

Ř e š e n ı́ . Standardńım zp̊usobem se ověř́ı, že jsou splněny axiomy topologie.
Ukážeme, že množina A je kompaktńı. Bud’ σ otevřené pokryt́ı A. Existuje množina U ∈ τ

taková, že a ∈ U , A ∩ A ∈ σ. Podle definice topologie τ to ovšem znamená, že doplněk množiny
U v X je konečná množina, t.j. U = X\{x1, x2, . . . , xk} pro jisté x1, x2, . . . , xk ∈ X . Ke každému
z bod̊u xi vybereme prvek Vi pokryt́ı σ, obsahuj́ıćı xi. Systém množin U ∩ A, V1, V2, . . . , Vk je
konečné podpokryt́ı pokryt́ı σ.

Stejně se dokáže kompaktnost množiny B.
Množina A ∩ B neńı kompaktńı. Plat́ı totiž A ∩ B = Y . Množina Y je podle předpokladu

nekonečná a topologie τ indukuje na Y diskrétńı topologii. Odtud již plyne, že Y neńı kompaktńı.

6. Rozhodněte, zda jsou následuj́ıćı množiny kompaktńı v přirozené topologii:
(a) {(x, y) ∈ R2 | x2y2 ≤ r2, r > 0, (x, y) 6= (0, 0)}.
(b) {(x, y) ∈ R2 | x ≤ 0}.
(c) {(x, y) ∈ R2 | y = 1/x, 0 < x ≤ 1}.
(d) {(x, y) ∈ R2 | y = sin(1/x), 0 < x ≤ 1}.
(e) S1 × R ⊂ R3.
(f) S1 × S1 ⊂ R4.

Ř e š e n ı́ . Žádná z množin (a) – (e) neńı kompaktńı: množiny (a), (d) nejsou uzavřené, (b), (c),
(e) nejsou omezené. Množina (f) je kompaktńı (součin kompaktńıch množin).

7. Zformulujte definici kompaktńıho topologického prostoru pomoćı pojmu zjemněńı pokryt́ı
a ukažte ekvivalenci vaš́ı definice se známou definićı.

Ř e š e n ı́ . Ukážeme, že topologický prostor X je kompaktńı tehdy a jen tehdy, když každé
otevřené pokryt́ı X má konečné zjemněńı.

Bud’ σ = (Vι)ι∈I otevřené pokryt́ı X , ν{U1, U2, . . . , Un} jeho konečné zjemněńı. Ke každému
k = 1, 2, . . . , n existuje index ι ∈ I takový, že Ak ⊂ Vι. Vybereme množiny Vk ∈ σ tak, aby platilo
Ak ⊂ Vk pro každé k. Pak systém (Vk)1≤k≤n je konečné podpokryt́ı pokryt́ı σ. Obráceně tvrzeńı
je zřejmé, jelikož každé podpokryt́ı daného pokryt́ı je rovněž jeho zjemněńım.

8. Je-li topologický prostor X kompaktńı v topologii τ , pak je X kompaktńı rovněž v každé
topologii slabš́ı než τ . Dokažte.

Plat́ı, že X je kompaktńı v topologii silněǰśı než τ?

Ř e š e n ı́ . Je-li X ′ množina X s topologíı τ ′ slabš́ı než τ , pak zobrazeńı idX : X → X ′ je spojité
a tedy X ′ je kompaktńı (Věta 5. odst. 7.1 str. 197). Druhé tvrzeńı obecně neplat́ı (triviálńı a
diskrétńı topologie na nekonečné množině).

9. (a) Uved’te př́ıklad topologického prostoru a jeho podmnožiny, která je kompaktńı, ale neńı
uzavřená.

(b) Je každá uzavřená podmnožina Hausdorffova prostoru kompaktńı?
(c) Plat́ı, že podprostor A kompaktńıho Hausdorffova prostoru X je kompaktńı právě tehdy,

když je množina A uzavřená v X?
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Ř e š e n ı́ . (a) Př́ıklady je nutno volit z topologických prostor̊u, které nejsou Hausdorffovy (Věta
7. (a) odst. 7.3 str. 198).

Je-li X 6= ∅ triviálńı topologický prostor, x ∈ X bod, pak množina {x} ⊂ X je kompaktńı
nebot’ je konečná, neńı však uzavřená v X .

Necht’ X = {0, 1}, τ = {∅, {0}, {0, 1}}. Uvažujme množinu {0} ⊂ X . Tato množina je konečná
a tedy kompaktńı, neńı však uzavřená.

(b) Uzavřená podmnožina Hausdorffova prostoru nemuśı být kompaktńı (R jako podmnožina
R s přirozenou topologíı; posloupnost bod̊u nekonečné množiny s diskrétńı topologíı).

(c) Tvrzeńı plat́ı (Věta 4. odst. 7.1 str. 197, Věta 7. (a) odst. 7.3 str. 198).

10. Libovolné dvě disjunktńı kompaktńı množiny v Hausdorffově prostoru maj́ı disjunktńı
okoĺı. Dokažte.

Ř e š e n ı́ . Necht’ A, B jsou kompaktńı podmnožiny Hausdorffova topologického prostoru X .
Podle Věty 8. odst. 7.3 str. 199 existuje ke každému bodu x ∈ A okoĺı Ux bodu x a okoĺı Vx množiny
B tak, že Ux ∩ Vx = ∅. Systém množin (Ux)x∈A je otevřené pokryt́ı množiny A. Z kompaktnosti A
vyplývá, že existuje jeho konečné podpokryt́ı (Ux1 , Ux2 , . . . , Uxk

). Klademe

U =

k
⋃

i=1

Uxi
, V =

k
⋂

i=1

Vxi
.

Zřejmě U , V jsou hledaná disjunktńı okoĺı množin A, B.

11. Dokažte, že spojité zobrazeńı kompaktńıho topologického prostoru do Hausdorffova pro-
storu je uzavřené.

Ř e š e n ı́ . Bud’ X kompaktńı, Y Hausdorff̊uv prostor, f : X → Y spojité zobrazeńı, A ⊂ X
uzavřená množina. Podle Věty 4. odst. 7.1 str. 197 je A kompaktńı, takže f(A) ⊂ Y je také
kompaktńı (Věta 5. odst. 7.1 str. 197). Kompaktńı množina v Hausdorffově prostoru je ovšem
uzavřená (Věta 7. odst. 7.3 str. 198).

12. (a) Bud’ X kompaktńı prostor, Y Hausdorff̊uv prostor a f : X → Y spojité zobrazeńı.
Necht’ Rf je ekvivalence na X , asociovaná se zobrazeńım f , πf : X → X/Rf faktorová pro-
jekce. Zobrazeńı g : X/Rf → f(X), definované kanonickým rozkladem fι ◦ g ◦ πf zobrazeńı f , je
homeomorfismus. Dokažte.

(b) S využit́ım tvrzeńı (a) vyřešte cv. 25 kap. 3 (Möbilova páska) a cv. 28 kap. 3(Kleinova láhev).

Ř e š e n ı́ . (a) Tvrzeńı ihned vyplývá z Věty 16. odst. 3.5 str. 40 a Věty 10. odst. 7.3 str. 199.

(b) V obou př́ıpadech jsou splněny předpoklady tvrzeńı (a).

13. Rozhodněte, zda jsou následuj́ıćı topologické prostory, uvažované s přirozenou topologíı,
homeomorfńı:

(a) Intervaly [a, b], (a, b) v R.

(b) Intervaly [a, b], [a, b) v R.

(c) Sféra S2 v R3 a rovina R2.

(d) Sféra S2 v R3 a otevřená koule v R3.

(e) Interval (0, 1] v R a kružnice S1 v R2.

Ř e š e n ı́ . Žádné z uvedených topologických prostor̊u nejsou homeomorfńı (Důsledek 2. Věty 5.
odst. 7.1 str. 197).

14. Bud’ C([a, b]) vektorový prostor spojitých komplexńıch funkćı, definovaných na intervalu



7.8. Př́ıklady 221

[a, b] ⊂ R.
(a) Dokažte, že uniformńı topologie na C([a, b]) je normovatelná.
(b) Ukažte, že vztahy

‖f‖1 =

∫ b

a

|f(t)|dt, ‖f‖2 =

(

∫ b

a

|f(t)|2dt

)
1
2

definuj́ı normy na C([a, b]). Srovnejte topologie, asociované s těmito normami, s uniformńı topologíı.

Ř e š e n ı́ . (a) Z Důsledku 2. Věty 12. odst. 7.3 str. 200 vyplývá, že každá funkce f ∈ C([a, b])
je ohraničená; C([a, b]) je tedy podmnožina metrického prostoru B([a, b],C) ohraničených kom-
plexńıch funkćı, definovaných na intervalu [a, b] (porov. odst. 5.9). Uniformńı topologie na C([a, b])
je indukována metrikou

dmax(f, g) = max
t∈[a,b]

|f(t) − g(t)|.

Tato metrika splňuje podmı́nky normovatelnosti; př́ıslušnou normu označujeme ‖ ‖max.
(b) Ukážeme, že z podmı́nky ‖f‖1 = 0 vyplývá f = 0; ostatńı podmı́nky z definice normy jsou

zřejmě splněny. Je-li f 6= 0, existuje bod t0 ∈ [a, b] takový, že f(t0) 6= 0. Ze spojitosti f plyne
existence intervalu, obsahuj́ıćıho t0, na kterém |f(t)| > 0; to ovšem znamená, že ‖f‖1 > 0 a ‖ ‖1

je norma na C([a, b]).
Podobně se dokáže (s využit́ım Minkowského nerovnosti), že ‖ ‖2 je také norma na C([a, b]).
Označme τ (resp. τ1, resp. τ2) uniformńı topologii (resp. topologii asociovanou s ‖ ‖1, resp.

topologii asociovanou s ‖ ‖2). Ukážeme, že plat́ı τ1 ⊂ τ2 ⊂ τ , přičemž τ1 6= τ2, τ2 6= τ .
Normy ‖ ‖max, ‖ ‖1, ‖ ‖2 nejsou ekvivalentńı. Zřejmě plat́ı ‖ ‖1 ≤ (b−a). ‖ ‖max, ‖ ‖2 ≤ (b−a)1/2.

‖ ‖max. Dokážeme to. Uvažujme např. interval [a, b] = [0, 1] a položme fn(t) = 1−t/n pro n ∈ (0, 1],
0 ≤ t ≤ n a fn(t) = 0 pro n ∈ (0, 1], n ≤ t ≤ 1. Zřejmě fn ∈ C([a, b]) pro každé n ∈ (0, 1] a plat́ı

‖fn‖max = 1, ‖fn‖1 =
n

2
, ‖fn‖2 =

(n

3

)
1
2
,

a tedy

lim
n→∞

‖fn‖max

‖fn‖1
= 0, lim

n→∞
‖fn‖max

‖fn‖2
= 0.

Z Cauchyho–Bujakovského nerovnosti v intevrálńım tvaru (cv. 42 kap. 6) dostaneme, polož́ıme-li
g = 1, že ‖f‖1 ≤ (b − a)1/2‖f‖2 pro každé f ∈ C([a, b]). Neexistuje ovšem č́ıslo k > 0 takové, že
‖f1‖ > k ‖f‖2 pro každé f ∈ C([a, b) (pro funkce fn máme ‖fn‖2\‖fn‖1 → 0 pro n → ∞). Pro
topologie τ , τ1, τ2 tedy plat́ı τ1 ⊂ τ2 ⊂ τ .

15. Bud’ X kompaktńı Hausdorff̊uv prostor. Je-li každý bod x ∈ X hromadný bod prostoru
X , pak množina X je nespočetná. Dokažte.

Ukažte, že každý uzavřený interval v R je nespočetný.

Ř e š e n ı́ . 1. Bud’ X kompaktńı Hausdorff̊uv prostor. Ukážeme, že ke každé otevřené množině
U ⊂ X , U 6= ∅, a ke každému bodu x ∈ X existuje neprázdná otevřená množina V ⊂ U taková,
že clV 63 x. Jestliže x 6∈ clU , pak zřejmě tvrzeńı plat́ı. Necht’ x ∈ clU . Zvolme bod y ∈ U , y 6= x
libovolně. Takový bod zřejmě existuje, nebot’ x je hromadným bodem X a U 6= ∅. Označme W1

(resp. W2) okoĺı bodu x (resp. y) taková, že W1∩W2 = ∅, že W1∩W2 = ∅, a položme V = U ∩W2.
Pak V ⊂ U , V je otevřená množina a x 6∈ clV .

2. Bud’ X kompaktńı Hausdorff̊uv prostor. Ukážeme, že neexistuje surjektivńı zobrazeńı
množiny přirozených č́ısel N na X . Bud’ f takové zobrazeńı. Pro každé n ∈ N klademe xn = f(n).
Výše bylo ukázáno, že existuje otevřená množina V1 ⊂ X tak, že x1 6∈ clV1. Dále existuje otevřená
množina V2 ⊂ X tak, že V2 ⊂ V1 a clV2 63 x2. Ke každému n můžeme naj́ıt množinu Vn ⊂ X tak,
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že Vn ⊂ Vn−1 a clVn 63 xn. Množiny clVk, k ∈ N, tvoř́ı centrovaný systém. Podle Věty 1. odst.
7.1 str. 196 existuje bod x ∈ ⋂ clVk. Ovšem x 6= xn pro každé n ∈ N, nebot’ x ∈ clVn a x 6∈ clVn.
Dostali jsme tedy spor se surjektivnost́ı f , což dokazuje nespočetnost X .

3. Interval [a, b], kde a, b ∈ R, a < b, je kompaktńı (Věta 12. odst. 7.3 str. 200) Hausdorff̊uv
prostor (Věta 2. odst. 3.1 str. 32) a plat́ı cl[a, b] = [a, b]. Odtud vyplývá, že množina [a, b] je
nespočetná.

16. (a) Ukažte, že kompaktńı Hausdorff̊uv prostor je regulárńı.
(b) Ukažte, že kompaktńı Hausdorff̊uv prostor je normálńı.

Ř e š e n ı́ . (a) Bud’ X kompaktńı Hausdorff̊uv prostor, x ∈ X bod, A ⊂ X uzavřená množina
neobsahuj́ıćı x. Ke každému bodu a ∈ A existuje okoĺı Ua bodu a a okoĺı Va bodu x tak, že
Ua ∩ Va = ∅. Množiny Ua, kde a prob́ıhá A, tvoř́ı otevřené pokryt́ı množiny A. Množina A je
ovšem jako uzavřená podmnožina kompaktńıho prostoru kompaktńı (Věta 4. odst. 7.1 str. 197).
Pro jistou konečnou množinu {a1, a2, . . . , sk} ⊂ A tedy množiny Uai

pokrývaj́ı A. Položme

U =

k
⋃

i=1

Uai
, V =

k
⋂

i=1

Vai
.

U je okoĺı množiny A a V je okoĺı bodu x, přičemž U ∩V = ∅; kdyby totiž existoval bod y ∈ U ∩V ,
pro jisté i by muselo platit y ∈ Vai

, y ∈ Uai
, což by byl spor s konstrukćı množin Uai

, Vai
. Tı́m je

regulárnost X dokázána.
(b) Postupujeme analogicky jako v př́ıpadě (a) s t́ım, že bod x nahrad́ıme uzavřenou množinou

B a využijeme regulárnosti X .

17. Dokažte, že ortogonálńı grupa On(R), uvažovaná jako podprostor Euklidova topologického

prostoru Rn2

, je kompaktńı topologická grupa.

Ř e š e n ı́ . Bylo již ukázáno, že On(R) je topologická grupa (cv. 22 kap. 6) a uzavřená

podmnožina Rn2

(cv. 23 kap. 6). Ukážeme, že množina On(R) je ohraničená. Necht’ A ∈ On(R),
A = (ajk), necht’ E = (δjk) je jednotková matice. Podmı́nka A · At = E má tvar

n
∑

k=1

aikajk = δij , 1 ≤ i, j ≤ n

odtud dostáváme pro i = j

n
∑

k=1

a2
ik = 1, 1 ≤ i ≤ n,

a tedy |aik| ≤ 1 pro 1 ≤ i, k ≤ n. Množina 0n(R) ⊂ Rn2

je tedy ohraničená. Kompaktnost On(R)
nyńı vyplývá z Důsledku 1. Věty 12. odst. 7.3 str. 200.

Śıtě a filtry v kompaktńım prostoru

18. Dokažte, že plat́ı tato tvrzeńı:
(a) Topologický prostor X je kompaktńı tehdy a jen tehdy, když každá śıt’ v X má hromadný

bod.
(b) Topologický prostor X je kompaktńı tehdy a jen tehdy, když každá śıt’ v X má konvergentńı

podśıt’.

Ř e š e n ı́ . (a) Bud’ S : I → X śıt’ v kompaktńım topologickém prostoru X . Pro každé ι ∈ I
označme Aι množinu všech bod̊u S(κ) ∈ X , pro které κ ≥ ι. Systém množin (Aι)ι∈I je centrovaný



7.8. Př́ıklady 223

a systém množin (clAι)ι∈I je také centrovaný. Z kompaktnosti X vyplývá, že existuje bod x ∈
⋂

clAι. Předpokládejme, že x neńı hromadným bodem śıtě S. Pak existuje okoĺı U bodu x a index
κ ∈ I tak, že pro žádné ι ≥ κ nelež́ı xι v U . To ovšem znamená, že Aκ ∩ U = ∅, a tedy x 6∈ clAκ,
což je spor se skutečnost́ı, že x ∈ Aι pro všechna ι ∈ I. Bod x je tedy hromadný bod śıtě S.

Obráceně předpokládejme, že v topologickém prostoru X má každá śıt’ hromadný bod. Bud’ σ
libovolný centrovaný systém uzavřených množin v X . Definujeme systém ν = (Bι)ι∈I jako systém
všech konečných pr̊unik̊u množin systému σ. Systém ν je centrovaný a každá z množin systému
ν lež́ı v některé z množin systému σ, přičemž každá z množin systému σ je prvkem systému ν.
Stač́ı tedy ukázat, že

⋂

Bι 6= ∅. Systém ν je uzavřený vzhledem ke konečným pr̊unik̊um, proto lze
na ν definovat usměrněńı pomoćı množinové inkluze ⊂. Pro každé ι ∈ I vybereme z množiny Bι

bod xBι
. Dostáváme tak śıt’ S = (xBι

)Bι∈ν v X . Podle předpokladu má tato śıt’ hromadný bod;
označme jej x. Z definice hromadného bodu vyplývá, že pro každé okoĺı U bodu x a pro libovolné
Bι ∈ ν existuje Bκ ⊂ Bι tak, že Bκ ∩ U 6= ∅, t.j. že pro každé okoĺı U bodu x a pro libovolné
Bι ∈ ν je Bι ∩ U 6= ∅. To ovšem znamená, že x ∈ clBι = Bι pro všechny množiny Bι ∈ ν, t.j. že
x ∈ ⋂B. Kompaktnost prostoru X nyńı vyplývá z Věty 1. odst. 7.1 str. 196.

(b) Tvrzeńı je d̊usledkem již dokázaného tvrzeńı (a) a cv. 8, 9 kap. 4.

19. Dokažte Bolzanovu–Weierstrassovu větu: Necht’ X je topologický prostor prvńıho typu
spočetnosti. Je-li X kompaktńı, pak každá posloupnost v X má konvergentńı podposloupnost.

Ř e š e n ı́ . Podle cv. 18 (a) má každá posloupnost v kompaktńım prostoru hromadný bod. Je-
likož X je prvńıho typu spočetnosti, podle cv. 10 kap. 4 má každá posloupnost v X konvergentńı
podposloupnost.

20. Dokažte, že následuj́ıćı tři podmı́nky jsou ekvivalentńı:
(1) Topologický prostor X je kompaktńı.
(2) Každý filtr v topologickém prostoru X má hromadný bod.
(3) Každý ultrafiltr v topologickém prostoru X je konvergentńı.

Ř e š e n ı́ . Bud’ X kompaktńı topologický prostor, ϕ libovolný filtr v X . Označme ϕ = (Aι)ι∈I .
Z definice filtru vyplývá, že systém množin (Aι)ι∈I je centrovaný; systém množin (clAι)ι∈I je tedy
také centorvaný. Plat́ı tedy

⋂

clAι 6= ∅, což znamená, že existuje bod x ∈ X tak, že x ∈ clAι pro
každé ι ∈ I, t.j. x je hromadným bodem filtru ϕ.

Předpokládejme, že X je topologický prostor, v němž má libovolný filtr hromadný bod.
Ukážeme, že X je kompaktńı. Bud’ σ libovolný centrovaný systém uzavřených množin v X .
Uvažujme systém množin ν v X , tvořený všemi konečnými pr̊uniky množin ze σ. ν je zřejmě
báze filtru v X . Podle předpokladu má filtr ϕν hromadný bod. Označme jej x. Pak ovšem pro
každou množinu B ∈ ϕν plat́ı x ∈ clB = B, t.j. x ∈ ⋂

B (pr̊unik množin B ∈ ϕν) a tedy
také x ∈ ⋂ B̃ (pr̊unik množin B̃ ∈ ν). Jelikož každá z množin systému σ je prvkem systému ν,
dostáváme x ∈ bigcapA (pr̊unik množin A ∈ σ), t.j. systém σ má neprázdný pr̊unik. Podle Věty
1. odst. 7.1 str. 196 je X kompaktńı topologický prostor.

Zbývá dokázat ekvivalentńı tvrzeńı (2) a (3). Necht’ X je topologický prostor takový, že každý
filtr v X má hromadný bod. Pak také každý ultrafiltr je konvergentńı, nebot’ pro ultrafiltr pojmy
“limita” a “hromadný bod” splývaj́ı (porov. cv. 20 kap. 4). Obráceně necht’ každý ultrafiltr v X je
konvergentńı. Bud’ ϕ libovolný filtr v X . Existuje ultrafiltr ϕ′ jemněǰśı než ϕ; předpokládejme, že
x je jeho limita. Pak x je hromadný bod filtru ϕ a tvrzeńı je dokázáno.

Poznámka. V analogii s cv. 18 si lze položit otázku, zda plat́ı tato dvě tvrzeńı:
(a) Topologický prostor prvńıho typu spočetnosti v němž každá posloupnost má konvergentńı

podposloupnost, je kompaktńı.
(b) Topologický prostor prvńıho typu spočetnosti v němž každá posloupnost má hromadný bod,

je kompaktńı.
Žádné z těchto tvrzeńı obecně neplat́ı (viz teorie sekvenčně kompaktńıch a spočetně kom-

paktńıch topologických prostor̊u [8]).
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Topologický prostor se nazývá sekvenčně kompaktńı, jestliže každá posloupnost jeho bod̊u má
konvergentńı podposloupnost. Topologický prostor se nazývá spočetně kompaktńı, jestliže každé
jeho spočetné otevřené pokryt́ı obsahuje konečné podpokryt́ı. Lze ukázat, že topologický prostor
X je spočetně kompaktńı tehdy a jen tehdy, když každá posloupnost v X má hromadný bod.

V topologických prostorech prvńıho typu spočetnosti pojmy sekvenčńı kompaktnost a spočetná
kompaktnost splývaj́ı. V metrizovatelných topologických prostorech tyto pojmy splývaj́ı s pojmem
kompaktnost (srov. cv. 29).

Součin kompaktńıch prostor̊u

21. Necht’ X je kompaktńı topologický prostor, Y topologický prostor, y0 ∈ Y bod, U okoĺı
množiny X × {y0} v X × Y . Existuje otevřená množina V ⊂ Y obsahuj́ıćı bod y0 taková, že
X × V ⊂ U . Ukažte.

Ř e š e n ı́ . Zvolme bod x ∈ X . Zřejmě (x, y0) ∈ U a tedy existuje prvek Wx báze topologie
součinu takový, že (x, y0) ∈ Wx ⊂ U . Wx má tvar Mx × Lx, kde Mx (resp. Lx) je okoĺı bodu x
(resp. y0). Množiny Mx tvoř́ı otevřené pokryt́ı X . Z kompaktnosti X plyne existence konečného
podpokryt́ı {Mx1,Mx2, . . . ,Mxn

} tohoto pokryt́ı. Klademe

V =

n
⋂

i=1

Lxi
.

Množina V má požadované vlastnosti.

22. Ukažte, že součin konečného systému kompaktńıch topologických prostor̊u je kompaktńı
topologický prostor.

Ř e š e n ı́ . Stač́ı dokázat tvrzeńı pro součin dvou topologických prostor̊u. Provedeme př́ımý
d̊ukaz. Bud’te X , Y kompaktńı topologické prostory, σ otevřené pokryt́ı součinu X × Y , x ∈ X
bod. σ je otevřené pokryt́ı podprostoru {x} × Y , který je homeomorfńı s kompaktńım prostorem
Y . Existuje tedy konečné podpokryt́ı σx podprostoru {x} × Y . Podle cv. 21 lze naj́ıt okoĺı Ux

bodu x takové, že σx pokrývá množinu Ux × Y . Systém (Ux)x∈X je otevřené pokryt́ı X . Necht’

{Ux1 , Ux2, . . . , Uxn
} je jeho konečné podpokryt́ı. Každá z množin Uxk

× Y je pokryta konečným
systémem množin ze systému σ, tedy součin X × Y je pokryt konečným systémem množin ze σ.

23. Dokažte pomoćı teorie filtr̊u T ichonovovu větu: Necht’ (Xι)ι∈I je systém kompaktńıch
topologických prostor̊u. Pak součin X =

∏

Xι je kompaktńı topologický prostor.

Ř e š e n ı́ . Necht’ ϕ je ultrafiltr v X . Podle cv. 19 (c) kap. 4 je πι(ϕ), kde πι : X → Xι je
projekce, ultrafiltr v Xι pro každé ι ∈ I. Xι je podle předpokladu kompaktńı topologický prostor,
t.j. lim πι(ϕ) 6= ∅ (srov. cv. 20). To ovšem znamená, že limϕ 6= ∅ (cv. 26 kap. 4). X je tedy
kompaktńı (cv. 20).

24. Bud’te X , Y topologické prostory a uvažujme množinu Y X s topologíı bodové konvergence.
(a) Je-li Y kompaktńı, je uzavřený podprostor F ⊂ Y X kompaktńı?
(b) Je-li Y Hausdorff̊uv, pak kompaktńı podprostor F ⊂ Y X je uzavřená množina. Plat́ı toto

tvrzeńı i pro kompaktně-otevřenou topologii na Y X?

Ř e š e n ı́ . (a) Tvrzeńı plat́ı. Je-li Y kompaktńı, pak také Y X je kompaktńı podle Tichonovovy
věty (Věta 6. odst. 7.2 str. 197, cv. 23) a tedy F je kompaktńı podle Věty 4. odst. 7.1 str. 197.

(b) Tvrzeńı plat́ı. Je-li Y Hausdorff̊uv, pak také Y X s topologíı bodové konvergence je
Hausdorff̊uv prostor (Věta 13. odst. 3.3 str. 38). Kompaktně otevřená topologie je ovšem silněǰśı
než topologie bodové konvergence (př. (4) odst. 7.8 str. 211), takže Y X s touto topologíı je také
Hausdorff̊uv. Množina F ⊂ Y X kompaktńı v kompaktně-otevřené topologii je tedy uzavřená.
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Kompaktńı metrické prostory

25. Metrický prostor, v němž každá uzavřená koule je kompaktńı, je úplný. Dokažte.

Ř e š e n ı́ . Bud’ X metrický prostor, v němž každá uzavřená koule je kompaktńı. Necht’ (xi) je
libobolná cauchyovská posloupnost v X . Posloupnost (xi) je ohraničená (Důsledek Věty 21. odst.
5.8 str. 123), lež́ı tedy celá v nějaké uzavřené kouli B. B je ovšem podle předpokladu kompaktńı
prostor prvńıho typu spočetnosti a podle Bolzanovy–Weierstrassovy věty (cv. 19) má posloupnost
(xi) v B konvergentńı podposloupnost. Označme x limitu této podposloupnosti. V libovolném okoĺı
U bodu x lež́ı nekonečně mnoho bod̊u posloupnosti (xi). Podle Lematu 2. odst. 5.5 str. 117 tedy
x = limxi. Topologický prostor X je tedy úplný.

26. Bud’ X nekompaktńı metrický prostor s metrikou d. Ke každé kompaktńı množině A ⊂ X
a libovolné otevřené mmožině U obsahuj́ıćı A existuje č́ıslo r > 0 takové, že Bd(A, r) ⊂ U . Dokažte.

Ř e š e n ı́ . Bud’ A kompaktńı množina v X , U jej́ı okoĺı r̊uzné od X . Pro každé x ∈ X klademe
f(x) = d(x,X\U). Reálná funkce f : X → R je nezáporná na množině A (t.j. f(x) > 0 pro každé
x ∈ A). Podle Věty 15. odst. 5.6 str. 119 je funkce f |A spojitá a podle Důsledku 2. Věty 12. odst.
7.3 str. 200 je tato funkce ohraničená. Existuje tedy č́ıslo r > 0 takové, že f(x) ≥ r pro všechna
x ∈ A. Zřejmě pak

Bd(A, r) =
⋃

x∈A

Bd(x, r) ⊂ U.

Necht’ nyńı U = X . Jelikož A je kompaktńı a X neńı kompaktńı, existuje bod x ∈ X\A. X je
Hausdorff̊uv prostor, proto množina V = X\{x} je otevřená. V je okoĺı množiny A, V 6= X , a tedy
podle výše dokázaného existuje r > 0 takové, že Bd(A, r)subsetV . Je proto také Bd(A, r) ⊂ U = X .
Tı́m je d̊ukaz ukončen.

Bud’ σ otevřené pokryt́ı metrického prostoru X , λ > 0 reálné č́ıslo. Řekneme, že λ je
Lebesgueovo č́ıslo pokryt́ı σ, jestliže ke každé množině A ⊂ X takové, že δ(A) < λ, existuje
množina U ∈ σ taková, že A ⊂ U (zde δ(A) označuje pr̊uměr množiny A).

27. Bud’ X metrický prostor, σ jeho otevřené pokryt́ı, λ > 0. Dokažte, že plat́ı tato tvrzeńı:

(a) Je-li λ Lebesgueovo č́ıslo pokryt́ı σ, pak pokryt́ı X otevřenými koulemi B(x, λ/2), kde x
prob́ıhá X , je zjemněńı pokryt́ı σ.

(b) Je-li pokryt́ı (B(x, λ))x∈X metrického prostoruX zjemněńım pokryt́ı σ, pak λ je Lebesgueovo
č́ıslo pokryt́ı σ.

Ř e š e n ı́ . (a) Předpokládejme, že otevřené pokryt́ı σ metrického prostoru X má Lebesgu-
eovo č́ıslo λ. Pak ke každé množině B(x, λ/2) existuje U ∈ σ tak, že B(x, λ/2) ⊂ U , nebot’

δ(B(x, λ/2))x∈X je zjemněńım pokryt́ı σ.

(b) Předpokládejme, že otevřené pokryt́ı (B(x, λ))x∈X topologického prostoru X je zjemněńı
pokryt́ı σ. Bud’ A ⊂ X množina taková, že δ(A) < λ, x ∈ A libovolný bod. Zřejmě A ⊂ B(x, λ).
Existuje U ∈ σ tak, že B(x, λ) ⊂ U , t.j. také A ⊂ U . Pokryt́ı σ má tedy Lebesgueovo č́ıslo λ.

28. (a) Dokažte Lebesgueovu větu o pokryt́ı kompaktńıho metrického prostoru: Ke každému
otevřenému pokryt́ı σ kompaktńıho metrického prostoru existuje Lebesgueovo č́ıslo pokryt́ı σ.

(b) Dokažte, že každý kompaktńı topologický prostor prvńıho typu spočetnosti je sekvenčně
kompaktńı. Zobecněte Lebesgueovu větu (a) na př́ıpad sekvenčně kompaktńıch metrických pro-
stor̊u.

Ř e š e n ı́ . (a) Bud’ X kompaktńı metrický prostor, σ jeho otevřené pokryt́ı. Ke každému x ∈ X
zvolme εx > 0 takové, že otevřená koule B(x, 2εx) lež́ı v některé z množin pokryt́ı σ. Uvažujme
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otevřené pokryt́ı (B(x, εx))x∈X topologického prostoru X . X je kompaktńı, existuje tedy konečná
množina {x1, x2, . . . , xk} ⊂ X taková, že

X =

k
⋃

i=1

B(xi, εxi
).

Položme ε = min{εx1 , εx2 , . . . , εxk
} a uvažujme systém množin β = (B(x, ε))x∈X . β je otevřené

pokryt́ı X . Dále ke každému bodu x ∈ X existuje otevřená koule B(xi, εxi
) tak, že x ∈ B(xi, εxi

),
a tedy pro otevřenou kouli B(x, ε) plat́ı B(x, ε) ⊂ B(xi, 2εxi

). To ovšem znamená, že existuje
U ∈ σ tak, že B(x, ε) ⊂ U . Systém β je tedy zjemněńı pokryt́ı σ. Podle cv. 27 (b) má pokryt́ı σ
Lebesgueovo č́ıslo ε, což bylo třeba dokázat.

(b) Kompaktńı topologický prostor prvńıho typu spočetnosti je sekvenčně kompaktńı podle
Bolzanovy–Weierstrassovy věty (cv. 19). Ukážeme, že každé otevřené pokryt́ı sekvenčně kom-
paktńıho prostoru má Lebesgueovo č́ıslo.

Předpokládejme, že otevřené pokryt́ı σ sekvenčně kompaktńıho metrického prostoru nemá Lebe-
sgueovo č́ıslo. Neexistuje tedy č́ıslo λ > 0 takové, že každá množina A ⊂ X , pro kterou δ(A) < λ,
lež́ı v některé z množin pokryt́ı σ. To ovšem znamená, že pro přirozené č́ıslo n ∈ N lze nalézt
množinu Bn takovou, že δ(Bn) < 1/n, a přitom Bn nelež́ı v žádné z množin pokryt́ı σ. Pro každé
n ∈ N zvolme bod xn ∈ Bn a uvažujme posloupnost (xn)n∈N. Ukážeme, že tato posloupnost nemá
žádnou konvergentńı podposloupnost. Necht’ (xni

) je podposloupnost, konverguj́ıćı k nějakému
bodu x ∈ X . Pak existuje U ∈ σ tak, že x ∈ U , a protože množina U je otevřená, existuje ε > 0
tak, že B(x, ε) ⊂ U . Bod x je limitou posloupnosti (xni

), lze tedy vybrat k ∈ N tak, aby pla-
tilo d(x, xnk

) < ε/2 a zároveň 1/nk < ε/2. Ovšem xnk
∈ Bnk

a zároveň xnk
∈ B(x, ε/2), proto

Bnk
⊂ B(x, ε). Odtud vyplývá, že Bnk

⊂ U , což je spor s konstrukćı množiny Bnk
. Nalezli jsme

tedy posloupnost (xi), která nemá žádnou konvergentńı podposloupnost; proto X neńı sekvenčně
kompaktńı prostor. Tı́m je d̊ukaz ukončen.

29. Bud’ X metrický prostor. Dokažte, že následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı:

(1) X je kompaktńı.
(2) Každá nekonečná množina v X má hromadný bod.

(3) Každá posloupnost v X má hromadný bod.

(4) Každá posloupnost v X má konvergentńı podposloupnost.

Ř e š e n ı́ . 1. Necht’ X je kompaktńı topologický prostor. Ukážeme, že každá nekonečná množina
vX má hromadný bod (dokážeme tedy, že implikace (1) ⇒ (2) plat́ı dokonce i pro nemetrizovatelné
topologické prostory).

Bud’ A ⊂ X množina, která nemá žádný hromadný bod, t.j. acA = ∅. Pak acA ⊂ A a podle
cv. 19 kap. 1 je množina A uzavřená. Podle Věty 4. odst. 7.1 str. 197 je A kompaktńı. Bud’ x ∈ A
libovolný bod. Protože x 6∈ acA, existuje okoĺı Ux bodu x takové, že Ux ∩ (A\{x}) = ∅. Systém
množin (Ux)x∈X je pokryt́ı A a z kompaktnosti A vyplývá, že má konečné podpokryt́ı, řekněme
{Ux1 , Ux2, . . . , Uxn

}. Každá z množin Uxi
však obsahuje jediný bod množiny A, a to bod xi. Je

tedy A = {x1, x2, . . . , xn}. t.j. množina A je konečná. Tı́m je dokázáno, že z podmı́nky (1) vyplývá
podmı́nka (2).

2. Ukážeme, že pro libovolný Hausdorff̊uv prostor z podmı́nky (2) vyplývá podmı́nka (3).

Bud’ X Hausdorff̊uv prostor v němž každá nekonečná množina má hromadný bod. Bud’ (xi)
libovolná posloupnost v X . Uvažujme množinu A = {x1, x2, x3, . . .}. Je-li A konečná, pak existuje
bod x ∈ A takový, že x = xi pro všechny indexy i až na konečně mnoho index̊u. Každé okoĺı bodu
x tedy obsahuje všechny body posloupnosti (xi) až na konečně mnoho bod̊u. To ovšem znamená, že
x je hromadným bodem posloupnosti (xi). Je-li množina A nekonečná, pak má podle předpokladu
hromadný bod. Ukážeme, že každý bod x ∈ acA je hromadný bod posloupnosti (xi). Bud’ U
okoĺı bodu x. Topologický prostor X je podle předpokladu Hausdorff̊uv, proto v U lež́ı nekonečně
mnoho bod̊u množiny A (cv. 20 kap. 1), tedy také nekonečně mnoho bod̊u posloupnosti (xi). Odtud
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vyplývá, že x je hromadným bodem posloupnosti (xi).
3. Ze cv. 10 kap. 4 vyplývá, že podmı́nka (4) je d̊usledkem podmı́nky (3).
4. Dokážeme, že z podmı́nky (4) vyplývá podmı́nka (1). Předpokládejme, že libovolná posloup-

nost v metrickém prostoru X má konvergentńı podposloupnost.
Nejprve ukážeme, že pro libovolné ε > 0 lze z pokryt́ı (B(x, ε))x∈X metrického prostoru X

vybrat konečné podpokryt́ı {B(x1, ε), B(x2, ε), . . . , B(xk, ε)}.
Předpokládejme, že existuje ε > 0 takové, že X nelze pokrýt konečně mnoha otevřenými kou-

lemi B(x, ε). Zkonstruujeme posloupnost, která nemá konvergentńı podposloupnost. Bud’ x1 ∈ X
libovolný bod. Zřejmě B(x1, ε) 6= X , a tedy existuje bod x2 ∈ X , x2 6∈ B(x1, ε). Ovšem
B(x1, ε)∪B(x2, ε) 6= X , a tedy existuje bod x3 ∈ X , x3 6∈ B(x1, ε), B(x2, ε). Takto lze postupovat
dále. Pro každé n ∈ N lze nalézt bod xn+1 6∈ B(x1, ε) ∪ B(x2, ε) ∪ · · · ∪ B(xn, ε), nebot’ otevřené
koule B(xi, ε) nepokrývaj́ı X . Přitom zřejmě d(xn+1, xi) ≥ ε pro 1 ≤ i ≤ n. Vzniká posloupnost
(xi)i∈N, která nemá žádnou konvergentńı podposloupnost, což je spor s výchoźım předpokladem.

Nyńı ukážeme, že X je kompaktńı. Bud’ σ libovolné otevřené pokryt́ı X . Protože X splňuje
podmı́nku (4), existuje podle cv. 28 (b) Lebesgueovo č́ıslo pokryt́ı σ. Zvolme ε = λ/3 a konečné po-
kryt́ı {B(x1, λ/3), B(x2, λ/3), . . . , B(xn, λ/3)} topologického prostoru X . Pro každé i = 1, 2, . . . , n
plat́ı δ(B(xi, λ/3)) < 2λ/3 < λ, a tedy existuje Ui ∈ σ tak, že B(xi, λ/3) ⊂ Ui. Systém množin
{U1, U2, . . . , Un} je hledané konečné podpokryt́ı σ.

Tı́m je d̊ukaz ukončen.

Poznámka. Topologický prostor X splňuj́ıćı podmı́nku (2), se nazývá BW-kompaktńı. Výše
dokázané tvrzeńı znamená, že v metrickém prostoru pojmy “kompaktnost”, “BW-kompaktnost”,
“spočetná kompaktnost” a “sekvenčńı kompaktnost” splývaj́ı.

30. Ukažte, že každé spojité zobrazeńı f : X → Y kompaktńıho metrického prostoru X do
metrického prostoru Y je stejnoměrně spojité.

Ř e š e n ı́ . Označme dX (resp. dY ) metriku na X (resp. Y ). Bud’ ε > 0 libovolné č́ıslo, zvolme
δ > 0 tak, aby bylo Lebesgueovým č́ıslem otevřeného pokryt́ı (f−1(B(y, ε/2))y∈Y metrického
prostoru X (srov. cv. 28 (a)). Pro libovolné body x1, x2 ∈ X takové, že dX(x1, x2) < δ, tedy
existuje y ∈ Y tak, že x1, x2 ∈ f−1(B(y, ε/2)), t.j. dY (f(x1), f(x2)) < ε. Zobrazeńı f je tedy
stejnoměrně spojité.

31. Metrický prostor je kompaktńı tehdy a jen tehdy, když je úplný a totálně ohraničený.
Dokažte.

Ř e š e n ı́ . Kompaktńı topologický prostor je úplný a totálně ohraničený podle př. (3) (a), (b)
odst. 7.8 str. 211.

Mějme úplný, totálně ohraničený topologický prostor X . Pro každé i ∈ N uvažujme v X (1/2i)-
śıt’ {xi

1, x
i
2, . . . , x

i
k(i)}. Pro j = 1, 2, . . . , k(i) položme Bi

j = B(xi
j , 1/2i). Zřejmě

X =

k(i)
⋃

j=1

Bi
j

a δ(Bi
j) < 1/i. Bud’ A ⊂ X libovolná nekonečná množina. Ukážeme, že A má hromadný bod, t.j.

acA 6= ∅. Množina A je nekonečná a množiny B1
j pokrývaj́ı X , existuje tedy n ≤ k(1) tak, že

množina A1 = A ∩ B1
n je nekonečná. Pro množinu A1 tak plat́ı A ⊃ A1, δ(A1) ≤ 1. Analogicky

źıskáme množinu A2 = A1 ∩ B2
m pro jisté m; rovněž A2 je nekonečná a plat́ı A ⊃ A1 ⊃ A2,

δ(A2) ≤ 1/2. Indukćı lze takto definovat posloupnost (Ai)i∈N nekonečných množin Ai takových,
že A ⊃ A1 ⊃ A2 ⊃ . . . , δ(Ai) ≤ 1/i pro každé i ∈ N. Posloupnost (clAi)i∈N zřejmě vyhovuje
předpoklad̊um Cantorovy věty (cv. 25 kap. 5) a z úplnosti X vyplývá, že

⋂

n∈N

clAn 6= ∅.
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Bud’ x ∈ ⋂ clAn libovolný bod. Pak pro každé n ∈ N plat́ı x ∈ clAn a tedy každé okoĺı bodu x
má neprázdný pr̊unik s An. Bud’ V libovolné okoĺı x. Pak pro jisté i ∈ N plat́ı B(x, 1/i) ⊂ V .
Dále rovněž B(x, 1/3i) je okoĺı bodu x, proto B(x, 1/3i) ∩ A3i = B(x, 1/3i) ∩ A ∩ B3i

n 6= ∅, t.j.
také B(x, 1/3i) ∩ B(x3i

n , 1/6i) 6= ∅. Pro každý bod y ∈ B(x3i
n , 1/6i) tak dostáváme d(x, y) ≤

d(x, x3i
n ) + d(x3i

n , y) ≤ d(x, z) + d(z, x3i
n )+ d(x3i

n , y), kde z ∈ B(x, 1/3i)∩B(x3i
n , 1/6i), t.j. d(x, y) <

(1/3i) + (1/6i) + (1/6i) < 1/i. Odtud vyplývá, že B(x3i
n , 1/6i) ⊂ B(x, 1/i) ⊂ V , a tedy A ∩ V ⊃

A∩B3i
n = A3i. Množina A∩ V je tak zřejmě nekonečná. Dokázali jsme tedy, že v libovolném okoĺı

bodu x lež́ı nekonečně mnoho bod̊u množiny A; x je tedy hromadným bodem A. Podle cv. 29 je
metrický prostor X kompaktńı.

32. Dokažte, že zúplněńı X ′ metrického prostoru X je kompaktńı tehdy a jen tehdy, když X
je totálně ohraničený.

Ř e š e n ı́ . Předpokládejme, že metrický prostorX ′ je kompaktńı. Pak podle cv. 31 je X ′ totálně
ohraničený. Ukážeme, že každý podprostor totálně ohraničeného prostoru je totálně ohraničený;
t́ım bude ukázáno, že X je totálně ohraničený.

Bud’ Y totálně ohraničený metrický prostor, d jeho metrika, A ⊂ Y podprostor. Pro libovolné
ε > 0 zvolme (ε/2)-śıt’ B = {x1, x2, . . . , xk} v Y . Nech+t {xn1 , xn2 , . . . , xnp

} je množina všech
bod̊u z B, jejichž vzdálenost od A je menš́ı než ε/2, a necht’ x′1, x

′
2, . . . , x

′
p jsou libovolné body z

A, pro něž d(x′j , xnj
) < ε/2. Ukážeme, že B′ = {x′1, x′2, . . . , x′p} je ε-śıt’ v A. Bud’ x ∈ A libovolný

bod. Existuje i ≤ k tak, že d(x, xi) < ε/2. Tedy xi = xnj
pro nějaké j ≤ p. Dostáváme tak

d(x, x′j) ≤ d(x, xnj
) + d(x, xnj

) < ε.
Obráceně předpokládejme, že metrický prostor X je totálně ohraničený a uvažujme jeho

zúplněńı X ′. Stač́ı ukázat, že X ′ je totálně ohraničený; pak totiž X ′ je kompaktńı podle cv. 31.
Bud’ ε > 0, A libovlná (ε/2)-śıt’ v X . Necht’ z ∈ X ′ = clX je libovolný bod. Každé okoĺı B(z, ε/2)
bodu z má neprázdný pr̊unik s množinou X ; bud’ x bod tohoto pr̊uniku. Existuje xk ∈ A tak, že
d(x, xk) < ε/2. Pak ovšem d(z, xk) ≤ d(x, z) + d(x, xk) < ε. Odtud vyplývá, že A je ε-śıt’ v X ′ a
X ′ je totálně ohraničený.

33. Rozhodněte, zda je pravdivé toto tvrzeńı: Kompaktńı topologický prostor je metrizova-
telný právě tehdy, když je Hausdorff̊uv a druhého typu spočetnosti.

Ř e š e n ı́ . Ukážeme, že uvedené tvrzeńı plat́ı. Je-li X kompaktńı metrizovatelný prostor, pak
je zřejmě Hausdorff̊uv (Věta 5 odst. 5.2) 5. odst. 5.2 str. 113) a druhého typu spočetnosti (př. (3)
odst. 7.8 str. 211). Obráceně necht’ X je kompaktńı Hausdorff̊uv prostor druhého typu spočetnosti.
Pak podle Důsledku Věty 9. odst. 7.4 str. 199 je X normálńı prostor druhého typu spočetnosti; je
tedy metrizovatelný podle Urysohnovy–Tichonovovy věty (Věta 11. odst. 6.5 str. 155).

Lokálně kompaktńı topologické prostory

34. Zjistěte, zda následuj́ıćı topologické prostory jsou lokálně kompaktńı:

(a) Neprázdná množina X s topologíı konečných doplňk̊u.
(b) Množina racionálńıch č́ısel Q ⊂ R s přirozenou topologíı.

(c) Součin RN.

Ř e š e n ı́ . (a) X je kompaktńı a tedy také lokálně kompaktńı.

(b) Q neńı lokálně kompaktńı. Ukážeme to.
Bud’ x ∈ Q libovolný bod a předpokládejme, že existuje okoĺı V bodu x v Q takové, že clQ V

je kompaktńı v Q. Pak ovšem clQ V je kompaktńı i v R, je to tedy uzavřená a ohraničená množina
v R. Existuje množina U ⊂ R taková, že clQ V = clU . To je ovšem spor, nebot’ clQ V ⊂ Q, ale
v uzávěru libovolné podmnožiny R lež́ı i iracionálńı č́ısla.

Jiné řešeńı: Množina Q neńı lokálně kompaktńı, nebot’ ji nelze vyjádřit jako pr̊unik otevřené a
uzavřené množiny v R; plat́ı totiž clQ = R, takže každá uzavřená množina, obsahuj́ıćı Q obsahuje
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zároveň R a je tedy totožná s R (Věta 15. odst. 7.4 str. 201).

(c) Tvrzeńı neplat́ı (Věta 17. odst. 7.4 str. 202). Tvrzeńı dokážeme také př́ımo. Bud’ x ∈ RN

libovolný bod. Necht’ existuje okoĺı U bodu x takové, že clU je kompaktńı. Pak existuje prvek
báze topologie V obsahuj́ıćı x takový, že V ⊂ U . To ovšem znamená, že clV ⊂ clU . Podle Věty
3. (c) odst. 7.1 str. 196 je množina clV kompaktńı v RN. Ovšem V obsahuje nekonečně mnoho
součinitel̊u rovných R, a tedy jeho uzávěr nemůže být kompaktńı podle Tichonovovy věty (Věta
6. odst. 7.2 str. 197). Součin přirozených topologíı na RN tedy neńı lokálně kompaktńı.

35. Dokažte Rieszovu větu: Reálný (ev. komplexńı) topologický vektorový prostor je lokálně
kompaktńı právě tehdy, když má konečnou dimenzi.

Ř e š e n ı́ . Necht’ E je lokálně kompaktńı topologický vektorový prostor, U okoĺı nuly takové,
že clU je kompaktńı. Pak množina 2U je rovněž okoĺı nuly a množina 2 clU je kompaktńı, nebot’

zobrazeńı E 3 ξ → 2ξ ∈ E je homeomorfismus (srov. př. (8) odst. 6.10 str. 166). Pro každé
ξ ∈ 2 · clU je ξ+U okoĺı bodu ξ a systém množin ξ+U , kde ξ prob́ıhá 2 · clU , je otevřené pokryt́ı
množiny 2 · clU . Označme {ξ1 + U, ξ2 + U, . . . , ξk + U} konečné podpokryt́ı tohoto pokryt́ı a F
lineárńı obal množiny vektor̊u {xi1, ξ2, . . . , ξk}. F je k-rozměrný vektorový prostor a F + U =
{ξ + η | ξ ∈ F, η ∈ U} pokrývá množinu 2 · clU . Plat́ı tedy F + clU ⊃ 2 · clU . S využit́ım vztahu
F +F = F odtud dostaneme F +clU ⊃ F +2 · clU , F +2 · clU = F +F +2 · clU = 2(F +clU) ⊃
2(F + 2 · clU) ⊃ F + 4 · clU , a dále indukćı F + clU ⊃ F + 2n · clU pro každé n ∈ N. Zřejmě
2n−1 · clU ⊂ 2n · clU ⊂ E pro každé n ∈ N. Ukážeme, že

⋃

2n · clU = E. Bud’ ξ ∈ E libovolný
vektor. Množina a ·U , kde a 6= 0, tvoř́ı lokálńı bázi topologie v bodě 0, proto existuje b ∈ R (resp.
b ∈ C) a η ∈ U takové, že ξ = bη. Zvolme n tak, aby platilo b < 2n. Pak ξ ∈ 2n ·U . Odsud vyplývá,
že F + clU ⊃ F +E, t.j. F + clU = E. Ukážeme, že F = E. Bud’ ξ ∈ E libovolný vektor nepatř́ıćı
podprostoru F . F má konečnou dimenzi, a tedy indukovaná topologie na F splývá s přirozenou
topologíı (cv. 35 kap. 6). To znamená, že F je úplný, a tedy uzavřený v E (cv. 32 (b) kap. 6).
Označme Wξ okoĺı bodu ξ takové, že Wξ ⊂ E\F . Existuje vyvážené okoĺı W nulového vektoru
takové, že ξ +W ⊂ Wξ. Kdyby nyńı platilo ξ ∈ F +W , muselo by platit ξ = η + ξ0, kde ξ ∈ F
a ξ0 ∈ W , t.j. ξ = ξ0 = η ∈ F . Ovšem ξ − ξ0 ∈ ξ + W , t.j. platilo by (ξ + W ) ∩ F 6= ∅, což je
spor. Tedy ξ 6∈ F +W a dále pro každé a 6= 0a · F + a ·W = F + a ·W 63 a · ξ. Množina clU je
kompaktńı a systém množin a ·W , kde a prob́ıhá kladná č́ısla, pokrývá množinu clU . Označme
{a1 ·W,a2 ·W, . . . , am ·W}, kde a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ am, jeho konečné podpokryt́ı. Zřejmě clU ⊂ am ·W ,
t.j. F + clU 6∈ am · ξ, a dostáváme spor s předpokladem, že F + clU = E. Dokázali jsme tedy, že
E = F , t.j. že E má konečnou dimenzi.

Obráceně, je-li E n-rozměrný reálný (resp. komplexńı) topologický vektorový prostor, je zřejmě
lokálně kompaktńı, nebot’ topologie na E je vzorem lokálně kompaktńı přirozené topologie na Rn

(cv. 35 kap. 3).

36. Dokažte, že lokálně kompaktńı Hausdorff̊uv prostor je regulárńı (bez využit́ı Důsledku 2.
Věty 25. odst. 7.7 str. 208 nebo Věty 13. odst. 7.4 str. 201).

Ř e š e n ı́ . Bud’ X lokálně kompaktńı Hausdorff̊uv prostor. Je-li X kompaktńı, pak je normálńı
(Důsledek Věty 9. odst. 7.3 str. 199) a tedy regulárńı. Neńı-li X kompaktńı, je podprostorem
kompaktńıho Hausdorffova prostoru X∗ (Věta 23. odst. 7.7 str. 207) a je tedy regulárńı jako
podprostor regulárńıho topologického prostoru (Věta 2. (a) odst. 6.1 str. 142).

Uvedeme daľśı d̊ukaz, založený na Větě 1. odst. 6.1 str. 142. Bud’ X lokálně kompaktńı
Hausdorff̊uv prostor, x ∈ X bod. Existuje okoĺı U bodu x takové, že clU je kompaktńı;
z oddělitelnosti X vyplývá, že clU je regulárńı (Důsledek Věty 9. odst. 7.3 str. 199). Bud’ V
libovolné okoĺı bodu x v X . Ukážeme, že existuje okoĺı W bodu x tak, že clW ⊂ V . V ∩U je okoĺı
bodu x v regulárńım topologickém prostoru clU (Věta 4. (b) odst. 3.1 str. 32). Existuje tedy okoĺı
W̄ bodu x v clU takové, že clcl U W̄ ⊂ V ∩U (Věta 1. odst. 6.1 str. 142). Existuje okoĺı W bodu x
v X takové, že W̄ = W ∩clU . Uvažujme množinu W ∩U . Tato množina je zřejmě okoĺı bodu x v X
a plat́ı W ∩U ⊂ W̄ . Pak ovšem cl(W ∩U) = cl((W ∩U)∩clU) = cl((W ∩clU)∩U) = cl(W̄ ∩U) =
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cl W̄ ∩ clU = clcl U W̄ ⊂ V ∩U ⊂ V (využili jsme Větu 4. (a) odst. 3.1 str. 32). Množina W ∩U je
tedy hledané okoĺı bodu x. Podle Věty 1. odst. 6.1 str. 142 je topologický prostor X regulárńı.

37. Bud’ X lokálně kompaktńı Hausdorff̊uv prostor, U ⊂ X otevřená množina. Dokažte, že pro
libovolnou kompaktńı množinu A ⊂ U existuje kompaktńı množina B ⊂ X tak, že A ⊂ intB ⊂ U .

Ř e š e n ı́ . Bud’ x ∈ A libovolný bod. U je okoĺı bodu x, a tedy podle Věty 13. odst. 7.4 str.
201 existuje okoĺı Vx bodu x takové, že clVx je kompaktńı množina a clVx ⊂ U . Systém množin
(Vx)x∈A je otevřené pokryt́ı množiny A a z kompaktnosti A vyplývá, že existuje jeho konečné
podpokryt́ı {Vx1 , Vx2 , . . . , Vxk

}. Klademe

V =
k
⋃

i=1

Vxi
, B = clV.

Množina B je sjednoceńım konečného počtu kompaktńıch množin clVxi
, i = 1, 2, . . . , k, a tedy

kompaktńı (Věta 3. (a) odst. 7.1 str. 196). Dále zřejmě A ⊂ V , a tedy také A ⊂ B. Jelikož
clVxi

⊂ U , dostáváme B ⊂ U . Množina B má všechny požadované vlastnosti.

38. (a) Je obraz f(X) lokálně kompaktńıho topologického prostoru při spojitém zobrazeńı
f : X → Y lokálně kompaktńı topologický prostor?

(b) Necht’ f : X → Y je spojité otevřené zobrazeńı lokálně kompaktńıho prostoruX do Hausdor-
ffova prostoru Y . Pak f(X) je lokálně kompaktńı podprostor Y . Dokažte.

Ř e š e n ı́ . (a) f(X) nemuśı být lokálně kompaktńı. Uvedeme př́ıklad. Necht’ Q1 (resp. Q2) je
množina racionálńıch č́ısel s diskrétńı (resp. přirozenou) topologíı. Pak zobrazeńı id : Q1 → Q2 je
spojité, Q1 je lokálně kompaktńı (př. (1) odst. 7.8 str. 210) a Q2 neńı lokálně kompaktńı (cv. 34
(b) kap. 7).

(b) Bud’ y ∈ f(X) libovolný bod. Uvažujme bod x ∈ X , pro který y = f(x). X je lokálně
kompaktńı, proto existuje okoĺı U bodu x takové, že clU je kompaktńı. Ze spojitosti f vyplývá, že
množina f(clU) obsahuj́ıćı y, je kompaktńı (Věta 5. odst. 7.1 str. 197), a že plat́ı f(clU) ⊂ cl f(U)
(Věta 2. odst. 2.1 str. 18). Jelikož topologický prostor f(X) je Hausdorff̊uv, množina f(clU) je
uzavřená (Věta 7. odst. 7.3 str. 198). Ovšem U ⊂ clU , t.j. f(U) ⊂ f(clU) a tedy cl f(U) ⊂ f(clU).
Dostáváme tak, že f(clU) = cl f(U). Podle předpokladu je ovšem zobrazeńı f otevřené, f(U) je
tedy okoĺı bodu y v f(X), pro které cl f(U) je kompaktńı.

39. Ukažte, že v lokálně kompaktńım topologickém prostoru druhého typu spočetnosti existuje
spočetná báze topologie tvořená množinami, jejichž uzávěry jsou kompaktńı.

Ř e š e n ı́ . Bud’ (Wi)i∈N spočetná báze topologie lokálně kompaktńıho prostoru druhého typu
spočetnosti X . Bud’ x ∈ X libovolný bod. x má okoĺı U takové, že množina clU je kompaktńı.
Zároveň existuje index k ∈ N tak, že x ∈ Wk ⊂ U . Odtud clWk ⊂ clU , a tedy množina clWk je
kompaktńı podle Věty 3. (c) odst. 7.1 str. 196. Označme ij j-tý z index̊u i, pro které jsou množiny
clWi kompaktńı, a položme Vj = Wij

. Ukážeme, že systém (Vj)j∈N je báze topologie topologického
prostoru X . Protože každá z množin Vj je otevřená, stač́ı ukázat, že k libovolnému bodu x ∈ X a
libovolnému jeho okoĺı U existuje prvek Vk systému (Vj)j∈N obsahuj́ıćı x a lež́ıćı v U (Věta 9. odst.
1.4 str. 7). Necht’ x ∈ X je libovolný bod, U jeho okoĺı. Existuje okoĺı V bodu x takové, že clV je
kompaktńı. Množina U ∩ V je okoĺı x, existuje tedy I ∈ I tak, že Wi ⊂ U ∩ V . Odtud dostáváme,
že clWi ⊂ cl(U ∩ V ) ⊂ (clU) ∩ (clV ), t.j. clWi ⊂ clV , a z Věty 3. (e) odst. 7.1 str. 196 vyplývá,
že clWi je kompaktńı. Muśı tedy platit Wi = Vk pro jisté k ∈ N. Systém množin (Vj)j∈N je tedy
spočetná báze topologie taková, že clVj je kompaktńı množina pro každé j.

40. Uvažujme topologický prostor Y X zobrazeńı množiny X do topologického prostoru Y
s topologíı bodové konvergence.

(a) Nalezněte nutné a postačuj́ıćı podmı́nky kompaktnosti Y X .
(b) Nalezněte nutné a postačuj́ıćı podmı́nky lokálńı kompaktnosti Y X .
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Ř e š e n ı́ . (a) Y X s topologíı bodové konvergence je kompaktńı tehdy a jen tehdy, když Y je
kompaktńı (Věta 6. odst. 7.2 str. 197).

(b) Y X s topologíı bodové konvergence je lokálně kompaktńı tehdy a jen tehdy, když je splněna
jedna z následuj́ıćıch podmı́nek: (1) Y je kompaktńı; (2) Y je lokálně kompaktńı a množina X je
konečná. Tvrzeńı ihned vyplývá z Věty 17. odst. 7.4 str. 202.

41. Bud’ X lokálně kompaktńı Hausdorff̊uv prostor, Y topologický prostor, C(X,Y ) množina
spojitých zobrazeńı z X do Y s kompaktně-otevřenou topologíı. Pro (x, f) ∈ X×C(X,Y ) klademe
Ev(x, f) = f(x). Je zobrazeńı Ev : X × C(X,Y ) → Y spojité?

Ř e š e n ı́ . Ukážeme, že Ev je spojité. Bud’ (x, f) ∈ X × C(X,Y ) libovolný bod, V okoĺı bodu
f(x). Ze spojitosti f vyplývá, že existuje okoĺı U bodu x tak, že f(U) ⊂ V . Množinu U lze přitom
vybrat tak, že clU je kompaktńı a f(clU) ⊂ V (Důsledek 1. Věty 13. odst. 7.4 str. 201). Necht’

W (clU, V ) = {g ∈ C(X,Y ) | g(clU) ⊂ V }; množina W (clU, V ) je otevřená v C(X,Y ). Pro
libovolný bod (x′, f ′) ∈ U ×W (clU, V ) plat́ı Ev(x′, f ′) = f ′(x′) ∈ V , a tedy Ev(U ×W (clU, V )) ⊂
V .

42. Bud’ X lokálně kompaktńı Hausdorff̊uv prostor, Y topologický prostor, C(X,Y ) množi-
na spojitých zobrazeńı z X do Y s kompaktně-otevřenou topologíı. Bud’ Z topologický prostor,
F : X × Z → Y zobrazeńı. Definujeme zobrazeńı ϕ : Z → C(X,Y ) vztahem ϕ(z) = Fz , kde
Fz(x) = F (x, z) pro každé x ∈ X . Dokažte, že zobrazeńı F je spojité tehdy a jen tehdy, když je
zobrazeńı ϕ spojité.

Ř e š e n ı́ . Necht’ F je spojité. Bud’ z0 ∈ Z bod, W (K,U) ⊂ C(X,Y ) prvek systému generátor̊u
kompaktně-otevřené topologie, obsahuj́ıćı bod ϕ(z0). Ukážeme, že existuje okoĺı V bodu z0 v Z
takové, že ϕ(V ) ⊂W (K,U). Podle Věty 5. odst. 2.2 str. 19 odtud již vyplyne spojitost zobrazeńı
ϕ.

Podle předpokladu Fz0(x) = F (x, z0) ∈ U pro každé x ∈ K, t.j. F (K × {z0}) ⊂ U . Ze spoji-
tosti F vyplývá, že F−1(U) je otevřená množina, obsahuj́ıćı množinu K × {z0}. Zřejmě množina
F−1(U) ⊂ K×Z je otevřená v K×Z a obsahuje K×{z0}. Podle cv. 21 existuje otevřená množina
V ⊂ Z obsahuj́ıćı bod z0 taková, že K × V ⊂ (F−1(U) ∩ K × Z), a tedy K × V ⊂ F−1(U).
Pak pro každé x ∈ K a z ∈ V plat́ı F (x, z) ∈ U . Tedy Fz ∈ W (K,U) pro všechna z ∈ V , t.j.
ϕ(V ) ⊂W (K,U).

Poznamenáváme, že k d̊ukazu spojitosti ϕ jsme nepoužili topologie topologického prostoru X .

Obráceně předpokládejme, že zobrazeńı ϕ je spojité. Dostáváme komutativńı diagram

3ϕ
3 3

Zobrazeńı Ev je spojité podle cv. 41 a idX ×ϕ je spojité podle Věty 10. (b) odst. 3.3 str. 36. Je
tedy F spojité (Věta 1. (b) odst. 2.1 str. 17).

Parakompaktńı topologické prostory

43. Lze v definici parakompaktńıho topologického prostoru nahradit požadavek existence
lokálně konečného zjemněńı požadavkem existence lokálně konečného podpokryt́ı?

Ř e š e n ı́ . Nelze. Uvedeme př́ıklad. Uvažujme množinu přirozených č́ısel N s diskrétńı topologíı.
Vznikaj́ıćı topologický prostor je parakompaktńı, nebot’ je metrizovatelný (př. (1) odst. 5.10 str.
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125). Přitom např. pokryt́ı ({1, 2, . . . , i})i∈N neobsahuje žádné lokálně konečné podpokryt́ı, má
však lokálně konečné zjemněńı ({i})i∈N.

44. Dokažte tato tvrzeńı:
(a) Lindelöf̊uv lokálně kompaktńı Hausdorff̊uv topologický prostor je parakompaktńı.
(b) Lokálně kompaktńı Hausdorff̊uv topologický prostor druhého typu spočetnosti je parakom-

paktńı.
(c) σ-kompaktńı lokálně kompaktńı Hausdorff̊uv topologický prostor je parakompaktńı.

Ř e š e n ı́ . (a) (M. Kovár) Bud’ X Lindelöf̊uv lokálně kompaktńı Hausdorff̊uv prostor, σ jeho
otevřené pokryt́ı. Podle Důsledku ?? Věty 13. odst. 7.4 str. ?? existuje zjemněńı σ′ pokryt́ı σ,
tvořené otevřenými množinami, jejichž uzávěry jsou kompaktńı.X je podle předpokladu Lindelöf̊uv
prostor, z pokryt́ı σ′ lze tedy vybrat spočetné podpokryt́ı (Ui)i∈N.

Položme N0 = N ∪ {0}. Ke každému n ∈ N0 sestroj́ıme otevřené pokryt́ı (V n
i )i∈N0 takové, že

V n
i ⊂ Ui a množina clV n

i je kompaktńı. Klademe k0 = 1 a dále V 0
i = Ui pro i ∈ N. Pokryt́ı (V 0

i )i∈N

má požadované vlastnosti. Množina clVk0 je kompaktńı, existuje tedy č́ıslo k1 ∈ N, k1 > k0, tak,
že

clV 0
k0

⊂
k1
⋃

j=1

V 0
j .

Dále budeme postupovat indukćı. Necht’ je již definováno č́ıslo kn ∈ N, kn > kn−1, a systém
(V n

i )i∈N otevřených množin požadovaných vlastnost́ı. Množina cl(V n
1 ∪ V n

2 ∪ · · · ∪ V n
kn

) = clV n
1 ∪

clV n
2 ∪ · · · ∪ clV n

kn
je kompaktńı, existuje tedy přirozené č́ıslo kn+1 > kn takové, že

cl

kn
⋃

j=1

V n
j ⊂

kn+1
⋃

j=1

V n
j .

Klademe

V n+1
j =

{

V n
j , j ≤ kn+1,

Uj\ cl(V n
1 ∪ V n

2 ∪ · · · ∪ V n
kn

), J > kn+1.

Každá z množin V n+1
j je otevřená. Dále V n+1

j ⊂ Uj a jelikož clV n+1
j je uzavřená podmnožina

kompaktńıho prostoru clUj, je kompaktńı v clUj a tedy i v X . Ukážeme, že systém (V n+1
j )j∈N je

pokryt́ı X . Dostáváme

⋃

j∈N

V n+1
j =





kn+1
⋃

j=1

V n+1
j



 ∪





∞
⋃

j=kn+1+1

V n+1
j



 =

=





kn+1
⋃

j=1

V n
j



 ∪





∞
⋃

j=kn+1+1

(

Uj\ cl(V n
1 ∪ V n

2 ∪ · · · ∪ V n
kn

)
)



 =

=





kn+1
⋃

j=1

V n
j



 ∪









∞
⋃

j=kn+1+1

Uj



 \ cl(V n
1 ∪ V n

2 ∪ · · · ∪ V n
kn

)



 =

=





kn+1
⋃

j=1

V n
j



 ∪





∞
⋃

j=kn+1+1

Uj



 =
⋃

j∈N

Uj = X,

nebot’ podle předpokladu

cl(V n
1 ∪ V n

2 ∪ · · · ∪ V n
kn

) ⊂
kn+1
⋃

j=1

V n
j .
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Systém množin (V n+1
j )j∈N má tedy všechny požadované vlastnosti.

Pomoćı systému množin (V n
i )i∈N, kde n ∈ N0, nyńı sestroj́ıme nové pokryt́ı topologického

prostoru X . Položme W1 = V 0
1 = U1. Ke každému č́ıslu j ∈ N zřejmě existuje n ∈ N0 tak, že

kn < j ≤ kn+1. Klademe Wj = V n
j . Dostáváme tak systém otevřených množin (Wi)i∈N takový,

že Wi ⊂ Ui pro každé i ∈ N. (Wi)i∈N je zjemněńı pokryt́ı σ, a tedy i σ. Ukážeme, že (Wi)i∈N je
pokryt́ı X . Evidentně

k0
⋃

i=1

Wi =

k0
⋃

i=1

Ui,

nebot’ k0 = 1 a W1 = U1. Předpokládejme, že pro jisté n ∈ N0 plat́ı

kn
⋃

j=1

Wj =

kn
⋃

j=1

Uj.

Pak
kn+1
⋃

j=1

Wj =





kn
⋃

j=1

Wj



 ∪





kn+1
⋃

j=kn+1

Wj



 =





kn
⋃

j=1

Uj



 ∪





kn+1
⋃

j=kn+1

Vj



 =

=





kn
⋃

j=1

Uj



 ∪





kn+1
⋃

j=kn+1

(

Uj\ cl(V n−1
1 ∪ V n−1

2 ∪ · · · ∪ V n−1
kn−1

)
)



 =

=





kn
⋃

j=1

Uj



 ∪









kn+1
⋃

j=kn+1

Uj



 \ cl(V n−1
1 ∪ V n−1

2 ∪ · · · ∪ V n−1
kn−1

)



 =

=

kn+1
⋃

j=1

Uj .

Odtud vyplývá, že pro každé n ∈ N plat́ı

kn
⋃

j=1

Wj =

kn
⋃

j=1

Uj,

systém množin (Wj)j∈N je tedy pokryt́ı X . Nakonec ukážeme, že toto pokryt́ı je lokálně konečné.
Zvolme j ∈ N libovolně. Existuje n ∈ N0 tak, že j ≤ kn. Necht’ i > kn+1. Urč́ıme Wi ∩ Wj .
Protože i > kn+1, existuje m ∈ N tak, že km < i ≤ km+1. Posloupnost č́ısel k0, k1, k2, . . . je
rostoućı, plat́ı tedy kn+1 ≤ km. Odtud vyplývá, že j ≤ kn ≤ km−1. Dostáváme tak Wi = V m

i =
Ui\ clVm−1

1 ∪V m−1
2 ∪· · ·∪V m−1

km−1
) = Ui\ cl(V m−2

1 ∪V m−2
2 ∪· · · ∪V m−2

km−1
); ovšem km−2 < j ≤ km−1,

t.j. Wj = V m−2
j ⊂ V m−2

1 ∪V m−2
2 ∪ · · · ∪V m−2

km−1
. Odtud Wi = Ui\ cl(V m−2

1 ∪ Vm−2
2 ∪ · · · ∪V m−2

km−1
) ⊂

Ui\Wj ⊂ X\Wj, takže Wi ∩Wj = ∅. Ukázali jsme tedy, že pro každé j ≤ kn je Wi ∩Wj = ∅ pro
všechna i > kn+1. Existuje však jen konečně mnoho č́ısel i takových, že i ≤ kn+1, t.j. Wi ∩Wj 6= ∅
nejvýše pro konečný počet index̊u i ∈ N. (Wi)i∈N je tedy lokálně konečný systém množin a d̊ukaz
parakompaktnosti topologického prostoru X je ukončen.

(b) Topologický prostor druhého typu spočetnosti je zřejmě Lindelöf̊uv, takže tvrzeńı (b) vyplývá
z (a).

Uvedeme jiný d̊ukaz tvrzeńı (b) pomoćı př́ıme konstrukce lokálně konečného zjemněńı
otevřeného pokryt́ı lokálně kompaktńıho Hausdorffova prostoru druhého typu spočetnosti X ; tato
konstrukce je odlǐsná od konstrukce, uvedené v části (a) tohoto cvičeńı.

V X existuje báze topologie (Ui)i∈N taková, že pro každé i je množina clUi kompaktńı (cv. 39).
Pomoćı této báze sestroj́ıme posloupnost kompaktńıch množin (Ki)i∈N takovou, že Ki ⊂ intKi+1
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pro každé i ∈ N a
⋃

Ki = X . Klademe K1 = clU1 · K1 je kompaktńı, existuje tedy konečný
podsystém {Ui, Ui2 , . . . , Uik

} systém (Ui)i∈N pokrývaj́ıćıK1, t.j. K1 ⊂ Ui1∪Ui2∪· · ·∪Uik
. Položme

K2 = cl(Ui1 ∪Ui2 ∪ · · · ∪Uik
) = clUi1 ∪ clUi2 ∪ · · · ∪ clUik

. K2 je kompaktńı množina a plat́ı K1 ⊂
intK2. Dále postupujeme analogicky. Dostaneme systém množin (Ki)i∈N, který má požadované
vlastnosti.

Bud’ (Wι)ι∈I otevřené pokryt́ı X . Ukážeme, že (Wι)ι∈I má lokálně konečné otevřené zjemněńı.
Položme A1 = K1, Ai = Ki\ intKi−1 pro i = 2, 3, . . .. Systém množin (Ai)i∈N pokrývá X . Jelikož
intKi−1 ⊂ Ki, plat́ı Ai ⊂ Ki a z uzavřenosti množiny Ai v Ki vyplývá, že množina Ai je kom-
paktńı (v Ki a tedy v X). Pro každé i ∈ N tedy existuje konečný podsystém W i

ι1 ,W
i
ι2 , . . . ,W

i
ιk(i)

pokrývaj́ıćı množinu Ai. Klademe

V k
j =

{

W k
ιj
∩ intKk+1, k = 1, 2

W k
ιj
∩ int(Kk+1\Kk−2), k = 3, 4, . . .

Konstrukce množin V k
j je znázorněna na obr. 6.

Obr. 6

ι

Ukážeme, že systém množin (V i
j ), i = 1, 2, 3, . . ., j = 1, 2, . . . , k(i), je lokálně konečné

otevřené zjemněńı pokryt́ı (Wι)ι∈I . Položme K−1 = ∅, K0 = ∅; pak V i
j = W i

ι∈j ∩
int(Ki+1\Ki−2) pro každé i = 1, 2, 3, . . .. Každá z množin V i

j je otevřená a tyto množiny pokrývaj́ı

X . Dále V i
j ⊂ W i

ιj
, takže systém (V i

j ) je zjemněńı systému (Wι)ι∈I . Nakonec pro libovolné i, j,

k, m plat́ı V i
j ∩ V k

m ⊂ (Ki+1\Ki−2) ∩ (Kk+1\Kk−2). Zvoĺıme-li pevně indexy k, m, dostaneme pro
každé i ≤ k − 3 a každé i ≥ k + 3(Ki+1\Ki−2) ∩ (Kk+1\Kk−2) = ∅ jelikož pro i ≤ k − 3 plat́ı
Ki+1 ⊂ Kk−2 a pro i ≥ k+3 plat́ı Kk+1 ⊂ Ki−2. Pr̊unik V i

j ∩V k
m může tedy být r̊uzný od prázdné

množiny jen pro k − 2 < i < k + 3. Je tedy zřejmé, že množina V k
m má neprázdný pr̊unik nejvýše

s konečným počtem množin systému (V i
j ). Odsud již vyplývá, že systém množin (V i

j ) je lokálně
konečný.

Nyńı je již evidentńı, že lokálně kompaktńı Hausdorff̊uv prostor druhého typu spočetnosti je
parakompaktńı.

(c) (M. Kovár) Uvedeme řešeńı odlǐsné od d̊ukazu Věty 19. odst. 7.5 str. 203. Stač́ı ukázat,
že každý σ-kompaktńı topologický prostor X je Lindelöf̊uv; tvrzeńı pak vyplyne z (a). Napǐsme
X =

⋃

Xi (sjednoceńı pro i ∈ N), kde Xi je kompaktńı množina v X . Bud’ σ otevřené pokryt́ı X .
Ke každému i ∈ N existuje konečný podsystém σi systému σ, pokrývaj́ıćıXi. Pak

⋃

σi (sjednoceńı
pro i ∈ N) je spočetné podpokryt́ı σ.

45. Užit́ım definice dokažte následuj́ıćı tvrzeńı:
(a) Diskrétńı topologický prostor je parakompaktńı.
(b) Množina reálných č́ısel s přirozenou topologíı je parakompaktńı prostor.
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Ř e š e n ı́ . (a) Libovolné otevřené pokryt́ı diskrétńıho topologického prostoru X má zjemněńı
({x})x∈X ; tento systém množin je lokálně konečné pokryt́ı X . Jelikož diskrétńı topologie je
Hausdorffova, X je parakompaktńı.

(b) Bud’ (Uι)ι∈I libovolné otevřené pokryt́ı množiny R s přirozenou topologíı. R lze vyjádřit
jako sjednoceńı uzavřených interval̊u [n, n + 1], kde n prob́ıhá množinu celých č́ısel Z. Pro každé
n ∈ Z uvažujme otevřený interval (n − 1, n + 2) a položme Wn,ι = (n − 1, n + 2) ∩ Uι. Zřejmě
pro každé n pevné je systém množin (Wn,ι)ι∈I pokryt́ım intervalu [n, n + 1] a (Wn,ι)ι∈I,n∈Z je
zjemněńı pokryt́ı (Uι)ι∈I . Interval [n, n + 1] je ovšem kompaktńı, existuje tedy konečné pod-
pokryt́ı {Wn,ι1 ,Wn,ι2 , . . . ,Wn,ιm(n)

} pokryt́ı (Wn,ι)ι∈I . Klademe σ = (Wn,ιk
), kde n ∈ Z,

k = 1, 2, . . . ,m(n). σ je otevřené pokryt́ı R a je zároveň sjemněńım pokryt́ı (Uι)ι∈I . Dále pro
libovolný bod x ∈ R existuje n ∈ Z a interval (n, n+1) obsahuj́ıćı x. Přitom (n, n+1)∩Wp,ιk

6= ∅
pouze pro p = n − 1, n , n + 1. Pro každé p je ovšem systém množin (Wp,ιk

) konečný, odkud
vyplývá, že pokryt́ı σ je lokálně konečné. Jelikož R s přirozenou topologíı je Hausdorff̊uv prostor,
R muśı být parakompaktńı.

46. Je množina racionálńıch č́ısel s přirozenou topologíı parakompaktńı topologický prostor?

Ř e š e n ı́ . Množina racionálńıch č́ısel Q s přirozenou topologíı je podprostor metrizovatelného
prostoru a je tedy sama metrizovatelný topologický prostor. Parakompaktnost Q tedy vyplývá ze
Stoneovy věty (Věta 15. odst. 6.6 str. 161).

47. Uvažujme interval I = [0, 1] s přirozenou topologíı τ . Označme I0 množinu všech ira-
cionálńıch č́ısel z I a τ0 systém podmnožin množiny I, tvořený prázdnou množinou a množinami
tvaru U ∪ A, kde U ∈ τ a A ⊂ I0. Ukažte, že τ0 je topologie na I. Srovnejte topologie τ a τ0. Je
topologický prostor (I, τ0) Hausdorff̊uv? Je parakompaktńı?

Ř e š e n ı́ . Ukážeme, že τ0 je topologie na I. Zřejmě ∅ ∈ τ0 a I ∈ τ0. Necht’ V1, V2 ∈ τ0 jsou
libovolné množiny. Plat́ı V1 = U1 ∪ A1, V2 = U2 ∪ A2, kde U1, U2 ∈ τ a A1, A2 ⊂ I0. Pak
V1 ∩ V2 = (U1 ∩ U2) ∪ (A1 ∩ A2) ∪ (U1 ∩ A2) ∪ (U2 ∩ A1); ovšem U1 ∩ U2 ∈ τ , A1 ∩ A2, U1 ∩ A2,
U2∩A1 ⊂ I0, takže V1∩V2 ∈ τ0. Necht’ (Vι)ι∈I je systém množin patř́ıćıch τ0. Pak pro každé ι plat́ı
Vι = Uι ∩Aι, kde Uι ∈ τ a Aι ⊂ I0. Odtud

⋃

Vι = (
⋃

Uι)∪ (
⋃

Aι), což je zřejmě prvek systému τ0.
Je zřejmé, že topologie τ0 je silněǰśı než τ a že tyto topologie nesplývaj́ı. Jelikož topologie τ je

Hausdorffova, je také topologie τ0 Hausdorffova.
Ukážeme, že topologický prostor (I, τ0) je parakompaktńı. Bud’ (Vι)ι∈I otevřené pokryt́ı in-

tervalu I v topologii τ0. Pro každé ι ∈ I Vι = Uι ∪ Aι, kde Uι ∈ τ a Aι ⊂ I0. Množina
⋃

Uι

je otevřená v přirozené topologii, je tedy parakompaktńı jako podprostor R (Věta 15. (b) odst.
7.4 str. 201). Systém (Uι)ι∈I je otevřené pokryt́ı podprostoru

⋃

Uι; existuje tedy lokálně konečné
otevřené zjemněńı (Wλ)λ∈L pokryt́ı (Uι)ι∈I . Označme σ systém množin, tvořený množinami Wλ a
množinami {x}, kde x prob́ıhá I\⋃Uι. Evidentně I\⋃Uι ⊂ I0. σ je zřejmě otevřené pokryt́ı inter-
valu I v topologii τ0. Bud’ nyńı x ∈ I libovolný bod. Nepatř́ı-li x I0, existuje množina W ⊂ ⋃Uι,
otevřená v topologii τ a tedy také v τ0, obsahuj́ıćı bod x, maj́ıćı bod x, maj́ıćı neprázdný pr̊unik
s nejvýše konečným počtem množin Wι ze σ. Dále W ∩ {x} = ∅ pro každé x ∈ I\⋃Uι, a tedy W
je okoĺı bodu x v topologii τ0 na I, které má neprázdný pr̊unik s nejvýše konečně mnoha prvky
pokryt́ı σ. Necht’ x ∈ I0. Pak bud’ x ∈ ⋃Uι, a tedy podobně jako v předchoźım př́ıpadě x má okoĺı,
které prot́ıná nejvýše konečný počet množin pokryt́ı σ, nebo x 6∈ ⋃Uι, a pak {x} = ∅⋃{x} je okoĺı
bodu x, které prot́ıná právě jeden prvek pokryt́ı σ, a to množinu {x}. Pokryt́ı σ je tedy lokálně
konečné. Z jeho konstrukce vyplývá, že σ je zjemněńı pokryt́ı (Uι)ι∈I . Tı́m je parakompaktnost
topologického prostoru (I, τ0) dokázána.

48. Dokažte, že regulárńı Lindelöf̊uv topologický prostor je parakompaktńı.

Ř e š e n ı́ . Bud’ X regulárńı Lindelöf̊uv topologický prostor, σ jeho otevřené pokryt́ı. Podle Věty
1. odst. 6.1 str. 142 ke každému bodu x ∈ X existuj́ı množiny Ux, Vx takové, že x ∈ Ux ⊂ clUx ⊂ Vx

a Vx lež́ı v některé z množin pokryt́ı σ. Systém množin (Ux)x∈X je otevřené pokryt́ı X . Označme
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(Uxi
)i∈N jeho spočetné podpokryt́ı a položme Wi = Vxi

\(clUx1 ∪ clUx2 ∪ · · · ∪ clUxi−1 pro každé
i = 1, 2, 3, . . . . Systém množin (Wi)i∈N je otevřené pokryt́ı topologického prostoruX : pro libovolný
bod x ∈ X uvažujme nejmenš́ı z č́ısel i, pro které x ∈ Vxi

; pak x 6∈ Vxj
pro žádné j < i, a tedy

x ∈Wi. Dále (Wi)i∈N je evidentně lokálně konečné zjemněńı pokryt́ı σ, nebot’ Uxj
∩Wi = emptyset

pro všechna i > j. Prostor X je regulárńı, a tedy také Hausdorff̊uv; z výše uvedeného již vyplývá,
že ja parakompaktńı.

49. Ukažte, že množina reálných č́ısel R se Sorgenfreyovou topologíı τS je parakompaktńı
topologický prostor. Je tento topologický prostor metrizovatelný?

Ř e š e n ı́ . Ve cv. 3 kap. 6 bylo ukázáno, že (R, τS) je normálńı topologický prostor. Ukážeme,
že (R, τS) je Lindelöf̊uv prostor; jeho parakompaktnost pak bude d̊usledkem cv. 48.

Bud’ (Uι)ι∈I otevřené pokryt́ı R v topologii τS . Označme τ přirozenou topologii na R a Vι =
intτ Uι pro každé ι ∈ I. Ukážeme, že množina M = R\⋃Vι je nejvýše spočetná. Ke každému
bodu x ∈ M existuje index κ(x) ∈ I a reálné č́ıslo a(x) > x takové, že pro libovolné dva r̊uzné
body x, y ∈ M plat́ı [x, a(x)) ∩ [y, y(y)) = ∅. Ovšem libovolná množina polouzavřených navzájem
disjunktńıch interval̊u je zřejmě nejvýše spočetná, proto také množina M je nejvýše spočetná.
Systém (Uκ(x))x∈M

je tedy spočetný podsystém pokryt́ı (Uι)ι∈I , pokrývaj́ıćı množinu M . Dále množina R\M je
otevřená v přirozené topologii τ na R a (Vι)ι∈I je jej́ı otevřené pokryt́ı. Topologický prostor R\M
(s indukovanou topologíı) je Lindelöf̊uv, existuje tedy spočetné podpokryt́ı (Vιi

)i∈N pokryt́ı (Vι)ι∈I .
Pak systém (Uιi

)i∈N je spočetný podsystém otevřeného pokryt́ı (Uι)ι∈I , pokrývaj́ıćı množinu R\M
v topologii τS . Systém (Uκ(x))x∈M ∪ (Uιi

)i∈N je tedy spočetným podpokryt́ım otevřeného pokryt́ı
(Uι)ι∈I prostoru (R, τS). Prostor (R, τS) je tedy regulárńı Lindelöf̊uv prostor a ze cv. 48 vyplývá,
že je parakompaktńı.

Topologický prostor (R, τS) neńı metrizovatelný: v př. (5) odst. 1.8 str. 10 jsme ukázali, že
(R, τS) je separabilńı a neńı druhého typu spočetnosti; podle Věty 4. (b) odst. 5.2 str. 113 tedy
neńı metrizovatelný.

Topologické variety

50. Předpokládejme, že každý bod x topologického prostoru X má okoĺı, homeomorfńı s Eu-
klidovým topologickým prostorem Rn.

(a) Je topologický prostor X druhého typu spočetnosti?

(b) Je X Hausdorff̊uv topologický prostor?

(c) Kritizujte následuj́ıćı “d̊ukaz”, že X je Hausdorff̊uv prostor: Necht’ x1, x2 jsou dva r̊uzné
body z X , U1 (resp. U2) okoĺı bodu x1 (resp. x2) homeomorfńı s Rn; označme ϕ1 : U1 → Rn

(resp. ϕ2 : U2 → Rn) př́ıslušný homeomorfismus. Topologický prostor Rn je Hausdorff̊uv, existuje
tedy okoĺı V1 bodu ϕ1(x1) a okoĺı V2 bodu ϕ2(x2) tak, že V1 ∩ V2 = ∅. Pak ϕ−1

1 (V1), ϕ
−1
2 (V2) jsou

disjunktńı okoĺı bod̊u x1, x2.

(d) Ukažte, že X je T1-prostor.

Ř e š e n ı́ . (a) Množina reálných č́ısel R se Sorgenfreyovou topologíı je zřejmě př́ıkladem topolo-
gického prostoru, jehož každý bod xmá okoĺı, homeomorfńı s Euklidovým prostorem R (např. inter-
val (x−ε, x+ε), kde ε > 0); přitom (R, τS) neńı druhého typu spočetnosti (př. (5) odst. 1.8 str. 10).
paritem[(b)] Topologický prostor X nemuśı být Hausdorff̊uv. Uvedeme př́ıklad. Uvažujme fakto-
rový prostor (R1∪R2)/∼, definovaný ve cv. 32 kap. 3. Tento topologický prostor neńı Hausdorff̊uv,
jak bylo ukázáno ve cv. 32 kap. 3. Přitom ovšem každý bod x ∈ (R1∪R2)/∼ má okoĺı homeomorfńı
s R, nebot’ má evidentně okoĺı, homeomorfńı s otevřeným intervalem v R (srov. obr. 28 kap. 3).

(c) Nemuśı platit ϕ−1
1 (V1) ∩ ϕ−1

2 (V2) = ∅.
(d) Necht’ x1, x2 ∈ X jsou dva libovolné r̊uzné body, necht’ Ui je okoĺı bodu xi a ϕi : Ui → Rn

homeomorfismus, kde i = 1, 2. Plat́ı-li x1 6∈ U2, x2 6∈ U1, neńı co dokazovat. Necht’ např. x1,
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x2 ∈ U1. V tomto př́ıpadě lze body ϕ1(x1), ϕ1(x2) ∈ Rn oddělit otevřenými množinami V1, V2;
body x1, x2 jsou pak odděleny otevřenými množinami ϕ−1

1 (V1), ϕ
−1
1 (V2). X je tedy T1-prostor.

51. (a) Ukažte, že v definici n-rozměrné topologické variety bez okraje lze požadavek, aby
každý jej́ı bod měl okoĺı homeomorfńı s podmnožinou poloprostoru Rn

−, otevřenou v Rn, nahradit
ekvivalentńım požadavkem, aby každý jej́ı bod měl okoĺı, homeomorfńı s Rn, nebo ekvivalentńım
požadavkem, aby každý jej́ı bod měl okoĺı, homeomorfńı s otevřenou množinou v Rn.

(b) Bud’te X , Y n-rozměrné topologické variety bez okraje. Ukažte, že pro libovolné body x ∈ X ,
y ∈ Y existuje okoĺı U bodu x, okoĺı V bodu y a homeomorfismus f : U → V .

(c) Dokažte, že každá otevřená podmnožina n-rozměrné variety bez okraje je n-rozměrná topo-
logická varieta bez okraje. Plat́ı analogické tvrzeńı i pro topologické variety s okrajem?

Ř e š e n ı́ . (a) Nejdř́ıve ukážeme, že otevřená koule B(y, r) ⊂ Rn, kde r > 0, je homeomorfńı
s Rn. Označme tx : Rn → Rn translaci, definovanou vztahem tx(y) = y − x. Dále pro každé
z ∈ B(0, r), z = (z1, z2, . . . , zn), položme

f(z) =
rz

√

r2 − (z1)2 − (z2)2 − . . .− (zn)2

a pro ka6d0 x ∈ Rn, x = (x1, x2, . . . , xn), položme

g(x) =
rx

√

r2 + (x1)2 + (x2)2 + . . .+ (xn)2
.

Dostáváme spojitá zobrazeńı f : B(0, r) → Rn, g : Rn → B(0, r), která jsou navzájem inverzńı;
zobrazeńı f je tedy homeomorfismus. Složené zobrazeńı f ◦ ty je pak homeomorfismus B(y, r) na
Rn.

Odsud již ihned dostaneme tvrzeńı (a).
(b) Podle (a) existuje okoĺı U bodu x a homeomorfismus ϕ : U → Rn, dále existuje okoĺı V

bodu y a homeomorfismus ψ : V → Rn. Klademe f = ψ−1 ◦ ϕ.

52. Bud’ n ≥ 2, bud’ X n-rozměrná topologická varieta s okrajem ∂X 6= ∅. Pak okraj ∂X
s topologíı podprostoru topologického prostoru X je (n − 1)-rozměrná topologická varieta bez
okraje.

Ř e š e n ı́ . Množina ∂X ⊂ X s indukovanou topologíı je Hausdorff̊uv prostor druhého typu
spočetnosti. Zbývá tedy ukázat, že ke každému bodu x ∈ ∂X existuje (n− 1)-rozměrný souřadni-
cový systém (V, ψ) na ∂X v bodě x takový, že ψ(V ) ⊂ Rn−1 (porov. cv. 51).

Jelikož X je n-rozměrná topologická varieta s okrajem, existuje n-rozměrný souřadnicový
systém (U,ϕ), ϕ = (x1, x2, . . . , xn), v bodě x ∈ ∂X . Bez újmy na obecnosti možno předpokládat,
že ϕ(U) = V ′ × (−a, 0] pro jistý otevřený kvádr V ′ ⊂ Rn−1 a jisté a > 0. Pak U ∩ ∂X = {x ∈
U | xn(x) = 0} = {x ∈ U | x ∈ ϕ−1(V ′ × {0}) = ϕ−1(V ′ × {0}). Klademe V = U ∩ ∂X ,
ψ = (y1, y2, . . . , yn−1), kde yi = xi|V pro i = 1, 2, . . . , n − 1. V je otevřená množina v ∂X
a ψ je zobrazeńı V do Rn−1. Pro libovolný bod x̄ ∈ V ′ × {0}, x̄ = (x̄1, x̄2, . . . , x̄n−1, 0),
plat́ı ψϕ−1(x̄) = (y1(ϕ−1(x̄)), y2(ϕ−1(x̄)), . . . , yn−1(ϕ−1(x̄))) = (x1(ϕ−1(x̄)), x2(ϕ−1(x̄)), . . . ,
xn−1(ϕ−1(x̄))) = (x−1, x−2, . . . , x−n−1). Označ́ıme-li π kanonickou projekci Rn

− na Rn−1, defi-
novanou vztahem π(x−1, x−2, . . . , x−n) = (x−1, x−2, . . . , x−n−1), bude platit

ψϕ−1 = π|V ′×{0}.

Nyńı dostáváme ψ(V ) = ψϕ−1(ϕ(V )) = π(V ′ × {0}) = V ′, což je otevřená množina v Rn−1.
Zobrazeńı ψ : V → V ′ je zřejmě spojitá bijekce. Všimněme si, že inverzńı zobrazeńı ψ−1 :
V ′ → V vzniká zúžeńım oboru hodnot kompozice spojitých zobrazeńı V ′ 3 (y1, y2, . . . , yn−1) →
(y1, y2, . . . , yn−1, 0) ∈ V ′ × (−a, 0], V ′ × (−a, 0] 3 (y1, y2, . . . , yn) → ϕ−1(y1, y2, . . . , yn) ∈ U z U
na V ⊂ U ; zobrazeńı ψ−1 je tedy spojité. Odtud již vyplývá, že ψ : V → V ′ je homeomorfismus.
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53. Označme R− = R1
−, Rn

(k)− = {x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn | xi ≤ 0, k ≤ i ≤ n}.
(a) Ukažte, že součin R− × R− je dvourozměrná topologická varieta s okrajem.
(b) Dokažte, že součin konečného systému topologických variet s okrajem je topologická varieta

s okrajem. Určete dimenzi této topologické variety s okrajem.
(c) Dokažte, že Rn

(k)− s přirozenou topologíı je n-rozměrná topologická varieta s okrajem. Určete
jej́ı okraj.

Ř e š e n ı́ . (a) R−×R− je Hausdorff̊uv prostor druhého typu spočetnosti. Ukážeme, že R−×R−
je homeomorfńı s R2

−. Pro (x, y) ∈ R− × R− klademe

f(x, y) =











(0, 0), (x, y) = (0, 0),
(

− x2 − y2

√

x2 + y2
, − 2xy
√

x2 + y2

)

, x2 + y2 6= 0.

Tı́m vztahem je definováno zobrazeńı f : R− × R− → R2
− (porov. obr. 7).

Obr. 7

«

«

α α

3

Ukážeme, že f je homeomorfismus. Zobrazeńı f je zřejmě spojité v každém bodě (x, y) 6= (0, 0).
Snadno lze dokázat spojitost f v bodě (0, 0). Bud’ U okoĺı bodu (0, 0) v R2

−. Možno předpokládat, že
U = B((0, 0), ε)∩R2

− pro jisté ε > 0. Položme V = B((0, 0), ε)∩(R−×R−). Necht’ (x, y) ∈ V . Plat́ı-
li (x, y) = (0, 0), pak f(x, y) = (0, 0) ∈ U . Necht’ (x, y) ∈ V , (x, y) 6= (0, 0). Jelikož x2 + y2 < ε2,
pro bod f(x, y) ∈ R2

− dostaneme

(

x2 − y2
)2

x2 + y2 +
4x2y2

x2 + y2 = x2 + y2 < ε2,

takže opět f(x, y) ∈ U . To dokazuje spojitost f v bodě (0, 0). Zobrazeńı f je tedy spojité. f je
ovšem bijektivńı a zobrazeńı g : R2

− → R− × R−, definované vztahem

g(x, y) =

(

− 1√
2

√

r(r − x), − 1√
2

√

r(r + x)

)

, r =
√

x2 + y2,

je inverzńı k zobrazeńı f . Ze spojitosti g vyplývá, že f je homeomorfismus.
(b) Tvrzeńı dokážeme nejprve pro dvě topologické variety s okrajem. Necht’ X (resp. Y ) je n-

rozměrná (resp. m-rozměrná) topologická varieta s okrajem. Položme Z = X×Y . Z je Hausdorff̊uv
prostor druhého typu spočetnosti. Bud’ (x, y) ∈ Z libovolný bod. Existuje okoĺı U (resp. V ) bodu
x (resp. y) a homeomorfismus ϕ : U → ϕ(U) ⊂ Rn

− (resp. ψ : V → ψ(V ) ⊂ Rm
− ). Klademe

W = U × V , χ = ϕ× ψ. W je okoĺı bodu (x, y) a χ je homeomorfismus W na otevřenou množinu
ϕ(U)×ψ(V ) ⊂ Rn

− ×Rm
− . Ovšem Rn

− = Rn
− ×R−, Rm

− = Rm−1 ×R−, takže součin Rn
− ×Rm

− je
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homeomorfńı se součinem Rn+m−2×R−×R− a tady podle (a) se součinem Rn+m−2×R2
−. Tento

součin je ovšem roven součinu Rn+m−1 × R− = Rn+m
− . Je tedy zřejmé, že W je homeomorfńı s

otevřenou množinou v Rn+m
− , což jsme chtěli dokázat.

Indukćı se ukáže, že součin konečného systému (Xi) topologických variet s okrajem je topolo-
gická varieta s okrajem, jej́ıž dimenze je rovna součtu dimenźı variet Xi.

(c) Zřejmě Rn
(k)− je homeomorfńı s topologickým prostorem Rk−1 Rn−k+1

− , což je podle (b)

topologická varieta s okrajem. Jej́ı dimenze je rovna n. Plat́ı Rn
(k)− = (x1, x2, . . . , xn) Rn xk =

xk+1 = . . . = xn = 0.

54. Určete, které z ńıže uvedených podprostor̊u Euklidova prostoru jsou topologické variety s
okrajem. Určete jejich dimenzi a okraj.

(a) Otevřená množina U ⊂ Rn.
(b) Uzavřená množina A ⊂ Rn.
(c) X = {(0, 0)} ∪ {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 > 2}.
(d) Qn ⊂ Rn.
(e) B = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1} (uzavřený jednotkový kruh).
(f) Sn = {(x1, x2, dots, xn+1) ⊂ Rn+1 | (x1)2 + (x2)2 + . . . + (xn+1)2 = 1} (jednotková sféra

v Rn+1).
(g) Toroid v R3.
(h) Válec v R3.
(i) [0, 1]n ⊂ Rn.
(j) fr[0, 1]2 ⊂ R2.
(k) Möbiova páska v R3.
(l) Kleinova láhev v R4.

(m) Reálná projektivńı rovina RP 2 v R5.
(n) B0 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < 1} ∪ {(x, y) ∈ R2 | x, y > 0, x2 + y2 = 1}.
Ř e š e n ı́ . (a) Rn je topologická varieta bez okraje; U je tedy topologická varieta bez okraje

(cv. 51 (c)).
(b) Uzavřená množina R2

− ∪ {(x, y) ∈ R2 | x = 0, y > 0} ⊂ R2 neńı topologická varieta s
okrajem; uzavřená množina R2

− je topologická varieta s okrajem (př. (5) odst. 7.8 str. 212).
(c) Kdyby množina X měla strukturu topologické variety s okrajem, pak by muselo platit

dimX = 2, jelikož X\{(0, 0)} je otevřená množina v R2. Ovšem bod (0, 0) ∈ X nemá okoĺı,
homeomorfńı s otevřenou množinou v R2

−; X tedy nemá strukturu topologické variety s okrajem.
(d) Q ⊂ R neńı lokálně kompaktńı prostor (cv. 34 (b)) a tedy ani Qn neńı lokálně kompaktńı

(Věta 17. odst. 7.4 str. 202); Qn tedy nemůže být topologickou varietou s okrajem (př. (5) odst.
7.8 str. 212).

(e) Ukážeme, že B je dvourozměrná topologická varieta s okrajem. Uvažujme otevřené pokryt́ı
B množinami U1 = {(x, y) ∈ B | x2 + y2 < 1}, U2 = {(x, y) ∈ B | y > 0}, U3 = {(x, y) ∈
B | y < 0}, U4 = {(x, y) ∈ B | x > 0}, U5 = {(x, y) ∈ B | x < 0}. Množina U1 je otevřená
v R2 a je tedy homeomorfńı s otevřenou množinou v R2

−. U2 je homeomorfńı s množinou V =
{(x, y) ∈ R2 | y ∈ (0, 1]} (srov. obr. 8) a V je homeomorfńı s množinou W = {(x, y) ∈ R2 | y ∈
(−1, 0]}, která je otevřená v R2

−; za homeomorfismus ϕ : U2 → V možno např. vźıt zobrazeńı,

definované vztahem ϕ(x, y) = (ux, uy), kde u = (x2 + y2)1/2/y (inverzńı zobrazeńı ϕ−1 : V → U2

je pak definováno vztahem ϕ−1(x, y) = (kx, ky), kde k = y/(x2 + y2)1/2). Zřejmě také U3, U4,
U5 s topologíı podprostoru prostoru X jsou homeomorfńı s W . Každý bod (x, y) ∈ B má tedy
okoĺı, homeomorfńı s otevřenou množinou v R2

−. Jelikož B je Hausdorff̊uv prostor druhého typu
spočetnosti, B je topologická varieta s okrajem. Plat́ı dimB = 2, ∂B = S1.

(f) Ukážeme, že Sn ⊂ Rn+1 je n-rozměrná topologická varieta bez okraje. Sn je zřejmě
Hausdorff̊uv prostor druhého typu spočetnosti. Zbývá tedy prověřit, že Sn je lokálně homeo-
morfńı s Rn

−. Podle př. (8) odst. 3.7 str. 45 je dvojice (Sn\{N}, ϕ), kde N je severńı pól sféry
Sn a ϕ je stereografická projekce sféry Sn ze severńıho pólu N na Rn, souřadnicový systém na
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Sn. Analogicky se ukáže, že dvojice (Sn\{S}, ψ), kde S = (0, 0, . . . , 0,−1) ∈ Sn je j ižńı pól a
ψ : Sn\{S} → Rn je stereografická projekce z jižńıho póluS na Rn, definované vztahem

ψ(x1, x2, . . . , xn) =

(

x1

1 + xn+1 ,
x2

1 + xn+1 , . . . ,
xn

1 + xn+1

)

,

je souřadnicový systém na Sn. Jelikož množiny Sn\{N}, Sn\{S} pokrývaj́ı sféru Sn, je Sn topo-
logická varieta bez okraje a dimSn = n.

(g) Podle cv. 26 kap. 3 je toroid T 2 homeomorfńı s topologickým prostorem S1 × S1 ⊂ R4.
Jelikož S1 je topologická varieta bez okraje (cv. 54 (f)), součin S1 × S1 je topologická varieta s
okrajem (cv. 53 (b)). Každý bod S1 × S1 je ovšem vnitřńı, takže S1 × S1 je topologická varieta
bez okraje.

(h) Válec je homeomorfńı s topologickým prostorem S1 × [0, 1], což je dvourozměrná varieta s
okrajem (cv. 53 (b)). Okraj válce je množina {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 = 1, z = 0, 1}.

(i) [0, 1] ⊂ R je jednorozměrná topologická varieta s okrajem ∂[0, 1] = {0, 1}. Podle cv. 53 (b)
je tedy součin [0, 1]n ⊂ Rn n-rozměrná topologická varieta s okrajem ∂[0, 1]n = fr[0, 1]n.

(j) fr[0, 1]2 je homeomorfńı s kružnićı S1 ⊂ R2 (cv. 9 kap. 3), je to tedy podle (f) jednorozměrná
topologická varieta bez okraje.

(k) Uvažujme Möbiovu pásku Ma,b o poloměru a š́ı̌rce 2b (cv. 27 kap. 3) a položme U =
[−b/a, b/a]× (0, 2π), V = F (U), kde F je zobrazeńı, definuj́ıćı Ma,b v parametrickém tvaru. Pak

V = Ma,b ∩
(

R3\
{

(x′, y′, z′) ∈ R3 | x′ ≤ 0, y′ = 0
})

,

V je tedy otevřená množina v Ma,b. Ve cv. 27 (a) kap. 3 bylo ukázáno, že zobrazeńı F |U : U → V
je homeomorfismus. Zřejmě existuje homeomorfismus ϕ množiny U na otevřenou množinu
ϕ(U) ⊂ R2

−; ϕ lze např. zkonstruovat podle obr. 8 “prot́ınáńım” z bodu P a následnou translaćı
v R2. Polož́ıme-li pak ψ = ϕ ◦ (F |U )−1, dostaneme 2-rozměrný souřadnicový systém na Ma,b.

Obr. 8

ϕ

ϕ ,

Podobně zkonstruujeme daľśı 2-rozměrný souřadnicový systém (V ′, ψ′) na Ma,b. Klademe

V ′ = Ma,b ∩ (R3\{(x′, y′, z′) ∈ R3 | x′ ≥ 0, y′ = 0}.

Dále rozš́ı̌ŕıme zobrazeńı F , definované vztahy (1a) – (1c) cv. 27 kap. 3 na množinu [−b/a,
b/a] × R a polož́ıme U ′ = [−b/a, b/a] × (π, 3π). Zřejmě V ′ = F (U ′) a F |U ′ → V ′ je homeo-
morfismus a existuje homeomorfismus ϕ′ množiny U ′ na otevřenou podmnožinu R2

−. Klademe
ψ′ = ϕ′ ◦ (F |U ′ )−1.

Jelikož topologický prostor Ma,b je Hausdorff̊uv prostor druhého typu spočetnosti a množiny
V , V ′ pokrývaj́ı Ma,b, je Möbiova páska Ma,b topologická varieta s okrajem, přičemž dimMa,b = 2.

Přitom F ({−b/a, b/a}× [0, 2π]) = ∂Ma,b.
(l) V př́ıpadě Kleinovy láhve Ka,b(cv. 28 kap. 3) postupujeme podobně jako v části (k) tohoto

cvičeńı. Využijeme k tomu otevřené pokryt́ı V , V1 ∪ V2, V3 ∪ V4, V5 ∪ V6 ∪ V7 ∪ V8 Kleinovy láhve
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Ka,b a periodicity parametrického vyjádřeńı (1a) – (1d) Kleinovy láhve ze cv. 28 kap. 3.
(m) Ukážeme, že reálná projektivńı rovina RP 2 (cv. 30 kap. 3) je dvojrozměrná topologická

varieta bez okraje. Uvedeme d̊ukaz, který je založen na existenci homeomorfismu RP 2 a S2/∼,
kde ∼ je ekvivalence na sféře S2 “x ∼ y, jestliže x = y nebo x = −y”. Pro libovolný bod y ∈ S2

označme py př́ımku v R3 procházej́ıćı počátkem 0 ∈ R3 a bodem y.
Bud’ x ∈ S2 bod. Označme Ux množinu všech bod̊u y ∈ S2 takových, že úhel, který sv́ırá

př́ımkapx s př́ımkou py2 je menš́ı než π/2. Množiny Ux pokrývaj́ı S2 a jsou otevřené. Označme
π : S2 → S2/∼ faktorovou projekci. Množiny π(Ux) pokrývaj́ı faktorový prostor S2/∼ a jsou
otevřené, jelikož pro každé x ∈ S2 je množina π−1(π(Ux)) ⊂ S2 (doplněk jisté kružnice v množině
S2) otevřená. Z definice množinUx vyplývá, že pro každé x existuje homeomorfismus ψx : Ux → R2.
Přitom π|Ux

je spojitá bijekce. Klademe

ϕx = ψx ◦ (π|Ux
)
−1
.

Snadno lze ukázat, že zobrazeńı π|Ux
: Ux → π(Ux) ⊂ S2/∼ je homeomorfismus. π|Ux

je evidentně
spojitá bijekce; stač́ı tedy ukázat, že π|Ux

je otevřené zobrazeńı (Věta 4. odst. 2.1 str. 19). Bud’W ⊂
Ux otevřená množina. Pak W je otevřená v S2 a π|Ux

(W ) = (W ) a π−1(π(W )) = W ∪ (−W ) ⊂ S2

je otevřená množina. Podle definice finálńı topologie je tedy množina π(W ) otevřená. Zobrazeńı
ϕx : π(Ux) → R2 je tedy homeomorfismus.

Zbývá tedy ověřit, že RP 2 je Hausdorff̊uv prostor druhého typu spočetnosti; RP 2 je ovšem
homeomorfńı s podprostorem R5 (cv. 30 kap. 3).

RP 2 je tedy dvojrozměrná topologická varieta a ∂RP 2 = ∅.
(n) B0 ⊂ B je zřejmě otevřená množina. Podle (e) je B dvojrozměrná topologická varieta

s okrajem, B0 je tedy rovněž dvojrozměrná topologická varieta s okrajem (cv. 51 (c)). Zřejmě
frB0 = S1, přičemž ∂B0 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1, x, y > 0, t.j. B0 ⊂ frB0, B0 6= frB0, kde
frB0 uvažujeme v topologickém prostoru R2. Situace z tohoto cvičeńı je znázorněna na obr. 9.

Obr. 9

Kompaktifikace topologického prostoru

55. (a) Bud’ X lokálně kompaktńı nekompaktńı Hausdorff̊uv prostor, f : X → Y jeho
oddělitelná kompaktifikace, ι : X → X∗ jeho Alexandrova kompaktifikace, g : Y → X∗ jednoznačně
určené zobrazeńı, definované v Důsledku 4. Věty 25. odst. 7.7 str. 208. Dokažte, že topologický
prostor X∗ je homeomorfńı s faktorovým prostorem Y/Rg, kde Rg je ekvivalence asociovaná se
zobrazeńım g.

(b) Necht’ X je úplně regulárńı prostor, f : X → Y nějaká jeho oddělitelná kompaktifikace,
cX : X → βX jeho Čechova-Stoneova kompaktifikace, F : βX → Y jednoznačně určené zobrazeńı,
definované v Důsledku 2. Věty 27. odst. 7.7 str. 210. Dokažte, že Y je homeomorfńı s faktorovým
prostorem βX/RF , kde RF je ekvivalence asociovaná se zobrazeńım F .

Ř e š e n ı́ . (a) Podle Důsledku 4. Věty 25. odst. 7.7 str. 208 je zobrazeńı g spojité surjektivńı
zobrazeńı kompaktńıho prostoru Y na Hausdorff̊uv prostor X∗, a je tedy uzavřené (cv. 11). Podle
cv. 34 kap. 3 je X∗ homeomorfńı s faktorovým prostorem Y/Rg.
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Všimněme si, že faktorový prostor Y/Rg má jedinou netriviálńı tř́ıdu [y]; je tvořená body
y ∈ Y , pro které g(y) = α.

(b) Tvrzeńı (b) se dokáže stejně jako (a).

56. (a) Bud’ X (resp. Y ) nekompaktńı topologický prostor, X∗ (resp. Y ∗) jeho Alexandrova
kompaktifikace. Dokažte, že topologické prostory X , Y jsou homeomorfńı tehdy a jen tehdy, když
existuje homeomorfismus h : X∗ → Y ∗ takový, že h(∞) = ∞.

(b) Bud’ X nekompaktńı topologický prostor, f : X → Y jeho kompaktifikace taková, že množina
Y \f(X) je jednoprvková, ι : X → X∗ Alexandrova kompaktifikace X . Dokažte, že topologické
prostory X∗, Y jsou homeomorfńı.

Ř e š e n ı́ . (a) Předpokládejme, že existuje homeomorfismus g : X → Y . Definujeme bijekci
h : X∗ → Y ∗ podmı́nkou h|X = g, h(∞) = ∞. Podle definice je množina X otevřená v X∗, takže
zobrazeńı h je spojité na X . Prověř́ıme spojitost h v bodě ∞. Bud’ V = (Y \A) ∪ {∞} okoĺı bodu
α ∈ Y . Pak h−1(V ) = (X\g−1(A)) ∪ {∞}, což je zřejmě okoĺı bodu ∞ ∈ X . Zobrazeńı h je tedy
spojité. Je zřejmé, že také zobrazeńı h−1 je spojité, takže h je homeomorfismus.

Opačné tvrzeńı je evidentńı.
(b) Klademe g = f ◦ ι−1; g je homeomorfismus ι(X) na f(X). Podobně jako v (a) zkonstruujeme

homeomorfismus h : X∗ → Y .

57. Bud’ X topologický prostor, f : X → Y jeho kompaktifikace taková, že každou spojitou
ohraničenou funkci f : X → R lze jednoznačně rozš́ı̌rit na spojitou funkci f̄ : Y → R. Pak každé
spojité zobrazeńı g : X → Z, kde Z je kompaktńı Hausdorff̊uv prostor, lze rozš́ı̌rit na spojité
zobrazeńı ḡ : Y → Z. Dokažte.

Ř e š e n ı́ . Topologický prostor Z je úplně regulárńı, existuje tedy jeho vnořeńı do [0, 1]J pro
jistou množinu J ; Z lze považovat ze podprostor [0, 1]J . Pak g bude spojité zobrazeńı X do [0, 1]J

a každá jeho složka gι : X → [0, 1] bude spojitá ohraničená reálná funkce. Podle předpokladu lze
gι rozš́ı̌rit spojitou funkci ḡι : Y → R. Klademe G = (ḡι)ι∈J . Zobrazeńı G : Y → RJ je zřejmě
spojité (Věta 10. (b) odst. 3.3 str. 36). Ukážeme, že G(Y ) ⊂ Z. Plat́ı g(X) ⊂ Z a G(f(X)) = g(X).
Množina Z je kompaktńı a tedy uzavřená v [0, 1]J . Proto clG ◦ f(X) = cl g(X) ⊂ Z. Zobrazeńı
G je ovšem spojité. S využit́ım Věty 2. odst. 2.1 str. 18 nyńı dostáváme G(Y ) = G(cl f(X)) ⊂
clG ◦ f(X) ⊂ Z, což jsme chtěli ukázat. Jednoznačnost zobrazeńı G vyplývá z jednoznačnosti
komponent ḡ.

58. Bud’ X úplně regulárńı prostor, cX : X → βX jeho Čechova–Stoneova kompaktifikace. Je-
li f : X → Y oddělitelná kompaktifikace X taková, že každou spojitou ohraničenou reálnou funkci
na X lze jednoznačně rozš́ı̌rit na spojitou reálnou funkci na Y , pak existuje homeomorfismus
h : Y → βX takový, že h ◦ f = cX . Dokažte.

Ř e š e n ı́ . βX je kompaktńı Hausdorff̊uv prostor, lze tedy podle cv. 57 zobrazeńı f jednoznačně
rozš́ı̌rit na spojité zobrazeńı F : Y → βX . Podobně zobrazeńı cX lze jednoznačně rozš́ı̌rit na spojité
zobrazeńı G : βX → Y . Zobrazeńı F ◦G : βX → βY splňuje podmı́nku F ◦G ◦ cX = cX , F ◦G je
tedy spojité rozš́ı̌reńı identického zobrazeńı id : cX(X) → cX(X). Množina cX(X) je ovšem hustá
v βX a βX je Hausdorff̊uv prostor, takže podle Důsledku 2. Věty 8. odst. 3.2 str. 35 muśı platit
F ◦ G = idβX . Analogicky se ukáže, že G ◦ F = idY . Zobrazeńı F je tedy homeomorfismus Y na
βX splňuj́ıćı podmı́nku F ◦ f = cX .

59. Necht’ X , Y jsou homeomorfńı úplně regulárńı topologické prostory, ϕ : X → Y jejich
homeomorfismus. Dokažte, že existuje homeomorfismus h : βX → βY takový, že h ◦ cX = cY ◦ ϕ.

Ř e š e n ı́ . Tvrzeńı vyplývá ze cv. 58: Položme f : cY ◦ ϕ. Pak f : X → βY je kompaktifikace
X . Je-li g : X → R spojitá ohraničená funkce, pak g ◦ ϕ je spojitá ohraničená funkce na Y a lze
ji tedy jednoznačně rozš́ı̌rit na spojitou funkci na βX . Podle cv. 58 pak existuje homeomorfismus
h : βX → βY takový, že h ◦ cX = f = cY ◦ ϕ.
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Jiné řešeńı dostaneme z Věty 27. odst. 7.7 str. 209 a Důsledku 2. Věty 8. odst. 3.2 str. 35.

60. (a) Dokažte, že Alexandrovova kompaktifikace množiny reálných č́ısel R s přirozenou to-
pologíı je homeomorfńı s kružnićı S1.

(b) Dokažte, že Alexandrovova kompaktifikace Euklidova topologického prostoru Rn je homeo-
morfńı se sférou Sn.

(c) Dokažte, že Alexandrovova kompaktifikace množiny komplexńıch č́ısel C s přirozenou topo-
logíı je homeomorfńı se sférou S2 (Riemannova sféra).

(d) Je Alexandrovova kompaktifikace intervalu (0, 1] homeomorfńı s intervalem [0, 1]?
(e) Dokažte, že topologický prostor R∗, definovaný ve cv. 24 (b) kap. 5, je kompaktifikace R.

Ř e š e n ı́ . (a) V př. (11) odst. 7.8 str. 217 bylo ukázáno, že Alexandrovova kompaktifikace
intervalu (0, 1) je homeomorfńı s kružnićı S1. Ovšem (0, 1) je homeomorfńı s R (cv. 6 (a) kap. 2),
a tedy R ∪ {∞} je homeomorfńı s (0, 1) ∪ {∞} podle cv. 56 (a).

Jiné řešeńı: viz (b).
(b) Podel cv. 8 odst. 3.7 je stereografická projekce ϕ : Sn\{N} → Rn sféry Sn bez severńıho

pólu N na Rn homeomorfismus, a tedy vnořeńı do Rn ∪ {∞} s topologíı Alexandrovovy kom-
paktifikace. Ovšem clϕ(Sn\{N}) = Rn ∪ {∞}, t.j. ϕ je kompaktifikace množiny Sn\{N} a
množina (Rn ∪ {∞})\ϕ(Sn\{N}) je jednoprvková. Dále kanonické vnořeńı ι : Sn\{N} → Sn

je zřejmě rovněž kompaktifikace množiny Sn\{N} taková, že Sn\ι(Sn\{N}) = {N} je jedno-
prvková množina. Odtud a ze cv. 56 (b) vyplývá, že topologické prostory Rn ∪ {∞} a Sn jsou
homeomorfńı.

(c) Tvrzeńı vyplývá z definice přirozené topologie na množině C (př. (7) odst. 3.7 str. 45) a z
části (b) tohoto cvičeńı.

(d) Alexandrovova kompaktifikace intervalu (0, 1] je homeomorfńı s intervalem [0, 1]: Kanonické
vnořeńı ι : (0, 1] → [0, 1] je zřejmě kompaktifikace, a tedy interval [0, 1] je homeomorfńı s Ale-
xandrovovou kompaktifikaćı (0, 1] ∪ {∞} intervalu (0, 1) podle cv. 56 (b). Za homeomorfismus
h : (0, 1] ∪ {∞} → [0, 1] lze vźıt zobrazeńı, definované podmı́nkou h|(0,1] = ι, h(∞) = 0.

(e) Podle cv. 24 (b) kap. 5 je R∗ úplný metrický prostor, který je zúplněńım metrického prostoru
R s metrikou d∗, definovanou vztahem

d∗(x, y) =

∣

∣

∣

∣

x

1 + |x| −
y

1 + |y|

∣

∣

∣

∣

, x, y ∈ R

(viz také př. (4) odst. 5.10 str. 126). Podle cv. 32 je R∗ kompaktńı právě tehdy, když met-
rický prostor R s metrikou d∗ je totálně ohraničený. Přitom R je izometrický s podprostorem
(−1, 1) Euklidova metrického prostoru R (př. (4) odst. 5.10 str. 126), stač́ı tedy ukázat, že inter-
val (−1, 1) je totálně ohraničený v přirozené metrice na R. Bud’ ε > 0 libovolné, zvolme n ∈ N
tak, aby platilo 1/n < ε. Pak množina {−(n − 1)/n,−(n − 2)/n, . . . ,−2/n,−1/n, 0, 1/n, 2/n,
. . . , (n − 2)/n, (n − 1)/n} je ε-śıt’ v metrickém prostoru (−1, 1), tento metrický prostor je tedy
totálně ohraničený.

Odsud ovšem vyplývá, že topologický prostor R∗ je kompaktńı a zbývá ukázat, že R∗ je kompak-
tifikace Euklidova prostoru R. Z definice zúplněńı metrického prostoru vyplývá, že R∗ je kompak-
tifikace metrického prostoru R s metrikou d∗. Ovšem metrika d∗ na R je ekvivalentńı s Euklidovou
metrikou (př. (4) odst. 5.10 str. 126); odtud již vyplývá, že R∗ je kompaktifikace R.

61. (a) Dokažte, že Alexandrovova kompaktifikace N∗ = N ∪ {∞} množiny přirozených č́ısel
N s přirozenou topologíı je homeomorfńı s podprostorem A = {0} ∪ {1, 1/2, 1/3, 1/4, . . .} v R.

(b) Dokažte, že zobrazeńı d : N∗×N∗ → R, definované vztahem d(x, y) =
∣

∣

∣

1
x − 1

y

∣

∣

∣
pro x, y ∈ N,

d(x,∞) = d(∞, x) = 1/x pro x ∈ N, d(∞,∞) = 0, je metrika na množině N∗. Srovnejte topologii
asociovanou s touto metrikou s topologíı Alexandrovy kompaktifikace na N∗.

Ř e š e n ı́ . (a) Definujeme zobrazeńı F : N∗ → A vztahem F (x) = 1/x pro x ∈ N, F (∞) = 0.
F je zřejmě spojitá otevřená bijekce, t.j. homeomorfismus (všimněme si, že množina U ⊂ N∗ je
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otevřená právě tehdy, když bud’ U je podmnožina N, nebo U = (N\K) ∪ {∞}, kde K ⊂ N je
konečná množina).

(b) d splňuje podmı́nky (1) – (3) z definice metriky (odst. 5.1), N∗ s touto metrikou je tedy
metrický prostor. Ovšem zobrazeńı F : N∗ → A je zřejmě izometrie metrického prostoru (N∗, d)
na podprostor A Euklidova metrického prostoru R. Odtud vyplývá, že metrická topologie metriky
d na N∗ splývá s topologíı Alexandrovovy kompaktifikace.

62. Bud’ g : (0, 1) → R spojitá ohraničená funkce. Za jakých podmı́nek existuje spojité
rozš́ı̌reńı funkce g na topologický prostor X , kde (a) X je Alexandrovova kompaktifikace intervalu
(0, 1), (b) X je kompaktifikace [0, 1] intervalu (0, 1), (c) X je kompaktifikace cl f((0, 1)) ⊂ [−1, 1]2

intervalu (0, 1), kde f : (0, 1) → [−1, 1]2 je zobrazeńı, definované vztahem f(t) = (t, sin(1/t)) (srov.
př. (11) odst. 7.8 str. 217)?

Ř e š e n ı́ . (a) Ukážeme, že spojitá ohraničená funkce g : (0, 1) → R má spojité rozš́ı̌reńı G na
Alexandrovovu kompaktifikaci intervalu (0, 1) právě tehdy, když existuj́ı limity

(1) lim
t→0+

g(t), lim
t→0−

g(t)

a jsou si rovny. Podle př. (11) odst. 7.8 str. 217 lze mı́sto Alexandrovovy kompaktifikace uvažovat
kompaktifikaci f : (0, 1) → S1, f(t) = (cos 2πt, sin 2πt).

Je-li G spojité rozš́ı̌reńı funkce g na S1, pak podle definice plat́ı g(t) = G(cos 2πt, sin 2πt) pro
t ∈ (0, 1). Odtud

lim
t→0+

g(t) = G(1, 0), lim
t→0−

g(t) = G(1, 0)

a tedy tvrzeńı plat́ı. Obráceně existuj́ı-li limity (1) a jsou si rovny, klademe

G(z) =







gf−1(z), z ∈ S1\{(1, 0)},
lim

t→0+

g(t), z = (1, 0).

Pak G : S1 → R je spojitá funkce a plat́ı g = G ◦ f .
(b) Ukážeme, že spojitá ohraničená funkce g : (0, 1) → R má spojité rozš́ı̌reńı na kompaktifikaci

[0, 1] intervalu (0, 1) právě tehdy, když existuj́ı limity (1) (nemuśı si být rovny).
Bud’ ι : (0, 1) → [0, 1] kanonické vnořeńı. Necht’ G : [0, 1] → R je spojité rozš́ı̌reńı g. Pak

g(t) = G(ι(t)) pro každé t ∈ (0, 1 a ze spojitosti G vyplývá, že

G(0) = lim
x→0+

G(x), G(1) = lim
x→1−

G(x).

Odtud dostáváme, že existuj́ı limity (1). Obráceně, předpokládejme, že tyto limity existuj́ı. Položme

G(t) =



















g(t), t ∈ (0, 1),

lim
x→0+

g(x), t = 0,

lim
x→0−

g(x), t = 1.

Pak G : [0, 1] → R je spojitá funkce splňuj́ıćı podmı́nku g = G · ι.
(c) Ukážeme, že spojitá funkce g : (0, 1) → R má spojité rozš́ı̌reńı na kompaktifikaci cl f((0, 1))

intervalu (0, 1) právě tehdy, když pro každé y ∈ [−1, 1] existuje limita

(2) lim
i→∞

g(ti(y)),

kde t1(y) > t2(y) > t3(Y ) > . . . jsou řešeńı rovnice sin(1/t) = y.
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Necht’ G je spojité rozš́ı̌reńı funkce g. Plat́ı cl f((0, 1)) = f((0, 1)) ∪ ({0} × [−1, 1]). Bud’

y ∈ [−1, 1] libovolný bod. Zřejmě v každém okoĺı bodu (0, y) lež́ı všechny body posloupnosti
((ti(y), y))i∈N až na konečně mnoho, t.j. posloupnosti ((ti(y), y))i∈N konverguje k bodu (0, y)
(srov. obr. 10).

Obr. 10

Ze spojitosti G vyplývá, že pro každé y ∈ [−1, 1] plat́ı

lim
i→∞

G(ti(y), y) = G(0, y).

Ovšem ti(y) ∈ (0, 1) a g(t) = G(t, sin(1/t)) pro t ∈ (0, 1), takže

lim
i→∞

g(ti(y)) = lim
i→∞

G(ti(y), y).

Obráceně předpokládejme, že pro každé y ∈ [−1, 1] existuje limita (2). Položme

G(z) =

{

g ◦ f−1, z ∈ f((0, 1)),

lim
i→∞

g(ti(y)), z = (0, y), y ∈ [−1, 1].

Pak G : cl f((0, 1)) → R je spojitá funkce a plat́ı g = G ◦ f .
Řekneme, že kompaktifikace f : X → Y topologického prostoru X je metrizovatelná, jestliže

topologický prostor Y je metrizovatelný.

63. (a) Může mı́t topologický prostor, který neńı metrizovatelný, metrizovatelnou kompakti-
fikaci?

(b) Dokažte, že metrizovatelný topologický prostor má metrizovatelnou kompaktifikaci právě
tehdy, když je separabilńı.

(c) Necht’ f : X → Y je metrizovatelná kompaktifikace metrického prostoru X . Je zobrazeńı f
izometrie?

Ř e š e n ı́ . (a) Nemůže, jelikož by byl podprostorem metrizovatelného topologického prostoru.
(b) Předpokládejme, že topologický prostor X má metrizovatelnou kompaktifikaci f : X → Y .

Pak Y je Hausdorff̊uv topologický prostor druhého typu spočetnosti (cv. 33) a jeho podprostor
f(X) je rovněž Hausdorff̊uv prostor druhého typu spočetnosti, který je metrizovatelný. Podle Věty
4. (b) odst. 5.2 str. 113 je f(X) separabilńı.

Obráceně, bud’ X separabilńı metrizovatelný topologický prostor. Pak X je druhého typu
spočetnosti (Věta 4. (b) odst. 5.2 str. 113) a je normálńı (Věta 7. odst. 6.2 str. 144), takže je
také regulárńı. Podle Lemmatu 5. (c) odst. 6.5 str. 154 existuje spočetný systém spojitých funkćı
fi : X → [0, 1] takových, že ke každému x0 ∈ X a ke každému okoĺı U bodu x0 lze naj́ıt index
k, pro který fk(x0) > 0 a fk(x) = 0 pro x ∈ X\U . Funkce fi jsou ovšem spojité rovněž jako
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zobrazeńı X do R (Věta 3 (c) odst. 3.1). Jsou tedy splněny předpoklady Lemmatu 6. odst. 6.5
str. 155, odkud vyplývá, že zobrazeńı F : X → RN, definované vztahem F = (fi)i∈N je vnořeńı.
Ovšem F (X) ⊂ [0, 1]N a z Věty 3. (b) odst. 3.1 str. 32 a Věty 4. (b) odst. 3.1 str. 32 vyplývá, že
rovněž zobrazeńı F̄ : X → [0, 1]N, vznikaj́ıćı z F zúžeńım oboru hodnot, je vnořeńı. Ukázali jsme
tak, že každý separabilńı metrizovatelný topologický prostor lze vnořit do topologického prostoru
[0, 1]N ⊂ RN. Kompaktifikace topologického prostoru X asociovaná se zobrazeńım F̄ je metri-
zovatelná, nebot’ topologický prostor cl F̄ (X) je metrizovatelný jako podprostor metrizovatelného
prostoru [0, 1]N (Věta 7. odst. 5.4 str. 114, Věta 9. odst. 5.4 str. 115). Tı́m je d̊ukaz ukončen.

(c) f může nebo nemuśı být izometrie. Uvedeme př́ıklady. Kompaktifikace ι : (0, 1) → [0, 1]
(kanonické vnořeńı) je zároveň zúplněńım metrického prostoru (0, 1), a je tedy izometrie (srov.
cv. 24 (a) kap. 5). Kompaktifikace f : (0, 1) → S1, definovaná vztahem f(t) = (cos 2πt, sin 2πt),
neńı izometrie: např. pro body t1 = 1/3, t2 = 2/3 plat9 d(t1, t2) = 1/3 (vzdálenost v (0, 1)), ale
d′(f(t1), f(t2)) =

√
3 (vzdálenost na S1 indukovaná z R2); tedy d(t1, t2) 6= d′(f(t1), f(t2)).

64. (a) Necht’ (gκ)κ∈K je systém všech spojitých funkćı, definovaných na úplně regulárńım
prostoru X a nabývaj́ıćıch hodnot v intervalu [0, 1]. Ukažte, že zobrazeńı c′X : X → [0, 1]K ,
definované vztahem c′X(x) = (gκ(x))κ∈K , je vnořeńı a že existuje homeomorfismus h topologického
prostoru β′X = cl c′X(X) na β-obal βX takový, že plat́ı h ◦ c′X = cX , kde cX je Čechova–Stoneova
kompaktifikace.

(b) Je-li X nekompaktńı normálńı prostor prvńıho typu spočetnosti, pak βX neńı prvńıho typu
spočetnosti. Ukažte.

(c) Je-li β-obal βX úplně regulárńıho prostoru X metrizovatelný, pak βX = cX(X), t.j. X je
kompaktńı.

Ř e š e n ı́ . (a) Z úplné regularity X a z kompaktnosti součinu [0, 1]K (Věta 6. odst. 7.2 str. 197)
vyplývá, že zobrazeńı c′X je vnořeńı (Lemma 6. odst. 6.5 str. 155.

Abychom ukázali, že existuje homeomorfismus h požadovaných vlastnost́ı, stač́ı ukázat, že li-
bovolnou spojitou ohraničenou funkci f : X → R lze jednoznačně rozš́ı̌rit na spojitou funkci
f̄ : β′X → R (cv. 58).

Bud’ f : X → R spojitá ohraničená funkce. Plat́ı-li f(X) ⊂ [0, 1], pak funkci f̄ zkonstruujeme
stejně jako v d̊ukazu Věty 26. odst. 7.7 str. 209. Necht’ f(X) 6⊂ [0, 1] a nebot’ f(X) ⊂ [a, b] pro
jistá a, b ∈ R. Existuje homeomorfismus ϕ : [a, b] → [0, 1]; klademe g = ϕ◦ f a dostaneme spojitou
funkci g na X takovou, že g(X) ⊂ [0, 1]. Existuje tedy jediná spojitá funkce ḡ : β′X → R, pro
kterou ḡ ◦ c′X = g. Pak f̄ = ϕ−1 ◦ ḡ je spojitá funkce na β′X a plat́ı f̄ ◦ c′X = ϕ−1 ◦ ḡ ◦ c′X = f ,
takže f̄ je spojité rozš́ı̌reńı funkce f na β′X . Toto spojité rozš́ı̌reńı je ovšem jediné (Důsledek 1.
(b) Věty 8. odst. 3.2 str. 35).

(b) Stač́ı dokázat, že β′X neńı prvńıho typu spočetnosti. K tomu stač́ı naj́ıt bod y ∈
β′X\c′X(X), ke kterému nekonverguje žádná posloupnost bod̊u množiny c′X(X) (Věta 9. (a) odst.
4.4 str. 93).

Předpokládejme, že β′X je prvńıho typu spočetnosti. Jelikož X je nekompaktńı, existuje bod
y ∈ β′X\c′X(X) a muśı existovat posloupnost (yi)i∈N v c′X(X) konverguj́ıćı k bodu y (Věta 9.
(c) odst. 4.4 str. 93). Jelikož tato posloupnost nemůže být konstantńı (jinak by jej́ı limita ležela
v c′X(X)), můžeme předpokládat, že je tvořena navzájem r̊uznými body (Věta 1. odst. 4.2 str. 88,
Věta 7. odst. 4.2 str. 91). Ke každému i ∈ N tedy existuje bod xi ∈ X tak, že

yi = (gκ(xi))κ∈K ,

kde gκ prob́ıhá všechny spojité funkce na X s hodnotami v [0, 1]. Označme prκ : [0, 1]K → [0, 1] κ-
projekce součinu [0, 1]K . Zúžeńı zobrazeńı prκ na podprostor β′X je spojité zobrazeńı; posloupnost
(gκ(xi))i∈N = (prκ(yi))i∈N bod̊u intervalu [0, 1] tedy konverguje k bodu prκ(y) ∈ [0, 1] (Věta 9.
(c) odst. 4.4 str. 93).

Jinými slovy to znamená, že pro každou spojitou funkci g : X → [0, 1] posloupnost (g(xi))i∈N

v [0, 1] konverguje k nějakému bodu zg ∈ [0, 1].



7.8. Př́ıklady 247

Posloupnost (xi)i∈N ovšem nemůže být konvergentńı. Kdyby totiž tato posloupnost kon-
vergovala k bodu x ∈ X , pak by pro každé κ ∈ K posloupnost (gκ(xi))i∈N konvergovala
k bodu gκ(x) a posloupnost (yi)i∈N = ((gκ(xi))κ∈K)i∈N bod̊u c′X(X) by konvergovala k bodu
(gκ(x))κ∈K ∈ c′X(X). Posloupnost (yi)i∈N však konverguje k bodu y 6∈ c′X(X), takže dostáváme
spor, jelikož topologický prostor β′X je Hausdorff̊uv (Věta 7. odst. 4.2 str. 91).

Nyńı ukážeme, že posloupnost (xi)i∈N nemá žádnou konvergentńı podposloupnost. Předpoklá-
dejme, že podposloupnost (xik

)k∈N konverguje k bodu a ∈ X . Pak pro každé κ ∈ K posloupnost
(gκ(xik

))k∈N konverguje k bodu gκ(a) v [0, 1] (Věta 6. odst. 5.3 str. 114). Jelikož (gκ(xi))i∈N

konverguje k zgκ
a prostor [0, 1] je Hausdorff̊uv, t.j. limita je určená jednoznačně, muśı platit

gκ(a) = zgκ
= lim

k→∞
gκ(xik

) = lim
i→∞

gκ(xi)

(Věta 7. odst. 4.2 str. 91, Věta 1. odst. 4.2 str. 88). Posloupnost (yi)i∈N tedy konverguje k bodu
(gκ(a))κ∈K ∈ c′X(X), což je spor, jelikož y 6∈ c′X(X).

Nyńı ukážeme, že množina A = {x1, x2, x3, . . .} ⊂ X je uzavřená. Posloupnost (xi)i∈N nemá
žádnou konvergentńı podposloupnost a podle cv. 10 kap. 4 nemá žádný hromadný bod. Ke každému
bodu x 6∈ A tedy existuje jeho okoĺı Ux, ve kterém lež́ı nejvýše konečně mnoho bod̊u posloupnosti
(xi)i∈N. Vybereme takové okoĺı Ux a označme Mx nejvýše konečnou množinu bod̊u posloupnosti
(xi)i∈N lež́ıćıch v Ux. Z oddělitelnosti X vyplývá, že množina Mx je uzavřená (Věta 14. odst. 1.7
str. 8). Množina Ux\Mx je tedy otevřená a je okoĺım bodu x; jelikož tato množina neobsahuje body
množiny A, množina A muśı být uzavřená.

Pro každé i ∈ N klademe ui = x2i−1, vi = x2i. Dostáváme podposloupnosti (ui)i∈N, (vi)i∈N,
které nejsou konvergentńı a nemaj́ı konvergentńı podposloupnosti. Podobně jaké výše odtud do-
staneme, že množiny B1 = {u1, u2, u3, . . .}, B2 = {v1, v2, v3, . . .} jsou uzavřené. Nav́ıc plat́ı
B1 ∩B2 = ∅, jelikož posloupnost (yi)i∈N je tvořená navzájem r̊uznými body. Z normálnosti topo-
logického prostoru X tedy vyplývá, že existuje spojitá funkce f : X → [0, 1] taková, že f |B1 = 0,
f |B2 = 1. Existuje ovšem č́ıslo zf = lim f(xi) a podle Věty 1. odst. 4.2 str. 88 muśı platit

lim
i→∞

f(ui) = lim
i→∞

f(vi) = zf .

Ovšem funkce f je konstantńı na B1 a také na B2, přičemž lim f(ui) = 0, lim f(vi) = 1, což je
spor. Nemůže tedy existovat posloupnost (yi)i∈N, konverguj́ıćı k bodu y.

(c) Bud’ X úplně regulárńı prostor. Předpokládejme, že βX je metrizovatelný. Pak X je také
metrizovatelný jako topologický prostor homeomorfńı s metrizovatelným prostorem cX(X), X je
tedy normálńı prostor prvńıho typu spočetnosti (Věta 7. odst. 6.2 str. 144, Věta 4. odst. 5.2 str.
113). Z (a) a (b) ovšem vyplývá, že X muśı být kompaktńı. Odtud cX(X) = βX , což jsme chtěli
dokázat.





Část 8

Souvislé a lokálně souvislé prostory

Topologický prostor, který lze vyjádřit jako sjednoceńı dvou nebo v́ıce neprázdných dis-
junktńıch otevřených množin, se nazývá nesouvislý. Př́ıkladem nesouvislého topologického
prostoru je sjednoceńı dvou neprázných otevřených kouĺı v Euklidově topologickém prostoru
Rn; jiným př́ıkladem, který již méně koresponduje s naš́ı intuitivńı představou o “nesou-
vislosti”, je libovolný diskrétńı topologický prostor či reálná př́ımka R se Sorgenfreyovou
topologíı.

Topologický prostor, který neńı nesouvislý, se nazývá souvislý. Základńım př́ıkladem
souvislého prostoru je libovolný interval I ⊂ R s přirozenou topologíı.

Nesouvislost či souvislost topologického prostoru patř́ı k jeho základńım charakteristikám
a je topologickým invariantem.

Pro ilustraci významu pojmu souvislosti uvedeme alespoň dvě známá tvrzeńı z klasické
analýzy. Mějme dva disjunktńı netriviálńı intervaly [a, b], [c, d] ⊂ R. Je-li f : [a, b] → R
spojitá funkce, pak pro libovolné č́ıslo p ∈ R lež́ıćı mezi č́ısly f(a), f(b), existuje bod c ∈ [a, b]
takový, že f(c) = p (Darboux̊uv teorém); vezmeme-li však mı́sto [a, b] nesouvislý prostor
[a, b]∪[c, d], výše uvedené tvrzeńı zřejmě neplat́ı. Podobně diferenciálńı rovnice df/dt = 0 má
na intervalu [a, b] pouze konstantńı řešeńı, na nesouvislém topologickém prostoru [a, b]∪[c, d]
má však také nekonstantńı řešeńı.

Kromě pojmu souvislosti topologického prostoru diskutujeme v této kapitole d̊uležitý po-
jem lokálńı souvislosti. V závěru kapitoly studujeme tzv. obloukově souvislé topologické pro-
story; m.j. ukazujeme, že každý obloukově souvislý topologický prostor je souvislý, obrácené
tvrzeńı však neplat́ı.

8.1. Souvislé prostory

Topologický prostor X se nazývá nesouvislý, jestliže existuj́ı dvě neprázdné otevřené

podmnožiny U , V ⊂ X tak, že U ∩ V = ∅ a X = U ∪ V . Topologický prostor, který neńı
souvislý, se nazývá souvislý.

Věta 1. Topologický prostor X je souvislý tehdy a jen tehdy, když neobsahuje otevře-
nou a uzavřenou podmnožinu A ⊂ X r̊uznou od ∅ a X.

Důkaz. Tvrzeńı vyplývá z toho, že pro libovolnou podmnožinu A ⊂ X plat́ı X =
A ∪ (X\A).
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Podmnožina topologického prostoru X se nazývá souvislá, je-li souvislá jako topolo-
gický podprostor X.

Věta 2. K tomu, aby podmnožina A topologického prostoru X byla souvislá, je nutné
a stač́ı, aby pro libovolné otevřené množiny U , V ⊂ X takové, že A ⊂ U ∪ V a A ∩ U ,
A ∩ V 6= ∅, množina A ∩ U ∩ V byla neprázdná.

Důkaz. 1. Předpokládejme, že A je souvislá. Necht’ U , V ⊂ X jsou otevřené množiny
takové, že A ⊂ U ∪ V a A ∩ U , A ∩ V 6= ∅. Pak A = A ∩ (U ∪ V ) = (A ∩ U) ∪ (A ∩ V ).
Jelikož A je souvislý topologický prostor, otevřené množiny A ∩ U , A ∩ V nemohou být
disjunktńı; muśı tedy platit A ∩ U ∩A ∩ V = A ∩ U ∩ V 6= ∅.

2. Zvolme dvě neprázdné otevřené množiny B, C ⊂ A takové, že B ∪ C = A. Existuj́ı
otevřené množiny U , V ⊂ X takové, že B = A∩U a C = A ∩ V . Evidentně A ⊂ U ∪ V a
A∩ V 6= ∅. Podle předpokladu tedy A∩U ∩ V = A∩U ∩A∩ V = B ∩C 6= ∅, takže B, C
nemohou být disjunktńı.

Věta 3. (a) Bud’ A souvislá množina v topologickém prostoru X. Množina B ⊂ X
taková, že A ⊂ B ⊂ clA, je souvislá.

(b) Sjednoceńı systému souvislých množin, jehož pr̊unik je neprázdný, je souvislá
množina.

Důkaz. (a) Předpokládejte, že množina B neńı souvislá. Pak existuj́ı neprázdné dis-
junktńı otevřené množiny U , V ⊂ B tak, že B = U ∪ V . Množiny A ∩ U , A ∩ V jsou
otevřené v A a plat́ı (A∩U)∪ (A∩ V ) = A∩ (U ∪ V ) = A∩B = A. Ovšem A∩U , A∩ V
jsou disjunktńı množiny a množina A je souvislá, takže jedna z těchto množin muśı být
prázdná. Necht’ např. A ∩ U = ∅. Pak A = A ∩ V , t.j. A ⊂ V a tedy clA ⊂ clV . Ovšem
U ∩ V = ∅, takže U ∩ clV = ∅ a tedy U ∩ B ⊂ U ∩ clA ⊂ U ∩ clV = ∅. To je spor s
předpokladem, že množina B neńı souvislá.

(b) Bud’ (Aι)ι∈I systém souvislých podmnožin topologického prostoru X takový, že
⋂

Aι 6= ∅. Chceme ukázat, že množina A =
⋃

Aι je souvislá. Předpokládejme opak. Pak
v X existuj́ı otevřené množiny U , V takové, že A∩U , A∩V 6= ∅, A ⊂ U∪V a A∩U∩V = ∅
(Věta 2. odst. 8.1 str. 250). Zvolme bod x ∈ ⋂Aι. x paťŕı některé z množin U , V . Necht’

např. x ∈ U . Na druhé straně pro jistý index κ ∈ I plat́ı V ∩Aκ 6= ∅. Pak ovšem Aκ ⊂ U∪V ,
Aκ ∩ U ∩ V ⊂ A ∩ U ∩ V = ∅. Přitom množina U ∩ Aκ obsahuje x a je tedy neprázdná.
Celkově dostáváme (Aκ∩U)∩ (Aκ∩V ) = ∅ a tedy množina Aκ nemůže být souvislá (Věta
2. odst. 8.1 str. 250). Dostáváme spor, který znamená, že množina A je souvislá.

Důsledek. (a) Uzávěr souvislé množiny je souvislá množina.
(b) Existuje-li v topologickém prostoru X hustá souvislá množina, pak X je souvislý.

Důkaz. Tvrzeńı př́ımo vyplývaj́ı z Věty 3. (a).

Bud’ X topologický prostor, x ∈ X bod. Z Věty 3. (b) vyplývá, že sjednoceńı všech
souvislých podmnožin množiny X obsahuj́ıćıch bod x je souvislá množina. Tato souvislá
množina se nazývá souvislá komponenta bodu x. Je-li topologický prostor X souvislý, je
souvislou komponentou libovolného ze svých bod̊u.

Věta 4. Souvislá komponenta bodu x topologického prostoru X je uzavřená množina.

Důkaz. Podle definice souvislá komponenta A bodu x je nejvěťśı souvislá množina v X
obsahuj́ıćı bod x. Ovšem clA je také souvislá množina (Důsledek (a) Věty 3. odst. 8.1 str.
250) a A ⊂ clA, takže muśı platit A = clA.
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Věta 5. Bud’ f : X → Y spojité zobrazeńı topologických prostor̊u. Obraz f(A) souvislé
množiny A ⊂ X je souvislá množina.

Důkaz. Ukážeme, že neńı-li f(A) souvislá množina, A také neńı souvislá. Předpo-
kládejme, že f(A) = U ∪ V , kde U , V ⊂ f(A) jsou jisté neprázdné dusjunktńı otevřené
množiny. Existuj́ı tedy otevřené množiny U ′, V ′ ⊂ Y tak, že U = f(A)∩U ′, V = f(A)∩V ′.
Klademe U ′′ = A∩f−1(U ′), V ′′ = A∩f−1(V ′). Množiny U ′′, V ′′ ⊂ A jsou otevřené. Jelikož
f(U ′′) = f(A ∩ f−1(U ′)) = f(A) ∩ U ′ = U , f(V ′′) = V , množiny U ′′, V ′′ jsou neprázdné.
Dále U ′′ ∪ V ′′ ⊂ A; ukážeme-li, že U ′′ ∪ V ′′ ⊃ A, bude platit U ′′ ∪ V ′′ = A a tedy množina
A nebude souvislá.

Máme U ′′ ∪ V ′′ = (A ∩ f−1(U ′)) ∪ (A ∩ f−1(V ′)) = A ∩ (f−1(U ′) ∪ f−1(V ′)) = A ∩
f−1(U ′ ∪ V ′) ⊃ A ∩ f−1(U ∪ V ) = A ∩ f−1(f(A)) = A, t.j. A ⊂ U ′′ ∪ V ′′, což jsme chtěli
dokázat.

Důsledek. Faktorový prostor souvislého topologického prostoru je souvislý.

Důkaz. Tvrzeńı vyplývá ze spojitosti faktorové projekce a z Věty 5. odst. 8.1 str. 251.

Věta 6. Bud’ X topologický prostor, R ekvivalence na X, π : X → X/R faktorová
projekce. Necht’ A ⊂ X/R je souvislá otevřená nebo uzavřená množina taková, že každá
tř́ıda ekvivalence R lež́ıćı v π−1(A) je souvislá podmnožina X. Pak množina π−1(A) je
souvislá.

Důkaz. 1. Předpokládejme, že A je otevřená a že π−1(A) neńı souvislá. Pak existuj́ı
neprázdné disjunktńı otevřené množiny U , V ⊂ π−1(A) takové, že U ∪ V = π−1(A).
Množiny U , V jsou otevřené v X, jelikož množina π−1(A) je otevřená (Věta 4.(c) odst.
3.1 str. 32).

Bud’ x ∈ π−1(A) libovolný bod. Plat́ı [x] ⊂ π−1(A), kde [x] je ťŕıda prvku x, t.j.
[x] = [x]∩ (U ∪V ) = ([x]∩U)∪ ([x]∩V ), přičemž ([x]∩U)∩ ([x]∩V ) ⊂ U ∩V = ∅. Ovšem
množina [x] je podle předpokladu souvislá, muśı tedy být jedna z množin [x] ∩U , [x] ∩ V
prázdná. Plat́ı-li tedy, že x ∈ U , zároveň plat́ı [x] ⊂ U , což znamená, že U = π−1(π(U)).
Analogicky V = π−1(π(V )). Z definice faktorové topologie tedy vyplývá, že množiny
π(U), π(V ) ⊂ X/R jsou otevřené. Tyto množiny jsou ovšem disjunktńı, jelikož U , V
jsou disjunktńı. Nakonec π(U) ∪ π(V ) = A, takže dostáváme spor, jelikož množina A je
souvislá. Ukázali jsme tedy, že množina π−1(A) muśı být souvislá.

2. Předpokládejme, že A je uzavřená a že π−1(A) neńı souvislá. Pak existuj́ı ne-prázdné
disjunktńı otevřené množiny U , V ⊂ π−1(A) takové, že U∪V = π−1(A). Pro jisté otevřené
množiny U ′, V ′ ⊂ X plat́ı U = π−1(A) ∩ U ′, V = π−1(A) ∩ V ′. Klademe

U ′′ = U ′ ∪ π−1(X/R\A), V ′′ = V ′ ∪ π−1(X/R\A).

Množiny U ′′, V ′′ jsou zřejmě otevřené a z jejich definice ihned dostaneme, že

U = π−1(A) ∩ U ′′, V = π−1(A) ∩ V ′′.

Z podmı́nek U ∩ V = ∅, U ∪ V = π−1(A) dále vyvod́ıme, že plat́ı

(1) π−1(A) ∩ U ′′ ∩ V ′′ = ∅, π−1(A) ⊂ U ′′ ∪ V ′′.

Ukážeme, že množiny U ′′, V ′′ splňuj́ı podmı́nky

(2) U ′′ = π−1(π(U ′′)), V ′′ = π−1(π(V ′′).
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Necht’ x ∈ U ′′. Plat́ı-li x ∈ π−1(X/R\A), pak [x] ⊂ π−1(X/R\A) ⊂ U ′′. Necht’ x /∈
π−1(X/R\A). Pak π(x) = [x] ∈ A a tedy x ∈ π−1(A), t.j. [x] ⊂ π−1(A). Množina [x] je
ovšem podle předpokladu souvislá. Jelikož [x] = [x] ∩ (U ′′ ∪ V ′′) = ([x] ∩ U ′′) ∪ ([x] ∩ V ′′)
a [x] ∩ U ′′ 6= ∅, muśı platit [x] ∩ V ′′ = ∅, což dokazuje vztah U ′′ = π−1(π(U ′′)). Druhá z
podmı́nek (2) se dokáže stejně.

Z definice faktorové topologie nyńı vyplývá, že množiny π(U ′′), π(V ′′) ⊂ X/R jsou
otevřené. Podmı́nka (1) tedy znamená, že π(U ′′) ∩A, π(V ′′) ∩A jsou disjunktńı otevřené
podmnožiny A. Přitom pro jejich sjednoceńı dostáváme (π(U ′′) ∩ A) ∪ (π(V ′′) ∩ A) = A
což je spor s předpokladem, že množina A je souvislá. To dokazuje, že množina π−1(A)
nemůže být nesouvislá.

Důsledek 1. Bud’ X topologický prostor, R ekvivalence na X. Předpokládejme, že
faktorový prostor X/R je souvislý a každá ťŕıda ekvivalence R je souvislá podmnožina
X. Pak topologický prostor X je souvislý.

Důkaz. Ve Větě 6. vezmeme A = X/R .

Souvislou komponentou topologického prostoru X rozumı́me souvislou komponentu
libovolného bodu x ∈ X. Topologický prostor X se nazývá úplně nesouvislý, jestliže pro
každé x ∈ X je souvislá komponenta bodu x rovna jednoprvkové množině {x}.

Z Věty 3. (b) odst. 8.1 str. 250 vyplývá, že relace “x ∼ y, jestliže existuje souvislá
množina A obsahuj́ıćı body x, y” je ekvivalence na topologickém prostoru X a že ťŕıdy
této ekvivalence jsou totožné se souvislými komponentami topologického prostoru X.

Důsledek 2. Bud’ X topologický prostor. Faktorový prostor X/∼ podle ekvivalence
“x ∼ y, jestliže existuje souvislá množina A ⊂ X taková, že x, y ∈ A” je úplně nesouvislý.

Důkaz. Z Věty 4. odst. 8.1 str. 250 vyplývá, že stač́ı ukázat, že každá uzavřená množina
A ⊂ X/∼ obsahuj́ıćı alespoň dva r̊uzné body, je nesouvislá.

Necht’ π : X → X/∼ je faktorová projekce. Kdyby uzavřená množina A ⊂ X/∼
obsahuj́ıćı dva r̊uzné body [x], [y] byla souvislá, jej́ı vzor π−1(A) ⊂ X by byl souvislá
množina v X (Věta 6. odst. 8.1 str. 251); množina π−1(A) ovšem neńı souvislá, jelikož
obsahuje dvě r̊uzné souvislé komponenty [x], [y] topologického prostoru X.

Věta 7. Množina reálných č́ısel R s přirozenou topologíı je souvislý topologický prostor.

Důkaz. Předpokládejme, že existuj́ı otevřené množiny U , V ⊂ R takové, že U ∩V = ∅,
U ∪ V = R. Ukážeme, že bud’ U = ∅ nebo V = ∅. Předpokládejme, že U , V 6= ∅.
Zvolme x ∈ U , y ∈ V , x < y. Pak množina U ∩ [x, y] je ohraničená, existuje tedy č́ıslo
z = sup(U ∩ [x, y]). Necht’ z ∈ A. Pak existuje interval [z, z + h], kde h > 0, takový,
že [z, z + h] ⊂ [x, y] a zároveň [z, z + h] ⊂ U , nebot’ množina U je otevřená. Odtud
[z, z + h] ⊂ A ∩ [x, y], což je spor s předpokladem, že z je supremum množiny A ∩ [x, y].
Plat́ı tedy, že z /∈ U . Ovšem R = U ∪ V a U ∩ V = ∅, takže z ∈ V . Existuje tedy h > 0
takové, že [z−h, z] ⊂ [x, y], a z otevřenosti množiny V plyne, že lze vźıt [z−h, z] ⊂ V . Pak
ovšem [z − h, z] ⊂ V ∩ [x, y]. Jelikož z je supremum množiny A ∩ [x, y], interval [z − h, z]
obsahuje nějaký bod množiny U , což je spor s předpokladem, že U ∩ V = ∅. Muśı tedy
platit bud’ U = ∅ nebo V = ∅.

Důsledek 1. Libovolný interval v R je souvislá množina.



8.1. Souvislé prostory 253

Důkaz. Otevřený interval (a, b) je homeomorfńı s R, je tedy souvislý podle Věty 5.
odst. 8.1 str. 251. Uzavřený interval [a, b] je uzávěrem otevřeného intervalu, je tedy souvislý
podle Důsledku (a) Věty 3. odst. 8.1 str. 250. Interval [a, b) lze napsat ve tvaru [a, b) =
[a, c] ∪ (a, b) pro jisté c ∈ (a, b); tento interval je tedy souvislý podle Věty 3. (b) odst. 8.1
str. 250.

Důsledek 2. Euklid̊uv topologický prostor Rn je souvislý.

Důkaz. Pro každé x ∈ Rn, x 6= 0, označme px př́ımku v Rn jdoućı počátkem 0 ∈ Rn

a bodem x. Pak

Rn =
⋃

x∈Rn\{0}

px,
⋂

x∈Rn\{0}

px = {0} 6= ∅.

Přitom pro každé x 6= 0 je topologický podprostor px ⊂ Rn homeomorfńı s R. Tvrzeńı
tedy vyplývá z Věty 3. (b) odst. 8.1 str. 250.

Věta 8. Bud’ (xι)ι∈I systém neprázdných topologických prostor̊u.
(a) Součin

∏

Xι je souvislý tehdy a jen tehdy, když každý z topologických prostor̊u Xι je
souvislý.

(b) Souvislá komponenta bodu x ∈ ∏Xι, x = (xι)ι∈I , je součinem souvislých komponent
bod̊u xι ∈ Xι.

Důkaz. 1. Označme X =
∏

Xι a předpokládejme, že X je souvislý topologický prostor.
Jelikož pro každé ι je ι-projekce prι : X → Xι spojité surjektivńı zobrazeńı, topologický
prostor Xι muśı být souvislý podle Věty 5. odst. 8.1 str. 251. Tı́m je dokázána prvńı část
tvrzeńı (a).

2. Při d̊ukazu opačného tvrzeńı postupujeme v několika kroćıch. Ukážeme nejdř́ıve, že
součin X×Y dvou souvislých topologických prostor̊u X, Y je souvislý topologický prostor.
Pro libovolný bod (x, y) ∈ X×Y je topologický prostorX (resp. Y ) homeomorfńı sX×{y}
(resp. {x}×Y ) (Věta 9. (b) odst. 3.3 str. 36). Topologické prostory X×{y}, {x}×Y muśı
tedy být souvislé (Věta 5. odst. 8.1 str. 251). Dále plat́ı (X×{y})∩({x}×Y ) = {(x, y)} 6= ∅,
takže topologický prostor (X × {y}) ∪ ({x} × Y ) muśı být souvislý (Věta 3. (b) odst. 8.1
str. 250). Ovšem

⋂

x∈X

((X × {y}) ∪ ({x} × Y )) = X × {y} 6= ∅,

takže na základě analogické úvahy dostáváme, že topologický prostor
⋃

x∈X

((X × {y}) ∪ ({x} × Y )) = X × Y

muśı být souvislý.
Z výše dokázaného tvrzeńı a z Věty 9. (a) odst. 3.3 str. 36 ihned vyplývá, že pro

libovolné souvislé topologické prostory X1, X2, . . . , Xk je součin X1 × X2 × · · · × Xk

souvislý topologický prostor.
Nakonec uvažujme systém neprázdných souvislých topologických prostor̊u (Xι)ι∈I , kde

I je libovolná indexová množina, a položme X =
∏

Xι. Zvolme pevně bod z ∈ X,
z = (zι)ι∈I . Pro libovolnou konečnou množinu J ⊂ I, J = {ι1, ι2, . . . , ιk}, označme
XJ topologický podprostor X tvořený všemi body x = (xι)ι∈I takovými, že xι = zι
pro každé ι 6= ι1, ι2, . . . , ιk. Topologický prostor XJ ⊂ X je homeomorfńı se součinem
Xι1 × Xι2 × · · · × Xιk (Věta 9. (b) odst. 3.3 str. 36). Z výše dokázaného tvrzeńı tedy
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vyplývá, že XJ je souvislý topologický prostor. Jelikož každý z topologických prostor̊u
XJ obsahuje bod z, t.j.

⋂

J XJ 6= ∅, abychom ukázali, že X je souvislý, stač́ı dokázat, že
cl(
⋃

J XJ ) = X (Věta
3., Věta 3. (a) odst. 8.1 str. 250).
Bud’ x ∈ X libovolný bod, x = (xι)ι∈I . Ukážeme, že pro libovolný prvek U báze

topologie součinu obsahuj́ıćı bod x plat́ı

U ∩
(

⋃

J

XJ

)

6= ∅.

U má tvar U =
∏

Uι, kde každá z množin Uι ⊂ Xι je otevřená a Uι = Xι pro všechna
ι ∈ I\J , kde J = {κ1, κ2, . . . , κk} je jistá konečná množina. Položme yι = xι pro ι =
κ1, κ2, . . . , κk, yι = zι pro ostatńı indexy ι, y = (yι)ι∈I . Jelikož y ∈ XJ , bod y paťŕı
množině

⋃

J XJ . Dále y ∈ U , jelikož x ∈ U a yι = xι ∈ Uι pro ι = κ1, κ2, . . . , κk.
Skutečně tedy U ∩ (

⋃

J XJ ) 6= ∅. Znamená to ovšem, že bod x paťŕı množině cl(
⋃

J XJ) a
z libovolnosti x vyplývá, že cl(

⋃

J XJ) = X, což jsme chtěli dokázat.
Tı́m je ukončen d̊ukaz části (a) Věty 8..
3. Dokážeme tvrzeńı (b). Bud’ x ∈ ∏

Xι bod, x = (xι)ι∈I , bud’ A souvislá množina
obsahuj́ıćı x. Pak prι(A) ⊂ Xι je souvislá množina (Věta 5. odst. 8.1 str. 251) a xι ∈
prι(A). Ovšem A ⊂ ∏

prι(A), přičemž podle již dokázaného tvrzeńı (a)
∏

prι(A) je souvislá
množina. Je-li tedy A souvislá komponenta bodu x, muśı platit A =

∏

prι(A). Z tohoto
vztahu ovšem vyplývá, že prι(A) ⊂ Xι je nejvěťśı souvislá množina obsahuj́ıćı xι, t.j.
souvislá komponenta bodu x.

8.2. Lokálně souvislé prostory

Bud’ X topologický prostor. Souvislou komponentou množiny A ⊂ X rozumı́me sou-
vislou komponentu libovolného bodu x ∈ A v topologickém podprostoru A topologického
prostoru X.

Topologický prostor se nazývá lokálně souvislý, má-li každý jeho bod lokálńı bázi
tvořenou souvislými množinami.

Věta 9. K tomu, aby topologický prostor X byl lokálně souvislý je nutné a stač́ı, aby
pro libovolnou otevřenou množinu U ⊂ X každá souvislá komponenta množiny U byla
otevřená množina v X.

Důkaz. Předpokládejme, že X je lokálně souvislý. Bud’ U ⊂ X otevřená množina, V
jej́ı souvislá komponenta a x ∈ V bod. Podle předpokladu existuje souvislé okoĺı W bodu
x tak, že W ⊂ U a z definice souvislé komponenty vyplývá, že W ⊂ V . V je tedy otevřená
množina v X.

Obráceně, předpokládejme, že pro libovolnou otevřenou množinu U ⊂ X každá souvislá
komponenta množiny U v X je otevřená v X. Bud’ x ∈ X bod, W jeho okoĺı. Souvislá
komponenta množiny W v X obsahuj́ıćı x je podle předpokladu otevřená v X. Systém
všech souvislých okoĺı bodu x je tedy lokálńı báze topologie v bodě x.

Důsledek. Každá souvislá komponenta lokálně souvislého topologického prostoru X
je otevřená podmnožina X.

Důkaz. Ve Větě 9. odst. 8.2 str. 254 vezmeme U = X.
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Z Věty 4. odst. 8.1 str. 250 a Věty 9. odst. 8.2 str. 254 vyplývá, že souvislé komponenty
lokálně souvislého topologického prostoru jsou otevřené a uzavřené množiny.

Homeomorfńı obraz lokálně souvislého prostoru je lokálně souvislý prostor. Spojitý
obraz lokálně souvislého prostoru již nemuśı být lokálně souvislý (př. (7) odst. 8.4 str.
259). Následuj́ıćı tvrzeńı však ukazuje, že je tomu tak v př́ıpadě faktorové projekce; jeho
d̊ukaz neprocháźı pro obecná spojitá surjektivńı zobrazeńı.

Věta 10. Faktorový prostor lokálně souvislého topologického prostoru je lokálně sou-
vislý.

Důkaz. Bud’ X lokálně souvislý topologický prostor, R ekvivalence na X, π : X →
X/R faktorová projekce. Bud’ U ⊂ X/R otevřená množina, A souvislá komponenta
množiny U . Bud’ x ∈ π−1(A) libovolný bod, Vx souvislá komponenta bodu x v π−1(U). Je-
likož π−1(U) je otevřená množina, množina Vx je také otevřená (Věta 9. odst. 8.2 str. 254).
Množina π(Vx) ⊂ U je souvislá (Věta 5. odst. 8.1 str. 251) a obsahuje bod π(x). Podle
definice souvislé komponenty tedy π(Vx) ⊂ A odkud Vx ⊂ π−1(A), t.j. π−1(A) =

⋃

Vx

(sjednoceńı pro x ∈ π−1(A)). Znamená to ovšem, že π−1(A) je otevřená množina v X a
z definice faktorové topologie vyplývá, že množina A ⊂ X/R je otevřená. Podle Věty 9.
odst. 8.2 str. 254 je tedy faktorový prostor X/R lokálně souvislý.

Věta 11. Bud’ (Xι)ι∈I systém topologických prostor̊u. Následuj́ıćı dvě podmı́nky jsou
ekvivalentńı:

(1) Součin
∏

Xι je lokálně souvislý topologický prostor.
(2) Pro každé ι ∈ I je topologický prostor Xι lokálně souvislý a existuje konečná množina

J ⊂ I tak, že pro každé κ ∈ I\J je topologický prostor Xκ souvislý.

Důkaz. 1. Předpokládejme, že je splněna podmı́nka (1). Bud’ X =
∏

Xι. Necht’ x ∈ X
je libovolný bod, x = (xι)ι∈I . Necht’ V je souvislé okoĺı bodu x. Jelikož V obsahuje prvek
báze součinu, existuje konečná množina J ⊂ I tak, že prι(V ) = Xι pro každé ι ∈ I\J .
Ze spojitosti ι-projekce prι tedy vyplývá, že pro každé ι ∈ I\J je Xι souvislý topologický
prostor.

Dále je ťreba dokázat, že každý z topologických prostor̊u Xι je lokálně souvislý. Zvolme
ι ∈ I a uvažujme ekvivalenci ∼ na X asociovanou se zobrazeńım prι. Dostáváme komuta-
tivńı diagram Obr. 1

X                 X
i



                   

          
X/~

pr
i



p



g




ve kterém π je faktorová projekce a g je zobrazeńı, definované kanonickým rozkladem
prι = g ◦ π zobrazeńı prι. Zobrazeńı prι je ovšem otevřené, takže g je homeomorfismus
(Věta 18. odst. 3.5 str. 41) a topologický prostor Xι muśı být souvislý podle Věty 10. odst.
8.2 str. 255.

2. Předpokládejme, že je splněna podmı́nka (2). Necht’ J ⊂ I je konečná množina
taková, že pro ι ∈ J topologický prostor Xι neńı souvislý. Necht’ x ∈ X je libovolný bod,
x = (xι)ι∈I , necht’ U =

∏

Uι je prvek báze topologie součinu v bodě x. Necht’ K ⊂ I je
konečná množina index̊u ι, pro které Uι 6= Xι. Klademe

Vι =

{

Xι, ι /∈ J ∪K,
Wι, ι ∈ J ∪K,
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kde Wι je nějaké souvislé okoĺı bodu xι ∈ Xι obsažené v Uι; podle předpokladu takové
okoĺı Wι existuje. Dále klademe V =

∏

Vι. V je souvislé okoĺı bodu x (Věta 8. odst. 8.1
str. 253) takové, že V ⊂ U .

8.3. Obloukově souvislé prostory

Obloukem v topologickém prostoru X spojuj́ıćım body x, y ∈ X rozumı́me spojité
zobrazeńı f uzavřeného intervalu [a, b] ⊂ R do X takové, že f(a) = x, f(b) = y. Topolo-
gický prostor X se nazývá obloukově souvislý, jestliže každé dva body x, y ∈ X lze spojit
obloukem, t.j. existuje oblouk f : [a, b] → X takový, že f(a) = x, f(b) = y.

Věta 12. Obloukově souvislý prostor je souvislý.

Důkaz. Bud’ X obloukově souvislý prostor. Předpokládejme, že X neńı souvislý. Exis-
tuj́ı tedy otevřené množiny U , V ⊂ X takové, že U ∩ V = ∅, U ∪ V = X. Bud’

f : [a, b] → X libovolný oblouk. Jelikož interval [a, b] je souvislý (Důsledek 1. Věty 7.
odst. 8.2 str. 252), množina f([a, b]) ⊂ X je souvislá (Věta 5. odst. 8.1 str. 251). Zobrazeńı
f : [a, b] → f([a, b]) ⊂ X vznikaj́ıćı zúžeńım oboru hodnot, je spojité. Dále U ∪ V = X,
takže f([a, b]) = (f([a, b])∩U)∪ (f([a, b])∩V ) a přitom f([a, b])∩U ∩ f([a, b])∩V = ∅. Ze
souvislosti topologického prostoru f([a, b]) tedy vyplývá, že jedna z množin f([a, b]) ∩ U ,
f([a, b]) ∩ V muśı být prázdná. Znamená to tedy, že množina f([a, b]) lež́ı bud’ v U nebo
ve V a tedy žádné dva body x ∈ U , y ∈ V nelze spojit obloukem. To je ovšem spor s
předpokladem, že X je obloukově souvislý. Tento spor ukazuje, že X muśı být souvislý.

Podmnožina topologického prostoru X se nazývá obloukově souvislá, je-li obloukově
souvislá jako topologický podprostor X.

Věta 13. Sjednoceńı systému obloukově souvislých množin, jehož pr̊unik je neprázdný,
je obloukově souvislá množina.

Důkaz. Bud’ (Aι)ι∈I systém obloukově souvislých podmnožin topologického prostoru
X takový, že

⋂

Aι 6= ∅. Bud’te x, y ∈ ⋃

Aι, z ∈ ⋂

Aι libovolné body. Pak body x, z a
body y, z lze spojit obloukem v některé z množin Aι; z těchto dvou oblouk̊u již snadno
zkonstruujeme oblouk v podprostoru

⋃

Aι ⊂ X spojuj́ıćı body x, y.

Věta 14. Bud’ f : X → Y spojité zobrazeńı topologických prostor̊u. Obraz f(A) oblou-
kově souvislé množiny A ⊂ X je obloukově souvislá množina.

Důkaz. Bud’te y1, y2 ∈ f(A) libovolné body. Existuj́ı body x1, x2 ∈ A tak, že y1 =
f(x1), y2 = f(x2), a oblouk ζ : [a, b] → A spojuj́ıćı body x1, x2. Klademe ζ ′ = f ◦ ζ.

Důsledek. Faktorový prostor obloukově souvislého topologického prostoru je oblou-
kově souvislý topologický prostor.

Důkaz. Tvrzeńı vyplývá ze spojitosti faktorové projekce a z Věty 14. odst. 8.3 str. 256.

Z Věty 13. odst. 8.3 str. 256 vyplývá, že sjednoceńı všech obloukově souvislých
podmnožin topologického prostoru X, obsahuj́ıćıch bod x ∈ X, je obloukově souvislá
množina. Tato obloukově souvislá množina se nazývá obloukově souvislá komponenta
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bodu x. Je zřejmé, že každá obloukově souvislá podmnožina topologického prostoru X
lež́ı v obloukově souvislé komponentě nějakého bodu x ∈ X.

Topologický prostor X se nazývá lokálně obloukově souvislý, má-li každý jeho bod
lokálńı bázi tvořenou obloukově souvislými množinami.

Obloukově souvislou komponentou množiny A ⊂ X rozumı́me obloukově souvislou
komponentu libovolného bodu x ∈ A v topologickém podprostoru A topologického pro-
storu X.

Věta 15. K tomu, aby topologický prostor X byl lokálně obloukově souvislý je nutné a
stač́ı, aby pro libovolnou otevřenou množinu U ⊂ X každá obloukově souvislá komponenta
množiny U byla otevřená množina v X.

Důkaz. Věta 15. se dokazuje podobně jako Věta 9. odst. 8.2 str. 254.

Věta 16. Bud’ X topologický prostor, A ⊂ X podmožina.
(a) Každá obloukově souvislá komponenta množiny A lež́ı v některé souvislé komponentě

množiny A.
(b) Je-li A lokálně obloukově souvislá, pak každá souvislá komponenta množiny A lež́ı

v nějaké obloukově souvislé komponentě množiny A.

Důkaz. (a) Bud’ x ∈ A bod, Bx (resp. Cx) obloukově souvislá (resp. souvislá) kom-
ponenta množiny A obsahuj́ıćı x. Jelikož množina Bx je souvislá (Věta 12. odst. 8.3 str.
256), plat́ı Bx ⊂ Cx.

(b) Předpokládejte, že A je lokálně obloukově souvislá množina. Bud’ x ∈ A bod, Bx

(resp. Cx) obloukově souvislá (resp. souvislá) komponenta množiny A obsahuj́ıćı x. Chceme
dokázat, že Cx ⊂ Bx. Předpokládejme opak, t.j. Cx 6⊂ Bx. Pak existuje bod y ∈ Cx,
y /∈ Bx; označme By obloukově souvislou komponentu množiny A obsahuj́ıćı tento bod.
Zřejmě Bx, By ⊂ Cx (Věta 12. odst. 8.3 str. 256). Klademe

Q =
⋃

y∈Cx\Bx

By.

Množina Q je otevřená. Zřejmě Cx = Bx∪(Cx\Bx) = Cx∪Q. Cx je tedy sjednoceńım dvou
disjunkt́ıch otevřených množin. Dostáváme spor se souvislost́ı množiny Cx, což znamená,
že muśı platit Cx ⊂ Bx a d̊ukaz je ukončen.

Důsledek. Je-li topologický prostorX lokálně obloukově souvislý, pak pro každé x ∈ X
obloukově souvislá komponenta bodu x je totožná se souvislou komponentou bodu x.

Důkaz. Ve Větě 16. vezmeme A = X.

8.4. Př́ıklady

(1) Triviálńı topologický prostor je souvislý, lokálně souvislý, obloukově souvislý.

(2) Necht’ X je množina obsahuj́ıćı alespoň dva r̊uzné prvky. Pak X s diskrétńı topo-
logíı je nesouvislý, lokálně souvislý prostor. Souvislá komponenta bodu x ∈ X je množina
{x}; každá souvislá komponenta topologického prostoru X je tedy zároveň otevřená i
uzavřená. Topologický prostor X je úplně nesouvislý.
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(3) Množina reálných č́ısel R se Sorgenfreyovou topologíı je nesouvislý topologický
prostor, nebot’ každý prvek báze je množina, která je zároveň otevřená i uzavřená. Tento
topologický prostor je úplně nesouvislý: souvislá komponenta bodu x je množina {x}.
Souvislá komponenta bodu x tedy neńı otevřená množina. Odtud vyplývá, že R se Sor-
genfreyovou topologíı neńı lokálně souvislý prostor (Věta 9. odst. 8.2 str. 254).

(4) Uvedeme př́ıklad topologického prostoru, který je souvislý, ale neńı lokálně sou-
vislý ani obloukově souvislý.

Označme M = {q ∈ R | q = 1/n, n ∈ N}, P = (0, 1) ∈ R2 a uvažujme množinu
X = ([0, 1] × {0}) ∪ (M × [0, 1]) ∪ {P} s topologíı podprostoru Euklidova prostoru R2.

Ukážeme, žeX je souvislý. Množina X\{P} je zřejmě obloukově souvislá a tedy souvislá
(Věta 12. odst. 8.3 str. 256). Je tedy souvislá také množina cl(X\{P}) (Věta 3. (a0 odst.
8.1 str. 250); tato množina je ovšem totožná s X.

Ukážeme, že X neńı lokálně souvislý. Označme B otevřenou kouli v Euklidově metrice
na R2 se sťredem v bodě P a poloměrem r = 1/4. Pak X ∩ B je otevřená množina
v X. Souvislá komponenta množiny X ∩ B obsahuj́ıćı bod P je množina {P}, která neńı
otevřená v X. X tedy nemůže být lokálně souvislý (Věta 9. odst. 8.2 str. 254).

Ukážeme, že X neńı obloukově souvislý. Předpokládejme opak a uvažujme oblouk f :
[0, 1] → X takový, že f(0) = P . Vyšeťŕıme množinu f−1(P ). Zobrazeńı f je spojité a
množina {P} ⊂ X je uzavřená, jelikož X je Hausdorff̊uv, množina f−1(P ) ⊂ [0, 1] je tedy
také uzavřená. Ukážeme, že tato množina je rovněž otevřená. Uvažujme opět otevřenou
kouli B. Ze spojitosti f vyplývá, že ke každému bodu x ∈ f−1(P ) existuje otevřený interval
Ix se sťredem v x takový, že f(Ix) ⊂ B ∩X. Množina Ix je souvislá (Důsledek 1. Věty 7.
odst. 8.1 str. 252), tedy také f(Ix) je souvislá (Věta 5. odst. 8.1 str. 251). Odsud vyplývá,
že f(Ix) = P pro každé x ∈ f−1(P ), t.j. že Ix ⊂ f−1(P ). Tı́m je dokázána otevřenost
množiny f−1(P ). Tato množina je však zároveň uzavřená; jelikož je neprázdná a prostor
[0, 1] je souvislý, muśı platit f−1(P ) = [0, 1] (Věta 1. odst. 8.1 str. 249). Pro bod Q ∈ X
r̊uzný od P tedy neexistuje oblouk f : [0, 1] → X takový, že f(P ) = 0, f(Q) = 1.

(5) Podmnožina A ⊂ R je souvislá tehdy a jen tehdy, když A je interval. Dokážeme
to.

Bud’ A ⊂ R souvislá množina. Je-li A prázdná nebo jednoprvková, pak tvrzeńı plat́ı.
Necht’ A je alespoň dvouprvková. Uvažujme x, y ∈ A, x < y. Ukážeme, že pro každé
z ∈ [x, y] plat́ı z ∈ A, t.j. že množina A s libovolnými dvěma svými body x, y obsahuje
rovněž interval [x, y]. Předpokládejme, že existuje z ∈ [x, y] tak, že z /∈ A. Označme
B1 = (−∞, z) ∩ A, B2 = (z,∞) ∩ A. Množina B1, B2 jsou neprázdné, otevřené v A a
disjunktńı. Ovšem B1 ∪ B2 = (R\{z}) ∩ A = A, což je spor se souvislost́ı množiny A.
Je tedy z ∈ A pro každé z ∈ [x, y]. Zbývá ukázat, že A je interval. Položme p = inf A,
q = supA. Bud’ r ∈ (p, q) libovolný bod. Jelikož p < r, existuje x ∈ A tak, že x ≤ r.
Podobně existuje y ∈ A tak, že r ≤ y. Množina A je alespoň dvoubodová, lze tedy vybrat
x, y tak, že x 6= y. Pak ovšem r ∈ A. Z libovolnosti r nyńı vyplývá, že (p, q) ⊂ A.
Je-li inf A, supA prvkem množiny A, dostáváme A = [p, q]. Analogicky vyšeťŕıme daľśı
možnosti; každá z nich ukazuje, že A je interval.

Obrácené tvrzeńı, a totiž že interval je souvislý, již bylo dokázáno (Důsledek 1. Věty
7. odst. 8.1 str. 252).

(6) Euklid̊uv topologický prostor Rn je souvislý (Důsledek 2. Věty 7. odst. 8.1 str.
253). Rn je lokálně souvislý: každý bod x ∈ Rn má lokálńı bázi tvořenou otevřenými
kvádry, což jsou souvislé množiny. Rn je obloukově souvislý: pro libovolné dva body x,
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y ∈ Rn je zobrazeńı [0, 1] 3 t → f(t) = (1 − t)x+ ty ∈ Rn oblouk v Rn spojuj́ıćı body x,
y.

Množina A ⊂ Rn se nazývá konvexńı, jestliže pro libovolné dva body x, y ∈ A množina
{z ∈ Rn | z = tx + (1 − t)y, 0 ≤ t ≤ 1} lež́ı v A. Z definice vyplává, že každá konvexńı
množina je obloukově souvislá a tedy souvislá.

(7) Spojitý obraz lokálně souvislého prostoru nemuśı být lokálně souvislý; za př́ıklad
můžeme vźıt identické zobrazeńı idR množiny R s diskrétńı topologíı do množiny R se
Sorgenfreyovou topologíı (srov. př. (2) odst. 8.4 str. 257, (3) odst. 8.4 str. 258).

(8) Parakompaktńı variety. Parakompaktńı topologický prostor lokálně homeomorfńı
s Rn

−, se nazývá n-rozměrná parakompaktńı varieta s okrajem.

Každá topologická varieta s okrajem (př. (5) odst. 7.8 str. 212) je zřejmě parakom-
paktńı varieta s okrajem. Obrácené tvrzeńı neplat́ı: R se Sorgenfreyovou topologíı neńı
topologická varieta s okrajem (neńı druhého typu spočetnosti), je ovšem parakompaktńı
varieta s okrajem, nebot’ je parakompaktńı a každý bod x ∈ R má okoĺı (x − ε, x + ε),
ε > 0, které je okoĺım bodu x rovněž v přirozené topologii.

Z definice je zřejmé, že parakompaktńı varieta s okrajem je lokálně kompaktńı topo-
logický prostor. Ze Smirnovoy věty (cv. 15 kap. 6) vyplývá, že parakompaktńı varieta s
okrajem je metrizovatelný prostor.

Ukážeme, že parakompaktńı varieta s okrajem je topologická varieta s okrajem právě
tehdy, když má nejvýše spočetně mnoho souvislých komponent.

Zřejmě je-li parakompaktńı varieta s okrajem topologickou varietou s okrajem, pak
je druhého typu spočetnosti. To ovšem znamená, že nemůže být sjednoceńım v́ıce než
spočetně mnoha disjunktńıch otevřených množin.

Obráceně předpokládejme, že parakompaktńı varieta s okrajem X má nejvýše spočetně
mnoho souvislých komponent. Ukážeme, že pak je druhého typu spočetnosti. K tomu
zřejmě stač́ı ukázat, že každá souvislá komponenta Y ⊂ X je druhého typu spočetnosti.
Množina Y ⊂ X je uzavřená (Věta 4. odst. 8.1 str. 250) a je tedy parakompaktńı (Věta 13.
odst. 6.6 str. 157) a lokálně kompaktńı (Věta 15. (a) odst. 7.4 str. 201). Existuje tedy báze
topologie topologického prostoru Y tvořená množinami, jejichž uzávěry jsou kompaktńı
(Důsledek 1. Věty 13. odst. 7.4 str. 201). Užit́ım pakrakompaktnosti Y a Věty 3. (c) odst.
7.1 str. 196 snadno zkonstruujeme pomoćı této báze lokálně konečné otevřené pokryt́ı
(Uι)ι∈I topologického prostoru Y takové, že pro každé ι ∈ I je množina clUι kompaktńı.

Necht’ V1 je libovolná z množin Uι. Označme V2 sjednoceńı všech množin ze systému
(Uι)ι∈I , které prot́ınaj́ı množinu V1. Tak postupujeme dále a za Vn+1 vezmeme sjedno-
ceńı všech množin systému (Uι)ι∈I , které prot́ınaj́ı množinu Vn. Každá z množin clVi

je kompaktńı, nebot’ je sjednoceńım konečného počtu kompaktńıch množin (Věta 3. (a)
odst. 7.1 str. 196). Dále každá z množin clVi je podprostorem metrizovatelného prostoru
Y a je tedy také metrizovatelným prostorem; clVi je tedy topologický prostor druhého
typu spočetnosti (cv. 33 kap. 7). Dále plat́ı

⋃

Vi = Y . Skutečně, kdyby existoval bod
x ∈ Y \Vi, existovala by také množina Uκ paťŕıćı systému (Uι)ι∈I , obsahuj́ıćı x, která
by měla prázdný pr̊unik s každou z množin Vi; označ́ıme-li W sjednoceńı množin Uκ,
dostaneme Y = W ∪ (

⋃

Vi), přičemž W ∩ (
⋃

Vi) = ∅, což by byl spor se souvislost́ı to-
pologického prostoru Y . Odtud vyplývá, že Y je spočetným sjednoceńım topologických
prostor̊u druhého typu spočetnosti Vi, je tedy prostorem druhého typu spočetnosti. Tı́m
je d̊ukaz ukončen.
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Cvičeńı

Souvislé topologické prostory

1. Dokažte, že plat́ı tato tvrzeńı:

(a) Topologický prostor X je souvislý právě tehdy, když jej nelze vyjádřit jako sjednoceńı dvou
neprázdných disjunktńıch uzavřených množin.

(b) Topologický prostor X je souvislý právě tehdy, když každé spojité zobrazeńı f : X → Y
topologického prostoru X do diskrétńıho dvoubodového prostoru Y = {1, 2} je konstantńı, t.j. bud’

f(X) ⊂ {1} nebo f(X) ⊂ {2}.

Ř e š e n ı́ . (a) Dokážeme, že X je nesouvislý právě tehdy, když existuj́ı neprázdné disjunktńı
uzavřené množiny A, B ⊂ X takové, že A ∪ B. Podle předpokladu existuj́ı neprázdné disjunktńı
otevřené množiny A, B tak, že X = A ∪ B. Ovšem A = X\B, B = X\A, takže A, B jsou
zároveň uzavřené. Obráceně, plat́ı-li X = A ∪ B pro disjunktńı uzavřené množiny A, B, pak
X = (X\A) ∪ (X\B), takže X je nesouvislý.

(b) Bud’ X souvislý topologický prostor, f : X → {1, 2} spojité zobrazeńı. Pak f−1(1) ∪ f−1(2)
a množiny f−1(1), f−1(2) jsou disjunktńı a otevřené. Ze souvislosti X vyplývá, že jedna z nich je
prázdná, t.j. f je konstantńı.

Obrácené tvrzeńı vyplývá z toho, že je-li X nesouvislý, X = A ∪ B, kde A, B jsou neprázdné
disjunktńı otevřené množiny, pak zobrazeńı f : X → {1, 2}, definované vztahem f(A) = {1},
f(B) = {2}, je spojité.

2. Necht’ τ1, τ2 jsou dvě srovnatelné topologie na množině X . Je-li topologický prostor X
souvislý (resp. nesouvislý) v jedné z těchto topologíı, lze ř́ıci něco o jeho souvislosti ve druhé
topologii?

Ř e š e n ı́ . Necht’ τ1 ⊂ τ2. Pak identické zobrazeńı idX je spojité, uvažujeme-li jeho definičńı
obor (resp. obor hodnot) s topologíı τ2 (resp. τ1). je-li tedy X souvislý v topologii τ2, je souvislý
také v τ1 (Věta 5. odst. 8.1 str. 251). Je-li X nesouvislý v τ1, je nesouvislý rovněž v τ2.

3. Bud’ X topologický prostor. Rozhodněte, zda jsou pravdivá tato dvě tvrzeńı:

(a) Je-li X souvislý, pak pro každou neprázdnou podmnožinu A ⊂ X , A 6= X , plat́ı frA 6= ∅.
(b) Jestliže pro každou neprázdnou podmnožinu A ⊂ X , A 6= X , plat́ı frA 6= ∅, pak je X

souvislý.

Ř e š e n ı́ . Obě tvrzeńı plat́ı. (a) Bud’ A neprázdná množina v X , A 6= X , taková, že frA = ∅.
Jelikož frA = clA∩ cl(X∅A) a plat́ı clA∪ cl(X\A) = X , je X nesouvislý topologický prostor (cv.
1 (a)). (b) Bud’ X nesouvislý topologický prostor. Existuje neprázdná množina A ⊂ X , A 6= X ,
která je zároveň otevřená i uzavřená (Věta 1. odst. 8.1 str. 249). Pak ovšem frA = clA∩cl(X\A) =
A ∩ (X\A) = ∅.

4. Darbouxova věta. Bud’ X souvislý topolgický prostor, f : X → R spojitá funkce, x1,
x2 ∈ X libovolné body. Předpokládejme, že pro č́ıslo x ∈ R plat́ı f(x1) ≤ c ≤ f(x2). Pak existuje
bod x ∈ X tak, že f(x) = c. Dokažte.

Ř e š e n ı́ . Podle Věty 5. odst. 8.1 str. 251 je f(X) ⊂ R souvislá množina. Je to tedy interval
(př. (5) odst. 8.4 str. 258); ovšem tento interval obsahuje body f(x1), f(x2). Ke každému č́ıslu c
lež́ıćımu mezi f(x1), f(x2) tedy existuje bod x ∈ X tak, že c = f(x).

5. Rozhodněte, které z ńıže uvedených topologických prostor̊u jsou souvislé a které nesouvislé.
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U nesouvislých prostor̊u určete jejich souvislé komponenty.

(a) Množina R s topologíı konečných doplňk̊u.

(b) Množina X s topologíı konečných doplňk̊u.

(c) Graf Gf Dirichletovy funkce f uvažovaný jako podprostor Euklidova prostoru R2.

(d) Graf Gf Dirichletovy funkce f s finálńı topologíı.

(e) Množina X = {1, 2, 3, 4, 5} s topologíı, generovanou báźı σ = {∅, {1}, {1, 2}, {1, 2, 3},
{1, 2, 4}, {1, 5}} (prov. cv. 4 kap. 2).

(f) Množina racionálńıch č́ısel Q s přirozenou topologíı.

(g) Množina iracionálńıch č́ısel s přirozenou topologíı.

(h) Množina přirozených č́ısel N s přirozenou topologíı.

(i) Konečněrozměrný reálný vektorový prostor s přirozenou topologíı.

(j) Množina komplexńıch č́ısel C s přirozenou topologíı.

(k) Topologický prostor cl f((0, 1)) ⊂ [−1, 1]2 vznikaj́ıćı kompaktifikaćı f(t) = (t, sin(1/t)) in-
tervalu (0, 1) ⊂ R.

(l) Topologický prostor R∗ = R ∪ {−∞,∞} s metrickou topologíı, definovanou metrikou d∗ ze
cv. 24 (b) kap. 5.

(m) Topologický prostor X , definovaný ve cv. 15 kap. 4.

(n) Podmnožina X = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 6= 1} Euklidova prostoru R2.

(o) Sféra Sn ⊂ Rn+1.

(p) Otevřená koule v Rn.

(q) Toroid.

(r) Möbiova páska.

(s) Kleinova láhev.

(t) Reálná projektivńı rovina RP 2.

(u) Rn\{0} s přirozenou topologíı.

Ř e š e n ı́ . (a) Je souvislý podle cv. 2 (topologie konečných doplňk̊u je slabš́ı než přirozená
topologie).

(b) Je-li množina X konečná, pak topologie konečných doplňk̊u na X splývá s diskrétńı topologíı
(cv. 13 (b) kap. 1), t.j. X je úplně nesouvislý prostor (srov. př. (2) odst. 8.4 str. 257). Je-li množina
X nekonečná, pak X je souvislý: pro libovolnou dvojici neprázdných otevřených množin U =
X\K1, V = X\K2 ⊂ X , kde K1, K2 jsou konečné množiny, plat́ı U ∪ V = X\(K1 ∪K2) 6= X .

(c) Neńı souvislý: Plat́ı Gf = M1∪M2, kde M1 = {(x, f(x)) ∈ R2 | x ∈ Q} a M2 = {(x, f(x)) ∈
R2 | x ∈ R\Q}; přitom množiny M1, M2 jsou zřejmě neprázdné, disjunktńı a otevřené. Souvislá
komponenta libovolného bodu (x, f(x)) ∈ Gf je množina {(x, f(x))}: vyplývá to z toho, že mezi
libovonými dvěma body x, y ∈ Q (resp. x, y ∈ R\Q) lež́ı iracionálńı (resp. racionálńı) č́ıslo, a tedy
body (x, f(x)), (y, f(y)) lze oddělit otevřenými množinami, jejichž sjednoceńım je Gf ; je-li x ∈ Q
a y ∈ R\Q, pak za takové množiny lze vźıt M1 a M2.

(d) Uvažujeme-li na Gf finálńı topologii vzhledem k zobrazeńı f , pak topologický prostor Gf je
souvislý (je spojitým obrazem souvislého prostoru R).

(e) X je souvislý prostor: žádná otevřená neprázdná podmnožina X r̊uzná od X neńı uzavřená.

(f) Q neńı souvislý: zvolme x ∈ R\Q; pak ((−∞, x)∩Q)∪ ((x,∞)∩Q) je vyjádřeńı Q ve tvaru
sjednoceńı dvou neprázdných disjunktńıch otevřených množin. Q je úplně nesouvislý (porov. (c)).

(g) Je to úplně nesouvislý prostor (d̊ukaz analogický jako v (f)).

(h) N je úplně nesouvislý: přirozená topologie na N splývá s diskrétńı topologíı.

(i) Je souvislý (je homeomorfńı s Euklidovým topologickým prostorem, porov. př. (6) odst. 3.7
str. 44).

(j) Je souvislý (je homeomorfńı s R × R, porov. př. (7) odst. 3.7 str. 45).

(k) Je souvislý: zobrazeńı f je spojité, tedy f((0, 1)) je souvislý; podle Důsledku (a) Věty 3.
odst. 8.1 str. 250 je rovněž cl f((0, 1)) souvislý.

(l) Podle cv. 24 (b) kap. 5 je (R∗, d∗) = clR, kde R je Euklid̊uv metrický prostor. R∗ je tedy
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souvislý podle Důsledku (a) Věty 3. odst. 8.1 str. 250.
(m) Neńı souvislý: každá z množin systému (σx)x∈X je zároveň otevřená i uzavřená. X je úplně

nesouvislý.
(n) X neńı souvislý: množiny M1 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < 1} a M2 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 >

1} jsou disjunktńı neprázdné otevřené podmnožiny X takové, že X = M1 ∪ M2. M1, M2 jsou
zároveň souvislé komponenty X (obě jsou obloukově souvislé).

(c) Je souvislá: je homeomorfńı s Alexandrovovou kompaktifikaćı Rn, která je souvislá jako
uzávěr souvislého prostoru Rn.

(p) Je souvislá, nebot’ je to konvexńı množina (srov. př. (6) odst. 8.4 str. 258 a Věta 12. odst.
8.3 str. 256).

(q) Je souvislý (součin souvislých prostor̊u).
(r) Je souvislá: je faktorovým prostorem souvislého prostoru [0, 1]2.
(s) Je souvislá (srov. (r)).
(t) Je souvislá (srov. (r)).
(u) Je souvislá, nebot’ je obloukově souvislá: libovolné dva body P , Q lze spojit lomenou čarou.

6. (a) Je spojitým obrazem nesouvislého prostoru nesouvislý prostor?
(b) Je vzorem nesouvislého prostoru při spojitém zobrazeńı nesouvislý prostor?

Ř e š e n ı́ . (a) Spojitým obrazem nesouvislého topologického prostoru může být souvislý i ne-
souvislý topologický prostor. Kanonickou projekćı nesouvislého podprostoru ([0, 1]×{0})∪([0, 1]×
{1}) ⊂ R2 na R je souvislý podprostor [0, 1] ⊂ R; promı́tneme-li tento nesouvislý prostor na R
druhou kanonickou projekćı, dostaneme nesouvislý prostor {0, 1}.

(b) Bud’ f : X → Y spojité zobrazeńı, A ⊂ Y nesouvislý podprostor. Existuje neprázdná
podmnožina B ⊂ A, B 6= A, která je otevřená i uzavřená v A. Pak f−1(B) je uzavřená i otevřená
množina v f−1(A) ⊂ X , f−1(B) 6= ∅ a f−1(B) = f−1(A), t.j. f−1(A) je nesouvislý.

7. Ukažte, že obecná lineárńı grupa GLn(R) je nesouvislý topologický prostor.

Ř e š e n ı́ . GLn(R) je sjednoceńı dvou disjunktńıch otevřených množin GL+
n (R) = {A ∈

GLn(R) | detA > 0}, GL−
n (R) = {A ∈ GLn(R) | detA < 0}.

8. Rozhodněte, zda jsou homeomorfńı tyto topologické prostory:
(a) R a Rn pro n > 1.
(b) R a S1 ⊂ R2.
(c) Intervaly (a, b), [a, b] ⊂ R.
(d) Intervaly (a, b], (a, b) ⊂ R.
(e) Intervaly (a, b], [a, b] ⊂ R.
(f) R s uzavřený interval v R.
(g) Uzavřený interval v R a kružnice S1 v R2.

Ř e š e n ı́ . Žádné z uvedených dvojic topologických prostor̊u nejsou homeomorfńı. Dokážeme to
s použit́ım cv. 15 (b) kap. 3.

(a) Množina Rn\{0} je souvislá (cv. 5 (u)), zat́ımco množina R\{x} je nesouvislá pro každé
x ∈ R.

(b) Množina S1\{N}, kde N je severńı pól, je souvislá (je homeomorfńı s R, viz př. (8) odst.
3.7 str. 45), zat́ımco R\{x} je nesouvislá množina pro každé x ∈ R.

(c) Množina [a, b]\{b} = [a, b) je souvislá, zat́ımco (a, b)\{x} je nesouvislá pro každé x ∈ (a, b).
(d) Množina (a, b]\{b} = (a, b) je souvislá, zat́ımco (a, b)\{x} je nesouvislá pro každé x ∈ (a, b).
(e) Předpokládejme, že intervaly (a, b], [a, b] jsou homeomorfńı a označme h : (a, b] → [a, b]

nějaký jejich homeomorfismus. Pak f = h|(a,b) je homeomorfismus (a, b) na h(a, b) ⊂ [a, b] (cv. 15
(a) kap. 3). Množina h((a, b)) je souvislá (Věta 5. odst. 8.1 str. 251), je to tedy interval (př. (5)
odst. 8.4 str. 258). Podle (c) a (d) muśı tento interval být otevřený, t.j. h((a, b)) = (c, d) ⊂ [a, b].
Ovšem h je bijekce, proto h((a, b]) = h((a, b)) ∪ h({b}) = (c, d) ∪ {h(b)} 6= [a, b], nebot’ množina
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{h(b)} je jednoprvková. To je ovšem spor s předpokladem, že h((a, b]) = [a, b]. Odtud vyplývá, že
intervaly (a, b], [a, b] ⊂ R nejsou homeomorfńı.

Jiný d̊ukaz tohoto tvrzeńı využ́ıvá Důsledek 2. Věty 5. odst. 8.1 str. 197: (a, b] neńı kompaktńı,
zat́ımco [a, b] je kompaktńı, takže topologické prostory (a, b], [a, b] nemohou být homeomorfńı.

(f) R je homeomorfńı s otevřeným intervalem v R, otevřený interval neńı homeomorfńı s
uzavřeným intervalem (srov. (c)).

(g) Předpokládejme, že existuje homeomorfismus h : S1 → [a, b]. Pak jeho zúžeńı f na podprostor
S1\{N}, kde N je severńı pól, je homeomorfismus S1\{N} na [a, b]\h({N}). Ovšem S1\{N} je
souvislý, a tedy h(N) = a nebo h(N) = b. Dostáváme tak, že existuje homeomorfismus S1\{N} a
intervalu [a, b), t.j. homeomorfismus (a, b) a [a, b), což je spor (srov. (d)).

9. Dokažte, že souvislý úplně regulárńı topologický prostor, který má alespoň dva prvky, je
nespočetný.

Ř e š e n ı́ . Bud’ X souvislý úplně regulárńı prostor obsahuj́ıćı alespoň dva r̊uzné body x1, x2.
Podle definice existuje spojitá funkce f : X → [0, 1] taková, že f(x1) = 0 a f(x2) = 1. Podle
Darbouxovy věty (cv. 4) ke každému č́ıslu c ∈ (0, 1) existuje x ∈ X tak, že f(x) = c. Plat́ı
tedy f(X) = [0, 1], t.j. f je surjektivńı. Odtud vyplývá, že mohutnost množiny X neńı menš́ı než
mohutnost množiny [0, 1], která je nespočetná (cv. 15 kap. 7).

10. (a) Bud’ X souvislý topologický prostor, f : X → Y jeho kompaktifikace. Ukažte, že Y je
souvislý topologický prostor.

(b) Je-li β-obal úplně regulárńıho prostoru X souvislý, pak každá oddělitelná kompaktifikace
topologického prostoru X je souvislý topologický prostor. Ukažte.

(c) Úplně regulárńı topologický prostor je souvislý tehdy a jen tehdy, když jeho β-obal je souvislý.
Ukažte.

Ř e š e n ı́ . (a) Plat́ı Y = cl f(X), takže tvrzeńı vyplývá z Důsledku (a) Věty 3. odst. 8.1 str.
250.

(b) Tvrzeńı vyplývá z Důsledku Věty 5. odst. 8.1 str. 251 a ze cv. 55 (b) kap. 7.
(c) Je-li X souvislý úplně regulárńı prostor, pak βX je souvislý podle (a). Obráceně, ukážeme,

že je-li β-obal βX úplně regulárńıho prostoru X souvislý, pak X je souvislý. Předpokládejme,
že X neńı souvislý, t.j. že existuj́ı neprázdné disjunktńı otevřené množiny A, B ⊂ X tak, že
X = A ∪ B. Definujeme funkci f : X → [0, 1] vztahem f(A) = {0}, f(B) = {1}. f je zřejmě
spojitá. Podle Důsledku 1. Věty 27. odst. 8.1 str. 210 existuje spojitá funkce F : βX → [0, 1] tak, že
f = F ◦ cX , kde cX je Čechova–Stoneova kompaktifikace X . Zřejmě F (cX(A)) = {0}, F (cX(B)) =
{1}. Dostáváme tak s pomoćı Věty 2. odst. 2.1 str. 18 F (cl cX(A)) ⊂ clF (cX(A)) = {0}, t.j.
F (cl cX(A)) = {0} a analogicky F (cl cX(B)) = {1}. Odtud vyplývá, že cl cX(A) ∩ cl cX(B) = ∅.
Ovšem βX = cl cX(X) = cl(CX(A∪B)) = cl(cX(A)∪ cX(B)) = cl cX(A)∪ cl cX(B). βX jsme tak
vyjádřili ve tvaru sjednoceńı dvou neprázdných disjunktńıch uzavřených množin. Podle cv. 1 (a)
je βX nesouvislý.

11. Rozhodněte, zda sjednoceńı souřadnicových os v R2 je topologická varieta s okrajem. Je
toto sjednoceńı parakompaktńı varieta s okrajem?

Ř e š e n ı́ . Označme X = (R×{0})∪({0}×R). X neńı parakompaktńı (a tedy ani topologická)
varieta s okrajem. Ukážeme, že X neńı lokálně homeomorfńı s Rn

− pro žádné n. Necht’ n = 1.
Předpokládejme, že v bodě (0, 0) ∈ X existuje souřadnicový systém (U,ϕ). Množina U je otevřená
v X , existuj́ı tedy č́ısla a, b > 0 tak, že množina V = ((−a, a) × {0}) ∪ ({0} × (−b, b)) lež́ı v U .
Tato množina je souvislá (Věta 3. (b) odst. 8.1 str. 250), ϕ(V ) ⊂ R− je interval (př. (5) odst. 8.4
str. 258). Množiny V a ϕ(V ) ovšem nemohou být homeomorfńı: množina V \{(0, 0)} je nesouvislá,
má čtyři komponenty, zat́ımco (V ) x pro každé x (V ) je nesouvislá množina maj́ıćı pouze dvě
souvislé komponenty. To je ovšem spor s předpokladem, že (U,ϕ) je souřadnicový systém v bodě
(0, 0) ∈ X . Necht’ n > 1. Pak množina ϕ(V )\{x} ⊂ Rn

− je souvislá pro každé x ∈ ϕ(V ), neńı tedy
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homeomorfńı s množinou V \{(0, 0)}. Tedy ani v tomto př́ıpadě (U,ϕ) neńı souřadnicový systém
v bodě (0, 0).

12. Bud’ f zobrazeńı souvislého topologického prostoru X s topologíı τ do množiny Y . Je-li
obraz fτ topologie τ diskrétńı topologie, pak f je konstantńı. Dokažte.

Ř e š e n ı́ . Bud’ y ∈ Y bod, lež́ıćı v množině f(X) ⊂ Y . Plat́ı X = f−1(Y ) = f−1({y} ∪
(Y \{y})) = f−1({y}) ∪ f−1(y\{y}). Přitom f−1({y}), f−1(Y \{y}) jsou otevřené množiny v X ,
jelikož {y}, Y \{y} ∈ fτ . Z toho, že Y je souvislý, vyplývá, že jedna z těchto množin muśı být
prázdná. Podle předpokladu f−1({y}) 6= ∅, takže f−1(Y \{y}) = ∅ a tedy X = f−1({y}), t.j.
{y} = f(X).

Lokálně souvislé prostory

13. Rozhodněte, zda je pravdivé toto tvrzeńı: Jestliže souvislé komponenty topologického pro-
storu X jsou otevřené a zároveň uzavřené, pak X je lokálně souvislý.

Ř e š e n ı́ . Tvrzeńı neplat́ı; kdyby platilo, pak by každý souvislý prostor musel být lokálně sou-
vislý, což odporuje př. (4) odst. 8.4 str. 258.

14. Předpokládejme, že na množině X jsou dány topologie τ1 a τ2 přičemž τ1 ⊂ τ2. Necht’

X je lokálně souvislý v jedné z těchto topologíı. Co lze usoudit o lokálńı souvislosti X ve druhé
topologii?

Ř e š e n ı́ . Obecně nelze ř́ıci nic. Uvedeme př́ıklad. Na množině R uvažujme topologii diskrétńı
τD, Sorgenfreyovou τS a přirozenou τ . Plat́ı τ ⊂ τS ⊂ τD a přitom (R, τ) a (R, τD) jsou lokálně
souvislé, zat́ımco (R, τS) neńı lokálně souvislý (srov. př. (6) odst. 8.4 str. 258, (2) odst. 8.4 str.
257, (3) odst. 8.4 str. 258).

15. Necht’ X je lokálně souvislý topologický prostor s topologíı τ , Y množina, f : X → Y
zobrazeńı. Uvažujme množinu Y s obrazem topologie fτ . Je topologický prostor Y lokálně souvislý?

Ř e š e n ı́ . Y je lokálně souvislý; tvrzeńı se dokáže podobně jako Věta 10. odst. 8.2 str. 255.
Bud’ U ⊂ Y otevřená množina, A souvislá komponenta množiny U . Je-li f−1(A) = ∅, pak

podle definice obrazu topologie je množina A ⊂ Y otevřená. Necht’ f−1(A) 6= ∅. Bud’ x ∈ f−1(A)
bod, Vx souvislá komponenta bodu x v f−1(U). Podle Věty 9. odst. 8.2 str. 254 je Vx otevřená
množina, nebot’ f−1(U) je otevřená. Množina f(Vx) je souvislá (Věta 5. odst. 8.1 str. 251) a
obsahuje bod f(x). Podle definice souvislé komponenty tedy f(Vx) ⊂ A, odkud Vx ⊂ f−1(A).
Tedy f−1(A) =

⋃

Vx (sjednoceńı přes x ∈ f−1(A)). To ovšem znamená, že f−1(A) je otevřená
množina a podle definice topologie fτ je A otevřená množina. Podle Věty 9. odst. 8.2 str. 254 je
tedy prostor Y lokálně souvislý.

16. Rozhodněte, které z topologických prostor̊u (a) – (u) ze cv. 5 jsou lokálně souvislé.

Ř e š e n ı́ . (a) Je lokálně souvislý: libovolná otevřená množina U v tomto topologickém prostoru
má tvar U = R\K, kde K je konečná množina. U je zřejmě nekonečná. Analogicky jako ve cv. 5
(a) odtud dostaneme, že U je souvislá.

(b) Je lokálně souvislý: Je-liX konečná množina, pak topologie konečných doplňk̊u na X splývá s
diskrétńı topologíı, které je lokálně souvislá (př. (2) odst. 8.4 str. 257). Je-li X nekonečná množina,
pak každá otevřená podmnožina U ⊂ X je souvislá (srov. (a)).

(c) Neńı lokálně souvislý: souvislá komponenta libovolného bodu (x, f(x)) je množina
{(x, f(x))}, která neńı otevřená (srov. Důsledek Věty 9. odst. 8.2 str. ??).

(d) Je lokálně souvislý (srov. cv. 15).

(e) Je lokálně souvislý: lokálńı báze v bodě 1 (resp. 2, resp. 3, resp. 4, resp. 5) je tvořena
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množinou {1} (resp. {1, 2}, resp. {1, 2, 3}, resp. {1, 2, 4}, resp. {1, 5}), která je souvislá.
(f) Neńı lokálně souvislý: souvislá komponenta bodu x je množina {x}, která neńı otevřená

(srov. Důsledek Věty 9. odst. 8.2 str. ??).
(g) Neńı lokálně souvislý (srov. (f)).
(h) Je lokálně souvislý: daná topologie splývá s diskrétńı topologíı, která je lokálně souvislá (př.
(2) odst. 8.4 str. 257).
(i) Je lokálně souvislý (je homeomorfńı s Euklidovým topologickým prostorem).
(j) Je lokálně souvislý (srov. (i)).
(k) Neńı lokálně souvislý: Bud’ P ∈ {0} × [−1, 1] libovolný bod, B(P, 1/4) otevřená koule v R2

se středem v P . Pak souvislá komponenta množiny B(P, 1/4) obsahuj́ıćı P je množina B(P, 1/4)∩
({0} × [−1, 1]), která neńı otevřená (srov. Věta 9. odst. 8.2 str. 254).

(l) Je lokálně souvislý, nebot’ je homeomorfńı s uzavřeným intervalem [−1, 1] ⊂ R, který je
lokálně souvislý: zobrazeńı f : [−1, 1] → R, definované vztahem f(t) = t/(1 − |t|) pro t ∈ R,
f(t) = ∞ pro t = 1, f(t) = −∞ pro t = −1, je zřejmě homeomorfismus.

(m) Neńı lokálně souvislý (ze stejných d̊uvod̊u jako (f)).
(n) Je lokálně souvislý podle Věty 9. odst. 8.2 str. 254.
(o) Je lokálně souvislý podle Věty 2. odst. 8.2 str. 254: Je-li U ⊂ Sn neprázdná otevřená

množina r̊uzná od Sn, pak je homeomorfńı s otevřenou množinou V ⊂ Rn a tedy každá jej́ı
souvislá komponenta je otevřená v Sn; je-li U = Sn, pak U je souvislá a otevřená v Sn.

(p) Je lokálně souvislá (Věta 9. odst. 8.2 str. 254).
(q) Je lokálně souvislý (je homeomorfńı se součinem dvou souvislých lokálně souvislých prostor̊u

S1; viz Věta 11. odst. 8.2 str. 255 a (p)).
(r), (s), (t)Jsou lokálně souvislé: jsou homeomorfńı s faktorovým prostorem topologického prostoru
[0, 1]2 ⊂ R2, který je lokálně souvislý jako součin dvou souvislých lokálně souvislých prostor̊u
(Věta 11. odst. 8.2 str. 255, Věta 10. odst. 8.2 str. 255).

(u) Je lokálně souvislý podle Věty 9. odst. 8.2 str. 254 (Rn \ {0} je otevřená podmnožina Rn,
t.j. každá otevřená podmnožina U ⊂ Rn \ {0} je také otevřená v Rn).

Obloukově souvislé prostory

17. Je uzávěr obloukově souvislého topologického prostoru obloukově souvislý?

Ř e š e n ı́ . Nemuśı být obloukově souvislý. Uvažujme topologický prostor X z př. (4) odst. 8.4
str. 258. X \ {P} je obloukově souvislý, přitom X = cl(X \ {P}) neńı obloukově souvislý.

18. Rozhodněte, zda plat́ı toto tvrzeńı: Necht’ τ1, τ2 jsou dvě toplogie na množině X , τ1 ⊂ τ2.
Je-li (X, τ2) obloukově souvislý prostor, pak také (X, τ1) je obloukově souvislý.

Ř e š e n ı́ . Tvrzeńı plat́ı: (X, τ1) je spojitým obrazem obloukově souvislého prostoru (X, τ2) při
zobrazeńı idX (Věta 14. odst. 8.3 str. 256).

19. Ukažte, že topologický prostor X = cl f((0, 1)), kde f : (0, 1) → [−1, 1]2 je zobrazeńı,
definované vztahem f(t) = (t, sin(1\t)), je souvislý, ale neńı obloukově souvislý.

Ř e š e n ı́ . Souvislost tohoto prostoru již byla dokázána ve cv. (k). Dokážene, že X neńı ob-
loukově souvislý. Bud’ P ∈ {0} × [−1, 1] libovolný bod. Předpokládejme, že existuje oblouk
g : [a, b] → X tak, že g(a) = P . Vyšetř́ıme množinu M = g−1({0}× [−1, 1]), která obsahuje bod a.
M je uzavřená množina, nebot’ je vzorem uzavřené množiny {0} × [−1, 1] při spojitém zobrazeńı
g. Bud’ x ∈ M libovolný bod. Uvažujme Otevřenou kouli B se středem v bodě g(x) a poloměrem
r = 1/4. Ze spojitosti g vyplývá, že existuje otevřený interval Ix v [a, b] se středem v bodě x takový,
že g(Ix) ⊂ B ∩X . Množina Ix je souvislá podle Důsledku 1. Věty 7. odst. 8.1 str. 252, tedy také
g(Ix) je souvislá podle Věty 5. odst. 8.1 str. 251. Odtud vyplývá, že g(Ix) ⊂ B ∩ ({0} × [−1, 1]),
t.j., že Ix ⊂ g−1(B ∩ ({0} × [−1, 1])) ⊂M . Množina M je tedy otevřená. Interval [a, b] je souvislý
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a M ⊂ [a, b] je neprázdná podmnožina, která je uzavřená a zároveň otevřená. To ovšem znamená,
že M = [a, b]. Odtud vyplývá, že žádný bod Q ∈ X \ ({0}× [−1, 1]) nelze spojit obloukem s bodem
P . Topologický prostor X tedy neńı obloukově souvislý.

20. Dokažte, že každá otevřená souvislá podmnožina Euklidova prostoru Rn je obloukově
souvislá.

Ř e š e n ı́ . Bud’ U ⊂ Rn otevřená podmnožina. U je zřejmě lokálně obloukově souvislý prostor:
každý bod x ∈ U má lokálńı bázi tvořenou otevřenými koulemi, což jsou konvexńı a tedy obloukově
souvislé množiny (př. (6) odst. 8.4 str. 258). Jelikož U je souvislá, je podle Důsledku Věty 16. odst.
8.3 str. ?? také obloukově souvislá.

Uvedeme jiné řešeńı. Bud’ x ∈ U bod. Označme A podmnožinu množiny U , tvořenou všemi
body z U , které lze spolit obloukem s bodem x. Ukážeme, že množina A je otevřená v U . Bud’

q ∈ A libovolný bod. U je otevřená množina, existuje tedy otevřená koule B(q, ε) lež́ıćı v U . B(q, ε)
je ovšem obloukově souvislá množina, proto B(q, ε) ⊂ A. Odtud již vyplývá otevřenost množiny A.
Nyńı ukážene, že A je uzavřená v U . Položme V = U \A; množina V je tvořena všemi body y ∈ U ,
které nelze spojit obloukem s bodem x. Necht’ p ∈ V je libovolný bod. JelikožU je otevřená, existuje
δ > 0 a otevřená koule B(p, δ) lež́ıćı v U . Ovšem B(p, δ) je obloukově souvislá množina, plat́ı tedy
B(p, δ) ⊂ U . Kdyby totiž existoval bod y ∈ B(p, δ) nelež́ıćı ve V , pak by platilo y ∈ A, t.j. existoval
by oblouk spojuj́ıćı body y a x a tedy také oblouk spojuj́ıćı body p a x, což je spor s konstrukćı
množiny V . Ukázali jsme, že množina V obsahuje s každým svým bodem nějaké jeho okoĺı, je tedy
otevřená v U . Odtud ovšem vyplývá, že A je neprázdná otevřená a současně uzavřená podmnožina
souvislého prostoru U . Plat́ı tedy A = U a U je obloukově souvislý topologický prostor.

21. Rozhodněte, zda jsou obloukově souvislé tyto topologické prostory:

(a) S1 ⊂ R2.
(b) Sn ⊂ Rn+1.

(c) Graf Gf Dirichletovy funkce f s finálńı topologíı.

(d) Uzavřený čtverec [0, 1]2 ⊂ R2.
(e) R s topologíı konečných doplňk̊u.

(f) Toroid.
(g) Kleinova láhev.

(h) Möbiova páska.
(i) Reálná projektivńı rovina RP 2.

Ř e š e n ı́ . Všechny uvedené topologické prostory jsou obloukově souvislé.

(a) S1 je spojitým obrazem obloukově souvislé množiny [0, 1) při zobrazeńı f : [0, 1) → R2,
definované vztahem f(t) = (cos 2πt, sin 2πt) (srov. cv. 10 kap. 3, Věta 14. odst. 8.3 str. 256).

(b) Označme N (resp. S) severńı (resp. jižńı) pól sféry Sn a uvažujme stereografickou projekci
ϕ (resp. ψ) ze severńıho (resp. jižńıho) pólu. Zobrazeńı ϕ (resp. ψ) je homeomorfismus Sn \ {N}
(resp. Sn \ {S}) na Rn. Podprostory Sn \ {N}, Sn \ {S} ⊂ Sn jsou tedy obloukově souvislé. Podle
Věty 13. odst. 8.3 str. 256 je také Sn obloukově souvislý prostor.

(c) Gf s finálńı topologíı je spojitým obrazem obloukově souvislého prostoru R (srov. Věta 14.
odst. 8.3 str. 256).

(d) [0, 1]2 ⊂ R2 je konvexńı množina (srov. př. (6) odst. 8.4 str. 258).
(e) Topologie konečných doplňk̊u na R je slabš́ı než přirozená topologie, která je obloukově

souvislá; R s topologíı konečných doplňk̊u je tedy obloukově souvislý podle cv. 18.

(f), (g), (h), (i) Jde o faktorové prostory obloukově souvislého prostoru [0, 1]2 ⊂ R2 (srov.
Důsledek Věty 14. odst. 8.3 str. 256).

22. Je každý lokálně obloukově souvislý topologický prostor lokálně souvislý?

Ř e š e n ı́ . Ano. Tvrzeńı vyplývá z definice a z Věty 12. odst. 8.3 str. 256.
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23. (a) Uved’te př́ıklad lokálně obloukově souvislého prostoru, který neńı obloukově souvislý.
(b) Uved’te př́ıklad obloukově souvislého prostoru, který neńı lokálně obloukově souvislý.

Ř e š e n ı́ . (a) Stač́ı vźıt disjunktńı sjednoceńı dvou lokálně obloukově souvislých prostor̊u, které
jsou zároveň obloukově souvislé, např. sjednoceńı dvou disjunktńıch neprázdných otevřených kouĺı
v Rn.

(b) Položme X = ({0}× [0, 1])∪ ([0, 1]×{0})∪ (M× [0, 1]), kde M = {q ∈ R | q = 1/n, n ∈ N}
(porov. s př. (4) odst. 8.4 str. 258). X je zřejmě obloukově souvislý podprostor Euklidova prostoru
R2. X ovšem neńı lokálně obloukově souvislý: Uvažujme např. otevřenou množinu U = B ∩ X ,
kde B je otevřená koule v R2 se středem (0, 1) a poloměrem 1/4. Souvislá komponenta množiny
U obsahuj́ıćı bod (0, 1) zřejmě neńı otevřená v X (viz obr. 1), t.j. X neńı lokálně souvislý. Podle
cv. 22 neńı ani lokálně obloukově souvislý.

Obr. 2

24. Dokažte, že součin systému topologických prostor̊u (Xι)ι∈I je obloukově souvislý právě
tehdy, ktyž každý z topologických prostor̊u Xι je obloukově souvislý.

Ř e š e n ı́ . Je-li součin X =
∏

Xι obloukově souvislý, pak každý z topologických prostor̊u Xι

muśı být obloukově souvislý jako spojitý obraz X při faktorové projekci prι : X → Xι (Věta
14. odst. 8.3 str. 256). Obráceně předpokládejme, že pro každé ι ∈ I je topologický prostor Xι

obloukově souvislý. Necht’ x, y ∈ X jsou libovolné dva body. Ke každému ι ∈ I existuje oblouk
fι : [0, 1] → Xι takový, že fι(0) = prι(x), fι(1) = prι(y). Klademe f = (fι)ι∈I . Dostáváme spojité
zobrazeńı f : [0, 1] → X (Věta 10. (b) odst. 3.3 str. 36) a plat́ı f(0) = x, f(1) = y.

25. Dokažte, že součin systému topologických prostor̊u (Xι)ι∈I je lokálně obloukově souvislý
tehdy a jen tehdy, když každý z topologických prostor̊u Xι je lokálně obloukově souvislý a existuje
konečná množina J ⊂ I tak, že Xκ je obloukově souvislý pro každé κ ∈ I \ J .

Ř e š e n ı́ . Důkaz je analogický d̊ukazu Věty 11. odst. 8.2 str. 255 (využijeme cv. 24).
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[13] A. Pultr, Úvod do topologie a geometrie I, skriptum MFF UK Praha, SPN, Praha, 1982
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