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第八讲 离散随机信号的
统计分析基础

数字信号处理
面向专业：自动化系
授课教师：刘剑毅

引 言

信号可以分为确定性信号和随机信号。

确定性信号 —— 信号的幅度随时间的变化有一定的规

律性，可以用一个明确的数学关系进行描述，是可以再现的。

随机信号 —— 信号随时间的变化没有明确的变化规律，

既不是有限能量又不是周期的，不能用明确的时间函数进行

描述，也不能准确地重现。
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随机信号的分类： 　　
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离散随机序列(也称为
随机数字信号)

幅度离散随机信号
（例如随机脉冲信
号，其取值只有两
个电平）

离散
值

时域离散随机信号(简
称随机序列)

连续随机信号连续
值

幅
度

离散值连续值

时间变量

* 利用计算机只能处理随机数字信号。

8.1 离散随机信号分析的基本概念

随机过程X(t) 是由它所有可能的样本函数集合而成的, 样本函数用xi(t), 
i=1, 2, 3,…表示。

如下图表示n部接收机的噪声电压, xi(t) 称为第i条样本曲线。

x1(t)

x2(t)

xn(t)

t

t

tt1 tn

连续随机过程X(t)
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对X(t)进行等间隔采样，得到X(t1), X(t2), X(t3), …, 所构成
的集合称为时域离散随机信号（随机序列），用X(n)表示。相应的
xi(n),i=1, 2, 3, …， 称为样本序列，它们是n的确定性函数。

而X(t1), X(t2), X(t3)则都是随机变量。

因此随机序列兼有随机变量和函数的特点。

离散随机过程X(n)
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一个例子：

抛掷硬币得到的 离散随机样本序列x1(n)
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8.2 离散随机信号的统计描述

1.   概率描述　

（1）概率分布函数

对于随机变量Xn, 其概率分布函数用下式描述：

1 1( , ) P( )
nX nF x n x x= ≤

式中P（）表示概率，x1为任一实数。
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（2） 概率质量函数　
对于值域离散的随机变量Xn，定义概率质量函数如下：

如果xn取连续值，则称之为概率密度函数。

概率分布函数与概率质量函数的关系是

1 1( , ) P( )
nX np x n x x= =

1

1 1( , ) ( , )
n n

n

X X
x x

F x n p x n
≤

= ∑

抛硬币的随机过程就是xn取值是离散的例子。设xn = +1（正面）的
概率为p，则xn = -1（反面）的概率为(1-p)。下图给出了离散型随机
变量xn的概率分布函数和概率质量函数。
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一些离散随机变量的常用分布。

(1) 伯努利分布

该分布的概率质量函数是

p(-1) = 1 - q; p(1) = q; q ∈ [0， 1]；抛掷单个硬币就属于这种分布。

(2) 二项分布

该分布的概率质量函数是

多次抛掷硬币时，k次正面或反面的次数可以这个分布描述。

(3) 均匀分布

该分布的概率质量函数是

许多传感信号和社会计算的模型均可用这种分布。

(4) 泊松分布

该分布的概率质量函数是

该分布可以描述数据传输、电子辐射、电话呼叫中的数据到达时间。

9

( ) (1 ) , {0,1, , }k k n k
np k C p p k n−= − ∈

( ) 1 , {0,1, , }p k n k n= ∈

1( ) !, {0,1, , }kp k e k k nλ −= ∈

（3）二维概率分布函数: 

, 1 2 1 2( , , , ) ( , )
n mX X n mF x n x m P x x x x= ≤ ≤

以此类推, N维概率分布函数为

1 2 1 2, , 1 1 2 2 1 2( , , , , , , ) ( , , , )
M MX X X M M n n n MF x n x n x n P x x x x x x= ≤ ≤ ≤

10

, 1 2 1 2( , , , ) ( , )
n mX X n mp x n x m P x x x x= = =

二维概率质量函数: 

2.  随机序列的数字特征　

[ ] ( , )
n nx n X

x

m E X xp x n= =∑
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（1）数学期望(统计平均值)

n时刻对应的离散随机变量Xn的数学期望定义为

Motivation:

概率分布函数能对随机序列进行完整的描述, 但实际中往往无法得到它。而

随机序列的一些数字特征则比较容易进行测量和计算，在实际中，知道这些数字

特征就足够用了。

（2） 均方值与方差

n时刻的离散随机变量Xn的均方值定义为：

2 2[ ] ( , )
nn X

x
E X x p x n=∑

方差定义为：

( )22 [ ]
n nx n xE X mσ = −

可以推出以下等价的形式: 

2 2 2[ ]
n nx n xE X mσ = −
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（3）.   相关函数和协方差函数　

Motivation: 

随机序列不同时刻的状态之间存在着一定关联性，即互相有影响，包括随机序

列本身或者不同随机序列之间。 　

n、m时刻分别对应的随机变量Xn、Xm，其自相关函数定义为：

,( , ) [ ] ( , , , )
n m

n m

xx n m n m X X n m
x x

n m E X X x x p x n x mϕ = =∑∑
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其自协方差函数定义为

( , ) cov[ , ] [( )( )]
n mxx n m n x m xn m X X E X m X mγ = = − −

可以推出上式的另一种等价形式：

( , ) ( , )
n mxx xx x xn m n m m mγ ϕ= −

对于零均值随机序列，mXn= mXm=0, 则 ( , ) ( , )xx xxn m n mγ ϕ=

这种情况下，自相关函数和自协方差函数相等。

n、m时刻分别对应的随机变量Xn、Ym，其互相关函数定义为：

式中pXn,Ym(xn, n, ym, m)表示Xn和Ym的联合概率质量函数。对于两个不同

的随机序列之间的关联性，可以用互相关函数和下面的互协方差函数来描述。

( , ) cov( , ) [( )( )]

( , )
n m

n m

xy n m n x m y

xy x y

n m X Y E X m Y m

n m m m

γ

ϕ

= = − −

= −

同样, 当mXn=mYm =0时，
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( , ) ( , )xy xyn m n mγ ϕ=

,( , ) [ ] ( , , , )
n m

n m

xy n m n m X Y n m
x y

n m E X Y x y p x n y mϕ = =∑∑

互协方差函数定义为：

3. 平稳随机序列及其数字特征　

定义：

平稳随机序列指它的N维概率分布函数或N维概率质量（密度）函数与时间n的起

始位置无关，其统计特性不随时间的平移而发生变化。如果将随机序列在时间上平

移k，其统计特性满足下式：

1 2

1 2

, , , 1 1 2 2

, , , 1 1 2 2

( , , , , , , )

( , , , , , , )
k k N k

N

X X X M M

X X X M M

F x n k x n k x n k

F x n x n x n
+ + +

+ + +

=
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上述这类序列称为狭义平稳随机序列，其条件在实际情况下很难满足。

对于随机序列的均值和方差不随时间改变，则其相关函数仅是时间差的

函数，将这一类随机序列称为广义平稳随机序列。

平稳随机序列的一维概率质量（密度）函数与时间无关，因此均值、方差和均

方值均与时间无关，它们可分别用下式表示：

( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2 22

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

x n n m

n n m

x n x n m x x

m E X E X E X

E X E X E X

E X m E X m E X mσ

+

+

+

= = =

= =

= − = − = −

二维概率密度函数仅决定于时间差，与起始时间无关，因此自相关函数与自

协方差函数是时间差的函数: 

( ) [ ]
( ) [( )( )]

xx n n m

xx n x n m x

m E X X
m E X m X m
ϕ

γ
+

+

=
= − −
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对于两个各自平稳且联合平稳的随机过程X、Y, 其互相关函数为

( ) ( , ) [ ]xy xy n n mm n n m E X Yϕ ϕ += + =

如果对于所有的m ，满足公式：φxy(m)=0，则称两个随机序列互为正交。

如果对于所有的m ，满足公式: φxy(m)=mxmy, rxy(m)=0，则称两个随机序列

互不相关。
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实平稳随机序列的相关函数、 协方差函数具有以下性质： 　

（1） 自相关函数和自协方差函数是m 的偶函数, 用下式表示: 

( ) ( ), ( ) ( )
( ) ( ), ( ) ( )

xx xx xx xx

xy yx xy yx

m m m m
m m m m

ϕ ϕ γ γ
ϕ ϕ γ γ

= − = −

= − = −

（2） 2(0) [ ]xx nE Xϕ =

（3） (0) | ( ) |xx xx mϕ ϕ≥

（4） 2lim ( )xx xm
m mϕ

→∞
=

lim ( )xy x ym
m m mϕ

→∞
=

（5）
2 2( ) ( ) , (0)xx xx x xx xm m mγ ϕ γ σ= − =
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可以看出φxx(m)是描述随机过程X最主要的统计量，它不仅说明

了随机变量间的相关性，而且蕴含了均值、均方值，方差等主要特征
量。



4.   平稳随机序列的频域统计描述 —— 功率密度谱

Motivation：

平稳随机序列是能量无限信号，故无法直接利用傅里叶变换进行分析。但自

相关函数却随着时间差m的增大，趋近于随机序列的均值。如果随机序列的均值

为0，即mx=0, φxx(m)是收敛序列，可以进行Z变换: 

( ) ( ) m
xx xx

m
P z m zϕ

∞
−

=−∞

= ∑

11( ) ( ) d
2

m
xx xxc
m P z z z

j
ϕ

π
−= ∫
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Pxx(z)的收敛域如下，故包含单位圆：

1|| −<< aa RzR 0≤Ra≤1 

由于Pxx(z)的收敛域包含单位圆，因此φxx(m)的DTFT存在。令z=exp(jω), 有

j(e ) ( )e j m
xx xx

m
P mω ωϕ

∞
−

=−∞

= ∑

-

1( ) (e )e d
2

j j m
xx xxm P

π ω ω

π
ϕ ω

π
= ∫
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功率谱的性质：

（1） 功率谱是ω的偶函数：

)()( ωω −= xxxx PP

该结果可直接由自相关函数是时间差的偶函数来证明。

（2） 功率谱是实的非负函数， 即

Pxx(ω)≥0 

其相对应的DTFT称为互功率谱：

j

π j

-π

( ) ( )

1( ) ( )e d
2π

m
xy xy

m

m
xy xy

P m e

m P

ω

ω

ω ϕ

ϕ ω ω

∞
−

=−∞

=

=

∑

∫
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类似地,互相关函数的Z变换为：

( ) ( ) m
xy xy

m
P z m zϕ

∞
−

=−∞

= ∑

( ) ( )xy yxP Pω ω= −

互功率谱的性质：

5.   随机序列的各态历经性

Motivation：

上述数字特征都要求对大量的样本进行平均,即集合平均。但实际中这种

做法是不现实的，在很多情况下，用一条样本曲线来描述随机序列更加容易。

　

设x(n)是平稳随机序列X(n)的一条样本曲线，其时间平均为: 

∑
−=

∞→ +
>=<

N

NnN
nx

N
nx )(

12
1lim)(

类似地，其时间自相关函数为: 

1( ) ( ) lim ( ) ( )
2 1

N

N n N

x n x n m x n x n m
N→∞

=−

< + >= +
+ ∑

22

式中〈·〉表示时间平均算子。

定义：

如果平稳随机序列的集合平均值与集合自相关函数值依概率趋于其样

本函数的时间平均值与时间自相关函数，即满足下面两式：

〈x(n)〉=mx=E［X］

〈x(n)x(n+m)〉=φxx(m)=E［X(n)X(n+m)］

这样用研究平稳随机序列的一条样本曲线代替研究其集合，即用时

间平均代替集合平均，给研究平稳随机序列带来极大的方便。
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则称该平稳随机序列具有各态历经性。

6.  白噪声序列　

对于随机序列X(n)，如果其随机变量在不同时刻的取值无关联性，即

两两不相关，表示为自协方差函数

2( , ) cov( , )
nxx n m x mnn m X Xγ σ δ= =

式中

⎩
⎨
⎧

=
0
1

mnδ
m≠n

m＝n 

则称该序列为白噪声序列。如果白噪声序列还是平稳的， 则
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2( , ) cov( , )xx n m mnn m X Xγ σ δ= =

式中, σ2是常数。设均值mxn=0，则其功率谱Pxx(e
jω)=σ2，即在整

个频带上功率谱是一个常数。



8.3 离散线性系统对随机信号的响应

假设线性时不变系统的单位脉冲响应为实序列h(n), 则当输入是平稳随

机序列x(n)， 其输出为

( ) ( ) ( )
k

y n h k x n k
∞

=−∞

= −∑
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那么，可以推导出输出信号的自相关函数为：

( ) ( ) ( )

          ( ) ( )

yy xx
l

xx

m m l v l

m v m

ϕ ϕ

ϕ

∞

=−∞

= −

= ∗

∑

式中 ( ) ( ) ( )
k

v l h k h l k
∞

=−∞

= +∑ 为h(n)的自相关函数。

1.   相关卷积定理　

(1) 

(2) 

上述公式用语言叙述如下：x(n)与h(n)卷积的自相关等于x(n)的自相

关和h(n)的自相关的卷积。即卷积的相关等于相关的卷积。 用一般公式表

示如下：

如果
e(n)=a(n)*b(n)
f(n)=c(n)*d(n)  

那么 φef(m)=φac(m) * φbd(m) 
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这就是相关卷积定理，描述了随机信号通过线性系统的时域表达。

2. 输出响应的功率谱密度函数

将上述(1)、(2)式分别写成Z变换形式, 表示如下: 

1( ) ( )

1( ) ( ) ( )yy xx

V z H z H
z

P z P z H z H
z

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

将z=ejω代入上式，得到输出功率谱：

Pyy (ejω) =Pxx(ejω)|H(ejω)|2
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3.  系统的输入、 输出互相关函数　

( ) [ ( ) ( )]

( ) ( )

( ) ( )

xy

xx
k

xx

m E x n y n m

h k m k

h m m

ϕ

ϕ

ϕ

∞

=−∞

= +

= −

= ∗

∑

即输入输出间的互相关函数等于h(n)与输入自相关函数的卷积。称为输入、

输出互相关定理。
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线性系统输入与输出间的互相关函数满足下列关系：

证明：根据相关卷积定理，有

x(n)=x(n)*δ(n)　
y(n)=x(n)*h(n)　

φxy(m)=φxx(m)*φδh(m) 

其中

( ) ( ) ( ) ( )h
l

m l h m l h mδϕ δ
∞

=−∞

= + =∑
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代入上式，得到

φxy(m)=φxx(m) * h(m)

□

再由线性卷积的交换律，得到

φxy(m)=h(m) *φxx(m)

设x(n)是零均值平稳随机序列，对上述结果进行Z变换，得到

)()()( zPzHzP xxxy =

其功率谱表示为

)e()e()e( jj ωωω
xx

j
xy PHP =
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称为互功率谱密度函数。



4. 小结

信号通过线性系统的主要分析工具对比：
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功率谱密度

互谱密度

系统函数

频率响应

频域

自相关函数

互相关函数

冲激响应时域

平稳随机信号确定性信号

( )xx mϕ( )h n

j(e )H ω

j(e )xxP
ω

( )xy mϕ

j(e )yyP
ω

(e )j
xyP

ω

( )H z

( )yy mϕ

DTFT DTFT

因此相关运算、功率谱估计成为随机信号处理中最基本的研究

内容。

例 1. 已知下图两个系统的输入互谱密度函数 及系统函数，试求其输出互谱密

度函数 。　

解： y1(n)=x1(n)*h1(n)　

y2(n)=x2(n)*h2(n)

按照相关卷积定理, 有

( )

1 2 1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1
1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

y y x x h h

h h
n n

m

y y x x

m m m

m h n h n m h n h m n h m h m

x n h n x m h n m

P z P z H z H z

ϕ ϕ ϕ

ϕ
∞ ∞

=−∞ =−∞

∞

=−∞

−

= ∗

= + = − − = − ∗

⎛ ⎞∗ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∴ =

∑ ∑

∑
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H1(z)

H2(z)

x1(n )

x2(n )

y1(n )

y2(n )

1 2x xP

1 2y yP

本章作业：

已知实平稳白噪声x(n)的功率谱是σ2
x，使通过一个q

阶的FIR网络，求输出自相关函数φyy(m)、功率谱Pyy(ejω)、
互相关函数φxy(m)和互谱Pxy(ejω)。　
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