3 Linearni kombinace vektoru. Linearni zavislost a nezavis-
lost vektoru.

w=2.8u+3.3v

Obrazek 5: Vektor i je linearni kombinaci vektort @ a ¢. Vektory u, ' a i jsou linedrné zavislé.

— — — — —

Obrazek 6: Vektor ¢ je linearni kombinaci vektort u, v a w. Vektory u, v, W a ¢ jsou linearné zavislé.
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3.1 Linearni kombinace vektoru

Definice 4. Necht @, U1, U, ..., Uy, jsou prvky vektorového prostoru V nad télesem T.
Rekneme, Ze vektor i je linearni kombinaci vektora oy, vs, ..., U,, pravé kdyz
existugi proky ay, as, ...,a, € T tak, Ze plati:

n
U= CL1171 + CLQUQ + ...+ anUn = E CLZUZ
1=1

Proky ay, as, ..., a, nazyvame koeficienty linedarni kombinace.
Jsou-li vsechny koeficienty rovny nule, nazyva se linedrni kombinace trivialni, jinak
se nazyvd netrivialni.

PRIKLAD 3.1. Ovéite, zda vektor @ = (4,—1,3) je linedrni kombinaci vektori
1 = (1,0,2), vh = (—2,1,1).

Y

RIKLAD 3.2. Ovérte, zda vektor i = (—1,1,0) je linedrni kombinaci vektori
(1,0,2), ¥ = (—2,1,1),

(o
PRIKLAD 3.3. Vymyslete nejméné tii vektory o stejném poctu proki a vytvorte
jegich tri rizné linedrni kombinace.

3.2 Linearni zavislost a nezavislost vektoru

PRIKLAD 3.4. Mnozina M = {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1),(1,2,3)} je tvorena ctyrmi
vektory z vektorového prostoru R®. Rozhodnéte, zda je néktery z téchto vektort line-
arni kombinact ostatnich.

Regend: Oznacme dané vektory: @, = (1,1,1), % = (0,1,1), 73 = (0,0,1) a ¥, =
(1,2,3). Potom plati v + v + U5 — Uy = 0 (V tomto pripadé se to da ,uvidét®, jinak
fesime piislusnou homogenni soustavu.). Je tedy zfejmé, ze kazdy z danych vektort
se da vyjadrit jako linedrni kombinace téch zbyvajicich, naptiklad vo = —v7 — U3+ vy.
Ale pozor! Jak vidime v nasledujicim piikladé, ne vzdy tomu tak je.

PRIKLAD 3.5. Jsou ddny vektory v; = (1,1,1), @, = (0,1,1), %5 = (0,0,1) a
vy = (0,2,1). Rozhodnéte, zda lze kazdy z nich vyjddrit jako linearni kombinaci téch
zbyvagicich.

Reseni: Pouceni predchézejicim piikladem se ptame, zda existuji takové koeficienty
k,l,m,n € R, pro které plati kv; + lvs + mvs + nvy = 0. Po dosazeni soutfadnic
vektorti mizeme psat

1 0 0 0 0
E{1]+l11]+m|0]+n[2]=]0 (10)
1 1 1 1 0
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Po vynésobeni a secteni na levé strané obé strany rovnosti (I0) porovname. To vede
k homogenni soustavé linearnich rovnic s matici

1000
11 2
11 1

)

(vS8imnéte si, ze sloupcovymi vektory této matice jsou dané vektory). Uzitim Gaus-
sovy eliminace dostavame

1 000 100 O 497 =0
1102|~---~1010 2 | — _9
1111 001 —1 e

Jestlize zvolime n = t; t € R, pro zbyvajici neznamé plati k = 0,1 = —2t, m = t, tj.

mnozinou Feseni homogenni soustavy je W = {(0, —2t,t,t);t € R}. Pro nase ucely
sta¢i pouzit jedno konkrétni feseni. Napt. pro ¢t = 1 dostavame Feseni (0,—-2,1,1) a
prislusna linearni kombinace ma tvar

0U7 — 2Uy + U3 + Uy = 0.

Z této rovnosti je ziejmé, ze kazdy z vektord vs, U3, Uy miizeme vyjadrit jako linearni
kombinaci zbyvajicich, napi. v3 = 2U, — Uy. Pro vektor ¢} to vSak neplati! Ten
kviili jeho nulovému koeficientu nemtizeme vyjadrit jako linearni kombinaci ostatnich
vektort. Zobrazte si dané ¢tyri vektory v GeoGebie a pokuste se odhalit, jak jejich
geometricka konfigurace souvisi s fesenim prikladu.

PRIKLAD 3.6. Jsou ddny vektory @ = (1,1,0), b= (0,3,1), = (1,0,2) a d =
(2,—1,—1). Rozhodnéte, zda lze kaZdy z nich vyjadrit jako linedrni kombinaci téch
zbyvagicich. Zobrazte si vektory v GeoGebre.

Definice 5 (Linearni zavislost a nezéavislost vektort). Vektory iy, is, ..., U, z vekto-
rového prostoru V' nad telesem T se nazyvaji:

a) vektory linearné nezavislé, prdvé kdyz je pouze trividlni linedrni kombinace
téchto vektori rovna nulovému vektoru, tj.

n
Yay,as,...,a, € T;Zaiﬁi =0= (a3 =0ANax=0A...Aa,=0).
i=1
b) vektory linearné zavislé, prdvé kdyz existuje aspon jedna jejich netrividlni line-

arni kombinace, kterd je rovna nulovéemu vektoru, .

Hal,az,...,anET;Zaiﬁizﬁé(al#O\/CLQ#O\/...\/an#O).
i=1
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Poznamka. Jak je to pro n = 1, tj. je jeden vektor linearné zavisly nebo nezavisly?
Vektor 4 je linearné nezavisly, pravé kdyz je o # o.

PRIKLAD 3.7. Rozhodnéte o linedrni zdvislosti vektori:

a) vy = (1,0,2), vh = (—2,1,1), vy = (4,—1,3).

b) iy = (1,0,2), Uy = (—2,1,1), us = (—1,1,0).

Véta 4 (Alternativni definice linedrni zéavislosti). Vektory iy, ia, ..., Uy, kde k > 1,
z vektorového prostoru V nad T jsou linearné zavislé prdve tehdy, kdyz aspon
jeden z nich je linearni kombinaci ostatnich.

Poznamka. Je dobré si uvédomit, ze ve vété neni viitbec specifikovano, zda se jedna
o kombinaci trivialni ¢ netrivialni.
Dusledek 1. Je-li jeden z vektoru nulovy, jsou vektory linedrné zdavisle.

Dusledek 2. Jsou-li aspon dva vektory stejné, jsou vektory uy, s, ..., U, zdavisle.

PRIKLAD 3.8. Analogicky s vetou [4] vyslovte ,alternativni definici linearni nezd-
vislosti™ k vektori.

Véta 5. Jsou-li vektory uy, Us, ..., Uy (k > 1) z vektorového prostoru V nad télesem T
linearné nezavisle, dostaneme vynechanim ktereéhokoliv z nich opét linedrné nezavislé
vektory.

Dusledek 3. Jsou-li vektory 1, us, ..., U z vektorového prostoru V- nad T linedrné
zavisle, jsou zavislé 1 vektory uy, s, ..., U, Upr1, kde U1 je libovolny vektor z V.

PRIKLAD 3.9. Jsou ddny dva linedrné nezdvislé vektory c?,g € V,. Dokazte, Ze
kazdy vektor u € Vs lze vyjddrit jako jejich linedrni kombinaci.

Reseni: Oznacme soufadnice vektorit @ = (a1, as),b = (by, by), @ = (uy, uz). Potom
se ptame, zda existuji takova k,l € R, pro ktera je @ = ka + [b. Po rozepsani této

vektorové rovnice pro jednotlivé souradnice dostavame soustavu dvou linearnich
rovnic o dvou neznamych £, :

alk + bll = U1
ask + bal = usy

Tato soustava je pro linedrné nezavislé vektory @, b regularni (proc¢?). Muzeme ji tak

. .y : u1be — bruz ajug — Uyay
resit tfeba uzitim Cramerova pravidla. Dostaneme: k = —— | = ———
a162 — b1a2 ale — bla2

Koeficienty k, [ jsou tedy pro dané vektory a, baid urceny jednoznacné.

PRIKLAD 3.10. Jaky je mazimdlni pocet linedrné nezdvislijch vektori v prostoru

Va (V3)?
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3.3 Linearni obal mnozZiny vektori

PRIKLAD 3.11. Uvazujte vektor o = kt+1v z obrazkuld. Charakterizujte mnoZinu
vsech téchto vektori pro vsechny mozné hodnoty koeficienti k,l € R.

PRIKLAD 3.12. Uvazujte vektor § = kil + IU + mid z obrdzku[@. Charakterizujte
mnoZzinu vsech téchto vektoru pro vsechny mozné hodnoty koeficienti k,l,m € R.

PRIKLAD 3.13. UvaZujte ndsledujici mnoZinu vektori M a pokuste se charakte-
rizovat mnozinu vsech jejich linearnich kombinaci:

a) M = {(070)}7

b) M = {(172)}7

¢) M ={(1,0,0),(0,0,1)},

Definice 6. Necht M = {1, Vs, ..., Ux} je podmnoZina vektorového prostoru V  (tj.
je to mnozina obsahujici k vektori o stejném poctu sloZek). Linearnim obalem
mnoziny M rozumime mnoZinu vsSech linearnich kombinaci vektori v, Vs, ..., U.
Linedrni obal mnoZiny M znacime [M] a plati, Ze [M] C V.

Poznamka. Linearni obal mnoziny M = {v}, v, ..., s} znac¢ime [M]| nebo také
{1, Vo, ..., Ui}

PRIKLAD 3.14. Uvazujme mnozinu M = {(2,—3,0), (1,0, 3)}. Potom linedrnim
obalem [M] mnoziny M je mnoZina vech vektoru U, které se daji zapsat ve tvaru
Uv=a(2,-3,0)+0(1,0,3), kde a,b € R.

(Zndzornéni v GeoGebre: [tube.geogebra.org/student/mwz Vwhw9 W)

PRIKLAD 3.15. UvaZujte mnozinu vektori M = {(1,2,0),(0,3,1)}. Rozhodnéte,
jakou strukturu tvori jeji linedrni obal (zndzornéte si ho v GeoGebre). Podle de-
finice [ ovérte, zda to meni vektorovy prostor. Jaky je vztah [M] k aritmetickému
vektorovému prostoru R3?

Reseni: Linedrnim obalem dané mnoziny vektori je, stejné jako v prikladu B.14,
rovina prochazejici pocatkem soustavy souradnic (tj. bodem (0,0,0)) rovnobézné
se sméry urc¢enymi vektory z mnoziny M. Ovérenim jednotlivych vlastnosti uvede-
nych ve definici [ zjistime, Ze se jedna o vektorovy prostor. Presnéji hovorime
o vektorovém podprostoru vektorového prostoru R3.

Poznamka. Kazdy linearni obal je vektorovym prostorem (Zduvodnéte!).

Definice 7. Necht [M] = V, kde V' je vektorovy prostor. MnoZina M se potom
nazyvd mnoZinou (systémem) generatort vektorového prostoru V. Rikdme, Ze
mnozina M generuje vektorovy prostor V.
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PRIKLAD 3.16. Najdéte mnoZiny generdtori pro ndsledujici vektorové prostory
(Pokuste se najit mnoziny generdtori o nejmensim poctu vektori):

a) MnozZina vech vektori (Sipek) v roviné a v trirozmérném prostoru.

b) Aritmeticky vektorovy prostor RZ.

c) Aritmeticky vektorovy prostor R,

d) Aritmeticky vektorovy prostor R3.

e) Mnozina P, vsech polynomi stupné nejvyse n s koeficienty z R.

PRIKLAD 3.17. Rozhodnéte, zda plati wvedend tvrzeni o linedrnim obalu mno-
ziny M :
= {[2,1]} potom [M] = R?,
={[2,1], [1, 3]} potom [M] =
={[2,1], [4,2]} potom [M] =
[1,2], 3. 4], [1,1]} potom [M] R?,

4
fx): 3}, V.={f(x) =¢;c € R} potom [M] =1V,
],16,1,3],[-2, 0 1]} potom [M] = R,
],6,1,3],[8,—1,5]} potom [M] = R3.

I
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