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Coonsovy platy - opakovani

Coonsovy platy

> typy Coonsovych platG:

EN prechodova plocha — uréena dvéma okrajovymi kivkami

[ bilinearni Coonsiv plat — uréen Gtyfmi okrajovymi kfivkami (kfivo¢arym
Ctyfuhelnikem)

bikubicky Coonstv plat — uréen Etyfmi okrajovymi kfivkami (kfivocarym
Ctyfuhelnikem)

A dvanactivekiorovy Coonsiv plat — uréen &tyfmi rohovymi body a teénymi
vektory parametrickych kfivek v nich (tj. vektory parcialnich derivaci v
téchto bodech)

[ sestnactivektorovy plat — uréen Styfmi rohovymi body, teGnymi vektory
parametrickych kfivek v nich a twisty v rozich platu (tj. vektory druhych
parciélnich derivaci v rozich platu)

A obecny Coonsliv plat — uréen &tyfmi rohovymi body, okrajovymi kfivkami
platu, pribéhem pfi€nych derivaci podél okrajovych kfivek a twisty v rozich
platu
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Coonsovy platy - opakovani
Bilinearni a bikubicky Coonslv plat

> ur€en okrajovymi kfivkami a(v), a1 (v), bo(u), b1 (u)

> vSechny okrajové kfivky musi byt parametrizovany nad intervalem (0, 1) (pokud

ne, je mozné je snadno transformovat)
» rovnice bilinearniho Coonsova platu potom je

Po() ao(U) P01 1—w
1—u,—1,u)- | bo(u) P(u,v) bi(u) |- -1 =

Pio aj (U) P

M
kde (u,v) € (0,1) x (0,1)
» rovnice bikubikckého Coonsova platu potom je
Poo a()(U) P01 F()(’U)
(Fo(u), =1, Fi(w))- [ bo(u) P(u,v) bi(u) |- -1

P10 ai (1}) P11 F1(’U)

M
kde Fo(t) = 2t> — 3t2 + 1, Fi(t) = —2t> + 3t% a (u,v) € (0,1) x (0,1)
> bikubicky Coonslv plat zajist'uje platovani
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Priklad bilinearniho Coonsova platu
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Priklad bikubického Coonsova platu
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Dvanactivektorovy plat

uréen polohovymi vektory rohovych bodl Poo, P10, Po1, P11, te€nymi vektory v
jednom sméru v rohovych bodech Pg,, Piy, P&y, PY, teCnymi vektory ve
druhém sméru v rohovych bodech P§,, Py, Pg1, P11

plat se nazyva také
v rozich plochy jsou nulove

Poo Por Py Poy
Pio Pu Pj, P
P& Po 0 0
Py 1. 0 0

P(u,v) = (Fo(u), F1(u), F2(u), F3(u))-

boleslia e
=
e

s

kde F;(t) jsou bazové funkce Fergusonovy kubiky a (u,v) € (0,1) x (0, 1)
okrajovymi kfivkami platu jsou Fergusonovy kubiky

splyva s bikubickym Coonsovym platem, jehoZ okrajovymi kfivkami jsou
Fergusonovy kubiky

dvanactivektorovy plat
Ize pouzit napt. pro vytvoreni hladce napojené plochy mezi dvéma plochami

ITG 7/24



Coonsovy platy - opakovani

Sestnactivektorovy plat

uréen

polohovymi vektory rohovych bodl Poo, P10, Po1, P11,
teEnymi vektory v jednom sméru v rohovych bodech Pg,, PYy, Py, P14,
teEnymi vektory ve druhém sméru v rohovych bodech Pg,, P, Pg:1, P1; a

uv uv uv uv

twisty v rozich platu Pgy, Py, Pot, Pit

Poo P01 PSO PSI Fo(’U)
P P Py EH F
P(u,v) = (Fo(u). Fi(u). Fo(u). Fy(u))- | B0 B Bio B || F(0) )
00 01 00 01 2(v)
Yo 1 15 17 F3(v)

kde Fi(t) jsou bazové funkce Fergusonovy kubiky a (u,v) € (0,1) x (0, 1)

okrajovymi kfivkami platu jsou opét Fergusonovy kubiky

Sestn
jejich

activektory plat je zakladem pro generovani tzv. , tj. ploch,
Z parametrické kfivky jsou spline kiivkami
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Coonsovy platy - opakovani

Obecny Coonsuyv plat

> bikubicky Coonsuv plat zajiStuje platovani, ale pouze pfi napojeni opet na
bikubicky Coonsuv plat

> pokud jej potfebujeme napojit na obecny plat (ktery neni bikubickym C. platem),
je vyhodné pouzit obecny Coonsiv plat

» rovnice plochy potom je

Fo(U)
-1
(Fo(u), =1, Fi(u), Fa(u), Fs(u)) - M- [ Fi(v) | =0,
FQ(U)
F3(U)
kde
Poo ao (1}) P01 PU (O, O) Pv (0, 1)
bo(u) P(u,v) bi(u) P¥(u,0) PY(u,1)
M = P10 a1(1]) Pll PU(LO) Pv(l,l)
P“(0,0) P*(0,v) P*(0,1) P&y Py
P*(1,0) P*(1,v) P*(1,1) 10 it

a F;(t) jsou bazové funkce Fergusonovy kubiky a (u,v) € (0,1) x (0, 1)

ITG 9/24



Coonsovy platy - opakovani

Plochy tenzoroveho soucinu — Bézierovy,
B-spline a NURBS plochy
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Coonsovy platy - opakovani www.KMA.zcu.cz

Plochy volného tvaru

> s vyuZzitim pouze zakladnich ploch jako jsou valec, kuzel, kulové plocha, rotacni
a pfimkoveé plochy (a jejich kombinace) je obtizné dosahnout dostate¢né volnosti
pfi vytvafeni 3D objektl

> proto byly zavedeny pfirozena zobecnéni Bézierovych a B-spline kfivek pro
plochy — Bézierovy a B-spline plochy a jejich racionalni specializace

> nicméné ani pomoci téchto ploch neni mozné reprezentovat objekty libovolné
topologie — tzv. subdivision plochy tento problém eliminuji

> subdivision plochy se v posledni dobé vyuZzivaji stale Castéji — hlavni vyuzitim je
tvorba animovanych filmu

Plochy tenzorového souéinu — Bézierovy, B-spline a NURBS plochy ITG 11/24
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Historie

> slozité geometrie a plochy volného tvaru se objevuji v architektufe velmi brzo,
prvni naznaky jsou jiz pfed 400000 lety

» v 19. stoleti se zaginaji tyto plochy vyuzivat vice — architekti mohou vyuzivat
vyhod novych material( (Zelezo, ocel, Zelezobeton)

> Antoni Gaudi (1852-1926) byl jednim z prvnich, ktery intenzivné vyuzival
plochy volného tvaru — Sagrada Familia (1882-dodnes)

Plochy tenzorového soucinu — Bézierovy, B-spline a NURBS plochy ITG 12/24
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Historie

> slozité geometrie a plochy volného tvaru se objevuji v architektufe velmi brzo,
prvni naznaky jsou jiz pfed 400000 lety

> v 19. stoleti se zacinaji tyto plochy vyuzivat vice — architekti mohou vyuzivat
vyhod novych material( (Zelezo, ocel, Zelezobeton)

> Antoni Gaudi (1852-1926) byl jednim z prvnich, ktery intenzivné vyuzival
plochy volného tvaru — Casa Mila (1905-1907)

)
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Coonsovy platy - opakovani
Historie

> slozité geometrie a plochy volného tvaru se objevuji v architektufe velmi brzo,
prvni naznaky jsou jiz pfed 400000 lety

> v 19. stoleti se zacinaji tyto plochy vyuzivat vice — architekti mohou vyuzivat
vyhod novych material( (Zelezo, ocel, Zelezobeton)

» Erich Mendelsohn (1887—1953) — Einstein Tower (1920-1921)

PomE T
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Historie

> slozité geometrie a plochy volného tvaru se objevuji v architektufe velmi brzo,
prvni naznaky jsou jiz pfed 400000 lety

» v 19. stoleti se zaginaji tyto plochy vyuzivat vice — architekti mohou vyuzivat
vyhod novych material( (Zelezo, ocel, Zelezobeton)

» Le Corbusier (1887—1965) — Notre Dame du Haut (1950-1955)
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Historie

> slozité geometrie a plochy volného tvaru se objevuji v architektufe velmi brzo,
prvni naznaky jsou jiz pfed 400000 lety

» v 19. stoleti se zaginaji tyto plochy vyuzivat vice — architekti mohou vyuzivat
vyhod novych materialt (Zzelezo, ocel, Zelezobeton)

» Eero Saarinen (1910-1961) — TWA Flight Center (1956-1962)
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Historie

> slozité geometrie a plochy volného tvaru se objevuji v architektufe velmi brzo,
prvni naznaky jsou jiz pfed 400000 lety

» v 19. stoleti se zaginaji tyto plochy vyuzivat vice — architekti mohou vyuzivat
vyhod novych material( (Zelezo, ocel, Zelezobeton)

» Frank Owen Gehry (1929-) — Guggenheim Museum Bilbao (1991-1997)
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Historie

> slozité geometrie a plochy volného tvaru se objevuji v architektufe velmi brzo,
prvni naznaky jsou jiz pfed 400000 lety

» v 19. stoleti se zaginaji tyto plochy vyuzivat vice — architekti mohou vyuzivat
vyhod novych material( (Zelezo, ocel, Zelezobeton)

» Frank Owen Gehry (1929-) — Walt Disney Concert Hall (1950-1955)
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Translacni Bézierovy plochy

» mé&jme dvé Bézierovy kfivky B? (uréenou body By, B1o, B2o) a B? (uréenou
body Boo, Bo1, Boz2, Bos)

> bod By je spolecny pro obé kfivky, mizeme tedy vytvofit translacni plochu,
ktera obsahuje dva systémy kfivek — jeden kvadraticky, druhy kubicky

> kazda kfivka z téchto systémU odpovida konstantnimu parametru u nebo v a
hovofime o tzv. u-kiivkach a v-kfivkach

v-curves  row polygons

ITG 13/24



Translaéni Bézierovy plochy

> jak ziskame u-kfivky a v-kFivky?

b“" v-curve
Plochy tenzorového soucinu — Bézierovy, B-spline a NURBS plochy

Bézier curve b’

Bézier curve b’

12N Ge



Coonsovy platy - opakovani
Translacni Bézierovy plochy

> jak ziskame u-kfivky a v-kfivky?

» u-kiivka: pro konstantni u najdeme bod na Bézierové kfivce B (u) pomoci
algoritmu de Casteljau a fidici polygon pro kfivku B®(v) posuneme o vektor
w = B2 (u) — Boo

» podobnym zplsobem mlzeme ,posunout” body fidicich polygont a ziskat tak
sit' fidicich bodu, které uréuji celou translacni Bézierovu plochu

> okrajové fidici polygony urcuji specialni u-kfivky a v-kfivky, ,vnitfni“ fidici
polygony neurcuji u-kfivky a v-kfivky

v-curve

Bézier curve b’ Bézier curve b’
>

Af dacran 2 AF Adacran
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Bézierovy krivky

» obecna Bézierova plocha je urcena fidici siti bodl B; ;, 7 =0, ..., m,
7=0,...,n

» plocha obsahuje dva systémy Bézierovych kfivek: u-kfivky stupné m a v-kfivky
stupné n

> k nalezeni bodu na Bézierové ploSe, ktery odpovida dvojici parametrd (uo, vo) se
da vyuzit algoritmus de Casteljau pro krivky — nejdFive pro uo najdeme fidici
body odpovidajici v-kfivky a pro tuto v-kfivku najdeme bod odpovidajici
parametru v (i obracené)

boundary
curve

boundary

E
polygon boundary
curve
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Vlastnosti Bézierovych kfivek

» Bézierova plocha je pro danou fidici sit B; ;,: =0,...,m, j =0,...,n dana
parametrizaci
B(ua U) = Z Z B;m(u)B;L(U)BZ,J?
i=0 j=0
kde B;m(u), Bjn(v) jsou Bernsteinovy polynomy
> hrani¢ni Fidici polygony Fidici sité ur€uji Bézierovy kfivky, které jsou okrajovymi
kfivkami dané Bézierovy plochy
» Bézierova plocha lezi v konvexnim obalu své fidici sité
» afinni invariantnost (podobné jako pro kfivky)

Bézier surface convex hull
& control mesh

Bézier surface & convex
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Bézierova plocha stupné (1,1)

» Fidicf siti je pouze &tyfuhelnik — pokud body nelezi v jedné roviné, odpovidajici
Bézeirova plocha je ¢asti hyperbolického paraboloidu

> y-kfivky a v-kfivky jsou zde Useckami
> jak ziskame wu-kfivku v tomto pfipadé?

ITG 17 /24



Coonsovy platy - opakovani

Bézierova plocha stupné (1,1)

» Fidicf siti je pouze &tyfuhelnik — pokud body nelezi v jedné roviné, odpovidajici
Bézeirova plocha je ¢asti hyperbolického paraboloidu

> y-kfivky a v-kfivky jsou zde Useckami

> jak ziskame wu-kfivku v tomto pfipadé?

> pro dand v rozdélime UseCky BooBo1 a B1oB11 v poméru (1 — v) : v, 1j.
RU = (1 — ’U)B()() + 1)]3017 R1 = (1 — U)Blo + 'UB11

> u-kfivkou je potom UseCka RoR., kterd je uréena vztahem (1 — u)Ro + uRq

ITG 17 /24
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Bézierova plocha stupné (1,1)

» Fidicf siti je pouze &tyfuhelnik — pokud body nelezi v jedné roviné, odpovidajici
Bézeirova plocha je ¢asti hyperbolického paraboloidu

> y-kfivky a v-kfivky jsou zde Useckami

> jak ziskame wu-kfivku v tomto pfipadé?

> pro dand v rozdélime UseCky BooBo1 a B1oB11 v poméru (1 — v) : v, 1j.
RU = (1 — ’U)B()() + 1)]3017 R1 = (1 — U)Blo + 'UB11

> u-kfivkou je potom UseCka RoR., kterd je uréena vztahem (1 — u)Ro + uRq
» dosazenim potom dostavdme parametrizaci Bézierovy plochy

B(u, ’U) (1 — u)(l — U)B00+
(1 — u)vB01+
u(l — U)Bm-l-
’lM}Bll =

i i Bi (u)Bj (v)Bi;

i=035=0

u-curves

+ 4+

rn=(1-v)b,+vb,,

f=(1-V)bytvb,, 7Y

(1-u)ry+ur,

v-curves

TG 17/ 24
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Pfimkové Bézierovy plochy

Bézierova plocha je ¢asti pfimkové plochy, pokud je
jsou Bézierovy kfivky stupné 1 (Usecky)

, 1j. u-kfivky

ITG

18/24



Pfimkové Bézierovy plochy

Coonsovy platy - opakovani

> Bézierova plocha je ¢asti pfimkové plochy, pokud je stupné (1, n), tj. u-kfivky

jsou Bézierovy kfivky stupné 1 (Usecky)

> specidlnim pfipadem je zobecnéna valcova plocha, kterou ziskame, pokud jsou
v8echny hrany fidici sité ,ve sméru u" rovnobézné

» pro modelovani zobecnénych valcovych ploch tak ziskdvame mnohem vétsi
volnost, oproti standardni funkci ,vytazeni ve sméru“

Plochy tenzorového soucinu

Bézierovy, B-spline a NURBS plochy

cylinder surface
by extrusion

cylinder surface patch
as Bézier surface
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Coonsovy platy - opakovani

Pfimkové Bézierovy plochy

> Bézierova plocha je ¢asti pfimkové plochy, pokud je stupné (1, n), tj. u-kfivky
jsou Bézierovy kfivky stupné 1 (Usecky)

> specidlnim pfipadem je zobecnéna valcova plocha, kterou ziskame, pokud jsou
v8echny hrany fidici sité ,ve sméru u" rovnobézné

» pro modelovani zobecnénych valcovych ploch tak ziskdvame mnohem vétsi
volnost, oproti standardni funkci ,vytazeni ve sméru“

» navic miZeme ztotoznovat fidici body — pokud ztotoZnime vSechny body jedné
fidici hrany ,ve sméru v*, ziskame kuzelovou plochu s timto vrcholem

cylinder surface
by extrusion

cylinder surface patch
as Bézier surface

ITG 18/24
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Hladké napojeni Bézierovych ploch

» vezmeme-li dvé posledni fady fidicich bodu u libovolného okraje Fidici sité
Bézierovy plochy, ziskame fidici sit pfimkové plochy, jejiz povrsky urcuji tecny v
odpovidajich krajnich bodech Bézierovy plochy — tedy tato pfimkova plocha je
te¢na podél hranice Bézierovy plochy

» necht mame dvé Bézierovy plochy B*, B2, jejichz fidici sité maji spoledny okraj

> potom tyto dvé plochy jsou na sebe napojeny obecné ve tfidé ('’ — maji
spole¢nou okrajovou Bézierovy kfivku, ale tecné roviny v bodech této kivky
mohou byt rizné

Plochy tenzorového soucinu — Bézierovy, B-spline a NURBS plochy ITG 19/24
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Hladké napojeni Bézierovych ploch

» vezmeme-li dvé posledni fady fidicich bodu u libovolného okraje Fidici sité
Bézierovy plochy, ziskame fidici sit pfimkové plochy, jejiz povrsky urcuji tecny v

odpovidajich krajnich bodech Bézierovy plochy — tedy tato pfimkova plocha je
te¢na podél hranice Bézierovy plochy

» necht mame dvé Bézierovy plochy B*, B2, jejichz fidici sité maji spoledny okraj
» potom tyto dvé plochy jsou na sebe napojeny obecné ve tfidé '’ — maji

spole¢nou okrajovou Bézierovy kfivku, ale tecné roviny v bodech této kivky
mohou byt rizné

> pro zaji$téni G*, resp. C* spojitosti je nutné splnéni specialniho vztahu mezi
fidicimi sitémi te€nych pfimkovych ploch

three v-curves of R b)

TG 19/24



Coonsovy platy - opakovani .KMA. .
Hladké napojeni Bézierovych ploch — pfiklad

> hladké napojeni parabolického vélce a roviny

top view

smooth Bézier junction

Plochy tenzorového soucinu — Bézierovy, B-spline a NURBS plochy ITG 20/24



B-spline plochy
B-spline plochy

jelikoz Bézierovy plochy pfimo vychéazeji z Bézierovych kfivek, maji také
— parametrizace jsou vysokého stupné, $patné zachycuiji tvar dany

fidici siti, zména polohy jednoho fidiciho bodu méni celou vyslednou plochu
proto se podobné jako pro kfivky zavadi pojem
B-spline plocha je uréena Etyfuhelnikovou siti fidicich bodu, dvéma uzlovymi
vekiory 7' a V' (pro oba parametry u, v plochy) a stupni v« a v
vlastnosti B-spline ploch se pfenaseji z vlastnosti pro kfivky:

uzlové vektory se chovaji stejné (nasobné uzly opét snizuji spojitost),

plocha je lokalné modifikovatelna,

plocha lezi v konvexnim obalu fidici sité a navic, kazda ¢ast plochy lezi v

konvexnim obalu pfislusné ¢asti fidici sité (viz krivky)

afinni invariantnost
pro danou fidici sit bodd P; ;,i=0,...,m, j =0,...,n apro dva uzlové
vektory U = (uo,...,ux)aV = (vo,...,v) je dana
vztahem
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B-spline plochy — pfiklady

ruled surface three ruled surfaces B-spline surface of degree (3,3)

Plochy tenzorového soucinu — Bézierovy, B-spline a NURBS plochy ITG 22/ 24



B-spline plochy www.KMA. zcu.cz

B-spline plochy — pfiklady

» pokud jeden nebo vice Fidici polygond dané Fidici sité splyne do bodu, je mozné
vytvofit plochy s méné nez Ctyfmi okrajovymi kfivkami

byy=by,=b, 2-sided ga[fh by=by,=by dgisk Py

» pomoci B-spline ploch je moZné typicky popsat pouze objekty, jejichZ topologie
je shodna s topologii sféry — nelze tedy napf. popsat objekty typu ...

Plochy tenzorového soucinu — Bézierovy, B-spline a NURBS plochy ITG 23/24



NURBS plochy

» podobné je mozné pfimo zobecnit NURBS kfivky a ziskat tzv. NURBS plochy
» NURBS plocha je ur€ena fidici siti bodd P, , jejich vahami w, ;,¢=0,...,m,
j=0,...,n,dvéma uzlovymi vektory U = (uq,...,ux) @V = (vo,...,v;) @

stupnivwuawv
» parametrizace takové NURBS plochy je potom dana vztahem
> 2 Nip(u)Njq(v)wi ;Pi

i=0 ;=0

> 20 Nip(u)Njq(v)w,;
i=0j=0

NURBS surface B-spline surface b
. oD

bO
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