
6 Cvi£ení 6 - Kinematika tekutin

6.1 P°íklad � Proudnice potenciálního víru

Rychlostní pole potenciálního víru je popsáno sloºkami:

u =
−Γy

2π(x2 + y2)
, (1)

v =
Γx

2π(x2 + y2)
, (2)

kde Γ je parametr síly víru � cirkulace, sou°adnice x a y jsou m¥°eny od st°edu
víru.

(a) Ukaºte, na £em závisí velikost rychlosti.
(b) Jaký tvar mají proudnice?
(c) Jaká je ví°ivost?

6.1.1 �e²ení

Ad (a) velikost rychlosti je

|u| =
√
u2 + v2 =

Γ

2π

√
(−y)2 + x2

(x2 + y2)2
=

Γ

2π

1√
x2 + y2

(3)

kde si m·ºeme v²imnout, ºe
√
x2 + y2 je vzdálenost r od osy víru, tedy

|u| (r) =
Γ

2πr
(4)

Ad (b) proudnice jsou k°ivky vºdy te£né k vektorovému poli v konstantním £ase.
Takové k°ivky jsou °e²ením oby£ejné diferenciální rovnice

d~x

dt
= ~u (~x, t0) , (5)

kde rychlostní pole je spo£ítáno pro zamrznutou hodnotu £asu t0. Vystartujeme-li
v bod¥ ~x0 a t = t0, °e²ením této rovnice získáme k°ivku ~x = ~x (t, ~x0, t0) proudnice.
Jelikoº je rychlostní pole vyjád°eno v zamrznutém £asovém okamºiku t0, musí existovat
nejvý²e (v singulárních bodech a v sedlech existovat nemusí) jedna te£na v kaºdém
bod¥ rychlostního pole. Proudnice representují rychlostní pole v jednom konkrétním
okamºiku a nikdy se neprotínají.

Pokud rovnici (5) vyjád°íme po sloºkách

dx

dt
=u (~x, t0) (6)

dy

dt
=v (~x, t0) (7)

dz

dt
=w (~x, t0) (8)

a uv¥domíme si, ºe rychlostní pole je zamrzlé, tedy není funkcí £asu t (t0 je jiná
prom¥nná, je to tedy konstanta vzhledem k t), m·ºeme rovnice vynásobit dt a vyd¥lit
vºdy p°íslu²nou sloºkou rychlosti

dx

u (~x, t0)
=dt (9)

dy

v (~x, t0)
=dt (10)

dz

w (~x, t0)
=dt, (11)
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a vzhledem k tomu, ºe mají vºdy stejnou pravou stranu, m·ºeme levé strany posadit
vzájemn¥ rovny

dx

u (~x, t0)
=

dy

v (~x, t0)
=

dz

w (~x, t0)
(12)

V na²em p°íkladu máme jen dv¥ sloºky

dx2π
(
x2 + y2

)
Γ(−y)

=
dy2π

(
x2 + y2

)
Γx

(13)

−dx

y
=

dy

x
(14)∫

xdx = −
∫
ydy (15)

1

2
x2 = −1

2
y2 +K (16)

coº je rovnice kruºnic o r·zných polom¥rech. V tomto p°íkladu nebylo vektorové pole
funkcíé £asu, tedy proudnice jsou stejné jako trajektorie. P°edstavme si jiný (nefyzi-
kální, ale matematicky triviální) p°ípad:

~u (~x, t) =

(
a
bt

)
(17)

tedy proudnice jsou
dx

a
=

dy

bt0
(18)

£ili po jednoduché integraci

y =
bt0
a
x+K (19)

zjistíme, ºe se jedná o p°ímky. Naproti tomu trajektorie

d~x

dt
=

(
a
bt

)
(20)

jsou paraboly

x =at+ x0 (21)

y =
1

b
t2 + y0. (22)

Ad (3) zde se jedná pouze o dvourozm¥rné vektorové pole, tedy má smysl vy²et-
°ovat pouze sloºku ví°ivosti kolmou k rovin¥, ve které je vektorové pole popsáno:

ωz = (∇× ~u)z =
∂v

∂x
− ∂u

∂y
=

Γ

2π

[
∂

∂x

x

x2 + y2
− ∂

∂y

−y
x2 + y2

]
=

=
Γ

2π

[(
x2 + y2

)
∂
∂x
x− x ∂

∂x

(
x2 + y2

)
(x2 + y2)2

+

(
x2 + y2

)
∂
∂y
y − y ∂

∂y

(
x2 + y2

)
(x2 + y2)2

]
=

=
Γ

2π

[(
x2 + y2

)
· 1− x · 2x+

(
x2 + y2

)
· 1− 2y2

(x2 + y2)2

]
=

=
Γ

2π

[
0

(x2 + y2)2

]
= 0 v²ude mimo bod [0, 0]. (23)
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6.2 P°íklady na prostorové derivace vektorového pole

(a) M¥jme rychlostní pole ~u = (u; v;w)
T
vyjád°ené jako

~u =

uv
w

 =

 −x4x2y2

x− y

 . (24)

Spo£ítejte gradient ∇~u tohoto pole, potom jeho divergenci ∇ · ~u, rotaci ∇× ~u
a nakonec zrychlení d~u

dt .
(b)

~u =

(
sinx sin y
cosx cos y

)
. (25)

(c)

~u =
Γ

2π

1− e−(x2+y2)/R2

x2 + y2

(
−y
x

)
. (26)

6.2.1 �e²ení zrychlení d~u/dt

Totální (substanciální, materiálový) diferenciál df funkce f(~x, t) vícero prom¥nných
je vhodné vyjád°it pomocí parciálních derivací, coº jsou ryze matematické konstrukty,
se kterými umíme celkem dob°e pracovat � jednodu²e derivujeme podle vyzna£ené
prom¥nné s tím, ºe ostatní pokládáme za konstanty, coº samoz°ejm¥ v reálném p°ípad¥
není pravda.

df(x, y, t) =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy +

∂f

∂t
dt (27)

Derivace je podíl dvou diferenciál·, tedy nap°íklad zm¥nu funkce f v £ase lze vyjád°it
pomocí parciálních derivací jako:

df

dt
=
∂f

∂t

dt

dt
+
∂f

∂x

dx

dt
+
∂f

∂y

dy

dt
, (28)

kde si v²imn¥me, ºe podíl dt/dt v prvním £lenu je 1 a v dal²ích £lenech je podíl dx/dt
p°íslu²nou sloºkou rychlosti

df

dt
=
∂f

∂t
+
∂f

∂x
~ux +

∂f

∂y
~uy, (29)

Vzpomeneme si na de�nici skalárního sou£inu dvou vektor· ~a · ~b = axbx + ayby+
p°ípadné dal²í sloºky. Pomocí skalárného sou£inu tedy zp°ehledníme zápis naho°e

df

dt
=
∂f

∂t
+ (∇f) · ~u, (30)

Skalární sou£in je komutativní (na rozdíl od vektorového sou£inu nebo obecného ten-
sorového sou£inu s operátory), takºe m·ºeme klidn¥ £leny prohodit, aby si náhodou
n¥kdo nemyslel, ºe operátor ∇ p·sobí i na vektor ~u, kdybychom nap°íklad zapomn¥li
závorku.

df

dt
=
∂f

∂t
+ (∇f) · ~u =

∂f

∂t
+ ~u · (∇f) =

∂f

∂t
+ ~u · ∇f =

∂f

∂t
+ (~u · ∇) f, (31)

Poslední vyjád°ení v této rovnici nám zd·raz¬uje, ºe derivace podle £asu je univerzální
operátor, který m·ºe p·sobit na libovolné skalární, vektorové nebo tensorové pole a
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poslední £len (~u · ∇) je samostatný operátor, se kterým se setkáme p°ekvapiv¥ £asto.
Nap°íklad, £asová zm¥na pole teploty vypadá takto:

dT

dt
=
∂T

∂t
+ (~u · ∇)T (32)

nebo £asová zm¥na rychlostního pole vypadá takto

d~u

dt
=
∂~u

∂t
+ (~u · ∇) ~u (33)

Stále je v²ak t°eba pamatovat na to, ºe za skalárním sou£inem se schovává sou£et
sou£in· odpovídajícíh sloºek, takºe explicitné vyjád°ení m·ºe být i celkem dlouhé.

V tomto cvi£ení explicitn¥ vy°e²ím jen p°ípad (b). V²imn¥me si, ºe rychlostní pole
neobsahuje £as explicitn¥, tedy by se mohlo zdát, ºe zrychlení je nulové, coº není
pravda, nebo´ na zrychlení, které by poci´ovala £ástice uná²ená tímto polem, by se
podílela i zm¥na rychlosti mezi sousedními místy, která £ástice nav²tíví.

d~u

dt
=
∂~u

∂t
+ (~u · ∇) ~u (34)

první £len je nula, k výpo£tu druhého £lenu se hodí p°edpo£ítat si gradient

∇~u =

(
∂u/∂x ∂v/∂x
∂u/∂y ∂v/∂y

)
=

(
cosx sin y − sinx cos y
sinx cos y − cosx sin y

)
(35)

Z gradientu mimo jiné vidíme, ºe rovnice kontinuity je pro toto vektorové pole spln¥na.
Dále tedy tuto matici násobíme vektorem rychlosti a dostaneme

~u · ∇~u =

(
cosx sinx sin2 y + sinx cosx cos2 y
− sin2 x sin y cos y − cos2 x cos y sin y

)
=

(
cosx sinx

(
sin2 y + cos2 y

)
− sin y cos y

(
sin2 x+ cos2 x

))
(36)

a fajn²mek°i si to zjednodu²í pomocí sou£tových vzorc·...

6.3 P°íklady na rovnici kontinuity

Pro nestla£itelnou tekutinu je rovnice
kontinuity vlastn¥ rovnicí konstantního
objemu a limituje topologii vektorového
pole rychlostí následovn¥:

∇ · ~u = 0 (37)

(a) Vypo£ítejte rychlost u2 na výstupu
ze zuºující se dýzy, je-li vstupní rychlost u1 a známe pr·m¥ry dýzy na vstupu
d1 a na výstupu d2.

(b) Vektorové pole rychlostí má v rovin¥ tvar

u =u0 + 0, 1y2 sinx (38)

v =
1

2
(y + z) (39)

Rozhodn¥te, zda pole spl¬uje rovnici kontinuity pro nestla£itelnou tektuinu ve
dvourozm¥rném p°ípad¥. Pokud ne, dopo£ítejte kolmou sloºku w tak, aby v
prostoru spln¥na byla.
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6.3.1 �e²ení

Ad (a) látka, která se propasuje prvním pr·°ezem, se musí propasovat i druhým
prl°ezem, tedy

πd21
4
u1 =

πd22
4
u2 −→ u2 = u1

(
d1
d2

)2

(40)

Ad (b) Rovnice kontinuity zní

∇ · ~u =
∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
(41)

V na²em pípad¥

∇ · ~u = 0 + 0, 1y2 cosx+
1

2
(1 + 0) +

∂w

∂z
(42)

Vidíme, ºe toto se nule nerovná, pokud nezahrneme i t°etí sloºku. Rovnice kontinuity
v²ak omezí pouze parciální derivaci t°etí sloºky, konkrétn¥ víme, ºe

∂w

∂z
= −∂u

∂x
− ∂v

∂y
= −

(
1

2
+ 0, 1y2 cosx

)
(43)

integrujeme

w = −
∫

1

2
+ 0, 1y2 cosxdz = w0(x, y)− z ·

(
1

2
+ 0, 1y2 cosx

)
(44)

kde integra£ní konstanta w0 m·ºe být libovolnou funkcí x a y.

7 Bernoulliova rovnice

Odvození BR z NSR

Navierova-Stokesova rovnice bez t°ení (tj. Eulerova rovnice):

d~u

dt
=
∂~u

∂t
+ (~u · ∇) ~u = −1

ρ
∇p+ ~R, (45)

p°epsaná pomocí index·:

dui
dt

=
∂ui
∂t

+

(
uj

∂

∂xj

)
ui = −1

ρ

∂

∂xi
p+Ri, (46)

ze které chceme vyjád°it tlak p, coº provedeme násobením dxi:

duidxi
dt

= −1

ρ

∂p

∂xi
dxi +Ridxi, (47)

kde si na levé stran¥ v²imn¥me, ºe dxi/dt = ui, tedy

uidui = −1

ρ

∂p

∂xi
dxi +Ridxi. (48)

Jedná se o 3 rovnice, které nyní se£teme, jenºe díky Einsteinov¥ suma£ní kon-

venci aibi =
∑

i aibi se touto operací zápis nijak nezm¥ní. Dále vyuºijeme toho,

ºe uidui = udu, kde pod u rozumíme velikost rychlosti u =
√
u2x + u2y + u2z,

nebo´ u2 =
∑
u2i

d→ 2udu = 2uidui.
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Dále se zam¥°íme na tlak p a vzpomeneme si, ºe

dp =
∂p

∂t
dt+

∂p

∂xi
dxi (49)

a nahradíme první £len pravé strany rovnice 48:

udu = −1
ρ

(
dp− ∂p

∂t
dt

)
+Ridxi. (50)

Toto je Bernoulliova rovnice.
Pokud dále povaºujeme d¥j za stacionární (∂p/∂t = 0) a tekutinu za nestla-

£itelnou (∂ρ/∂p = 0), lze rovnici zintegrovat podél proudnice:∫
udu = −

∫
1

ρ
dp+

∫
Ridxi (51)

(pokud hustota ρ nezávisí na tlaku p a vn¥j²í zrychlení ~R na poloze ~x)

1

2
u2 = −p

ρ
+Rixi +H, (52)

1

2
u2 +

p

ρ
−Rixi = H. (53)

7.1 P°íklad � výber rovnice (50) nebo (53)

Uvaºujte dýzu jako v p°íkladu 6.3, na vstupu o plo²e pr·°ezu S1 m¥jme tlak
p1 a teplotu T1, na výstupu o plo²e pr·°ezu S2 uvaºujme statický tlak p2. D¥j
povaºujme za (a) nestla£itelný (ρ = ρ1) (b) za izotermický (T2 = T1) nebo (c) za
adiabatický (δQ12 = 0). Ur£ete výstupní rychlost u2. Pracovní látkou je vzduch
za podmínek blízkých pokojovým.

7.1.1 �e²ení

Rovnice kontinuity

ρ1u1S1 = ρ2u2S2 −→ u1 = u2 ·
ρ2
ρ1
· S2

S1
(54)

Bernoulliova rovnice

udu+
1

ρ
dp = 0 (55)

a rovnice pro hutotu (v p°ípad¥ (b) bez dal²í diskuse pouºijeme pou£ku pro adiabatický
d¥j v ideálním plynu: pvκ = konst.)

(a) ρ(p) = ρ1 =
p1
rT1

(56)

(b) ρ(p) =
p

rT1
(57)

(c) ρ(p) = ρ1

(
p

p1

)1/κ

(58)
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V p°ípad¥ (a) je hustota konstantou vzhledem k p a Bernoulliovu rovnici m·ºeme
rovnou integrovat a p°es integra£ní konstantu spojit na obou koncích dýzy

1

2
u2
1 +

p1
ρ1

=
1

2
u2
2 +

p2
ρ1

(59)

Za u1 dosadíme z rovnice kontinuity

1

2
u2
2

(
S2

S1

)2

+
p1
ρ1

=
1

2
u2
2 +

p2
ρ1

(60)

a p°eskládáme, abychom m¥li u2 jen jednou

1

2
u2
2

[(
S2

S1

)2

− 1

]
=

1

ρ1
(p2 − p1) (61)

u2 =

√√√√√ 2
ρ1

(p2 − p1)(
S2
S1

)2
− 1

(62)

A nyní uº jen kosmetické úpravy: z horní závorky vytkneme p1 abychom dostali tlakový
spád p2/p1 a p1/ρ1 nahradíme rT1; dále si v²imn¥me, ºe ob¥ závorky jsou vlastn¥
záporné (p2 < p1 a S2 < S1), tak prohodíme £leny

u2 =

√√√√√√rT1

(
1− p2

p1

)
1−

(
S2
S1

)2 (63)

Nyní se podívejme na °e²ení p°ípadu (c), p°ípad (b) si ud¥lá kaºdý sám. Obou techto
p°ípadech je t°eba nejprve do rovnice (50) vloºit explicitní závislost hustoty na tlaku
a teprve potom integrovat.

=

∫
udu+

1

ρ(p)
dp =

∫
udu+

1

ρ1
· p1/κ1 · p−1/κ · dp = (64)

p1 i ρ1 jsou konstanty vzhledem k p, který se vyvíjí po proudnici, tak je m·ºeme
vytknout a soust°edit se jen na integraci mocninné závislosti p[

1

2
u2

]2
1

+
p
1/κ
1

ρ1

[
1

1− 1/κ
p1−1/κ

]2
1

=
1

2

(
u2
2 − u2

1

)
+
p
1/κ
1

ρ1
· κ

κ− 1
·
(
p
κ−1
κ

2 − p
κ−1
κ

1

)
=

(65)
Op¥t za u1 dosadíme z rovnice kontinuity (tentokrát i s ρ) a ze závorky vytkeneme
p°íslu²nou mocninu tlaku, abychom dostali tlakový spád

=
1

2
u2
2

(
1−

(
ρ2
ρ1

)2(
S2

S1

)2
)

+
p
1/κ
1

ρ1
· κ

κ− 1
· p

κ−1
κ

1

(p2
p1

)κ−1
κ

− 1

 = (66)

Uv¥domíme si, ºe pom¥r hustot na za£átku a na konci je svázán adiabatickým pravi-
dlem, takºe ρ2/ρ1 = (p2/p1)1/κ; dále si v²im¥neme, ºe po£áte£ní tlaky p1 ve druhém

£lenu se nám celkem elegantn¥ zjednodu²í: p
1
κ
1 p

κ−1
κ

1 = p
κ−1+1
κ

1 = p1. A p1/ρ1 = rT1

=
1

2
u2
2

(
1−

(
p2
p1

)2/κ(
S2

S1

)2
)

+ rT1
κ

κ− 1

(p2
p1

)κ−1
κ

− 1

 = 0 (67)
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Nyní uº jen ode£teme druhý £len od nuly na pravé stran¥, pod¥líme závorkou u u2 a
odmocníme

u2 =

√√√√√√√√
2rT1

κ
κ−1

(
1−

(
p2
p1

)κ−1
κ

)

1−
(
p2
p1

) 2
κ
(
S2
S1

)2 . (68)

Na zbytek stránky si kaºdý sám vypo£te u2 pro p°ípad izotermického d¥je v dýze:
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