Vektorovy pocet

Eukleidovsky prostor a KSS

Eukleidovsky prostor je bodovy prostor, ve kterém je definovana,
vzdéalenost dvou bodii (metrika)

Kartézska soustava soufadnic je ddna pocatkem O a usporadanou
trojici bodd B, By, E, tak, Ze plati:

Z

OE, 1L OE, | OE, 1 OE,
|OE,| = |OE,| = |OE,| =1

7 Z
X/G\y y X
Obrazek 1: Pravotoc¢iva Obrazek 2: Levotodiva

soustava soustava



Vektorovy pocet

Vzdélenost dvou bodi (Pythagorova véta)

o —— O/ (A= ffE:w;i;:;;;i&
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| X OL/A% = U(ﬂ* \i@»"@l‘\f/{&'a

Geometricky vektor

e vazany — orientovand tsecka A B
e volny — kazdy vektor @ stejné velky, stejné orientovany a rovno-

by s AD

Operace s geometrickymi vektory

_—_ il R
e Soudet vektori: @ + b S o/
oudet, vektort: ‘@ + /7/ L
& ‘
,/—___—_' == 9{
Plati
l. W+v =7+
2. (WA )+ W=+ (U )
3. 30 € V (nulovy vektor) tak e o+ W="1u
7 —=x
nulovy vektor ﬂ, BB

4. ¥V eV I(— )Eth.lkzequ( W) =9
opainy vektor k vektoru AB je BA




Vektorovy pocet

s Bodll vektorl: @ — § y ’7

’ ’ v/ —_—
° Naso>bem vektoru ¢islem: ¢ - @ = (caq, cas, cas)

= t —_— 1
2.
Plati: Vi gz?j
1. a(W +7)=av +auw J
2. (a+ bW =aw +buw
3. blaw) = (ba)w
4. 1w = u, kde 1 je jednotkovy prvek z T
o Kolinedrni vektory (rovnob&zné): existuje ¢ takové, ze @ = c b

— W\/‘\%‘l

nebo b =c- @ -

/'\/\/\/\Aw

Soutradnice vektoru

fﬁ\ Souradnicové vektory

_e—f = (—)_E':; = (17 0, O)

I - 05, — (11,0
i e =O0E., = (0,0,1)

polohovy vektor bodu X
—
=0X = (ajl) L2, 333)
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Vektorovy pocet

()
% =AB=b — @ =
= (b1, b, b3)— (a1, az, az) =
= (by — a1, by — a2, by — as)

Aritmeticky vektor

— — — —z
X =x1€e{ +x9e9 + x3€3
| @ = (x1, Ty, T3) . . . aritmetické vyjddieni soufadnic vektoru
- - — - {T

NerozliSujeme mezi geometrickymi vektory a aritmetickymi vyjadie-

nimi jejich soutradnic.

e Soudet vektor: (w1, xo, x3) + (Y1, Y2, Y3) =
= (z1 + Y1, T2 + Y2, T3 + Y3)

(1. W+7T =7+

2 (WH+V)+ W =T+ (U + W)

< 3. 30 € V (nulovy vektor) tak, 7e 0 + w = o
(4. V@ eV I(—w)eVitakze W+ (—uw)="0

e Rozdil vektort: (z1, @2, 3) — (Y1, Y2, Y3) =
= (331 — Y1, T2 — Y2, L3 — y3)



Vektorovy pocet

e Nésobeni vektoru &islem: ¢ - (x1, x2, x3) = (cx1, cx2, cx3)

rloa(W+7)=av +au

12 (a+ bW =ad +bw

1 3. blaw) = (ba)w

(4. 1w =, kde 1 je jednotkovy prvek z T'.

[AB| = /(b1 — a2 + (b — az)? + (b3 — as)?

Jednotkovy vektor: |@| = 1



Vektorovy podet

Eukleidovsky prostor

——
(B mnozina
bodu

vektorovy prostor
se skalarnim sou¢inem

zameteni
eukl. prostoru

nositelka
eukl. prostoru




Vektorovy pocet

Linearni kombinace vektorti, linedrni zavislost

. —_ . TS v
Definice: Necht mi, . . . , Uy, jsou vektory v E,,. Rekneme, Ze vektor
@ je linedrni kombinaci vektorti @i, . . ., Uy, jestliZe existuji &sla
A1, ..., Ap tak, Ze

n
T = MU A XNT Al = YN

Piiklad: Jsou dény vektory @ = (1, 0,0)} (O 1 , 0), Napiste

Vektor ktery bude jejich linearni kombinaci.
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Definice: Vektory vy, . .., U, jsou linedrnd zavislé, jestlize jeden z
nich Ize vyjadrit jako linearni kombinaci ostatnich.

_) . . Vi v ’ . ’ . .o\ . . / v
Vektory o7, . .., Uy, jsou linedrnd nezavislé, jestlize nejsou linedrné
zavislé t]. zadny z nich nelze vyjadrit jako linedrni kombinaci ostat-
nich.



Vektorovy pocet

Priklad: Jsou dény vektory @ = (1,2, 0), B = (0,1, 1). Napiste
__%
vektor, ktery je linedrné zavisly s vektory @, b .

g A7
73 ’ /ﬁ'ajfﬂ Z)
Ld, L
/;:15“7 ;1.0)¢ (1.4 (2,5/4)

L=+ /"Zg = (O/.O/'O)T(O/-/’f—/é: (O/N‘{/“'I)

Piiklad: Zjistéte, zda vektory W, @ a W jsou linedrné zdvislé.

= (1,0,0), @ = (0,1,0), @ = (1,2,0).
(1,0,0), ¥ = (0,1,0), @ = (0,0, 3).
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Vektorovy pocet

Linearni kombinace vektort, linedrni zavislost

Plati:

1. Dvavektory o, @ jsou LZ, kdyZz @ = c- @ (jeden je ndsobkem
druhého). Mohu je umfstit na jednu ptimku - jsou kolinedrni.

2. T¥i vektory W, @, W jsou LZ, kdyZ jeden z nich (napf. )
mohu vyjad¥it W = k - @ + 1 - W. Mohu je umistit do jedné
roviny - jsou komplanarni.

e Kolik v roviné (Fs) existuje maximéalné LN vektort?

e Kolik v prostoru (Fj3) existuje maximalné LN vektori?

Vektory @, @, W napiSeme do matice A.
Uy Uz U3

A= U1 U9 U3
wp w2 w3

/v , —_— — . ‘
Co znamen4 Ze vektory W, o', W jsou LZ?

Mohu jeden fadek (vektor) napsat jako lin. kombinaci ostatnich ==

\ l 1. hodnost matice je mensi nez n (pocet vektort)

L] 2. det A = 0 (Ctvercové matice)



Vektorovy pocet

Béze, dimenze

Definice: Baze vektorového (Euklidovského) prostoru je mnoZina vek-
tortt ui, . . ., Uy, pro kterou plati:

1. @i, ..., U, jsou LN

2. Kazdy dalsi vektor @ z tohoto prostoru mtiZzeme vyjadiit jako
lin. kombinaci vektort wi, . . . , U,

Definice: Dimenze vektorového (tj. i Euklidovského) prostoru je po-
et vektortl baze. (neboli max pocet lin. nezévislych vektort).

Ortogonalni baze — vektory béaze jsou kolmé.

Ortonormalni baze — vektory baze jsou kolmé a jednotkové.
V' Fs5 tvori bazi kazdé tii LN vektory

Specialni p¥ipad baze v E3 (tu pouZivime)

e1 = (1,0,0), e2 =(0,1,0), e3 = (0,0, 1)

Soutadnice vektoru jsou koeficienty linedrni kombinace vektort
€1, €2, €3.

napt. (—5,2,3) = —5h-e1+2-e3+3 - e3

10



Vektorovy pocet

Skalarni soudin

" , ’ v o —> _— . ’ ’ s ’
Definice: Skalarni soucin vektori @ - o je redlné cislo a plati:

a) jestliZe @ = 0 nebo Y = 0 pak T EE,,,J vy=0_

b) jestlizZe @ £ 0 a ¥y # 0 pakl =|Z| - | Y| - cos e, )
kde ¢ je odchylka polopfimek urcenych vektory ®, v

S

(p €< 0°180° >). /}/ ; p

Plat: prd 7

. 7T =7 7 e e

2 (BTGB -F TG F «

3. @‘ Y = zy1 + Tays + CU?@: 23—1 TiYi

4. pokud @ # © ay # 0O pak T -y = 0, pravé kdyz
T LY (p=090) =y I

Geometricky vyznam: )? [(a ) m (}_”L_\Z—"\
T Y =T Y| cose b e 9
Jestlize | 7| = 1 pak @ -

S
. >
L =cosp = r = | T|cos W/ §>

| 2|
—— Je= [y / Cuvs ‘1 ey
,} Pokud je 7 jednotkovy vektor, pak skaldrni soudin @ - ¥ je lekostz
|
| pravothlého primdtu vektoru " na piimku uréenou vektorem 7. f

[
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L 11



Vektorovy pocet
Piiklad: Najdéte jednotkovy vektor o, ktery je kolmy k vektorfim

@ =(1,2,00a b = (0,3,0). = -
6 = © =) X):‘O
(pomoci skaldrniho soudinu) 1%7 (=0
L0
= S n
/6; 'O:: @) (‘r‘/ 2
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A gyt h o, oo, =0 Ly = P ?QA{MMWW
M 4 ﬁu41kL£.L*ﬂsﬂ_$: 0 /{"’43 YL

o w, = 0
Definice: Smérové kosiny vektoru w jsou kosiny thld o, které svird

vektor W s vektory bdze €, 1 = 1,2, 3.
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Pi{klad: Uréete velikost pravothlého primétu vektoru @ = (1, 0, 0)
—
do vektoru b = (3,4, 0).
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Vektorovy podet

Vektorovy soucin

Definice: Vektorovy soucin vektort @ X % je vektor Z a plati:

a) pro @, ¥ kolincérni je @ X o = 0 jinak

T X Y| = || || -sinp, kde ¢ je odchylka vektortt 7,
.
b) 2 =7 X Y je kolmy k vektortim T, ¥ .
¢) vektory &', Y, Z tvor pravotolivy systém (v pravotodivé bazi).
Plati:
. T XY =—¥ xX7T)
2 T X E=T10
3. @1 X €9= €3, €9X €3= €1, €3X €1 = €9
LB XT = To I3 S x1 X3 T1 To ))
Y2 Y3 Yi Y3 Yy Y2

—_— i

5 y—i—?) a:ngy—l—a:}x,z _
d — YV 7 -2 /7"7\” e
| | X | - obsah rovnobé&znika 9 /////////

Priklad: Najdéte Jednotkovy vektor , ktery je kolmy k vektorum
a =(1,2,0)a b = (0,3,0). (pomom vektorového soudinu)

7 " N
- C,/(i | Weaxh= [ [vE| |10 172
D6 / 00 .

—_—
~——

[

_ M ((9 0, ) s
M= 7
A (;Oﬂn'& ] = ((9 ke /O

/(;7)( = —

(0)01'3> =) (o, 0. ~4>



Vektorovy pocet

SmiSeny soucin

Definice: SmiSeny soucin (vn&jsi) vektort je &islo _—

re—— o T i) I3 /
(Z, 7, Z2)=F- (T xZ)=| v v | |
21 zZ9 Z3 ;u‘

e "f"

Plati:
1. Vyjadiuje objem V rovnob&Znosténu uréeného vektory @', %/, 7,

—

objem Ctyfsténu je %V

777) - <77?a7> - (7779?> - _<Ty->7 X 77)
A

Y, Z)=(TXY) 7

Priklad: Vypoctéte objem ¢tyfsténu ABC D.

A =1[2,4,5], B=[1,0,0], C =10,2,0], D=10,0,3].
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