Matematika IV Dvojrozmérny integral

2. DVOJROZMERNY (DVOJNY) INTEGRAL

Uvodem pfipomenuti zakladnich integraénich vzorct, bez nichz se neobejdete:
[1] j 0dx =C

[2.] Ildx=x+C

n+1

B] [x"dx=>

+C pro x>0, n-1
n+1

[4.] '[%dx:ln|x|+c pro x =0

[5.] '[sin xdx = —cosx+C

[6.] Jcos xdx =sinx+C

[7.] J. 12 dx=tgx+C pro x¢(2k+1)%, keZ
COS“ X

[8.] J'_l dx=—cotgx+C pro x = kz, keZ
sin? x

1
SN
101 J.1+lx2

dx=arcsinx+C pro x e (-11)

dx =arctgx+C

X

a
11.] |a%dx =
[ ]-[ X Ina

+C proa>0, a=1l

[12.] J'exdx =e*+C

[13] H()’(‘))dlen|f(x)|+c, f(x)%0
X 2=1arctg5+C, a>0
a a

= arcsin— +C pro xe(-a,a), a>0

[15][\/7

[16.] '[f(ax+b)dx:§F(ax+b)+C, a0

Metoda per partes : ju(x) V'(X)dx = u(x) - v(x) — ju’(x) -v(x)dx,
ptipadné Ju'(x) -v(X)dx =u(x)-v(x) —J.u(x) -V'(x)dx
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Matematika IV Dvojrozmérny integral

2.1. Dvojrozmérny inteqgral v obdélniku

Riemannudv dvojrozmérny nebo také dvojny integral je obecné definovan pro funkci

dvou proménnych z=f(x,y). VypoCet Riemannova dvojrozmérného integralu je
jednoduchy, je-li integra¢ni oblasti obdélnik D = {(x, y):xe<a,b> ye<c,d >} , jehoz strany
jsou rovnobé&zné se souradnicovymi osami a funkce z=f(x,y) je vtomto obdélniku

spojita. Pak plati

b d d b
jj f(x, y)dxdy = jdxj f(x, y)dy =jdyj f (X, y)dx. (1)
D

a C c a
Ve vztahu (1) je nutno odliSovat
dvojrozmérny nebo také dvojny integral ﬂ f (X, y)dxdy
D

b d
od integrélu dvojnasobného dej f(x,y)dy (1a)

a ¢C

d b
nebo j dy j f (X, y)dx.. (1b)

c a

Dvojrozmérny integral vypocitame prevedenim na integral dvojnasobny.

V dvojnasobném integralu pocéitame obecné nejprve vnitrni integral (v zapisu je
vpravo) a teprve pak integral vnéjsi (v zapisu je vlevo).

Prakticky vypocet provadime dvojnasobnou integraci funkci jedné proménné, pfi ¢emz
druhou proménnou povazujeme za konstantu podobné jako pfi praktickém vypoctu
parcialnich derivaci.

Dvojrozmérny integral v obdéiniku D ={(x,y):xe<a,b>, ye<c,d >} snadno

vypocitame pro funkce, které Ize napsat jako soucin dvou funkci jedné proménné:

f(x,y) = f,(x).fo(y). Pak zFejmé plati:

b d
I 1100-f2(y)xdy = [ £y [ f2(y)ady. (1c)

D a c

Priklad 2.1.1. Vypoctéte dvojrozmérny integral

A= ﬂezx+3ydxdy, D={(x,y):xe<0,1> ye<l2>}.
D
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Matematika IV Dvojrozmérny integral

12 12 1 3y
ReSeni: 1. Podle vztahu (1a): A=Idx_[e2x+3ydy :jdxj‘ezxeg’ydy:jezxdx{T} =
0 1 0 1 1
1

16 1 3 2X 3 12X
e? dx==e3@3-1fe d—ee -1 =
(3 3 jx 3 ( )j X 3 ( )[ L

Il
—r

w|l— ©

e3(ed —1)%(e2 -1 :%e3(e3 ~1)(e? -1),

2. podle vztahu (1b):

2 1 1
A:J'dyJ' e2X+3Y gy J'dyjezxesydx Ie3y[; }dy—
1 0

1 0 1 0
; 3y(1 2 1 1 2 ; 3 1 2 13 i
=|eY| Ze - [dy==(“-1|eYdy==(e“ -1 =e*Y | =
[ [2 ij L )| e*Yay - )[3 }
1 1 1
— (& -Gt -Zef) = 2e e (e ),

3. podle vztahu (1c):

1 2
A= ﬂez’”?’ydxdy = ”ezxesydxdy = Iezxdx Iegydy =
0 1

1 2
=Fe2x} Feg’y} =£e3(e3—1)(e2—1).
2° |13 ) 6

Nelze-li funkci f(x,y) rozlozit na soué€in dvou funkci jedné proménné f;(x).f,(y),

pak pri integraci musime postupovat stejné jako v prvnim nebo druhém zptlisobu
reseni integralu A, tj. podle vztaht (1a) nebo (1b).

Priklad 2.1.2. Vypoctéte B = J.j;dxdy, D={(x,y):xe<1,3>, ye<l2>}.

D (x+2y+1)

. . - 1 v Y. . .
Reseni: ProtozZe integrand — nelze rozlozit na soucin dvou funkci jedné
(x+2y+1)

3 2 3 2
proménné, pouzijeme vztah (1a): B = jdx'[;dy :Idxj(x+2y +1)_2dy =
1 1 (x+2y +1) 1 1

3

H'—.

{1 (X+2y+1) }dx_——j((x+5)_ —(x+3)” )dx———j(———)d

X+5 Xx+3
1

Jarmila DoleZalova 3



Matematika IV Dvojrozmérny integral

:—i[ln|x+5|—ln|x+3|]3:—£(ln8—ln6 In6+|n4)_—il 32_1,9
2 12 2 36 2 8

Mohli bychom pouzit rovnéz vztah (1b).
Poznamky
1. Pokud se zda primé integrovani uzitim vztahu [16] J. f(ax+b)dx = 1 F(ax+b) obtizné, lze uZit
a

pri integraci substituci:

B = [dx _x+2y+l:t, y=1 t=x+3:
{ I(x+2y+1) 2dy=dt, y=2, t=x+5
3 x+5 X+5 3
zlj'd J' _2:_.[[__} dx = —+ (L_Ldezlmg
27 st X+3 27\X+5 x+3 2 8

2. Obecné nezalezi na poradi integrace, tedy plati vztahy (la, 1b). V nékterych pripadech ale dany
dvojrozmerny integral miize byt snadno resitelny jednim zpiisobem, druhy zpusob vsak miize byt

komplikovany v zavislosti na tvaru integrované funkce.

Pfiklad 2.1.3. Vypottéte integral C = [[xYdxdy, D ={(x,y):xe<0,1>, ye<12>}.
D

2 1 y+1 2 1 0
Reseni: 1. Pouzijeme vztah (1b): C = IdyJ.xydx j dy = J[———de—
10 1 y+1 y+1 y+1

.T.—y—[|“|y+1|]2=ln3—|n2=|n§,
RAS 1 2

2
2. PouZijeme vztah (1a): C = '[dxjxydy j[ } —J{———} =....
0 1 In x Inx Inx

Je zfejmé, ze dalSi vypocCet integralu je pracny, proto je vhodnéjSi postup podle

(1b).

Priklady k procviéeni:
1. Vypoctéte dvojrozmérné integraly v obdélniku D uZitim vztahu (1a) nebo (1b):

a) _”(x+3)dxdy, D={(x,y):xe<0,1> ye<0,2>},
D
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Matematika IV Dvojrozmérny integral

b) ”(2x—4y)dxdy, D={(x,y):xe<1,3> ye<-11>},
D

c) ﬂ(xz +y?)dxdy, D ={(x,y):xe<-2,0>,ye<-1,2>},
D

1
d) ”x(x2+y)2dxdy, D={(x,y):xe<0,1> ye<0,3>},
D

e) ” xy1— x2dxdy, D ={(x,y):xe<0,1> ye<2,3>},
D

f) ”COS(X+ y)dxdy, D :{(x, y): X e<—£,£ > ye< 0,1 >}.
D 4 4 4

2. Vypoctéte dvojrozmérné integraly v obdélniku D uZzitim vztahu (1c):

a) ”xzydxdy, D={(x,y):xe<0,2> ye<1,2>},
D

2
b) _” y dxdy, D ={(x,y):xe<0,1>,ye<0,1>},
1+x°
D

c) ” ye*Ydxdy, D={(x,y):xe<0,1>,ye<0,1>},
D

d) J'j'ln(1+ x)2Y dxdy, D ={(x,y):xe<0,1> ye<0,1>},
D

e) _[ xsinydxdy,D:{(x,y):XG<1,2>, ye<0,%>}.
D

Vysledky:

1.a) 7; b) 16; c) 14; d) %(31—9&);@ %;f) 1. 2.a) 4;b) %;c) e-1;d) 2In2-1;¢) g

2.2. Dvojrozmérny integral v obecné uzaviené oblasti

Abychom mohli vypocitat dvojrozmérny integral v uzaviené oblasti QQ, musime znat

integracni meze. Musime tedy nejprve oblast (2 analyticky vyjadfit.

Jarmila DoleZalova 5



Matematika IV Dvojrozmérny integral

Oblast Q,normalni vzhledem k ose x (obr. 1) obecné popisuji nerovnice
y y

y=0,(x) e

x=hy(y)

y=9:(x)

X X

“Obr. 1 >Obr. 2

QD
olF——————

a<x<bh, ac<b

, kde funkce y = g;(x), Yy =g,(x) jsou spojité v<a,b>.
01(x) <Y < g (%), ' ?

Meze proménné x vyjadiime Ciselné (nebo pomoci konstanty), meze proménné y pomaoci

funkci proménné x.

Teprve pak muzeme dvojrozmérny integral v uzaviené oblasti Q prevést na integral

dvojnasobny, ve kterém vnéjsi integral vzdy musi mit konstantni (Ciselné) meze,

protoze dvojny integral je integral urCity a vysledkem musi byt konstanta (Cislo):

b 92(x)
j j f (x, y)dxdy = j dx j f(x, y)dy,
0 a  0i(x) (2a)

Oblast Qynormélm’ vzhledem k ose y (obr. 2) obecné popisuji nerovnice

c<y<d, c¢<d
b (y) < x<hy(y),

Meze proménné y vyjadiime Ciselné (nebo pomoci konstanty), meze proménné x pomoci

, kde funkce x=h(y), x=hy(y) jsou spojite v <c, d>.

funkci proménné .

d hy(y)
j j f(x, y)dxdy = j dy zj f(x, y)dx. (2b)
Q ¢ h(y)

Poznamka

Prechod od zdpisu dvojndsobného integrdalu ve tvaru (2a) do tvaru (2b), respektive naopak
nazyvame zamena poradi integrace.
Ve vztazich (2a), (2b) vzdy integraéni meze vnéjSiho integralu musi byt

konstantni (Ciselné), integraéni meze vnitiniho integralu mohou byt funkce jedné
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Matematika IV Dvojrozmérny integral

proménné. Nejdrive pocitame v dvojnasobnych integralech (2a), (2b) zasadné vnitini

nw oo

Vyznam dvojnych integrali:

ﬂ f(x,y)dxdy urCuje pro f(x,y)>0 objem télesa, jehoz dolni podstavou je oblast Q,
Q

které je shora ohraniCeno funkci z= f(x,y).

Priklad 2.2.1. Urcete nerovnice pro pifevedeni dvojrozmérného integralu H f (X, y)dxdy,
Q

kde Q je trojuhelnik o vrcholech (0,0), (6,0), (0,4), na dvojnasobny.

Reseni: a) Nejprve vyjadiime Q jako oblast normalni vzhledem k ose x. Je zfejmé,

ze oblast Q ohraniCime ve sméru osy x zleva a zprava pfimkami x=0,x=6, viz

obr. 3. Ve sméru osy y oblast Q ohrani¢ime zdola osou x, ktera ma rovnici y=0 a

shora  pfimkou %4‘%:1, kterou pfevedeme na tvar y= 4—§x.
Q,: 0<x<6,
Oblast Q zapiSeme ve tvaru:
0<y<4-—x
2
6 4—§x
a podle (2a) plati: j j f (x,y)dxdy = j dx j f(x,y)dy.
Q 0 0
y
x=0
(0.4)
y:-%x+4
Q
(6,0) X
0 y=0 Obr. 3

b) Nyni vyjadfime Q jako oblast normalni vzhledem k ose y. Je zfejmé, Ze oblast
Q ohrani¢ime ve sméru osy y zdola a shora pfimkami y =0, y =4. Ve sméru osy x
oblast Q ohraniCime zleva osou y, kterA& mé& rovnici x=0, a zprava pfimkou

%+% =1, kterou pfevedeme na tvar x =6 —gy .
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Matematika IV Dvojrozmérny integral

Qy: 0<y<4,
Oblast Q zapiSeme ve tvaru:
0<x<6-—-Yy
3
4 575V
a podle (2b) plati: j j f(x, y)dxdy = j dy j f(x, y)dx.
Q 0 0

Priklad 2.2.2. UrCete integrani meze pro ” f (X, y)dxdy, kde Q je AABC, jehoz strany
Q
jsou dany rovnicemi y=1 y=x+4,y=6-X.

Reseni: a) Nejprve vyjadfime Q jako oblast normalni vzhledem k ose x. Pokud

ohrani¢ime oblast Q ve sméru osy x pfimkami x=-3, x=5, pak Q neni shora
hrani¢ena jedinou kfivkou a je nutno rozdélit ji na oblasti Q;, Q, pfimkou x =1

, Viz obr. 4.

Nerovnice pro oblasti ; a Q, maji pak tvar:

0O :-3<x<], (xe<=3,1>), Qy:1<x<5, (xe<1,5>),
1<y<x+4,(ye<lx+4>), 1<y<—x+6, (ye<l —x+6>).
Y

y=1
A 0,1) B:\
(30) ol @o 60 X Obr.4
Podle vztahu (2a) pak plati:
1 x+4 5 6-x
[[ F 0 yydxay = [[ £ y)dxdy+ [[ £ y)dxdy = [dx [ £(xy)dy+[dx [ f(xy)dy.
Q o)) Q, -3 1 1 1

b) Nyni zapiSeme Q jako oblast normalni vzhledem k ose y. Ohrani€ime oblast Q

ve smeéru osy y pfimkamiy =1, y =5. Proménnou X vyjadfime ze zadani pfikladu
jako funkci proménné vy, tj. x=y-4,x=6-y.
Nerovnice pro oblast Q, pak maji tvar:

Q: 1<y<5, (ye<1,5>),
y—-4<x<6-y, (xe<y-4,6-y>).
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5 6-y
Podle vztahu (2b) dostavame jj f (x, y)dxdy = j dy j f (X, y)dx.
Q 1 y-4
Je zfejmé, Ze druhé feSeni je jednodusSi, nebot vede krfeSeni jediného

dvojnasobného integralu.

Priklad 2.2.3. Stanovte nerovnice ur€ujici oblast Q, ktera je ohraniCena kfivkami y = x2 a
y2 =X.
Reeni: a) Nejprve uréime prasediky kfivek y = x% a y2 =X, viz obr. 5. VyfeSenim
soustavy téchto dvou rovnic dostaneme postupné X% = Jx, x*—x=0, x(x3 -1)=0
. Realné koreny tedy jsou X =0, x, =1.
Oblast Q zapiSeme jako oblast normalni vzhledem k ose x. Proto ji ohrani¢ime ve sméru

osy x pfimkami x =0, x =1. Kfivka, ktera ohraniCuje ©Q shora, ma rovnici y = \/§ . Krivka,

ktera ohraniCuje Q zdola, ma rovnici y = '
Ay x=1
Y — Nerovnice pro oblast Q maiji tvar:
. Q. 0<x<]
X=y
x2 <y <Jx.
O b) Podobné uréime oblast Q jako oblast
x Q: 0<y<]
m > normalni vzhledem k ose y: 5
y2 <x<Jy.

Obr. 5

Priklady k procviéeni:

1. Urcete integracni meze pro ” f (X, y)dxdy jednodussim z obou zpiisobt, jestlize Q je
Q
a) Ctyruhelnik o vrcholech (2,1), (6,-2), (6,2), (2,5),

b) ¢tyfahelnik o vrcholech (2,5), (2,1), (6,-2), (6,7),
c) Ctyrahelnik o stranach x=1,x=2, y =X, y =2X,

d) trojuhelnik o stranach x+2y-3=0,x-y=1x-4=0.

2. Urgete integraéni meze pro ﬂ f (X, y)dxdy obé&ma zpusoby, jestlize Q je
Q

2

a) ohranicena kiivkou X“ + y2 =4,
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Matematika IV Dvojrozmérny integral

b) ohraniCena ¢arami y =2X, Yy = % X, Xy=2(x>0,y=>0).

Vysledky:

1.a) 23st;—§x+§£y£—§x+E; b) 2£x£6;—§x+53ysix+4;
4 2 4 2 4 2 2

C) 1<x<2,x<y<2x;d) 23x£4,—%x+23y§x—1

2.8) 2<x<2, —V4—x> <y<V4-x? nebo 2<y<2, —\J4-y? <x<y4-y?;

b) ;:0<x<1, %XSySZX, Qy:1<x<2, %XSySE nebo
X

Q:0<y<], %y£x£2y, Q,:1<y<2, %ySXSE.

y

Vlastni vypocet dvojrozmérnych integrall si objasnime na pfikladech.

Pfiklad 2.2.4. Vypoctéte [[xydxdy, je-li oblast Q ohranicena Garami
Q

y=%X, y=+x a x=2,(xx2).
Reseni: Zakreslime oblast Q, viz obr. 6.

Resenim soustavy rovnic y :%x, y= Jx dostaneme postupné
%x=\/§, x% =4x, x° —4x=0, X(x=4)=0, X =0, xo=4, y;=0, yp =2.

Pfimka y :%x a kfivka y = Jx (Cast paraboly v I. kvadrantu) se tedy pro x> 2

protinaji v bodé (4,2).

i
y=+x
= XZ 2
=%
T
H
. 4 4 Obr. 6

Oblast Q splfiuje pozadavky kladené na oblasti obou typl. Vyjadfime ji jako oblast

normalni vzhledem k ose x.
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Q,: 2<x<4,
§Sys\/§.

Nyni mizeme integral vyfesit:

4
jjxydxdy='[dx_[xydy=jxdxjydy='[xy— dx:jx 4 ldx =
Q 2 X 2 X 2 2; 2

2 2

4
]‘ 2 e [E :(@_@Hﬁ_ﬁjzg
5 2 8 6 322 6 32 6 32 6

Provedte sami zaménu poradi integrace (oblast Q@ zapiSte jako oblast normalni

JX N 4{2}& 4 | x- X

vzhledem k ose y).
Pfiklad 2.2.5. Vypocttéte || (2x - y?)dxdy, je-li oblast Q ohraniGena pfimkami
Q
y=1-%x, y=1+x a y=3.
ReSeni:

(-2.3) 3] y=3 (23

x=1-y x=y-1

0 Obr. 7

Zobr. 7 je ziejmé, ze jednodusSi bude vyjadiit oblast @ jako oblast normalni
vzhledem k ose y. PFi zapisu jako oblast normalni vzhledem k ose x, bychom
oblast Q museli rozdélit na dvé podoblasti pfimkou x=0, podobné jako
v pfikladu 2.2.2.

Q 1<y<3,

y:
l-y<x<y-1.

Integral pfevedeme na dvojrozmérny integral podle vztahu (2b):
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y-1 y-1

3
(2x—y?)dx = I[xz - ysz dy =
1

3
”(Zx— y2)dxdy = jdy
0 -y

1 1-y

; 2 .3 3 ; 2 3 2y A 68
= [(@-2y+2y* - y*)-(@-2y+y*)dy = [ (2y* -2y )dyzz{T—T} —
1 1 1

Priklady k procviéeni:

Vypoététe dvojrozmérné integraly v oblasti Q

a) || (5x% —2xy)dxdy, Q je AABC, A=(0,0), B=(2,0),C =(0,1),
Q

b) J.J' x3y2dxdy, Q je dana nerovnici x2 + y2 <4,
Q

C) H(x— y)dxdy, Q je ohrani¢ena ptimkami y=0,y=X,X+Yy=2,
Q

d) H xy dxdy, Q je dana nerovnicemi X2 +4y2 <4, x>0,y>0,
Q

e) ﬂ Xy dxdy, © je ohrani¢ena ¢arami y2 =2X, X=2.
Q

Vysledky: a) 3; b) 0; ¢) %; d) %; e) 0.

2.3. Transformace v dvojrozmérném integralu

Dvojrozmérné integraly, jejichZz integracni oblasti je kruh, pfipadné Cast kruhu, Ize
jednoduse vyfesit transformaci do polarnich souradnic.

Ny Kartezské soufadnice x,y bodu nahradime

polarnimi soufadnicemi p,p, v nichz p znamena

vzdalenost bodu o souradnicich (x,y) od pocCatku

P soustavy soufadnic a ¢ oznacCuje orientovany

&0) 5 e @0) ¥ Uhel, méfeny od kladného sméru osy X po

privodi¢ bodu (x,y) v kladném smyslu, viz obr. 8.

Obr. 8
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Transformacni rovnice pfi pfechodu z kartézskych soufadnic do polarnich soufradnic

maji tvar
X=pCOSp, y=psSing.

Sougin diferencialli dxdy v dvojrozmérém integralu nahradime vyrazem |J|dp de,

o ax
op 0 cosp —psin

vnémzvyraz J=J(p,p)= pooe ) v Ao
dy Oy| [sing pcose
op Op

nazyvame jakobian transformace.

Pro transformaci dvojrozmérného integralu do polarnich soufadnic plati

jj f(x,y)dxdy = H f (pcose, psing)p dp de. (3)
Q QF

Oblast Q" je obrazem oblasti Q v polarnich soufadnicich. Napfiklad kruh se stfedem

v poCatku a polomérem a, Q: {(x, y): X2 + y2 < a2} , Se zobrazi na obdélnik o délkach

stran a a 27, Q": {(p,¢): pe(0,a>, pe<0,27)}.

Priklad 2.3.1. Proved’te transformaci do polarnich soufadnic a vypocitejte integral

ﬂydxdy,Q:x2+y2saz,yzo,a>0.
Q

Reseni: Oblast Q tvoii horni polovina kruhu se stiedem v po¢atku a polomérem a (soufadnice

y je nezaporna v prvnim a druhém kvadrantu). Pro kazdy bod (x,y) oblasti Q pii

transformaci do polérnich soutadnic plati 0<p<a0<p<r,

viz obr. 9. Uvedené nerovnice uréuji oblast Q" integraéni meze obou proménnych jsou

konstantni, proto integrujeme na obdélniku a dosazenim podle (3) dostaneme

Obr. 9
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Matematika IV Dvojrozmérny integral

a Vd 372
”ydxdy:Hpsingopdpd(pz_[pzdpj.Sin(Dd(D:{%} [~cosp] =
QO Q* 0 0 0

3 3

a 2a
=———1__1 =

3[( )~ (-D)] 3

Priklad 2.3.2. Proved'te transformaci do polarnich soufadnic a vypocitejte integral

J.J.xdxdy, Q:x2+y224, x2+y2£9,y2x, Xx>0.
Q

Refeni: Oblast Q je ohraniena dvéma soustfednymi kruznicemi (o poloméru q=2a=3

), ptimkou y = X (kterd je osou prvniho a tietiho kvadrantu a svira tedy s kladnym smérem

osy x thel ¢ =%) aosouy, viz obr. 10.

y N
y=X
X
0 (2.0 (3,0)

Obr. 10

Pro oblast Q" v polarnich soutadnicich plati

r r
— < < —
o 4>y
2< p<3.
Je ziejmé, Ze integrace v polarnich soufadnicich (3) je jednodu3si neZ v kartézskych

soutadnicich, protoze nyni integrujeme na obdélniku.

T
2 3 zr 37
. 19(, 2
I[pCOS(pp pdp=[cospdp| p*dp [Slnw]ﬂlg} 3[ 2]
Q z 2 4 2
4

Priklad 2.3.3.  Vypoctéte dvojrozméerny integral

In(x2 + y2)
g X2 + y2

dxdy, Q:1< x2+y2 <e.
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Matematika IV Dvojrozmérny integral

ReSeni: Oblast Q je mezikruZi ohrani¢ené kruZnicemi X% + y2 =1ax’+ y2 =e. UzZijeme
proto transformaci do polarnich soufadnic (3). Pro transformovanou oblast Q" plati

nerovnice Q*: 1< p<e, 0<p<2r.

Je

In cos? o+ p?sin T n cos? p+sin
” (,0 ® p 2¢)pdpd¢ Ipdpf (p( ® (P))d
e p cos? ¢+p sin“ ¢ 1 0 P (cos @+sin go)

Je 2 2z Je 2z 2 Je

In In In 2
- P_dp ¢:2'[_pdpj’d¢:2{ p} [¢]O”:
P 2
1 0 1 0 1

:27zln2\/—:27z(%ln e)? :%

Pii feSeni jsme pouzili vztahy  In p2 =2Ilnp a cos? @ +sin? p=1.

v

Vngjsi integral jsme vyftesili substituci In p =t, —d p=dt.
o)

Priklad 2.3.4. Vypoctéte dvojrozmérny integral

2 2

” 4 _%_yT dxdy, je-li integracni oblast Q ohrani¢ena kiivkou 4x° + 9y2 = 36.

2 2

Reseni: Rovnici hranice oblasti Q upravime na tvar ?+y7 =1, ze kterého je vidét, ze jde

o elipsu se stiedem v pocatku a poloosami o délkach a=3,b =2, viz obr. 11.
V takovém piipadé ke zjednoduseni vypocétu s vyhodou pouzivame tzv. zobecnéné polirni
souiadnice, které¢ maji obecn¢ tvar

X=apcosep, y=bpsing. (4)
Y

0.2)

Obr. 11
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Matematika IV Dvojrozmérny integral

Pro jakobian transformace snadno odvodime vztah

X OX
_ 3(p.0) = op a(p acosp -apsing _ab
T & oy| |psing bpcose P
op O

V naSem piipadé plati (pro a=3,b=2):
X=3pcCosp, y=2psing, J=23p=>6p.
Z obr. 11 je ziejmé, Ze plati 0 < ¢ < 27. Meze pro p zjistime dosazenim transformacénich

rovnic do analytického vyjadieni hranice oblasti Q:
4(3pcos go)2 +9(2psin (p)2 =36, odtud po Gprave dostaneme p2 =1 p=1(p >0). Proto

plati 0 < p <1. Transformované oblast Q" tedy predstavuje obdélnik:

* 0S(0<27Z',
Q
O0<p<l.

Zadany integral nyni snadno vyfesime.

2
” 4———y—dxdy .U\/ (3/?COS(P) (2/?Sl4n<0) 6pdpdp=
3 1
= \/4 yo, 6pdpd(p 6 dgo \/4 ppdp 6.27.(— )( ,02)2 =
3
2

=47(8-3/3).
Integral v proménné p jsme vytesili substituci 4 — p2 =t, —2pdp=dt, pdp= —%dt :

Priklady k procviéeni:
Vypoctéte dané dvojrozmérné integraly v oblasti Q transformaci do polarnich soutadnic:

ﬁ (1-2x—-3y)dxdy, Q: X2 + y2 <2,
Q
”(xz + y2)dxdy, Q: (x—4)2 + y2 <16,

Hxll—xz—yzdxdy, Q:x%+y?<1,x>0,y>0,
Q

2 2
”e_(x Y )dxdy, Q:x>0,x2+y2 <9,
Q

Jarmila Dolezalové 16



Matematika IV Dvojrozmérny integral

e) ”sin\/x2+y2dxdy, Q:n2£x2+y2347r2.
Q

Vysledky: a) 27 ;b) 384r; c) %ﬂ' ; d) %(1—e_9); e) 672,

2.4. Aplikace dvojrozmérného integralu

2.4.1.0bjem valcovitého télesa nad oblasti Q,

Objem valcovitého télesa nad oblasti Q, které je shora, resp. zdola ohrani¢eno plochou

z=f(x,y), je dan vztahem

Vv zm f(x,y) | dxdy. (5)
Q

Priklad 2.4.1.  Vypoctéte objem teélesa ohrani¢eného plochami

2x+3y =12, 22:y2, x=0, y=0, z=0.

ReSeni: Rovina z =0 je rovina podstavy daného t&lesa.
y

x=0

Roviny x=0, y=0, 2x+3y =12 protinaji rovinu z=0 v pfimkach

x=0, y=0, 2x+3y =12, které ur€uji hranice oblasti Q2. Pfimku 2x +3y =12 pfevedeme

, , X sy ey vr , g
na usekovy tvar Y + % =1. Odtud je zfejmé, ze tato pfimka protina oSu X

v bod¢ (6,0) aosuy v bodé(0,4), viz obr. 12.

2 2

Plocha z =y7 ohranicuje téleso shora. y72 0 pro vSechny body (x,y) e Q. Obvykle je

tieba zjistit, zda prunikova cara této plochy s rovinou z =0 neprotina oblast Q v jejich
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Matematika IV Dvojrozmérny integral

2
vnitifnich bodech. Polozime tedy z=0 a dostaneme y7 =0, ztoho y=0, a to je rovnice
hrani¢ni ptfimky oblasti Q.
Integracni oblast Q zapiSeme jako oblast normalni vzhledem k ose x.

Q,: 0<x<6, 0<y<4—2—3X

Podle vztahu (5) vypocitame:

2
y? o e o 1943179
V:”7dxdy:§_|'dx J' y dy—EI{S} :—I(4——x) dx =
Q 0 0 0 0
6
2 \4
L3 U3 _ (-2 )(-256) =16
6 2 4 16 '
0

Pfi vypoctu integralu lze pouzit substituci 4 —%X =t, —%dx =dt, dx= —gdt :

Priklady k procviéeni:

1. Vypoctéte objem télesa ohrani¢eného plochami:
a) z=0,Xx+y+z=6,y=0,3x+2y=12,
b) x-y+z=6,x+y=2,x=y,y=0,2=0,

C) z:O,z=x2+y2,y:1,y:2x,y:6—x,
d) z:O,z:x2+y2,x:0,y:O,x+y:1,

e) y:xz,z:o,y+z:2.

2. Vypoctéte objem télesa ohrani¢ené¢ho danymi plochami uzitim transformace do polarnich
soufadnic (3):

a) z =1-x%- y2 ,2=0 (Q je prunik télesa a roviny z =0),
b) X2 + y2 +2° =4, x° + y2 =1 (Cast vn¢ valce),

c)z=0,z=x,x2+y2:1,

d) z:O,x2+y2:2y,z=\/x2+y2,

e)z=0,x2+y2—x:0,z:l—xz—yz.

Visledky: 1.)4;b) =i 0) 221 ) < )ﬂz B Zib) 43ric) 20 2 e L
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Matematika IV Dvojrozmérny integral

2.4.2. Obsah rovinné oblasti

Pro obsah rovinné oblasti Q plati vztah

P= H dxdy . (6)
Q

Priklad 2.4.2.  Vypoctéte obsah rovinné oblasti ohrani¢ené kiivkami y = X2, y=4- X2,

ReSeni:  Hranice rovinné oblasti tvoii dvé paraboly, viz obr. 13. Abychom ziskali soufadnice

MY ) jejich pruseciki, vyfesime piislusnou soustavu
y=X :
(0.4) rovnic:

x> =4-x2, 2x? =4, x* =2, x172:i\/§, tedy

02) R(V2,2). P,(-V2.2).

| | Integraéni oblast Q) zapiSeme jako oblast normalni
2

y=4-X vzhledem k ose x.
| |

I ! )S - 2 _ 2
/(-ﬁ,O) 0 (ﬁ,O)\ Qy: \/ESXS\/E, X*<y<4-x°,

Obr. 13
V24X V2 4y? V2 5 LTV2
P= J. dx J. dy = I [y]x2 dx=f (4—x2—x2)dx=[4X—§x3} =
B A V2 2

=4\F—%ﬁ+4f—%f=%ﬁ.

Piiklad 2.4.3.  Odvod’te vzorec pro vypocet plosného obsahu elipsy.

Refeni:  Aby byl vypocet snadny, umistime stéed elipsy do po&atku soustavy soufadnic,
délky jejich poloos ozna¢ime @, b, (a >0, b >0). Rovnice takove elipsy ma tvar

2 2
X y 1

2 + 3 =1
Vypocet provedeme v zobecnénych polarnich soufadnicich (4):
X=apcosp, y=bpsing, J =abp.

Je ziejmé, Ze pro celou elipsu plati 0< ¢ <27, dosazenim transformacnich rovnic do
(apcosg)”  (bpsing)”
a’ b?

Vv pocatku soustavy soufadnic plati p =0, jsou hranice transformované oblasti Q" uréeny
nerovnicemi: 0< <27, 0< p<1.

Dosazenim do vztahu (6) ziskame

rovnice elipsy uréime meze pro p: =1, p2 =1, p=1. Protoze
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Matematika IV Dvojrozmérny integral

2r 1 1
P=[[dxdy = [[abpdp dcozabfdcofp dp=ab[p]’” [32} =ab.27r%=7rab.
Q o 0 0

Priklady k procviceni:
Vypocététe obsah rovinné oblasti ohrani¢ené ¢arami:

a) y=Xy=5x,x=1,

b) y=x,y:x2,

0 y=x4y=vx,

d) 2x-y=0,2x-y=7,x—4y+7=0,x-4y+14=0,

e) x=0,y=sinx,y=cosx, x>0.

Vysledky: a) 2; b) %; ) %; d) 7;e) V2 -1.

2.4.3. Obsah plochy
Budeme-li ur¢ovat obsah ¢&asti plochy z = f (X, y), ktera je ohrani¢ena prunikovou kiivkou této

plochy svalcovou plochou, ktera ma povrchové piimky rovnobézné sosou z

a fidici kiivku v hranici elementarni oblasti Q, pak plati

S = [[y1+ (2% + (z})2dxdy (7)
Q

Priklad 2.4.5. Vypoctéte obsah plochy X+ Yy +z =4, ktera je ohrani¢ena rovinami
x=0,y=0,x=2,y=2, vizobr. 14,

Az ReSeni:  Z rovnice plochy vyjadiime
i 2=4-x-y, 7 =-1, 7, =-1,

! Oblast Q je podle zadani ¢tverec uréeny
nerovnicemi: 0<x<2, 0<y<2.

Podle vztahu (7) plati:

2 2
S = [[ 1+ (-2 + (-1%dxdy =3[ o dy =
Q 0 0

=3[x]g [yl =443

y Obr. 14

y=2
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Priklady k procviceni:
Urcete obsahy ¢asti ploch:

a) 6x+3y+2z=12 ohrani¢ené rovinami X=0,y =0, z=0,
b) 72 = 2xy ohrani¢ené rovinami X=0,x=3,y=0, y =6,
C) 72 = 2Xy ohrani¢ené rovinami X =1, y=1x=2,y =4,
d) z=Xxy ohrani¢ené valcovou plochou X% + y2 =4,

X2+2

e) z= > y ohrani¢ené valcovou plochou X2 + y2 =3.

Vysledky: a) 14; b) 36; c) 12—%\/5; d) %7;(5\/5—1) . e) %ﬂ

2.4.4. Fyzikalni aplikace

Jestlize je v hmotné rovinné oblasti Q dana hustota v jejim libovolném bodé (x,y) funkci

o(x,y), pak hmotnost oblasti Q je urcena vztahem

m= ”a(x, y)dxdy, 8
Q

staticky moment oblasti Q vzhledem k ose X, resp. y je ur¢en vztahem

SX:Hya(x,y)dXdy, resp. Sy:”m(x,y)dxdy, 9)
Q Q

W Wew

S S
m m
moment setrvacnosti oblasti Q p¥i rotaci kolem osy X, resp. y, resp. z je
Iy = J:[ yza(x, y)dxdy, resp. 1y = _” XZO'(X, y)dxdy,
Q Q
B B 2.2
resp. I, =1x+1y= I(x +y“)o (X, y)dxdy. (11)

Q
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Priklad 2.4.4. Vypoctéte hmotnost oblasti QQ ohranicené pfimkami x=1, x=3,y=1y=2,

1

jestlize jeji hustota je dana funkci o = —.
(x+2y+1)

Reseni: Je stejné jako feeni integralu B v piikladu 2.1.2 v kapitole 2.1:  m =%In§.

Priklad 2.4.5.  Vypoctéte staticky moment ¢tverce ohrani¢eného piimkami

x=0, x=1, y=1 y=2 vzhledem k ose y, je-li hustota dana funkci o = xVL,

ReSeni:  Plati x o(X,y) =X xY=xY a proto uloha vede k feseni integralu C v piikladu

2.1.3 v kapitole 2.1: Sy = In%.

Priklad 2.4.6.  Vypoctéte moment setrvacnosti ¢tverce ohrani¢eného piimkami

x=0,x=1y=1 y=2, ktery rotuje kolem osy y , je-li hustota dana funkci o = xY~2.

Reseni: Protoze x° o(x,y)= x2 xYV72 = xY, tiloha vede opét k feseni integralu C v piikladu

: ) 3
2.1.3 v kapitole 2.1: ly = InE.

Vv

Priklad 2.4.7.  Vypoctéte soufadnice tézist¢ T homogenni oblasti Q, ktera je ohrani¢ena kruznici

(x—1)2 + y2 =1, jestliZe hustota o (X, y) =1 pro vSechny body (x,y) € Q.

ReSeni: Uvédomime-li si, e stted S(1,0) homogenniho kruhu je stfedem symetrie dané
oblasti Q, hned mizeme urcit S(1,0)=T(L,0).
Ptiklad lze vyfesit transformaci do polarnich soutadnic.
Priklady k procviceni:
1. Ur€ete hmotnost oblasti QQ pfi daném rozlozeni hustoty:
a) Q je ohrani¢ena ptimkami x=0,x=1,y=1 y=2, hustota v bodé¢ P € Q je piimo
umérna druhé mocning vzdalenosti bodu P od bodu (0,1),

2
b) Q je ohraniCena Carami x =3,y =4X,y = i, hustota je dana funkci o = X—2
X y

Jarmila DoleZalova 22



Matematika IV Dvojrozmérny integral

2. Vypoététe staticky moment homogenni rovinné oblasti €2, je-li & =1
a) Q je obdélnik o délkach stran a=1,b =2 vzhledem ke strané a,

b) Q je pilkruh o poloméru r =4 vzhledem k jeho priméru.

) y=xy=x",
b) y:xz,x+y:2,
C) y:xz,x:4, y=0,
d) y:sinx,y:O,x:z,
4
4. Vypoctéte moment setrvacnosti oblasti Q, kde o (X, y) =1, ohrani¢ené
a) Carami y=X,y= G pii rotaci kolem osy X,
b) carami y=1+ Y y =2X, Xx=0 pfi rotaci kolem osy Y,
c) stranami AABC, A=(0,2), B=(1,0),C =(1,1) pfi rotaci kolem osy Y,
d) piimkami y= g, x =1, y =1 pfi rotaci kolem osy X.

2 1225 128
Vysledky: 1.a) =k;b) ——.2.a) 2; b) —.
y y )3 ) ) ) ) 3

) ((4—;z)gﬁ+1),(7z—2)1(f+2))_ . a)zis;b)s_lo;c)

1201832
3.a) (E,E),b)( 2,5).0) (3!5)'

1
4

;d)g-
96
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