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Zaklady teorie pravdépodobnosti

Nahodny pokus je dé¢j, jehoz vysledek neni ani
pri dodrzeni vsech predepsanych podminek
predem znam.

Nahodny jev je vysledkem nahodného
pokusu, nahodné jevy oznacujeme X)Y,...
Elementarni jev E — jev, ktery nejde dale
rozlozit.

Zakladni prostor Q — mnozina vsech
elementarnich jevu.
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Zaklady teorie pravdépodobnosti

Jisty jev | — jev, ktery vzdy nastane (jev, ktery
nastane s pravdépodobnosti 1).

Nemozny jev 0 — jev, ktery nikdy nenastane.

Opacny jev — opacny jev k jevu A je jev A,
ktery nastane prave tehdy, kdyz nenastane jev
A.

Disjunktni jevy — jevy A a B jsou disjunktni,
nemohou-li nastat soucasne.
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Zaklady teorie pravdépodobnosti

 Axiomatické zavedeni pravdépodobnosti:
1. Pravdépodobnost jevu je nezaporna veliCina.
P(A)=0

2. Pravdépodobnost sjednoceni konecné nebo
spocetné mnoho disjunktnich jevu je rovna
souctu pravdépodobnosti téchto jevd.

P(ADOAO..0A)=P(A)+P(A)+..+P(A)
3. Pravdépodobnost jevu jistého je rovna 1.
P(1)=1
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Zaklady teorie pravdépodobnosti

 Na zakladé uvedenych axiomu plyne, ze
pravdépodobnost jevu opacného k jevu A je
rovna doplnku do 1.

P(A)=1-P(A)
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Nahodna proménna a jeji popis

e Nahodna proménna je realna funkce
definovana na mnoziné vsech elementarnich
jevu, ktera kazdému jevu priradi realné Cislo.

e RozliSujeme nahodnou proménnou:

— Diskrétni (obor hodnot nahodné proménné je
konecna nebo nekonecna posloupnost).

— Spojitou (obor hodnot nahodné proménné je
urcCity konecny nebo nekonecny interval).
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Nahodna proménna a jeji popis

e Diskrétni nahodnou proménnou muzeme
popsat funkénimi zavislostmi:
— Pravdépodobnostni funkce p(x)=P(X =x).
— Distribuéni funkce F(x)=P(X <x)= Z p(x ).

X <X

e Spojitou nahodnou proménnou muzeme
popsat pomoci:
— Hustoty pravdépodobnosti f(x).
— Distribuéni funkce F(x)=P(X <x)= [ f(t)dt.

—00
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Nahodna proménna a jeji popis

* Pro distribucni funkci DNP i SNP plati:
— 0<F(x)=<1.
— Plas X <b)=F(b)-F(a).
—Xllrme(x):O,IXimF(x):l.

* Pro pravdépodobnostni funkci DNP plati:
— 0< p(x)=1.

— Zp(&)=1-
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Nahodna proménna a jeji popis
* Pro hustotu pravdépodobnosti SNP plati:
— f(x)=0.

— [ f{x)ax=1

—00
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Nahodna proménna a jeji popis

e Nahodnou proménnou muzeme dale popsat
pomoci ¢iselnych charakteristik. Ciselné
charakteristiky NP délime:

— Podle zpUsobu vypoctu na momentové, kvantilové
a ostatni.

— Podle toho, které vlastnosti rozdéeleni
pravdepodobnosti charakterizuji na charakteristiky
polohy, variability, Sikmosti a Spicatosti.
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Nahodna proménna a jeji popis

e Stredni hodnota (pocatecni moment 1. radu):
—ProDNP EX =z, =Y xp(x) -
X

— Pro SNP EX =y, = ]3><f(x)dx.
e Pro stfedni hodnotu plati:

— E(c)=c.

— E(cX)=cEX.

— E(X£Y)=EX£EY.
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Nahodna proménna a jeji popis

e Rozptyl (centralni moment 2. radu):
—ProDNP DX =0” =v, = (% —EX)* p(x ).

X
— ProSNPDX =g?=v, = J'(x—EX)Zf(x)dx

—00

e Privypoctech rozptylu se spis uziva vztahu:
DX = E(X -EX)’ = EX?-(EX )} ]
kde pro DNP EX? =" x*p(x ),pro SNPEX? = [ x*f (x)dx.
X —00
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Poissonovo rozdéleni
pravdépodobnosti — Po(A)

Patri mezi diskrétni nahodné promeénneé.

Rozdéleni je definovano jednim parametrem

A > 0 — stredni pocCet udalosti za jednotku casu.
Poissonova NP muze nabyvat hodnot 0,1,2,... a muze
napr. predstavovat pocet zakazniku prichazejicich za
jednotku casu.

Pravdépodobnostni funkce je definovana:
k

P(X = k)z%e"' proA >0,k =012...,
P(X =k)=0 jinde.

Pro stfedni hodnotu a rozptyl plati:
EX=DX=A1.
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Poissonovo rozdéleni
pravdépodobnosti — Po(A)

e Odvozeni vztahu pro stredni hodnotu:

EK = Zk[IP Zkﬂl—_@‘ ka [ﬁk A e =

o k-1 0 jl 32 )
Ale™ ), e [£g|+/l]| +/;+...j =Ale” e = A,

* Maclaurinova rada
X X X
="+ 4
o 1 2
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Poissonovo rozdéleni
pravdépodobnosti — Po(A)
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Ukazka pribéhu pravdépodobnostni funkce Poissonovy
nahodné promeénné.
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Exponencialni rozdéleni
pravdépodobnosti E(A)

* Patri mezi spojita rozdéleni pravdépodobnosti.

e Rozdéleni je definovano jednim parametrem
A > 0. Exponencialni NP predstavuje dobu
trvani Cinnosti (napr. obsluhy zakaznika), prip.
dobu mezi jednotlivymi udalostmi (prichody
zakazniku) — jestlize se pocet prichazejicich
zakazniku za jednotku Casu ridi Poissonovym
rozdélenim, potom délky mezer mezi prichody
zakazniku se ridi exponencialnim rozdélenim.
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Exponencialni rozdéleni
pravdépodobnosti E(A)

* Pro hustotu pravdépodobnosti plati:

f(x)=1e™ prod>0,x>0,
f(x)=0 jinde

* Pro distribucni funkci plati:

F(x)=1-e™ proA>0,x>0,
F(x)=0 jinde
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Exponencialni rozdéleni
pravdépodobnosti E(A)

* Pro stredni hodnotu exponencialni NP plati:

Exzi-
A

* Prorozptyl exponencialni NP plati:
1

DX :?.
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Exponencialni rozdéleni
pravdépodobnosti E(A)

e Odvozeni vztahu pro stredni hodnotu:

EX = ijr (x)dx = Ter-Ade =/ Txe‘”xdx = A0im j xe " dx" =
0 0 0

a— +oo
. -a. _ 1 1 1) 1
Allim| —le®-=1e™+= |=A[ -0-0+= |==
a-+o| ) A A Fo A
u=x V=g _ a a_ _ a 4 a
xe Xdx = -1__, |= "X | - '[ -1 B = | = e e 'f e Xdx =
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Exponencialni rozdéleni
pravdépodobnosti E(A)
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Ukazka pribéhu hustoty pravdépodobnosti exponencialni
nahodné promeénné.
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Exponencialni rozdéleni
pravdépodobnosti E(A)
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Ukdazka prubéhu distribucni funkce exponencialni nahodné
promenneé.
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Systémy hromadné obsluhy

e 7Za systém hromadné obsluhy (SHO) lze
povazovat kazdy systém, k némuz prichazeji
pozadavky na obsluhu v systému.

Vstupni proud
pozadavk

Y E—

Fronta pozadavki
Cekajicich na
obsluhu v SHO

B

Linky

provadéjici

obsluhu

OJOJOIO
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Vystupni
proud
pozadavki

__>e
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Systémy hromadné obsluhy

e SHO lze Clenit podle mnoha kritérii, rozeznavame
napf.:
— Systémy bez fronty a systémy tvorici frontu.

— Systémy tvorici frontu lze rozdélit na systéemy s
neomezenou nebo omezenou délkou fronty.

— Systémy tvorici frontu lze dale rozdélit podle
frontového rezimu — FIFO, LIFO, PRI.

— Systémy s paralelné, sériové nebo kombinovaneé
razenymi linkami.

— Systémy se spolehlivymi linkami a systémy s
nespolehlivymi linkami.

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Systémy hromadné obsluhy

Vstupni Udaje Vystupni udaje
o SHO o SHO

\ , /
— System , —
hromadné
—— obsluhy -

_— -
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Systémy hromadné obsluhy

 Kazdy SHO lze charakterizovat nekolika faktory:
— Charakter vstupniho toku zakazniku.
— Charakter obsluhy.
— Pocet obsluznych linek a jejich usporadani.

— Kapacita fronty a frontovy rezim (pokud SHO
umoznuje tvorbu fronty).

e Tyto udaje predstavuji oblast vstupnich dat
(potrebujeme je znat, abychom mohli SHO
matematicky modelovat).

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Systémy hromadné obsluhy

U daného SHO nas zajima napt.:

— Procento odmitnutych zdkazniku, resp.
pravdépodobnost odmitnuti zakaznika P,

— Vyuziti obsluznych linek «.

— Stredni pocet zakazni
— Stredni pocet zakazni
— Stredni pocet zakazni

* Tyto udaje predstavuj

kU v systému EK.
kU v obsluze ES.

ku ve fronteé EL.

| oblast vystupnich dat

(tedy to, co chceme resenim matematického

modelu SHO ziskat).



Systémy hro

madné obsluhy

 SHO se pro nazornost oznacuji dle Kendallovy

klasifikace SHO:

X/Y/n/m,

kde: X vyjadruje pravo

epodobnostni rozdéleni

prichodu zakazniku k SHO,

Y vyjadruje pravo

epodobnostni rozdéleni,

kterym se ridi doba trvani obsluhy zakaznika,

n oznacuje pocet
m oznacuje celko

obsluznych linek v SHO,
vy pocet mist v SHO.

Ing. Michal Dorda, Ph.D. 27



Systémy hromadné obsluhy

Pozice X Pozice Y
M exponencialni doby mezi prichody | exponencialni doba
(elementarni vstupni tok) obsluhy
c Erlangovo rozdéleni dob meazi Erlangovo rozdéleni
K prichody doby obsluhy
D konstantni doby mezi prichody kons(’;abzlt:rl]joba
G obecné rozdéleni dob meazi obecné rozdéleni

prichody

doby obsluhy

Ing. Michal Dorda, Ph.D.

28



Systémy hromadné obsluhy

e Budeme se zabyvat systemy:
— Vstupni tok zakazniku bude elementarni.

— Doba obsluhy zakaznika bude exponencialni
nahodna proménna.

— U systému tvoricich frontu budeme uvazovat FIFO
rezim vybéru zakazniku z fronty.

— Obsluzné linky budou razeny paralelné, budou
homogenni a nebudeme uvazovat moznost jejich
poruchy.

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Elementarni vstupni tok

* Elementarni vstupni tok je takovy tok, ktery
splnuje tri zakladni vlastnosti:
— Stacionarnost, beznaslednost a ordinarnost.

e Stacionarnost (nemeénnost stochastického
rezimu): PocCet zakazniku, kteri prichazeji k
SHO za cas t, zavisi pouze na délce tohoto
intervalu a nezavisi na jeho poloze na ¢asové
ose.



Elementarni vstupni tok

 Beznaslednost (neexistence naslednych
ucinku): Pocet zakazniku, kteri prijdou k SHO
za €as t, nezavisi na poctu zakazniku, kteri k
SHO prisli pred zacatkem tohoto casoveho
intervalu.

e Ordinarnost: Zakaznici prichazeji k SHO
jednotlive.



Elementarni vstupni tok

* Pro elementarni vstupni tok plati:

— Pravdépodobnost p,(t), tedy Ze za ¢as t prijde k
SHO k zakaznikd, je rovna:

k
pk(t)=(/]t) e™ praA>0,t>0k=012,....
k!
pk(t):O jinde.

e Elementarni vstupni tok je tedy Poissonuy,
mezery mezi prichody zakazniku k SHO jsou
exponencialni.

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Funkce radu o(x)

* Funkce f(x) je radu o(x), pokud plati:

fx) _

im—-*~=0.
x-0 ¥

e Budeme tak oznacCovat rad zanedbatelné
funkce, ktera nema podstatny vliv na hodnotu
vysledku. Souctem, nasobenim, umocnénim
nebo nasobenim konstantou funkce radu o(x)
dostaneme opét funkci radu o(x).




Funkce radu o(x)

 Napr.

f(x)=x= Iin?)5 =1# 0 — funkce neni fadu o(x).
x-0 X

2
f(x)=x*= im>-=0 —funkce je radu o(x).

o(x)+o(x) = o(x) o(x)[o(x) = o(x)
f(x)=x%,g(x)=x° f(x)=x%g(x)=x°
jm L0+ O0) i X0 o RO XE0C
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Prechodové pravdépodobnosti

e Uvazujme kratky ¢asovy okamzik At - O.

— Pravdépodobnost, ze za Cas At prijde k systému
prave 1 zakaznik, je rovna:

(AAt)
1

py(At) =

[ = AAt[[1- AAt +o(At )] = Aat +o(At).

cgn = ZA) A EAf (A
0 1 2 3

2 3
o O

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Prechodové pravdépodobnosti

e Uvazujme kratky ¢asovy okamzik At - O.

— Pravdépodobnost, ze za cas At prijdou k systému
alespon 2 zakaznici, je rovna:

W(At) = O(At),

nebot elementdrni vstupni tok je ordinarni.

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Prechodové pravdépodobnosti

— Pravdépodobnost, ze exponencialni obsluha
pozadavku s parametrem u, ktera zapocala pred
casem t, skonci béhem casového intervalu

(t, t + At), je rovna:

P(tST <t+AtT 2t): Plt<T <t+A) = F(t+at)-F(t)

P(T >t) 1-F(t)
_1 o H(tt) _(1 e—ut) et et gt
1-(1-e#) e

Ing. Michal Dorda, Ph.D. 37



Prechodové pravdepodobnosti

— Uvazujme, Ze v obsluze je k zakazniku, kde k =

1,2,

...,n. Pravdépodobnost, ze za ¢as At skonCi

obsluha jednoho zakaznika, je rovna:

u, (A

t) = kuAt +o(At),

protoze pravdépodobnost odchodu (ukonceni

obs
obs
odc

uhy) jednoho zakaznika je rovna pAt +o(At), v
uze se nachazi k zdkazniku, pravdépodobnost

nodu kazdého z nich je stejna a jevy

odpovidajici odchodim jednotlivych zakazniku
jsou disjunktni, pravdépodobnosti se tedy scitaji.

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Prechodové pravdepodobnosti

— Pravdépodobnost, ze za cas At nastane vice nez 1
udalost (dva a vice prichodu, dva a vice odchodu,
prichod a odchod apod.), je vzdy rovna o(At).
Jinymi slovy, za ¢as At muze dojit maximalné k
jedné udalosti.

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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M/M/n/n SHO

e Systém je tvoren n paralelné razenymi
homogennimi linkami.

e Systém nepripousti tvorbu fronty cekajicich
zakazniku na obsluhu, je-li systém plny, jsou
prichazejici zakaznici odmitani.



M/M/n/n SHO

e \stupni tok je elementarni s intenzitou A.

— Stredni pocet zakazniku, ktefi prichazeji k SHO za
jednotku casu je tedy roven A.

— Jelikoz je vstupni tok elementarni (tedy
Poissonuv), jsou doby mezi prichody po sobé
jdoucich zakazniku exponencialni nahodnou
promeénnou s parametrem A. Prevracena hodnota
tohoto parametru je rovna stredni dobé mezi
prichody zakazniku k systému.



M/M/n/n SHO

 Doba obsluhy zakaznika je exponencialni
nahodna promeénna s parametrem L.

— Parametr u nazyvame parametrem obsluhy a
udava, kolik zakazniku je prumérné schopna 1
linka obslouzit za jednotku Casu, prevracena
hodnota tohoto parametru udava stredni dobu
obsluhy jednoho zakaznika.

— Parametr nu nazyvame parametrem systému a
udava, kolik zakaznikl za jednotku casu je systém
schopen prumérné obslouzit.



M/M/n/n SHO

 Nyni nas napriklad zajima3, jaky je stredni pocet
zakazniku v systému — EK. Jelikoz nahodnou
proménnou je pocet zakazniku v systému, ktery je
diskrétni, muzeme psat:

EK =Y KIR,.
k=0

e Z uvedeneho vztahu je zrejmé, ze k vypoctu
potrebujeme znat pravdéepodobnosti, ze v
systému se nachazi k zakazniku pro k=0,1,...,n. Ty
stanovime postupem, ktery si ukazeme dale.



Prechodovy graf M/M/n/n SHO

1-AAt 1-(A+p)At 1-(A+ku)At 1=-nuAt

Vrcholy grafu predstavuji stav systému (pocet zdkaznikd v systému),
hrany predstavuji mozné zmeény stavu systému za Cas At (resp.
setrvani systému v daném stavu v pripadé smycek) a ohodnoceni
hran predstavuje pravdépodobnost prechodu, resp. setrvani.
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Prechodovy graf M/M/n/n SHO

e 7 prechodového grafu vidime, ze se systém
muze nachazet v nasledujicich stavech:
— 0 — systém je prazdny (v systému se nenachazi
zadny zakaznik).
— 1 — v systému se nachazi 1 zakaznik — tento
zakaznik je obsluhovan.

— k—v systému (a tedy i v obsluze) se nachazi k
zakaznikd, kde k=1, 2,..., n— 1.

— n —v systému (a tedy i v obsluze) se nachazi n
zakazniky, systém je zaplnén.

Ing. Michal Dorda, Ph.D. 45



Chapman-Kolmogorova rovnice

 Aby se systéem v Case t + At nachazel v néjakém
stavu j, mohl se nachazet v ¢ase t v libovolném
definovaném stavu k a za €as At musel prejit ze
stavu k do stavu j.

P (t+At)=> R(t)P, (At),

kOIS
kde S je mnozina vSech moznych stavu systému,

P.(t) je pravdépodobnost, ze se systém v Case t
nachazel ve stavu k a P, (At) je pravdepodobnost
prechodu systému ze stavu k do stavu j za ¢as At.
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Analytické reSeni M/M/n/n SHO

 Na zakladé prechodového grafu a Chapman-
Kolmogorovy rovnice muzeme psat soustavu
rovnic:
P,(t+At)=P(t)((1-AAt) + R (t)[ pAt + o(At),
R(t+At)= P (t)2At + R t)dL— (A + p)at] + B, (t) At + o(At),

P {6+ 2)= R, ()28t + B 0L~ (A + )at]+ ., ()i )t +of)

P (t+At)= P (t)AAt + P (£) - nuat)+ ofat).
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Analytické reSeni M/M/n/n SHO

e Soustavu rovnic upravime pomoci
nasledujiciho postupu:

— Na praveé strané rovnice vynasobime jednickou
pravdépodobnost se stejnym indexem jako na levé
strané.

— Tuto pravdépodobnost prevedeme na levou stranu
rovnice.

— Celou rovnici vydélime vyrazem At.
— Vykoname limitu pro At - 0.
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Analytické reSeni M/M/n/n SHO

P,(t)-P,t)AAt + R (t) [ At + oAt)
R (t)2at + R(t)- R(t)dA + p)at + By(t) 2uat + ofat)

P(t +At)
(t+4t)

prck =12,....n—1:
R (t+4t)= R, (t)IAAt + R (t) - R(t) A + ku)at + Ry (t) ck + 1)t +ofat)

P (t+At)= P () AL+ P (1) P (t) dut + ofat)
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Analytické reSeni M/M/n/n SHO

P(t+At)-P(t)=-P(t)iAAt + B (t)[ At +o(At)

(t+at)-R(t) 3 Ry(t) (At - R (t)dA + p)at + P (t) 22ent + o)

prok =12,...,n-1:
R (t+4t)- R (t) = Ry (t) ALt - B (t) 1A + kr)t + Ry (t) ik + 1)t + o t)

P (t+A)- P ()= P (0) At - P.(t) iyt + ofat)

Ing. Michal Dorda, Ph.D.



Analytické reSeni M/M/n/n SHO

LR - p )+ p() o 400
AU - p () -R() 0 + )+ Py ) 2+ A2

P (t+At)-R(t) o(At)

= Ry (t)0A = R (t) 1A + ke) + Ry (t) ik + 1) +

At At
PR - b )n - )+ 020

Ing. Michal Dorda, Ph.D.



Analytické reSeni M/M/n/n SHO

S R
n BB - p - o+ )+ R0 2+ g 20

=R () A=) )+ R+ o iy 2

At a0 At

t . O\At
R e )2 - e O

Ing. Michal Dorda, Ph.D. 52



Analytické reSeni M/M/n/n SHO

R(t)=-R()IA+R (1)
R(t)=Rt)A -RE)M + 1)+ B {t)2u

5

Normativni podminka pravdépodobnosti, ktera
R (t) =1 - vyjadruje, Ze se systém v ¢ase t mUze nachazet
pouze v nékterém z definovanych stavu.

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Analytické reSeni M/M/n/n SHO

e Ziskanou soustavu diferencialnich rovnic
(dynamicky popis SHO) prevedeme na

soustavu linearnich rovnic (staticky popis SHO)
aplikaci Markovovy vety.

e Markovova veta:
lim R.(t)=R prok=012,...,n.
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Analytické reSeni M/M/n/n SHO

0=-AR +/R 0=-(AR, - 1iP)
0= AR, ~ (A + k)R + 2, 0=(AR, - 1R) - (AR, - 24P,
prck=12,....n-1: prck =12,...n-1

0=AR, _(/] + k:u)Pk +(k+1):upk+1 0= (/]Pk—l _kppk)_[/":)k _(k+1)lupk+1]

O:/]Pn—l_nlupn O:(Apn—l_nlupn)
n Normativni podminka pravdépodobnosti, ktera
R =1 vyjadruje, ze se systém muze nachdazet pouze v

nékterém z definovanych stavd.
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Analytické reSeni M/M/n/n SHO
Substituce: z =AR,_, —kuP, prok =12,...,n

0=-(AR, - 1R) 0=-2,

O:(/]Rj_ﬂl:)l)_(/“:l_zlupz) » 0=2-2,

0= (/]Pk_l - k,qu)—[/]Pk _(k +1):upk+1] 0=z -2,
O:(/]Pn—l_nlupn) 0=z

Ing. Michal Dorda, Ph.D. 56



Analytické reSeni M/M/n/n SHO

=74
0=27-2
; 2=2,=..=2=..=2,=0
prok=12,...,n-1: Tedyplati,zZe0=AR_, —kuP, prok =12,...,n.

0=2, -7, I

0= /
Z, PKZEPH prok=12,...,n

Rekurentni vzorec, pomoci kterého jsme schopni spocitat
pravdépodobnost urcitého stavu k na zakladé pravdépodobnosti
stavu k — 1.
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Analytické reSeni M/M/n/n SHO

 Nyni bychom potrebovali vyjadrit vztahy pro
vypocet pravdépodobnosti jednotlivych stavu
k pomoci pravdepodobnosti stavu 0, chceme
tedy vyjadrit zavislost P, pro k=1,2,...,n na P,
K tomu vyuzijeme rekurentni vzorec, ktery
jsme si odvodili v predchozim postupu.

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Analytické reSeni M/M/n/n SHO

) 1 Pomoci tohoto
P, :i P :E[E_j P vztahu jsme schopni
1u I\ u spocitat vsechny
2 pravdépodobnosti
|:>2:2/] |2>1=2i i POZ%[Eij P kromé
H H A H pravdépodobnosti
3 7
P, kterou odvodime
%:3/]_# ZZ;yDZA,uDljl o:%[éﬁj R O z hormativni
podminky
pravdépodobnosti
K n
pk:i k_lzi A P, prok=12,...,n kz_:;Pk_l'
K Kl \ )

Erlanguv vzorec
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Analytické reSeni M/M/n/n SHO

P+R+.+R +..+P =1

0 1 k \n
1pAd Po+l A P0+...+1 A P0+...+i A P =1
o \u U\ u kI \ n \ u)

B 0 1 k n’|
Po[i[i +l[i +...+£[i +...+i[i =1

o\ u U\ u Kl \ u n \ u
k
L 1( A
P —| = =1
ODKZSK!(AJ

1
R=— 1( jk Erlanglv vzorec

>

k=0 "™

U
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Analytické reSeni M/M/n/n SHO

* Pravdepodobnost odmitnuti zakaznika P,

— Prichazejici zakaznik bude odmitnut, najde-li v
okamziku svého prichodu systém plny, tedy ve
stavu n. Pro pravdéepodobnost odmitnuti tedy
plati:

)
n el
PODszzl[E/]jP_ T K
()
o K\

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Analytické reSeni M/M/n/n SHO

e Stredni pocCet zakazniku v systému EK
stanovime podle vzorce pro vypocet stredni
hodnoty DNP, kde nahodnou proménnou K je
pocCet zakazniku v systému. Tedy plati:

-fo-Reiily) -ty it )

:jz[%;'[éj/j %+EEEZJ%+"'+ﬁ[EﬂJ ] Adp +p+..+P )= %[(n P).

)
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Analytické reSeni M/M/n/n SHO

e Stredni pocet zakazniku v obsluze ES
stanovime podle vzorce pro vypocet stredni
hodnoty DNP, kde nahodnou proménnou S je
pocCet zakazniku v obsluze. Jelikoz u tohoto
systému plati, ze pocet zdkazniku v systému se
rovna poctu zakazniku v obsluze, mtuzeme
psat:

y
ES=EK =Z[{1-P).
1)
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Analytické reSeni M/M/n/n SHO

e Stredni pocCet zakazniku ve fronté EL opét
stanovime podle vzorce pro vypocet stredni
hodnoty DNP, kde nahodnou proménnou L je
pocCet zakazniku ve fronté. Jelikoz tento systém

netvori frontu (pocet zakazniku ve fronte je
porad roven 0), plati:

EL =0.

Ing. Michal Dorda, Ph.D. 64



Analytické reSeni M/M/n/n SHO

e Vyuziti obsluznych linek (systému) k stanovime
na zakladé nasledujici uvahy. Systém
prumérneé obsluhuje ES zakazniku a je schopen
obsluhovat n zakazniku, tedy plati:

A
_ ES:;[GI Pn)

n n

K

A
= —P — _P ,
nﬂiﬁl )= p{l-P,)
kde p nazyvame intenzitou provozu.

Ing. Michal Dorda, Ph.D. 65



M/M/n/ee SHO

e Systém je tvoren n paralelné razenymi
homogennimi linkami.

e Systém pripousti tvorbu fronty cekajicich
zakazniku na obsluhu, prichazejici zakaznik
nachazi vzdy volné misto v systému, systém
tedy neodmita zakazniky (v systému se muze
teoreticky nachazet oo zakazniku).

. AbyAbyI systém stabilni, musi platit:

p=—=xI1.
NH



M/M/n/ee SHO

e \stupni tok je elementarni s intenzitou A.

 Doba obsluhy zakaznika je exponencialni
nahodna promeénna s parametrem L.

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Prechodovy graf M/M/n/ee SHO

AAt AAL ANt AAt ANt
(k + 1)ﬂAt nﬂAt """" th ..........
nuAt nuAt
1-(A+ku)at  1-(A+nu)At 1- (A +nu)At

Ing. Michal Dorda, Ph.D. 68



Prechodovy graf M/M/n/ee SHO

e Systém se muze nachazet ve stavech:
— 0 — systém je prazdny.
— 1 —vsystému je 1 zakaznik — 1 v obsluze, 0 ve
fronté.

— k — v systému se nachazi k zakazniku, kde k =1,
2,..., n—1; k zakazniku je v obsluze, 0 ve fronté.

— n—v systému je n zakazniku, vSichni jsou v
obsluze, fronta je prazdna.

— k — v systému je k zakazniku, kde k=n+1,...; n
zakazniku je v obsluze a k — n ve fronté.

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Analytické reSeni M/M/n/ee SHO

P,(t +At) = P,(t) {L— AAt) + B (t) CiAt + o(At)
R(t+4t) = Ry(t)CAAt + R (t)dL— (A + p)at]+ By (t) 2t + ofAt)

prok=12,....n-1:
R(t+At)=P_(t)iAat+ R (t)i[1- (4 + ku)at]+ P, (t)[(k +1) At +oAt)

P (1+t) = B (1) At + By 1)L (A + )]+ By () myaat + ofat)

prok=n+1n+2,....
Rt +4t)= R, (t) At + B (t)dL- (4 + nu)at] + R, (t) st + o{at)

Ing. Michal Dorda, Ph.D.



Analytické reSeni M/M/n/ee SHO

e Soustavu rovnic upravime opéet pomoci
stejného postupu:

— Na praveé strané rovnice vynasobime jednickou
pravdépodobnost se stejnym indexem jako na levé
strané.

— Tuto pravdépodobnost prevedeme na levou stranu
rovnice.

— Celou rovnici vydélime vyrazem At.
— Vykoname limitu pro At - 0.
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Analytické reSeni M/M/n/ee SHO

P(t +At)
(t+at)

P,(t)- P (t)At + B (t) At + oAt)
R(t)CAAt + R (t) - R (t) A + p)at + By (t) L2t +ofAt)

R(t+At)=PR_,(t)IAAt+ R (t) - P (t)[(A + ku)At + P, (t) [(k +1) At +o(At)
P (t+4t)= P () AN+ P.(t) - P. () A + )t + P (6) s + o{t)

prok=n+1n+2,....
R(t+4t)= R, (t)tAt + R (t) - R(t) A + nu)at + B, (t) thua + o{At)

Ing. Michal Dorda, Ph.D.



Analytické reSeni M/M/n/ee SHO

P,(t+At)-P,(t)=-P (t) AAL + B (t) (At + oAt)
(t+4t) - R (t) = R(t) Aot - B (t) A + p)at + B (t) r2uat + o{At)

prok=12,...,n-1:
P(t+At)-P(t)=P_(t)iAat - R (t) (A + ku)at + P, (t)[(k +1)zAt +o(At)

.Pn (t+At)-P(t)=P_(t)DAt - P (t) A + nu)at + P, (t) DAt + o(At)

prok=n+1n+2,....
R (t+at)- R (t) = Ry (t) At - R (t) A + nu)t + B (t) Tt +o{At)

Ing. Michal Dorda, Ph.D.



Analytické reSeni M/M/n/ee SHO

RULOZRU) - _p )a + )+ 221

At ° At
AU - p )2 R + )+ P, 0 2+ 02

P20 - b ()4 - RO+ ki) )i )+ 22

At At
R L)ZR1 - p )@ - R0 G )+ R0 ma s 2
At At
prok=n+1n+2,...
P(t+At)-PB.(t At
2R - g ()2 - R 01 1)+ R0 i+ 020

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Analytické reSeni M/M/n/ee SHO

jm BEHA)=RO o 65 4 p (1) o+ tim 24

At-0 At A-0 At
. Pit+At)-Plt . OlAt
im P BO=RO)~ p )2 0104+ )+ ) 21+ i )

. O\At
im BEURO - o ()01 R 010+ k) B )+ i O

. P t+At -P t . OAt
jm BB = (012 -R 0161+ ) O

prok=n+1n+2,...:

. P t+At -P t . OAt
im 2P =03 - RO )R O g O

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Analytické reSeni M/M/n/ee SHO

Ry(t)=-Ry(t)A + Ry(t) s
'Pl'(t) =Ry (t)2A - R (t)dA + u)+ Ry (t) 2y

R0= R0 - R k) + R+
R)=Ra)3 - R 1)+ ()

prok=n+1n+2,...:
R(t) = R (t)2A — R (t)dA + ) + R, (t) T

0 - Normativni podminka pravdépodobnosti, ktera vyjadruje, ze se systém
Z B (t) =1

v Case t mUzZe nachdzet pouze v nékterém z definovanych stava.
k=0

Ing. Michal Dorda, Ph.D. 76



Analytické reSeni M/M/n/ee SHO

e Ziskanou soustavu diferencialnich rovnic
(dynamicky popis SHO) opét prevedeme na
soustavu linearnich rovnic (staticky popis
SHO).

Ing. Michal Dorda, Ph.D. 77



Analytické reSeni M/M/n/ee SHO

0=~P, + /P, 0=~(AR, - 1P,
0= AR, = (A +p)R + 24P, 0= (AP, - 1) - (AR - 2uP,)
prok=12,...,n-1 prok=12,...,.n-1

0= /]Pk—l _(/] + k:u)Pk T (k +1)/,{Pk+1 0= (/]Pk—l - k,qu)—[/]Pk _(k +1),L{Pk+1]

0= /]Pn—l _(/] + n:u)Pn + n/UPn+1 0= (/]Pn—l - nlupn)_(/]Pn - n,Lan+1)

prok=n+1n+2,...: prok=n+1,n+2

0=AR_ - (A + n,U)Pk +NB 0=(AR_ —niR,)- (AR, —nuR,,)
ad P =1 Normativni podminka pravdépodobnosti, ktera vyjadfuje, ze se systém
Z k - mUzZe nachazet pouze v nékterém z definovanych stavu.
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Analytické reSeni M/M/n/ee SHO

Substituce:

z, = AR _, —kuP, prok=12,...,n

z. =AR_, —nuP, prok=n,n+1,..

0=-(1R, - 1R)
0= (AR, —1R)- (AR - 24P)

.O: (/]Pk—l - k/upk)_.[/":k _(k +1)/,1Pk+1]

0= (/]Pn—l - n/JPn)_ (/]Pn - n:ul:)n+1)

prok=n+1n+2,...:
0= (/]Pk—l _n/upk)_(APk B

prok=n+1n+2,....
0=z -7,

Ing. Michal Dorda, Ph.D. )
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Analytické reSeni M/M/n/ee SHO

2=-2=..=2=..=2=..=2=..=0
Tedyplati,ze0= AR _, —kuB, prok =1.2,...,n
a0=AR_,—nuB, prck=n,n+1,....

O:Zn_zn+1 ’

_ . A
prok=n+1n+2,.. Rekurentni B, =—R_, prok=12,...,n

0=2~ 2%, vzorce pro

V\"DOéG,?t Py P :iPk_1 prok =n,n+1,...
pomoci P, ;. nu

Ing. Michal Dorda, Ph.D. 80



Analytické reSeni M/M/n/ee SHO

 Nyni bychom opét potrebovali vyjadrit vztahy
pro vypocet pravdepodobnosti jednotlivych
stavu k pomoci pravdépodobnosti stavu O,
chceme tedy vyjadrit zavislost P, pro
k=1,2,..,n,... na P,. Ktomu vyuzijeme
rekurentni vzorce, které jsme si odvodili v
predchozim postupu.
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Analytické reSeni M/M/n/ee SHO

Vztah pro vypocet

k
1 1 (A P, pomoci P,, vztah
R=T-Rai=7; [Ezj Foprok=12,...,n « pll<at|’ pouze |gro

k=1,2,..nlll
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Analytické reSeni M/M/n/ee SHO

Vime:R, :iPk_1 prok=n,n+1...aP, :EEEAJ R

nu n \ u
P. i P,

nu

2

I:)n+2 i I:)n+1 i /1 P ( A J I:)n

nu nu Ny nu

1 1 k-n Vztah pro vypocet P,

P = n—,u P, = (n—,u P = pk_”Pn prok=n,n+1,... « pomoci P, plati pouze pro

k=n,..\!

A Kk
P =p" (ﬂj BE j k”m[éﬁj P, prok=n,n+1,...

Vztah pro vypocet P, pomoci P,, plati
pouze pro k =n,...11!
Ing. Michal Dorda, Ph.D. 83




Analytické reSeni M/M/n/ee SHO

Pravdepodobnost P, opet
stanovime z normativni
podminky pravdépodobnosti.
P+P+.+R+.+P +P +..=1

n+l
Zn:Pk+ iszl
k=0

k=n+1

i K . K
Zl i P+ 1k_ i P=1
o K \ 1 e M \

1 (1)
POEE—,—j*

oo K \ U

k=n+1 |1/1 k=n+1

:p+p2+p3+...:ipr0p<1

o
Jedna se o nekonecnou
geometrickou radu s
prvnim clenema; =p a
kvocientem g = p, pro
soucet nekonecné
geometrické rady plati:

S= % pro|g| <1.

Ing. Michal Dorda, Ph.D. 84



Analytické reSeni M/M/n/ee SHO

* Pravdepodobnost odmitnuti zakaznika P,

— Prichazejici zakaznik nebude nikdy odmitnut,
najde-li v okamziku svého prichodu nékterou z
linek neobsazenou, za€ina ihned jeho obsluha, v
opacném pripade se radi do fronty, jejiz délka neni
nijak omezena:

Pou =0.

Ing. Michal Dorda, Ph.D. 85



Analytické reSeni M/M/n/ee SHO

e Stredni pocet zakazniku v obsluze ES
stanovime podle vzorce pro vypocet stredni
hodnoty DNP, kde nahodnou proménnou S je
pocCet zakazniku v obsluze. Tedy plati:

n n-1 o n-1 y k 7 o () k-n 7
ES:ZSPS:ZkPk+nZPk:ZkE|];(] P +n2(j P =
5=0 k=0 k=n o K\ u k=n \ NH

:/][QPO+Pl+...+ P,+P _ +P +P +...):/].

)7 . U

Ing. Michal Dorda, Ph.D. 86



Analytické reSeni M/M/n/ee SHO

n-1 k n-1 k-1
x 1A} 5 _ 1 1 (A _A
k:okEd U i ,U;(k—l)! 1 R ﬂEGF%)+F>1+...+Pn_2).

k—n k-n n k-n-1
> A (A 1 (A A & A
**n | — | B =nP +n — | BP=nl=0 | B+nl—I — P =
é(rwj kzzm(rwj (uj i Z( j
n-1 o k-n-1 0 1
A1 [EAJ S (Aj b oA 4/ (A] pn{q o2
PRERY poGa\ nu [ u [\ nu nu

A A e ep )= +R ep )

U U U
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Analytické reSeni M/M/n/ee SHO

e Stredni pocCet zakazniku ve fronté EL opét
stanovime podle vzorce pro vypocet stredni
hodnoty DNP, kde nahodnou proménnou L je
pocCet zakazniku ve fronté. Muzeme tedy psat:

EL = ZIP ODZP +Z| » ilp'Pn:anEilp"lz
_ a o d < P |_ P

dp =" dp 1-p) (1-p)

P

Zp =ptpi+pit.. =
0

Ing. Michal Dorda, Ph.D. 88



Analytické reSeni M/M/n/ee SHO

e Stredni pocet zakazniku v systému EK je roven
souctu stredniho poctu pozadavku v obsluze a
stredniho poctu pozadavku ve fronté. Muzeme
tedy psat:

EK =ES+EL=2+_L P
# (1-p)

Ing. Michal Dorda, Ph.D. 89



Analytické reSeni M/M/n/ee SHO

e Vyuziti obsluznych linek (systému) k stanovime
na zakladé nasledujici uvahy. Systém
prumérneé obsluhuje ES zakazniku a je schopen

obsluhovat n zakazniku, tedy plati:
A

ES_u_ A

n n nu

K

= p0.

Ing. Michal Dorda, Ph.D. 90



M/M/n/m SHO

Systém je tvoren n paralelné razenymi
homogennimi linkami.

Systém pripousti tvorbu fronty zakazniks
cekajicich na obsluhu, délka fronty je omezena
na (m — n) mist. Nachazi-li prichozi zakaznik v
systému m zakazniku, je odmitnut.

Vstupni tok je elementarni s intenzitou A.

Doba obsluhy zakaznika je exponencialni
nahodna promeénna s parametrem L.



Prechodovy graf M/M/n/m SHO
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Prechodovy graf M/M/n/ee SHO

e Systém se muze nachazet ve stavech:

— 0 —systém je prazdny.

— 1—-vsystému je 1 zakaznik — 1 v obsluze, 0 ve fronte.

— k — v systému se nachazi k zakazniku, kde k=1, 2,..., n
—1; k zakazniku je v obsluze, 0 ve fronté.

— n —v systému je n zakaznikd, vSichni jsou v obsluze,
fronta je prazdna.

— k —v systému je k zakaznikl, kde k=n+1,.., m-1;n
zakaznikl je v obsluze a k — n ve fronté.

— m — v systému je m zakaznikU; n zakazniku je v obsluze
a m—n ve fronte.
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Analytické reseni M/M/n/m SHO

P,(t+At)= P (t)(1- AAt)+ R (t) zAt +o(At)
(t+At) = Ry(t) ot + R (t)f1- (4 + w)at] + By(t) et +ofat)

R(t+A4t)= R (t)Aat + R (t)dL— (A + ku)at]+ R, (t) dk + 1)ut + o(at)
:Pn (t+at)=P_(t)2At+ P (t)d1- (A + np)at]+ P, (t) it + o(At)

prok=n+1n+2,...,m-1:
R (t +4t)= R (t) At + R ()L~ (1 + nu)at] + R, (t) et + ofat)

P (t+A0)= P () At + P ) i nat) + o)

Ing. Michal Dorda, Ph.D.



Analytické reseni M/M/n/m SHO

e Soustavu rovnic upravime opéet pomoci
stejného postupu:

— Na praveé strané rovnice vynasobime jednickou
pravdépodobnost se stejnym indexem jako na levé
strané.

— Tuto pravdépodobnost prevedeme na levou stranu
rovnice.

— Celou rovnici vydélime vyrazem At.
— Vykoname limitu pro At - 0.

Ing. Michal Dorda, Ph.D. 95



Analytické reseni M/M/n/m SHO
P(t+At)=P(t)-P,(t)lAAt + P (t) pAt + o(At)
(t+at)=Ry(t) Dt + R(t) - R(t) A + w)at + By(t) 20t +ofAt)
prok =12,...,n-1:
Rt +4t) = Ry (t) AL+ R (t) - R(t) A + k)t + Ry (£) ik + 1)t + oAt

P (t+At)= P () AN+ P.(t) - P.(0) A + )t + P (6) s + o{at)

prok=n+1n+2,...m-1:
R (t+4t)= R, (t) At + R (t) - R (t) A + nu)at + B, (t) thya + o(at)

.Pm(t +At)=P,_(t)DAt+ P (t) - P, (t) thuAt +o(At)

m
Ing. Michal Dorda, Ph.D.



Analytické reseni M/M/n/m SHO
P(t+At)-P(t) = -PR,(t)[ At + R (t)[ pAt + o(At)
(t+4t) - R(t) = Ry (t) At - B (t) A + w)at + By (t) 2uAt + oAt

prok =12,...,n-1:
R (t+4t)-R(t) = Ry (t) ALt - B (t) 1A + kir)t + By (t) ik + 1)t + o t)

P (t+A)-P.(t)= P () At — P ()04 + )t + P (6) st + o{at)

prok=n+1n+2,...,m-1:
R (t+4t)- R (t) = R (t) At - R ()t + nu)at + R, (t) (et +ofAt)

|||||||||||||||||||||



Analytické reseni M/M/n/m SHO

R(t+At)-Ry(t)
At

=) + R+ 22

AR p ) - mta + )+ R 2 920

brok =12,...,n-1:

N GERCORMITRO
R AR p )0 - R0k + )+ ) A2
.prok =n+1n+2,..m-1:

BRI g R0t )+ R () 20

P (t+At)- P (1)
At

- B, (02 -B, () 020

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Analytlcke reseni M/M/n/m SHO

Am OP(HAA? ~Ry(t) @ + R (t) e+ lim (At)
im PR )a —p )+ )+ ) 2+ i O

t-0 At A-0 At

prok=12,....,n-1:

im 2RO g a1+ R, s i 22

. PIlt+At)-P [t oAt
LItI;nO n( At) n( ) = Pn—l(t)m - Pn(t)[ﬁ/] + nﬂ)+ Pn+1(t)my+k|trpo_(At )

prok=n+1n+2,...m-1:

i 8200 (91 )0 s, ), %

P (t+At)-P.(t olAt
llt[no m( At) m():Pm_l(t)m P()ljh'u-klltmo (At)

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Analytické reseni M/M/n/m SHO

R(t)=-Ry(t)A +R(t) 1
.Pl'(t) =Ry(t)A - R (t)A + u)+ R(t) 2u

brok =12,....n-1:
R()= )R -R) A k) + R0l

P)= P04 =P 0+ 1)+ P

prok=n+1n+2..m-1:
R(t) = Rea(t) A — R (t)HA + i) + Ry (t) i

k=0 Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Analytické reseni M/M/n/m SHO

e Ziskanou soustavu diferencialnich rovnic
(dynamicky popis SHO) opét prevedeme na
soustavu linearnich rovnic (staticky popis
SHO).

Ing. Michal Dorda, Ph.D. 101



Analytické reseni M/M/n/m SHO

0=-AR+/8 0=—(AR, - 1))
0= AR, —(A+ )R +2uP, 0=(IP, - 1P)- (AP - 2P
prok=12,..,n-1: prok=12,...n-1

0= /]Pk—1 _(A + k:U)Pk + (k +1):UPk+1 0= (/]Pk—l - kﬂpk)_[/]Pk _(k +1),L1Pk+1]

0= /]Pn—l - (/] + n:u)Pn + nIUPn+1 0= (/] Pn—1 - nlupn) B (/] Pﬂ - n,uPn+1)

prok=n+1n+2..,m-1: prok=n+1n+2,..m-1:
0=AR_, —(A + n,U)Pk + B, 0= (/]Pk_l _n/upk)_(/]Pk _n/upkﬂ)
O:/]Pm—l _n,UPm 0= (/]Pm—1 _nlupm)

k=0 Ing. Michal Dorda, Ph.D. 102



Analytické reseni M/M/n/m SHO

Substituce:

0=~(AR, - 1)
0=(IR, - 1R)- (AR - 21F)

.O - (/]Pk—l - k:upk)_[/] R~ (k +1)/'Pk+l]

0= (/]Pn—l - nﬂPn)_(APn _n:upn+1)

prok=n+1n+2,..m-1:

O (/] F)k -1 nlupk) (A Pk rVIF)k+l

0= (APm—l - n,qu)

z. = AR,
2. = AR,

Ing. Michal Dorda, Ph.D.

—kuB, prok=12,...,n
-nuB, prok =n,n+1,...m

0=-
0=7-2

prok=n+1n+2,..m-1;
0=z -2,

0=z
m 103



Analytické reseni M/M/n/m SHO

0=-
0=z - e e e o o o
5 ane 2=2=..=2=..=2=.=2=..=2,=0
orok =12,...n—1: Tedyplati,zeO=AR_, —kuR, prok =12,...,n
0=z -2, a0=AR_, —nuB, prak=n,n+1,...,m.
O:Zn_zn+l ’

5 A

prok=n+1n+2,..m-1: I:)k :@Pk—l prok =12,...,n

0=z -7,

: Pk:iPk_l prok =n,n+1....m
0=z, nu

Ing. Michal Dorda, Ph.D. 104



Analytické reseni M/M/n/m SHO

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Analytické reseni M/M/n/m SHO

P:l i PO
n n U

n+1
P. —Pn— A GE A P
nu nu nl nm! U

2 n n+2

pn+2:ipn+l i[/][l[i Ff):i [i[i P, = 21 [i P,

n nu nu n n n n- L

1% u nuonl\ u ) n\u | u

k-n
/ k-n
— 1| P, =p""P,prok=n,n+1,...,m
nu

k-n n k
pk:pk'”pn: i |:_|¥ i P = k_l i P, prok=n,n+1,....m
nu n \ u N\
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Analytické reseni M/M/n/m SHO

Pravdepodobnost P, opet
stanovime z normativni
podminky pravdépodobnosti.

P+B+..+R+.+P+P, +..+P =1

n+1
Zn:Pk+ Zm:szl
k=0

k=n+1

k=n+1\ N k=n+1

=p+p*+p 4.+ p"" :p%propil

k=n+1 n,u k=n+1
=p+p +p +..+p"" = pl(m-n)=
=(m-n)prop=1

Ing. Michal Dorda, Ph.D. 107



Analytické reseni M/M/n/m SHO

* Pravdepodobnost odmitnuti zakaznika P,

— Prichazejici zakaznik bude odmitnut, najde-li v
okamziku svého prichodu m zakazniku v systému
(tedy jsou obsazena vSechna mista v obsluze i ve
fronté). Mluzeme tedy psat:

1 (A
P, =P = [é P
OPM M gmn [y uj ’
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Analytické reseni M/M/n/m SHO

e Stredni pocCet zakaznikl v obsluze ES
stanovime podle vzorce pro vypocet stredni
hodnoty DNP, kde nahodnou proménnou S je
pocCet zakazniku v obsluze. Tedy plati:

* %
k—n

n n-1 m n-1 A k7 m A
ES=Y =3 KR +nY R =D s |7 R +nY | " | R
5=0 k=0 k=n o K\ u k=n \ NH

jIEGPO + P2 Tt I:)n—2 + I:)n—l + I:)n + I:)n+1 + Pm—l) :j[[ql_ Pm)

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Analytické reSeni M/M/n/ee SHO

-1 AN 2 1 (AT
*Zkt&(j P = Z(k_l)( j P="0P,+R+..+P_,).
k=0

I\ pig (k=13 U

R S P 1

k=n+1 NU =ra\ NU
A1 Aj”

o o P 7D P =
U kznll(rwj "

p (n-1)

0 1 m-n-1
rar CIROE O]
U Mo\ nu nu nu

:d |:IPn—l +jl|:qpn + I:)n+1 Tt I:)m—l) :j[[qpn—l T I:)n + I:)n+1 tot Pm—l)'

U
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Analytické reseni M/M/n/m SHO

e Stredni pocCet zakazniku ve fronté EL opét
stanovime podle vzorce pro vypocet stredni
hodnoty DNP, kde nahodnou proménnou L je
pocCet zakazniku ve fronté. Muzeme tedy psat:

EL = rfla :oai P +rflpn+l .
=0 k=0 =1
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Analytické reseni M/M/n/m SHO

e Stredni pocet zakazniku v systému EK je roven
souctu stredniho poctu pozadavku v obsluze a
stredniho poctu pozadavku ve fronté. Muzeme
tedy psat:

EK =ES+EL == [61 P)+mZI P. .

=1

Ing. Michal Dorda, Ph.D. 112



Analytické reseni M/M/n/m SHO

e Vyuziti obsluznych linek (systému) k stanovime
na zakladé nasledujici uvahy. Systém
prumérneé obsluhuje ES zakazniku a je schopen
obsluhovat n zakazniku, tedy plati:

A
_ ES:;[Gl_Pm)

n n

K

= plfl-P,).

Ing. Michal Dorda, Ph.D. 113



