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1 Klasicka fyzika koncom 19.stor@ia

1.1 Pohybové rovnice latky a pola

Latku v klasickej tedrii popisujeme Newtonovymi rovnicaakio sustavu velaN) hmotnych bodov

d?p; _
FZQie(ri,t)-i-qivi xb(ri,t), i=1,..,N (1)

kde m je hmotnosti-tej Eastice,q; jej naboj, ri(t), vi(t) = 2 a a;(t) = dz;"tiz(” jej polohovy vektor,

vektor rychlosti a vektor zrychlenia. Toto predstavujetéygsN diferencialnych rovnic druhého radu
s jednoznanym rieSenim ak zadamé poCiatocnych poléh a rychlosti. Samozrejme, predpokladame
pri tom Ze pozname elektrické a magnetické pele,t) a b(r,t). Tieto posledné su na druhej strane
rieSeniamimikroskopickyctMaxwellovych rovnic

P
e = = 2
e & (2

. de
Oxb = Hoj+Hofozr, (3)
0-b = 0 (4)

ob

Oxe = —E (5)

Tieto formalne komplikovanejSie rovnice davaju jednazrarieSenia pre polie(r,t) ab(r,t) ak zadame
pocCiatocné podmienkgre polia vCaset = 0: e(r,t = 0) a b(r,t = 0) a okrajové podmienky pre tieto
polia v fTubovolnom ¢ase (typickye(r,t), b(r,t) — O prer — o ak im zadame nabojovl hustotu a
pruadovl hustotu ako funkcigéasu. Tieto pritom mézeme ziskat z Newtonovych rovnic hmch Castic
nasledovnym spésobom.

p(r.t) = S ad(r—ri(t)) (6)
jrt) = S gui(t)d(r—ri(t)), (7)

kde rj(t),vi(t) popisuju rieSenia Newtonovych rovnicdér) je tzv. Diracova delta funkcia dana vlast-
nostou

RN 1 »; sanachadza v oblash
/Qa(r ri)dr _{ 0 rije mimo oblastiQ (8)

Uvazenim tejto definicie ndm vyrazy (6) a (7) evidentne dawvejbojovu a pradovu hustotu nakolko
napriklad

/Q o(r,tc®r = Nq, 9)

kdeNg je pasettastic nachadzajucich sa v obje@é.

LPriklady:(1) UkaZte si, Ze priintegrovani takto definodmsstoty cez objen® obsahujicN Eastic dostaneme tentogui
Castic, tak ako sa na hustotu patri, (2) Ak vSetk§ctastic méa rovnaku rychlost; = v, potom sa presvétk Ze plati znamy
vztahj = vp, (3) Ukézte, Ze vy3sie zavedena pridova hustdizasmpvnicu kontinuity—‘;—t =07, (4) N4jdite Coulombov
potencial od bodového naboja rieSenim Poissonovej romitéojovou hustotop(r) = ed(r) v sférickych suradniciach.
Pouzite pri tom fakt, Ze vo sférickych suradniciach pla# prdidlnucast Laplaceovho operatora= r—lz%rz%. Rovnicu
rieSime priamou integraciou. Zavedenou definiciou deltekfie si pritom uvedomme, Ze pri prechode do sférickychddic

musime pouZit prepis(r) — =5 (r).



Doélezitym dosledkom vySSie uvedenej definicie delta-fimfe nasledovné integréalna vliastnost

Xo+€&

/dxf(x)c‘i(x—xo)dx = / f(X)d(x—Xp)dXx (10)
Xo—E&

= [ 100+ P xx0)+ Oe)Bx—xadx (@D

= f(x0)+0(e%) =f(x) pre £—0 (12)

kde f(x) je l'ubovolna diferencovatelna funkcia.

Z tohto pohladu predstavuju rovnice (1),(2-5) systém iioytoré by sme chceli riesit’ spolu. Pred-
stavuje spolupbsobenie pohybu latky a elektromagnetkélia - Uloha ktora popisuje prakticky kazdy
problém sg@asnej elektrotechniky - od molekularnej elektroniky ceacpvny rezim polom riadeného
tranzistora aZ po charakteristiky optického vlakna. Pekt@ne rieSenie takéhoto diapazénu problémov
je potrebné si ulohu rozdelit na menSie kroky, ktorych pmménie a spracovanie je prakticky mozné.
Budeme rozdelovat nasledovné Skaly:

1. Mikroskopicka Skala, bez vonkajSieho pola.
2. Mikroskopicka Skéala so slabym vonkajSim polom (porucho

3. Makroskopicka Skala

1.1.1 Mikroskopicka Skéala, bez vonkajSieho pola

V tomto pripade mame na zreteli problémy viazania jednptinCastic latky a typicky postak rieSeniu
uvazenie prvej Maxwellovej rovnice (elektrostatiky). @anb6Zzeme vidiet z nasledovnej rozmerovej
avahy; kym sily pésobiace na elektron v dosledku elekttiekpola su radovo

fe~al?,

kde | je charakteristicka vzdialenost medzi dvoma elektronsily v désledku magnetického pofa su
radovo

fo ~ qvitioj ~ aIVpop,
kdev je charakteristicka rychlost, a teda pre ich pomer je

fb V2
— ~ [1080V2 ==
e C

KedZe typické atomarne rychlosti elektronovsil0°ms 1 je f,/fe ~ 10~ a na z&@iatok mdzeme tieto
sily zanedbat. Neskor sa daju jednoducho zaratat tzv.uglmovym vyp@tom ak je takato presnost
potrebna.

Na3a tloha predstavuje njst rovnovazny stav charakieaizy nabojovou hustotqof (), nachadza-
juci sa v mikroskopickom rovnovaznom pel?(r) danom rovnicou (2). Ich typicka velkost je radovo
~ 10'%/m a v priestore prudko osciluji na atoméarnych rozmerogfpoet takejto (self-konzistentnej)
hustoty musi byt adresovany kvantovou mechanikou, akyéklpokus o klasicky pristup havaruje. Pre
dostat@ne tazkeé jadra (napr. zlato) je dokonca nevyhnutny nakitcky kvantovo-mechanicky popis
pretoze rychlosti elektrénov v tesnej blizkosti tazkyalier mézu rahko nadobudat’ i relativistické hod-
noty. Prirodzene, v tomto pripade treba prehodnotit apig/Spomenuté zanedbanie magnetického pola.

DélezZitou vlastnostou rovnovazneho mikroskopickéhdgpd, Ze hoci je silné, je zaroneprudko
oscilujuce (od atdbmu k atomu). Ak sa snazime takéto poliarasiiopicky merat, naSe sondy typicky
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zaberaju 1®atémov a viac a preto nami merané polia zodpovedaju poligi@raprnenym cez dostatone
velky objemQ, v okoli miestar 2

1
E%rt) = <e9r)>= o Ja d3r'el(r + ). (13)

V rovnovahe je latka celkovo neutralna a preto su tieto re@dae ustrednené polia nulové, t.j.

E°=o0. (14)

1.1.2 Mikroskopicka Skala so slabym vonkajSim polom (porehou)

Casto nas zaujima ako sa sprava latka ak je viozena do efegreetického pola. Tato tloha Fda nie
len statickl odozvu na stacionarne polia (napr. polaréziitky alebo tok elektrického prudu v elektrosta-
tickom poli) ale aj opticku odrazivosti absorpciu. Pre teoreticky popis mozno tuto skupinu gnolayv
formulovat nasledovne.

Predpokladajme, Ze vzdialené externé zdpsfé(r,t), 75(r,t) (slovom “externé” prizvukujeme ten
fakt, Ze nabojoveé a pradové hustoty su predpisané furdesa a priestoru niekde mimo nasej skimanej
latky a nepozerame sa na ne ako na dynamick&imgliako v pripade nabojovej a pradovej hustoty v
skumanej latke) su zapnut&aset = 0, aka bude odozva nami skimaného systému?

V dosledku externych zdrojov sa celkové pole zmet(ir) — €°(r) + de(r,t) abO(r) — bO(r) +
ob(r,t). Z linearity Maxwellovych rovnic rahko dostaneme Ze zmew}i de(r,t) a db(r,t) budd tiez
sphat Maxwellove rovnice

ext
0.5e = PP (15)
&
35
Ox &b = uo<6j+je“)+uoeoa—f, (16)
0.8b = O, (17)
95b

P.B. Aby som to velmi nenatahoval, tak asi tu sko¢im na rovnice (22), (23) napisané
priamo pre ustrednené veliliny a potom rovno napiSem makroskopické rovnice (33)-(36)
a tam mdéZem pokradovat. Za predpokladu Ze tieto zmeny su dosta® malé (t.j. naprde(r,t) <<

2Cvitenie: Spriemerovanie v 1D modely kryStalickej latky. Rtagme si Ze mikroskopicka hustota ma tvar
p(x) = Z ed(x—na) —e/a,
n

kde —e/a predstavuje homogénnu hustotu delokalizovanych elektr@delta funkcie reprezentuju naboj lokalizovanych
jadier.aje vzdialenost medzi dvomi “atémami”. Spriemerovanie mopreviest pomocou funkcie
F(x) = L e /dxF(x) =1
Vi ’
Této reprezentuje meracie makroskopické zariadenieg ldpriemeruje hustotu na rozmeroeh, pricom vzdialenejSie pris-
pevky maju slabsiu vahu (Gausian klesa k nule). PrirodZenegdpoveda v 3D v texte spomenutému objeu~ |2, Sprie-
merovanu (makroskopickd) hustotu pomodox) dostaneme ako

<p(X) >= /d)(p(x—x’)F(x’)

Presvedte sa, Ze spriemernend hustota je, az na malé fluktuactm,édnakl >> a. Ako by ste zovSeobecnili tento priklad pre
diskusiu ustrednenia elektrického pofa?



ed(r)) budecasovy vyvoj nabojovepp(r,t) a prudovej hustotyj(r,t) pret > 0 linearne zavisly od
zmien poli.Casovy vyvoj, ziskatelny priamym rieSenim Newtonovyctrric, méZzeme formalne vyjad-
rit pomocou tzv.funkcii linearnej odozvy

t
op(r,t) = /dsr'/ dt’ (xpe(r,r;t—t")-de(r',t') + xpp(r,r;t —t') - 3b(r',t")) (29)
t «—
dj(r,t) = /dsr'/ dt’ <<(_7>(r,r’;t—t')~5e(r',t/)+ Xib (r,r’;t—t’)-éb(r',t’)) (20)
Jednotlivé funkcie odozvy nie su Uplne nezavislé - spajaaghica kontinuity pre elektricky naboj

0 .
Eép(r,t):—D-ég(r,t), (21)

takZe naprikladp e a o (r,7";t —t') sphajl identitu

4 / g /

EXp,e(""ﬂ“ 1) =—-0- 0 (r,r';t) (22)
Pouzitim rovnic (19,20) pre Maxwellove rovnice (15-18) theame Uplny systém rovnic péasovo
zavislé poliade(r,t) a db(r,t), pricom dynamikaastic (v tomto pripade Newtonove rovnice) vstupujd

iba implicitne do vyp@tu funkcii linearnej odozvy. Toto ale nie je formulaciapkt vedie ku veliindm
tradicne pouzivanym v makroskopickej elektrodynamike. V nej ®@&dzaju veliny ako polarizacia
P(r,t) Ci magnetizaciaVI (r,t). UkaZeme, ako tieto suvisia z funkciami odozvy zavedenyyasie.

ZaCnime s polarizaciou. Jej najvSeobecnejSia definicia jeévaana priamo rovnicou kontinuity (21)
Z ktorej vidime Ze mikroskopickl zmenu v hustote mozno Ziska

0 . 0

kde sme zaviedli mikroskopicku polarizacid(r,t) vztahom

2 P t) = 8j(r.t) ~Dx (1), (24)
kde .# je zatial l'ubovolna vektorovéa funkcia (leb@ - (O x .#) = 0 vZdy). Formalne, rovnice (23) a
(24) ndm napomdZzu zbavit' sa mikroskopickej nabojovej apwgj hustoty

op = —-0-2, (25)

0] = %,@(r,t)—l—ﬂx,///(r,t), (26)
na ukor zavedenia dvoch novych \@h - mikroskopickej polarizacie a magnetizacie. Samotrt@hry
(23) a (24) ndm ale netwju tieto dve veltiny jednoznéne, nakolko zavedenie novych

P = P+OxF (27)
)
/ f— — —
M = M- F (28)

vedie na identické hustoty naboja a prudu. Tato fubovélozmo odstranit zavedenim Specialnej vol-
by zodpovedajucej v jednoduchych limitnych pripadoch wigeej hustote elektrickych a magnetickych
dipdlov, znamych zo zakladneho kurzu fyziky.



Této volba je formalne zaloZené na rozdeleni vektorovéfidgvého pol'a na jeho rotal a neroté
na cast®:

0j = Ojy+9j1, Oxd5 =0, 0:-8j,=0 (29)
a identifikaciou polarizacie s ner@t@u a magnetizacie s rétaou zloZkou:

%@(r,t) = 5jy(rt), Ox2(rt)=0 (30)

Ox.#(r,t) = &7,(r,t) (31)

Posledné dve rovnice predstavuju definicie polarizacie gnetizacie. VSimnime si, Ze polarizacia je
definovana az naasovo nezavislu funkciu, t.j. zmysel ma pytat’ sa iba narmmgolarizacie latky pri
zmene jej stavu. Toto pozorovanie bolo jasne formulované @ rokoch 20-teho stotia v ramci mo-
dernej tedrie polarizacie. Fyzikalny zmysel takto defimmjgolarizacie je jasny - ide o mieru celkového
pret&€eného pradu cez dané miesto. Magnetizacia na druhej sicarhéidza od rotujlucéasti pradovej
hustoty - opat’ pozorovanie zname zo zakladného kurzu fyziby jej definicia bola jednoziiaa treba
eSte pridat’ podmienkdl - .#Z = 0.

1.1.3 Makroskopickéa sSkala
Substittciou defirinych vztahov (24) do Maxwellovych rovnic (15-18) a ustredim makroskopicky

maly no mikroskopicky velky objenf,; v okoli vSetkych bodov

1
<f(rt)>=— [ &E'f(r+rt) (32)
Qr Qr

S uvazenim Ze poradie spriemerovania a derivovania moZnerz#, t.j. napr.

1

<Of(r,t)y> = — [ d&&/Opf(r+r,t) (33)
Qr Qr
1
= — [ 'O f(r+rt) (34)
Qr Qr
dostavamenakroskopické Maxwellove rovnice
O0-D = p®™ D=gE+P (36)
0D B
OxH = j%—, H=—"-M 37
O0-B = 0, (38)
0B
OxE = ———. 39
X ot (39)

pricom sme zaviedli nasledovné ustrednené (makroskopick&)re

E = <e+de>=<de> (40)
B = <b'+3b>=<3b> (41)
P = <Z> M=<.W/>. (42)

3Cvitenie: Uvazenim, Ze prudova hustota mimo latky musi bytwéika presveile, Ze takéto rozdelenie je jednoina.
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Ustrednenim mikroskopickej polarizacie a magnetizadea ton€ne dostavame polarizaciu a magneti-
ZAaciu, s ktorymi sa pracuje v makroskopickej elektrodyri@miAby bol systém rovnic (36)-(39) uplny,
treba najst’ vztah vztahy medzi polarizaciou, magnetiné a poliamiE a B. Tieto mozno ziskat
kombinaciou defirinych vztahov (30) a (31) s rovnicami linearnej odozvy prédovu hustotu (20). V
kon&nom vysledku, uvazenim mnoZstva zjednodusSujucich piddgov, prideme ku linearnym vzta-

hont*
t
P(rt) = / dta(r,t—t)E(rt), 43)
M(rt) = /tdt’K(r,t—t’)B(r,t') (44)

platiacim ale iba v typickych pripadoch. VSimnime si nafaik Ze pévodne priestorovo nelokalny vztah
medzi mikroskopickou prudovou hustotou a elektrickym gl preSiel na priestorovo lokalny vztah
medzi polarizaciou a ustrednenym elektrickym pofom. dgmtechod, hoci typicky pre bezné materialy
pri beznych teplotach, nenastava ak sledujeme systéminsgosejavujucimi sa kvantovo-mechanickymi
javmi, ako sa to stava pri velmi nizkych teplotach.

Na koniec si eSte ukdzeme, Ze takto zavedena ustrednen&@cikav Specialnom pripade vedie na
objemovu hustotu dipélového momentu.Cdame z mikroskopickej rovnice, ktort nasledne prenasebim
s polohovym vektorom a preintegrujeme cez ob@m

_0.26") = (45)
[ Do) = / d3rrp (46)
/ ds- 2y’ + [ (02 = /d3r’r’p (47)

Plosny integral je nulovy za predpokladu, Ze méZzeme vybaké plochu, na ktorej je polarizacia nulova.
Nakol'ko toto, vzhladom na jej definiciu znamena, ze kazdstementom tejto plochy nemdze pretekat
Ziaden prud, je tento predpoklad ekvivalentny tomu, Zetedely musia byt perfektne lokalizovatelné
k danému atomu. Toto je celkom dobre splnené pre plyny, Kirgpé molekularne krystaly. V tomto
pripade predelenim poslednej rovnice objentdnpriamo dostaneme znamy vysledok

P—Q—r / &3 P (r) = /Q rdsr’r’p(r’), 48)

t.J. ustrednend polarizacia zodpoveda objemovej hustptdal’/ého momentu.
Podobne sa da ukazat ze

M-t / B () = + [ & () (49)
o 2

a teda zeV zodpovedé objemovej hustote magnetického momentu v Ftke.

Na konci 19-teho stofa bolo na zaklade klasickych vy@iov jasné, Ze klasické odvadzanie materia-
lovych vztahov (43), (44) alebo ich mikroskopickych ekaigntov (19), (20) pokrivkava, ba niekedy az
havaruje. Napriklad, tzv. Bohr-van Leeuwenov teorém uj@ze v ramci klasickej fyziky diamagnetiz-
mus ani paramagnetizmus, &j# 0 v (44) nemdZe existovat. Experimentalne merania pad&eatrelnos-
ti o (w) (dielektrickej relativnej permitivity, (w) = 1+ a(w) /&) v optickej oblasti mali komplikovanu

4Cvitenie: najdite tvar tychto vztahov vo frekvémom obraze, t.j. preved'te Fourierovou transformacidadbm nacas.
SCvitenie: ukaZte, Ze pre pripad pradédeeho po kruZnici sa posledny vyraz v (49) redukuje na mizgkyemoment
slucky, m= IS kdel je celkovy prad &je plocha slgky.



Struktaru lokalnych maxim a minim, Drudeho teédria pracaswmodelom elektronov viazanych na jad-
ra harmonickym potencialom ktorého tuhost mala nejasnjodd Navrch, klasicky mali tieto viazané
elektréony kontinualne vyzarovat a padat pri tom na jadxyrieSenie vSetkych problémov poskytla az
kvantova teoria a v niektorych pripadoch aj uvazenie Spegjiéeorie relativity. Samotné Maxwellove
rovnice vSak pracovali spolahlivo, ak sa materialne \gt,aako je napriklad rovnica (43), nasli feno-

menologicky z experimentov. Hlavhym podozrivym boli tedewtonove pohybové rovnice veduce ku
chybnym funkciam linearnej odozvy.



1.2 Prepis Maxwellovych a Newtonovych rovnic do krajSej fomy: skalarny a
vektorovy potencial.

Maxwellove rovnice, hoci mimoriadne uziné pre inZinierske aplikacie, su zbgie komplikované ako-
néhle sa chceme zaoberat dynamikou (mnohyelstic na mikroskopickej trovni. VSimnime si, Ze hoci
zdrojmi elektromagnetického pola je nabojova a pradovstbia, t.j. jedno skalarne a jedno vektorové
pole, Maxwellove rovnice ndm davaju dve vektorové poliadatby sa mohlo zdat, Ze je tam ista re-
dundancia. Toto je naozaj tak. @iy, ktoré su ekonomickejSie prave v tomto zmysle a pritoemako
dobre popisuju elektromagnetické pole su skalarny a velgopotenciél -¢(r,t) a A(r,t) - zavddzané
vztahmp,

E(T,t) = _Dq)(ri)_%? (50)

b(r,t) = OxA(r,t), (51)
ktorymi dosiahneme automatické splnenie dvoch z Maxwgtibwovnic: (4) a (5). Takato substiticia
nijako neobmedzuje et rieSeni pre polia a b, naopak, viaceré kombinacie pglia A vedu k rovna-

kym elektromagnetickym poliam. Konkrétne nasledokakbracna(gauge) transformacia s fubovolnou
skalarnou funkciod (r,t),

A = A+0Of (52)
of
¢y = o- ot (53)

nemeni tvar elektromagnetického pélaTato vlastnost potencidlov sa elegantne vyuZiva vylderan
takej volby (kalibracie), aby rovnice botio najjednoduchsie, ako si hned' ukazeme.
Prvé dve Maxwellove rovnice (2) a (3) nam daju rovnice, kiorésia potencialy dpat':

o . P
dg-Z0A = 2 (54)
19%A 1d¢ :

Tieto rovnice sa daju zjednodusit ak sa rozhodneme vzatkkétnukalibraciu. NajuzitaCnejSie sa uka-
zali byt tri: Coulombickéa, Lorentzova a jedna bez nazvurgjea budeme venovat iba vramci ceni&
1.2.1 Coulombicka kalibracia
Coulombicku kalibraciu definujeme podmienkou

0-A=0 (56)

V pripade ak pracujeme v inej kalibracid’, prechod ku Coulombickej m6Zzeme previest kalibrau
transforméciou (52), (53) pouziti(r,t) pre ktoru plati

Af=0-A

5Tieto budeme zavadzat iba v ramci mikroskopickych Maxafich rovnic no napriek tomu vektorovy potencial budeme
ozn&ovat velkym tla&€enym pismenom, aby sme sa pridrzali Standardnej konvencie

’Cvitenie: ukazte, Ze homogénne statické magnetické pole \espser mézeme reprezentovat vektorovym potencialom
A(r) =Bxj ale aj potencialomA(r) = %(xj —yi) kder = xi +yj + zk. Ak4 kalibra&na funkciaf (r) ich spaja?

8Cvitenie: Najdite kalibra&nd transformaciu, ktora prevedie Coulombicku kalibrawikalibraciu v ktorej jep(r,t) = 0.
Aky méa zmysel rozklad vektorového potencialu na éotaa neroténu Cast' v tejto kalibracii? Tato kalibracia je vyhodna
v tedrii linearnej odozvy, kde stahladat’ jedini funkciu linearnej odozvy - a to odozvu gavej hustoty na fubovolny
vektorovy potencial.



ako sa lahko presveéidme substitticiou kalibiaej transformacii do podmienky (56).
Uvazenim podmienky (56) tieZz lahko najdeme pohybové roenktoré musia dpat’ potencialy v
tvare

A = —, (57)
&
19%A
N+ —-—— = ) . 58
+C2 atz HoJ 1 (58)

Toto predstavuje nesmierne zjednoduSenie oproti plnynviddgvym rovniciam! Prva rovnica predsta-

vuje oby¢ajnu Poissonovu rovnicu - teraz platnu i pre fubovotaéovo zavislé hustoty. Toto je mimo-
riadne dolezité pozorovanie, nakolko prave toto sa pau¥idrvivej v&sSine problémov kvantovej tedrie

popisu tuhych latok. Jej (partikularne) rieSenie najderv@tnou analdgiou rovnice (57) z Poissonovou
rovnicou v elektrostatike veducej ku Coulombickému poidinic

o(rt) = / Py (59)

4118 |r — 7|

Druhé rovnica je komplikovanejSlano substiticiou sa moéZeme presdiéd’e partikularne riesenie ma
tvar

A(r,t)= HO/ds FAGE t/r|) tr:t—%\r—r/\ (60)
Fyzikalny zmysetetardovaného Casy fe ten, Ze vektorovy potencial v miestea Caset je determinova-
ny (bezdivergeénou, t.j. rot&nou)castou prudovej hustoty v miestev skorSomcaset,, pricom rozdiel
tychtoCasov je prave interval potrebny pre svetlo (elektromagkgsignal) na prekonanie vzdialenosti
|r —r'|. Podrobnéa analyza ukazuje, Ze prave tato zlozka elektroet@gého pola je zodpovedna za exis-
tenciu elektromagnetického vyZarovaig@sovo premennou pradovou hustdfbuPre kratkosttasu sa
klasickou tedriou vyZarovania nebudeme zaoberat, h&coidelmi peknu a aj prakticky délezitu oblast
elektromagnetizmu. Motivovanym Studentom odgamin monografie od Heitlera[1] alebo Jacksona[2],
struitna a jasna diskusia sa da najst aj v Uvodnej kapitole knéhgakurai-a[3].

1.2.2 Lorentzova kalibracia

Lorentzova kalibracia je zaujimava najma z dévodov Speejdedrie relativity. Pohfadom na vSeobecne
platné pohybové rovnice potencialov vidime, Ze ak zvoliakgi tkalibraciu Ze bude identicky platit’ tzv.
Lorentzova podmienka

1 dqo
0-A= 1
23t + 0, (61)
docielime peknu symetriu pohybovych rovnic pre oba potayci
1 9% p
_ -2 - F 2
O+ 2 &’ (62)
19%A ,

9Konstruktivny postup najdenia rieSenia vyZzaduje zavesi&néenovej funkcie pre tito rovnicu, pouZitie Fourierdrams-
formacie vzhlfadom né&as a priestor a pouzitie vety o reziduach pri spatnej toamsicii

Opresnejsie len jej rotmoucastou. S touto sme sa uz stretli pri definicii magnetizadgimnime si zdanlivy paradox,
Ze polarizacia nevedie ku vyZarovaniu, hoci dobre poznaoeyako dipélové Ziarenie antény. Toto slvisi z faktom, Ze v
pripade antény ide nie o objemovu hustotu dipélov, ale ajédae&ny dipdl. Da sa ukazat, Zeasovo premenny lokalizovany
dipdl ma aj rot&nu zlozku pradovej hustoty ktora ho tvori.
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V tejto kalibracii su vektorovy aj skalarny potencial retavané, ako lahko nahliadneme pomocou ana-
|6gii s rovnicou (58) a jej rieSenim (60) a teda nemozZno jediatne ucit pévodcu vyZarovania. Cenou
za peknl symetriu rovnic je strata trivialneho rozsiremgkteostatickeého potencialu riasovo zavisly
potencial sphajuci Poissonovu rovnicu ako aj jasna separacianaasti prudovej hustoty.

1.2.3 VyZarovanie elektromagnetickych in

e Budeme hladat' rieSenie poli vo volnom priestore@mm zdrojom bude priestorovo lokalizova-
na nabojova a prudova hustota (obrazok s éeném polohovych vektorov nabojov a miesta kde
hladame pole). RieSit budeme v Coulombickej kalibracii.

¢ Prejdime Fourierovou transformaciou éasu ku frekvencii, t.j. A(t) — A(w) tak Ze

A = [SPeiaw (64
Alw) = /dw“Aﬂ) (65)

Ako je lahko vidiet, podobne ako pri Fourierovych radoetitu méme pravidlo, Zéasové deriva-
cia funkcie zodpoveda nasobeniu-&w (iba ak funkciaA(t) — O pret — +).

Alternativne, a asi pre Studentov prijatelnejSie, moZme geriodické deje zaviest rozvoj do Fou-
rierovho radu.

e Transformacia rovnice pre vektorovy potencial
W’ .
DA+ A= —poj. (r,0) (66)

e Pozorovanie 1 - st vyrieSit pre jednu zloZku (skalarna rovnica), zavedWgr, w) = ¢(r, w),
prav( stranuf (r, w), a velkost vinového vektor& = £ t.j.

Ap+Kp=—f. (67)
e Pozorovanie 2 - ak budeme poznat rieSepie G(r,r’; w) pre rovnicu
AG+KG=—5(r—7') (68)
potom rieSenie rovnice s pravou stranou bude
o(r, w) = /dsr'G(r,r’; w) f(r'; w) (69)

(t.J. linearna kombinécia rieSeni s delta-funkciou na pyatrane) RieSenie rovnic s delta-funkciou
na pravej strane nazyvame Greenoveé funkcie danej rovnice.

e Presvedime sa ze

1 eik\r—r’\
G(’I" ’l° Cl)) 47TW (70)
teda rieSenie (67) je
3 / 7’ Cl) e‘k‘r T‘
or,©) = /d e (71)

a teda nakoniec
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rieSenie (66) je

MGAA Cals
A(r, ) = %()T/d3r’h( \r—)r’\ (72)

Spéatnou Fourierovou transformaciod@&su dostaneme retardovany potencial (60).

zostaneme v frekvémom obraze. Prg — 7’| vefmi velké a|r’| malé mbzeme pisat

lr—7| =~ r—?m'—l—... (73)
Ylr—r'| ~ —1r (74)
dklr—r'| o kr g kT _ ke ik (75)

potom pre pole na velkych vzdialenostiach dostaneme

ikr o
Alr,w) = %iéT/d:*r’jL(r’,w)e'k"’ (76)

Objavujeme 3D Fourierovu transformaciu vzhladom na poes — k

jilk,w) = [d. (' w)e @
. Bk ik

50w = [ G (k@) 79)

Podobne ako Easovej derivacii patri nasobenieusgak v 3D FT plati
Ox — ikx (79)
0 — ik (80)

preto

jL(k,w):—nx(nxj(n,w)):j—n(n~j), (81)

kden = k/k je jednotkovy vektor v smerk. Vidime, Ze roté&nucast pradovej hustoty vyjadrime
obyCajnym vektorovym nasobenim.

Pre ziskanie elektrického a magnetického pola pouzijertiahyz(50) a (51) pritom ale uvazime,
Ze priestorové derivovanie menovatela i edie kutlenom~ 1/r? a teda su na velkych vzdia-
lenostiach zanedbatelné (neskor uvidime Ze tieto nevediykarovaniu energie) Dostaneme

A
B(r,w) = P Tkxg (82)
. Ho e"“ .
E(r,w) = w7 x (j xn) =—cn x B(r,w) (83)

Posledna rovnost je vlastnost znama z TEIII pre rovinrekgbmagnetické viny.

Poyntingov vektor hovori o toku energii jednotkovou ploagh®u mame (nasobenie a preto musime
pisat vCase a nie frekvencii)

S(rt) = ExH:ExB/uoz—ui(an)xB (84)
0
— 2 (nB2—B(n-B)) (85)
Ho
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Pre celkovl vyZiarenu energiu v smetalostaneme

S(r) = /Zdtn-S(r,t):/mi—j{)E*(r ) x B(r,w)-n (86)
. Cc [dw o
= o 7m§T|B| 87)

Dipolové Ziarenie. Pradova hustotu vezmeme v tvare & 1/Kk)
3le,@) = [ drzol (@)3()3(y) (B(z+0/2) - B(z— d/2))e " ~ 2ol (w)d

kde zp je jednotkovy vektor v smere ogi Cez perioduT = 211/ w) ustredneny Poyintingov vektor
vV smeren

S(r) = %n-(E*xB) (88)
c M3 K12d%sir?(8)

- 2L 16w r2 (89)

a preintegrovanim cez sféru dostaneme celkovy vyZiarekgrv{

12°d® [Ho _ 1°1m o
P— /dAS — 12n1/ ’/50<> (90)

\/ 2 ~ 377Q je impedancia vakua.
0

Pre oscilujuci ndbojvid aj Feynmann, Vol. 1, kap. 32jt) je prad

i) = [ draoqzs(x)5(y)a(z-2(t)e 7 ~ zoqlt)
jk,w) = —iwz(w)zo

a pre celkovy vyZiareny vykon najdeme

B q2 0)42( w) 2 @

127c? & (1)

Ak je n&boj budeny vonkajsim polorl(t) = zoEoe ' potom odozva oscilatora bude

_ 9B
m(wg — w?)’
kde ay je vlastna frekvencia oscilatoray je jeho hmotnost'. Rozptyleny vykon bude teda (Thom-

psonov rozptyl, dévod pre modru oblohuCarvené sinko pri zapade leligy << w v optickej
oblasti.)

Z(w) =

1 _,8m w*

P = 25003 162e2nRd (o2 — )2 (92)
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1.3 Hamiltonove rovnice

Je sice pekné, Ze sa nam podarilo zjednoduSit Maxwelloveice no kym do Newtonovych rovnic
vstupuju poliae a b, prili§ vela prace sme si neusetrili. Pokisme sa pretovithNewtonove pohybové
rovnice tak, aby v nich namiesto elektrického a magnetiok@ta vystupovali potencialy.

Uvazujme jedni€asticu s hmotnostom a nabojormg. Jej Newtonova rovnica pre vSeobecny pripad
¢asovo premenlivych poli ma tvar

md_,lt) =Qge+qu xb. (93)
tieto upravime pouzitim vztahov (50) a (51) nasledovne:

dov A
My = q(—D(p—W)-l—qfvx(DxA) (94)

A
= q(-0 —W)JFCI(D(’U'A)—V'DA) (95)

dA

= —D(ap-aqv-A)—g, (96)

kde sme pouzili vztah pre Gplna derivaéiu
dA(r(t),t) _ dA(r(1),1)
dat ot
Na tomto mieste by sme mohli skéiti pretoZze sa nam podarilo n4jst pohybové rovnice vyajice
iba potencialy. My v8ak zavedieme eSte par novych pojmarékbuda centralne pre vyklad kvantovej

mechaniky v neskorSich prednaskach.
Z vysSie uvedenej rovnice (96) sa nam nika zaviest' novi@ivefi?

p(t) =mu(t) +9A(r(t),1) (98)

nazyvan(zovseobecnena hybnggtouzitim ktorej dostaneme

+ov-0A(r(t),1) 97)

%I—D(qq)—qv-A). (99)
ktorej hned’ prva vlastnost' nam ozrejmuje jej zmysel - pektromagnetické potencialy nezavisiac-e od
absolutnej polohy v priestoresa tato vekina v€ase nemeni, t.j. sa zachovava, tak ako sme zvyknuty pre
zvyCajnu hybnost.

Pomocou defirinej rovnice (98) sa mozno zbavit' rychlosti v pohybovejmmy (99), treba pritom
dat' pozor na fakt, Ze operatar v (99) neoperuje na a teda ani na vektorovy potencial vstupujuci na
toto miesto prostrednictvom (98). Ako vysledok dostavame

dp g o
at D(ap——(p—qA)-A)+—A-0A (100)
o p—qAa)?
= D(izm +qe (101)
Vyraz pod operatorom nabla sa hazy¥amiltonovou funkciot?
—gA(r,1))?
Hir,p.t) = P=9AUS o) (102)

2m

HUplna derivacia, nazyvana aj hydrodynamickéa derivaciazmysel zmeny pola ¢ase ako ju vnimaastica pohybujlca
sa po drahe(t). V protiklade k tomu stoji parcialna derivééjﬁ, ktora hovori ako sa meni poledase na fixovanom mieste

12y/8imnime si, Ze zovSeobecnena hybnost sa meni pre zmeibedaé polal

13Tak ako hybnost, ani Hamiltonova funkcia nie je nemenn&adbm na zamenu kalibracie!
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pricom ju vzdy budeme chépat ako funkciu polohy a zovSeobegjrigybnosti €astice) acasu. Rych-
lost' Castice mdéZzeme z Hamiltonovej funkcie ziskat derivovapimadla hybnosti pgom poloha bude
konStantna Al t

DPH(r7p7t) = Lrn(r,) =0, (103)
kde sme pouzili defidiny predpis (98). Vidime, Ze pomocou Hamiltonovej funkdieZ) mdézeme pohy-
bové rovnicetastice vo vieobecnom elektromagnetickom poli napisateVmi elegantnom tvaré

?:I_]t? - _DTH(T7p7t) (104)
% = OpH(7,p,t) (105)

Fyzikalny zmysel Hamiltonovej funkcie najdeme, ak budersazovat jej celkovi zmenu ¢ase
pozdZ trajektorieCastice

dH dr dp OH dp dr dr dp oJH OJH
- _ -OH  —+OH =4 -_X£ - - ., _~_
dt R T AT dt ‘dt Tdt dt ot ot
Prvé pozorovanie - ak je elektromagnetické poléage nemenné, bude piﬁdrajektérie nemenna aj
Hamiltonova funkcia. Presne takto sa v mechanike chov@generachovava sa.
Toto podozrenie - Ze Hamiltonova funkcia zodpoveda enéagtice - si potvrdime ak uvazujeme aj
¢asovo premenlivé polia.

oH oA  Jop o0 do
e qv-ﬁ-l—qﬁ—qv-(e-l—D(p)-l—qﬁ—qv-e-l—qa (107)

Iduc spat’ ku totalnej derivacii Hamiltonovej funkcii, at@grujac ju poz& nejakej konkrétnej trajektorie
dostaneme

(106)

d d 2
d_T:qU.e+qd—gf, |/1 dt (108)
2
AH =H(r(t2),p(t2),t2) —H(r(t1), p(t1),t1) = CI/l dtv(t) -e(r(t),t) +0Ap, (109)

¢o ndm hovori Ze zmena energdiastice sa rovna stu zmeny jej kinetickej energig (v - €) a zmeny
potencialnej energie medzi koncovymi boduig)*°.

Najma z hladiska neskorSieho suvisu s kvantovou teéricajgimavé uvazovatasovu zmenu l'u-
bovolnej vlastnosttastice,f (p, ), ziskatelnej na zaklade znalosti jej polohya hybnostip (Napr. jej

kineticka energid&yk = 5’—;):

df(p(t),r(t)) dp dr _
ST 0 RO = Op - DpH - D, f O, H (110)

kde sme zaviedli tz#Poissonove zatvorkfy,.}.

V naSom pristupe sme nasli zovSeobecnenu hybnost ibagme ¢asticu. ZovSeobecnenie na mnoho
Castic je priamdiare - st&i oindexovat polohové vektory a hybnosti indexom prebjébim cez vSetky
Castice a zaviest Hamiltonovu funkciu ako funkciu celkjoseergie systému vyjadrenej pomocou hyb-
nosti a poléh. Tento formalizmus méze byt formulovany e&eobecnejSie, ale vyZaduje to zavedenie
aj tzv. Lagrangeovej funkciéomu sa my tu nebudeme venovat. Zaujimajucich sa Studenniie]
odkazeme na prvych par kapitol knihy L. D. Landau a E. M. [cif8flechanika[4].

l4Cvitenie:Presvette sa Ze Hamiltonove rovnice su kalibre invariantné.
15Aby sme si odobrali prilisnu vieru v absolttny zmysel energiedomme si, Ze Hamiltonova funkcia sa meni pri kalib-
ratnej transformacii ak tato zavadizasovu zavislost napr. cez vektorovy potencial.
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2 Kvantova mechanika

2.1 VInova podstata hmoty

Tato patriu som zatial nemalas napisat...

1. Co nam prinieslo spektrum zo slnka: Spoijité pozadie - PlanglZarovaci z4kok (w) = nhw, p=
nhk (1900), tmavéiary - diskrétne prechody v atbmoch vodika= —Ry(1/n? — 1/n?).

2. Fotoefekt (1905hw — A = %mvz, [zabudol som odpredna3at

3. de Broglie: viny hmoty

4. Niels Bohr -[ pdl = 2rm — E, = —#fzﬁzn—lz
0

5. Difrakcia (elmag (Young 1805), elektrény (Davisson Gerrii927) )

6. = Pravdepodobnostna interpretacia vinovej funkcie

- . ., v . v - n . . 2 o ,
7. ViInovy balik a princip newitosti: Uvazujeme volnigasticu s energiol = g’—m pricom na zaklade
de- Broglie -ho hypotézy mante = hw a p = hk= ZT”H Pritom nesmieme zabudat' Ze na zaklade

E_Zmplatlajw W = HZmadk_ﬁv

V priestore lokalizovany vinovy balik m6zeme vytvorit éarnou (integralom) kombinaciou rovin-
nych vn s blizkym vinovymcislomk.

k+Dk/2

W ak(X,t) = / dK AdKx—a@et) (112)

k—Ak/2
Za predpokladu z& — k << k m6Zeme pisat

O = O+ KW k) + (K KP) (113)

a teda jednoduchym integrovanim ziskame

2i sin(&¥(x—vt))

Wraw(x.1) = A0 —— (114)
Pre pravdepodobnost dostaneme
sir? (8% (x — vt
P(x) = 4|A? (<X2_<vt)2 ) (115)

Této funkcia ma najw&siu amplitadu pr¢%k(x—vt)| < 1, .. vintervaleAx ~ 271/Ak okolo polohy
(X) = vt.

Mame teda tvrdenidxAp ~ 2mrth. Tento princip -Heisenbergov princip neurcitost ma v&siu
platnost ako si momentalne dokadzeme uvedomit, ale k jekepbecnej platnosti sa eSte neskér
vratime.

16



2.2 Schrddingerova rovnica (1)
2.2.1 Normalizécia vinovej funkcie a stredna hodnota vedin

V poslednej kapitolke sme sa oboznamili s pojmom vinovekéim, ako komplexnej funkcie 4 pre-
mennych -x,y,z a Casut. Videli sme Ze zmysel kvadratu jej absolitnej hodnoty jevgegpodobnost
nachadzania séastice v danoniase v danej oblasti priestoru, t.].

P(r,t)d3 = |@(r,t)|?d>r. (116)
VInova funkcia musi teda prirodzeneiéat’ podmienkwnormalizacie
/d3r|w(r,t)|2d3r =1 (117)

nakolko pravdepodobnost, Ze gastica nachadza kdekolvek v priestore musi byt rovna drnializa-
ciou nasho balika Specifikujeme absoltutnu hodnotu kong#ant

in? (& (v—wt))
1= / dxan2> X_(V) —4A2Ak/ dy s'n2 (118)
_ 2Ak/ dz sin(z 2Ak (119)
o
tj.
- (120)
~ V/2mhk

Tato nezavisi odasu ako aj ma, t.j. pre otazky normalizacie sme mohli ptlbz 0 hned na zéiatku.
Ak pozname pravdepodobnoststice, Ze ma ta-ktord suradnicu, potom pre strednl hagraohy
musi platit

(X(1)) = / " dxP(x,t)xdx= / de&ﬂ*(x,t)xzﬂ(x,t), (121)

kde konkrétne poradi@enov v poslednom vyraze je momentalne irelevantné, akaraividime, Ze ma
formu vSeobecného predpisu ktory budeme neskoér pouZineastpednl hodnotu fubovolnej véiiny.
V pripade normalizacie rovinnej viny narazime na problém:

/ dxARe kX — A2 x oo, (122)

Co vidime aj z vysledku pre balik ak polozim& — 0. Hoci formalne sa da postupovat pouzivanim
iba vinovych balikov a ni€istych rovinnych in, ¢asto sa pouZiva nasledovny, technicky jednoduchsi
formalny postup zaloZeny na periodickych okrajovych paehikach.

2.2.2 Periodické okrajové podmienky

Namiesto neohrabeného priestoru sa obmedzime na Kmyepriestor s rozmerotfi L, pricom jeho za-
Ciatokx = —L /2 stotoznime s jeho koncoxi= L /2, anicoby sme zili na “kruznici”. Dolezité pritom bude
aby akykolvek fyzikalne relevantny rozmer bol ovela meakoL, t.j. napr. priestorova delokalizacia
balika, alebo draha ktoru prejde za sledovaasgt. Da sa ukazat, Ze za tychto predpokladov zavedenie
periodickych okrajovych podmienok nevplyva na ziskanédadisy.

1®pre jednoduchost sa budeme bavit iba o zavislostixptj. akoby jedno-rozmernom probléme. RozSirenie do 3D je
trividlne ak si uvedomime Ze rovinna vina ma tvatisi ¢ = ekxgkydkez,
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StotoZnenie priestoru pse= —L /2 ax = L/2 nazyvame vo fyzike gjeriodické okrajové podmienky
nakolko na rovinné viny pripustné v takomto priestore tadie podmienku

Y(x=—L/2) = P(x=L/2), tj. e */2=gk/2 (123)

co sﬁhajt] len viny s diskrétnymi hodnotami vinovébisla
2
kn:Tnn, N=0+1 42 ... (124)

Takéto rovinné viny potom mozno normovat

L/2 L 1 .
Ale kixgknXgy — L A2 =1, t]. g(x) = —=€¥n 125
L2 J L»Uk( ) \/E ( )

je uz korektne normovany stav. Uvedomme si, Ze periodick@joké podmienky nam v tomto pripade
Ziadne realne kvantovanie nezavadzaju, lebo pre nédlg je L makroskopicky velké a teda jednotlivé
K, sU vel'mi blizke a v limitel — oo spojité.

2.2.3 Rozklad do aplného systému funkcii

V tejto suvislosti sa ndm ponuka zaujimava paralela s Fanuyeni radmi. Vieme, Zdéubovolna funkciu
f(x), ktor& je periodick& na interval@®, L), alebo pre naSedély na(—L/2,L/2), moZno rozvinut do
Fourierovho radu

- 2
R A T"n, N=0,4142, ... (126)
n

pricom pre koeficientyf, mame

L/2 .
/ e kn gl (127)
L/2

Ak si zavedieme nové koeficienti(k,) = v/L f, dostaneme

f(x) = %f(kn)%eik“x, kn:%"n, n=0,+1,+2, ..., (128)
_ [t 1 ik
f(k) — /_ 100 e (129)

Rovnica (128) jednoducho tvrdi, Zebovolnu vinovd funkcitmozno napisat v tvare rozkladu do
rovinnych un s koeficientami rozvoja danymi nasledujicim vztahomQ)L2
Aby tato fubovolné vinova funkciaf (x) bola normovana, musi pre koeficienty platit

L/2 L/2  g(km—kn)x
/ dx| f (x me / xS gx— %\ (130)
—L/2 ki L/2

(“Parsevalova” identita) kde sme pouZili tautonormalitu rovinnych \n

L2 o iknx glkmX
/ e (131)
kde
o {5 050 oo

18



je Kronekerov symbol. Vidime Ze fyzikalne zavedené noreédlia je Specialnym pripadom ortonormality
(131) pren=m. )

Na druhej strane, fakt Ze ak fubovolnu funkciu rozvinierde rovinnych ¥n podla (128) tak ze
ich poskladanim podra (129) dostaneme identicku funkeizariena tzv.Gplnostou systemu vsetkych
rovinnych n:

efiknx eiknx’
2 VL L
O potrebe tejto identity sa presvdthe dosadenim (129) do (128) a o fakte Ze toto rovinné vihyagp
priamym vyp@&tom geometrického radu (133).

Limitu pre L — c mozZno previest nasledovne: Pre velmi velkéméame pre vzdialenost medzi

dvoma nasledovnymi hodnotaiky

= 5(x—X). (133)

21T
Ak=—A
3 n

(pricomAn = 1 ale zamerne to drzime v tomto tvare). Potom sumu cez diskt@dnotyk, méZzeme

pisat’ ako

1 1L 1
kde sme zamerne zaviedli faktoflLaby sme prisli ku od velkosti-nezavislému vysledku. Abyestto
limitu mohli previest' aj v rozvoji (128) a (129), musime dpgaviest’ nové koeficienty

(0 =\ )

¢im prichddzame k Fourierovej transformacii

f(x) = / dk f(k 134
Q 0= (134)
efikx
f(k) = / dx f(x 135
(k) X (135)
Ortonormalita aj uplnost rovinnychin potom nadobuda symetrickda formu
g 1kx eik’x
dx=d(k—K 136
Vo= ok k) (136)
g 1kx eikx’ y
dk=d(x— 137

Mo6Zeme teda odlatene povedat, Ze v limite — o prechadza normovaci faktor/ /L na 1/v/2m a
Kronekerov symbol na delta-funkciu.

2.2.4 Pravdepodobnost pre hybnost, stredna hodnota hybwosti

UZ je ndm zname, Ze rovinna vina ma presne danu hybposthk a na druhej strane, vinovy balik
tuto vlastnost nemd, a namiesto toho je jeho hybnost ¢igula dana priblizne vztahom naiitosti
Ap ~ 2mth/Ax.

Pre polohu sme uz nasli predpis pre pravdepodobnost daiehy a vyraz pre vypeet strednej
polohy (x). Prirodzene sa preto nuka otazka, aka je pravdepodobmaststica ma isti hybnost, ak je
popisana vinovou funkcioy, resp. ako vypoitame jej strednu hybnost'?
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Uvazujme dva baliky, liSiace sa hybnost'ou okolo ktoreggrtijeme:

0 = [ ok L dieca (138)
X) = !
ha ky—Ok/2 v 21AK
ko+Ak/2 1 ..
X) = dK ———¢e (K*-at) 139
bat) = |\ ¥ o (139)
Oba st normované a ich intervaly integrovaniaklerch su disjunktné. Potom aj ich linearna kombinacia
W(X) = c1ika (X) + C2ha(X) (140)

Bude normovana ac; |2 + |c2|? = 1. Vyslednd vinovd funkciu méZeme napisat ako jeden irdkegr
/ dKC(K e' (Kx—at), (141)
kde

S K (kg — DK kg +AK

\/%( K € (ko — Ak, ko + AK)
V Caset = 0 je pravdepodobnostné rozdelenie v priestore dané kwadrainovych funkciiyy, @, aj
Y rovnaké. Preé > 0 sa ale zéne vinova funkcia rozpadat na dva r6zne iduce baliky, &toudu pre
dostat@ne velkyCas dobre priestorovo separované. Pravdepodobnost’, zastiéa isti hybnosp = hk,
P(p), m6Zeme potom ndjst ako pravdepodobnost, Zmset ju najdeme v miestg = r—ﬁ’]t ak sa vCase
t = 0 nach&adzala x = 0. Matematicky,

P(p,t) = P(x=Dt,t)/P(x=0,t =0). (143)
V pripade nasho balika lahko uvidime, Ze musi platit
P(p,t) ~|C(K)2, k= —E. (144)
Na zéklade Parsevalovej identity vieme Ze
/ dKIC(K)[2 = 1 (145)
a teda pravdepodobnost normovanana 1 je
P(p.)dp==IC(p/M)dp. (146)

V tomto tkvie fyzikalny zmysel rozvojovych koeficientov. Akame fubovolnd vinova funkeiuf (x),
potom jej koeficienty rozvoja do rovinnychn/(funkcie s presne definovanou hybnost'ou) udaweappli-
tudu pravdepodobnostie Castici popisanej touto vinovou funkciou nameriame hybrs- hk.

Predpokladajme, Ze chceme §fiat’ strednu hodnotu hybnostip), vo vysSie uvedenej vinovej fun-
keii g(x,t).

fIkX

p) = ﬁ/dk|C It

- ﬁ/d)(/dxw*(x’) <ia—X5( ) /dep < |ﬁ—Lp( )) (148)
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V kvantovej mechanike budeme vyraiﬁg—x nazyvat operatorom-suradnice hybnosti a ozéavat ho
ako py. Pre operator hybnosti celkovo evidentne mame

p=—ihl. (149)

VSimnime si tieZ zaujimava vlastnost' - _
per T = pk, (150)

¢o silne pripomina problém vlastnych vektorotiael: rovinna vina je vlastnou vinovou funkciou opera-
tora hybnosti, s vlastnou hodnotou hybngsti

V suvislosti s hybnostou sa prvy krat stretavame s repriezemim fyzikalnej veliny operatorom
Operator je objektf, ktory jednej komplexnej funkcii priradi in komplexnt keiu f@ = @. Naj-
dolezitejSie vlastnosti operatorov s ktorymi sa stretévankvantovej mechanike budu (pre fubovolné
komplexné funkciep;, @)

1. Linearnost: Operatorf nazyvame linearnym ak
fla+e) =fo+fe
2. Stredna hodnota v stave (vinovej funkcii) ¢y (x)

() = [ ot (0 fan).

3. Hermitovsky zdruzeny operator Hermitovsky zdruzeny operator (ozfi!) ku operatoruf nazy-
vame operator pre ktory plati

[ ol ex = [da e

4. Hermitovskost Operatorf je Hermitovsky ak plat
f = ff

Operator kazdej fyzikalnej valiny musi byt Hermitovsky aby jeho stredna hodnota v ubknej
vinovej funkcii bolo realn&islo. Dokaz...

5. Nekomutativnost Dva operatoryf ag spolu nekomutuji ak
fam # 6fm

Operator

"y
©
I
—h)
(o}
|
o
—h)

nazyvame ictkomutator

Overme si Ze operator x-zloZky hybnosti je linearny, Heowsky a nekomutuje s operatorom polohy
(obyCajné nasobeniex.
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2.2.5 Schrédingerova rovnica

If something is like a wave then it's got to fulfill a wave-eto. [P. Debye]

Schrodinger hradal diferencialnu rovnicu, ktort by viddunkcia sfiala. Inymi slovami, ak chceme
najst vinovu funkciu, akda rovnicu musime rieSit' pre ta kiokonkrétnu situaciu? Nakolko sme uz
intenzivne vyuZivali princip superpozicie, v prvom radageyhnutné aby to bola linearna diferencialna
rovnica. Mimo to, doteraz sme zistili, Ze vinova funkcia pieny okamihtasu obsahuje v sebe nie len
pravdepodobnosti polohy ale i pravdepodobnosti hybnd&da sa, Ze vinova funkcia obsahuje vsetko
¢o len sa da a teda sa da predpokladat, Ze obsahuje v selferajdigiu o tom, ako sa bude menit v
nasledujuci moment, t.j. j@jasova derivacia je vy@itatelna z vinovej funkcie samotnej

—P(x,t) = X(xt

at ( ) ) Lll( ) )

kdeX je operator o ktorom zatial vela nevieme. Skiisme uhadetd tvar.
Zoberme si voln(Zasticu s vinovou funkciou

Et

Px,t) = \%eﬁﬁx—iﬁ (151)

Vidime Zecasova derivacia nam déava identitu

.0
IHEW(XJ) = EW(Xat)

Na druhej strane,
p? 2

h*
ELI/(X,t) = %W(XJ) = _%Awo(?t)

a teda pre volni€asticu musi platit

2

0 R
Iﬁﬁ‘ﬂ(X?t) = —%AW(XJ)

Operatorcasového vyvoja teda suvisi z jej kinetickou energiou. &&icu v potencialy (x) to bude
hadam jej celkova energia, rsp. jej Hamiltonova funkcia¢@mn pre hybnost musime pouzit' predpis
p = —ihl, t.j. Schrédingerova rovnica ma tvar

iﬁ%tp(fr,t) = H(—ihO, 7)Y (r,1) (152)

Té&to rovnica tvori z&klad UuspeSného popisu mikrosveta astbherelativistickych strednych rychlosti
Castic.
FundamentalnejSie motivovanie(a vztah ku Hamiltonovej formulacii)

PretoZe norma vinovej funkcie sa musi zachovavat, mustasevy vyvoj platit

%/w*(x,t)w(x,t)dx = 0:/([Xw(x,t)]*w(x,t)+w*(x,t)>?w(x,t))dx (153)
_ /Lp*(x,t)[)A(TJr)A(]L[J(X,t)dx, (154)

t.j. X musf byt anti-hermitovsky
Xt =—X
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PreCasovu derivaciu strednej hodnoty fubovolnej ¢aly f (polohy, hybnosti) dostaneme

W = [2wxnfumne @ en® F+ SR)pex (155)
= [ W o RF+ Rpxdx= [ @0t [F.R1pix dx (156)
= (f.X) (157)

kde[,] je takzvany komutator dvoch operéatorov. Na velké prekvegee antisymetricky, rovnako ako
klasické Poissonove zatvorky a cela Struktara silne pripadasovi zmenu lubovolnej valiny v Ha-
miltonovej formulacii. Nakorko aléX musi byt anti-Hermitovsky, musf platiX ~ iI—](ﬁ, X). KonStantu
umernosti méZeme Qit’ porovnanim s rovnicou préasovu zmenu strednej hodnoty hybnosti:

% :/w*(x,t)[—iﬁg—x,ial:l]w(x,t)dx:/Lp*(x,t) (—iﬁg—xiaﬁ) p(x,t)dx (158)

kde v druhej rovnici chapeme Ze derivovanie p6sobi iba nailtamén. Porovnanim s klasickou Hamil-

tonovou rovnicou
dp  JH

dt — ox
potom usudzujeme = —% a teda nachadzame Schrddingerovu rovnicu v tvare
0 A
”7541("“,'[) = H(pﬂ“)W(T,t) (159)

Uvedomme si, Ze tymto postupom jasne vidime Ze korektnyupgsti kvantovani je priradit operator
—ihJ zovSeobecnenej hybnosti a nie "kinetickej"hybnosti.
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2.2.6 VSeobecné vlastnosti Schddingerovej rovnice

V porovnani kvantovej a Hamiltonovej mechaniky sme tedgpdb&u Schrddingerovej rovnici (SchR)

LOY(rt) P

N = oW ) +V (Y, ) (160)
alebo explicitne pouzitim tvaru operatora hybnosti

L O0Y(r,t) h?

ih Fra ZmALﬂ(r,t)—f—V(r,t)Lﬂ(r,t) (161)

Z kapitoly o klasickej Hamiltonovej formulacii tiez viemie vo vSeobecnom pripadastice v elektro-
magnetickom poli mame

Iﬁdll’(rat) _ (ﬁ—QA<T',t))2
ot 2m
pricom si uvedomime, Ze operatoromhl] nahradzujeme zovSeobecnenl hybnpsé nie kineticku
hybnostmv. Tento vSeobecny predpis sa hazitaaonické kvantovanigakolko Hamiltonove rovnice sa
zvyknu tiez nazyvat kanonickymi pre ich vysoku “estetidkodnotu”. Kanonické kvantovanie zaviedol
P. Dirac az par rokov po objaveni samotnej SchR Erwinom Sithg&rom.

Operator na pravej strane, konstruovany z Hamiltonovejdienazyvaméiamiltonovym operatorom
a budeme ho oziavat H.

SchR predstavuje parcialnu diferencialnu rovnicu. Z lidkd Casovej premennej ide mociatocnu
tlohu t.j. zo znalosti vinovej funkcie pre= 0 dokdZzeme néjst’ ako sa bude tato vinova funkcia menit
v Case. VInovu funkciu \aset = 0: (r,t = 0) = Yp(r) nazyvame apociatocnou podmienkopre
rieSenie. Mimo to, je nevyhnutné Specifikovat aj tavkrajové podmienkktoré Specifikuju charakter
vinovej funkcie na hranici priestorovej oblasti v ktorejngaproblém Studujeme. NégstejSie pdjde o
podmienku

Y(r,t) +aq@(r,t)Y(r,t), (162)

Y(r,t) -0 pe r— o,

ktora sﬂﬁali aj vinové baliky ktoré sme uz Studovali. Uvidime Ze tote je jediny typ okrajovej pod-
mienky. Uvedomme si Ze na rozdiel odgwatacnej podmienky, musi byt okrajova podmienka splnena v
kazdom okamzikitasu.

Casovy vyvoj je taky, Ze zachovamarmuvinovej funkcie ktort, ako sme uz diskutovali pri vinovych
balikoch, nastavujeme pre kazdé rieSenie na 1

[l nP-1

Napriek tejto podmienke je vinova funkcia nejednozmanakolko fubovolné prenasobenie s faktorom
€Y vedie opatovne k rieSeniu vinovej rovnice. Takyto faktoaje nepostrehnutefny ani operatorom
polohy ani operatorom hybnosti

/ dleyrrdiy = / dyrry (163)
/d3ei“¢*mé“w — /dfﬂp*mqj (164)
a teda, predpoklada sa, Ze ani Zziadnym inym operatoromyaijdinej velciny. vinoveé funkcie liSiace
sa iba komplexnym faktorom s velkostou 1 budeme teda povat’ za identické stavgastice.
Pritomnost’ Laplacianu spbésobuje Ze pre ohtané priebehy potencialnej energie musi byt vinova

funkcia spojita a mat’ spojitu derivaciu v kazdom bode uvaZzovanésibrieSenia, ako sa prestiene
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integrovanim poﬂd infinitezimalne kratkych odsekov orientovanych v smérrgy a z prechadzajucich
bodomr v ktorom Studujeme diferencovatelnost’, napr.

e (et e R d2(rt) e (R (d?2 d? , :
Iﬁ/r—ei ot - ‘/Hi dxinWJF/r_&. dxq =5 d—y2+P +V(rt) e g(rt)
R /dy(r+eit) dy(r—eit)
Oe) = _2_m< dx  dx )+@’(€)7 (165)

tj lted)  dUlrgi) | g(e). o v limite da spojitost derivacie v smese Podobne ukazeme pre
smeryy, zt.j. aj pre derivaciu v fubovolnom smere

oy

Tento fakt seCasto pouziva, ako uvidime napriklad pri hfadani stadioyéh stavowastice v konénej
potencialovej jame.
2.2.7 Rovnica kontinuity pre pravdepodobnost

Predstavme si Zéastica ma \Caset = 0 istl pravdepodobnost’ Ze sa nachadza v danej neméaatj
priestoruQ,

Po(t) = / &P (1), (166)
zaujima nés, ako mbéZzeme gjiat’ tito zmenu priamo pomocou vinovej funkcie? PouzZBichR najdeme
0 * l ook *1) _ ﬁ * *
V¥ = (U HY) = o (AT Y - gray) (167)
—ih * *
= —D'ﬁ(lﬂ Oy —yOyr) (168)
kde sme zaviedli pradovu hustotu pravdepodobnosti
3t = o (W' Dy— g0y’ = Z0{y' (-ifD)y) (170)

Rovnica (169) hovori Ze pravdepodobnost sa lokalne zachal jej pokles v oblast je rovny pritoku
pravdepodobnosti cez plochu uzatvarajucu danu oldasttvrdenie evidentné ak pouzijeme Gaussovu
vetu na rovnicu kontinuity (169).

Samotny vyraz pre prudovu hustotu mozno taktieZ vyjadrit/are kvantovo-mechanickej strednej
hodnoty nasledovne:

i) = [wEoiE o ar

fr.t) = o (B8 1) +3(" —r)p) = o (§307 —r)+ (B8 —r)T) (172

VSimnime si zaujimavu paralelu s klasickou fyzikou. Operd(r’ — r) ma evidentne zmysel operatora
hustotycastic v miester a operator2 mé, ako je ndm uz zndme, zmysel operéatora rychtastiice. V
klasickej fyzike je pradova hustota dana pravéisam hustotycastic a ich rychlosti v mieste

391888 t) = n(r, t)v(r,t)

V kvantovej mechanike objavujeme vyraz pre prudovu husasiu operator zodpovedajiuci tomuto su-
¢inu, ale spriemerneny so svojim Hermitovsky zdruZzenymréioeom tak, aby vysledny operator bol
Hermitovsky a teda aby jeho stredna hodnota bola vzdy rea@iglom.
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2.2.8 Separacia premennych

Pri rieSeni paricialnych diferencialnych rovnicéesto mézeme opriet 0 metddu separacie premennych.
Predpoklad tejto metddy je Ze rovnicu mbézeme prepisat kigh@matvaru, Ze premenné vyskytujdce sa na
pravej strane sa vbbec nevyskytuju na lavej strane a nadppkipade SchR tato metdédu pouZzijeme viac
krat; v tejto kapitolke na odseparovarti@sovej zavislosti.

Pre pouZitelnost' tejto metdédy musime predpokladat, Zartitonov operator nezavisi explicitne od
Casu, t.j. Ze potencialna enerdi&-) nie je funkcioucasu. Potom hfadanim rieSenia v tvifre

Y(r,t) = fF(t)o(r)

mozno SchR prepisat do tvaru
ih of(t) 1 -
= H . 173
Ked'Ze lava strana je zavisla iba v@ prava iba od, a to pre kazde,t, musia sa obe tieto strany rovnat
odr at nezavislej konstanty, ktori budeme pigatDostaneme preto dve rovnice
df(t)

== =Ef(), Ho(r) = E@(r) (174)

Prva z tychto rovnic je jednoducho rieSitelné:

f(t) = fee A, (175)

kde fe je vo vSeobecnosti lubovolna komplexna konstanta ktoéZenbyt rézna pre roznk.

Druha rovnica je stéle parcialnou diferencialnou rovniaquredstavuje tzwlastnu tlohypre opera-
tor H. Tato spdiva v najdenilastnych funkcibperatorai - ¢h(r) - svlastnou hodnotou gtakych, Ze
pdsobenie operatorof na tdto funkciu dostaneme tu istd funkciu, prenasoben@ajpyméislomE,.
Tieto indexujeme pomocaunakolko, ako uvidime, vlastnych funkcii konkrétneho Hiéoriovho opera-
tora mézZe byt “dost’ vela”. Pre najdenie vlastnych funkeiusime Specifikovat’ apkrajové podmienky
ktoré musi kazda vlastna funkcialBpt.

Vlastny problém Hamiltonovho operatora&asto nazyva atacionarna SchiRretoze celkové rieSe-
nia zostavené z vlastnych funkeéii

Yn(r,t) = foe  Plan(r) (176)

majucasovo nezavislu pravdepodobnost. Takéto rieSenie iﬂlas;pl’mi Specialnu ptiatocnu podmien-
ku, a to
L[jn(’r',t = 0) = fn%(r)7
t.j. na p&iatku bolatastica vo vlastnom stave.
Vo vSeobecnosti, aby sme mohli Startovat' z takegiptocnej podmienky ako potrebujeme (napr.
nalietavajuci vinovy balik na atbm), musime brat’ najvdsoiejSie mozné rieSenie SchR, a to je linearna
kombinacia rdznych rieSeni

WirH) =3 foe W ian(r), (177)

kde fn st fubovolne komplexné&isla nastavitefné tak aby riesenid splo poZzadovanu @iatacnu pod-
mienku. K moZnosti dpat’ fubovolnd poCiatatnt podmienku sa eSte detailne vratime v nasledujlcej
kapitolke.

Ypriestorovitast vinovej funkciep(r) si nebudeme pliest so skalarnym potencialom ktory tieZabajeme tym istym
pismenom.
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2.3 Stacionarne stavy Schodingerovej rovnice
2.3.1 Nekonéne hlboka potencialova jama

UvazZujmecasticu uvdznenu v potencidli

[0 rell:-a/2<x<a/2,-b/2<y<b/2,—c/2<z<c/2
U(T)_{ +oo re(RR-1) (178)
Matematicky to méZeme tieZ napisat’ ako
U(X,Y,2) = 0 x (Ua(X) +Up(Y) +Uc(2), u(§) = 6(x—a/2)+6(-a/2—X) (179)

Potencialna energia je nezavisla@bu a preto mdézeme previest separdeisovej premenne;.
Okrem toho, méZeme previest aj separaciu premerpegtoze @(x,y,z) = @(X)Y(y)Z(z)) zo SchR
prer € l:

1 R? 3%p(x) 1 R (aZ 92 )

_ _ = — [ —+— | Y(y)Z(2) =e 180
o2m o2 = Ywz@am\ay T o2) YV (180)

takZe ako prvy digi problém musime riesit vlastnu tlohu

R 9%¢(x)
_?n axz - GQD(X), Xe (—3/2, a/2) (181)
Okrajové podmienky su
Y(x==+a/2)=0

pretoze pravdepodobnost Zastica ma nekord@e vysokld energiu musi byt rovna nule, t.j. vinova
funkcia musi byt nulovd mimo oblasti Spojitost’ vinovej funkcie potom vyzaduje aby tato iSla e
prex — +a/2.

VSeobecné rieSenia (neuvazujuc okrajové podmienky)ngsbzname z matematicky ekvivalentného
problému - klasického harmonického oscilatora. Vo vSepbsti rieSenie ma tvar

W(x) = Ad*+Be ™ alebo Ccogkx+a) alebo..

k=/2me/R%. (182)

Nasledne vyZadujeme &aisné splinenie okrajovych podmienok:

kde

Ccogka/2+a) =0, Ccog—ka/2+a)=0 (183)

¢o predstavuje dve rovnice pre dve neznarkaa. KoeficientC je fixovany normalizaciou a fubovol-
nost'ou fazy. Rovnice su splnitelné ak

ka/2+a = g2|+1, | = 0,+1,+2, .. (184)
_ka/2+a — me—i—l, m=0,+1,42, .. (185)

Spcitanim a odpoitanim tychto rovnic dostaneme

a = 7—2T(I—|-m+1) (186)
ka = m(l—m) (187)
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Prel + mpérne a vysledné jednoducho meni funkciu cOsna+sin(). Ak je | + mnepéarne tak efeld
je iba+cog). Pripustné hodnotl st potom jednoducho

T
—N
a

kn=—n, n=123 ... (188)
pretoze napriklad pre=1 am= 3 jel —m= —2 Co je az na znamienko (fazu) identicka funkcia ako
funkcia sn = 2. n= 0 nie je rieSenie lebo neka okrajové podmienky.

Vysledne teda mame:

B cogknx) nnepérne om B
%(X) —~n { Sin(an) n pé.l’ne ) kn - an7 n= 17 27 37 (189)

Vlastné energie su dané jednoéna ak pozname vinov&slo pomocou rovnice (182), t.].

_f@_#ﬁﬁ
- 2m  2m&

Prirodzené&islon nam indexuje kvantové vlastné statgstice v jame a jej vlastné energie.

Poznamkak rieSeniam by sme prisli ovela lahSie ak by sme zvolilientalx € (0,a). VInové fun-
kcie by boli iba funkcie sitk,x) pricom vinovécisla by ostali (samozrejme) identické. Pre pedagogické
ucely som zvolil tato trochu komplikovanejSiu cestu. V naslenom ale posunieme oo a/2 a budeme
teda pracovat' iba so sinusmi.

KonStantyC,, ur€ime normalizaciou

n=123.. (190)

a a _
|cn|2/ dxsir? (knx)dx = |cn|2/ dxl%wdx: |cn|2§, (191)
0 0

2
Cn: \/;

Naviac, priamym vypotom sa mdZzeme presuv@tlZe vlastné stavy zodpovedajuce rozngisu navzajom
ortonormované, t.|.

t.

a
/O @ (X) @n(X)dX= nm (192)
a Ze tento systém funkcii je aplny, t.].

S @ )@X) = 5(x—x) (193)

n

Toto nam silne pripomina pripad Fourierovho radu - s tou mkaiu Ze tu mame iba rozklad funkcii
s@najucich nulové okrajové podmienky.
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2.3.2 Pokr&ovanie s nekonéne hlbokou...
Zaujimavé pozorovania:
1. Energia zékladného stavu sa da lahko odhadnut z prnnecgucitosti.

2. Ortonormalita vinovych funkcii je zatena postupnym zvySovanimdia uzlov (nulovych bodov
vlastnych funkcii). Toto spbsobuje Ze vinové funkcie maijgicvoscilujuci charakte€o vedie k
nérastu kinetickej energie.

3. Symetria: vidime Ze vlastné funkcie st bud’ symetriclebalanti-symetrické vzhfadom na stred
jamy. Ak si zavedieme operatparity P ktory vo funkcii na ktor pésobi spravi transformaciu

potom vidime Ze

P,H = 0 (194)
Pgh(x) = +m(x) (195)

Inymi slovami, komutujice operatory maju spofe viastné funkcie. Ak by sme to vedeli pre
hladanim vlastnych stavad, tato informéacia by nam pomobhla pri ich hfadani, napr. tyemedine
a = 0 alebort/2 je v8eobecné rieSenie aj vlastnym stavom operéatora parity

4. Na druhej strane ak by sme zvolli (0,a), rieSenie by sme nasli obratom ruky nakorko iba($in
spna okrajovl podmienku x = 0. Stratime ale symetriu probléntw je v komplikovanejSich
potencialoch velka nevyhoda.

3D. Ak teraz pouZzijeme vySSie ziskané rieSenie pre jednotlilgEparované rieSenia pre z dostaneme
vlastné funkcie a energie v tvare

2 2 2
Enmi = %(%"‘%‘4?9’ )
B 8 [ cogkix) cogkny) cogkiz)
@mi(X.Y;) = \/%;{ sin(kXx) }{ sin(kfy) }{ Sin(lljfZ) } 4o
G o= g K=pm K=g 0

Degeneracia.VSimnime si teraz zaujimavu situaciu ked= b. V tomto pripade stavp =1 m=21 a
n=2,m= 1,1 maju rovnaku energiu aj ked' ich vinové funkcie su odliSng.-drtogonalne. Tieto dva
stavy ale, ako sa lahko presv@the, prechadzaju jeden na druhy pri operacitetoa potencialy atr/2
okolo osiz, O,(11/2). Prirodzene, tato operécia komutuje s Hamiltonianom

[Oy(11/2),H] =0
V takejto situacii hovorime Zdegeneracia je vynutena symetrialkomutacii totiz vyplyva ze oba ope-
ratory musia mat spolné viastné stavy. No ked'Ze nés stay evidentne vlastnym stavo@y(71/2) nie

je, musi existovat iny stav s tou istou energiou s ktorym' kgtlorime linearnu kombinaciu dostaneme
vlastné stavy ap,(m/2) ajH.
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2.3.3 VSeobecné vlastnosti stacionarnej SchR
Na predchadzajucom priklade sme si uvedomili viacero v&eojch viastnosti:

1. Vlastné funkcie Hamiltonovho operatora majlice ré6znstu&energie su ortogonalne, t.].

[ @ (m)an(r) = &

Dékaz:
g = B [ (199)
[aha = E [ @ (200)
JAGESR I S (201)
En [ @htn = En [ G (202)

No ked'Ze sme predpokladdt, # En, a teda musi platit
[ () =0

2. Ak exituje konény paetN degenerovanych linearne nezavislych vlastnych funkdibmovieme
najst ichN kombinécii ktoré budu tiez ortogonalne.
Doékaz: Nech{(,q}i'\‘:1 su uvaZzovaneé degenerované stavy a

%Z/W%

je ich tzv. prekryvova matica Tato maticaN x N je Hermitovska a preto méZzeme ndjst’ dj
vlastnych vektorov &isiel, inymi slovami, vieme ju zdiagonalizovat

U 1SU =\, Aij = Aidij, [U_l]ij :Uﬁ (203)
Potom vinoveé funkcie
Xi(r) =Y @(r)Uji (204)
]
su evidentne ortogonalne pretoze
[X% =3 [Unit@ni = 3 UniSnddn, (205)
mn mn
= Aigj (206)

Nakoniec normalizaciou nastavime= 1.

3. Kombinaciou poslednych dvoch bodov vidime Ze vSetkytakasunkcie daného Hermitovského
operatora tvoria ortonormalny systém funkcii.

4. Systém vlastnych stavov Hamiltonianu je uplny na mnoZXimevych funkcii sﬂ)ﬁajucich dané
okrajové podmienky. Toto neplati pre fTubovolny Hermisky operator a je to skor fyzikalne mo-
tivovany predpoklad: Z hladiskéasoveho vyvoja nemame doévod klast n&ipdocné podmienky
Ziadne iné obmedzenia ako okrajové podmienky. Preto labwfunkcia sa musi dat’ napisat’ ako
linearna kombinacia vlastnych funkcii Hamiltonianu.
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5. Z uplnosti vyplyva nasledovny mimoriadne doleargriacny princippre systém s zdola ohrae-
nym potencialom (t.jV (r) > Vp preVvr).

<ﬁ>:/fpﬁcpz Eo (207)

pre f'ubovolnu vinovu funkciu sfhajucu poZzadované okrajové podmienky.
Doékaz: (1) fubovolnu funkciu mézeme rozvinat do viasttyfunkcii

Q(r) = ;cn%(r)

Potom
(A) = 3 ciem [ @H@n = cicnEm [ @i (208)
nm nm
=S CrcmEmdm == |cn|’Eq (209)
nm n

(2) Ze existuje minimaln&gy > Vo:

[ ) (v win = [ (S mweRvmAm) 2% (o)

2m

6. Pre potencial pre ktory plati ZeX0V (r) > —\p prer € Q kdeQ je ohranéena oblast & (r) — 0
prer — oo (typicka realna situacia), ma Hamiltonian diskrétne viagtodnoty pré& € (—Vp,0) a
spojito vela vlastnych hodnot (spojité spektrum) gre- 0.

7. NechP je operatorom symetrie daného Hamiltonianu, t.;.
[P,H] =0.

Potom (1) aky je vlastna funkcidd potom ajPy je vlastna funkcidl s rovnakou vlastnou energi-
ou.

operatora symetrie. i A

Okrem toho, (2a) nedegenerované vlastné skasy aj vlastnymi stavimii. (2b) ZN degenerova-
nych vieme vyrobitN linearne zavislych ktoré su aj vlastnymi staviri

Dokaz:(1)
Hy Ey (211)
PHy = PEy (212)
HPy = EPy (213)

(2a)

Py = Ay (214)
HPy=PH = AHy (215)
(216)

ale pretoZap je nedegenerovana vlastna funkBianusi platit Zze
Hy ~,t.j.HYy =Ey. (217)

(2b) urob si sam...
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8. Vlastné vinové funkcie realneho Hamiltonianu sa dajoynvablit ako realne funkcie.
Doékaz:

Hy = Eg,|* (218)
Hy* = Ey* (219)
ak je ¢ nedegenerované, potogn* ~ , t.j. vhodnou volbou fazy dosiahnemg* = ¢, t.j. je
realna. Ak je degenerované, potom v princiigeje nezavisla ody, ale s rovnakou energiou, a teda
kombinéacie
Xi=y+y", Xo=i(Y—y¢)

predstavuju dva nové lin. nezavislé stavy, ktoré su uz exraerealne funkcie.

2.3.4 Harmonicky oscilator

Motivacia Predstavme si Ze atom vodika je pevne viazany na konci istigkuly. Ked'Ze je v rovnovaz-
nej polohe, ak rozvinieme potencialnu energiu v okoli raxaimej polohy, v ktorej nadobuda minimum,
do Taylorovho radu dostaneme vo vSeobecnosti (linederg v okoli minima nie sa)

A
—onory|,_,

1
V(”“>:Z§Aijrirj+---, Ajj (220)

]
kder; st suradnice polohového vektaraMaticaAjj je symetricka realna matica a preto sa da najst jej
vlastné vektory a vlastn@&sla, t.j. vieme ju zdiagonalizovat

UlAU = KU, Kij =ki§; (221)
kde sipce maticdJ su vlastné vektory matic&. Potom, transformaciou suradnic
r = zUinj (222)
]
prejde SchR do tvaru
h? 1 )
~orbW(@) +5 Y Kdy(@) = Eg@) (223)

52 . . s . ;. P .
kdeA =75; p Rovnica je separovatelna na tri nezavislé rovnice
|

R o2 1 2 i :
—Z—mﬁizﬂlf(xi)‘f‘éhxi‘p(xi):EW(Xi), 1=1,23 (224)
pricom
E = E'+E%2+ES (225)
Plx) = Pea)P(e)Pd(xs) (226)

V nasledujucom budeme rieSit rovnicu typu (224) pre 1 no indexi nebudeme vypisovat' explicitne.
Podobne sa postupuje pre celé molekuly¢g@m potencidlna energia je funkciou suradnic vSetkych
jadierri,i=1,...,3N kdeN je pcCet atbmov v molekule, a diagonalizovat musime maticu

—R? 1
ﬁd] + EA” (227)

pretoze rézne jadra mézu mat rbzne hmotnosti a nasSim oigkoseparacia celej SchR, nie len “poten-
cialnej energie”. Tymto spdsobom sa daj(Cftat’ vibracné spektrémolekul.
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RieSenie harmonického oscilatordudeme sa pridat Standardného postupu z PiSuta [5].
. - . ’ h
1. Zavedieme bezrozmernu vzdialenost /mé kde wp = \/k/m.

1d2y & _E
éd—£2+(}\_?)¢’_o’ )\—%

2. RieSenie v blizkosti okrajovych podmiengk— 4o
W(E) ~e ¥

3. RieSenie hladame v tvare

00

WE) =e TPH(E), H(E)= > e

4. H(&) sdha rovnicu

dH dH
— —2§——-H+2AH =0
d&? ¢ dé
5. Podmienka na koeficienty
s — 2n+1—-2A y

kon&né ak 2 = 2npax+ 1. ... toto s Hermiteove polynémy (a= 1,u; = 0 aleboug = 0,u; = 2,
existuju rekurzné vztahy, tabulky, vzorce. V pripade aktfad nebol konény tak pre pomer
naslednyclitlenov dostaneme

Unt2/Un ~ 2/N

Co je podobny rozvoj ako mé” a teda by sme prisli na nenormovatelny vysledok.

6. Par prvych vlastnych funkcii, striedanie parity, kl&sidimita.
Ho(§) = 1,H1(&) = 28, H3(§) =48> -2

Normovanie (cedé na 1)
1

vV 1t/22"n

VSimnime si opat paritu rieSeni - z hfadiska symetrie idgrfpad identicky s potencialovou jamou.

Nn:

7. Kvantovanie energie
1
En= ﬁwo(n+§),n: 0,1,2,...

- Planckova hypotéza pre elektromagnetické oscilatornsteinov model kmitov v tuhej latke vy-
svetlil merné skupenskeé teplo (vid' Statisticka fyzikafracervené spektra molekal. Az na nulové
kmity - energia zakladného stavu, tento vysledok potvrezdjtanost semi-klasického kvantova-
nia pouzitim ktorého sme ziskali podobny vysledok.

8. Nulové kmity - minimum energie konzistentné s principosumitosti.
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KonStruktivny pristup k Hermiteovym polynémom a fonény Rovnicu harmonického oscilatora mo-
Zeme napisat®

1d?y &2

et a¥ = AV (228)
1 d 1 d 1
72(—¥+f)ﬁ(§+f)'~l’ = ()\—§>‘.U (229)
Atay — (/\—%)w (230)
. 1.d o Lo d
sat-ata — 1— [ataaf]—af (232)

Fakt, 7e operatorp & &' davaju v séine Hamiltonian a zérov’esp'haja komut&ny vztah (232) ve-
die na nasledovnu mimoriadne déleZitl vlastnost: Ak stgve n-tym vilastnym stavom Hamiltonianu
harmonického oscilatora s energidy potom stav

atyn
je stavom s energioll, + 1 pretoze
ata@tyn) =atr@ta+1)yn=(An+1)(atyn) (233)
Podobne, stav
aun

je stavom s energiod, — 1. Harmonicky potencial je zdola ohr@&eny a preto musi existovat' stav z
najmensou vlastnou energiolg - pre ktory musi platit’

ayp=0 (234)

atedaz??) Ao—3 =0, tj. Ao = 3. Poslednu rovnicu mdzeme priamo riesit

1 /d
AEe - o
1

/2

Po(§) = Ne€/2N= (236)

A AN

Nasledne pomocou operataadi mbzeme ziskat' vSetky vlastné stavy s energiou vzdy o lowySdko
sme nasli aj v predoslom pristupe, takéty stav je jednoducho

Nn [&1]" o (237)
s vlastnou hodnotou (ktorej zmysel je jednoducho jeho pergmicom energia% = An je danaiA, =

n+3)
atayn =nyn, (238)

'8l'avd stranu druhej rovnice by sme mohli napisat' aj v tvatgly + &)(— 4 + &), tj. v op&nom poradi zatvoriek. V

tomto pripade by sme prisli k nenormovatelnym rieSeniaaniw 72,
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kde normovaciu konStanty, najdeme nasledovne

N = [ Wheatnis =[BT U AT un (239)
= [wisatyn= [ya(@'ar Dgn=(n+1) [ wiun (240)
= (n+1)NZ (241)
t.
Npr1=vn+ 1IN, = /(n+1)! (242)

pretozeNp = 1. Opat' pouzitim explicitného tvar operatah mbézeme napr. dostat

_i_d 1 _52/2_ 1
_\/é( _|_f) =

Y (&) 28 ¢/ (243)

i "t T Vi
o je v suhlase s druhym Hermiteovym polynombiaté ) uvedenym prv.

Toto rieSenie navadza na nasledovnu interpretaciu: kvgrscilator sa méze nachadzat' v stavoch s
réznym patom () fononov kazdy s energiobuwy, t.j. celkova energia jehay + %ﬁwo. Energia nulovych
kmitov sa pritom pripoitava vZdy - aj ked’ nieto ani jediného fononu. Na ziskateesvn-+ 1 fononmi,

t.j. na vytvorenie d'alSieho fondbnu musime na dany stav pifisaqperatoromat a preto tento nazyvame
kreatnym operatoromanalogicky operatoa hazyvameanihilathym operatoronmakolko tento jeden
fondn znti. Tento formalizmus predstavuje zaklad kvantovej teéliktromagnetického pola (ktoré sa
da popisat’ ako subor oscilatorov s roznymi frekvenciana)ag kvantovej teérie mnohyatastic.

2.3.5 Atom vodika (Sféricky-symetricky potencial)
Potencialna energia elektrénu v poli kladného jadra

&
Vi =  Amegr (244)

ma zavislost iba od radialnej vzdialenosti. Preto, preiamsutie separabilnosti SchR musime prejst k
sférickym suradniciam

X = rsin(8)coq ) (245)
y = rsin(@)sin(g) (246)
z = rcog0) (247)

Laplaceov operator v sférickych suradniciach nadobuda tva

10 (,0 1 0 (. .0 1 02
A = r_zﬁ (r E) + 7['25“'](9) % <S|n(6)%) + 7r23in2(9) a—qu (248)
1
Normovanie a ortogonalita v sférickych suradniciach
/ W () g (r)d®r = / W (r, 0, 0)Wj(r, @, 6)rsin(8)dBdg = & (250)

S pouzitim tzv. vahovacej funkcie (pdvod v Jakobiarfein(8).
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. , s 2 .
Atémové jednotky Prevedenim substiticie— rag, kdeag = % je tzv. Bohrov polomer & — EHa,

kdeHa = #ﬁzgz je atbmova jednotka energie, tzv. Hartree dostaneme Sch&e t
0
1 1
~580(r) + Z(r) = Eq(r) (251)

Niekedy sa tieZ pouZiva tzv. Rydberg, ktory je polovica zrelatt.j.Ry= %Ha.
Predbezné odbavenie uhlovej zavislosBrevedenim separaajgr) = R(r)Y (¢, 0) dostaneme pre uhlo-
vl Cast’ od potenciélu nezavislu rovnicu

Dy Y (9,0) =1(1+1)Y(¢,0), (252)

kde vlastni hodnotu uhlovépsti Laplaceovho operatora zapiSeme v tVére 1) nakolko, ako si ukéa-
Zeme, tieto vlastné hodnoty sa daju napisat’ prave v takévate prtom tzv. orbitalne kvantoveéisla

| =0,1,2,... a predstavuju vlastn&sla operatora kvadratu momentu hybnosti elektrénu. Kaastna
hodnotd je pritom 4 + 1 krat degenerovanda. Tieto kvantodi&la uz pozname z viacerych chemickych
suvislosti ako funkcis prel =0, p prel = 1 a.t.d. Degenerécia kazdého orbitalneho kvantovEhla

| stvisi s tzv. magnetickym kvantovygislomm= +|,+l —1,...,—I. Tudto dolezitu problematiku si
detailne preberieme neskor.

RieSenie radialnej SchRRadialnatast’ potom ma tvar

_:_Lid_rZ%R(r)_}R(r)-;-%R(r) =ER(r) (253)

Vidime, Ze vlastna hodnotal + 1) je parametrom tohto viastného problému. Radialne viasinkdie
budu ortogonalne v zmysle

/OwrzR;*(r)Rj(r)dr: 8j (254)

Ukazuje sa vyhodnédlenit Jakobian symetricky k vlastnym funkciam a teda didii radialne funkcie
u(r) = rR(r). Substiticiou fahko najdeme novu radialnu rovnicu

1d2u(r) 1 I(1+1)

2 dr? _Fu(r)-l_ 2r2 ur) = Eu(r) (255)

Asymptoticky charakter pre— o - hfadame viazané stavyks < 0.

~ 1d2u(n)
2 dr?

= Eu(r) (256)

tj. u(r) ~ e V2Er
Asymptoticky charakter pre— 0

1d2u(r)  1(1+1)

2 A o u(r) =0 (237)
Ponuka sa homogénna funkcig) ~ r:
1 a2 1(0+1) 4
—éa(a—l)r +7r =0 (258)
—a(a-1)+I1(1+1) = O (259)

s jedinym rieSenim kordaym prer = 0 danyma =1+ 1.
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Celkové rieSenie teda budeme hladat’ v tvare

u(r) =e V2ErL(r), L(r)=r"t1 i Lpr™ (260)
nr=0
Pomocou vyrazu pre druht derivaciu
%‘ 2EINL/ (1) — \/2[E[e~VZEIrL(r) (261)
j—i;‘ = e V2ENL(r)—2U'(r)\/2|E|e” V2EI 4 2/E|e VZEIr (1) (262)

rahko najdeme rovnicu ktort musi iggat L(r):

L” )+ /2EL(r) ——L PP e e (263)

Dosadenim mocninného rozvoja dostaneme

1
Z<_§(|+1+nr)(|+1+nr—1)|-nrr|+1+nr_2+ 20E[(1+14np)Lp r HHHL (264)
Nr
[(1+1
e 0D ; )Ln,r|+l+nr2) =0 (265)

a teda pre&tlen pri mocnineg' +1+"—2 dostaneme
(I+1+n)(l +1+n —21)Lp, —2/2/E|(I +14+n — 1)Ly 1+ 2L 1 — 1 (1 +1)Lp, =0 (266)
Cize pre koeficienty dostavame rekurzivny vztah

2[E](I + 1) — 1

Lo, = 2Ln
Y 0 1) (I +n) — 11+ 1)

(267)

Opatovne, tento rad bude mat kamg normovatelny séet iba ak bude korday t.j. existuje takén"
ZeLpmax, 1 = 0 Co je ekvivalentné podmienke

V2IE|(I+n"™+1)—1 = 0 (268)

1 1
&= T 12 (269)

Celé kladn&islon = | + n"®+ 1 ma zmysel p&tu uzlovych bodov radialnej funkcigr) a jednoznéne

urcuje vlastna energiu
11 mé
En=——-— ————= VS.L
T T 2m (X R216m2e2 )

a preto ho nazyvamavnym kvantovym Cislostavov elektronu v atbme vodika. Toto je vysledok ktory
sme pévodne nasli Bohrovym semi-klasickym odvodenim aasild absofnymi Ciarami. Energia s
hlavhym kvantovyntislomn bude vo vSeobecnosti degenerovana pretoze

Nn=1+nm"*+1=(1-1)+M"**+1)+1=...=(1-1)+("*+1)+1
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pricom kazdé je 2 + 1 krat degenerované a teda celkova je

n—1 n
Z}z +1=2(N-140)5+n= n?
|=

krat degenerované.
K tymto energidm patria vinové funkcie typu

Uny (1) = Ny g (r)e V2RI, (270)

z ktorej vidiet' Ze so stapajucim hlavnym kvantovyéislomn rastie efektivna vzdialenost' elektrén od
jadra principialne diktovana exponencialnym faktororm Keesa na le na vzdialenosti

1
V/2|Eq|

Vidime Ze vybrana jednotka vzdialenosti - Bohrov poloragr zodpoveda efektivnej vzdialenosti elek-
tronu od jadra v najnizSom stave vodika.

Podobne ako pri Harmonickom oscilatory, aj tu su funkgjér) v blizkom vztahu s istymi Specialny-
mi funkciami, no pre prakticke vymty Uplne stéi skonstruovat prvych par pomocou nami odvodenych
vzorcov a naslednym normovanim. Toto predstavuje pr@aano aj ked’ zéhava ulohu. Nakoniec najde-
me napr.

X ag = N X ag.

2 _r
Ro=11=0(r) = @e %, (271)
ag
1 r ——
Ra—2i-0(r) = m(Z—g)e %8, (272)
1 r _r
Ro—2i=1(r) = (208)72 2 \/ge 25 , (273)

Spojenim radialnej zavislosti s uhlovou dostaneme nasleglulastné stavy Hamiltonianu, v ktorych sa
moze elektrén nachadzat”

Unim(®,0) = Ry(NYim(@,0),n=2123,..;1=0,1,...n=1Lm=—I,—1+1.. + (274)
1
Enim = —ﬁHa (275)

2.3.6 Rotacie a operator momentu hybnosti

V predchédzajucdjasti sme velmi stroho vybavili uhlova zavislost' vinovyéunkcii stavov elektrénu v
atome vodika. Uviedli sme iba Ze uhlové funkcie su vlastrnigmkciami rovnice

—Dp oY (9,0)=1(1+1)Y(0,0). (276)

Hoci by sme mohli postupovat podobne ako v pripade parg@rdiferencialnych rovnic doteraz, uka-
zuje sa vyhodnejSim Zat' z Uvah o symetrii naSej ulohy. Hamiltonian elektronuoli ixladného jadra
ma evidenthe Uplna sférickd symetriu. Znamena to Ze aotion sustavy o flubovolny uhol

X7y7z—>xl7y’7zl (277)
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vedie na identicky Hamiltonian, vyjadreny v novych suraibih. Operator zodpovedajlci tejto symetrii
najdeme nasledovne: Namiesto suradnic budentabsamotnu funkciu. Pre otenie o infinitezimalny
uholda okolo osi danej jednotkovym vektoromto znamena Ze funkcié(r) preide na

f'(r) = f(r —dan xr).

¢o mb6zeme zapisat’ ako posobenie operatora

Ouaf(r) = f(r—danxr)=f(r)—0f(r) - (daxr)+0(a?) (278)
f(r)—da-rxOf(r)+ 0(a?) (279)

t.].
Ogo =1—da-rxO+... (280)

Zmenu funkcie pri infinitezimalnom obeni okolo fixovanej osi teda m6Zeme napisat’ ako
Oga f(1) = —n -7 x Of(r)da (281)
¢o m6zeme formalne zintegrovat' do tvaru
Ou f(r) =e Ut (r) (282)

Nakolko a je ibacislo (nezahiujuc konstantny smet), mdéZzeme hladat’ vlastné funckie operécie sy-
metrie ako vlastné funckie operatora
L, = —ihn-r x [O. (283)

takto zavedeny operator je Hermitovsky (dévod ptkerenie faktora) a naviac z pohladu kanonického
kvantovania zodpovedé operatoru priemetomentu hybnostio smerun (dévod pre ¢lenenie fakto-
ra h). NaSe Uvahy poukazuju na Uzky vztah medzi operaciou ®tamperatorom hybnosti. V tejto
suvislosti sa operator momentu hybnosti v danom smere aaggeneratorom rotacii

Z vSeobecnych vlastnosti stacionarnej SchR vieme, Ze pmmdastnych funkcii operatora symet-
rie dandho Hamiltonianu vieme lahsi hlfadat' vlastné farkHamiltonianu. Ked'Ze tento je symetric-
ky vzhladom na fubovolné ottenie, mali by sme sa zaujimat o vlastné funkcie priemetowmentu
hybnosti do vSetkych troch smerolz, Ly,L,. Tieto ale, podobne ako rotécie okolo réznych osi v 3D,
nekomutuja,

[L.Ly] = ifAL, (284)
L, L] = ALy (286)

a preto nemodzu mat ani spaloé vliastné funckie. Musime si teda vybrat iba jeden z tydyperatorov
pre konstrukciu vlastnych stavov Hamiltonianu. Konveneig,.

Okrem priemetov, z klasickej mechaniky vieme Ze aj velkasbmentu hybnosti je pre sféricky-
symetické problémy konstantna. PretoZe ide o skalarnyéopeiie evidentné Ze bude komutovaf sa
teda mb6zeme hladat’ ich spainé vlastné funckie. Operator kvadratu momentu hybnosti je

2= (24242 (287)
ktory moZno pomocou operatorov

Lt = Ly+ily (288)

L~ = Ly—ily (289)
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napisat v tvare
12=[. 0+ (2R, (290)
Operatory+ a— sgnaji komuténé vztahy
[L,L] = AL* (291)

[L,L,] = AL- (292)

ktoré nam pomozu najst vlastné funkcie operatdrewa L.

L2A,m) = R2A|A,m) (293)
LJA,m) = RAm|A,m) (294)

A > n? lebo (295)

12-(2 = %(LL*#—L*L) (296)
(AAT) >0 (297)
(298)

LY|A,m) = C,(A,mA|l,m+1) (299)
L=I,m) = C_(A,mhA|l,m—1) (300)

pretozeA > m?, musi existovat maximalnemax= | pre ktoré
LY|A,I) =0 (301)
Potom
L-LY A=A —=12=DR?|A,1) =0
t.j.
A=I(1+1) (302)

Preto budeme v d'alSom pisat pre vlastné stdyyn), t.j. miestoA |, a pamatat si Ze pritom vlastna
hodnotal? je I (I + 1)R?. Kvantovég&islo|, ktoré, ako sme pri rieSeni radialnej rovnice moze pre atéom

vodika nadobudat hodnoty=0, 1, ..., n— 1 pre dané& nazyvame aj orbitalnym kvantovyéislom pretoze
urZuje velkost celkového momentu hybnosti elektronu aaej orbite”, t.j. pre daneg.
Podobne musi existovatini, = |’ pre ktoré plati
L= |I,I") =0
t..
L L 11y = (1(1+1) = ()2 +1)R?[1,1") =0
Co ma dve rieSenia
"= —lal'=I"+1

pricom iba prvé sﬁ\a podmienku Ze je to minimalna hodnobgin.
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Vidime teda, Ze pre danu vlasntd hodnotu kvadratu momertindstii?’A = | (1 + 1)R%, mamem =

I,1 —1,...,—I, t.j. 20 +1 r6éznych stavov s vlastnymi hodnotami priemetu momentunbgbna oz. No
na to, aby sme sa dostalnz=| dom = —I| po jednotkovom kroku, musi platit Z&slocCislol musi byt
celctiselny nasobok. Napr.
=1 ; m=+10,-1 (303)
=2 ; m=+2,+10-1,-2 (304)
1 1 1
I_Q ; m—+§,—§ (305)
3 3 1 1 3
|—§ ; m—-l—é,-i—é,—é,—é (306)
Samotné koeficient¢, (I,m) aC_(l,m) ur€ime z normy
Ce(bmPam+ilmtD) = (mL Lo lm=(,m2-(2-A,m  (307)
= R(I(4+1)—m?—m) =R —m)(I+m+1) (308)
Ked'Ze vinové funkcie st @ené aZ na fakto#® mozeme tieto zvolit' tak Ze
C.(lbm) = Ay/(I-m)(I+m+1) (309)
Podobne ngjdeme
C_(ILbm) = hy/(I+m)(l—m+1) (310)

VSetky doteraz odvodené vlastnosti su Uplne vSeobecndéywgjficeCisto z komuténych vztahov
medzi generatormi rotacii. Konkrétmeprezentaciwlastnych funkcii ziskame ak budeme pozadovat' Ze
tieto operatory maju posobit’ na vinove funkcie jedbagtice (teoreticky to mozu byt aj vinove funkcie
viac Castic alebo vobec nie funkcie ale k@ne-rozmerné matice).

2.3.7 Sférické harmonické funkcie

Najjednoduchsi pristup k vlastnym funckiam operéatosaa L2 jednejcastice je ak vyjadrime posled-
né v sférickych suradniciach. Pre tentéeimusime najprv napisat v sférickych suraniciach operat
gradientu
N 1 0 N 10

e~ +tep——5-tes-55

"or " “?rsin(0)de " °rae
kdeer,eq aeg SU tri ortogonalne jednotkové vektory v bode, 6 orientované v smere zmeny relevant-
nych saradnic. Tieto lahko vyjadrime pomocou kartézkydnptkovych vektorov, 5, k

0= (311)

er = cog@)sin(0)i+sin(@)sin(0)j +cog0)k (312)
ep = —Sin(@)i+cog@)j (313)
ep = cog@)cogO)i+sin(@)cogB)j—sin(0)k (314)

Pomocou ktorych najdeme prepis zloziek operatora gradierkartézkych zlozkach ale v sférickych
suradniciach

: ' 2]
da_x = ¢-0= cos(go)sm(@)% — rsslinrs(%)) dd_qo —cos(qo)rcos( )% (315)
o . . d coqdg) d sin(p)cog0) o
VAR U LG b e ) T (316)
J B Jd sin(@) 0

41



Pre ziskanie priemetov operatorov momentou hybnosti dr, gsi nakoniec musime vyjadrit

L=—ifrx0O (318)
t.).
~ . 7} 0 0
L, = _Iﬁ<xﬁ_y_yc9_x)__lﬁ% (319)
S 0 2\ . . 0 cog@)cog0) 0
Ly = Iﬁ<ydz Zdy)_ |ﬁ< sm((p)de sn@) 99 (320)
s 0 a\ . 0 cog0)sin(gp) 0
Ly = |ﬁ<z& Xd_z)_ |ﬁ(cos((p)de sn@) 99 (321)
a teda z posledného dostaneme pre operdtorg L~
~ ip 0 ip 0 00 00
+ — _ipliee . _ % ) _ 0 R
L |ﬁ<|e 36 cotg(0)¢€ 0(p) ﬁ(e‘ 09+|cotg(9)e' a(p) (322)
- = —ih —ie‘i"’d——cotg(e)e‘iq’a— =h —e‘i“’i-l—icotg(e)e‘iq’a— (323)
00 a0 00 o9
Z vysSie uvenenych vyraz sa mézeme presitere
8 1 9 d 1 92
L2 =—— — |sinf)=— | —-——— 324
sm(@)d@( ( >ae) Sin?(6) d¢? (324)

a teda zodpoveda uhlovéasti Laplaceovho operatora, a teda identifikacia jej miast hodn6t v tvare
2l (1 4+ 1) je plne v zhode s vysledkami ziskanymi v tejsti.

UkaZeme si ako najdeme pomocou tychto predpisov konkrgamptastnych funckii. Z tvaru opera-
toraL, evidentne vyplyva Ze vlastné funkdie maju tvar

Prm(@) = (@[l m) = J%Témq’ (325)

PretoZe vinova funkcia musi byt jednoZimu funkciou priestorovych sdradnic, musi platit Ze pné/u
¢ = 0 a@ = 2mmusi nadobudat’ ta istu hodnotu, t.j.

z coho vyplyva kvantovanie moznych hodmit
m=0,+1+2 ... (326)

Znamena to Ze z teoreticky pripustnych hodn6t najdenycledqgirddzajicejasti sa v pripade vinovych
funckii jednejcastice realizuju iba cefiiselné a nie aj pol-a-caitselné hodnoty.
Spold&né vlastné funckie musia mat teda tvar

Yl,m(q’a 0) = Oim(6)Pm(®) (327)
Operator_t pdsobiaci na stayp, 6], m= |) musi dat nulu a preto
o0 ip 0 1 .

Y 2 |\ _= dle —

ﬁ(e‘ 50 +ictg(6)€ a(p) \/ﬁé ©(0) 0 (328)
7}
<% — Ictg(G)) oul) =0 (329)
o | .
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tj.
O(x) = constxx (331)

KonStantu normovania @ime z podmienky

/" /zndnsin(eme\qr(cp,e)v”(cp,e) ~ 1t (332)
0 Jo
/osin(e)eﬁ(e)@”(e)de — 1 (333)
/0 " const x sir?+1(9)d6 = 1 (334)
@2+1)! 1
const=N, = BRI (335)

RieSenie s maximalnym = | je teda
N
V21

Stavy sm=1—1,1 —2,...,—| dostaneme néaslednym pdsobenim operdtora
Namiesto vSeobecnych vztahov ziskame d@spajdolezitejSie funkcie k= 0,1 prip. 2. Prirodzene,
| =0je

Yii (6, 9)—==€'?sirl (6) (336)

Yoo(®, 6) (337)

:E-[’

t.j. nezavislé od smeru. Znamna to Ze vlastné funkcie s kvagntm Cislom|l = 0 maju pIna sféricku
symetriu.

19
Y11(9,0) = —%T\/gsin(e)w%(xﬂy) (338)
Vo(.8) = Ve —e (-~ 2 - S en)  @39)
- \/%T\/@cos{e)wé (340)
A —i¢
%00 = 0.0 = 0 Bsne ~ Hooy (341)

Ak by sme takto postupovali aj ple= 2 zistili by sme Ze funkcie =2, m=2,1,0,—1,—2 su line-
arnou kombinéaciou polynémawy, xz yz x2,y? t.j. v3etkych moZnych homogénnych polynémov radu 2
s vylti&enim jedného x? + y? + 72. Tento posledny je totiZ sféricky symetricky a teda predsjfun-
kciu sl = 0. Ide teda o linearny priestor s dimenziou 5, presne ako alastaktné Gvahy naznaZovali -
m=2,1,0,—1, —2. Podobne sa lahko presvdche Ze pré = 3 mame

341—-1Y) 5!
( | )—ﬁ—l"

r6znych homogénnych polynémov 3-tieho stapz toho 3

r2x,r2y, r’z
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tvoria funkcie 4 = 1 a teda funkcii $ = 3 je 10-3=7, presne ako sme dostathz= —3,-2,...,3.

Na tabuli nakreslim ako takéto funkcie vyzeraju...
V molekulovej a atbmovej fyzike sa tieZ nazyvaju funkcieuyp p, d afprel =0,1,2a 3.

Tymto sme nasli aj uhlovl zavislost' vinovych funkcii Hatoitidnu pre elektréon v atobme vodika.
VSimnime si Ze identické uhlové funckie bude mat’ akykdfwentralne symetricky potenciéb je dévod
preco funkcieYy, su mimoriadne délezZité aj pre viac-elektrbnové atomy.
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2.3.8 Potenciélova bariéra/jama v jednom rozmere, tunelanie

Posledny kvantovo-mechanicky systém ktorému sa budenwvaeie popiscastice pri pohybe v poten-
cialy nezavislom og az pricom jeho zavislost od je dana predpisom

[ Vo x€(0,a)
V0={ 0 e Cm0 ae (342)
Premenné a z méZeme teda jednoducho odseparovat¢am celkova vinova funkcia nadobudne
tvar

1 .
W =~ _éytka) 343
(X7y7z> /[;E; ¢@(X> ( )
E celkova vlastna energia
R 22
E= 2m(ky+kz)+£ (344)

Nasledovny postup je obsahom nasledujuceho problému:
Rozptyl Castice na modelovom potenciale
Zadanie:

RieSte rozptyl volnefastice na bariére s potencialom V(x), kde V(=> 0 pre 0<x < aa V(x)=0
inde, t.j. prislusnd Schrédingerovu rovnicu s okrajovodp@nkou(x — —o) = AdkX  Be kX g
P(x — o) = Cdk* (vid’ obr.(1)). VIna sA reprezentuje dopadajudast’ vinovej funkie B odrazenl &
prechadzajucu. Ako zavisi situacia od rozdielu enetgstices a potencialonV,? Ako sa zmeni situacia,
preV, < 0 a ako to suvisi z lokalizovanymi stavmi na takejto potelovid jame?

Energia

—b Ee "+ Fs —

ikx =ikx ik=
Ae  + Be Ce

o 2] Suradnica x

Wy

Obrazok 1: Situacia pri rozptyl&astice na bariére (jame).

Kvalitativnou Uvahou (pomocou principu néitosti) odhadnite pre aku bariéru (ako vysoku, ako Si-
roku) je pravdepodobnost tunelovariastice relativne velka, porovnajte s presnymi vysledkam

RieSenie:
Rozptyl budeme rieSit hfadanim rieSeni stacionarnejr8dimgerovej rovnice s okrajovymi podmien-
kami danymi v zadani, t.j. rovnice

R d2y(x)
2m dx2

+VY(x) = eg(x). (345)

Okrajové podmienka viavo nam fixuje energiastice n& = % t.j. energiu volnegastice s hybnostou
p = hk. Té& je dana okrajovou podmienkou - pre stav reprezentggigticu nalietajucu zfava poZzadujeme
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aby d'aleko vpravo stav reprezentolsticu pohybujlcu sa iba do prava, t.j. pre> co poZadujeme
Y(x) ~ Ceé, Hradame teda vlastny stav operatora energie s energioowiepred. Ako uvidime, pre
fubovolna € > 0 takyto stav existuje.

Rozdelme cell og na triregiony I.x € (—,0); Il. x e (0,a) a lll. x € (a,+), kde v kazdom z nich
je potencialV (x) spojitou, dokonca konStantnou funkciou. V takomto pripadéenie SchR v tychto
regiénoch je trividlne:

L (x) = Ad*+ Be K k= VEME,

I () — B+ Fe g - Y20,

. g (x) = CEX*+ De kX k = Y2me,

kde A,B,C,D,E,F st l'ubovolné komplexmiésla. Okrajové podmienky tuju velkost' k a teda aj energiu
€, a diktuju Ze musi bytD = 0 Zmysel komplexnych konstant sa najlepSie ozrejmi pomaownice
kontinuity pre pravdepodonost’, vyplyvajluci€asovej SchR:

oY (P

QU0 =0 5= Arel w0 (-im2)woo . (346)

kde ] ma zmysel hustoty tokbastic. PouZitim tvaru vinovej funkcie pxe— 4o dostaneme

o = A*AE"+B*B<—EK) (347)
m m

. Pk

o = CC (348)

Toto dava zmysel vyrazom pre relativnygescastic, ktoré presli z oo do+-o v tvareP ~ C*C/A*A, ktory
bude pouzity d'alej. Z rovnice kontinuity sa da tieZ pouzitiej vyplyvajaca podminka pre zachovavanie
toku j: A*A+B*B = C*C napr. pre vyp06etB*B (vid' neskér).

Jednotlive rieSenia treba teraz zoSit' podmienkami spsijia diferencovatelnosti v bodoch= 0 aa.
Tie daju:

V bodex = a: V bodex = 0:
Ed®+Fe @@ — cd@  (349) A+B = E+F (351)
qEE®R _qgFe '@ = kcd?@ (350) KA—kB = QE—gF (352)
EliminaciouC z (349) a (350) dostaneme
-k ,
F— E‘ZIan, 353
q+k (353)

¢o dava amplitadu odrazenej viny ako funkciu amplitudy dtgpacej viny. Dosadenim (353) resp. jegj
inverznej rovnici do (349) dostaneme pria@ F ako funkcieC:

(g+ket9a

E = C (354)
_k)dk+aa
F oo clazke™™ k;‘j (355)
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Po vynasobeni (351)ls dosadeni (354) a (355) sptanim (351) a (352) dostaneme amplitidu precha-
dajucej viny ako funkciu dopadajucej viny:

4kqefika
© Al ke (g ke (350)
Podobne, pouzitim (351) s dosadenymi (354), (355) a do Bis6)(dostaneme amplitidu odrazenej viny
od bariéry ako funkciu amplitidy dopadnutej viny:

(9+ke "+ (q—ke®
(q+k)%e@—(q— k)zéqa) '

(357)

B:A<—1+2k

Analyza vysledkov
Nech najprvE > Vp,E > 0. Potomk,q su realneCisla (vid'. ich zavedenie), a pravdepodobnost

prechodu cez bariém ~ $&:. Upravou (356) dostaneme:
16k2q2
T @tk (@-K* - (g KZ(q- k)2 e R
B 16k2q2
T (q+ K4+ (q—K)* = 2(q+K)2(q— k)2(1— 2sirf(qa))
16k2q2

16k202 + 4(q+k)2(q— k)2sir?(qa)

2_k2)2 -1
<1+ %smﬂqa))
PouZzitim vzthov prek, g nakoniec mame

o <1+Vozsin2(qa)>l, o— v/2m(E —Vp) (358)

4E(E —Vp) h '

Tato zavislost' je ukédzana na obr. (2), f#¢é|Vo| > 1, pre tri rézne “Sirky” bariér)}%a2 = +0.5,£3.0
pricom zaporné znamienka zodpovedaju rozptyle na potengjaime, ked' jeVp < 0. Zaujimava je tu
nasledovna skutmost'; aj ked' je energi&astice vaia ako potencial bariéry, m6ze nastat odraz spat
- klasicky nepripustna situacia. Energie, pre ktoré jerspatiraz najsilnejSi su dané situaciou, ked' je
menovatel v (358) maximalny. Tieto energie nesu informdxtvare potencialu (najma jeho Sikeloto
sa aj prakticky vyuziva v 3D rozptyloch na zistovanie cheau interakcii medztasticami.

Teraz sa pozrime na situacup > E > 0. V tomto pripade sg stava kompexnyngislom, tak si

zavedieme:
5= —iq——i 2m(§ —Vo) _ Zm(\ﬁ/"_ S (359)

Z (356) potom okamzite mame

4kiseka
C=A 360
(i5+K)2e%a — (i5 —k)2e%a (360)

a pre pravdepodobnost prechodu (tunelovania)

16k252

P (@ 5?) (e %) 1 2i6k(@P? + e %)) xCC.
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Relativnha pravdepodobnost

I I I I I
Il —
0.8 Vop=0.1——
Vo=0.5
Vo =30------
Vp=-0.5 o
Vo =-3.0
| | |
15 2 2.5 3

E/Vo

Obrazok 2: Pravdepodobnost prechodu/tunelovania ceéhaako funkciee /g pre rozne hodnotyp.

16k252
(k2 — 52)24sintt(da) + 16562k2 costt(da)

2 52\2 252 -1
((k ik>2;2_4k J sinhz(c‘ia)-i-l)

2 s2\2 -1
— <1+7<k4:222) sinhz(c‘ia))

Co po dosaderk, 5 da

VZsint?(3a) - _ V/2m(Vo—E)
P (H 4E(V0—E)> 0= R (361

V pripade dlhej bariéry jad >> 1 a lahko dostaneme priblizny vzorec

16E(\Vp— E
pr TEMZE) 20 (362)
VO

NajsilnejSia zavislost od energ@stice (exponencialna) pochadza od faktoru
P~ e fV2mVo-E)a, (363)

Tento vysledok moZno zovSeobecnit na priblizny odhad edapodobnosti tunelovania cez potenciélovu
bariéruV (x) v tvare
P ~ e # /3 v/2mV (x)—E)dx (364)

kdex=aax= b su dané bodmi obratu klasickEstice/ (a) =V (b) = E. Tento vzorec séasto pouzZiva
napr. pre odhad tunelovacieho pradu v tunelovacich diddach

Odhad energie pre ktoru bude pravdepodobnopst’ prechostatdine velka sa da urobit’ aj na za-
klade klasickych predstav spojenych s principom dieosti. Predpokladajme Z&astica nalietajluca na

48



bariéru o velkostiViy a dZke a nie je vo vlastnom stave Hamiltonianu ale v stave vinovéhékaas
energiouE a neutitostou energi®dE. S tou suvisi aj neditost hybnosti

5p:%55:% (365)

pricom pre hybnost samotnt mame v oblasti mimo barjgsy 2mE. Toto ale plati iba abE /E << 1.
NA&S priblizny odhad (363) plati &k << \p a teda neplatdE = 2(Vp—E) << E. V pripadeE <<\ tj.
OE >> E mdZeme urobit’ odhad netitosti hybnosti ako

dp ~ V2méE ~ v/2m(Vo — E). (366)
Princip neutitosti nam potom hovori Ze pre balik musi platit’
V2moEdXx > h (367)

AK je neuKkitost’ energie véSia akoVp — E potom pravdepodobnost, Ze bariéru preide je signifikgntna
nakolko je signifikantna pravdepodobnost, Ze Gestica energiu \GSiu akoVp. Na druhej strane, ak
je balik rozmazany v priestore nad&ej a v&sej vzdialenostdx > a, pricom energia balik& a vyska
bariéryVy su konstantné, potom prechod je viac a viac pravdepodolmeyoze pravdepodobnost, Ze
sacastica bude nachadzat v zakazanej oblasti (kde by malarzagkinetickl energiu) bude mensia a
menSia. V sumare teda, Z&bvaniedx > a aj 0E > 2(Vp — E) zvySuje pravdepodobnost’ prechodu.
Hranicny pripad, konzistentny s principom néitosti (367), nas vedie k podmienke

2m(Vp—E)a~h, (368)

konzistentnej s vysledkom (363).
Singularita v odozve ako indikator vlastnych stavov.Nakoniec sa pozrim&o nam povie rieSenie (356)
pre 0> E > V. Tato situacia je totozna s prikladom na viazané (lokahn&) stavy takejto potencialovej
jamy. Od tial vieme, Ze existuje iba kotey pacet diskrétnych energi,, pre ktoré rieSenie existuje. To
isté by malo vyjst aj teraz.

Nakol'ko k je imaginarne, zavedieme nové oZeaie

VvV2mE  /—-2mE
h h

Na rozdiel od predchadzajucich situacii budeme analyzpxiamo rovnicu odozvy (356). Preimagi-
narne predstavuje vina s koeficient@prex > 0 klesajucu exponencialtp by prichadzalo pre viazany
stav do Uvahy. Vina s koeficientofje vSak exponencialne narastajuca pre 0 a preto by sme mali
poZzadovatA = 0. Fyzikélne to znamen4, hladat’ nenulové rieSe@ie4(0) s tym, Ze Ziadn&astica ne-
dopada A = 0), t.j. zrejme viazany stav. Toto sa da dosiahnut' iba aknzk na pravej strane rovnice
odozvy (356) je singularny, t.j. jeho menovatel nulovy:

(q+ik)%e% —(q—ik)%®?® = 0
(q+ik)e 92 — t(q—ik)d9/?
efiqa/z x eiqa/2

K=—ik=—i >0 (369)

qe—iqa/zieiqa/z = Ik
A teda,
qtg(ga/2) = K, pre horné znamienka
gcotgga/2) = -k, pre dolné znamienka
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Toto su presne rovnice pre vlastné energie symetrickychisyametrickych stavov jednorozmernej kvan-
tovej jamy.

Rovnicu (356) m6Zeme chapat akalozvusystému na dopadajicu rovinna vinu (s amplitadgu
pricom odozva je, Ze vinu odrazi (s koeficient®na Ciast@ne prepusti za bariéru (s koeficient@h
Singularita v odozve systému je velmi vSeobecnd indikégieho vlastnych stavoch (moédoch) nie len v
kvantovej mechanike, ale aj napr. v tedrii elektrickych athov alebo rezonancii mechanickych sustav.
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2.4 Priblizné metddy rieSenia SchR
2.4.1 Variatna metdda
e jej zakladom je variény princip
5/4: YW (r)d®r =0, /|w (370)

ukazeme si ekvivalenciu s SchR minimalizovanim pomocowtelkagrangeovych multiplikato-
rov. (Je mozné Ze ju nepozname a preto ju motivujeme hladaminima funkcie dvoch premen-
nych f (x,y) s reStrikcioug(y,x) = 0.)

e dolezité - flexibilna (dostatmy pcet vari&€nych parametrov), no fyzikalnu podstatu vystihujluca
vinova funkcia.

e nelinearne parametre - numerick optimalizacia. Napr. pre

H = 2 Vo(1-+ Agexpl—01))8(3) -+ V(L Ay ex ) B(~X)

Vo >> V4, vyskytujuci sa v polovodiovych heteroStruktarach na rozhrani polowada kovu, kde
mozZeme hladat viazané stavy v tvare

@(x) = Nx&*0(—x)

kdey je “nelinearny” parameter. PresnejSi vysledok (a niZzSergin) by sme dostali komplikova-
nejSou funkciou napr.
@(X) = Ny (x— b)e"*0(—x) + Me Y20 (x)

e linearne parametre - algebraické rieSenie (LCAO, Lineantwoation of atomic orbitals)

N
W) = Yox), [xrxm =5, (37D
5 (Z ¢ (Hij —ESj)Cj)> =0 (372)
]
zHijCj = EszC]‘, (373)
J J

¢o predstavuje zovSeobecneny vlastny problém. Ma vo v&eoiséN viastnych vektorog c? }yzl
a vIastn;'/c:h“:l'seI{EO’}2:1 z ktorych ten s najnizSou energi@? minimalizuje energiu. Ostatné su
aproximaciami excitovanych stavov.

Priklad: Molekula H; Nech protony su v miestaeh arp, = —r1, |2r1| =d

2
- P 1 1 (374)
2 |r—ri |r—mr
W(r) = cns(r —r1) +Cns(r+12), Yns(r) =2 (375)
1
H = Hor= A A A~ —— 7
11 22=E&+ <0, i1 (376)
a .
Hiz = Hau=T, T<0Tl ~(&- 77
12 21=1T, <0, (&0 d+1)e (377)
Sy = Sp=1 Sp=S1~e (378)
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Obrazok 3: Zavislost energie moIekuIH/z+ od vzdialenosti proténov. pre = 5,6 ide o vazbovy stav a
prea = 3 uZ viazany stav neexistuje.

g+A—E (80— g%7)e 9—Eed |

(80— g%7)e 9 —Ee® g+A—E =0 (379)
a —d

EL = At(e———E

+ g+A+ (& dr1 +)e") (380)
E: = (1+e D g+A+(s —L)e‘ (381)

d+1
1+qe™d
E: = & ~ (382)

(d+1)(1+e9)

Aj zo symetrie mozno vidiet Ze prE, je c; = ¢, = 1//2 pricom v tomto pripade ide wézbovy stav
nakolko evidentné ;. < &. Druhy, stav je tzvanti-vazbovynakol'ko tento nevedie na stabilni molekulu.

Je zaujimavé, Ze pre isté hodnoty parametkgsledok vedie k vzdialenodtiyin, pre ktoru je energie
E. minimalna, t.j. k rovnovaznej geometrii. Presné&emie tohto parametra je mozné numerickym
vypoctomt®. Pre sledovanie zavislosti energie od vzdialenosti mugielektronovej energii, ktori sme
prave nasli pridat’ aj repulziu jadier

Vee: 1/d
Ako podmienku minima potom dostaneme
d
ﬁ(Ef +Vee) = O — dm|n = ... (383)

Namiesto vypOtu si pozrime aspo zavislost E(d, a) na obrazku. Zavislost energie anti-vazbového
stavu nema minimum pre tieto hodnoty parametr&o demonstruje pévod nazvu pre tento stav.

RozvojomE, (d) v okoli d = dmjn do Taylorovho radu by sme mohli najst frekvenciu vibracidm
lekuly H3 v zmysle na3ej diskusii v stvislosti s Harmonickym oscilé. Pridanie nulovych kmitov k
celkovej energii zakladného stavu mdZe v principe zmeafirnvazobny stav na rezonanéiina celkom
neviazany.

9presnejsie povedané, uphegiceciselné faktory nam povyskakuju kade-tade, napr. aj v grekiom integraleti v
ostatnych maticovych elementoch. Tu Glohu vSetkych tykkisditativne simulujeme iba tymto jedinym parametram
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2.4.2 Stacionarna poruchova metoda

Pri rieSeni mnohych problémov gasto stretavame so situaciou kédstica sa nachadza v potencialy,
ktory sa len mélo liSi od potencialu pre ktory sme uz tlohwpyen vyrieSili. Najjednoduchsim, ale pri-
tom mimoriadne délezitym prikladom je pritomnost atomulika v makroskopickom elektrickom alebo
magnetickom poli, ktorych sila je podstatne mensia akackgenergie v probléme samostatného vodika.
Experimentélne sa v absampych spektrach plynov pozoruje, Ze energetické hladiny gali Stiepia a
posuvaju. Podobné posuny vidno aj v absorch spektrach tuhych latok a aj ked’ ide o komplikovanejsi
systém, podstata tychto javov je podobna.

Celkovy HamiltonianH si rozdelime na tzv. neporuseny Hamiltontdg o ktorom predpokladame
Ze jeho vlastné stavy a energie pozname

Ho[n,0) = Eno|n,0), n=0,1,2,... (384)

a tzv. poruchuAH, od ktorej predpokladame Ze je "mald"v porovnariis "Malost"pre operatory
mébzeme chépat v tom zmysle Ze

(¢| AH |@) << (@|Ho|®)

pre fyzikélne relevantni mnozinu stavey) (napr. {|n,0)}). Tato "malost™typicky reprezentuje isty
bezrozmerny parameter,<< 1, v zmysle

(| AH |@) ~ A aleboAH ~ A (385)
Zavedieme konvenciu Ze faktarbudeme pisat’ explicitne t.j. poruchu budeme pisat ako
ADH.
Pre rieSenie celého problému
Ho+AAH |m) = Em|m) (386)

budeme hladat’ rieSenie v tvare rozvoja do mocnin bezromgte parametra

m) = MO)+A|m1)+A2m2)+... (387)

mi) = Y cinln,0) (388)
n

Em = Emo+AEm1+A%Ema+... (389)

Dosadenim tychto rozvojov do rovnice (386) dostanemae pe (Co predstavuje naozaj slabu poruchu...)
Ho|m, 0) = Emo|m,0) (390)

. .y, > 0 . , N « , .
t.j. vidime zecﬁn% = OmnaEmo = Eno. T.j. v nultom rade dostavame neporuSene stavy a energie.

Derivovanim podlaA a poloZenimA = 0 ziskameleny do prvého radu vzhfadom ia
Ho|m 1) +AH|m,0) = Emo|m 1)+ Emz1|m,0) (391)
Nasobenim zlava ém, 0| a integrovanim, a uvazenim ze
(mjm) = (m,0|m,0) + A ((m,0|m, 1) + (M, 1jm,0)) + A% ((m,1j/m, 1) + (m 0|m,2) + (M, 2lm,0)) +... = 1

z coho vyplyva napr.
(m0Ojm1) =0
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dostaneme korekciu prvého radu
AEm1= (M O|AAH |m,0) (392)

Ak namiesto toho nasobimegs, 0|, n # mdostaneme

EnoCin-+ (N, 0| AF |, 0) = EqmoCimh (393)
0|AH |m,0
ol — (n,0[AH [m, 0) (394)
Em,O - En,O

a pomocou tychto koeficientov ngjst’ vinovu funkciu korektnprvom rade vzhfadom na.
Pre ziskanie korekcie druhého rddu musime derivovat covf886) podlad dva krat a polozitA = 0.
Ziskame

|:|0 |m7 2> +A|:| |m7 1) = Em70 ‘m7 2) + Em,l ‘m7 1) + Em,z |m7 O) (395)
Prenadsobenim @n, 0| zfava a preintegrovanim dostaneme

(m, 0] AH |n, 0) (n, 0] AH |m, 0)

Em2 = (MOJAH|m 1) = (396)
’ nZm Emo—Enpo
t.j. pre korekciu do druhého radu dostaneme
0|AH |n, 0) |2
NEy, = A2y LM : 397
m2 n;m Em70 - En70 ( )

Druhy rad je mimoriadne délezityGasto je korekcia prvého rddu nulova a prave korekcia diwinédiu
nam da relevantnu fyzikalnu vélnu.

Poruchovy pcCet a elektrické pole
Napriklad pri aplikovani elektrického pola mdéZeme za bemnerny parameter vziat' véinu

€
A=& = 398

roe (398)
kde zlomok je obratena intenzita pola od kladného jadraagialenostag od jadra a5y je z-zloZka exter-
ného elektrického pola. Poruchovym@@om potom dostaneme pre energiu (napr. vodika) v zakladnom
stave
1
2
Ako je ndm (snad’) zname, prvéa derivacia energie podraegeldipolovy momenp;, 2°:

E=Ey+AE1+A%Er+... ~x Eg— p2&— Za&? (399)

oE
Pz = _d—gz (400)
pA&) = pl+as (401)

20Cvicenie: Ukazte, pouzitim vysledku poruchovéhétoioy 1. rade, kde porucha je dana externym skalarnym pciemai
go(r) aq je ndbojCastice a potenciél sa len vefmi malo meni na atomarnejniray. v priestore kde je vinova funkcie
nenulova, Ze vztah (400) je konzistentny s definiciou dipého momentu

p= [ drrp(r)

kdep(r) je hustota elektrického naboja.
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Ak mame plyn atbmov vodika (predpokladajme Ze vodiky nargegto je Uplne mimo reality ale nateraz

Ziaden iny atom péitat nevieme) s hustoton. Na zaklade symetrie sa lahko prestéde zep? = 0,

t.j. korekcia v prvom rade je nula. Toto suvisi s tym Ze atomika nema v zakladnom stave elektricky
dipélovy moment. Potorpolarizovatelnosta priamo vedie na vyptet statickej dielektrickej konStanty

v dbésledku elektrénovej polarizacie v druhom rade:

DZ == gr 800502 - 800502 + PZ (402)

P, = nps&) =naé; (403)

& = 1+ ng (404)
&

Vidime teda, Ze poruchovy pet mozno pouzit pre vygeet dielektrickych fyzikalnych vlastnosti plynov.

Zmena energetickych hladin pri zmene elektrického polassg/vaStark-ovym javomFakt, Ze atom
vodika nemeni energiu zakladného stavu pri aplikovanre&te elektrického pola priamo suvisi z fak-
tom, Ze priestorova hustota stavs j& symetricka vzhfadom na inverziu g€opoCiatku a Ze tento stav
2p, potom pouzitim tzvporuchovej metddy pre degenerované stamgzno ukazat' Ze tieto tri stavy sa
energeticky rozStiepia grom toto rozstiepenie je Umerdg. Tri stavy zodpovedaju stavom s dipolovym
momentom v protismerg; (s minimalnou energiou), v smere kolmom #a(bez posunu energie) a v
smeres; s najv&sou energiou. Na rozdiel od klasickej predstavy, exisiiogi3 orientacie dipélového
momentu vzhladom na externé elektrické pole. BohuZziaé, getailnejSi vyklad poruchovej metddy pre
degenerované stavy nemagees.

Poruchova metdda, magnetické pole a spin elektrén®tatické homogénne magnetické pdie
mdZeme reprezentovat vektorovym potencialom

A = %er, (405)
B = DxA:%Dx(er):%(B(D-r)—(B-D)r):B (406)
Hamiltonian mé tvar dany kanonickym kvantovanim
v _ (P—gA)?
H = 22 4v 407
o HV(r) (407)
2 2

_ P _ Y95 A+ X a2
= 2m+V(r) 2m(p A+ A p)+2m|A\ (408)
P L 5+ & B B/B)? 409
= 2 +V(r)—5-B-(rxp)+5-|BA(r—r-B/B) (409)

Pretozeglen linearny vzhladom na magnetické pole mézeme napkat

~ q A
AMH=——B-L 410
2m ’ (410)
kde L je ndm uZ znamy operator momentu hybnosti, mdZeme za malynederA vziat bezrozmerné

Cislo fiq 1
A =—|B|— 411
Zm‘ |Ha ( )

2 2 . L . N
PretoZe? ~ a§ = <ﬁn‘:_gfo> , vidime, Ze kvadratickglen je priblizne

e

o B3 = %)\2 x Ha
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ateda je naozaj druhého radu (VSimnime si Ze téten vytvara harmonicky potencial v rovine kolmej na
B ateda vedie k lokalizac@astic v priestore, ekvivalentnému krazeniu klasick§astic po kruzniciach.
Jeho uloha je dominantnav tzv. kvantovom Hallovom jave peadost malé magnetické polia ho mézeme
zanedbat'.

Uvazujme atom vodika: korekcia k energii stayl, mv prvom rade, k véli magnetickému polu bude
potom Q= —e€) .

Enimi = ?i Bm (412)

t.j. stav s poévodnel2+ 1 degenerovanymi stavmi s danyrea rozstiepi na hladiny s rozostupom danym
AE = JeB,

Objavenie a zavedenie spindednym z prejavov takéhoto Stiepenia je Stiepenie v abegghCiarach
pri prechodoch medzisla 2p stavmi. Iny dolezity prejav je rozStiepeni trajektoérii mdv z danyml pri
prelete magnetickym pofom - na atdom s dangmbude p6sobit’ stredna sila

d . ~ he
g =00 = -2 hs,

ktord mé opéné znamienko pren=1 am= —I|. Ak sa teda bude menit magnetické pole v priestore v
smerex, budu sa lge letiacich atbmov od seba odkkt' v smerex.

Toto naozaj aj pozorovali Stern a Gerlach v roku 1921 pre wtstmebra, ktoré maju najmenej via-
zany elektron v stave 5s1, a napriek tomu videli Stiepenidvaal(Ce - aniCo by m nadobudalo iba dve
hodnoty. Podobne, Stiepenie na dve hladiny indikovali akqeskopické meraniéo viedlo Uhlenbecka
a Goudsmita k zavedengpinu elektrénu, ako vnutorného momentu hybnosti ktorého prtemaeosz

mdZe nadobudat’ dve hodnoty
~__h n
Mm=0=%373
kde o je konvertné oznaenie pre kvantoveéislo priemetu spinu na as Pol<iselnost je konzistentna
s algebrou vSeobecného operatora momentu hybnosti. Musitaezaviest novy operator spins,=

S+ 9§37 + Sk, ktorého komponenty $paju komut&né vztahy

(413)

5, 8] =ih§, apod... (414)
pricom vlastnymi funkciami operatosa Su stavy s priemetom spinu naonsh/2
Sy =421, &l)=—2l). (@15)
a samotné vlastné vektory su pritom, ako kazdé vlastné mektermitovského operatora, ortonormované
(TIm=«lh=1 (416)
(THH=(1l)=0 (417)

Ako sme videli vcasti o vlastnych funkciach operatora momentu hybnosticel@ viastné hodnoty

nie su reprezentovatelné komplexnou vinovou funkcioudatiele o novu vnatorna viastnost elektronu
ktord nema v klasickej teérii analdgiu. Okrem toho, kym kéarbitalneho momentu méze nadobudat
Fubovolne verka hodnotu?l (1 +1), 1 = 0,1, ..., kvadrat spinu elektrénu nadobuda len jedind hodnotu

1<1
2'2
Vo v8eobecnosti sa mbze elektron nachadzat v linearnepkadii oboch moznosti, t.j. so spinom hore
aj dole€o popiSeme pomocou tzv. spinorej vinovej funkcie

W) N+ W)= wolr) o), (419)

<@>=RPI(Z+1) = ﬁzg (418)
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uplne danej “koeficientamil; (), ktord ma dve zlozky davajuce amplitudy pravdepodobne@ssin
elektronu ma prieme{L%ﬁ: W (r) |2 alebo—%ﬁ: | (r)|? na osz, ked' sa nachadza v mieste Zo
spinoru ich ziskame skalarnym nasobenifo’§. Normalizacia prirodzene bude vyzadovat

J e+ )P = [ &S ol = (420)

Na druhej strane, ak mame dve ortogonalne spinorové furliql(ve) N+ (r)|l)ae () [T)+e(r)]])
Z (0') @ (7)o (r) | o) A (421)

/ &Y @5(r)o(r) (422)

Vidime teda Ze indexsr m6Zzeme pouzivat presne ako 4. priestorovu sUradnicu ejnfonkcie ktora
ale nadobuda len dve hodnoty a tam, kde pre priestorovi preimpouZijeme integrovanie, pre spin
pouZzijeme sumaciu.

Koeficienty s (r) ndm postéia aj pri uvaZzovani pdsobenia operateradpr. pres; mame

&Y Yo(r)[0) = &3 |0) (0] 3 () l0) = 3 &:|0") Yo (7). (423)

Ak nas bude iba zaujimat' rozvojovy koeficie@t(r) vysledného spinoru skalarne nasobiméos a
dostaneme

Po(r) =3 (0 &|0") @y (r) (424)
g
operators; potrebujeme vediet iba ako maticu<2.
Samotny stay] / |) zodpoveda abstraktnému staVu= %,m: i%) Studovanom \asti o operatore
momentu hybnosti a vSetky tam najdené identity, napriklaticové elementy, platia i tu, t.j.

F 1
(0l8,]0") = A| "2 _Ol} (425)
L 2
§'lo’y = h 8 H, <a|s“\a’>:ﬁ[2 8} (426)
S o
(0|%|d’) = R 2 6}, (g|§|0") = ﬁ{? 02} (427)
L 2 2
(428)

Vidime Ze matice nam nekomutuju, posuvné operatory pos@aag'.

Na zaklade experimentov vieme, Ze operator spinu ndm do lkiemdinu vchadza identicky ako mo-

ment hybnosti, t.].
e(}D R
2rne 8
Na zaklade merani velkosti rozStiepenia degenerovaniaitimsa ukazuje, Ze pre spin je nutné zaviest
tzv. gyromagneticky faktorg= 2. Uvedomme si Zzg = 1 pre orbitalny moment.

Spin, nakolko je vnutornou viastnostou elektrénu, rei@gaj na magnetické pole generované relativ-
nym pohybom kladného jadra “okolo” elektronu. Ako je znamedektrodynamiky, v dosledku transfor-
macii poli do pohybujlcej sa sustavy pohybujlcej sa rydldos, bude na&asticu v jej pokojovej sustave
pbsobit magnetické pole [2]

AHg = (429)

B’:B—éxE (430)
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a preto pre uvazenie spinu treba eSte uviest' ajgpin-orbitalnu interakciu

- ed, . R
AHg = —4m§c2(p>< E)-s (431)
Pre atomy, resp. pre elektrony pohybujlce sa v sféricky syohgch potencilochp(r) mame
_ _ 109
E = —0pr)= T or " (432)
a spin-orbitalna interakcia nadobuda tvar
~ ed 10¢(r) s .
AHg = —5 @t or L-s, (433)

ktory jasne poukazuje na pévod nazvu tolitena v Hamiltoniane. Hoci ide o komplikovargyen v
Hamiltoniane £asto ho mozno zaratat poruchovo nakolko napr. pre atédikeomame
AHgj ~ %3 N Ryz Ry~ 10 *Ry, (434)
MeC?Me  4TTEad MeC
a teda ide cflen maly v porovnani s typickou kinetickou a potencialnoergiou elektrénu v atbme
vodika.

Akoby “na potvoru” v pripade spin-orbitalnej interakcieldeazuje Ze gyromagneticky faktor by mal
byt opat len 1. Cely tento zmatokgs poukazuje na fakt Ze tedrii rie chyba. UZ z vyskytglena~ C—lz
sa da usudit’ Ze je pre uspokojivu teoriu treba seridzne ith&oecialnu tedriu relativity pri konstrukcii
Hamiltonianu. Toto sa podarilo P. Diracovi, ktory sformuabrelativisticky korektnua teoriu elektrénu z
ktorej existencia spinu ako aj “prenfiiavy” gyromagneticky faktor vyjde automaticky.

Celkovy moment hybnostiVratme sa spat k nulovému magnetickému polu. V dosledkistercie
spin-orbitalnej interakcie nekomutuje Hamiltoniar sa $, samostatne, inymi slovami, ked' d@me
systém musime tit' nie len polohu elektronu ale aj jeho spin naraz. Pretoaaiesto kvantovychisel
|,m, o zavadza reprezentacia v ktorej st vlastné stavy vlastnfawivs operatoroH, (2,32 a J,, kde J
je operator celkového momentu hybnosti

A

J = L+3 (435)
J? = L[?+5+425 L (436)

Posledny predpis explicitne ukazuje, Ze spin-orbitalrtarakcia a teda cely Hamiltonian komutuje s

operatormi, L2, J? aJ, a teda Ze tieto mdZu byt vzaté pre konstrukciu viastnychostalamiltonianu.

Da sa ukazat' Ze energetické hladingemé celkovym magnetickym momentdmsa v magnetickom
poli Stiepia na podhladiny podobne ako je to v pripade jedobého orbitdlneho momentu

eh
Esm, = Z—ri’BMJ,MJ —33-1,..,-J

kdeg; je tzv. Landého faktof!

J(I+1)+s(s+1)—L(L+1)
2J(3+1)

Vo vSeobecnosti je jeho vyget komplikovany a zavisli od typu atbmu a aj okolo-rozpezajlcich sa
mikroskopickych poli. Toto je s vyhodou pouZiva v magnetjalezonatinej spektroskopii pre identifi-
kaciu atobmov v tuhych latkaati Stadium Struktary a kompozicie molekul. Pri pouZziti meteckych poli

radovoB ~ 10~2T je rozdiel medzi nasledovnymi energetickymi hladinay@i~ A x 10°Hz,

Q=1+

21priklad: Najdite tvar pre Landého faktor pouZitim tvaru intetakho HamiltoniandH = =B (L+29= =B J+9
pouzitim identity(? = (J— 82 =J2+ & —J.5—8§.J.
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2.4.3 Poruchova metéda pr&€asovo-premenné procesy

Tak toto v 2006 nestiham...

e Casovo-zavisla porucha v Hamiltoniane

interalcny rozvoj do 1. radu

Fermiho zlaté pravidlo

elektromagnetick& vina ako porucha

pravdepodobnost prechodu - absorpcia
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2.5 Kvantova mechanika mnohychtastic - zakladné myslienky

Pre kvantovomechanicky popis mnobasticového systému musime zaviest vinovu funkciu systéko
celku, t.j. preCastice so suradnicami, ry,...ry

D(r1,7r,...7N; 1) (437)

ktord nam bude davat pravdepodobnosttastica 1 sa hachadza v objefg Castica 2 v objem®s ...
aCasticaN v objemeQyn pomocou integrovania jej kvadréatu, t.j. pomocou vyrazu

/ Brid3rs. .. By |O(r1, 72, ;)2 (438)
Ql><Q2><...QN

Podobne ako v pripade jedn&jstice jeCasovy vyvoj takejto mnohdasticovej vinovej funkcie dany
Schroedingerovou rovnicou

iﬁ%db({ri};t) =H({ri};t) (439)
kde
=S P SV LS S () (440)
H=) —/—+ i(ri, )+ = Uii (|ri — 7).
52m i; o 2;11; e
Operator hybnosti je podobne ako v pripade jedastice dany pomocou operatora gradientu
0 7} 0
~ — —ﬁl] |:| — .— ._ kj— 441

pricom okrem potenciélnej energie kaz@agticeV;(rj) sme zaviedli aj interakciu medzi réznyiEasti-
camiuij (|ri —rj|) ktora typicky zavisi od vzdialenosti tychtastic. Ako priklad si mdzeme predstavit
Hamiltonian dvoch elektrénov v atobme He. V tomto pripade

2e(—e L, , . . e
Vi(ri) = ﬁ potencialna energia elektrému poli jadra s nabojomy2e (442)
o|Ti
ee . . .
ur2(|r1 —r2|) T m—] Coulombické repulzia 1. a 2. elektrénu (443)

V pripade jednefastice sme videli Ze okrem sUradriiastice maju eSte jedencisto kvantovo-
mechanicky stupevolnosti - spingj, ktory treba tiez zaviest ako suradnicu vinovej funkciekwantove;
mechanike s@asto pouZiva zjednoduSené zeaie

xi = (ri,0) (444)

ktorého sa budeme pridrziavat' aj my. Zmysel integrovaezacje potom

/ dx= OZSS / d°r (445)

pricom sumujeme cez vSetky pripustné hodnoty priemetu spiaus,s—1,s—2,...,—s. Pre elektrény,
ktorych spin je Y2 ide o sumu len cez dve hodnotyl/2,—1/2.

Ako prvy krok v rieSeni Schroedingerovej rovnice méZzemegasovo nezavislé externé potencialy
previest separacigasovej premennej od priestorovydm prideme ku stacionarnej SchR, rsp. rovnici
pre vlastné stavy Hamiltonianu mnolasticového problému

Hog(z) = EPe(z) (446)
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Vlastny stav s energiol bude mat’ uz vel'mi jednoduchu zavislost’ édsu
e (z,1) = Og(z)e R, (447)
v Uplnej analdgii so situéciou pre jediasticu.

V pripade Ze byclen vzajomnej interakcie nebol pritomny, mohli by sme vwyis/edend viastnu
rovnicu rozseparovat pre jednotlidstice.

E = E1+Ex+...+EN (448)

GD(ml,mg,...,:vN) = (pl(:vl)(pz(:vz)(m(:vN) (449)
~2

Z—'mcn(:vi) +Vi(zi) @ (zi) = E@(zi) (450)

pricom v poslednej rovnici si musime dat pozor Ze indexy riéjagu rozne vlastné stavy a energie jednej
Castice ale ozr@ju vlastné stavy roznycbastic. Kym®(xq,xy,...,xN) predstavuje mnohiasticovy
stav,q@(x) predstavuju tzvjednocasticové stavy

V sucinovej vinovej funkcii si vSimnime nesmiernu degenerétavov preN identickychcastic. Je
jedno, Ci je argumente; v funkcii ¢() aleboq@(). Evidentne, mame k dispozidi! degenerovanych
stavov. Ponuka sa otazka - zodpovedaju vSetky tieto st@geaedliSnym stavom systému?

Vezmime si najprv stav Uplne symetricky vzhladom na fubbwi zamenu dvoclgastic

0% xw) = | 2T 3 alan)eea)-men) (451)

potom, nakol'ko je Hamiltonian symetricky vzhfadom nadavolnt zamenu dvocbastic, bude aj vinova
funkcie ®S symetricka vzhfadom na zamerdastic v flubovolnom neskorsorase ak bola symetricka
vt =0. Castice s touto vlastnostou nazyvame bozény a ukazuje szhaeitorny moment hybnosti
- spin - nadobuda celoislelné hodnoty. Predstavitefmi su foton (elektromdghke pole), gluon (silna
interakcia), W-bozoén (slaba interakcia).

Na druhej strane, ak prevedieme Uplne anti-symetrizovaé sdostaneme vinovu funkciu

@(r1) @(z1) ... oN(z1)

ch(xl,...,xN)zﬁ m:@) @(:@) . i) (452)

oan) @axn) .. on(a)

Podobne, pretoZze Hamiltonidh Castic je symetricky vzhladom na fubovolnd zamenu, takala su-
&inova funkcia anti-symetricka pte= 0 potom takou zostane aj pre fubovolné 0. Castice popisané
takouto vinovou funkciou nazyvame fermiény a ukazuje sa&bieynttorny spin nadobuda pol-célelené
hodnoty. Typickym predstavitelom je elektron ale aj tak§akk, oba so spinom 1/2, @m posledné v
trojiciach tvoria neutron alebo protén.

Z mnoho<€asticovej funkcii v tvare determinanu jediasticovych funkcii vyplyva pre neinteragujuce
fermiény tzv. Pauliho vylGovaci princip: neexistuje stav ktory by obsahoval dva fényv tom is-
tom jedno€asticovom stave. PribliZenie neinteragujucich elekiv@pre popis elektronového obalu viac-
elektrénovych atbmov nam potom ponuka obraz, Zze v kazdorfkugabdobnom stave s danyml, m
a o je prave jeden elektron. Napr. atom uhlika s 6 elektronmi mégiru C: %2s°2p®. Samozrejme
toto je naozaj len orientamé a pre presnejSi pristup treba pouzit r6zne numerickéhavelektronové
metodiky.
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