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RD rovnice

wt = d1∆w + f (w , z)
zt = d2∆z + g(w , z)

v [0,∞) ×Ω,

∂w

∂n
= ∂z
∂n

= 0 na ∂Ω,

w(x ,0) = w0, z(x ,0) = z0,

Novinky:

závislost na prostoru,
okrajové podmínky,

Dirichletovy: u = g na hranici Ω,

Neumannovy: ∂u∂n = g na ∂Ω,

Robinsonovy: ∂u∂n + σu = g na ∂Ω,

modelování chování morfogen· a chemických látek.
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Motivace - prostorové vzorky
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Difuze

zp·sobuje vyhlazování, rozm¥l¬ování (1 rovnice)

králící u dálnice
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Turingova idea

Dv¥ rovnice → nestabilita zp·sobená difuzí.

Stacionární homogenní °e²ení, které je stabilní v kinetikách (bez
difuze), ale nestabilní za p°ítomnosti difuze.

K £emu to je?
nulové °e²ení 0 nestabilní

existence nehomogenního (stabilního) °e²ení

bifurkace
pouºití bifurka£ních v¥t

existence mnoºiny nehomogenních °e²ení

biologický a chemický smysl
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Linearizace systému

M¥jme systém:
wt = d1∆w + f (w , z)
zt = d2∆z + g(w , z).

Nech´ existuje stacionární homogenní °e²ení (w0, z0) systému, tj
konstanty spl¬ující:

f (w0, z0) = 0, g(w0, z0) = 0.

Substituce u = w −w0 a v = z − z0:

ut = d1∆u + f (u +w0, v + z0)
vt = d2∆v + g(u +w0, v + z0)
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Linearizace systému

Taylor·v polynom funkcí f ,g :

f (u +w0, v + z0) = 0 + ∂f
∂u

u + ∂f
∂v

v + n1(u, v),

g(u +w0, v + z0) = 0 + ∂g
∂u

u + ∂g
∂v

v + n2(u, v).

Dosadím:
ut = d1∆u + b11u + b12v + n1(u, v)
vt = d2∆v + b21u + b22v + n2(u, v)

Jiný tvar:
Ut = D∆U +BU +N(U).

�e²íme stabilitu nulového °e²ení.
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Stabilita bez difuze

Uvaºme systém

ut = b11u + b12v + n1(u, v)
vt = b21u + b22v + n2(u, v)

na [0,∞).

Z v¥ty o linearizované stabilit¥:

det (B − λI ) = 0.

Po úprav¥:

λ2 − (b11 + b22)λ + (b11b22 − b12b21) = 0.
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Stabilita bez difuze

Máme rovnici:

λ2 − (b11 + b22)λ + (b11b22 − b12b21) = 0,

jejíº °e²ení jsou:

λ1 =
b11 + b22 +

√
(b11 + b22)2 − 4(b11b22 − b12b21)

2
,

λ2 =
b11 + b22 −

√
(b11 + b22)2 − 4(b11b22 − b12b21)

2
.

Tvrzení

Nulové °e²ení je asymptoticky stabilní, práv¥ kdyº

b11 + b22 = trB < 0,

b11b22 − b12b21 = detB > 0.
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Nestabilita s difuzí - motivace

Ná² systém:
ut = d1∆u + b11u + b12v + n1(u, v)
vt = d2∆v + b21u + b22v + n2(u, v)

Stabilita v ODR:
AU = λU.

Stabilita v PDR:
LU = λU,

kde
L = D∆ +B .

Hledáme vlastní £ísla operátoru L, tj. λ spl¬ující:

λu = d1∆u + b11u + b12v

λv = d2∆v + b21u + b22v .
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Nestabilita s difuzí

Vy²et°ujeme nestabilitu linearizovaného systému:

ut = d1∆u + b11u + b12v

vt = d2∆v + b21u + b22v
v Ω,

∂u

∂n
= ∂v
∂n

= 0 na ∂Ω.

P°edpokládejme °e²ení ve tvaru

U(t, x) = ϕ(t)ψ(x)

a dosa¤me:

ϕ′(t)ψ(x) = Dϕ(t)∆ψ(x) +Bϕ(t)ψ(x).
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Nestabilita s difuzí

Upravme:
ϕ′(t)
ϕ(t)

= D
∆ψ(x)
ψ(x)

+B = λ.

Z levé strany:
ϕ(t) = eλt

Z pravé strany:
∆ψ(x) +Bψ(x) = λψ(x)

Po p°ezna£ení:

d1∆u + b11u + b12v = λu
d2∆v + b21u + b22v = λv

v [0,∞) ×Ω,

∂u

∂n
= ∂v
∂n

= 0 na ∂Ω.
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V¥ta o stabilit¥ RD rovnic

V¥ta

d1∆u + b11u + b12v = λu
d2∆v + b21u + b22v = λv

v Ω,

∂u

∂n
= ∂v
∂n

= 0 na ∂Ω.

Pak platí:

1 Jestliºe existuje kladné ε takové, ºe je Reλ ≤ −ε pro v²echna

vlastní £ísla λ, pak je nulové °e²ení systému stabilní v norm¥

prostoru.

2 Jestliºe existuje vlastní £íslo λ spl¬ující Reλ > 0, pak je nulové

°e²ení systému nestabilní v norm¥ prostoru.
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Vlastní £ísla laplaciánu

Vlastní £ísla κ laplaciánu, tj. úlohy:

−∆u = κu v Ω,

∂u

∂n
= 0 na ∂Ω.

dají se uspo°ádat do nekone£né neklesající posloupnosti:

0 = κ0 < κ1 ≤ κ2 ≤ κ3 ≤ . . . .
pro speciální oblasti jsou známy:

interval (0,L): κj = ( jπL )2, uj = cos ( jπL ),
n-rozm¥rný kvádr:

κα = (α1π
L1
)
2

+ (α2π
L2
)
2

+ ⋅ ⋅ ⋅ + (αnπ

Ln
)
2

,

uα = cos(α1π
L1
) cos(α2π

L2
) . . . cos(αnπ

Ln
).

sféra.
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Nestabilita s difuzí

Máme systém:
d1∆u + b11u + b12v = λu
d2∆v + b21u + b22v = λv .

Dosa¤me vlastní £ísla laplaciánu:

−κjd1u + b11u + b12v = λu
−κjd2v + b21u + b22v = λv .

P°epi²me:
−κjDU +BU − λU = 0.

�e²íme:
det (κjD −B + λI ) = 0.
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Nestabilita s difuzí

Máme:
det (κjD −B + λI ) = 0.

Rozepsané:

0 = (κjd1 − b11 + λ)(κjd2 − b22 + λ) − b12b21 =
= λ2 + (κjd1 + κjd2 − b11 − b22)λ +Hd(κj),

kde
Hd(κj) = (κjd1 − b11)(κjd2 − b22) − b12b21.
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Nestabilita s difuzí

λ
(j)
1 =

b11 + b22 − (d1 + d2)κj +
√

[b11 + b22 − (d1 + d2)κj]2 − 4Hd(κj)
2

,

λ
(j)
2 =

b11 + b22 − (d1 + d2)κj −
√

[b11 + b22 − (d1 + d2)κj]2 − 4Hd(κj)
2

.

Víme
b11 + b22 − (d1 + d2)κj < 0.

Chceme

Hd(κj) = d1d2(κj)2 − (b11d2 + b22d1)κj + b11b22 − b12b21 < 0.

Máme
b11d2 + b22d1 > 0.
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Nestabilita s difuzí

Úvaha: Funkce, která je alespo¬ v jednom bod¥ záporná, je v bod¥
minima také záporná.

0 = ∂Hd(κ)
∂κ

= 2κd1d2 − (b11d2 + b22d1),

κmin =
b11d2 + b22d1

2d1d2
.

Hd(κmin) = −
(b11d2 + b22d1)2

4d1d2
+ b11b22 − b12b21.

Dostáváme podmínku:

(b11d2 + b22d1)2
4d1d2

> detB .
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Nestabilita s difuzí

Z podmínek
b11 + b22 < 0, b11d2 + b22d1 > 0

plyne
sgn (b11) = − sgn (b22).

Dohromady s podmínkou
detB > 0

dostáváme, ºe B je tvaru

(+ −
+ −) , (+ +

− −) , (− +
− +) , (− −

+ +) .

a
d1 < d2.
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Souhrn

Nutné podmínky k Turingovu efektu:

trB < 0, detB > 0, b11d2 + b22d1 > 0,

(b11d2 + b22d1)2 > 4d1d2 detB .

Tyto podmínky zaru£ují platnost nerovností

b11b22 < 0, b12b21 < 0, d1 < d2

a toho, ºe matice B je jednoho z typ·

(+ −
+ −) , (+ +

− −) .
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Oblast stability a nestability

P°ipome¬me, ºe ke stabilit¥ sta£í

Hd(κj) = d1d2(κj)2 − (b11d2 + b22d1)κj + b11b22 − b12b21 < 0.

Mezní k°ivky dány rovnicí Hd(κj) = 0, tj.:

Cj = {[d1,d2] ∈ R2
+,d2 =

1
κj

( b12b21

d1κj − b11
+ b22)}

Vlastnosti Cj :
hyperboly,
asymptoty d1 = b11

κj
, d2 = b22

κj
,

spole£ná te£na

d2 =
b11b22 + 2

√
−b12b21 detB
b211

d1.
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Oblast stability a nestability
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Oblast stability a nestability

Tvrzení

P°edpokládejme, ºe jsou spln¥ny nutné podmínky pro Turing·v efekt.

Pak pro kaºdé vlastní £íslo λj ∶= λ(j)1 platí:

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

Reλj < 0 pro d vpravo od Cj ,

λj = 0 pro d na Cj ,

λj > 0 pro d vlevo od Cj .

Reálná £ást vlastního £ísla λ
(j)
2 je vºdy záporná.
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Oblast stability a nestability
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Bonbonek - závislost difuzního koe�cientu a

parametru nafukování oblasti

Uvaºme úlohu s nafukovací oblastí

ut = d1∆u + b11u + b12v + n1(u, v)
vt = d2∆v + b21u + b22v + n2(u, v)

v [0,∞) × LΩ,

∂u

∂n
= ∂v
∂n

= 0 na ∂LΩ.

Substitucí x = Lx̃ p°evedeme na úlohu

ut =
d1

L2
∆u + b11u + b12v + n1(u, v)

vt =
d2

L2
∆v + b21u + b22v + n2(u, v)

v [0,∞) ×Ω,

∂u

∂n
= ∂v
∂n

= 0 na ∂Ω.
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D¥kuji za pozornost.
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