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OBALKY ROVINNYCH KRIVEK
S PROGRAMEM MAPLE

Abstrakt

V nasledujicim textu naznacime, jakym zptsobem je mozné
vyuzit Maple pfi vyuce diferencidlni geometrie kfivek. V pfi-
spévku se zaméfime na téma obalek rovinnych kiivek. Uvedeny
programovy kéd byl odzkousen pro verzi Maple 9.5.
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1 Uvod

Kurz diferencidlni geometrie kiivek patii k tradi¢nim predméttim vy-
uCovanym na matematickych katedrach. Vzhledem k neustalému vy-
voji vypocetni techniky a jeji dostupnosti na vysokych skolach se
nabizi jisté propojeni klasické vyuky s vyukou v pocitac¢ové ucebné.
Je vsak tfeba dusledné dbat, aby studenti pro kazdy vypocet pro-
vedeny s pomoci pocitace zvazili jeho spravnost. Zavedeni vypocetni
techniky do vyuky diferencialni geometrie navic nema nahradit schop-
nost studentt vypocitat priklad metodou ”tuzka - papir”. Vyznam
pocitacové podpory vyuky spociva v usnadnéni technicky zdlouha-
vych vypoctl a tim také k vétsim moznostem experimentovani. Déle
ma nepostradatelny vyznam z hlediska grafického znézornéni, které
muze pomoci lepsimu pochopeni problematiky. Nutnost hledani al-
goritmizace pii vyuzivani matematického softwaru pak rozviji uréity
druh logického mysleni.

2 Obalka rovinnych krivek

Zpusob feseni prikladi na vypocet obalky rovinnych krivek béhem
vyuky na pocitacové ucebné naznacime pii feSeni dvou uloh. Prvni
tloha vychéazi ze soustavy rovinnych kiivek, kterd je dand rovnici
F(z,y,c) = 0. Tento typ tlohy je vzhledem k rozli¢nému prabéhu
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vypoctu prijatelnéjsi fesit postupnymi piikazy. Jinak je tieba si uveé-
domit, ze rovnice soustavy kfivek je Casto v zadani prikladu skryta.
Studenti musi pouzit vlastni tivahu, aby rovnici soustavy vyjadrili.
Tohle je ve vyuce dulezity moment, ktery poukazuje na nutnost neu-
stale aktivniho pfistupu pri feseni tloh s pocitacem.

Druh4 tloha naopak poukazuje na situaci, kdy se jist4 zobecnéni
pomoci uzivatelské procedury prfimo nabizi. Tento druh abstrakce
zpusobuje studentim problémy, presto je pfinosné, aby se s nim se-
znamili a naudili se ho pouzivat.

2.1 Obalka soustavy rovinnych kiivek zadané rov-
nici F(x,y,c) = 0.

Uvazujme napiiklad obélku soustavy kruznic

12
F(l’,y,t) = (l’—t)2 +y2 - Z = 0;

pfiéemz t € (—00,0) U (0, 00). Nadefinujeme si nejdiive rovnici sou-

stavy kruZnic, jeji parcialni derivaci podle parametru soustavy a cha-

rakteristickou mnozinu:

restart:with(plots):

F:=(x-t) "2+y"2-t"2/4=0:

dF:=diff (F,t):

sol:=allvalues(solve ({F,dF},{x,y}));

3t V3t 3t V3t
sol i =8 =—y=— ) A0 =—,y=——r
4 4 4 4

Mame dvé feseni, ktera prifadime pomoci piikazu assign do pro-
ménnych el a e2. Vzdy je nasledné nutné pouzit prikaz unassign
pro uvolnéni pfifazenych proménnych! Vykresleni obalky zahrnuje
proménné ENV:

vV V V V

> assign(sol[1]):

> envl:=unapply([x,y],t) :unassign(’x’,’y’):
> assign(sol[2]):

> env2:=unapply([x,y],t) :unassign(’x’,’y’):
> ENV:=plot ({[env1(t) [1],envi(t) [2],t=-9..9],

> [env2(t) [1] ,env2(t) [2],t=-9..9]},
> thickness=3,color=red):
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Vykreslime obalku spolecné s nékolika kruznicemi zadané soustavy.
V Maplu je pfihodnéjsi zobrazovat kiivky ur¢ené parametrickymi rov-
nicemi a ne implicitné. Proto v jednodussich pfipadech prevedeme
implicitni zadani na parametrické a pak teprve objekt vykreslime.
Soustava kruznic parametricky:

f:=(s,t)->[t+t/2*cos(s),t/2*sin(s)]:
SYS:=seq(plot([f(s,t/6) [1],f(s,t/6) [2],s=0..2%Pi],
color=grey) ,t=-30..30):

>
>
>
> display({SYS,ENV},scaling=constrained);

2.2 Obalka normal rovinné krivky

Obalka normal (evoluta) rovinné kiivky odpovidd mnoziné stiedii
oskula¢nich kruznic. Hledani téchto stredd se v Maplu implementuje
snazsim zpusobem nezli vypocet obalky normél. Navic umoznuje de-
monstrovat studentim tvorbu a pouziti uzivatelské procedury. Pro
stfed oskula¢ni kruznice kiivky dané parametrizaci

f@) = (£1(1), fo(1))
v bodé f(to) plati:

b i) — D)2 + 7300
f1(to) f& (to) — f4(to) f1 (to)

- F(to) (F{(t0)” + [3(t0)?)
v = F2llo) 5 S i t0) — Ta(to) 77 o)

Vytvorime proceduru evolute, jejimz vstupnim parametrem bude
kfivka. Lokalni proménnda r_osc reprezentuje spojnici stfedu osku-
la¢ni kruznice s bodem dotyku, lokalni proménné df, ddf, dfdf,

/ /
dfddf piedstavuji po fadé f'(t), f(t), fi + fi2, ]];,1, f,2, :
1 J2

> restart:with(plots):
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> evolute:=proc(f)

> local df,ddf,dfdf,dfddf,r_osc;

> df :=diff (£ (t),t);

> ddf :=diff (£(t),t$2);

> dfdf:=df [1]*df [1]+df [2] *df [2] ;

> dfddf :=df [1]*ddf [2]-df [2] *ddf [1];

> r_osc:=t->[-df [2]*dfdf/dfddf,df [1]*dfdf/dfddf];
> simplify(evalm(f (t)+r_osc(t)));

> end:

Evoluta cykloidy:
> cycloid:=t->[r*(t-sin(t)),r*(1-cos(t))]:
> evolute(cycloid);

[(sin(t) 4 t)r, (=1 + cos(t))]

Nasledujici kéd implementuje proceduru plot_evolute zobrazujici
normaly kiivky. Obalkou téchto normal je hledana evoluta, ktera je
patrna i bez jejiho vlastniho znazornéni. Procedura ma za vstupni
parametry kiivku f, interval vykresleni (t1,t2) a ¢islo k udévajici
pocet vykreslovanych normal N_PLOT:

> plot_evolute:=proc(f,t1,t2,k)

> local df,ddf,dfdf,dfddf,r_osc,n_par,N_PLOT,F_PLOT;
> df :=diff (£(t),t);

> ddf:=diff (£(t),t$2);

> dfdf :=df [1]*df [1]+df [2] *df [2] ;

> dfddf:=df [1] *ddf [2] -df [2] xddf [1];

> r_osc:=t->[-df [2] *dfdf/dfddf,df [1]*dfdf/dfddf];

> n_par:=evalm(f (t)+s*r_osc(t));

> N_PLOT:=seq(plot([n_par[1],n_par[2],s=-1..1],

> color=blue) ,t=seq(t1+(t2-t1)*i/k,i=0..k)):
> F_PLOT:=plot ([£(t) [1],f(t) [2],t=t1..t2],

> thickness=3,color=red):

> display ({N_PLOT,F_PLOT},scaling=constrained) ;

> end:

Obalka normal cykloidy:
> r:=1:
> plot_evolute(cycloid,0.1,8%Pi,60);
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Obalka normal elipsy:
> ellipse:=t->[axcos(t),b*sin(t)];
> evolute(ellipse);

cos(t)3(—=b? + a?) _sin(7§)3(—l)2 + a?)
a ’ b

> a:=5:b:=3:plot_evolute (ellipse ,0,2%Pi,32);

Uvedené procedury mtzeme vyzkouset napr. také pri hledani obalky
normal paraboly, traktrixu, srdcovky nebo logaritmické spiraly:

Obdobnym zptsobem jako pfi vykreslovani obalky normal mtuzeme
vykreslit obalku tecen. Ziskané obrazky dokladaji studentium tvrzeni
uvadéné na prednaskach, ze kiivka bez inflexnich boda je obalkou
svych tecen.
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Soustava teéen pro elipsu, parabolu, traktrix, srdcovku a logaritmic-
kou spiralu:

3 Zavér

Problematika obalek rovinnych kfivek poslouzila k nastinu vyuky,
ktera probéhla v akademickém roce 2004/2005 na Katedfe matema-
tiky PfF MU v Brné v rdmci kurst diferencidlni geometrie kfivek a
diferencialni geometrie ploch. Cvic¢eni k témto pfedmétiim probihala
na pocitacové ucebné v rozsahu 2 hodin tydné. V ramci téchto cviceni
byl zachovan klasicky styl vyuky a poté byl doplnén vyukou ve spo-
lupraci s programem Maple. Timto zptisobem vedena vyuka méla od
studenti pozitivni odezvu, pii které jsem se setkala se dvéma opac-
nymi jevy; kdy vypocetni technika pfiblizila studentiim svét diferen-
cialni geometrie a stejné tak pocitacova reseni priklada v diferencialni
geometrii priblizila nékterym studenttim svét vypocetni techniky.
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