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LOGICAS 9-FINITAS

KINRHA AGUIRRE DE LA LUZ

RESUMEN. Revisamos el concepto de conjuntos admisibles, destacamos algunas
de sus propiedades mas importantes y ofrecemos algunos ejemplos relevantes de
estos conjuntos. Con ayuda de los conjuntos admisibles, definimos una familia de
légicas infinitarias, las llamadas légicas 9M-finitas, donde M hace referencia a un
conjunto admisible fijo. Dichas 1égicas tienen la posibilidad de aceptar un niimero
infinito de conjunciones y disyunciones, lo que las hace més expresivas que la
l6gica de primer orden. Al mismo tiempo las l6gicas 9-finitas preservan algunas
nociones de la légica de primer orden, lo cual estd expresado en el teorema de
compacidad de Barwise, cuya demostracion es el propésito del presente trabajo.

1. INTRODUCCION

La teoria de los conjuntos admisibles surge como una alternativa para generalizar
la teoria de recursién clasica a ambitos mas grandes que los nimeros naturales. Dicha
teoria resulta mas que aceptable, desde el punto de vista de la teoria de conjuntos,
es decir, de los axiomas usuales de ZFE (los axiomas de la teorfa de conjuntos més
el axioma de eleccién), pues permite desarrollar, en conjuntos admisibles de altura
ordinal «, la llamada teoria de a-recursién.

Por tal motivo, comenzamos con las nociones bésicas de recursividad. Mismas que
empleamos para establecer el concepto de admisibilidad, el cual acompanamos de al-
gunas propiedades y ejemplos significativos. En seguida, aprovechando los conjuntos
admisibles, proponemos una familia de légicas, que involucran conjunciones y disyun-
ciones, no necesariamente finitas, con ciertas caracteristicas.

El permitir conjunciones y disyunciones infinitas en nuestro lenguaje nos da como
resultado una ganancia significativa en el poder expresivo. Ahora, el precio por
este poder, es que en general es dificil que las l6gicas infinitarias sean compatibles
con compacidad, una herramienta importantisima en la teoria de modelos. Pues,
entre otras cosas, el teorema de compacidad, proporciona un método tutil para la
construccién de modelos de cualquier conjunto de enunciados que sea finito consistente.
Suele decirse que un conjunto de férmulas es finito satisfacible si cualquiera de sus
subconjuntos finitos es satisfacible.

El siguiente ejemplo ilustra el hecho de que las ldgicas infinitarias no siempre
mantienen compacidad. Supongamos que tenemos una légica que acepta un nimero
infinito de conjunciones y disyunciones, si tomamos un lenguaje £ que contenga una
cantidad numerable de constantes cg,c1,...,¢Cpn,...,C, ¥y hacemos a X el conjunto de
enunciados:

Vi \/(m:cn), Cw FCoy CoFCL--.
n<w

Encontramos que cada subconjunto finito de ¥ tiene un modelo, pero ¥ no tiene
modelo, por lo que no cumple el teorema de compacidad.

En el caso de las 16gicas 9i-finitas, buena parte de estas carencias se remedian con el
teorema de compacidad de Barwise que sera el motivo principal del presente trabajo.
Por esta razén, y el hecho de que cuentan con a-recursién, las 1égicas IM-finitas, se
tornan bastante atractivas, desde el punto de vista de la lgica y la teoria de conjuntos,
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24 K. AGUIRRE DE LA LUZ

pues logran una ganancia en el poder expresivo sin perder del todo compacidad. Maés
aun, con la demostracién del teorema de compacidad de Barwise se logra desarrollar
en gran medida la teorfa de modelos en conjuntos.

Es pertinente subrayar que los conjuntos admisibles suponen axiomas més débiles
que los axiomas de ZFE. Sin embargo, nuestro marco de referencia si supone todos los
axiomas de ZFE.

2. PRELIMINARES

Esta secciéon tiene el propésito de motivar una generalizacién de la teoria de
recursién a dominios trasfinitos. Esta generalizacion sentara las bases para poder
definir las estructuras admisibles. Ademds, definimos algunas nociones bésicas que
seran usadas repetidamente en lo que resta de este trabajo.

Usualmente el dominio de la teoria ordinaria de recursién es w, sin embargo el
uso de la coleccién de conjuntos hereditarios finitos H,, es una elegante manera de
desarrollar dicha teoria, por lo que a continuacién le dedicamos un breve anélisis.

Definiciéon 1. Decimos que un conjunto x es transitivo si para todo z € x, se
cumple z C x. El que un conjunto x sea transitivo lo denotamos por Trans(z).
Formalmente Trans(x) denota a la férmula Vz € z(y € z — y € z). Siempre que
2 sea un conjunto podemos construir un supraconjunto transitivo (el més pequerio
posible) que contine a x. Este supraconjunto es llamado la cerradura transitiva de z
(CT(z)) y lo definimos de la siguiente manera:

CT(z) = ﬂ{z :x C z ATrans(z)}.

Asi H, = {z : |CT(z)| < w} es la coleccién de conjuntos hereditariamente finitos.
Sin embargo, podemos, también, definir H,, de la siguiente manera:

HF(0)=HF; =0

HF(n+1)=HF,1 = {z|z € Pot(HF(n)) A |z| < w}

H,=HF(w)=HF,=U,.,HF,

Donde Pot(HF,) denota el conjunto potencia de HF,, en general Pot(x) es el
conjunto potencia de x.

La prueba es por €-induccién®. Para demostrar que HF,, C H, observemos que
si u es un conjunto finito, entonces CT(u) resulta ser, también, un conjunto finito.
Pues, si u € HF,,, v € HF,, para algin n € w, es decir u es finito. Asimismo, si
2 € u, x es un conjunto finito (pues x € HF,, con m < n), entonces, por hipétesis
de induccién 2’ =CT(x) es finito y sabemos que CT(u) = |J /¢, 2', y por lo tanto
|ICT(u)| = |Uye, 'l < w. Por otro lado, si [CT(x)| < w, debido a que siempre que
x CCT(x), se tiene que |z| < w, al igual que |y| < w para toda y € x. Probando de
esta manera que H, C HF,,. En definitiva HF,, = H,,.

Dada la importante relacién que guarda la teoria de recursiéon con las férmulas A,
es necesario incluir su definicién, aunque seria conveniente, antes recordar el concepto
de variable libre y cuantificador acotado.

Las variables libres de una férmula ¢ son aquellas que aparecen en ¢ y no estan
cuantificadas, mientras que las variables que no son libres se llaman acotadas. Por
ejemplo:

© = VyR(x,y), y es acotada y x es libre.

» = VaVy(R(x,y) + R(y,x)), no tiene variables libres.

La cuantificacion acotada esta relacionada con el hecho de suponer que nuestro
lenguaje L, contiene entre sus simbolos, el de pertenencia €. Se acostumbra abreviar

1Esquema inductivo para €: sea ®(z,¥) una férmula de LTC (el Lenguaje de la Teoria de
Conjuntos). Entonces la siguiente afirmacién es valida:

Vz(Vy € z(®(y, W) = (z,w))) = Vad(z, D).

Es decir, si para cualquier conjunto x la validez de la propiedad ® en z se sigue de su validez en todos
los conjuntos pertenecientes a x, entonces ¢ se cumple, para todo conjunto.



LOGICAS 9M-FINITAS 25

las férmulas de la forma Vz(z € 2 — ¢(z)) y Jx(z € 2zAY(x)) con Vo € zp(x) y Faxp(x)
respectivamente. Estas abreviaciones son conocidas como férmulas con cuantificadores
acotados.

Aclarada la nocién de variable libre y cuantificadors acotados, nos disponemos a
definir? las férmulas A;, para tal fin usamos la jerarquia usual de férmulas de Levy:

p es Ip=>3 si todos sus cuantificadores estan acotados.

@ es Yy, sies del tipo 37y donde ¥ es una II,-férmula.

@ es Il,,11 si es del tipo VZy donde ¥ es una 3,-férmula.

p es A, si tanto ¢ como —p son X,,.

Una férmula es X, (M), si es X, y sus pardmetros pertenecen a M. De manera
semejante definimos II,, (M) y A, (M).

Por ejemplo, sea el lenguaje Ly = (<, €,+,0,1). Entonces:

Veel(zx=0),dxr€l(z=0)y (r=0Vz=1) son férmulas %,

Jz(0 < z) y JaVy € 1(y < z) son férmulas ¥,

Ve(x <z +1) y Vady € 1(y < x) son férmulas II; y

IxVy(x < y) y FxTyVz(((~(2 = 0)) = = < z) A z < y) son férmulas 3s.

Definicién 2. La clase de 3-férmulas es la menor clase Y que contiene a todas
las férmulas Ag, es cerrada respecto conjuncién, disyuncién, cuantificacién acotada y
ademds satisface:

Sip €Y, también Jup € Y, para cualquier variable u.

Por ejemplo, la férmula Va € a3b(Trans(b) A x € b) es una X-férmula. Vale la pena
decir que este ejemplo nos ilustra que, en general, el conjunto de Y-férmulas difiere
del conjunto de ¥;-férmulas. Sin embargo en presencia de ZFE, si ¢ es una X-férmula
siempre podemos encontrar una Xi-féormula v’ tal que ¥ < ¢’. Esta es una de las
propiedades que deseamos que nuestras estructuras admisibles conserven.

Decimos que una relacién R C H es recursiva enumerable (r.e. 0 “H,,-r.e.”) si y s6lo
si R es X1-definible sobre H,, es decir si existe una Y;-férmula ¢, con parametros en
H, tal que si & € H?, entonces R(Z) + ¢(¥). Andlogamente, llamamos a R recursiva
(o H,-recursiva) siy s6lo si es A;-definible (es decir tanto R como su complemento —R
son Yi-definibles). Si R C w", decimos que es r.e. si es la restriccién de una relacién
R’ H,,-r.e. sobre w, andlogamente definimos las relaciones R C w"™ recursivas.

Lo anterior sugiere una manera de relativizar el concepto de la teoria de recursién
para dominios trasfinitos: sea B = (B, €, By, Bo,...) una estructura transitiva (es
decir B es un conjunto transitivo), con una cantidad finita o infinita de predicados.
Definimos:

R C B™ es B-r.e (respectivamente B-rec) siy sélo si R es £ (respectivamente Aq)
definible sobre B.

Se debe tener en cuenta que los elementos de w y de H,, son conjuntos finitos, por
ello resulta muy importante el concepto de finito. Sin embargo nuestra estructura B
puede contener conjuntos infinitos, pues sélo hemos pedido que B sea transitiva. Si
observamos con atencién, y con especial atencién al caso H,,, expresar que un conjunto
u sea finito, es equivalente a decir que u € H,,, por lo que, relativizando:

u es B — finito si y sélo si u € B.

Aclarados los conceptos de 3, -férmula y 2B-finito, cuando B es una estructura, nos
disponemos a definir las estructuras admisibles.

3. CONJUNTOS ADMISIBLES

El objetivo, de este apartado es presentar a las estructuras admisibles. Se pretende
que la estructura 9 = (M, €, 41, A5 ...), que estamos por definir, cumpla con las
siguientes propiedades basicas:

2A 1o largo del trabajo utilizamos 3,,-férmulas para denotar las férmulas que son de la forma Xy, .
Anélogamente para las féormulas IT,, y A,
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I.: Si A es recursivo y u es 9M-finito, entonces A Nwu es M-finito.
II.: Siwesfinitoy F : u — N es recursiva, entonces la imagen de u respecto a F'
(F"u) es M-finita.
Este tipo de estructuras son llamadas estructuras admisibles y fueron caracterizadas
por Kripke y Platek con la siguiente definicion.

Definicién 3. Una estructura transitiva 9 = (M, € Aj, Ao, ...) es admisible si
cumple con los siguientes axiomas:

1. 0,{x,y},Ux pertenecen a M para cualesquiera x,y € M.
2. Yg-comprensidn:
x N {z|¢(2)}, es un conjunto, siempre que ¢ sea una Xg-férmula.
3. Yg-remplazo:
VoIye(z,y) — YuIvVe € udy € ve(z,y), cuando ¢ sea una o-férmula.

En particular, un conjunto A transitivo es admisible si (A, €) es una estructura
admisible.

Observemos que debido a la transitividad, 9t cuenta ademés con los axiomas de
extensionalidad y fundacién®. Notemos también que en las estructuras admisibles,
gracias a los axiomas de vacio, par y unién, siempre pueden definirse los nimeros
naturales. Recordemos que 0 =0, 1 = {0} = {0}, 2 = {0, {0}} = 1U {1}, y en general
n+1=nuU{n}.

La definicién de estructuras admisibles implica las propiedades basicas I y 11, cosa
que mostramos mediante los tres lemas siguientes.

LEMA 4. Sean u € M y R un conjunto definido mediante una A;(M)-férmula,
entonces RNu € M.

Demostracion. Sea R un conjunto definido mediante una A;(M)-férmula, entonces
tanto R(z) como —R(z) son ¥ (M)-definibles, es decir, si € M, entonces R(x) <
JyRo(y,x) y ~R(z) < JyR1(y,x) con Ry, Ry férmulas Xg(M).

Es claro que Y3y (Ro(y, z)V R1(y,z)), y por lo tanto Vz € uIy(Ro(y, )V R1(y, z)),
y debido a que 9 es admisible, podemos utilizar ¥-remplazo, lo que nos garantiza
que existe v € M tal que:

Vo € udy € v(Ro(y,z) V Ri(y, x)).

En vista de que (Jy € vR1(y,x)) es una Xg-férmula, aplicando ¥g-comprensién,
obtenemos:

uNR=un{z|3y € vRy(y,x)} € M.

LEMA 5. Sea 9 una estructura admisible, entonces satisface:
)

Ve € udyy ... Jynp(z,¥) — FoVe € udyr € v... Jy, € vo(z, )

si @ es una Xg-formula.

Demostracion. Supongamos Vz € uJy; ... Jyne(x,y). Debido a que 9 admite el
axioma de par podemos definir w = {y1,...,yn} ¥ por lo tanto se cumple VzIw(x €
uw = Jy1... 3y, € we(z,q)) en M. Por Zp-remplazo, existe v € M tal que Vz €

uFw € v'Iy1 ... Iyn € wp(x,y). Para terminar, tomamos v = (J ., v’ O

LEMA 6. Sean MM wuna estructura admisible, v € M y u C dom(F), donde F es
31 (M)-definible; entonces F"'u € M, donde F"u es la imagen de u respecto a F.

3Toda estructura transitiva es modelo del axioma de extensionalidad y del axioma de fundacién.
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Demostracion. Sean v € M y F una funcién definida mediante una 37 (M)-férmula.
Por lo que, y = F(x) <» 32F'(z,y,z) donde F’ es ¥o(M)-férmula. Usando el hecho de
que u C dom(F), tenemos que Vz € uJy(y = F(x)), es decir Vo € uIy(IzF'(z,y, x)),
por el lema anterior, existe v tal que Vo € uJy € vIz € vF'(z,z,y).

Finalmente, hacemos:

F'u=vn{y|3z € udz € vF'(2,y,2)}.

Notemos que F"u € M, pues 9 admite Xg-comprensién. O

Los lemas 1. y 3. nos advierten que en estructuras admisibles realmente se cumplen
Aj-comprension y Y;-remplazo.
El siguiente teorema es uno de los objetivos de esta seccién.

TEOREMA 7. (Definicién por L-recursion). Sean G un simbolo de una X-funcion
de paridad n+2, conn > 0 y M una estructura admisible. Es posible definir un nuevo
stmbolo de X-funcion F, en MM, tal que para toda x1,...,%n,Yy:

F(z1,...,zn,y) = G(@1, ...y 2n,y, {(z, F(x1,...,20n,2)) |z € TC(y)}).

Demostracion. Primero vamos a probar que para toda xq,...,%,,y existe una f tal
que:

1. f es una funcién A dom(f) =TC(y),
2. Yw edom(f)(f(w) = F(x1,...,2n,w)) y
3. F(xy,...,xn,y) = G(x1, ..., 20, Yy, f)
Esto sugiere la formula para definir F'. Para simplificar la notacién, tomamos
n = 1. Sea P(z,y,z, f) el X-predicado dado por:

Va € f3aq € adag € alar = {y} ANaz = {y,z} ANa={a1,a2})A
Va € be S f(a1 = b1 — Qg = b2)

J\Vb € f(br € TC(y)) AVz € adb € f(by = z)

A\ Vw e TC(y)(f(w) = G(w,w, f | TC(w))) Az = G(z,y, )"

Dicho de manera més clara, P(z,y, z, f) simboliza:

f es una funcién A dom(f) = TC(y)
AVw € TC(y)(f(w) = G(a,w, f | TC(w)))

Nz =Gz, y, [).

Afirmacién (1):VaVy3lz3f P(z,vy, z, ). Donde el simbolo 3!z abrevia la ex-
presién: existe un tinico z°.
Para corroborar (1), es suficiente probar que para cualquier x:
I.: Vy323fP(z,y, 2, f)
II.: (P(x,y,2, ) ANP(z,y,2', ") = (z=2Z ANf=f).

4Para no alargar en demasia nuestra férmula, a1 y b; simbolizan las primeras coordenadas de
a y b, respectivante y formalmente escribimos esto, mediante la férmula JaiJaz(a = (a1, a2)).
Anélogamente ag y bz representan las segundas coordenadas.

5V$Vy3!zﬂfp(x,y, z, ) = (VaVy3z3f P(z,y, 2, f)) A (32’ P(z,y,2', f) = 2 = 2')).
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Primero probaremos (II), por induccién sobre TC(y); supongamos que para
w €TC(y) existen a lo mas un v y un g tal que P(z,w,u,g). Supongamos que
P(z,y,z, f)AP(z,y, 2, '), entonces por definicién de P, tenemos z = G(z,y, f)
y 2/ = G(z,y, f'), asi, basta probar que f = f’. Mas, f y f' son funciones
con el mismo dominio, por tanto es suficiente probar f(w) = f/(w) para toda
w €TC(y). Sin embargo, también de la definicién se consigue:

() Pz, y, 2 f) Aw €TC(y) — P(x, w, f(w), f ITC(w)).

Es decir P(z,w, f(w), f [TC(w)) y P(z,w, f'(w), f/ [TC(w)), y usando la
hipétesis de induccidn, tenemos f(w) = f'(w).

La prueba de (I) serd también por induccién, esto es, para demostrar que se
cumple Vy3z3fP(z,y, z, f) supondremos

Vw € TC(y)3z3f P(z,w, z, f).

Ahora, por (II), sabemos que existe una Unica pareja u,, g, que satisface
P(z,w, Uy, gw). En vista de que 9 es admisible, podemos usar - remplazo,
para afirmar que la funcién:

f={(w, uy)|lw € TC(y)}

existe. En consecuencia, para probar Vy3z3fP(z,y,z, f), es suficiente pro-
bar P(z,y,G(x,y, f), f) v esto, a su vez, se sigue de Vz € TC(z)(f(z) =
G(z,z,f |TC(z))). Considerando que P(z,z, u,g.), tenemos f(z) = u, =
G(z,y,9.). Asi que lo que tenemos que mostrar es f [TC(z) = g.. Si
w €dom(g,) =TC(z), (i) implica P(z,w,g,(w),g. [TC(w)). Como conse-
cuencia de P(z,y,z,f) AP(xz,y,2',f") — 2z = 2/ A f = f', sabemos que
g-(w) = u, = f(w) y por consiguiente g, = f [TC(w), como se buscaba,
lo que prueba Yy3z3P(z,y, z, f).

Ahora, introducimos un simbolo de -funcién F', el cual estd definido por:

F(z,y) =z« 3fP(x,y,z, f), donde IfP(z,y, z, f) es una 3S-férmula.

Finalmente, sélo necesitamos probar que f = {(z, F(z,z2))|z € TC(y)}.
Empero, esto se cumple por construccién.

O

Definimos rk(z) = sup{rk(y) : y € z}.
Noétese que el rango se puede definir, por recursién en cualquier admisible.

PROPOSICION 8. Sea M una estructura admisible. Para cualquier ¥1-férmula ¢
existe una L1-formula 1 tal que M+ Vo € yp < ¢ 6.

Demostracion. Si ¢ es, en particular, una ¥p-formula, no hay nada que probar. De
modo que, sea p = Jvep, donde ¢ es una Yp-férmula. Consiguientemente, lo que
tenemos que probar es que Va € y3vg es equivalente a una 3;-férmula . Con miras
a acotar la variable v por un conjunto w, definimos la funcién:

fx) =

En efecto, f(x) € M para toda x € M, pues ¢ es una Yg-férmula, y 9t admite
Yp-comprensién. Sea u = J_.. f(x), se tiene que:

{z|p(x, z) A z de rango minimo} si Jz¢(x, 2)
0 en otro caso.

TEY

M E Vo € yFvg < JuVe € yFv € uo
Naturalmente, ¢ = JuVx € yIv € ug. O
Es decir, segin la proposicién anterior, en estructuras admisibles cualquier -

férmula es equivalente a una Yi-férmula. Por tanto, los conjuntos admisibles admiten
Y-remplazo y X-recursién.

Spor M+ vz € Yy <> 1» entendemos, en un abuso de notacién, que los axiomas de admisibilidad,
vistos en la definicién 2, prueban que Va € yp <+ 1 con 1) una X1-férmula.
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Definicién 9. El ordinal o altura ordinal de un conjunto admisible A, denotado
por o(A), es el menor ordinal que no pertenece a A. Un ordinal « es admisible si
a = o(A) para algin conjunto admisible A.

TEOREMA 10. H,, es el menor conjunto admisible.

Demostracion.

i): Primero confirmemos que H,, es un conjunto admisible.

a): H, es transitivo: supongamos que y € x € H,,, por lo que |CT(2)| < w,
ahora como y € z, tenemos que CT(y) CCT(x), de donde |CT(y)| < w, es
decir y € H,,.

b): 0 € H,, pues () es transitivo y |}| < w.

¢): Axioma de unién. Supongamos que = € H,, entonces || < w, por
transitividad, tenemos Uz CCT(z) de donde se sigue que CT(Uz) CCT(x),
por tanto |CT(Uz)| < w, 0 sea Uz € H,,.

d): Axioma de par. Sean x,y € H,,, entonces existe un n tal que tanto x como
y pertenecen a HF,,, por lo que {z,y} € HF, 11, asf que {x,y} € H,,.

e): Axioma de Yp-comprensién. Supongamos que z € H, y ¢ es una Y-
férmula, como CT(z N {z|¢(2)}) CCT(z), tenemos que N {z|¢(z)} € H,,.

f): Axioma de ¥j-remplazo. Supongamos que @ es una Xg-férmula tal que
Va3yp(z,y). Sea a € H,,, queremos ver que JuVa € uy € vp(z,y). Como
a € H,, es finito, tiene k elementos: x1, ..., xk, y por hipdtesis, para cada
x; existe y; tal que ¢(x;,y;). Debido a que y1,...,yx € H,, existe un n tal
que y1,...,yx € HF,, por lo que {y1,...,yx} € HF,41, lo que implica que
{y1,-- - yx} € Hy. Asi v ={y1,...,yx}.

ii): A fin de probar que H, es el menor admisible, supondremos que A es un
conjunto admisible y demostraremos por induccién sobre n que cada HF,, C A.
Primeramente HFy = () € A. Ahora supongamos que a € HF, 1, dicho de
otra manera a = {a1,as,...,ar} C HF, (k € w), y por hipétesis de induccién
a C A, pues Va; € A(Vi < k). Debido a que entre los axiomas que admite A se
encuentra el de par tenemos que a € A, de modo que HF,,;1 C A. Por lo tanto
Hy,=U,c, HF, C A.

O

Asi H,, es nuestro primer ejemplo de un conjunto admisible. El siguiente conjunto
admisible que presentamos es una generalizacién de H,. Sea k un cardinal infinito,
definimos:

H(k)=H, ={a:|TC(a)| < K}

Observemos que H,, es un conjunto segiin ZFE, pues H, C V,.” y V. ciertamente
es un conjunto en ZFE. La demostracion se basa en el hecho de que para cualquier
conjunto x y para cualquier ordinal «, si a < rk(z), entonces o C rk[CT(x)]. Por lo
que, si x € Hy, entonces |CT(z)| < &, por lo que k € rk[CT(x)], se tiene rk(z) < Ky
r € Vg.

TEOREMA 11. Sea k regular, entonces H, es admisible.

Demostracion.
a): H, es transitivo: supongamos que y € x € H,;, por lo que |CT(z)| < &, ahora
como y € z, tenemos que CT(y) CCT(z), de donde |CT(y)| < &, es decir
y € H,.
b): § € Hy, pues () es transitivo y || < x.

TV, se refiere a la jerearquia de von Neumann, definida recursivamente de la siguiente manera:
[ VO = 0
u at+l = POt(Va)
» V5 =Uqg<sVs para § limite.
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¢): Axioma de unién. Supongamos que x € H,, tenemos Uz CCT(x) de donde se
sigue que CT(Uz) CCT(z), con lo cual nos aseguramos de que Uz € H.

d): Axioma de par. Supongamos que x y y € H,, entonces |[CT(z)| < Ky
|CT(y)| < k, sabemos que CT({z,y}) C CT(x) UCT(y) Uz Uy, por lo que
|CT (z,y)| < k.

e): Axioma de Xp-comprensién. Supongamos que z € H, y ¢ es una Xo-férmula,
como CT(z N {z|p(z)}) CCT(z), tenemos que z N {z|p(z)} € H.

f): Axioma de Yj-remplazo. Supongamos que ¢ es una Yo-férmula tal que
VaIyp(z,y). Sea u € H,, queremos ver que existe un v € H, que cumple
Vo € udy € vp(x,y). Por hipdtesis, para cada z; € u existe y; € H, tal
que @(x;,y:), por lo que |y;| < k (Vi € o). Para construir dicho v fijamos
un y; para cada x; tal que p(x;,y;), observemos que |v| < k, debido a que
|u| = ¢ < k. Para terminar la demostracién falta verificar que |CT(v)| < k. No-
temos que CT(v) C J,;c,CT(y:) Jv, entonces [CT(v)| < |U;e, CT(y:) Uv| <
Yieo|CT(yi)| + |v] < K, pues & es regular.

([

TEOREMA 12. Para todo cardinal infinito k el conjunto H, es admisible.

Demostracion. Sélo falta demostrar el caso donde k es un cardinal singular. Los
axiomas de par, unién, vacio y Xop-comprension son analogos al caso donde k es
regular, pues nétese que si x es singular, éste es el limite de una sucesién de cardinales
sucesores (regulares). Probaremos, entonces, el axioma de ¥o-remplazo. Supongamos
que Vx € adyp(z,y) es verdadero en Hy. Sea kT el siguiente cardinal mayor que r, por
lo tanto a € H.+ y V& € aJyp(z,y) son verdaderos en H,+. Tomemos X =CT(a)Ua,
dado que a € Hy, se sabe que | X| < k. Por el teorema de Lowenheim-Skolem-Tarski,
podemos encontrar una subestructura elemental 8 = (B, €) admisible tal que X C B
(por lo tanto a € B) y |B| < k, y al ser s un cardinal regular el teorema anterior
nos asegura que H, + es admisible, y por consiguiente todas sus subestructuras son
admisibles también. En particular B es admisible, y lo por tanto, si V& € aJyp(z,y, )
entonces usando Yg-remplazo en B, tenemos que existe b € B tal que:

Va € aTy € bp(x,y).

Ahora sélo falta asegurarnos de que b € Hy. Sin embargo B C H,, y por ello
CT(b) < k, lo que quiere decir que b € H,. O

El teorema anterior nos proporciona un método efectivo para encontrar diversas
estructuras admisibles: si 9 es admisible, también lo son sus subestructuras elemen-
tales.

COROLARIO 13. Todo cardinal k es un ordinal admisible, esto se debe al hecho de
que H, N Or = k.

O

En resumen, la teoria de los conjuntos admisibles es una subteoria de ZFE, la cual
recupera muchos de sus aspectos méas importantes. Uno de ellos estd dado por el
teorema de recursién visto en esta seccion.

LOGICAS OM-FINITAS

Lo que pretendemos en este apartado es definir una légica infinitaria muy particular.
Por una légica infinitaria, intuitivamente, entendemos, que con los simbolos de nuestro
lenguaje L, a diferencia de la légica clasica, podemos construir formulas que contengan
una cantidad infinita de simbolos ya sean conjunciones, disyunciones, o cuantificadores,
para su definicién formal vedse [Barw75].

La teoria logica que Jon Barwise desarrollé, para estructuras admisibles 91, permite
férmulas con conjunciones y disyunciones 9-finitas. Sin embargo, los predicados
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admiten s6lo un nimero finito de argumentos y las férmulas admiten sélo un nimero
finito de cuantificadores.

Empero, si queremos usar el concepto de 9M-finito, es necesario aritmetizar nuestro
lenguaje y para este fin aprovechamos la estructura admisible. Lo que buscamos es
identificar simbolos del lenguaje con objetos del universo M, para decidir, de manera
formal, que conjunciones y disyunciones aceptara la logica que estamos por definir. Una
tipica aritmetizacion, para un lenguaje £ con sus simbolos de constantes, funciones y
relaciones, es la siguiente:

Predicados: P} = (0,(n,x)) (xr € M,1 < n < w, P} = el z-ésimo predicado y n
argumentos). Para fines précticos se reservan los predicados P} y P} para la igualdad
(=) y la pertenencia (€) respectivamente.

Constantes: C, = (1,z) (z € M).

Variables: v, = (2,z) (x € M).

Es importante notar que el conjunto de variables debe ser 2i-infinito, de lo contrario
una séla férmula podria agotar todas las variables.

El siguiente paso es asignarle un cédigo a las féormulas primitivas. Una férmula

primitiva es una férmula que tiene la forma t; = t3 o R(ty,...,t,), donde R es un
simbolo de n-relaciéon y tq,...,t, son terminos, que en este caso, t1,...,t, pueden ser
variables o constantes®.

De esta manera, cada férmula primitiva P(t1,...,t,) la identificamos con el cédigo

(3, (P, t1,...t,)). Definidos los cddigos para predicados, constantes, variables y férmu-
las primitivas, podemos definir por recursién:

¢ = (4,{(p)),
eV =(5(p, 1)),
e AN = (6,(p,¥)),
o =Y =(7,(p,¥)),
b= (8, (p, ),
Yup = (9, (v, p,)),
ElfUSD = <10, <Ua507>>7
\/f: <117f>7

Cabe senalar que cada c6digo es un conjunto de 9, pues, como ya hemos mencio-
nado, en las estructuras admisibles se pueden construir todos los naturales, ademéas
de contar, en particular, con los axiomas de par y unién.

Ahora podemos definir al conjunto Fmlgy; compuesto por las 9-férmulas como el
menor conjunto, que contiene todas las férmulas primitivas, es cerrado respecto a los
conectivos —, V, A\, —, <>, es decir:

s Si ¢ € Fmlgy, entonces —p € Fmlgy.

= Sip € Fmloy v ¥ € Fmlgy, entonces ¢ V ¢ € Fmlgy.

= Sip € Fmloy v ¥ € Fmlgy, entonces p A ¥ € Fmlgy.

= Sip € Fmlgy v ¥ € Fmlgy, entonces ¢ — ¥ € Fmlgy.

s Sip € Fmlyy y ¥ € Fmlgy, entonces ¢ <> 1 € Fmlgy.

» Si v es una variable y ¢ € Fmloy, entonces Yoy, Jvp € Fmloy.

y cumple:

w Sif={(pliel)e My yp; parai€ I, entonces:

\/ #i =p \/ f € Fmly
iel
y

8Toda M-légica se puede ver como un fragmento de Loow (véase [Barw75]), y aunque no son
nesarios estos conceptos para el presente articulo, mencionamos el hecho de que el concepto de
admisibilidad motivé la nocién de fragmentos de Loooo-

9Recuerde que los simbolos de n-funcién, siempre pueden ser vistos como simbolos de n+1-relacién.
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/\ $i =Dt /\f € Fmloy.
icl
Verbigracia, si tomamos 90t = H,; con x un cardinal mayor que w, nuestro lenguaje
admite conjunciones y disyunciones de “tamano” « con a < k, es decir, nuestra teoria,
no se restringe a conjunciones y disyunciones finitas (en el sentido usual).
Nuestra logica 9M-finita tiene como axiomas todas las instancias de la logica usual
de predicados, y ademés para todo u € M:

/\Sai_>90i Yy @i \/901'.
€U i€u

Para toda v, ¢, ¢; € Fmloy y u € M, las reglas de inferencia son:

0,0 =P
P

o= Y=o
o= Vo' 3z —
e (i€u) i e (i€u)

© = Nicw Vi ’ Vieu i = ¢ .

Donde Fr(z)) denota el conjunto {x|z es una variable libre de ¢}, mismo que puede
ser definido mediante X1-férmula.

Decimos que ¢ es demostrable a partir de un conjunto de enunciados A (en lo
sucesivo sélo escribimos ¢ es demostrable a partir de A), si ¢ pertenece a un conjunto
que contiene tanto a A, como a los axiomas, ademas de ser cerrado respecto las reglas
de inferencia. Formalmente:

(modus ponens).

para © & Fr(p).

Definicién 14. Por una prueba de ¢ a partir de A entendemos una sucesién de
M-férmulas (p;|i < «) tal que a € On y para cada i < «, si ¥ € p;, entonces 1 € A
0 v es un axioma o ¥ se sigue de J, _, pn mediante una sola aplicacién de alguna de
las reglas de inferencia.

p = (pili < @) es una prueba de ¢ si y sélo si v € ;. pi-

Subrayamos el hecho de que toda prueba p de la definicién anterior, gracias a la
aritmetizacién del lenguaje, es subconjunto de M. Sin embargo, no cualquier prueba p
pertenece a M, es decir no podemos concluir de la definicién de prueba que si p es una
prueba, entonces p € M. Lo que nos advierte de la existencia de pruebas 9i-infinitas.

A F ¢ simboliza que existe una prueba de ¢ a partir de A. Una férmula es
demostrable si y sélo si tiene una prueba.

Si A es un X1 (M)-conjunto de enunciados,'® resulta que el conjunto

W = {p € M | p es una prueba a partir de A}

puede escribirse como una Y-férmula, usando recursién’!:

peEW & (p=(pili <a)A(Vk € a(p € p, —
(A(p)

\/ Juvi € uIi(p > (Nicuthi = 1))

100bsérvese, que el que A sea un X1 (M)-conjunto de enunciados, no quiere decir que los enunciados
de A sean forzosamente 31 (M)-enunciados, sino que el conjunto A puede ser descrito por una 31 (M)-
férmula.

HComo A es un 3j-conjunto de enunciados, hay una ¥; férmula que lo define, esa férmula la
denotamos justamente como A(z), con la finalidad de no introducir més notacién. Todas las instancias
de la légica de predicados se escriben similar al segundo disyunto, aqui no los escribimos para no
complicar més esta férmula. Recuerde que cada férmula del 9M-lenguaje estd representado por un
elemento de M, asi, por ejemplo A(¢p), formalmente significa que existe a € M tal que a es el cédigo
de p y A(a).
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\/ 3uVi € udii(i0 & (1 = Vieuthi))

\/ 3 < ki <k(v €p;j A = @) € pi)
V3T Ta(e & Fr(tn) A (p (1 = Vo)) —
3j < k(1 = 12) € pj))

\/ 31 FeTa(z & Fr(gn) A (¢  (aoz — ¢h1)) —
3j < k(2 — 1) € pj))

\/ F3uvi € uTi((@ > (Y = Nieuthi)) =
Vi € udj < k(1) — 1 € pj)

\/ IFuvi € uIi((@ < (Viewths — ¥)) —

Fi € uldj < k(¥; = ¥ €pj))))).
Gracias a que W resulta ser descrito por una Xi-férmula, podemos establecer
algunas analogias con la légica de primer orden, entre ellas, y adelantando el final
de este articulo, el teorema de compacidad de Barwise.

LEMA 15. Sea A un X1 (M)-conjunto de enunciados, entonces A & ¢ si y sdlo existe
una prueba M-finita p (es decir una prueba p € M) de ¢ a partir de A.

Demostracion. (<) es trivial, pues una prueba M-finita de ¢ a partir de A es una
prueba de ¢ a partir de A.

=) Llamamos X al conjunto de férmulas ¢ para las que existe un p € M, el cual
prueba ¢ a partir de A. Claramente X C {¢|A F ¢}, probaremos {¢|A F ¢} C X, de
donde tendremos la igualdad, y asi cada férmula demostrable a partir de A tendréd una
prueba 9Mi-finita a partir de A.

Sabemos que cada enunciado de A al igual que todos los axiomas, también, se
encuentran en X, por lo que es suficiente mostrar que X es cerrado respecto a las
reglas de inferencia. Esto se muestra regla por regla.

Sea P(p, ) la férmula que afirma que p es una prueba M-finita de ¥ a partir de A.

1. Si tanto ¢ como (p — ) pertenecen a X, queremos ver que ¥ € X. Por
hipétesis tenemos P(p,¢) v P(q, — 1), con p = (p;|i < a) y q = (g;]i < 9).
Intuitivamente, la prueba p* que estamos por definir estd dada por la unién de
las funciones p, ¢, y anadiendo al final la pareja ordenada (« + 4, ).

Asi, definimos una prueba p*, de longitud « + 4, suponiendo que a < 6, por:

Di para i < «o
p(i)=1< ¢ parai=a+y; con y; < d
{¢Y} parai=a+~.
Por la construccién p* € M prueba 1) a partir de A. Observe que fue necesario
reordenar los indices de ¢, para poder definir p*.
2. La demostracién de las reglas de inferencia:

(p = )
p — Vo
y
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(¥ — )
dxp — @

Es similar al caso anterior.

3. Sea (¢ — ;) € X paratodai € uy u € M, queremos ver que (¢ — A, ¥;) €
X.

Como para cada ¢ € u existe una prueba p; = (p;,|i < «;), podriamos
pensar en realizar una unién similar al caso anterior, pues u € M. Sin embargo,
a diferencia de 1, tenemos que asegurarnos de que la unién de las pruebas
pertenezca a M y asi poder usar el axioma de unién. Para este fin, necesitamos
asegurar que existe un w € M tal que p; € w para toda j € u.

Sea u € M, por nuestra hipdtesis, tenemos:

(1) Vi € udpP(p, o — 13).

Hemos visto que la férmula abreviada por P(z,y) es X1(M), por lo que
tenemos:

P(p, ) +> 2P/ (z,p,v), donde P’ es ¥, entonces:

(ii) Vi € uIzIpP’(z,p, p — Vi).

De lo cual se deduce que existe v € M (ya que 9 satisface Yg-comprension)
tal que:

(iii) Vi € u3z € vIp € VP (2, p, 0 — ;).

Hacemos w = {p € v|3i € u3z € vP'(z,p,p — ¥;)} (w € M), entonces:

(iv) Vi € udp € wP(p, o — ;).

Sea a € M, a >dom(p) para todo p € w. Definimos una prueba p* de
longitud a + 1 por:

. U{pilp € wAi € dom(p)} parai <«
pr(1) = _ _
{p— /\iEu Ui} para i = q.
Por construccién, p* € M prueba ¢ — A, ¥; a partir de A.
4. El ultimo caso donde (v); — ¢) € X para i € u para probar que \/;,c, ¥ — ¢;
es analogo.

Por lo que X = {p|A+ ¢}. O

LEMA 16. Sea A un 31 (M)-conjunto de enunciados. Entonces A & ¢ si y sdlo existe
u € M, es decir u es M-finito, tal que u C A yut .

Demostracion. Como en el lema anterior (<) es trivial, por lo que sélo probaremos
(=)

Por el lema anterior existe p € M una prueba de ¢ a partir de A. Sea u el conjunto
de férmulas 1 tal que para alguna ¢ €dom(p), ¥ € p;, pero, 1 no es un axioma, ni se
sigue mediante una sola aplicacién de U, <;p, (€ M), esto es ) € A. Entonces, u € M,
ademds por construccién p es una prueba de ¢ a partir de u (u b ¢) y u C A. (Il

Es decir, si A es un ¥;(M)-conjunto de enunciados y A prueba a v, entonces el
lema 4. nos asegura que necesariamente existe una prueba 9-finita de i a partir de
A, pero no sélo eso, sino que ademads, por el lema 5, para probar 1 sélo necesitamos
un subconjunto M-finito de A.

Para finalizar esta seccion definimos la nociones semanticas usuales, haciendo énfasis
en la interpretacién de las “nuevas” conjunciones y disyunciones de nuestra 2-logica.

Por un modelo de £ nos referimos a una estructura 2 = (A, (t*|t € L)) donde
t% = P% C A", sit es un simbolo de n-relacién, t* = ¢* € A, si t es un simbolo de
constante y A # (. Una asignacién de variables es una funcién f :Vbl— A (donde Vbl
corresponde al conjunto de todas las variables). La relacion de satisfaccion A = ¢[f],
significa que ¢ es verdadera en 2 y es definida de manera usual, anadiendo:

A= Asey Gilf] sty s6lo i Vi € u 2 = glf] ¥

A Vi, @ilf] siy solosi Fi € ud = [f].
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Sea ¢ = ¢(v1, ..., v,) una férmula con variables libres 1, ..., z,, A E ©[v1, ..., v5]
denota 2 = ¢[f], donde f(x;) =v; parai=1,...,n. Cuando ¢ es un enunciado s6lo
escribimos 2 |= ¢, en caso de tener un conjunto de enunciados A, 2 = A significa
A | ¢, para toda ¢ € A.

4. TEOREMA DE COMPACIDAD DE BARWISE

La finalidad de este trabajo es establecer condiciones suficientes para garantizar
“compacidad” en una clase particular de 9-logicas: la clase de 2A-16gicas con universo
numerable. La primera tarea serd relacionar la semdantica con la sintactica definida
para nuestras IM-logicas. En otras palabras demostrar la correctud para 2M-16gicas, lo
cual es conocido como el teorema de correctud de Barwise.'? Correctud nos brinda la
posibilidad de ocupar los resultados demostrados en la seccién anterior (es conveniente
observar que dichos resultados se han enunciado para conjuntos de enunciados 1, lo
cual se refleja en el enunciado de compacidad de Barwise). Empero, antes de demostrar
tanto el teorema de correctud, como el de compacidad de Barwise es conveniente
revisar el teorema Rasiowa-Sikorski, ya que brinda una poderosa herramienta para la
prueba de dichos teoremas.

Con vistas a demostrar el teorema Rasiowa-Sikorski, establecemos las siguientes
definiciones:

Definicién 17. Un élgebra booleana es una estructura X = (K, ®, ®,~, O,I) tal
que:
i): @ y ® son operaciones binarias sobre K.
ii): ~ es una operacién unitaria sobre K.
iii): O y I son elementos distintos de K.
iv): Para cualquier a,b,c € K se satisfacen las siguientes propiedades:

adba=a a®@a=a

adb=bDa a®b=>bR®Ra
(a®b)@c=ad (bdc) (a®b)®c=a® (bR c)
a®(b®c)=(axb)®(a®c) ad(bRc)=(adb)R(adc)
a®a=1 a®a=0

a®0=a a®l=a.

En particular, podemos describir el algebra de Lindenbaum, la cual adema&s de
servir como ejemplo de un &lgebra booleana, jugara un papel importantisimo en la
demostracion del Teorema de Correctud de Barwise.

Para definir el dlgebra de Lindenbaum Ly = (S, ®,®,” ,0,1), sean L un lenguaje,
I' un conjunto consistente de M-enunciados (I bien puede ser un conjunto vacio
de enunciados). Los elementos de Sr son clases de equivalencia de enunciados I'-
equivalentes, es decir s € St si s = [p]r = {Y|T' F ¢ < ¥}, para alguna férmula. Las
operaciones &, ® y ~ las identificamos, respectivamente, con V, A y —:

[Pl @[] = [p V¥,
[e] @ [¥] = [p Ay,
[p] = [#] = [~
Finalmente [O] = [Llr = [z # z|r y [I] = [T]r = [x = z]r, donde [L]r es la clase de
contradicciones y [T]r es la clase de tautologfas a partir de I'. Notemos que para todo
Y €T, 1 € [T]r. Ademds, debido a que I' es consistente, [L]r # [T]r.

Para cualquier dlgebra booleana A se puede definir un orden parcial mediante la
operacion @ como sigue:

a<bsadb=hb.

12E] teorema de correctud dice que si A es un conjunto de L-enunciados y A tiene un modelo,
2A |= A, entonces A es consistente, es decir, a partir de A no se puede demostrar ninguna contradiccién.
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En el algebra de Lindenbaun, el orden esta determinado por la implicacién, es decir:
[¢] <r [¢] siy sblosiT F (¢ — ). Esto se sigue de la equivalencia entre ¢ — ¢ y

—p V.

Definiciéon 18. Para un algebra booleana K un conjunto no vacio U C K es un
filtro sobre K si y sélo si para todo a,b € K:
i): O€U.
ii): Siae Uy a <b, entonces b € U.
iii): Sia € U ybe U, entonces a®b € U.

Definiciéon 19. Para cualquier dlgebra Booleana IC, un conjunto B C K tiene la
propiedad de la interseccién finita (PIF) si y sélo si para cualquier aq,...,a, € B,
ag® ... a, # 0.

Si B tiene la PIF, se sigue que:

F={beK|Iny Jag,...,a, tal que ay®,...,a, < b}
es un filtro sobre F que contiene a B. Un filtro maximo respecto a la inclusién es
llamado un ultrafiltro. Como se espera, en un ultrafiltro U siempre ocurre a € U o
a € U,y en el caso particular del dlgebra de Lindenbaum siempre [¢] € U o [~¢] € U.

LEMA 20. Para cualquier dlgebra Booleana IC, cualquier ultrafiltro U sobre K y
cualesquiera a,b € K se tiene:

adbeU<acUobel.

Demostracion. Primero, si a € U, entonces, por definicién, a < a @by como U es un
filtro, tenemos que a &b € U.

Ahora, supongamos que a®b € U y que tanto a como b no pertencen a U. Entonces
acUybeUyportanto a®b € U (pues, en particular, U es un filtro), sin embargo
a®b=adb, asi que (a®b) @ (adb) = O € U, lo cual es una contradiccion,
concluyendo de esta manera que a € U 0 b € U. (]

Definicién 21. Para cualquier dlgebra Booleana K y cualquier C' subconjunto de K
si ¢ € K es la menor cota superior de C, escribimos XC' = ¢ y llamamos a ¢ el supremo
(o sup) de c. Observemos que en el caso de que C sea finito, es decir C' = {c1,¢a,...,cn}
YC es una abreviacién de ¢; @ ca @ ... D ¢,,. De manera anéloga, escribimos [[ D = d,
para denotar al infimo (o inf) de D. Similarmente, si D = {dy,ds,...dy}, entonces
[I D es una abreviacién de d; @ ds ... @ dp,.

Decimos que el ultrafiltro U preserva X.C = ¢ si y sdlo si:

celU <& paraalginbe C,be U.

Dado nuestro breve analisis sobre las dlgebras booleanas, nos disponemos a enunciar
y demostrar el teorema de Rasiowa-Sikorski.

TEOREMA 22. (Rasiowa-Sikorski) Para cualquier dlgebra Booleana N y cualquier
conjunto numerable de supremos XBy, = ay, (k € w), existe un ultrafiltro U sobre N
que los preserva a todos.

Demostracion. Definimos recursivamente elementos b, € By de tal manera que para
todo k € w:

[ (@ @b # 0.
j<k
De esto se sigue que: B = {[],_,.(@;®b;)|k € w} tiene la propiedad de la interseccién
finita. Si U es un ultrafiltro que extiende a B, tenemos:

akeU:>bk:©69(ak®bk):(ak®(zk)@(ak®bk):ak®(dk@bk)GU,
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como es deseado. Por otro lado, un filtro siempre contiene sus supremos. Es decir U,
definido de la forma anterior, respeta supremos.

A continuacién se define dicha sucesién por recursién. Dado b; para j < k tal
que ¢, = Hj<k a; © b; # 0. Buscamos definir b,. Supongamos que para todo
b € By, se tiene que ¢, ® (ar ©b) = O, no obstante que a ®© Y B =), z(a®b)y
a®[[B =]lycpla®b), cuando ) By [[ B existen, tenemos:

a=a@l=@@da)=a®@oy B)=co » (ax®bh)=

be By
E c®(adb) =0,
be By,
contrario a la hipétesis de induccién, por lo que existe por lo menos un elemento by,
en By que cumple con lo requerido, concluyendo asi la demostracion. O

Demostrado el teorema de Rasiowa-Sikorski, estamos en condiciones de demostrar
el teorema de correctud de Barwise, el cual es un paso importante para establecer las
condiciones de la compacidad en las l6gicas i-finitas.

TEOREMA 23. (Correctud Barwise). Sean M una estructura admisible numerable
y A un conjunto de enunciados en el M-lenguaje L. Si A es consistente en la l6gica
M-finita, entonces A tiene un modelo 2.

Demostracion. Primero extendemos el lenguaje £ afiadiendo un conjunto 9i-infinito
C' de nuevas constantes, llamamos a este nuevo lenguaje £*. Hacemos: [p] = {¢|A
1 <> ¢}, para todo L*-enunciado . Sea B = {[¢]|p € es un enunciado de L*}.

Definimos B como el édlgebra de Lindenbaum de universo B, mas las siguentes
operaciones. Para toda ¢ € C' y cualquier u € M:

L. Z[%] = [\/ il

2 el = A

3. Y p(@)] = [Bup)]
4 Jle@) = Mop)).

Observemos, que en nuestra dlgebra de Lindenbaum, [p] <4 [¢)] si y sélo si
(AF =)

Primero debemos verificar que estas operaciones estan bien definidas. Sea u € M. En
1, tenemos que probar que [\/,., ¢i] es el supremo de [p;] (i € u), es decir debemos
probar que [\/,c, ] es la minima cota superior de {[p;]| € u}. Para toda i € u,
At ¢; = Vi, por lo que [\/ ;] es una cota superior. Para ver que es la minima,
supongamos que existe z > [¢;] para toda i € u. Debemos probar que [\/,., ¢i] < z, es
decir que A \/,., vi — z. Supongamos que A = \/ p;, entonces existe por lo menos
una @;, tal que A I ¢;,; tomamos esa férmula para afirmar que A - ¢;, — 2, para
concluir que A+ \/ p; — z.

La prueba para establecer a /\ ¢; como infimo es andloga.

Verifiquemos ahora, que Jvp(v) es el supremo de {[¢(c)]lc € C}. Sea (c) un
L*-enunciado, entonces Jvp(v) es cota superior de dicho conjunto, pues si ¢ € C'y
A F ¢(c), entonces A F Jup(v) es decir A F ¢(c) — Jvp(v). Confirmemos que es la
minima cota: supongamos que z es una cota superior de dicho conjunto, sabemos que
o(c) = FJvp(v) v ¢(c) = z, y supongamos que A F Jup(v), en particular podemos
elegir una constante ¢y que no aparezca en ¢(x) (esto lo podemos lograr debido a que
C es M-infinito), tal que A F ¢(cp), y por hipdtesis A F ¢(cp) — 2z, por lo tanto
At Jvp(v) — 2.

Similarmente establecemos que [Vup(v)] es infimo para el conjunto {¢(c)|c € C}.
Por lo que las operaciones anteriores estan bien definidas.
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Por el teorema de Rasiowa-Sikorski (podemos usuarlo gracias a que M es numerable)
existe un ultrafiltro U sobre B que respeta las operaciones anteriores. Definimos un
modelo 2 = (A, (t*|t € L)) como sigue:

Para ¢ € C hacemos [c] = {¢’ € C|[c = '] € U}, asi definimos A = {[c]|c € C'}.

Si t es una constante en £, interpretamos a t en 2 como t* = [¢], si y sélo si
[t = ¢] € U, lo cual estd bien definido, pues si ¢ es una constante, la férmula Jz(z = b)
es una tautologia, por lo que se encuentra en el ultrafiltro U, y debido a la construccién
de U existe c € C tal que [t =¢] € U.

Si P € L es un n-predicado hacemos:

P%([c1],...,[ea]) & [P(c1,...,cn)] €U
Sea ¢(vi,...,v,) una L-férmula con a lo més wvy,...,v, variables libres, por
induccién, mostraremos que A = ¢([c1], ..., [cn]) < [p(c1,...,cn)] € U:

1. A = =p(le],- -5 [en]) © A o(el, ..., [en]), por hipétesis de induccién se
tiene [p(c1,...,cn)] € U, y como U es ultrafiltro entonces [-(cq,...,¢,)] € U.

2. Sabemos que A = ¢([c1], .-, [en]) VU([caa]s -+, [en]) © R E ¢([c], ..., [en]) 0
AE Y], .. [en])) < (pler, ... en)] €U o [(er, ... )] € U). Sin embar-

go, por el lema 6, esto tltimo ocurre si y sélo si [p(c1,...,cn) Vip(cr, ... cn)] €

U.

3. A = Jup(v) si y sélo si Je € A tal que =p(c), por hipétesis de induccién
[¢(c)] € U, y esto ocurre si y sélo si [Fup(v)] € U ya que U respeta supremos.

4. Sea u € M y supongamos que 2 = V., wi([c1],...,[cn]), lo cual sucede
si y sblo si Jig € u, A = @i ([c1],-..,[cn]), sty s6lo si [pi,(c1,...,¢)] €
U, pues es nuestra hipétesis de induccién, y por construccién de U (pues
por el teorema de Rasiowa-Sikoski, U respeta supremos y hemos probado
que Ve, willc1], ..., [cn]) es el supremo de @;,([c1],...,[ca])), tenemos que
Viewwilcr, .. cn)] €U.

En particular tenemos que para cualquier L£*-enunciado p, 2 | ¢ si y sélo si
[¢] € U. Por lo que 2 = A, ya que ¢ € U para todo ¢ € A.
O

Con el teorema de correctud de Barwise hemos llegado a nuestra meta, pues el
teorema de compacidad en logicas 9M-finitas para conjuntos de enunciados 31 es tan
solo una consecuencia del lema 5 y dicho teorema:

COROLARIO 24. (Teorema de Compacidad de Barwise). Sea I wuna estructura
admisible y numerable. Sea A un 31-conjunto de enunciados del M-lenguaje. Si todo
subconjunto M-finito de A tiene modelo, entonces A tiene modelo.

Demostracion. De acuerdo con el teorema de correctud de Barwise, debemos demos-
trar que A es consistente. Supongamos que no, es decir que A F ¢ A =, por el lema
5, existe u C A y 9M-finito tal que u F ¢ A =, sin embargo, por hipdtesis u es con-
sistente, por lo que no puede derivar contradicciones. Entonces concluimos que A es
consistente. (I
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