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Comportamiento asintoético de
problemas de diseiio optimo para
modelos locales y no locales.

(Resumen)

Estudiaremos problemas de disefio 6ptimo asociados a operadores locales y no locales ana-
lizando, en cada caso, el comportamiento asintético.

En relacion al caso local, estudiaremos un problema asociado al primer autovalor de Steklov
no lineal. Consideramos para esto un dominio 2 ¢ R" y una ventana I' € 9Q. Asociado a esto
se define el primer autovalor de Steklov no lineal a la cantidad

o, IVVIP + V1P dx
Joq VP dS

donde el infimo es tomado sobre todas las funciones en el espacio W'”(Q) que se anulan sobre
el conjunto I'.

AT) := inf

El problema de disefio 6ptimo considerado es el siguiente: dado a € (0, 1), buscar I'* € 0Q
con |I[™|,—1 = @|0Q|,-1 que verifique

AT = inf A(T)

donde el infimo se toma sobre todas las ventanas I' c 9Q que verifican |[',—; = @|0Q|,—1. Si
existe un conjunto I'* c dQ en donde el infimo se logra, es llamado ventana dptima. Demos-
tramos para este problema existencia de ventana Optima, propiedades de esta y existencia de la
autofuncién asociada.

Luego nos ocupamos de la dependencia de la ventana 6ptima respecto de perturbaciones
del dominio Q. Desarrollamos en esta tesis la teoria de la dependencia de la ventana 6ptima
y del autovalor cuando el dominio es perturbado periodicamente y singularmente. El principal
resultado para este caso es la convergencia a un problema limite homogeneizado.
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VI INDICE GENERAL

En el contexto no local, si Q ¢ R" es un dominio abierto, conexo y acotado, y 0 < s < 1 <
p < oo analizamos el problema de disefio 6ptimo de la mejor constante asociada a la desigualdad
de Poincaré en el espacio W*P(Q). Para A C Q, conjunto medible, definimos la cantidad A,(A)

como v(x)—vI?
V(X)—V
2 ffgxg = dxdy

o, WIP dx

donde el infimo se toma sobre las funciones v € W%P(Q)) que se anulan casi en todo punto de
A. A partir de la mejor constante de Poincaré podemos describir el problema de disefio 6ptimo
asociado, para a € (0, 1), este problema sera

Ag(A) = in

B

As(@) = inf A5(A)

donde el infimo se toma sobre los conjuntos medibles A C Q que cumplen |A] = @|0€)], este
es el llamado problema del obstdculo fuerte. Si existe un conjunto A en donde este infimo se
alcanza, decimos que es un conjunto éptimo para A(e). Mostramos la existencia de conjunto
Optimo dando algunas propiedades de la constante éptima. Luego describiendo una versién del
principio del minimo para operadores no locales caracterizamos el obstaculo como el conjunto
de puntos en donde se anula el extremal.

En el sentido de este contexto no local, asociado al problema del obsticulo fuerte tenemos
el llamado problema del obstdculo débil. Teniendo en cuenta una variante de la desigualdad de
Poincaré podemos definir la siguiente constante dptima

v@)—vI”
2 ffgxg [x—y[+5p dxdy + O'fQ v dx
Je, WP dx

donde o > 0y ¢ € L™(Q) donde el infimo se toma sobre el espacio W*P(Q). Sea a € (0, 1),
consideramos la siguiente clase de conjuntos B, = {¢ € L¥(Q): 0 < ¢ < l,fgtpdx = a|Ql} y
definimos

As(o, ¢) =1

B

As(o,a) = inf Ao, @),
PeB

3

este es el problema del obstidculo débil. Demostramos propiedades acerca de la constante A (o, @)
que define este problema, existencia de extremal y existencia de una configuracidon dptima.

Establecemos luego una conexién entre estos dos problemas probando que A (o, @) —
Ag(a@) cuando o — 0.

En cuanto al parametro s, encontramos que reescalando adecuadamente la constante A (@)
existe una conexidn entre el problema 6ptimo no local y cierto problema de optimizacién que
involucra al operador p—laplaciano A,, en efecto demostramos que (1 — $)A (@) — A(a), si
s T 1, donde A(a) es cierto problema 6ptimo asociado al operador A, la herramienta clave que
nos permite concluir estos resultados serd, como veremos, el concepto de I'—convergencia.

Por ultimo, a partir del resultado de comportamiento asintético antes descripto concluiremos
la convergencia de los obsticulos A al obstdculo asociado a un problema que involucra al ope-
rador A, mas precisamente probamos que y4, — xa si s T 1, donde A es la solucion 6ptima del
problema local A(a).



Capitulo 1

Introduccion

En esta tesis hemos estudiado algunos problemas de disefio relacionados con la optimizacion
de ciertos extremales de ecuaciones diferenciales e integro diferenciales.

A modo general el problema de disefio ptimo puede plantearse como sigue: dada una regién
del espacio Q2 ¢ R” se le asocia una cierta funcién de energia J(€2), y lo que se busca es hallar
dentro de una clase de dominios A aquel que minimize J(Q). Es decir, se busca Q* € A tal que

JQ¥) < J(Q), VYQeA.

En general, estas funciones de energia son calculadas mediante la integral asociada a una
funcién de estado que es la que resuelve una cierta ecuacién en derivadas parciales (EDP) sobre
el conjunto Q. Es decir,

J(Q) = f J(x, uq(x), Vug(x)) dx,
donde la funcién un(x) es la solucién de
F(x,ua(x), Vug(x)) = 0en Q

mas condiciones de contorno asociadas. Para una descripcion detallada de este tipo de problemas
ver por ejemplo [30].

Dentro de esta familia de problemas, quizds el mds clésico es el que minimiza el primer
autovalor de el operador A en la clase de dominios de medida constante.

Dado Q c R", se define
fQ IVv|? dx
fQ Vdx
donde el infimo es tomado sobre las funciones v € CLI. (Q). Y luego J() = 21(Q). Se busca
minimizar J() en la clase

L(Q) = inf

A={QcR": Q| =a}.

Este problema fue resuelto de manera independiente por G. Faber y E. Krahn en [20, 31] donde
prueban que este problema se minimiza en la bola.
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2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

A partir de este resultado, han habido diversas extensiones y generalizaciones en las direc-
ciones mas diversas. Resulta imposible dar una lista completa de referencias de estos problemas.
A modo de ejemplo el lector puede dirigirse a [29, 30].

En esta tesis nos enfocamos en tres problemas de optimizacion.

1. Problema de Steklov no lineal con obstdculo
2. Problema del (=A, q)°-regional con obstdculo fuerte

3. Problema del (-A, q)’-regional con obstdculo débil

El primero de esos problemas consiste en minimizar el primer autovalor de un problema tipo-
Steklov no lineal donde la autofuncién puede anularse en un conjunto de medida dada sobre la
frontera del dominio. Mas precisamente, dado 2 € R” un abierto regular y I' C 9Q una ventana,
el funcional asociado es

AT) = [l 4l
Q
donde ur es la solucién del problema

—Apur + |ur|p_214r =0 en Q

ur >0 en Q
|Vblr|p_2%r = Alur|P2ur enQ\T
ur =0 enl’

oo lurt? dS = 1.

Este problema, especialmente en el caso p = 2 aparece en problemas de optimizacién de
cargas a través de la frontera. El mismo fue descrito y estudiado en [11]. El problema de optimi-
zacion asociado al funcional A(T") fue estudiado en [16] cuando la ventana I pertenece a la clase
de ventanas de medida fija,

A={coQ: [l',-; = a}.

En dicho trabajo se estudio la existencia de una ventana 6ptima y algunas propiedades de la mis-
ma. En esta tesis, para este problema estudiamos la dependencia de esa ventana 6ptima cuando
el dominio ambiente Q es perturbado singularmente.

Por otro lado, en los tltimos afios se ha experimentado un auge en el campo de los proble-
mas no locales y de las ecuaciones integro-diferenciales debido a novedosas aplicaciones tales
como problemas de obstaculo, optimizacién, finanzas, transicion de fases, materiales estratifica-
dos, dislocacién de cristales, membranas semipermeables y propagacién de llamas, superficies
minimas, problemas elipticos con datos de medida, y muchos otros problemas, como asi tam-
bién al avance matemdtico de las soluciones de estos problemas, principalmente en la teoria de
regularidad a partir del célebre articulo de Caffarelli-Silvestre (ver [9]).

Sin embargo, problemas de disefio 6ptimo para estas ecuaciones no han sido abordados
en la actualidad. En [15] se estudia la optimizacién del primer autovalor de un problema de



Dirichlet para el p—laplaciano fraccionario més un potencial, respecto a dicho potencial, pero
manteniendo el dominio es fijo.

Mas precisamente, dado Q € R” se define el p—laplaciano fraccionario regional como

- -2 3
G%mwmwmeﬂuwpwﬁuwu

=y

y asociado a este operador, consideramos los siguientes funcionales

A (A) = ff lua(x) —us I a0 = us M ) (D)
axq  |lx =yt

donde para cada A C Q, u4 es la solucién del problema

(—Apo)us = AualPus enQ\ A

us =0 en A
us >0
|, lualP dx =1
y
Ag(o, @) = f f g 2x) = MU’?Z(y)lp dxdy + o f Plusgl? dx, (1.2)
axQ |x — y[**sp Q

donde paracadac > 0y ¢ € L™(Q), ¢ > 0, us4 es la solucion de

(_Ap,Q)Sua',qﬁ + O-¢|u0',¢|p_2u0',¢> = /l|”0',¢|p_2’40',¢ en Q\ A
Uggp = 0

I, luogl? dx = 1.

Asociado a la constante A3(A), tenemos asociado el siguiente problema 6ptimo: dado « € (0, 1),
definimos
As(@) := Inf{A;(A): A € Q,]A| = |Q]}, (1.3)

este es el llamado problema del obstdculo fuerte.

También, asociado a la constante A5(0, ¢) esta asociado el siguiente problema optimo
As(o, @) = inf{As(0, @) : ¢ € By}, (L.4)

donde el infimo es tomado sobre la clase B, = {¢p € L(Q),0< ¢ < 1, fQ ¢dx = a|Ql}.

Para el segundo y tercer problema, probamos la existencia de una configuracién 6ptima pa-
ra Ay(a) y Ay(o, @) respectivamente. Luego, estudiamos el comportamiento de las constantes
As(a@) cuando s T 1y de las constantes Ag(o, @) cuando oo — oo como asi también de las con-
figuraciones 6ptimas asociadas. Finalmente, establecemos la conexién entre ambos problemas
cuando 5 T 1.

Los resultados originales de esta tesis han dado lugar a dos publicaciones. La primera de
ellas ha aparecido en la revista ‘Control Optimisation and Calculus of Variations’ (ver [26]). La



4 CAPITULO 1. INTRODUCCION

segunda de ellas ha sido enviada a publicar, y una copia de este trabajo puede ser encontrado en
[27].

Esta tesis esta organizada de la siguiente manera: en el Capitulo 2 damos una introduccién de
los espacios de Sobolev clasicos y fraccionarios. Ningtin resultado de este capitulo es original,
hemos decidido incluir las demostraciones de la mayoria de los resultados para que la tesis sea
lo mas autocontenida posible.

En el Capitulo 3 introducimos los problemas de autovalores que estudiaremos a lo largo de
esta tesis.

En los Capitulos 4 y 5 se concentran los resultados originales de esta Tesis:

En el Capitulo 4 probamos la existencia de las configuraciones dptimas asociadas a cada uno
de los problemas.

El Capitulo 5 se dedica a estudiar el comportamiento asint6tico de estos problemas en dis-
tintos contextos.

Para el problema (1) se estudia su comportamiento cuando el dominio Q es perturbado sin-
gularmente.

Para el problema (2) se estudia como este aproxima a (1) cuando s T 1, y finalmente vemos
como el problema (3) aproxima a (2) cuando el obsticulo suave es penalizado.

Al final de la tesis, se incluyén dos apéndices con algunos resultados tedricos que son usados
en las demostraciones.



Capitulo 2

Espacios de Sobolev

En este capitulo presentamos los espacios de Sobolev clasicos y fraccionarios que son los
espacios sobre los cuales trabajaremos mas adelante.

Comenzaremos el capitulo describiendo los espacios de Lebesgue destacando los ejemplos
particulares de estos que seran utilizados. Luego daremos el concepto de derivada débil de una
funcién que serd necesario para introducir los espacios de Sobolev cldsicos dando también al-
gunas propiedades utiles. Describiremos detalladamente la regularidad necesaria que vamos a
asumir sobre los dominios con los cuales trabajaremos. Al final de la primera parte del capitulo
enunciamos dos importantes teoremas de trazas que serdn necesarios mds adelante.

En la segunda mitad de este capitulo presentaremos los espacios de Sobolev fraccionarios
W*P(Q), mostrando algunas propiedades de estos y las inmersiones compactas asociadas a estos
espacios que vamos a utilizar.

2.1. Espacios de Lebesgue

Damos en esta seccion la definicién de los espacios de Lebesgue, para una lectura mas
cuidadosa acerca de estos espacios el lector puede referirse a [19].

Sea (E, Z, u) un espacio de medida. Paracada 1 < p < oo se definen los espacios de Lebesgue
LP(E) como

LP(E) = Lj(E) := {f: E — R, y—medibles : flflpd,u < 00}.
E
Cuando p = oo se define L™(E) como
L¥(E) = LY(E) := {f: E > R, pu - medibles: AM > 0 tal que |f(x)| < M, p — c.t.x € E}.

En estos espacios se define la norma

1

P du)’ Hepew

”f”p = ”f”Lﬁ(E) = (fE |f| “) S% p <o
inf{M > 0: |[f(x)| <M, u—ctpxeE} sip=oo.

5



6 CAPITULO 2. ESPACIOS DE SOBOLEV

Con esta norma, los espacios (LP(E),|| - ||,) resultan ser espacios de Banach. Mas atin, si
1 < p < oo estos espacios son separables y si 1 < p < oo son reflexivos. Ver [8] para un estudio
exhaustivo de estos espacios.

Dado 1 < p < oo se define el exponente conjugado de Lebesgue de p, p’, al nimero tal que

1 1
— + - = 1,
p p
_p_

p=1-
Es bien sabido, ver [8], que para 1 < p < oo, el espacio dual de L”(F) se representa por
L” (E). Esto significa que el operador @), : L” (E) — [LP(E)] dado por

donde se usa que é =0.Enel caso 1 < p < oo es inmediata la expresion p’ =

<%@@=me

resulta ser una isometria biyectiva.

En esta tesis haremos uso extensivo de estos espacios, en particular cuando 1 < p < oo que
es el caso en que los mismos resultan ser espacios de Banach, separables y reflexivos.

En particular nos interesan dos ejemplos concretos de espacios de medida:

Ejemplo 2.1. Sea Q c R" y consideramos (€2, X, dx) donde X es la o—algebra de los conjuntos
medibles Lebesgue de Q y dx es la medida de Lebesgue.

En los espacios de Lebesgue L? resulta util definir la convergencia local. Para esto introdu-
cimos la siguiente notacion.

Definicion 2.2. Sean V,U c R”. Decimos que el conjunto V esta fuertemente incluido en el
conjunto U y lo denotamos como V cC U si V C U y V es compacto.

Con esta notacién damos la definicién de convergencia local.

Definicion 2.3. Sean {f,,},ueny € LP(U) y f € LP(U). Decimos que f,,, — f en Lﬁ)c(U) sifn > f
en LP(V) paratodo V cc U.

Ejemplo 2.4. Sea Q c R”" un abierto. Consideramos luego el espacio de medida (0, B, dS ),
donde B es la o—dlgebra de Borel, de los subconjuntos de dQ y dS = dH"'[0Q donde H"~!
denota la medida (n — 1)—dimensional de Hausdorff.

Supongamos ahora que el dominio Q es un conjunto de clase C! (ver definicién 2.26). Para
xo € OQ arbitrario existe una funcién y : R"~! — R de clase C! y r > 0 tal que

QN By(x) = {(x', xp) € R": x> y(x')}

0Q N B(xg) = {x',x,) €ER": x,, = V(X')},
donde X’ = (x1,...,%,—1). Si f € L1(0Q) y sop(f) C B,(xp), entonces la integral de superficie

(ver [19]) de fes
j;gde = o FO Ly AT+ Vy(x)dx .
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Si f = xB.(x,), €ntonces

H"1(0Q N B,(x0)) = f

R}'l

V1 + Vy(x')dx'.
-1

Recordamos a continuacién la desigualdad de interpolacion (ver por ejemplo [18]) que nos
serd util mas adelante.

Teorema 2.5 (Desigualdad de interpolacion). Sea (E,Z, u) un espacio de medida, u € LP(du) N
Li(du)con1 < p<g<ooyrestal que p <r < g, entonces

1-
el ey < N7 et

donde 0 < a <1ya= p(qg—r)/r(g— p).

Demostracion. Se cumple que 1/g < 1/r < 1/p, por lo tanto existe 0 < @ < 1 tal que 1/r =

(1-a)l/q+ al/p, considerando p; = q/(r(1 —@))y p» = p/(ra) setiene que 1/p; +1/p, = 1.
Aplicando desigualdad de Holder tenemos que

r(l1-a)/q ra/p
f " dye = f Iulr(l_“)lul”’dﬂs{ f Iulqdu} { f Iul”du} e
E E E E

Elevando a la 1/r a ambos lados en (2.1) queda

1_
il < Wl el

Por otro lado despejando @ en 1/r = (1 — @)(1/q) + a(1/p) queda @ = p(q — r)/r(g — p). De esta
forma a > 0. O

Presentamos ahora, sin demostracién, la siguiente versién del teorema de compacidad de
Kolmogorov-Riesz-Fréchet (ver [8]), que usaremos para obtener resultados de compacidad en
los teoremas de inmersion que presentaremos mas adelante.

Antes de enunciar este teorema serd necesaria la siguiente notacion.
Notacion 2.6. Siu : R" — R, escribiremos la translacién de la funcién u por el vector & € R”
como (tpu)(x) = u(x + h).

También precisamos unas definiciones.

Definicién 2.7. Sea X un espacio métrico y V c X. Decimos que V es precompacto si V es
compacto.

Observacion 2.8. Es facil ver que V C X es precompacto si y sélo si verifica que para toda
sucesion {x;;}men C V, existe una subsucesion {x, hkenw C {Xm}men convergente.

Teniendo en cuenta la anterior definicién definimos lo siguiente.

Definicion 2.9. Sean X e Y espacios de Banach con X C Y. Decimos que el espacio X esta
compactamente embebido en el espacio Y y lo denotamos como X CC Y, si se satisfacen las
siguientes condiciones:
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1. existe una constante positiva C tal que

lxlly < Cllx|lx para todo x € X,

2. todo conjunto V C X acotado es precompacto en Y.

Teorema 2.10. (Kolmogorov-Riesz-Fréchet) Sea 1 < p < ooy L un conjunto acotado en LP (R").
Asumimos que
|}1me llThue — ullppwny = 0, uniformemente en u € L. (2.2)

Es decirVe > 036 > 0 tal que ||tpu — ullppwny < &,Yu € L,Yh € R" con |h| < 6.

Entonces Liq es precompacto en LP(Q), para cualquier conjunto medible Q C R" de medida
finita.

En el teorema anterior, L) denota las funciones de L restringidas a Q.

2.2. Espacios de Sobolev clasicos

Introducimos ahora los espacios cldsicos de Sobolev pero primero serd necesario el siguiente
concepto.

2.2.1. Derivada débil

Notacion 2.11. C°(U) (U < R" abierto) denotara el conjunto de las funciones infinitamente
diferenciables ¢: U — R con soporte compacto en U.

A lo largo de esta seccidn usaremos la notacién de multiindice para las derivadas parciales.
Esto es:

Definicion 2.12. Un multiindice es un vector de coordenadas enteras no negativas, @ € NI,
a = (ay,...,a,). El orden de un multiindice « se define como

n
lo| = Zai-
i=1

Definicién 2.13. Dada una funcién ¢ € CZ°(R") y un multifndice a € N se define la a-derivada
parcial de ¢ como
5|(1|¢

aq ay *
ox|' - 0x,"

DY =
Definicion 2.14. Dado k € Ny ¢ € C°(R") se define
D'¢ := (D% a e N/, |a| = k},

el conjunto de todas las derivadas parciales de orden k. Dos casos particulares requieren una
notacion especial:
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» (k = 1) En este caso el conjunto D'¢ se lo interpreta como un vector y a dicho vector se
lo llama el gradiente de ¢,

D'¢ =V =(0y6,...,0u0).

s (k = 2) En este caso el conjunto D*¢ se lo interpreta como una matriz y a dicha matriz se
la llama matriz Hessiana de ¢,

P P
Ax? 0x10xy,
D’¢=Hp=| : :
P .. P
0x,0x1 Ox2

Definicion 2.15. Sean u,v € L}UC(U), y @ € Njj un multiindice. Decimos que v es la a—ésima
derivada parcial débil de u, y se escribe:

D%u=v

si se cumple
f uD%¢ dx = (—1)! f vpdx, V¢ e C(U). (2.3)
U U

Es facil ver que la derivada débil es tinica. Eso justifica la notacion de la definicion.

2.2.2. Definicion de espacios de Sobolev

Sea 1 < p < ooy k un entero no negativo. Definimos ahora cierto espacio funcional cuyos
miembros tienen derivadas de varios ordenes en L?.

Definicion 2.16. Sea U un subconjunto abierto de R”". El espacio de Sobolev W*P(U), consiste
de todas las funciones localmente integrables u: U — R de modo tal que por cada multiindice
a con |a| < k, D%u existe en el sentido débil y pertenecen a L”(U).

Observacion 2.17. 1. Si p = 2, usualmente escribimos
HYU) = W (U) (k=0,1...).

Se usa la letra H ya que se desea remarcar la estructura hilbertiana del espacio. Note que
H%(U) = L*(U).

2. De aqui en adelante identificamos funciones en W*? las cuales coinciden casi en todo
punto.
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Definicion 2.18. Siu € W*P(U), definimos su norma como:

P
[ (Z ||D“u||z} (1<p<o)

lal<k

lllyiescory = ), 1D"ule.

lov|<k

Observacion 2.19. Observemos que en el caso p = 2 esta norma coincide con la inducida por el

producto interno
U, Vg = E f D*uDv dx.
) U

la|<k

Observacion 2.20. Enel casok = 1y 1 < p < oo, es usual considerar la siguiente norma en

Wir(D),
%
libyrocen = [ 19+ )
U

Esta norma es equivalente a la definida en la Definicién 2.18 que corresponde a tomar la norma
p de vectores en R” en lugar de la norma euclidea para |Vu|.

Es fAcil ver que (Wkp(O), ||- llwx.r(z7)) resulta un espacio de Banach para 1 < p < coy k € Np.
Mas atn, si 1 < p < oo estos espacios son separables y cuando 1 < p < oo son reflexivos. Ver

[8].

Definicion 2.21. Escribimos u,, — u en Wl];f (U) para decir que u,, — u en W5P(V) por cada
Vccl.

Definicion 2.22. Denotamos por Wg’p (U) alaclausurade C°(U) en WkP(U).

De esta forma u € Wg’p (U) siy s6lo si existen funciones u,, € C°(U) tal que u,, — uen

wkp(U). Interpretamos los elementos del espacio Wg’p (U) como las funciones u € W*P(U) tal
que

“D%u = 0en dU” para todo |a| < k— 1.

Esto se hdra mas claro con el concepto de traza.

Notacion 2.23. Es costumbre escribir
Hy(U) = Wy (U)

Observacion 2.24. En general, Wg’p (Q) € WkP(Q). Sin embargo, cuando O = R" se tiene que
ambos espacios coinciden. Ver [21].
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2.3. Propiedades elementales

A continuacién recordamos ciertas propiedades de las derivadas débiles. Varias de estas
reglas son vélidas para funciones suaves pero las funciones en un espacio de Sobolev no son
necesariamente suaves. No daremos una demostracién de estos hechos. El lector interesado la
puede encontrar, por ejemplo, en el libro [18].

Teorema 2.25 (Propiedades de las derivadas débiles). Asumiendo u,v € WEkP(U), la| < k, se
tiene que

1. D%u € W¥lebp(Uy y DP(DYu) = D*(DPu) = D**Bu para todo multiindice a,f con |a| +
1Bl < k.

2. Porcada A, ;€ R, Au+ pv € WEP(U) y D*(Au + pv) = AD%u + uD®v, |a| < k.
3. SiV es un subconjunto abierto de U, entonces u € WP (V).

4. Si¢ e CX(U), entonces {u € wkr(U) y

D%({u) = Z (Z)DB (D Py (férmula de Leibnitz)
p<a

donde (Z) = ,6"(+l,8)' ya!=ala! - a,.

2.3.1. Aproximacion en los espacios W'?(Q)

Nos es necesario en este trabajo resultados de aproximacién por funciones suaves para las
funciones en el espacio W!(Q). Para conseguir este tipo de aproximacién por funciones regula-
res hasta el borde es necesario asumir cierta regularidad de la frontera del dominio . Daremos
un teorema, que no es el mas general posible, pero que nos ser 1til para algunos de los resulta-
dos obtenidos.

Antes de enunciar los resultados de aproximacion, necesitamos definir la clase de regularidad
que usaremos para el dominio Q y el tipo de funciones necesarias para entender las aproxima-
ciones que haremos.

Definicién 2.26. Decimos que el 9Q es de clase C* si por cada punto xy € 9Q existe r > 0y
una funcién y : R*~! — R de clase C* tal que (salvo reetiquetado y reorientacién de los ejes
coordenados si es necesario)

QN B(xp,7) ={x € B(xp,r): X5, > y(X15...,Xp-1)}.

Decimos también que dQ es de clase C* si dQ es de clase C¥ parak = 1,2, ...,y 0Q es analitico
si la funcién y es analitica.

Enunciamos ahora sin demostracién el principal resultado de esta seccién que engloba dos
tipos de aproximaciones usando funciones suaves. Para un estudio mas detallado de este tipo de
aproximaciones referirse a [18].



12 CAPITULO 2. ESPACIOS DE SOBOLEV

Teorema 2.27. Sea Q C R” acotado, 1 < p < oo y u € WEP(Q). Entonces existe una sucesion
{um}>_, € C™() N WEP(Q) tal que

et — ullwpy — O sim — oo.

Mas aiin si Q tiene frontera 0Q de clase C L entonces existe una sucesion {um},_ € C Q) tal
que

et — u”Wk»!’(Q) — 0sim — oo.

2.3.2. Extension

En esta seccién enunciamos un teorema que permite extender funciones del espacio W (U)
para convertirlas en funciones de W!?(R"), esto se debe hacer cuidadosamente: si por ejemplo
se extiende una funcién para que valga cero en R" \ U se puede generar una discontinuidad tan
mala sobre U de modo tal que pierda derivada débil, el siguiente teorema que enunciamos sin
demostracion (ver [18] para los detalles) nos dice como puede hacerse tal extensién adecuada-
mente.

Teorema 2.28. Sea 1 < p < oo, U C R" acotado y con 0U de clase C'. Si V es un conjunto
acotado que cumple U cC 'V entonces existe un operador lineal acotado E : W'P(U) —
WUP(R™) de modo tal que para cada u € WP (U) se cumple que:

1. Eu = u casi en todo punto de U.
2. Eu tiene soporte dentro de V.

3. Eullwrr@wey < Cllullwiry, donde la constante C depende solo de p,U y V.

Se dice que Eu es una extensién de u a R”.

2.3.3. Teoremas de inmersion clasicos

En esta seccién presentamos algunas inmersiones asociadas a los espacios W"*(Q) y que
serdn necesarias en nuestro trabajo. Antes de demostrar el principal resultado de esta seccion
comenzamos con la desigualdad de Gagliardo-Nierenberg-Sobolev (ver [2],[18]).

Antes de comenzar serd necesaria la siguiente definion.

Definicion 2.29. Sean X, Y, espacios normados, diremos que el espacio X esta inmerso en el
espacio Y si X C Y y si existe una costante C tal que

lIxlly < Cllx|lx para todo x € X.

Nos referiremos a esto escribiendo X «— Y.
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Teorema 2.30 (Desigualdad de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev). Si 1 < p < n, entonces existe
una constante C dependiente solo de p y n tal que

llull gy < ClIVullzr@ny,  Yu € CLR")
donde p* = np/(n— p).

Observacion 2.31. Observemos que siempre se tiene que p* > p.

Demostracion. Se supone primero p = 1, ya que u tiene soporte compacto paracadai =1,...,n
y x € R” tenemos que

X;
M(X)Zf U, (X150 oy Xim 1y Vis Xig 1 - - - Xn) AY;

(o)

y asi

Iu(x)lsf Vu(xi,..., ..., x)ldy; (i=1,...,n)

o0

en consecuencia

1
n 00 =)
Jeg] -1 s| |(f IVu(xl,...,yi,...,xn)ldyi) :
i=1 W®

Integrando la tltima desigualdad a ambos lados con respecto a x; obtenemos:

fm 7T dx; < fm]—[(fo IVuldyi)n_l dx;
—00 —00 —00
=( f |Vu|dy1)n_l f 1_[( f IVuldy,-)n_ dx, (2.4)
< (f |Vu|dy1) [nf f Vil dx, dyz]

en la dltima desigualdad se utilizo la desigualdad de Holder generalizada, integrando ahora la
desigualdad (2.4) respecto de x; tenemos:

1
ey
f f lul#T dxy dx < (f [Vuldx, dyz) f nl” " dx,
z¢2

donde I := f_ozo Vuldy, y f_O; f_ozo |Vu|dx, dy; para (i = 3,...,n). Aplicando una vez maés la
desigualdad de Holder extendida encontramos que

1 1
00 00 ; 00 =1 00 n-1
f f || -1 dxy dxo S(f |Vu| dx; dyz) (f |Vu| dy, dxz)
—00 J—00 n—oo . . . —00 %1
]_[( f f f \Vul dx; dxa dy,-) .
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Continuamos integrando respecto de x3, .. ., X, para encontrar

L

. n 00 00 n—1
f|u|n_.dxgﬂ(f f IVuldxl...dy[...dxn)
R~ i=1 —00 —00
%]
:(f IVuldx)

y de esta forma se prueba el resultado para p = 1.

(2.5)

Consideramos ahora el caso 1 < p < n, aplicando la estimacion (2.5) a la funcién v := |ul”
(donde y > 1 serd escogida adecuadamente) tenemos que

n=1
( |u|"w'dx) N e T
R R R
-1

-1 g p
<vy || rT dx |[Vul? dx
R" R”

(2.6)

ahora elegimos y de modo tal que yn/(n — 1) = (y — )p/(p — 1) despejando obtenemos y =
pn—1)/(n—p)>1lyasiyn/(n—1)=(y—1Dp/(p—-1)=np/(n— p) = p* usando este valor
de y en (2.6) se llega a
. 1/p* 1/p
( ul? dx) < C( [Vul|? dx)
R” R”

O

Observacion 2.32. Un problema muy importante en el andlisis, es la determinacion de la cons-
tante 6ptima en la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev. Es decir, de la constante

Vuld
K(n,p)_1 = igf M
ueC (R") (ﬁ&n |u|p* dx)[,T

Este problema es conocido como el problema de Talenti debido a que fue él quien lo resolvid
en 1976. Ver [41].

En el anterior teorema se puede reemplazar el espacio C'(R") por el espacio W'"P(R"), eso
nos indica el siguiente corolario.

Corolario 2.33. La desigualdad de Gagliardo—Nirenberg—Sobolev es vdlida para cualquier fun-
cion u € WHP(R™).

Demostracion. En efecto, si u € WUP(R") existe {up}ment C C?(R") tal que u,, — u en
WLP(R™). Luego, por Gagliardo—Nirenberg—Sobolev, sigue que {i }men s de Cauchy en LP” (R™).

Seave LV (R™) tal que u,,, — ven L” (R™). Pero como u,, — u en LP(R"), se tiene (pasando
a una subsucesion), que u,, — u C.t.p. y u,, — v C.t.p.
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Luego u = v. Finalmente, como por Gagliardo—Nirenberg—Sobolev se tiene

Wt oy < ClIVttallzogee,
pasando al limite m — oo se concluye lo deseado. O
El Teorema 2.30 implica también la siguiente inmersién de Sobolev que afirma que una
funcién en WP(U) es més integrable que lo esperado a priori.
Corolario 2.34. Sea U C R" abierto y con 0U de clase C U asumimos 1 < p < n, entonces
lullzowy < Cllullwroy,  u € WHU) 2.7
para p < q < p*, donde p* = np/(n — p) y la constante C depende solo de p,ny U.
Mas aiin si U es acotado, entonces existe constante C dependiente de p,ny U tal que
lullaw) < Cllullwrowy,  u € WHU)

paral < q < p*.

Demostracion. Seau € W'P(U), por el Teorema 2.28 existe una extensiéon iz € W'»(R") tal que
i=wen Uy @y < Clulyio) 2.8)

donde la funcién extendida & tiene soporte compacto.

Ahora, por la desigualdad de Gagliardo—Nirenberg—Sobolev, tenemos que

”ﬁ“LP*(R'l) < C”VIZHU’(R”)-
Luego,
il 1y < Nally v gy < CIVEl Loy < Clallyrony < Cllidllwio). 2.9)
Sea ahora p < ¢ < p*, usando el Teorema 2.5 y (2.9) tenemos que existe a € (0, 1) tal que

l-a

Ll’*(U) < C”””WLI’(U)-

ooy < Nl el

Finalmente supongamos que U C R" es acotadoy que 1 < g < p. Seau € Wl’p(U ), usando la
desigualdad de Holder tenemos que
=9
lellLawy < [U| 7a Nlull ey < Cllullwirqy

donde la constante anterior no depende de la funcién u.

Queda demostrado del teorema. O

Antes de terminar la seccion recordamos la desigualdad de Poincaré para espacios de Sobo-
lev clésicos, el lector interesado en la demostracién puede dirigirse a [18].

Teorema 2.35. Sea U C R" abierto con |U| < o0y 1 < p < n. Entonces existe una constante C
tal que
lldlzaw) < CIVUllzowy para toda u € Wy (U),

con q € [1, p*1. La constante C depende de los pardmetros n, p,qy U.
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2.3.4. Teorema de Rellich-Kondrachov

Esta seccion esta dedicada a presentar el resultado de compacidad clave que usaremos des-
pués para la existencia de extremales en las constantes 6ptimas.

El resultado fundamental se conoce como el Teorema de compacidad de Rellich-Kondrachov.
La demostracién que aqui daremos serd haciendo uso del Teorema 2.10 y siguiendo las ideas en
[8]. El lector interesado en otra versién mas general del teorema de Rellich-Kondrachov y que
usa en su demostracion otra variante del Teorema de compacidad 2.10 que involucra una condi-
cién de decaimiento puede referirse a [28].

Teorema 2.36 (Rellich-Kondrachov). Sea U C R" un conjunto abierto y acotado, con 0U de
clase C' y 1 < p < oo. Entonces WHP(U) cc LP(U).

Demostracion. Consideremos primero u € C.°(R"), entonces usando la desigualdad de Jensen
obtenemos

u(x + k) — u(x)? | B uqe+ by + (1 = Hx) dt|

|y VuteCe+ )+ (1= 0x) - ha]

IA

( o IVuGe+ By + (1= 1)) - bl dt)p
P [ [VueCx + By + (1 = Dx)lP dt.

IA

Integrando en la anterior desigualdad respecto de la variable x y cambiando variables llegamos
a

lu(x + h) — u(x)|P dx < |h|P |Vul? dx,
R R

luego elevando a la 1/p en esto dltimo obtenemos
lThu — ullLrgey < AIIVUllpr@n, (2.10)

para toda u € C;°(R").

Sea ahora £ ¢ W'P(U) acotado, supongamos por simplicidad que lellwrry < 1,Yu €
L. Debemos comprobar las condiciones del Teorema 2.10, en efecto si £ = {Eu: u € L} C
WLP(R™) denotan las extensiones de los elementos en £ entonces por el Teorema 2.28 se tiene
que

||Eu||LP(R") SHE””WLP(Rn)
SC”’/‘“WLP(U)
<C,

para toda Eu € L, es decir £ resulta ser un subconjunto acotado en LP(R"). También se cumple
(2.10) para los elementos en £ (densidad de C? en LP), entonces por el Teorema 2.10 se tiene
que £|U es precompacto en LP(U), pero £|U = L. Queda demostrado entonces el teorema. O
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El anterior teorema puede ser atin mas general. En efecto el siguiente corolario muestra que
se puede tener mas compacidad adn.

Corolario 2.37. Sea U C R" con las mismas hipétesis que en el Teorema 2.36. Entonces

WP(U) cc LI(U) con 1 < g < p*, donde p* % es el exponente critico, si1 < p <n

yp*=o00sin<p<oo.

Demostracion. Asumamos primero que 1 < p < n. Supongamos que p < g < p* y {u},_| C
WLP(U) con lletmllwrry < C,¥m. Usando ahora el Teorema 2.36 existe una subsucesion, que
atn seguimos llamando {u,,} >, y una funcién u € LP(U) tal que u,, — u en LP(U).

Ahora por el Teorema 2.5 existe a € (0, 1) tal que

ety = lzaqury < Nitm = ullfp gyl = wll 2 oy 2.11)
f |u|1’ dx < llmlnff Iumlp dx < Cllumllw1 oy S <C,
por lo tanto u € L”" (U). Se desprende de esto que
-« l-a
i = a2 < (Il + Nl ) < € (€ e )
entonces
ety — uIILP o S < C, para todo m.

Usando esta tltima desigualdad y que ||, — ullz»(yy — 0 en (2.11), concluimos que u,, — u en
L4(U). Hemos probado asi que W'"?(U) cc LY(U) para p < g < p*.

Finalmente sea 1 < g < py {un},_, C WbP(U) con letmllwiry < C,¥Ym. Usando nueva-
mente que WLP(U) cc LP(U), existe una subsucesién que atn seguimos llamando {u,})_, 'y
una funcién u € LP(U) tal que u,, — u en LP(U). Por la desigualdad de Holder tenemos que

[C:a)]
Nt = ullzaqry < VUL Nt = ull] -

Esta dltima desigualdad permite concluir que W'?(U) cc LY(U) para 1 < g < p.
Hemos probado entonces que W!?(U) cc LI(U) para 1 < g < p*.

Supongamos ahora que p > n,y 1 < g < oo, entonces existe € > 0 tal que g < n(n — g)/e.
Definamos ahora p, = n — &, claramente p, < p, por lo tanto se tiene que W'"P(Q) ¢ W'P=(Q)
(ya que Q] < o).

Sea {uy}m € WHP(Q) uniformeme acotada en m, entonces {u,}, € WhPe(Q), yaque ps <n
se cumple, por la primera parte de la demostracién que la sucesién {u,,}, es precompacta en
L1(Q) para 1 < g < pk, pero como

« nn-2g8

pr = — +oosie — 0,
&

se tiene entonces que whr(Q) cc LI1(Q) paral < g < oo.

Queda finalizada la demostracion. O
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2.3.5. Teoremas de trazas clasicos

Asumiendo U c R” acotado y de clase C', en esta seccién mostramos que W'P(U) —
L1(0U) para 1l < g < p4 donde p, = (n—1)p/(n— p) es el exponente critico de trazas y que esta
inmersion es compacta para el rango 1 < g < py.

Para probar el principal teorema de trazas de esta seccidon necesitamos la siguiente version
de la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, que demostramos usando las ideas de la
demostracion del Teorema 2.30.

Teorema 2.38. Si 1 < p < n, entonces existe una constante C dependiente solo de p y n tal que
lltll e o1y < CllVullp@ny  Yu € CAR™)

donde py = (n—1)p/(n — p).

Observacion 2.39. Observemos que p, > py laigualdad sélo vale si p = 1.

Demostracion. Seau € Cg (R™) arbitraria, considerando x” = (x1, ..., x,_1) entonces

u(x’,0)=—f M ydr
, 0

Xn
por lo tanto

(', 0)] < f V(' o)l dr
0

tomando entonces integral respecto de x’ a ambos lados en la dltima desigualdad queda

f Iu(x’,O)Idx'sf [Vu(x)| dx. (2.12)
Rnfl R"

+

Aplicando ahora la desigualdad (2.12) a la funcién |u|* (donde el pardmetro y sera ajustado
adecuadamente después) y la desigualdad de Holder tenemos que

1/p 1/p
f u]? dx’ < f Yl Vul dx < y( \Vul? dx) ( f |u|Y=DP dx)
R~ R R R

ahora ajustamos el pardmetro y de modo que (y — 1)p’ = p* y asi resulta y = p, quedando

entonces
l/p . 1/p’
f [ul’* dx’ < p* (f |VulP dx) (f |ul? dx) . (2.13)
Rn-1 R:l- R’i

Aplicando ahora el Teorema 2.30 a ( fR” Iull’* dx)''"" nos queda

* *

C N .\ "w
(f |u|? dx) = (f |ul? dx) < (f [Vul? dx) (2.14)
R" R" R

n
+
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poniendo ahora (2.14) en (2.13) se llega a

L(1+2 /)
f lulP* dx’ < p* ( \Vul? dx)
Rn—l Ri

pp

1"”;, =1+ %"T = &p 2” = p, la tltima desigualdad se convierte en
Px
P
f ulP* dx’ < p* ( [Vul? dx) (2.15)
Rl R

por ultimo elevando a la 1/p, a ambos lados de (2.15) llegamos a
np
lleell s -1y < ——IVullLr ).
n-p
Queda entonces demostrado el teorema. O
Con la ayuda del Teorema 2.38 podemos demostrar el siguiente teorema que nos permitird

probar el principal resultado de esta seccion.

Teorema 2.40. Sea 1 < p < oo asumiendo U C R" conjunto acotado y OU de clase C' entonces
existe un operador lineal acotado

T : WhP(U) - LP*(9U)
donde py, = (n—1)p/(n — p) tal que
1. Tu = ulgy siu e W-»(U) N CD).

2. I Tullprs ouy < Cllullwipy para cada u € WUP(U), con la constante C dependiente solo
depydeU.

Demostracién. Se supone primero u € C'(U). Sea xy € U, suponemos también que cerca de
xo la frontera QU es plana, podemos entonces asumir que existe una bola B con centro en Xy
de modo que los conjuntos B* = BN {x, > 0}y B~ = BN {x, < 0} cumplen que B* c U y
B~ c R"\ U, se define labola B = {x € R" : |x—xo| < r/2}, considerando una funcién e CP(B)
con >0en By = 1en Busando el Teorema 2.38 aplicado a la funcién {u y la suavidad de ¢

tenemos que
Px
’ p
f lulP* dx’ < f \CulP* dx sC( f |V(§u)|1’dx)
r R n

Px

= ( I(Vé)u+(Vu)§)l”dx)
(2.16)

<F

c f I(VOu + (V)OI dX)

Dx
c( |u|P + |Vul? dx) !
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donde I es la porcién de QU contenida dentro de B yx' = (x1,...,%-1) € R = {x, = 0}.

Si cerca del punto x¢ la frontera no es plana hacemos el alisamiento cercano al punto xy de
la siguiente forma: por ser AU de clase C! existe un difeomorfismo y : R*~! — Ry un niimero
r > 0 de modo que V = U N B(xg, r) = {x € B(xg, r) : x, > y(x)} a partir de esto definimos los
siguientes mapeos

Vi = x; := Di(x) i=1....n-1 2.17)
Yn = Xn — Y(XI) = q)n(x)

y .
xi =y = Wi(x) i=1,...,n-1 (2.18)
Xp =Y+ y(y’) = \Pn(y)

de esta formay = ®(x) y x = Y(y) = O (y), poniendo ahora el cambio x = ®(y) (det(D®) =
det(D¥) = 1) y usando (2.16) se llega a

Px

flulp* dx’ = f luoP|P*dy <C f [uo PP + |V(uoP)P dy) ’
r oI) (V)
DPx
- C( f ul? + |Vul? dx) ’
1%
Px
P
< C(f [u|? + |VulP dx) .
U

Usando ahora que el borde dU es compacto existen finitos puntos xf) € 0U y conjuntos
abiertos asociados I'; C 0U (i = 1,...,n) tal que oU = |J}_, I';, se llega a

lletll o+ ovy < Cllullwrpvy- (2.19)

Luego, definiendo ahora Tu := ulsy y usando (2.19) se obtiene

T ull Lo+ ouy < Cllullwie (2.20)
donde la constante no tiene dependencia de la funcién u.

Hasta ahora hemos considerado u € C'(U), supongamos ahora que u € W'P(U), por la
regularidad asumida sobre el dominio existe una sucesion {u,,}en de clase C*(U) de modo que
llttm — ullwipy = 0 sim — oo, esto dltimo junto con (2.20) dicen que la sucesion {Tuy bnen €8
de Cauchy en L”(0U) definimos entonces

Tu:= lim Tu,

m—00
donde el limite esta tomado en L*(0U), como ademas por (2.20) se tiene
T um — Twll Lo+ vy < Clltm = uillwrr v (2.21)

el operador Tu esta bien definido. Si u € W'P(U) N C(U) por la construccién de las u,, hecha
en el Teorema 2.27 las u,, convergen uniformemente a la funcién u sobre U por lo tanto Tu =
ulgy . O
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Con todo lo anterior estamos en condiciones de enunciar el principal resultado de esta sec-
cién referido a la compacidad de trazas. Si bien creemos que este resultado no es original, aqui
lo demostramos. Este tipo de teoremas esta implicito en las distintas versiones de teoremas de
compacidad de trazas existentes (ver [1, 2, 18]).

Teorema 2.41 (Inmersién compacta de trazas). Sea U C R" acotado y de clase C'(U) entonces
WLP(U) — L1(QU) para todo g con 1 < q < py = ("n__];p, mds aiin si ¢ < py la inmersion es
compacta.

Demostracién. Dadau € W'P(U), aplicando la desigualdad Holder y teniendo en cuenta que el
dominio U es acotado se tiene para 1 < g < p4 que

Px
lleellLaory < 1OU 7= ||ull Lo« vy < Cllullwrpocy- (2.22)

Esto tltimo prueba la inmersién W'P(U) < L(0U) para 1 < g < py.

Vamos a probar ahora la compacidad de la inmersién cuando g < p,. Vamos a dividir la
prueba en dos partes, primero demostraremos que W'”(U) cc L'(0U) y luego usaremos el
Teorema 2.5 para probar que W'"P(U) cc LI(U) para 1 < ¢ < p*. Supongamos ahora que
{t}m € WHP(U) es una sucesién que cumple

letmllwrry < M, Ym. (2.23)

Sea g; > 0tal que & — 0 cuando [ — oo y consideremos las funciones ;! como las obtenidas
por el método de regularizacion del Teorema 1 seccidon 5.3 en [18] a Eu,, donde E es el operador
de extension. Luego, por (2.22), se tiene

s = mll 1oy < Cllit = tmllwro - (2.24)

Vamos a probar ahora las hipétesis del teorema de Arzela-Ascoli para la sucesion {u}, }en,

|t ()| = ’f Ne, (X = V) Eun(y) dy| < [Ing |l @m | Etimll 11 gy
Rn
< e llze@mllmllwir @y < Mlinglle@n),

donde hemos usado que Eu,, tiene soporte compacto, el Teorema de inmersién de Sobolev y el
Teorema de extension. Asi
|ty (O] < M7l LRy (2.25)

Por (2.23) la constante M no depende de m y asi el lado derecho en (2.25) es una constante que
no depende de m.

Por otro lado, de manera andloga, se obtiene

Dt (x)] =

f D.ng,(x = y)Eu,(y) dyl| < f |Dyng,(x = DIEu,(y) ldy
By () By, (x)

< ClIDng l|L=@mllwmllwrory < CM||Dng, |l @m)
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y en consecuencia
Dty (x)| < CM||IDng ||z ey (2.26)

La desigualdad (2.26) dice que la sucesion {u;},, es equicontinua. Por (2.25) y (2.26) vale en-
tonces el Teorema de Arzela-Ascoli, existe por lo tanto una subsucesion {uf,{k W C {ull),, tal
que iy, (x) — uf,{j(x)| — 0si j,k — oo sobre compactos en R”, en particular sobre dU que es
compacta, esto junto con el hecho de que {uj,; }; son CZ°(R") implica entonces

||M§ik - uféjllLl(aU) -0 =i ],k — 00, (227)

Usando ahora (2.24) con m = [ = my. después con m = [ = m; junto con (2.27) y la desigualdad
triangular se llega a
||”mk - umj”Ll((iU) -0 si jk— oo

Se ha encontrado entonces una subsucesién de Cauchy en L!(0U), y como este espacio es com-
pleto es convergente, todo esto prueba que W'»(U) cc L' (9U).

Supongamos ahoraque 1 < g < p* = %, st |emllw1.p(ry < M Ym por lo anterior podemos
encontrar una subsucesién {u,, }; de Cauchy en L'(0U) y por el Teorema2.5conp=1,r=qy
g = p* se tiene que
l-a

”umk - MijL‘!(z?U) < ”umk - umj”il(aU)”Mmk - umj”L,,*(aU)

donde a = (p* —q)/q(p* = 1)y 1 —a = p*(q—1)/q(p* — 1) (al estar considerando g < p* sera

a . I-a I-a
a > 0)’ como ”umk_umeLl(aU) — Osi ],k — Yy ”Mmk_umj”LP*(BU) < C”Mmk_umj”WLp(U) < CMa

donde las constantes no dependen de j, k, tenemos entonces que

”umk - MijL‘i(ﬁU) < CMHumk - MijCZl(aU)

al ser @ > 0 llegamos a que {uy, }x es de Cauchy en L9(0U) con 1 < g < p* y al ser este completo
esta subsucesion es convergente. Se ha probado entonces que

WhP(U) cc L1(OU),

para 1 < g < p*. Esto concluye la demostracion. m|

2.4. Espacios de Sobolev negativos

En esta breve seccion, daremos las definiciones de los espacios de Sobolev negativos que
son los espacios duales de los de Sobolev.

Definicién 2.42. Dado k € Ny 1 < p < oo se define el espacio W5 (U) como el dual
topolégico de Wg’p (U). Es decir

W_k’p’(U) ={f: Wg’p(U) — R lineales y continuas}.
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En estos espacios se define la norma

fll-kpr = sup (f,u),
uewg’p(U)
llll. =1

donde (f, u) := f(u) es la aplicacién de dualidad.

Observacion 2.43. Observemos que si f € L” (U), entonces induce un elemento de W57 (U)
de la forma

(f,u) ::qudx.

en este sentido decimos que LY (U) c W*P'(U) y dicha inclusién resulta continua.

En el caso k = 1 los elementos de W~'”'(U) se pueden caracterizar completamente. Ver [18,
Section 5.9.1]. De hecho se tiene

Teorema 2.44. Sea f € W-LP'(U). Entonces existen fo,fl, ., fre L” (U) tales que

LUy = d 0, udx.
fsu) ‘fl}foux+;£/f udx

2.5. [Espacios de Sobolev fraccionarios

En Ia literatura los espacios fraccionarios del tipo Sobolev se llaman también espacios de
Aronszajn, Gagliardo o Slobodeckij en honor a estos matemdticos ya que los introdujeron casi
en forma simultdnea.

Sea O ¢ R" un subconjunto abierto (posiblemente con ningtin tipo de suavidad), 0 < s < 1
y 1 < p < oo. Definiremos los espacios de Sobolev fraccionarios W*?()) como

lu(x) — u(y)l

WSP(Q) = {u e LP(Q):
x—yr*

e LP(Q % Q)} , (2.28)

endosado con la norma natural

1
_ P )
sy o= 4 [ 1+ ) —u V" (2.29)
axq =y

Observacion 2.45. Cuando p = 2, se denota WS2(Q) = H*(Q) debido a su estructura hilbertiana.

Observacion 2.46. Si s > 1y u € WHP(Q) entonces se tiene que u es constante (ver proposicion
2 en [7)]).
Luego, para el caso s > 1 se requiere otra definicion.

Si s > 1 es un entero, entonces W*?(Q) se define como el espacio de Sobolev clasico.
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Sis>1ys=o0+m,dondemesunenteroy 0 < o < 1, entonces el espacio (2.28) se define
como
WSP(Q) = {u € W™P(Q): D*u € W"P(Q) con |a| = m},

el cual es un espacio de Banach con respecto a la norma

1
P

lrllwsr@ = Mty + D D Uy

|a|l=m

En particular, en la norma (2.29), cuando 0 < s < 1, el término

(il 0 = {ff Ju(x) —u@y)” dx dy}p (2.30)
axq X =y

recibe el nombre de seminorma de Gagliardo de la funcién u.

Observemos que este espacio (con s € (0, 1)) es un espacio de Banach intermedio entre los
espacios W'P(Q) y LP(Q) respectivamente. A continuacién presentamos la siguiente proposi-
cion (ver Proposiciones 2.1 y 2.2 en [17]) que muestra esta relacion de inclusion.

Proposicion 2.47. Sean0 <t < s<1< p <oo. Siu: R" — R es una funcion medible entonces

cllullwer@ry < lullwseny < Cllullyreny,

donde la constante C > 1 depende de los pardmetros n,s 'y p y la constante ¢ < 1 depende de
D, s, t. En particular se tiene que

WIPR") € WHPR™) € WP R™) € LP(R™).

Demostracion. Seau € WSP(R").

Ahora usando el cambio de variables z = y — x y la desigualdad de Holder tenemos que

ff |M(x)—u(y)|pd dy <f lu(x) — u(x + 2)P dedx
n Hwoyl<ty 1= yIsP n |z|+sp
Vu(x + t2)|P
ff | Dl e+ 2P 4y i ax
» JB, Vi p(l-s)
1 ||VM||Lp(Rn
31 elr=p(=5) o4

< )n ) ey

(2.31)

Por otro lado tenemos que

f f _lul” dxdyzf f |u(y)|P dxdy
n Jaoyiz1y 1X = ISP R J{lx—ylz1) 1X = YIS
1
< dz) lu(x)P dx
f g (f|z|>1} lz|eep

g L
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Usando ahora la desigualdad anterior se obtiene

— 4 4 4
ff uCo) —u” dyszp_lff ()P + u(y)| dxdy
n Jpoyiz1y 1= 1P r Jpoyiz1y = ymep

o, (2.32)
< 2P;|lu||§.

Usando ahora (2.31) y (2.32) se cumple que

lu(x) — u(y)|?
f f W) =Wy < Can, s,
leRn

e =317
Usando lo anterior y la definicién de la norma [|ullwsr) concluimos la primera parte de la
demostracion.

Por otro lado, teniendo en cuenta que 0 < ¢ < s < 1, tenemos que

u(x) —u@)|? u(x) — u(y)|?
f f |u(x) ng)l dx dy<f f |u(x) ng)l dxdy. (233)
n Jpoyi<ty e =y n Jpoyi<ty 1=y

De esta forma usando (2.32) y (2.33) tenemos que

— 4 — p
ff Ju(x) — uI” dxdy < 2,, ”u”p ff Ju(x) — u()I” fux) = uOW -4y
nygn X = y|"HP nyge X = yrESP

y asi llegamos a
lll?, <Ca, 1, p)ladl?,

Queda demostrado el teorema. |

2.5.1. Extension en los espacios W*?

Es un hecho conocido que en el caso en que s es un nimero entero positivo y bajo ciertas
condiciones de regularidad asumidas sobre el dominio Q C R", cualquier funcién u € WP (Q)
puede ser extendida a una funcién en el espacio W*?(R"). Recordemos que cuando s es un entero
positivo, el espacio WP (Q) es el espacio de Soblev cldsico. Estos resultados de extensién son
fundamentales ya que nos permiten demostrar los teoremas de inmersién que serdn necesarios
en este trabajo.

Antes de presentar el teorema de extension haremos la siguiente definicién.

Definicion 2.48 (Dominio de extensién). Sea Q C R” un dominio abierto. Si s y p son nimeros
arbitrarios con 0 < s < 1 < p < oo, decimos que €2 es un dominio de extension para W*P si
existe una constante positiva C = C(n, p, s, Q) tal que para toda funcién u € W*P(Q) existe una
funcién it € WHP(R") tal que u(x) = ii(x) para todo x € Qy ||illwsrrry < Cllullwsr@)-

Enunciamos ahora sin demostracién el principal resultado de esta seccidn, el cual nos dice
que todo dominio Lipschitz tiene la propiedad de extensién de dominio. El lector interesado en
los detalles de la demostracién puede referirse a [17].
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Teorema 2.49. Sean sy pcon 0 < s < 1 < p < co. Supongamos que Q C R" es un dominio
acotado y con frontera Lipschitz. Entonces Q) es un dominio de extension segiin la Definicion
2.48.

Usando el Teorema 2.48 se puede extender facilmente la Proposicién 2.47 a dominios Q C
R" que sean de extension.

Teorema 2.50. Sea Q C R" un dominio con frontera Lipschitz. Sean 0 <t < s <1 < p < oo,
Luego se tiene que
WhP(Q) ¢ WHP(Q) € W'P(Q) c LP(Q),

con inclusiones continuas.

Demostracion. La demostracién es inmediata de extender una funcién u € WHP(QQ) a R" y
aplicar la Proposicion 2.47. O

Observacion 2.51. La condicién de que el dominio Q sea Lipschitz no puede ser evitada, para
ver esto el lector puede ver el ejemplo 9.1 en [17].

Observacion 2.52. Con la misma demostracién, se puede ver que se tiene la inclusiéon W5?(Q) C
Wh(Q) parag < pyt < s, si Q tiene medida finita. En general no es cierto que W*?(Q) C
W*4(Q) si g < p. Ver [1] para mds detalles y el caso en que Q no tiene necesariamente medida
finita.

2.5.2. Desigualdades fraccionarias

Presentamos en esta seccidn algunas desigualdades del tipo Sobolev para los espacios frac-
cionarios W*?(Q) y que involucran la norma || - ||ws»r(q) definida anteriormente.

Definimos el exponente critico de Sobolev fraccionario al nimero

np .
. {n_sp sisp<n

Ds - .
(o) S1sp 2 n.

Empezamos con el siguiente teorema de inmersion.

Teorema 2.53. Sea s € (0, 1), p € [1, +00) tal que sp < n. Entonces existe una constante positiva
C = C(n, s, p) tal que para cada funcion medible u : R" — R y compactamente soportada se

cumple que
lu(x) — uy)l”
lull? ff e dxdy. (2.34)
vran = Roscn X — PP

Consecuentemente el espacio WP (R") esta continuamente embebido en el espacio L1(R") para
q € [p, pY1.

Finalmente, si sp > n tenemos que W*P(R") estd continuamente embebido en L1(R") para
todo q € [p, 00).
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Demostracion. La siguiente demostracion es extremadamente simple y elegante. La misma uti-
liza exclusivamente la desigualdad de Holder. Esta prueba se puede encontrar en el libro [38].
En el mismo, el autor atribuye la demostracion a H. Brezis.

Si bien esta demostracion es muy elemental, la misma no da el comportamiento de éptimo
de la constante con respecto a s. Esta dependencia es de mucha utilidad en algunas aplicaciones
(cf. Capitulo 5). Se puede ver que la constante 6ptima en la desigualdad (2.34) es de la forma
C = s(1 — s)C(n, p), pero su demostracion se basa en la estimacién de la mejor constante en
una desigualdad de tipo Hardy. Ver [35]. En [4] se estudia también la constante C y se obtiene,
mediante técnicas de andlisis de Fourier que C = (1 — s)C(n, p) para s ~ 1.

Sea u € W*P(R"). Dado que C.°(R") es denso en W*P(R") (ver [17]), podemos suponer,
sin pérdida de generalidad. que u € C;°(R"). Tenemos que |u(x)| < |u(x) — u(y)| + |u(y)| para
cualesquiera x,y € R". Sea r > 0 a determinar, se cumple que

wpr"u(x)| = f lu(x)| dy
B (x)

< f () — u(y)ldy + f )| dy
B.(x) B,(x)
W) —u
Sf —nilx—ylp”dwf lu()| dy
Br(x) |)C - yl P Br(x)

1
. lu(x) — u)IP | \? 1 7
Sms( f 1) = WO 4 )" BT + e 1B, (0]

Ix_y|n+xp
1
Lonn u(x) —u)? \r o
<w} rett lutx) — )P dy| +wl ro |l e
" |x_y|n+sp Ps

donde w, representa la medida de la bola unitaria. Si en la anterior desigualdad dividimos por
wpr", y luego elevamos a la p} obtenemos también la siguiente desigualdad

1 Py
e uo) —u@P ' Gl e
|I/l()€')|pA < |:(1),l1 r’ ( . W dy + a)np r®s) ”M”p; . (235)
Definimos ahora lo siguiente
1
— P\»
o f ) = u()I” | 236)
T
y
b= lullpx- (2.37)

. . .. : n(L-1)
Teniendo en cuenta las anteriores definiciones, queremos que se cumpla que r’a =r s b, ya
. * . . . 7
que si esto ocurre podemos acotar a |u(x)|Ps por la seminorma de Gagliardo. Haciendo calculos
podemos ver que
np

*\/
(rs) S ap—nisp



28 CAPITULO 2. ESPACIOS DE SOBOLEV

1 —(n—sp)
— - 1l=—

Ps np
. . . e ¥ *_
Teniendo en cuenta las expresiones de a y de b, junto con la ecuacién r*a = r1/Ps=Dp, se puede
ver que

b lll”,
r=\- -
a (f uC)—u)l 4 )’

Rn |x yer—\‘p

Teniendo en cuenta entonces la expresion encontrada para r y la desigualdad (2.35) llegamos a
! - ) a7

* -1 7 * u(x) —u P
u(x)’s <lw; + a),;p‘) r'Ps —————dy
o

*

. % SPg ],:
BNV o
SL D el lu(x) — uy)P \ 7
{lw,” +w, —-l—sd
JuC)—ulP. 4\ Rr X = y["tep
(fR" Tyl )
S e ) — u)P
= wnp +w, "’ [[eel| ", ———d
s Re X —yrtse

Por tltimo, integrando en la anterior desigualdad respecto de x y calculando los exponentes
llegamos a

IIMIIP C(n, s, p)[u]spRn
Ahora, es inmediato de la desigualdad de interpolacién (2.5) que W*P(R") c LY(R") para g €
[p, p;] con inclusiones continuas.

Finalmente, si sp > ny g € (p, o), entonces tomando ¢ > 0 tal que

1 1
O<t<n (— - —),
P 4
tenemos que 7 < s, tp < ny p; > q. Luego W"P(R") c LY(R") con inclusion continua. Pero, de
la Proposicién 2.47, WSP(R™) ¢ W"P(R") con inclusién continua. m]

Usando el teorema de extensién, Teorema 2.49, se deduce facilmente el siguiente corolario.

Corolario 2.54. Sea 0 < s <1 < p < 00. §5i Q C R" es un dominio que tiene la propiedad
de extension para el espacio WP, entonces WHP(Q) c Li(Q) con inclusion continua para
q € [p, pi1sisp <nyparaq € [p,o)sisp>n.

Mas aiin si el dominio Q es de medida finita, entonces se cumple que la inmersion W*P(Q) —
L1(Q) es continua para q € [1,p¥]y, si sp <nyparaq € [1,00) si sp > n.

Demostracion. Sea u € WSP(Q). Por el Teorema 2.49, existe it € WSP(R") tal que u = i c.t.p.
en Qy |[ills,p;rn < Cllulls,p.q- Pero, del Teorema 2.53, si g € [p, pi] 0 g € [p, o) dependiendo si
sp <no p > n,tenemos que [|ilgrn < Clliills prn. Luego

lullg:e < llillgrn < Cllills,p:re < Clullsp:-



2.5. ESPACIOS DE SOBOLEYV FRACCIONARIOS 29

Finalmente, si [QQ| < co, por Holder se tiene que

P—q
lleell g0 < 121 7 (el ;2
de donde se deduce el resultado. O

Observacion 2.55. La conclusion del corolario anterior, no es valida en general para un conjunto
Q c R" arbitrario, ya que no siempre es posible extender una funcién u en el espacio W5P(Q) a
una en el espacio W*P(R") sin asumir la regularidad adecuada para el dominio Q.

2.5.3. Inmersiones fraccionarias compactas

En esta seccion presentaremos algunos resultados de compacidad relacionados con los espa-
cios WP(Q)), donde Q ¢ R" es un dominio acotado. Estos resultados de compacidad jugardn un
rol fundamental mas adelante en este trabajo para probar existencia de extremales cuando traba-
jemos con las constantes Optimas asociadas a las desigualdades de Poincaré antes presentadas.

Enunciamos ahora el siguiente resultado de compacidad para espacios fraccionarios andlogo
al Teorema 2.36. Demostramos este resultado haciendo uso otra vez del Teorema 2.10.

Empecemos por un lema clave que da la continuidad en L? de una funcién de W*?.

Lema 2.56. Sean 0 < s < 1 < p < oo. Existe entonces una constante C > 0 que depende solo
den,sy ptal que
liau = ull, < ClAI [uls p,

para toda u € W5P(R"), donde tu(x) = u(x + h).

Demostracion. Observemos primero que
|h|* wyllThu — ullﬁ = f f lu(x + h) — u(x)|P dy dx. (2.38)
RN J By (x)

Luego obtenemos

f f lu(x + h) — u(x)|’ dydx <
" J By (x)
h) — P
2 f f @ S MQ)| lx +h = yI""*P dydx
" J By (x

|x + h — y|tsp

— P
+ 2p lf f |l/l(.x) M-Ey)l | _y|n+sp dydx
n BW(X) |x yln P

=211 + ID).

Los términos I y II se acotan de manera similar. Primero se observa que, si x € R" ey €

By (x),
x=yl<hl v lx+h—y <|x—y|+|h <2|A. (2.39)
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Luego, de (2.39),

h) — p
1< h)™? f f et 1) = WO 4 4 < QU™ ul?,, (2.40)
By (x) |x+h_)’| p
Andlogamente,
11 < |h"™ P [ulf . (2.41)

Finalmente, usando (2.38), (2.40) y (2.41) concluimos

2p—l(2n+sp + 1)
s = ully, < ———————IAI"" [u
Wy,

S 24
lo que concluye la demostracion. m|

Con la ayuda del Teorema 2.10 y del Lema 2.56 se obtiene facilmente el siguiente resultado
de compacidad.

Teorema 2.57. Sean 0 < s < 1 < p < o0y sea {uglreny € WHP(R™) una sucesion acotada, i.e.
SUPgen lltklls,p < o0. Existe entonces una funcion u € WHP(R") y una subsucesion {uy;}jen C

{uhrer tal que w, — wen Ly (R™).

Demostracion. Sillamamos M = sup;y lluclls,p s claro entonces que

supllull, <M 'y suplulsp, < M.
keN keN

Luego, {ux}ren €s acotada en LP(R") y, por el Lema 2.56,

sup ||Tpu — urll, < CMIh|*.
keN

Luego, la sucesion {u}ren verifica las hipétesis del Teorema 2.10, con lo que tenemos que
existe u € LP(R") y una subsucesion {u,} jen C {u}ren tal que ux; — uen Lﬁ) SR,

Sélo queda por verificar que u € WP (R"). Pero eso es una consecuencia del Lema de Fatou.
En efecto, pasando eventualmente a una subsucesion, podemos suponer que u; — u en casi
todo punto de R"*. Luego

B leage; (%) — wg, ()| _, Ju) —uyl?
= x — y[rsp |x — y|rtsp

- P
f f Ju(x) — uy)l” dxdy
x| X = y[rTEP

|t .(x) — u |P
< liminf ff 4 — 4, 0) —— — dxdy
Jmoo JIpaspn e = yImP

< sup L] sp < 00,
keN

para casi todo (x,y) € R" x R".

Entonces, por el Lema de Fatou

como queriamos VEI. O



2.5. ESPACIOS DE SOBOLEYV FRACCIONARIOS 31

La convergencia local en L”(R") no puede mejorarse. De hecho es sencillo ver que en ge-
neral no es cierto que si {u}reny € WHP(R") es acotada, entonces {u}ren tenga algin punto de
acumulacién en LP(R™).

Ejemplo 2.58. Seap € C°(R"), p = 0, sop(p) = B;(0). Por ejemplo, se puede tomar p(x) como
el niicleo regularizante estdndar,

1
e = sifx] <1
mm={ 1
0 sino.

Entonces es facil ver que p € WSP(R") paratodo 0 < s < 1 < p < ooy si llamamos u(x) =
p(x + kv) con v € R” fijo, entonces {uy}reny € WSP(R") es acotada y verifica

lluxll, = lloll, paratodok € N 'y u — Oen LP (R").

loc
En consecuencia u; / 0 en LP(R™).

El motivo por el cual en el Ejemplo 2.58 no se obtiene compacidad de la sucesién en L”(R")
es porque la masa de la sucesion se pierde en el infinito. En cambio si consideramos funciones
restringidas a un dominio acotado, este fendmeno deberia evitarse y asi conseguir la deseada
compacidad. Ese es el contenido del siguiente corolario.

Corolario 2.59 (Compacidad de W5P(Q) c LP(Q)). Sea Q C R" un abierto de extension acota-
doy0 < s <1< p < oo Entonces, si {uglren C WSP(Q) es acotada, existe u € W*P(Q) y una
subsucesion {ukj} jen C {uk}ren tal que Uy, > uen LP(Q) cuando j — oo.

Demostracion. Sea {ui}reny € W5P(€) una sucesion acotada y it € WSP(R") las extensiones
asociadas. Luego, tenemos que existe C > 0 tal que [|iixlls,, < Clluglls,p., para toda k € N.
Tenemos entonces que

sup létglls,p < C sup [luglls,p: < .
keN keN

Podemos luego aplicar el Teorema 2.57 a la sucesion {iig ey € WHP(R") y concluir que
existe it € WSP(R") y una subsucesion {ﬁkj}.,-eN C {iig}ren tal que g, — i en L{;C(R”). Pero
entonces, como € es acotado, @iy, — i en LP(Q). Luego, llamando u = iilg se concluye lo

deseado. O

El Corolario 2.54 nos dice hasta donde podemos tener compacidad si asumimos cierta rela-
cién entre los exponentes 7, s y p. El siguiente corolario nos muestra esto.

Corolario 2.60. Sea 0 < s < 1 < p < ooy sea Q C R" un abierto acotado con frontera
Lipschitz. Entonces si sp < n, tenemos que W*P(Q) cc L1(Q) para q € [1, p}) y si sp > n, para
q € [1,0).

Demostracion. Como se tiene siempre que W*P(Q) cc LP(€) entonces se deduce facilmente
de la desigualdad de Holder que W*?(Q) cc LI(Q) para g € [1, p].
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Supongamos ahora que sp < n, seaq € [p, p¥1y {um}ﬁz
rio 2.54 existe una subsucesion que ain seguimos llamando {u,,}
tal que ||u,, — ullpr) — 0sim — co.

| € W*P(Q) acotada. Por el Corola-

1 y una funcién u € W*P(Q)

La funcién u pertenece también al espacio L” (). Por lo tanto usando el Corolario 2.54 se
tiene que

et — ull .0 <llumll,x.q + llullpx.0
SC([”m]s,p + [u]s,p)
<C,

donde esta constante no depende de m.
Usando ahora el Teorema 2.5 existe a € (0, 1) tal que

l-a

@
et — ullLa(y < llutm — u”Lp(Q)Hum - u”u)? @’

por lo tanto ||u,, — ullzsq) — 0.

Finalmente, si sp > ny g € [p, ), sear > qy por el Corolario 2.54 tenemos que W*P(Q) C
L7 (QY) con inclusién continua. Luego el resultado sigue de forma andloga al caso previo usando
la desigualdad de interpolacién del Teorema 2.5 para p < g < r. O

2.5.4. Desigualdades del tipo Poincaré para espacios fraccionarios

Terminamos este capitulo presentando las desigualdades de Poincaré mencionadas anterior-
mente en la introduccion para espacios de Sobolev fraccionarios y algunas propiedades asocia-

das.
——lf d _]C d
(u)9—|Q| Qu(y) y = Qu .

Tenemos entonces la siguiente desigualdad de tipo Poincaré.

Usaremos la notacion

Teorema 2.61. Sea Q c RN un abierto acotado y 0 < s < 1 < p < oo. Existe entonces C; > 0
que solo depende de s, p,n,|Q| y diam(Q) tal que

|z — (M)Q”p < Cl[u]s,p;ﬂ (2.42)

para toda u € W5P(Q).

Demostracion. Como [uls .0 = [u + k] p.o para toda constante k € R, podemos suponer sin
pérdida de generalidad que (#)q = 0.

Luego tenemos

1Q|u(x)| =

f (u(x) — u(y)) dy| < f lu(x) — u(y)| dy,
Q Q
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de donde, por la desigualdad de Holder,

1
WP < f () — u)P dy = — f () — u)IP dy.
o 1 Jo

Integrando esta desigualdad sobre {2 obtenemos

f lu(x)|P dx < — ff lu(x) — u(y)|P dxdy.
Q Q]

Finalmente, usando que |x — y| < diam(Q) si x, y € Q concluimos

[ o - uop axay = ([ HE=LE -y daay
QxQ axq |x —y|Vrep

< diam(Q)"+*P [u]s ey

Luego basta tomar
1
3 (diam(Q)””P )P
1€

para concluir la demostracion. O

Notemos por Lg (€2) al conjunto de funciones con promedio O, i.e.
LE(Q) = {f € L"(Q): (la =0

y definimos
WSP(Q) = WHP(Q) N LE(€).

El Teorema 2.61 implica entonces que si nos restringimos a VOV‘“P(Q), entonces [ - |5, define
una norma equivalente a || - ||wsr(q). Es decir

Corolario 2.62. Sean Q C R" abierto acotadoy 0 < s <1 < p < co. Entonces

1
[uls p:0 < lullwsri) < (1 + CY)? [ulgpas

para toda u € Wwsp (Q), donde C es la constante del Teorema 2.61.

En consecuencia (VOVS’I’ (Q), [ Is.p:0) resulta ser un espacio de Banach separable y, si p > 1,
reflexivo.

Demostracion. Es inmediata del Teorema 2.61 y de la definicion de || - [lwsr(q). O

La anterior desigualdad del tipo Poincaré no es la tinica de este tipo asociada a los espacios
fraccionarios W*?(Q), en realidad la que resultara titil mas adelante en este trabajo es otra ver-
sion en donde la medida del conjunto de puntos en donde se anulan las funciones debe tener
medida positiva. Terminamos este capitulo con esta version de la desigualdad de Poincaré cuya
demostracién es basica.
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Teorema 2.63. Sea QQ C R" abierto y acotado y 0 < a < |Q|. Entonces existe una constante
C que depende sélo de n, p, s,a y diam(Q) tal que para para toda funcion u € WP() con

l{u = 0} N Q| > a se cumple que

(f |u|? dx) < C(ff u(x) - u(y)lp dxdy)p
axq |x=yler

Demostracion. Sea A = {u = 0} N Q. Entonces

f Iu(x)—u(y)l”d dy > f|'/l(x)|p {f dy} dx.
aJa |x—y"tr |x — y|r+sp

La idea es ahora encontrar una cota inferior para

1
A lx = ylresp

Como |x — y| < diam(Q) para x,y € Q) tenemos que

1
f ——— dy > diam(Q)""*SP)|A|,
A lx = yrsp
por lo tanto usando la anterior desigualdad en (2.44) tenemos que

_ p
j‘ E&Q_JﬁﬁdedyzdmmGD*““WAkfhKﬂWd”
QJQ ¢

=y

Queda entonces demostrada la desigualdad (2.43).

(2.43)

(2.44)



Capitulo 3

Problemas asociados a los operadores
Ap y (_Ap,Q)S

En este capitulo introduciremos los operadores con los que trabajaremos en el Capitulo 5.
En la primera mitad de este capitulo empezamos describiendo el operador p—laplaciano A,
y el espacio sobre el cual trabajaremos. Luego presentamos algunos problemas de autovalores
asociados a este operador mostrando la existencia de primer autovalor y de extremales. Para
finalizar esta primera parte del capitulo presentamos el problema de disefio 6ptimo asociado a
A, que analizaremos detalladamente después en el Capitulo 4. Mostramos para este problema la
existencia de ventanas dptimas asociada al primer autovalor de Steklov no lineal.

Finalizamos la primera mitad del capitulo haciendo una generalizacion del problema de
Steklov presentado previamente, esta generalizacion serd sobre la cual trabajaremos luego en el
Capitulo 5.

En la segunda parte del capitulo introducimos el operador no local (=A, o)* indicando la cla-
se de funciones sobre la cual consideraremos que actia y el espacio sobre el cual trabajaremos.
También presentaremos los llamados problema del obstdculo fuerte y el problema del obstdculo
débil respectivamente que involucran al operador (-A, )*, estos serdn también los problemas
sobre los cuales trabajaremos en el Capitulo 5. Mostraremos existencia de configuracién 6ptima
para cada uno de los problemas mencionados.

3.1. Ellaplaciano no lineal A,

Cuando estudiamos la extensién del problema de Laplace, que surge de forma natural en
calculo de variaciones cuando la integral
f |Vu|2 dx
Q

f [Vul? dx para 1 < p < oo,
Q

es reemplazada por

35
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reemplazamos también el espacio H'(Q) por el espacio W'”(Q). En el caso de la primera inte-
gral el operador asociado es el laplaciano A, cuando estudiamos la segunda integral para funcio-
nes en W17(Q) el operador asociado ahora es el p—laplaciano no lineal A, definido como

n
. -2 -2
Apu(x) := div(Vul Vi) = 3 (V@i (). (3.1)
i=1
para 1 < p < oco. Observamos que en el caso p = 2 se tiene que A, = A.

La condicién de que 1 < p < oo es fundamental para nosotros, ya que para este caso el
espacio W(Q) sobre el que trabajaremos resulta ser un espacio de Banach reflexivo y esto hace
posible que funcionen los teoremas de convergencia de minimos que usaremos en los préximos
capitulos.

Resultan ser utiles en muchas aplicaciones los casos p = 1y p = oo, pero estos no seran
tratados en esta tesis.

En esta seccién nos concentramos en el estudio de ciertos problemas de autovalores aso-
ciados al laplaciano no lineal A,. Dado que el operador A, es no lineal, no son problemas de
autovalores en el sentido estricto del término (por ejemplo, las autofunciones no forman un es-
pacio lineal). Sin embargo, la homogeneidad del operador (A, (tu) = P71A plt, t > 0) si permiten
mostrar que las autofunciones forman un cono y dicho concepto es suficiente para extender
muchas de las propiedades de los autovalores para problemas lineales.

A modo de repaso, recordemos algunas cuestiones de los autovalores de Dirichlet asociados
al laplaciano A.

Los autovalores de Dirichlet de A en un dominio acotado € son aquellos nimeros reales u
tales que la ecuacion

—Au=uu enQ
u=0 en 00

admite una solucién u € Hé (Q) no trivial. Es bien sabido, ver por ejemplo [18], que el conjunto
de autovalores forma una sucesion {ty }reny que cumple

O<pr <pp<p3 <+ S > 00

donde el primero u; es simple (es decir, el conjunto de autofunciones es un espacio lineal de
dimensién uno) y los demés autovalores tienen multiplicidad finita (en la sucesién estdn contados
con multiplicidad).

Estos autovalores tienen la siguiente caracterizacion variacional

o fg IVv|? dx
M = min max ——,
ScSi veS js‘_zvz dx
donde Sy :={S C Hé(Q): S es subespacio,dim S > k}.

En particular, el primer autovalor y; posee la siguiente caracterizacion:

Jo, IVvI? dx
gy = min @ —F/——.
omverl@ [ v2dx
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No es dificil ver que el minimo se realiza exactamente en las autofunciones asociadas a y; y
que dichas autofunciones son de signo constante. En este sentido se dice que y; es un autovalor
principal.

Vamos ahora a estudiar la correspondiente extension de este primer autovalor para el opera-
dor A,.

3.1.1. El problema de Dirichlet para A,

Empezamos mostrando la existencia de solucién débil (y que se entiende por esta), dando
a su vez una caracterizacién de una solucién para el problema de Dirichlet con fuente en la
ecuacion principal.

Teorema 3.1. Sea p € (1, ). Sea Q un conjunto abierto y acotado de R" y sea f € W=7 (Q)
dada, donde 1/p+1/p’ =1y WL (Q) nota el dual topoldgico de Wé’p(Q).

1. Existe entonces una tnica solucion u € Wé’p (Q) del siguiente problema de minimizacion:
. 1 1,p
min{ — [ [VvPdx—(f,v):ve W, (Q);.
P Jo
2. Equivalentemente, u € Wé’p (Q) es solucion débil del problema

3.2)

—Apju=f enQ
u=20 en 0Q2.

Es decir, u € Wol’p (Q) y verifica

f IVulP~2Vu - Vvdx = (f,v)
Q

para toda v € WS”’ Q).

Demostracion. Veamos primero la equivalencia entre 1 y 2.
Sea I: Wé’p (Q) — R definido por

1
I(v) = — f [VvI? dx — {f,v).
P Ja
Supongamos que u € Wé’p (Q) es un minimo de /. Veamos que es solucién débil de (3.2). En
efecto, siv € Wé’p (Q2) y t € R, entonces se tiene que ¢(f) := I(u + tv) alcanza su minimo en ¢ = 0

y por ende ¢’(0) = 0. Pero

o't = f Vi + (VVP~2(Vu + V) - Vvdx — (f, ),
Q
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de donde
0=¢0) = f \VulP~2Vu - Vvdx — (f, v).
Q

Reciprocamente, si u es solucién débil de (3.2) y v € Wé’p (Q) es arbitraria, usamos w = u—v
como funcidn test en la formulacién débil y obtenemos

f \VulP~>Vu - (Vu — Vv)dx = (f,u — v)
Q
de donde se obtiene

f \Vul? dx — {f,u) = f \VulP>Vu - Vvdx — (f,v).
o) Q

Usando la desigualdad de Young (ver [18]) ab < % + };L,’ con % + # = 1, la primera integral del
lado derecho se acota por

1 1
—fleIp dx + —,f |VulP dx.
P Ja P Ja

De ahi es inmediato concluir que

I(u):lfqulpdx—ffudxslflede—(f,v):I(v).
P Ja Q P Ja

Falta entonces demostrar 1. Observemos que [ es acotado inferiormente. Para eso usaremos
la llamada desigualdad de Young con épsilon, es decir, usamos la desigualdad de Young de la
siguiente manera:

ofa?  bP

— b -
ab = (6a)(3) < + o

Luego, si dado £ > 0 elegimos ¢ > 0 tal que % =g(ie.0= (ps)%), se obtiene

ab < ga” + C.b", (3.3)

p—1
prlo1°
p P gpP
Usando ahora la desigualdad (3.3) y el Teorema 2.35 (desigualdad de Poincaré clasica), se
obtiene

con C, =

’

l,p/’

vy < IVl pllfll-1p < (C + 1)8fQIVVI” dx + CAI 17

donde C es la constante asociada a la desigualdad de Poincaré. Luego si se fija € =
obtiene que

1
2p(CiD) S€

I(V)=lf|VVI"dx—<f,V>
P Ja

1 4
>— | [VWPdx-CAlfI”,
2 2pfg| Wdx = CIfIZ,

> ~CAIfI,
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Ahora la demostracién es una aplicacion inmediata del método directo del cdlculo de varia-
ciones. Sea {u;;}nen C W, ?(Q) una sucesién minimizante, i.e.

I(u,) —» inf [
W, (Q)

Observemos que lo visto anteriormente nos da la siguiente desigualdad de coercividad

1 ’
=M, = CIfI, .

>
102 2, My

De esta desigualdad se desprende que la sucesion {u,}nmen €s acotada en Wé’p () y luego, por
el Teorema de Banach-Alaoglu, existe una subsucesion (que seguimos notando {u,,},en) débil
convergente.

Seau € Wé’p (Q) el limite débil, es decir, u,, — u. Entonces, por definicién de convergencia
débil,
(foum) = (fsu).

Por otro lado, como la norma es débil semicontinua inferiormente, se tiene que

f |VulP dx < 1im inff |Vu,,|P dx.
Q m—o - Jq

Combinando estas dos ultimas expresiones, obtenemos que

I(u) < liminf I(4,,) = inf I,
m—oo Wé’p(g)

es decir, u resuelve el problema de minimizacién.

Finalmente, veamos la unicidad. Esto es una consecuencia de la convexidad uniforme de I.
En efecto, dado que la funcién real x — |x|” con p > 1 es uniformemente convexa, es facil ver
que / es uniformemente convexa, esto es

I(1-Du+1tv)y <1 —-0l(u)+t(v)

paratodot € (0,1)y u,v € Wé’p(Q), u#v.

Luego, siu; y u> son dos minimizantes distintos para /, definimos u = %(u 1+uy) y obtenemos

1 1
I(u) < =I(uy) + =I(up) = inf [
2 2 W(;»P(Q)

lo que es un absurdo.
Esto concluye la demostracion. O
Sea p € (1, 00). Definimos el siguiente nimero
P
J;, IVvIP dx

py= inf =—— (3.4)
veW, " (Q) fglvll’dx
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Estudiamos ahora el caso f = p|ul’~?u, es decir el problema de Dirichlet con autovalores. El
siguiente resultado nos dice que existe infimo para la cantidad (3.4) y nos da la existencia de
solucidn para el problema de autovalores de Dirichlet.

. , L 1,
Teorema 3.2. Si p € (1,00), entonces el infimo en (3.4) se alcanza. Mds aiin u € W, P(Q)
alcanza ese infimo si 'y solo si u es una autofuncion asociada a p1, es decir, es solucion débil de

—Apu = pllulp_zu en )
u=20 en 0Q.

Finalmente, si Q es conexo, toda autofuncion asociada a p) tiene signo constante. Mds aiin,
toda autofuncion asociada a p1 no se anula en Q0.

Observacion 3.3. Puede demostrarse, si bien no lo haremos en este trabajo, que p; es simple. Es
decir, si u; y up son dos autofunciones asociadas a p;, entonces existe ¢ € R tal que u; = tuo.

Demostracion. Veamos primero que el infimo en la definicién de p; se alcanza. La demostracion
es muy similar a lo hecho en la seccién anterior.

1, .
En efecto, sea {u,}nen C W, P () una sucesién minimizante. Claramente, podemos suponer
que |[umllrr@) = 1. Luego se tiene

”Vum”ip(g) = o1, N|umllr) = 1.

De esto se desprende que la sucesion {u,,},en €s acotada en Wé’p (Q) y por lo tanto existe u €
Wé’p (Q) y una subsucesion (que seguimos notando {u,;,},en) tal que u,, — u.

Observemos que por el Teorema de Rellich-Kondrachov 2.36, u,, — u en LP(Q) y por ende
llullzr@) = 1, en consecuencia la funcién u es admisible para (3.4).

Finalmente, como la norma es débil semicontinua inferiormente, se obtiene que

p1 < IVully g, < Mminf Vil q) = pr.

Analogamente que en la seccion anterior, sea u € W, ?(Q) un minimizante para p; normalizado,
. 1, . . .
es decir |lullzr) = 1 y por ende ||Vu||€,, =p;.Seav e W, P(Q) arbitraria y consideremos la

funcién ¢: R — R dada por

@

Joy IV + 1VvIP dx

fg | + tv|P dx

@(t) :=

entonces ¢ tiene un minimo en ¢ = 0 y por ende ¢’(0) = 0. Observemos que si v es un multiplo
de u, entonces ¢ no estd definida para todo ¢ € R, pero en ese caso existe ¢ > 0 tal que ¢ esta
definida en |f| < 6.

Ahora,

d
— f |Vu + tVv|)P dx = pf IVu + tVvP~2(Vu + 1Vv) - Vv dax,
dt Q Q

d
— f lu + tv|P dx = pf lu+ P2 (u + tv)vdx
dt Q Q
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de donde

(e, lut? dxe) (f, 1V2P =2V - Vv dx) = ( [, IVul? de) ([, lul?~2uv dx)

(e )

=fIVulp_2Vu~Vvdx—p1flulp_zuvdx.
Q Q

Es decir, u es una autofuncién asociada a p;.

0=¢'(0) =

Reciprocamente, si u# es una autofuncion asociada a p, entonces
f IVulP>Vu - Vvdx — p; f lulP2uvdx =0
Q Q

paratodav e Wé”’ (Q). Luego, tomando v = u se llega a

I, IVul? dx
PO T apdx

Resta ver que las autofunciones asociadas a p; tienen signo constante. Para esto s6lo basta
observar que si 1 es un minimizante para p|, entonces w = |u| también lo es y por ende w es una
solucién débil de

-A,w >0 enQ
w>0 en Q
w=0 en 0Q

Para este problema, vale el principio fuerte del minimo (ver [42]) y entonces se tiene que w = 0
ow > 0en Q. Cémo w # 0 concluimos que w > 0 en  de donde se deduce que u tiene signo
constante. O

3.1.2. El problema de Neumann homogéneo y no homogéneo para A,

Empezamos con el problema de Neumann con condicién homogénea en la frontera del do-
minio.

Teorema 3.4. Sea 1 < p < 400y Q C R" un abierto. Sea f € [Whr(Q)'.

1. Existe entonces una tinica solucion u € WP(Q) del siguiente problema de minimizacion.:
-1 1
min{ — | VWP + P dx—{f,v): ve WP(Q);.
P Jo

2. Equivalentemente, u € W“P(Q) es solucion débil del problema

~Apu+ P u=f enQ
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Es decir, u € W'"P(Q) y verifica
fQ IVulP2Vu - Vv + [ulP 2uvdx = (f,v),
para toda v e W-P(Q).
Demostracion. La demostracion es completamente andloga al Teorema 3.1. O
Como caso particular de gran interés es cuando f € L” (9Q). En este caso, el anterior pro-

blema se convierte en el problema de Neumann con flujo dado por f. Se tiene en consecuencia
el siguiente resultado.

Teorema 3.5. Sea 1 < p < +o00 y sea Q un conjunto abierto con frontera Lipschitz. Sea g €
LP (8Q) una funcién dada.

1. Existe entonces una inica solucion u € WP (Q) del siguiente problema de minimizacion:

1
rnfn{— f IVVIP + [vIP dx — f gvdS:vEWl’p(Q)}.
P Ja aQ

2. Equivalentemente, u € WP(Q) es solucién débil del problema

—Apu + uP2u=0 enQ
[VulP20,u = g en 0Q.

Es decir, u € W'"P(Q) y verifica

f|Vu|p_2Vu~Vv+|u|p_2uvdx:f gvdS
Q Fl9)

para toda v e WP(Q).

Demostracion. Inmediato de la discusién previa. O

3.1.3. El problema de Steklov no lineal asociado a A,

Supongamos ahora que 1 < p < oo y definimos el nimero

p
e J IvulP + P dx -l
1-= =

= in = P
Wlp(Q) LQ |ulP dS wir(Q) ||u||u(3g)

(3.5)

Veremos ahora que este nimero corresponde con el primer autovalor del llamado problema de
Steklov, que para el operador A fuera el estudiado por W. Steklov en [40]. En este problema el
autovalor aparece a traves de la frontera del dominio.

Tenemos el siguiente resultado de existencia de solucidn para este problema de autovalores.
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Teorema 3.6. Sea 1 < p < ooy sea Q C R" un abierto con borde Lipschitz y acotado. Entonces
existe infimo para la constante (3.5). Mas aiin una funcion u € WP(Q) es un minimo para (3.5)
si y solo es una solucion débil para

—Apu + [ulP2u =0 en Q
(3.6)

IVulP~20,u = AulP~2u  en OQ.
Demostracion. Probamos primero la existencia de extremal para la constante (3.5). Por el Teo-
rema 2.41 el cociente en (3.5) esta acotado inferiormente, por lo tanto podemos tomar una suce-

si6n minimizante {u,,}~_, € WP(Q), que podemos suponer ademds normalizada ([u,,]| rOQ) =
1,Vm). Es decir

z p —
rrllgr(lo “un’lllwl,p(g) - ﬂ'l

Esto dltimo nos dice que existe una constante C > 0 tal que ||u|ly1.,q) < C Ym, tenemos enton-
ces por el teorema de Banach Alaoglu que existe una subsucesién que ain seguimos llamando

(o)

{um};,_,» y una funcion u € WP (Q) tal que u,, — u débil en W7(Q), ademas por la compacidad
del Teorema 2.41 tenemos que

u, — u fuerte en L (0Q). (3.7

Usando (3.7) se cumple que
llullzr o0y = "12130 lmllzro0) = 1,

esto nos dice que el limite débil esta normalizado y asi u resulta ser una funcién admisible para
(3.5).

Usando ahora la semicontinuidad de la norma de Sobolev, llegamos a

L p - P
< Hminf{lupnlly,, o) = A4 < iy, ),

lo anterior nos dice que la funcién u es donde se alcanza el infimo en (3.5), es decir u es extremal
para (3.5).

Probemos ahora la equivalencia. Sea u € WP(Q) un minimo para (3.5), entonces
o, IVulP + ulP dx
‘l =
[y lul? aS
Definamos ahora el funcional J : W'?(Q) — R como
e, IVul? + ulP dx
oo lul? dS

se cumple entonces que la funcién u es un minimo para este funcional, en consecuencia para
v € WHP(Q) arbitraria se cumple que < J'(u), v >= 0, es decir

(3.9)

J(u) =

P Jo, IVulP2VuVy + ulP2uvdx [, lul? dS = p [, lul?~2uv dS |lull?

Wir(Q)
2 =0
(Jo l S )
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Lo anterior junto con (3.8) nos dice que la funcidn u es una solucién débil para (3.6).

Sea ahora u € W!(Q) una solucién débil para (3.6). Entonces se tiene que
f IVulP~2VuVv + [ulP2uvdx = 4, f lulP~2uv ds,
Q a0

para toda v € W'P(Q). En particular la anterior igualdad se cumple para v = u, de lo que
obtenemos

fg [VulP + |ulP dx
1= .
o lulP aS

O

En realidad, el problema de Steklov que trataremos en esta tesis serd algo més general. Para
eso consideramos un subconjunto I' ¢ dQ tal que I # dQ (podria ser I' = 0). Dado I se define

WP (Q) = {v e CLQ): T € (s0p(1))) (3.9)

donde la clausura se toma en W'-7(Q). Heuristicamente, este conjunto representa las funciones
de Whr(Q) que se anulan sobre I'.

Luego se tiene el siguiente teorema:

Teorema 3.7. Sea p € (1,00) y Q de clase C'. Definimos el siguiente niimero

e, IVVIP + vl dx
4@ = inf
veW? () fag [v|P dS

(3.10)

Entonces el infimo se alcanza. Mds atin u € Wl_p (Q) alcanza ese infimo si y solo si u es una
autofuncion de Steklov asociada a A1(I), es decir, es solucion débil de

—Apu + [ulP~2u =0 en )
VulP~20,u = L|ulP2u  endQ\T (3.11)
u=0 enT.

Finalmente, si Q) es conexo, toda autofuncion asociada a A, tiene signo constante.

Observacion 3.8. Observemos que 4;(0) = A;. En ese sentido el Teorema 3.7 es mds general
que el Teorema 3.6

Demostracion. La demostracion de este teorema es muy similar a la del Teorema 3.2, el Teore-
ma 2.41 nos da que el minimo en (3.10) existe, supongamos ahora entonces que {u,,};_, es la
sucesién minimizante para (3.10), por lo tanto

fQ [Vupl? + lu,|P dx
A4(T) = lim
m—00 fag |t|P dS
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IL)I’(Q) ﬁ,l,p(g) — A1(I') y esto dice

a su vez que [[uy|lyirq) < C donde la constante no depende de m, por lo tanto la sucesion esta
uniformemente acotada en m y asi existe una subsucesiéon que atn seguiremos denotando por
{um})>_, y una funcién u € Whr(Q) de modo tal que u,, — u (u,, converge a u en la topologia

débil de W'-P(Q)). Usando la compacidad del Teorema 2.41 se tiene que ||um||ip @) ||u||€p 00)

pero se puede suponer que ||uy,|| = 1, de este modo queda ||u,||

y asi ”””Zp(agz) = 1, por lo que u es admisible para (3.10).

Teniendo en cuenta el hecho de que la norma es semicontinua inferior se tiene que ”“llgvhp @ <
lim inf ;- e ||ttm]|” = A1) y como también A;(I") < [lu||” se llega a que (I’ =

Whr(Q)
||u||€v1,p @Y esto dice que u es donde se logra el infimo.

Wwir(Q)

Para probar la equivalencia supongamos primero que u € er’p (Q) es donde se alcanza el
Joy IVulP+u? dx
I'(u) = 0, sea ahora v € WHP(Q) arbitraria y poniendo A(f) = [Vu+1Vv|+|u+tv|P, g(t) = lu+tv|P
se cumple que

infimo para A; esto quiere decir que u es minimo para el funcional I(u) = , asi que

Jo W ®l=odx
o 8 Dli=0dS
Jo VPV uVy + ulP~tuv dx [ P dS = [ [Vl + |ul? dx [, ul?~ uv dS
2
(g s )
o, IVulP~ Uy + |ulP~ uy dx o oo 1l uv dS
-4 o o
oo ul? dS oo ? dS

0=I'(w=

y en consecuencia
f IVulP~'VuVy + [ulfP " uv dx = 2,(D) f [P tuvds
Q oQ

paratodav € Wl{’p (Q), y esto ultimo dice que u es solucién débil para el problema.

Reciprocamente supongamos que u € WI{’I’ (€2) es solucidn débil para el problema esto sig-
nifica que

f IVulP~'VuVy + P uvdx = 4,0 | |uP uvdsS, (3.12)
Q oQ

paratodav € er’p (Q), en particular para v = u, poniendo este valor de v en (3.12) se obtiene

fg [VulP + |ulP dx
o lul? aS

Solo falta ver que las autofunciones tienen signo constante, como en la demostracion anterior si
u es autofuncion también lo serd w = |u| y en consecuencia serd solucidon débil del problema

A4 =
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-A,w + wP2w > 0 en Q)
[VwlP20,w = A |wlP 2w endQ\T
w>0 enl’

por el principio fuerte del maximo se cumple que w = 0 o w > 0 en £, pero como w es
autofuncion esta es positiva por lo tanto w > 0 en Q y asi u tiene signo constante en Q. O

Observacion 3.9. Por los resultados de regularidad de [34], un extremal u de A,(I'), verifica que
ue Cllo’g(Q) paraalgin0 <6 < 1.

Maés adn, por [33], si c’)Q\l_" € C, entonces la regularidad hasta la fronteraes u € C;O’Z(ﬁ\l_“)
paraalgin 0 <7y < 1.

Por otro lado, si u es un extremal de A;(I'), entonces tenemos que también |u| es un extremal
de A;(I'). Luego, usando que |u| es una solucién débil de (3.11) y el principio del méximo (ver
[42]), se obtiene que u tiene signo constante. En consecuencia, podemos asumir que

u>0enQyu>0enodQ.

Maés atn, por el Lema de Hopf (ver [42]) y la regularidad de la frontera obtenemos que una
solucién no negativa de (3.11) verifica

u>0 inQ\T.
A continuacién vamos a hacer una dltima generalizacién de los problemas que involucran el

operador A, esta nueva generalizacion tiene en cuenta una funcion de peso que aparece en la
condicién de borde del problema, nos referimos a un problema del tipo

—Apu + [ulP~2u = 0, en Q
IVulP~20yu = AplulP">u, endQ\T (3.13)
u=0, enl,

donde esta funcién p satisface ciertas condiciones que mds adelante especificaremos.

Esta nueva generalizacion resulta de vital importancia para nuestro trabajo ya que en los
siguientes capitulos nos ocuparemos de analizar el comportamiento asintético de problemas que
producen una ecuacién efectiva del tipo mencionado.

Sea I' € 9Q subconjunto cerrado de la frontera cumpliendo I' # 9Q y el espacio Wll’p ()
definido como en (3.9). Consideramos una funcién de peso p € L*(0Q) tal que C| < p(x) < Cp
donde C, C; son constantes positivas. Tenemos entonces el siguiente teorema

Teorema 3.10. Sea 1 < p < 0o y Q de clase C'. Definimos el siguiente niimero

Joy IVul? + ulP dx

() = inf (3.14)

ueW, P () fag plulP dSs

Se cumple lo siguiente
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» El infimo en (3.14) se alcanza.

= Una funcion u € er’p (Q) alcanza el infimo en (3.14) si y solo si u es solucion débil del
problema (3.11).

» Toda autofuncion para (3.14) tiene signo constante.

Demostracion. Teniendo en cuenta que p < C; se cumple que
1 Jo IVl + |ulP dx [ IVulP + |ul dx
— <
Cr [ lulP dS Jogpolul? dS

Esta tltima desigualdad junto con el Teorema 2.41 nos aseguran la existencia de A,(I).

1, .
En efecto, sea {uhrenr € Wy P(Q) una sucesién minimizante para A,(I'). Podemos suponer que
fag plugl? dS = 1 ya que si u; son admisibles también lo serdn las funciones auy, para @ € R.

Tenemos entonces que limy_, ||ugl| Ap(I'), y como consecuencia de esta convergencia

ﬁ/hﬂ(g) -
se cumple que {uy}ren resulta acotada en WLP(Q). Existe entonces una subsucesién de {u}ren
(que ain seguimos denotando como {u }xen) y una funcién u € whr(Q) tal que u; — u débil en
WP (Q). Por la semicontinuidad de la norma de Sobolev se tiene que

Por otro lado, por el Teorema 2.41 tenemos que

uy — u fuerte en LP(6Q) (3.16)
uy — u c.t.p. en 0Q. (3.17)

Por (3.16) tenemos que 1 = limg_,o fmpluklp ds = fmplulp dS, y por (3.17) se cum-
ple también que u|r = 0, por lo tanto u es una funcién admisible en la definicién de A,(I) y

fmplulp dS = 1 en consecuencia A,(I') < ”””fva(g)’ esto ultimo junto con (3.15) dicen que

A,(I) = IIMIIQI’p(Q), por lo tanto u es en donde se da el infimo para A,(I).

Vamos a probar ahora la equivalencia, supongamos que u € Wli’p (Q2) es en donde alcanza el
infimo A,(I"), es decir
oy IVul? + ulP dx

[ plul? ds .
También de la definicion de 4,(I') se desprende que u es un minimo para la funcién
o, IVVIP + I dx
I,(v) = .
JoqoIP dS

es decir I[’)(u) = 0. Por otro lado definiendo las funciones g(¥) = |Vu + tVv|P + u + tv)P y

A,(T) =

(3.18)

h(t) = plu + tv|” donde v € W;’p (Q) es una funcioén arbitraria se cumple que

Jo & Ol=odx [, plul? dS = [, K (Dli=0 dS ¢ [, VulP + |ul” dx

HOE
- (ool dS)?
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usando esto ultimo, Ié(u) =0y (3.18) llegamos a
f IVulP2VuVy + ulP2uvdx = 4,(0) | plulP2uvdS, Vve WP Q)
Q aQ

esto ultimo dice que u es una solucién débil para el problema (3.11).

Supongamos ahora que u € Wll’p (Q) es una solucién débil para el problema (3.11), esto
significa que se cumple

f IVulP~2VuVy + [ulP2uv dx = /lp(l")f plulP2uvdS, Vve Wll’p(Q).
Q 0
Esto tltimo se cumple en particular para v = u y con esta eleccioén de v se tiene que

Joy IVul? + ulP dx
Sy plul? S

/lp(r) =

por lo tanto A,(I") alcanza el infimo en u.

Con un argumento similar al hecho en la demostracién del Teorema 3.7 podemos concluir
también que cualquier autofuncion asociada a 4,(I') tiene signo constante. |

3.2. El operador fraccionario (-A,q)°

En esta seccion presentamos el operador fraccionario (-=A, o)* que emplearemos en el capitu-
lo 5. Explicitaremos también que entendemos por solucién débil para este operador tanto para
el problema de fuente como para el problema de autovalores.

Como dijimos en el capitulo previo, en el caso p = 2 el espacio W57 se denota usualmente
como H* por su estructura hilbertiana. Este espacio esta relacionado con el operador laplaciano
fraccionario (—A)* definido como

(=A)’u(x) = lim u(x) — u@y)

3.19
£l0 Jrm\p,(x) 1X — yI"eP ©-19)

Este operador ha adquirido importancia recientemente y en nuestro caso estudiaremos una va-
riante, se trata del operador (p, s)—laplaciano regional (-A, q)* definido como

Ju(x) = u(IP~ (u(x) — u(y)) dy

(=Ap.0)’u(x) = p.V.f

Q |x — y|r+sp
>, (3.20)
_ Hmf u(x) — u)IP~=(u(x) — u(y)) dy
£l0 Jo\B.(x) |x — y|**sp

Estudiaremos dos tipos de problemas asociados al operador (=A, q)°, primero veamos alguna
de las clases de funciones para las cuales aplica este operador.

Lema 3.11. Sea 0 < s <1 < p < ooy Q C R" un subconjunto abierto. Entonces (—=A,0)*u(x)
esta bien definido para u € C 2(Q) N L=(Q).
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Demostracion. Sea gy > 0 tal que B, (x) CC Q. Ahora, como u € L*(€) tenemos que

u(x) — u(y)|P!
f |u(x) ({)‘| dy < co.
O\By(x) X = y"eP

Para 0 < ¢ < g, se tiene

f Ju(x) = u@)P~>(u(x) - M(y)) f Ju(x) = u(x + 2)P 7 (u(x) — u(x + z))
e<|x—yl<ep e<l|zl<ep

|x — yl+sp |z7r+sp

_ f Ju(x) = u(x = 2P (u(x) — u(x = 2)) dz
e<l|z|l<ep

|Z|H+Sp

Para simplificar la notacion, denotaremos ¢,(1) = [t/P~2¢. Por lo tanto esta tltima cantidad es
igual a

1 f ¢p(u(x) — u(x + z)) +¢p(u(x) —u(x — z)) 321)
2 e<lzl<eg |z|+sp
Definimos también
(1) = ¢p((u(x) — u(x — 2) + tu(x + z) — 2u(x) + u(x — 2))).
Asi (3.21) puede escribirse como
1 f (1) — ¢(0) 90(0) f f (n+sp)
— O (@) dt|z|""P dz
2 e<|zl<ep |Z|n+ P e<|zl<&p
y haciendo calculos esto da
Lo, 02 DD-at) DOV (3.22)
e<|zl<ep |z|+sP

donde D, u(x) = u(x +z) —u(x)y Dgu(x) =u(x +z) — 2u(x) + u(x — z) = Du(x) + D_u(x).

De esta ltima expresion observamos que
|t = DD—zu(x) + tDu(0)"? < Claf’ ™,
donde C depende de la constante de Lipschitz asociada a u y de p, ademads
ID2u(x)| < C'laf,

donde C’ depende de la norma C? de u.

Teniendo en cuenta todo lo anterior encontramos que existe una constante C dependiente
solo de la norma C?, de u y de p tal que (3.22) es acotado por

Cf |Z|—n+p(l—s) dZ
&<|z|<&p

como este tltimo término converge cuando € | 0 podemos concluir el lema. O
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Observacion 3.12. La demostracién de este lema nos fue comunicada por L. Del Pezzo.

El anterior lema nos dice que, para funciones regulares, el operador (-=A, q)* estd bien de-
finido en un sentido puntual. Sin embargo, en las aplicaciones més usuales de este operador, es
necesario entender cdmo se define sobre funciones mas generales. El siguiente lema nos dice el
sentido en el cual debe actuar el operador.

Lema 3.13. Sea0 < s <1 < p < ooy Q C R"un conjunto abierto. Para cada u € W*P(Q), el
(p, s)—laplaciano regional definido en (3.20) define una distribucion sobre 9'(Q). Mas atin,

— -2 _ _
(A, ¢>:% f fg Q|u(x) uP2(u(x) — u(y))(p(x) — d(»)) dxdy,

|)C _ y|n+sp

por cada ¢ € C°(Q).

Demostracion. Dada u € WP(Q), por cada € > 0 definimos 7zu como

Tuuo=]1 W“*ﬁ“m”%wﬂ—u@»@»
’ Q\B;(x) |x — y|r+sp :

Afirmamos que T.u € LP (Q). En efecto, por la desigualdad de Holder se cumple que

_ p-1
ITou(x)| < f M d
Q\B,(x) X —y"*sP

1 1
— 4 g »
U ) (i)
Q\B.(x) X —y["*eP l—ylze 1X — VISP

nwy,

C=C(n,s,p)= ,
sp

Denotamos

donde w,, es la medida de la bola unitaria en R”.

Entonces es facil ver que

1
f ———dy=Cs".
[x—yl>e |-x - Y|" P

De esta forma concluimos que

r_ 5
”Tgu”p/,Q <Cre S[M]sp,p-

Por lo tanto, T.u induce una distribucion como

— -2 —
(Tot, ) = f Toud dx = ff () — u()IP~(u(x) u(y))qb(x)dydx.
Q Q JQ\B.(x)

|x _ y|n+xp

Es facil ver usando el Teorema de Fubini que se cumple también

_ -2 _
<gm¢>:_j“j‘ lu(x) — w2 (u(x) MU»¢@ﬁ@dn
Q JQ\Bg(x)

=y
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y asi

(Tou, ¢y = 1 f f lu(x) — u(y)IP2(u(x) — u(y))(d(x) — d(y)) dvdx
Q\B:(x)

=y

Ya que el integrando en la dltima integral esta en L'(Q x Q), usando el Teorema de la Conver-
gencia Dominada podemos concluir que

<(_AP’Q)SM’ ¢> = EIBKTSM’ ¢>
1 f f Ju(x) = u)IP~2w(x) = u())(x) = $()) dxd
QxQ

=y

Esto finaliza la demostracién del lema. ]

Observacion 3.14. De la demostracion del anterior lema podemos concluir que el (p, s)—laplaciano
regional es un operador acotado visto como (A, q)* : W*P(Q) — [W*P(Q)]".

Con todo lo mencionado anteriormente podemos describir que entendemos por solucién
débil para el (p, s)—laplaciano regional (=A, q)°.

Definicién 3.15. Sea0 < s < 1 < p < coy Q C R” un conjunto abierto. Dado f € L” (Q),
decimos que u € W5P(Q) es una solucién débil de

(“Apo)u=f inQ, (3.23)
si la igualdad se tiene en el sentido distribucional. Es decir si

1 f f Ju(x) = w2 w(x) = u())(X) = v(y))
QxQ

=3

dxdy:ffvdx, (3.24)
Q

para cada v € W5P(Q).

Observacion 3.16. Mas generalmente, se puede considerar f € [WSP(Q))]’.

Observacion 3.17. Este problema es andlogo al problema de Neumann homogéneo en el caso
clasico.

Para este problema es facil ver que se tiene existencia de solucién y unicidad salvo constante.
En efecto, se tiene

Teorema 3.18. Dada f € LP(Q), existe una vinica funcion ugy € WP (Q) solucion débil de (3.23)
en el sentido de la Definicion 3.15.

Mads aiin, si u € W5P(Q) es una solucion débil de (3.23), entonces u — ug es constante.

Demostracién. La demostracion es estdndar. En efecto, definamos el funcional J: W*(Q) — R

dado por
[v(x) = v(y)|P
o [ R -
" 2p Joxa ey
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Es facil ver que ug € WP (Q) es una solucidn débil de (3.23) si y solo si ug es un minimo de
J. En efecto, si ug es una solucién débil y v € W5P(Q) es arbitraria, usando uy — v como funcién
test en (3.24) y reagrupando términos, obtenemos

ff luo(x) — :igy)lpddy—q,uo):
axQ X —yrer

1 f f o (x) = o MI" (119 (x) = o (N (V(X) = V()
QxQ

=y

dy — {f,v).

n+sp

Observamos que |x — y"*P = |x —y| ¥ |x — y| y usando la desigualdad de Young ab <
pa” + LbP" obtenemos

ff luo(x) — l:ggy)lf’ddy_q’u())
QXQ |x — ylr+ep

luo(x) —uoMI - ff M@ v
2P foQ |x — y|"+sp 2P axq  |x —y[rse y= v

_ P
luo(x) — uoWI” dxdy + J(v).
axq  |lx =yt

2p
de donde facilmente se deduce que J(up) < J(v).
Reciprocamente, si ug € W”’(Q) es un minimo de J, entonces dada v € W*? (Q)yteR,

definimos j(¢) = J(ug + tv). Luego j'(0) = 0. Pero es facil ver que

7(0) = % f f luo(x) — uo(Y)IP 2 (up(x) — tg(y))(V(x) — v(y)) .,
QxQ

o=y

dy —{f,v).

Ver més adelante la demostracién del Teorema 3.25 para ver los detalles de esta afirmacion.

Veamos entonces que J posee un inico minimo en W*?(€2). La unicidad es una consecuencia
inmediata de la convexidad uniforme de J que a su vez es inmediato de la convexidad uniforme
de la funcién x — |x|?.

Para la existencia, se usa el método directo del calculo de variaciones. En efecto, sea {v,,}nen C
W*5P(Q)) una sucesion minimizante, i.e.

Jw,) —» inf J=:1
Wep(Q)

Usando el Corolario 2.62, obtenemos
1
C2=J(vm) = 2 Vm]sp (fsvm)
= C”Vm”s,p - ||f”p’||vm||s,p-

Usamos ahora la desigualdad de Young con & para & = 5 y obtenemos

C ’
p p
Slvalls,p = CllfL, <
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de donde se deduce que la sucesion {v,,}en €s acotada uniformemente en m.

En consecuencia, existe una subsucesion, que atin seguimos llamando {v,, },,en ¥ una funcién
ug € WHP(Q) tal que
Vi — ug, débil en W*?(Q).

Usando ahora la semicontinuidad inferior débil de la seminorma de Gagliardo se concluye que
1 es un minimo para J.

Resta ver que cualquier solucién u € W*P(Q) de (3.23) difiere de u( en una constante. Pero
esto es inmediato de la observacién de que si u es una solucidn, entonces u + k también es una
solucién para cualquier k € R. Luego, si tomamos k = —(u)q, tenemos que u + k € WP(Q) es
una solucién y por ende u + k = ug. O

Uno de los problemas que estudiaremos para el caso no local es el problema del obstdculo
fuerte que presentaremos en el siguiente capitulo. El objetivo ahora es darle sentido a lo que
entendemos por solucidon débil de este tipo de problemas. La siguiente definicién especifica
esto.

Definicion 3.19. Sea 0 < s < 1 < p < o fijoy Q C R” un conjunto abierto. Sea A C Q un
conjunto medible y f € L (Q). Definimos

W) = v e WH(Q): v =0c.tp.en A}

Entonces, decimos que u € Wg’p () es una solucién débil del problema de valores de frontera
mixto

(3.25)

(Ap)u=f enQ\A
u=0 enA,

si (3.24) se cumple para cada v € W, " (Q).

Para este problema también se tiene existencia y unicidad para toda f € L (Q).

Teorema 3.20. Dada f € LP (Q), existe una vinica u € W/‘;’p (Q) solucion débil de (3.25) en el
sentido de la Definicion 3.19.

Demostracion. La demostracion de este teorema es completamente aniloga a la del Teorema
3.18 usando la desigualdad de Poincaré (2.43) en lugar del Corolario 2.62. O

3.2.1. Existencia de solucion para 1,(A)

Consideramos A C Q. Nos ocuparemos ahora de la existencia de extremal para la cons-
tante A4(A), constante que estara directamente relacionada con el problema del obstaculo fuer-
te antes mencionado, mas ain mostraremos que tal extremal resulta ser una solucién para el
(p, s)—laplaciano regional en el sentido de la Definicién 3.19.
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Recordemos la definicién de la constante A,(A) dada en la introduccién. Dado A € Q medi-
ble, se define
1 v()—v)I”
1 ok e dxdy
A,(A) = inf ,
0£vEW P (Q) fQ [P dx

y recordemos también que
WP(Q) :={ve WH(Q): v=0c.tp.en A}

Antes de comenzar mostramos que la constante A(A) esta bien definida y que es estricta-
mente positiva. El siguiente lema de facil demostracion nos asegura esto.

Proposicion 3.21. Sea Q c R" acotado, abierto y A C Q un conjunto medible de medida
positiva. Entonces existe una constante 6 > 0 dependiente de n, s, p, diam(Q) y |A| tal que
Ag(A) = 6.

Demostracion. Este resultado es inmediato a partir de la desigualdad de Poincaré (2.43). En
efecto, se tiene que
p
[u]s,p > —1
> 2
leell 5

’

donde C > 0 es la constante del Teorema 2.63. Tomando infimo u € Wz’p (Q), se deduce el
resultado. O

Ahora presentamos el principal resultado de esta seccidon que tiene que ver con la existencia
de extremal para la constante A3(A), es decir la existencia de una funcion u € Wg’p (Q) tal que

1 p 1 p

. j[v]s,p j[u]s,p

A,(A) = inf o= = o=
vew P @) |l lluell

Como veremos enseguida, esto es inmediata consecuencia de la compacidad de la inmersién
WSP(Q) c LP(Q) que nos proporciona el Corolario 2.59.

Teorema 3.22. Sea Q) ¢ R" un dominio acotado con frontera Lipschitz. Entonces, dado A C Q
conjunto medible de medida positiva, existe u € Wi’p (Q) extremal para A4(A).

Observacion 3.23. La condicion de regularidad asumida de que la frontera JQ sea Lipschitz es
necesaria para que la inmersiéon W*P(Q) c LP(€)) sea compacta como lo indica el Corolario
2.59. En realidad lo que resulta ser suficiente es que el dominio Q cumpla con la propiedad
de extensién de dominio segin la Definicion 2.48, ya que por el Teorema 2.49 esta propiedad
implica la condicién de regularidad Lipschitz.

Observacion 3.24. De la homogeneidad del cociente de Rayleigh, es inmediato que el extremal
puede tomarse normalizado en LP(€2). Es decir, [|ul|, = 1.
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Demostracion. La prueba resulta ser inmediata. Sea {u,}men C Wj"p (2) una sucesién minimi-
zante normalizada para A4(A). Esto es

1
lumll, = 1 paracadam e N 'y A,(A) = n%g}go E[um]ip.

Por lo tanto, {u,,}men €s una sucesion acotada en W*P(Q), ya que W*P(Q) es un espacio de
Banach reflexivo y por la compacidad de la inmersién W*?(Q) C L?(€) existe una subsecuencia
que atin denotamos por {4, }men y una funcién u € WHP(Q) tal que

wy — u débil en WHP(Q) (3.20)
u,, — u fuerte en L”(Q). (3.27)

Es facil ver que u = 0 c.t.p. en A (por ejemplo tomando otra subsucesién mas de modo que u,,, —
u c.t.p. en Q, o también observando que Wj’p (€2) es débilmente cerrado ya que es fuertemente
cerrado y convexo), asi u € W, " (Q).

Por (3.27), se sigue que |lul|, = 1 y por (3.26) y la semicontinuidad débil de la seminorma
de Gagliardo se cumple

1 o]
A(A) < STulf, < timinf Slunl?, = A(A),
La prueba queda terminada. O

Terminamos la seccién mostrando que un extremal para A4(A) resulta ser también una auto-
funcion para el (p, s)—laplaciano regional (—A, )", es decir si u € W/‘i’p (Q) es una extremal de
A4(A), entonces u es una solucion de

{(-A,,,Q)Su = LA)ulPu enQ\ A (3.28)

u=0 enA,
en el sentido de la Definicion 3.19.

Teorema 3.25. Sean 0 < s < 1 < p < o0. Sea Q € R" un conjunto abierto y acotado, y A C Q
un conjunto medible de medida positiva. Si u € Wj"p (Q) es un extremal para A4(A), entonces u
es una solucion para (3.28) en el sentido de la Definicién 3.19, con f = A,(A)|ulP~>u.

Demostracion. Sea u € Wy"(Q) un extremal normalizado para A,(A), y sea v € W;”(Q) una
funcién arbitraria. Definimos

o1 p _ 1 [(u + tv)(x) — (u+ tv(y)IP
j0 = Sl i, = 5 f fg N PRI dxdy. (3.29)
y
k(1) = ||lu + tvllg = f lu + tv|P dx. (3.30)
Q
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Entonces es facil ver que

7(0) = p f f lu(x) — u@)IP~2(u(x) — u())((x) = v(y)) dxdy
QxQ |x — y|r*sp (3.31)

= p{(=Ap0)’u, )

K©0)=p f |ulP~2uv dx. (3.32)
Q
Mas atin, ya que u € Wj’p (Q) es un extremal normalizado para A,(A), tenemos que
. 1
J0) = E[u]f,p = A,(A) y k) = |lull, = 1. (3.33)
Si ahora definimos -
] t
G(1) =
(1= K’
obtenemos 1 COVE(O) — E'(0) i(0
[k(0)]
Usando (3.31), (3.32) y (3.33) en la anterior igualdad obtenemos el resultado deseado. ]

3.2.2. Existencia de solucion para A,(c, ¢)

Fijando o constante positiva y ¢ € L*(€2) funcién no negativa, nos ocupamos en esta parte
del capitulo de la existencia de extremal para la constante A,(c, ¢). Finalmente mostraremos que
todo extremal para A;(c, ¢) es una solucién para el (p, s)—laplaciano regional en el sentido de la
Definicién 3.15.

Recordemos, para conveniencia del lector, la definicién de la constante A4(c, ¢)
o vIs, + a’fQ [VIP¢ dx
0£veWsP(Q) fQ [v|P dx

As(0, ¢)) =

Comenzamos mostrando que la constante A (o, ¢) es positiva, para esto serd clave otra vez
asumir que la frontera de nuestro dominio es Lipschitz para poder hacer uso de la compacidad
de la inmersién WP () c LP(€Q) que nos da el Corolario 2.59. Todo esto estd contenido en el
siguiente teorema.

Teorema 3.26. Sean 0 < s < 1 < p < oo. Sea Q C R" un dominio acotado y con frontera
Lipschitz. Si 0 # ¢ € L™(Q) es una funcion no negativa y o > 0. Entonces existe una constante
k > 0 tal que As(0, ) > k.

Demostracion. La prueba estard completa si mostramos la existencia de una constante C > 0 tal

que
f WP dx < c( f f M =VOW ) oy v o f WP dx.), (3.34)
axq [x—yper o
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para cualquier funcién v € W*?(€2). Demostraremos por el absurdo. En efecto, supongamos que
(3.34) es falso. Entonces existe una sucesion {v,, }neny € WSP(Q) tal que

||vm”p =1, (3.35)

Vmlsp — 0, (3.36)

f VulP ¢ dx — 0. 3.37)
Q

Argumentando como en la demostracion del Teorema 3.22 existe una subsucesién (que atin
seguimos denotando como {v,};,en), y una funcién v € WP (Q) tal que
v — v débil en W5P(Q)
v — v fuerte en L?(Q).
Ahora, ya que W*?(Q) es un espacio de Banach uniformemente convexo, de (3.36) es ficil ver
que [[vullwsr@ — IVllwsr) por lo tanto v, — v fuerte en W*P(Q). Por lo tanto [[v|[, = 1y
_1
[v]s,p = Oy asi v es constante (de hecho, v = [Q| 7).

Ahora como |v,,|? — |[v|? fuerte en L' (Q) se sigue que

1
Ozflvlp dxz—f dx,
A ToT R

lo que resulta ser una contradiccion.

De esta forma queda demostrado el teorema. O

Usando ahora las mismas ideas que en el Teorema 3.22, podemos demostrar existencia de
extremal para la constante A(o, ¢) como lo indica el siguiente teorema.

Teorema 3.27. Sea 0 < s <1y 1 < p < oo fijo. Sea Q C R" un dominio abierto acotado con
frontera Lipschitz. Si 0 # ¢ € L*(Q) es una funcion no negativa'y o > 0. Entonces, existe un
extremal u € WP (Q) para A5(o, ¢).

Demostracion. La demostracion es completamente andloga a la del Teorema 3.22. O

Para finalizar concluimos que si una funcién u € W*5P(Q) es un extremal para A,(o, ¢), es
decir si )
% foXQ lul(;_);—l'fﬁ({,),l dxdy + O'fg [ulPp dx
| lul? dx
entonces u es una solucion para el (p, s)—laplaciano regional (-A, o)* en el sentido de la Defi-
nicién 3.15 con f = A(o, ¢)|u|1"2u. Enunciamos todo esto en el siguiente teorema.

As(o, ¢) =

Teorema 3.28. Sea 0 < s < 1y 1 < p < oo fijjos, Q C R" un conjunto abierto y acotado. Sea
0 # ¢ € L™(Q) una funcion no negativay o > 0. Si u € WHP(Q) es un extremal para A4(o, §),
entonces u es una solucion para

(=Ap0)'u+ odlulP2u = (o, ¢)|u|”_2u en Q, (3.38)

en el sentido de la Definicion 3.15.
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Demostracion. Supongamos que u € W%P(Q) es un extremal normalizado para As(c, ¢). Si
v € W5P(Q), definimos la siguiente funcién

J(@) = *0)

con j y k definidos en (3.29) y (3.30) respectivamente, y

I(t) = |lu+ IVIIZ’(/) = f |u + tv[Pp dx.
Q

Entonces

') = f plulP~2uve dx. (3.39)
Q
Ahora usando que k(0) = 1, A5(o,¢) = j(0) + ol(0), las expresiones (3.31), (3.32) y (3.39)

obtenemos
(/(0) + al'(0)k(0) — (j(0) + ol(0))k’(0)
k2(0)

= (=) V) + o f plulP2uve dx - Ay(o $)p f P2y dx,
Q Q

0=J'(0) =

como desedbamos probar. m|



Capitulo 4

Problemas de optimizacion

En este capitulo presentaremos los problemas de optimizacién para el caso clasico y pa-
ra el caso fraccionario. En la primera mitad del capitulo plantearemos el problema de disefio
Optimo asociado al primer autovalor de Steklov, luego recordaremos una caracterizacidon para
la constante que define el problema 6ptimo (ver [16]), que serd usada mds adelante para probar
la existencia de ventana dptima y de extremal. Después recordaremos una caracterizacién para
el conjunto de puntos donde una autofuncion se anula asumiendo suficiente regularidad para el
dominio y propiedades para la constante 6ptima. Finalizaremos la primera mitad del capitulo
generalizando los resultados obtenidos para la variante del problema de Steklov a un problema
que involucra una funcién de peso, este problema como veremos mas adelante seré clave en los
resultados obtenidos.

En la segunda mitad de este capitulo plantearemos los dos problemas de optimizacién de
forma asociados al operador (—A,q)* y que serdn sobre los que trabajaremos en el Capitulo
5, por un lado analizaremos el llamado problema del obstdculo fuerte mostrando existencia de
configuracién 6ptima y finalmente presentamos el problema del obstdculo débil dando también
para este la existencia de una configuracién Optima, en el Capitulo 5 mostraremos la conexién
entre los problemas antes mencionados. Los resultados de optimizacion de forma presentados
en este capitulo para el operador (—A, o)* son originales de esta tesis.

4.1. Problema de optimizacién asociado al problema de Steklov

Ahora estudiaremos el siguiente problema de optimizacion de forma: dado un niimero « €
(0, 1), se busca la existencia de una ventana [, C 9 de manera tal que [[y|,—1 = @|0Q],—1 ¥y

A1 (Te) < 4(D)

entre todas las ventanas I' ¢ 0Q que verifican |[',—-; = @|0Q)|,-1, donde A;(I') es el primer
autovalor de Steklov dado en el Teorema 3.7.

Este problema fue estudiado en [16]. Seguiremos en este capitulo la presentacién de dicho
articulo.

59
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Con ese propdsito, se define la constante
A(@) :=mf{4;T): T c Q, T',-1 = &|0Qy-1} 4.1)

El primer resultado que presentamos nos da una caracterizacion alternativa de la constante A(a)
que serd fundamental en el estudio del problema.

Lema 4.1. Para cada a € (0, 1) la constante A() tiene la siguiente caracterizacion

IvIIP .
Ala) = inf{ DDy e WQ), [y = 0) N 0Ql-1 > a0 | -
.
Demostracion. Definamos la constante u(a) como
||v”€vl,p(g) 1
ma@) =inf{—F——:1vew P(Q), {v=0}n0Q,—1 > a|l0Q],-1 ;.
T

Veamos primero que u(@) < A(a).
Seal’ c 9Q tal que |I',,—1 = @|0Q)],,—1 yseau € W;’p () una autofuncién asociada a A;(I).

Observemos que u es admisible en la caracterizacion de u(e), de donde

P
[T

ue) < = 4 (D).

D
1l 50

En consecuencia y(a) < A(@) como queriamos ver.

Probamos ahora que A(a) < u(a). En efecto, sea {vi}reny una sucesion minimizante para
u(a), es decir, v € whr(Q),

vell? .
() = lim W@ l(ve = 0} N 0Ql_1 > aldQluy Yk € N.

P
”VkH (6Q)
Luego, para cada k € N, elegimos

Iy c{vi =0}NoQ

tal que |['¢|,—1 = @|0Q],-1. En consecuencia, para todo k € N,
Ivell? s

P(Q

A@) < (T € —
“vk”LP(aQ)
Pasando al limite en esta desigualdad obtenemos
p
Hvk”le-”(Q) 3

Aa) < kh’m A1) £ lim

k—o0

u(a).

||vkl|ip(ag)

Esto completa la demostracion. O
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Veamos ahora el teorema mas importante que nos garantiza la existencia de la ventana 6pti-
ma.

Teorema 4.2. Sea a € (0, 1).

1. Existe I'y € 0Q tal que |Uy|p-1 = @|0Q—1 y Ala) = 11(Ty).

2. Existe u, € W"P(Q) tal que [{uy = 0} N 0Q,—1 > a|0Q,_1 y

e I}
_ Wir(Q)
@)= ltall? 50
ol 90

Demostracion. Veamos primero 2. Sea {vy}xen C WP(Q) una sucesién de funciones no negati-
vas y normalizadas (es decir ||[villraq) = 1) tal que

[lvll?

Py = M@y 1= 010001 2 aldQl.

La existencia de esta sucesion estd garantizada por el Lema 4.1.

Observemos que {v}ren €std acotada en Whr(Q) y por ende, por el Teorema de Banach-
Alaoglu, existe u € whr(Q) y una subsucesion (que seguimos llamando {v;}ren) tal que

vi = u  débilen W'P(Q). (4.2)
Ademés, por el Teorema de compacidad de Rellich-Kondrachov, vale que

Vi — U fuerte en L”(Q) y en L7 (0Q) 4.3)
] c.t.p. en 0Q. “4.4)

De (4.3) sigue que [|ullzrp0) = 1 y de (4.4) se obtiene que

l{u = 0} N 9,1 > limsup {vr = 0} N OQ-1 = @|0Q 1.

k—o0

Es decir, u es admisible en la caracterizaciéon de A(a) dada por el Lema 4.1, luego

A((l) S ”MHﬁ/l,p(Q)‘

Por otro lado, la semicontinuidad inferior de la norma con respecto a la convergencia débil nos
da

p P p _
”ullwlp(g) S lllgllglfllvkllwlp(g) - A(a)

Esto concluye la demostracién de 2.

Veamos ahora que 2 implica 1. En efecto, por 2, existe u € W'P(Q) tal que

p
||M||WLP(Q)

P
LP(0Q))

fu =0} N IQl-1 2 aldQ,-1 Yy Ala) = i
u
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Sea entonces [y C {u = 0} N JQ tal que

IToln-1 = 0,1
Pero entonces »
(.
41T £ —F—— = Aa).
Wl
Dado que la otra desigualdad es obvia, eso concluye la demostracién de 1. m|

El siguiente resultado es un refinamiento del Teorema 4.2. El mismo muestra que si asu-
mimos cierta regularidad sobre el dominio €2, entonces la ventana Optima asociada a A(a) es
exactamente el conjunto de ceros de la autofuncién asociada en la frontera.

Teorema 4.3. Sea u € W'P(Q) una autofuncion asociada a A(«). Entonces, si Q verifica la
condicién de la bola interior (por ejemplo, si es de clase C?), se tiene que

{u = 0} N OQl,—1 = |0Qy-1.
Demostracion. Supongamos que la tesis del Teorema es falsa. Luego se tiene que
{u = 0} N OQl—1 > |01

Dado que la medida de superficie es regular, existe un conjunto cerrado I'y C {u = 0} N 9Q tal
que
{u = 0} N OQu—1 > [Loln-1 > @lOQp-1.

En consecuencia, se tiene que A(a) < A1(I).

Por otro lado, como u es admisible en la caracterizacién de A;(I"y) se tiene que
p
”ullwlp(g) _

—P =

A1(To) < A(a),

de donde 4;(I'y) = A(a) y u es también una autofuncién asociada a A;(I'g). Luego, u es una
solucién débil del problema

—Apu + [ulP2u =0 en
u=0 en I
IVulP20,u = 1;(Co)lulP~>u  en 0Q \ T.

Ahora, por la Observacién 3.9. u € C IIO’Z(Q U (0Q\ I'p)) para algin y € (0, 1) y podemos asumir
que u > 0 en Q.

Finalmente, por nuestra suposicién de regularidad en Q podemos aplicar el Lema de Hopf
(ver [42]) que nos da la estimacion

oyu>0 en({u=0}noQ)\Io.

Esto es una contradiccion. m]



4.1. PROBLEMA DE OPTIMIZACION ASOCIADO AL PROBLEMA DE STEKLOV 63

Finalmente, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.4. La funcion a — A(a) es estrictamente creciente.

Demostracion. Es claro que A(@) es no decreciente como funcién de a. Supongamos ahora que
existen 0 < @ < 8 < 1 tales que A(@) = A(B). Luego, todo extremal para A(B) lo serd también
para A(a). Pero si u es un extremal para A(8) tenemos

[{u = 0} N OQl,—1 = BIOQ-1 > OQ -1
que contradice el Teorema 4.3. Luego A(a) es estrictamente creciente. O

El siguiente resultado nos da un resultado de regularidad de la funcién @ — A(a) demostrado
en [16] y serd de gran utilidad en el siguiente capitulo.

Teorema 4.5. La funcion A es continua por la derecha sobre el intervalo (0, 1), es decir

lim+ Al@) = Aap), Yap € (0,1).

Q’—)Q’O
Demostracion. Sea g € (0, 1) arbitrario, usando el Corolario 4.4 existe

L=1im Ale) ¥y L= Aap). 4.5)

a—af
Por el Teorema 4.3, existe vy, € WLr(Q) autofuncién asociada a A(ayg) tal que Vo, llzr@a) = 1

|Aao ln—1 = @0l0Ql,-1,

donde A,, = {vq,(x) = 0} N OQ2.
Se elige ahora una funcién suave 7 satisfaciendo

n=0, en B(0, 1)
n=1, en RY \ B(0,2)
O0<n<1, [IVAlli=mnr) <2.

Tomando ahora xo € €2\ A,, un punto de densidad cero relativo a 9 (ver definicién en [19,
—

Capitulo 1.7]), por cada &€ > 0 definimos 7:(x) = n( ;0) Y We = NgVaq € WP (Q). Observamos
que

{x € 0Q: we(x) = 0} = Ay U (Ba(x0) N OQ).
de donde
{x € 0Q: we(x) = O}u-1 > |Aggln-1 = @0l0Q5-1, (4.6)

para & suficientemente pequefio, puesto que xo es un punto de densidad O para A,, relativo a 0.

Por una lado se tiene que
lg%”wa”LP(Q) = |vagller ) 4.7)
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1m wellor@o) = Va llore)- 48

En efecto, veamos (4.7),

f [We — Voo l” dx = f (17 — Dvg, |’ dx + f [Vaol? dx
Q B(x0,2e)NQ\B(x9,€) B(xp,6)NQ

< f [Vayol? dx,
B(xp,2e)NQ

donde hemos usado que 0 < 5, < 1. Por lo tanto w, — v, en LP(Q), de donde se deduce (4.7).
La demostracion de (4.8) se puede realizar con un argumento similar.

Por otro lado tenemos que

”VWa‘”U’(Q) < ||VUsVa0 + nsVVQOHLP(Q)
< IVnevellr@) + Vv llr @)

C
<7 Ve llr (B(xo.26)n0\B(xo.8)) + VVagllLr)
y por desigualdad de Holder se obtiene que
IVWellLr@) < CHV(m”Lp*(B(xo,zg)mQ\B(xo,g)) + IV llr s 4.9)

donde C es una constante independiente de &.
Por (4.6) existe 6 > 0 tal que

[{x € 0Q: we(x) = 0}]—1 > |0Q,-1, YO <a@—ap <6,

y por lo tanto w, es una funcién admisible en la caracterizacién de A(a). De esto tltimo junto
con (4.9) obtenemos que

[Iwellf,,
»(Q
A@) < — (4.10)
el
* P
< (C”Vao”Lp (B(xo.26)\B(x0.6)) T ”VVao”LP(Q)) + wellr @) @11

P
Well? o
para todo 0 < @ — ag < 6. Entonces por (4.5) tenemos que

< (C”v(l()“LP*(B(XO’ZS)\B(XO,S)) + ||VV(10||LI’(Q))p + ||Ws||U’(Q)

el oo

Tomando limite con € — 0, usando (4.7), (4.8) llegamos a

p
el 1

= Waol? e
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Tenemos por lo tanto que £ = A(ap), es decir

lim A(a) = Aap),
a—apt
lo que concluye la demostracion. O

Terminamos esta seccién haciendo una generalizacién de los resultados obtenidos para la
constante A(I'). En lo que sigue, necesitaremos una generalizacion, cuya demostracion es ele-
mental. Enunciamos el resultado con detalle.

Para eso, dado una funcién de peso p € L¥(0Q) tal que p(x) > ¢ > 0 H" ' —c.t.p. en 0Q, y
I' € 0Q un conjunto de Borel, se define la constante A,(I') como

fg [VvIP + |v]P dx ]
TV E Wr’p )y,
.f('iQ |v|[7 dﬂp

donde la medida p,, viene dada por du, = pdS.

A,(I") = inf {

Introducimos las siguientes notaciones asociadas al problema de optimizacién para la cons-
tante A,(I): para « € (0, 1) se define

Ap(@) = If{A,(T): T € AQ, uy(T) = ap, (0Q)}. 4.12)

Esta constante A,(a) nos da a su vez la nocion de ventana optima pero esta vez asociada al
problema (3.13), es decir una ventana I', C JQ es una ventana dptima para el problema (3.13) si
Ap(@) = 4,(I'y) y el extremal asociado a la ventana I, se notara por u,,.

Resumiendo todos los resultados, se obtiene el siguiente teorema cuya demostraciéon omiti-
mos.

Teorema 4.6. Sea QO C R" un dominio Lipschitz. Entonces, dado a € (0, 1), se tiene
1. Existe un conjuntoI', C 0Q tal que u,(I'y) = au,(082) y
Ap(@) = A,(Tp).
Mas aun, existe u, € Wllpp (Q) tal que
Joy IVupl? + luy|P dx
oo 0l dp

2. 8i 0Q verifica la propiedad de la bola tangente exterior, entonces

Ap(@) =

Hp({u, = 0} N OQ) = au, ().

3. S8i 0Q verifica la propiedad de la bola tangente exterior, entonces A,(«) es estrictamente
creciente.

4. Finalmente, si 0Q verifica la propiedad de la bola tangente exterior, entonces A,(a) es
continua a derecha.
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4.2. Configuracion éptima no local

Como dijimos en la introduccién de este capitulo, estudiaremos en esta seccion los proble-
mas de optimizacion de forma asociados al operador (-=A,, o)* definido en (3.20).

Antes de comenzar con los problemas de optimizacion mencionados presentaremos una ver-
sién del principio fuerte del minimo no local que serd usado para caracterizar el conjunto de
puntos en donde se anulan los extremales asociados a la constante A definida en (1.3). Necesi-
taremos primero del siguiente lema béasico tomado de [10].

Lema4.7. Sea p > 1ye € (0,1]. Entonces
lal” < 1B + cpelbl? + (1 + cps)sl_pla =blP,cp = (p— DI'(max {1, p —2}),

cona,beR"yn > 1, siendo I la funcion gamma, definida como

I'z) = f e dr.
0

Demostracion. Por la desigualdad triangular y la convexidad de la funcién h(z) = ¥, obtenemos

lal” <(1b| + |a — b)”

1 e la-0b|\
=(1 + &)”
(1+e) (1+8|b|+1+8 )

1+e\"!
<(1+ &) bl + (;) la - b,

Usando ahora la estimacion
l+e
A+ '=1+(p-1 f P2dr < 1+ e(p - Dmax{1, (1 + &P},
1

e iterando ahora esta desigualdad, se llega al resultado deseado. Ver [10, Lemma 3.1] para mas
detalles. O

A continuacién presentamos la herramienta que nos permitird demostrar el principio fuerte
del minimo en su versién no local. Daremos una demostracion de este lema siguiendo la demos-
tracién de [10, Lemma 1.3]. Queremos remarcar que la demostracién en [10, Lemma 1.3] es
mads compleja dado que no asumen que u sea nonegativa en todo €2, sino s6lo en Bg. Por ende
tienen que controlar el decaimiento de u#_ en el complemento de dicha bola.

Lema 4.8 (Lema logaritmico). Sea 0 < s < 1 < p < oo fijo y Q C R" un conjunto abierto.
Sea A € Q un conjunto cerrado. Asumimos que f € LV (Q) es una funcién no negativa tal que
uE€ Wj’p (Q) es una solucion débil no negativa de (3.25) en el sentido de la Definicion 3.19. Si
Br(xp) CcC Q\ A, entonces se cumple la siguiente estimacion: para cualquier B,(xo) C Br/2(xo)

ycada d > 0,
f f 1 o u(x) +d
xB, |X— y|"*P g

u(y)+d
donde C = C(n, p, s) > 0.

P
dxdy < Cr'™°p, (4.13)
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Demostracion. Sead >0y ¢ € C°(B3,/2) parar > 0 tal que
0<¢p<l,p=1lenB,y|Vd| < cr'len B3,/2 C Bgy.
Ahora usamos la formulacion débil (3.24) con la siguiente funcién de prueba
n=@u+d)' Pl

Observamos que la funcién 7 esta bien definida ya que u > 0y, como y(f) = (t+d)' 7 es acotada
con derivada acotada para ¢ > 0, tenemos que 7 € W*P(Q).

De esta forma se obtiene

Oﬁffndx
Q

_1 ff lu(x) — u)IP~2(u(x) = u())(0(x) — n(y)) dxdy (4.14)
2 JJaxa |x — y**sp
=L+ 1L+ I,
donde
I = 1 lu(x) — u)P2(u(x) — u(y)) d(x)P ¢(y)* dxd
L= E _ y|ntsp -1 p—1 xay,
BoyxBo, lx =yl (u(x) +d) (u(y) +d)

— -2 —
I - 1 f [u(x) — uWIP™= u(x) — u(y) ()P dxdy,
Q\By, JQ

e = PP (u(x) + dyr-!

2

1 lu(x) — uP~2 (u(y) — u(x))
I3 == ) |
P72 ~fBzr L\Bz, lx =P (u(y) + d)p_1¢(y) dxdy

Acotamos ahora cada uno de los anteriores términos. Comenzamos con /1, supongamos que
u(x) > u(y) en el integrando en /1, usamos la desigualdad en el Lema 4.7 eligiendo a = ¢(x),b =

d(y)y
_ 6u(x) —u(y)

u(x)+d
ya que u(y) > 0 paray € By, C Bg. Se sigue que
PO < O + cpep)” + (1 + cpee PIp(x) = pOI
u(x) — u(y) (u(x) + d)P~!

€(0,1)cond € (0,1)

< PO +cpd ()P + (1 +c,)6' P lp(x) — pIP.

u(x) +d (u(x) — u(y))r-!
De esta desigualdad se deduce que
Ju(x) = u)IP 2 (u(x) = u(y)) g )P <
|x = yfresp W) + =t () +d)pt |

L ) —up)r!

=P () + dyr!

1
+(1+¢)0" P ———¢(x) — g

Ix _ y|n+sp

o(y)’

1 +cyo

u(x) = u(y) (u(x) + d)P“
u(x) +d u(y)+d
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El primer término que aparece al lado derecho de la ultima desigualdad puede ser escrito como

u(y)+d \1=P
1 u(x)+d) ‘
—— | = Ji.

cpd + o (4.15)

T u(0)+d

1 (M(X) — u(y)

lx = yI"sP\ u(x) +d

p
) PO)

u(y)+d

Luego si llamamos ¢ = w+d’

tenemos que estimar la funcién g: (0, 1) — R dada por

1—¢-r
|

g(t) :=

Mediante célculos elementales, es ficil ver que g(¢) es creciente, g(0) = —coy g(1) = —(p — 1).
Miés adn, si ¢ € [0, 1] se obtiene que
pLal| p-1 p-1

2 < -2log?2 T < - T

1—1¢
S T -
80y =~ =" <
donde hemos usado la desigualdad 2 — 1 > xlog2 si x > 0.

En consecuencia se obtuvo que

p—117
20 1-t

g < -

para0 <t < % por otro lado, observemos que ! < 1 < 1+; parat € (0, 1), de donde

t-p
—2>1, si0O<t<l.
-1t
En definitiva, hemos probado que
-1 1
g(l)S—pz—p, Si0<t<§.

u(y)+d
u(x)+d

Luego, llamando ¢ = € (0, 1), tenemos que

Ji PP )1 = 1)P[g(t) + c,0].

= |x _ y|n+sp

_\p-1 _\p-1
e (5

Ahora,si0 <t <1,

Juntando todo, obtenemos que si 0 < # < %,

—\P! -
1 ¢p()’)(1tt) [cpé—p 1].

<
Ji < |X _ y|n+sp 2p
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Elegimos entonces § = (observemos que esta eleccién de ¢ verificaque 0 < 6 < 1)y

2p+1
llegamos a

p-1 1 S B |
J<- ¢”(y>( ) = ¢P<y>(”(x) ”(y))

2p+1 |x y|n+sp 2p+1 |x y|n+sp u(y)+d

117 1-— p-1
(log;) Sc(p)(Tt) )

p—1 1 1\° - 1 1
20+ |y — |n+sp¢p(y)( ) == o |n+sp¢l’(y)c(p)l g (

Usamos la estimacién

para0 <t < % se obtiene

u(x) +d

Jrs= u(y) +d

). (4.16)

Puede verse, de hecho, que se puede tomar c(p) = (p—1) ».

Por otro lado, si % <t <1, setiene

1
J1 = ————=¢"(M( = )[g(t) + cp0] <
|x — y[r*sp

Luego, con la misma eleccién de ¢ se llega a

(p-bHEM -1 1

1
T O -0’ [cpd = (p = D).

fis- op+l1 |x — y|+sp ¢ -0” @17)
_ (-pert-1n 1 e (1) = u()’ '
T 2r+1 o N )

Observemos ahora que log x < x — 1 para x > 0 y recordando que % <t < 1 sigue que
1 1 P 1 —1¢\
log? (;) < (; - 1) = (T) =t P(1-0f <2°(1 -1’

Luego, de (4.17), obtenemos

—Drtl —1q 1 1
(4.18)
_ - DR/ 1) 1 u(x)+d
- o (i)

De (4.16) y (4.18) se consigue que, si u(y) < u(x) entonces
lu(x) — u)IP2(u(x) = u(y)) [ P(x)? p(»)? ] <

lx — y+sp ) + )P (u(y) + dyp-!
oD -0 o), (u(x> - d) L @ - s

|x —yfr+se T x = y|rEsp u(y) +d |x — y[r*sp

J1+
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Observemos que cuando u(x) = u(y), entonces la estimacién hecha anteriormente se cumple
trivialmente.

Si ahora u(y) > u(x) podemos ahora cambiar los roles de x e y en los calculos hechos
anteriormente y llegar a lo mismo. Finalmente obtenemos para /; la siguiente estimacién

<_Cff 1 o (u(x)+d)”
B By XB>, |'x - )’|n+w & u(Y) +d

Lo ff @ =0
By, XB>, Ix Y|n+ P

para algunas constantes ¢, C que dependen de p.

¢"(y) dxdy

(4.19)

Hay que estimar ahora I, observamos primero que como u(y) > 0,

(u(x) — u(y))+
u(x)+d

-1
< f f ((u(x) —u(y)+ )p ¢’ (x) dxdy
Q\Byy J By u(x) +d |x — y|n+Sp (4.20)

f f PP dxd
n+s y
Q\By, JBy, 1X — YIS

Teniendo en cuenta que el soporte de la funcion ¢ esta en B,,/3 se cumple que

P(x) 2 1
f f _x) — xdysa)n( ) ' sup f s . (4.21)
Q\By, JBy, |-x y| 3 X€B3,2 JR"\ By, |'x yl

Ahora, como x € Bj,, sigue que R" \ B».(0) C R" \ B,/2(x). Luego,

1 1
Y S T
L”\BZ,(O) |x — y|r+sp R™\B,j(x) 1 = YI"P
1
f n+s dZ
R\B,2(0) 2P

.. n—1
Ncn j:/z pn+spp dp

sp
B 2°Pnw, —

= .

< 1 para todo x,y € Q.

Por lo tanto

(4.22)

Juntando entonces (4.20) con (4.21) obtenemos que
L <Cr°r,

El término I3 se acota exactamente igual que el /5.
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Finalmente, de (4.14) y las cotas para [;, i = 1,2, 3 llegamos a

1 p
Oﬁ—cff ; 10g(u(x)+d)
By, XB>, |x - )’|n P

o)1 d ¢" () dxdy

N C(ff |p(x) — pWI” 60 = 6O i+ rn_sp).
ByxBy X —YI"TSP

Para finalizar la demostracion, debemos estimar el término

L _ff [¢(x) — pWI” ¢(Y)|p dxdy.
ByxBy X — YT

Recordemos que ||Vl < cr L. Luego,

1
LSCI"_pff detiy
By, XB>, |x _y| sp=p

Abhora bien, observemos que si (x,y) € By,(0) X By,(0), entonces y € By,(x). Luego

1
Lﬁcr_pf (f Tdy)dx
By (0) \JBy, () [X = Y["TPTP

Razonando de manera andloga a (4.22) se ve facilmente que

f o dy = Cr=sP*P,
Buy(x) [X — y|"HPTP

Juntando todas estas estimaciones se concluye que

L<Cre.
Esto concluye la demostracion del lema. O

Usando ahora el Lema 4.8 podemos dar la siguiente versién del principio fuerte del minimo
para el operador (-A, )°. Daremos una demostracion de este principio siguiendo las ideas del
Teorema A.1 en [6].

Teorema 4.9 (Principio fuerte del minimo no local). Sea 0 < s <1 < p < o fijoy Q c R"
un conjunto abierto y conexo. Sea A C Q un subconjunto cerrado. Asumamos que f € LV (Q)
es una funcion no negativa y que u € Wf"p (Q) es una solucion débil no negativa de (3.25) en el
sentido de la Definicion 3.19. Entonces o bien u = 0 en Q o bien u > 0 casi en todo punto de Q.

Demostracion. Comenzaremos demostrando que para cada K C ) compacto y conexo si se
cumple que
uz0lenk, (4.23)

entonces u > 0 c.t.p. de K.
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En efecto, sea K C Q un conjunto compacto y conexo, entonces K C {x € Q: d(x,0Q) >
2r}, para algin r > 0. Al ser K compacto podemos cubrirlo por un nimero finito de bolas

{Brj2(x1),...,Br2(x)}, talque x; € K'y
IB,/2(x)) N Byja(xia 1)l > Oparai=1,.... k- 1. (4.24)

Supongamos ahora que u = 0 sobre un subconjunto de K de medida positiva. Entonces tenemos
que para algini € {1, ...,k — 1} el conjunto

Z :={x € Bypa(xi): u(x) = 0},

tiene medida positiva.
Definimos ahora la funcién

Fs(x) = log(l + %) X € Bypa(xp),

para ¢ > 0y afirmamos que se cumple la siguiente desigualdad del tipo Poincaré

J+sp F F V4
f |Fs)? dx < f f Fs() - nfg)' dxdy. (4.25)
By j2(x;) |Z] B2 (x)XByj2(x;) lx — yl

En efecto, observamos que para cada x € Z se cumple que Fs(x) = 0, por lo tanto para x €
Byjp(xi) ey # xcony € Z se tiene que

LGRSO —

|x _ y|n+sp

|Fs(ol” =

Integrando en la anterior igualdad respecto de la variable y, obtenemos

Arsor (| iy o) [ OO0,
X.yEB, 2 (xi) s 2(x0) |x — y|rtsp

lo cual integrando respecto de x € B,/»(x;) demuestra la desigualdad (4.25).

) 5+ u(x)\|”
8 o+ u(y)

usando entonces el Lema 4.8 junto con (4.25) llegamos a

"L:r/ 2 (-xl)

donde la constante C no depende de 6. Veamos que (4.26) implica que u = 0 c.t.p. en B,/2(x;).
En efecto, si u # 0 en B,2(x;) existe 4 > 0 tal que A := {u > A} N B,2(x;) tiene medida positiva.
Pero entonces se tiene

Por otro lado,

= |Fs(x) = Fs(»I”,

ux) €
log(l + 5 ) dx < |Z|r , (4.26)

A
log(l + @) > log(l + 5), paratodo x € A.
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Entonces, de (4.26) sigue que

N C
Al P(1+—)s—2",
|Allog 5 |Z|r

para todo ¢ > 0. Haciendo ¢ | 0 llegamos a una contradiccién y por ende u = O c.t.p. en B,2(x;).

Usando la propiedad (4.24) se puede replicar el anterior argumento para las bolas B,/2(x;-1) y
B, /2(xi41) y asi sucesivamente para obtener finalmente que # = 0 c.t.p. en K. Pero esto contradice
(4.23).

Asumamos ahora que se cumple que # # 0 en Q. Ya que Q es conexo, existe una sucesion
K, C Q, de subconjuntos compactos y conexos de modo que

Q:U[(m y u#z0enk,.

meN

Por la primera parte de la prueba tenemos que u > 0 en cada K,,, lo que implica el resultado del
teorema. ]

Observacion 4.10. Si bien no lo usaremos en esta tesis las conclusiones del Lema 4.8 y del
Teorema 4.9 atin se mantienen para soluciones de (3.23) en el sentido de la Definicién 3.15.

En lo que resta del capitulo supondremos que 2 € R" es un dominio acotado con frontera
Lipschitz, esto serd necesario ya que haremos uso de la compacidad de la inclusiéon W*P(Q) C
LP(Q) en espacios de Sobolev fraccionarios.

4.2.1. Problema del obstaculo fuerte

Repasemos las definiciones bésicas para poder introducir este problema rigurosamente. Sea
a € (0, 1) fijo y definimos la siguiente clase de conjuntos admisibles

Ay :={A Cc Q: Amedible y |A| = |Q]}.
Consideramos ahora s € (0, 1) y nuestro problema sera encontrar un conjunto Ay tal que
As(@) := Inf{A,(A): A € Ayl, 4.27)

donde, recordemos, A5(A) es la constante definida por

V15
A(A) = inf =2
0xvew, @) [Vl

Si existe un conjunto Ay en donde este infimo se alcanza es llamado un conjunto optimal para
la constante A (). El problema presentado anteriormente es el problema del obstdculo fuerte,
llamado asi porque como veremos después como consecuencia del Teorema 4.9, este conjunto
puede ser caracterizado como el conjunto donde los extremales se anulan.

Observacion 4.11. Para el caso s = 1 (caso cldsico), en [24, 25] se ocupan de la existencia de
configuracion 6ptima y propiedades de los extremales asociados.
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Enunciamos y demostramos el siguiente resultado acerca de la constante A;(A) que necesi-
taremos en esta seccion.

Lema 4.12. Sean 0 < s <1 < p < o0. Sea Q C R" acotado y A C Q un conjunto medible con
medida positiva. Entonces si u € W:x’p (Q) es un extremal para A;(A), este tiene signo constante,
es decir o bien u > 0 casi en todo punto en Q o0 bien u < 0 casi en todo punto en Q.

Demostracion. La demostracion es una consecuencia de la siguiente desigualdad elemental

=la—-b] siab>0
llal — 1Bl .
<la—-b] siab<0

En efecto, denotemos como U, = {u > 0} y U_ = {u < 0}, asumamos que |U.| > 0. Entonces

|u(x) — u(y)|?
dxd
= [f, o T v
_ p _ P
ff |u(x) MJ(rY)I dx dy+ff |u(x) MJ(ry)I dxdy
v, Ju_  lx =y OQXQ\UxU_) X = y["™sP
_ p _ p
ff |u(x) MEY)| dx dy+ff [|ze(x)| |M+(y)|| dxdy
; |x — y|r+sp QXQ\U,xU_) X = yI"+sP
_ p _ P
ff ()] IL:OJ)II dx dy+ff |Z1€3] IL:(Y)II dxdy
U, |x — y[**sp OQxQ\U,xU_)  |x—y["*sP

ff [l = luWII” lluCol = OIE g
axq  |lx =yl

= [lullf,

Por lo tanto, # no es un extremal para A5(A), lo cual es una contradiccién. Queda demostrado el
lema. =

Antes de comenzar con la demostracion de la existencia de una configuracién 6ptima, nece-
sitamos demostrar la siguiente caracterizacion.

Lema 4.13. Sea a un niimero en (0, 1). Entonces

1
$ul?,

Ag(@) =1in f{ ue WH(Q),{u=0nQl > aIQI}. (4.28)

Il

Demostracion. Definimos la siguiente constante

S,

- 2ulf,
Ag(@) := inf{ -2 cue WHPQ), {lu=0nQ > Q).

1l

Sea A C Q un subconjunto arbitrario tal que |A| = a|Q|. Si u € Wj\’p (©2) es un extremal no
negativo para A4(A), entonces
As(@) < A,(A).



4.2. CONFIGURACION OPTIMA NO LOCAL 75

Tomando infimo en A en la anterior desigualdad obtenemos
As(@) < Ag(a). (4.29)

Por otro lado, sea {v,,},en una sucesiéon minimizante normalizada para Ag(@), es decir v, €
WHP(Q), [vmllLe) = 1y

~ 1
As(a) = Wlll_rgo E[Vm]{:,p, {vm =0} N Q[ > 0.

Abhora, para cada m > 1, tomamos A,, C {v,, = 0} N Q tal que |A,,;| = a|Q)].
De esta forma

1
Ag(@) < A4(A,) < E[vm]ﬁp, Vm e N.

Tomando limite cuando m — oo obtenemos
As(@) < Ag(a). (4.30)

De esta forma (4.29) y (4.30) prueban el lema. O

Ahora teniendo en cuenta todo lo anterior estamos en condiciones de proporcionar la exis-
tencia de una configuracion 6ptima para (4.27).

Teorema 4.14. Sea « un niimero arbitrario en (0, 1). Entonces existe:
1. Un conjunto A C Q, tal que |A| = a|Q] y

Ag(@) = A5(A).
2. Una funcion u € W*P(Q) con [{u = 0} N Q| > a|Q)|, tal que

1p, P
Ada) = 2L
llell 2o ()

Demostracion. Claramente (1) se sigue inmediatamente de (2). Es suficiente tomar cualquier
conjunto A C {u = 0} N Q con |A| = a|Q)].

Por lo tanto solo necesitamos probar (2). Sea {v;, },,en una sucesion minimizante normalizada
para la constante A (), es decir para cada m € N.

v € WHP(Q),  Ivullr@) =1, lfvm =0} N QI > |,

and

1
As(a@) = n%glgo E[Vm]f,p
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De esta forma la sucesion {v,,}en €s acotada en WP(Q). Usando ahora la reflexividad del
espacio WP (Q) y la compacidad de la inmersién WP (Q) c LP(Q) (ver [17]) existe una funcién
u € WHP(Q) y una subsecuencia, que ain denotamos por {v,, }men, tal que

Vo — u débil en WSP(Q) 4.31)
v, — u fuerte en LP(Q) (4.32)
Vm — uc.t.p.en Q. 4.33)

Por (4.32) podemos concluir que
L= 1m [vullr@ = lullr @

Por (4.33) y la semicontinuidad superior de la medida como funcién de conjuntos de nivel,
obtenemos
Hu=01NQ| > lim [{vy, =0} N Q| > a|Q.

m—oo

De esta forma la funcién u es admisible para la constante A (a), entonces
1o »
As(a) < E[u]s,p. (4.34)
Ahora usando (4.31) y la semicontinuidad inferior de la seminorma [ - |, ,, obtenemos
[uls,p < liminf [vy,]5, = 2A(a).
m—00
La desigualdad anterior y (4.34) nos dicen que la funcion u satisface (2). O

El Teorema 4.14 no provee de un extremal cuyos ceros coincidan con el conjunto optimal, es
decir no nos provee de un extremal u que cumpla [{u = 0} N Q| = a|Q)], esto Ultimo serd necesario
para concluir en el Capitulo 5 la convergencia de los obstaculos. Este resultado en realidad puede
ser deducido del principio fuerte del minimo (Teorema 4.9) como veremos a continuacién.

Teorema 4.15. Si u € W5P(Q) es un extremal para Ay(@), entonces
{u=0}NQ|=aQ.

Demostracion. Solo hay que probar [{# = 0} N Q| < a|Q|. Asumimos en el resto de esta de-

mostracion que el extremal u esta normalizado, es decir ||u|lz»@) = 1 y que u es no negativo en
Q.

Demostraremos por contradiccion. Supongamos que [{# = 0} N Q| > a|Q)|, entonces por la
regularidad de la medida existe un conjunto cerrado A C {u = 0} N Q tal que

{u =0} N Q| > |A] > a|Q)].

Usando la caracterizacion para la constante A (a) tenemos que

1 1
As(@) = E[M]’;,p <A(A) < E[M]I;,p = Ag(a), (4.35)
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donde hemos usado el hecho de que la funcion u es admisible en la caracterizacion de A5(A).

Entonces u es un extremal para A;(A) y por lo tanto es una solucién no negativa para el
problema

(4.36)

(=0 u = Aul’?u, Q\A
u= O, Aa

en el sentido de la Definicion 3.19.

Usando el Teorema 4.9 concluimos que u > 0 casi en todo punto en Q \ A, pero esto es una
contradiccién ya que |({u = 0} N Q) \ A| > 0.

Esto completa la prueba del teorema. O

4.2.2. Problema del obstaculo débil

Nos ocupamos ahora del problema de disefio 6ptimo que involucra otro tipo de obstédculo,
aqui el obstaculo serd una funcioén en lugar de un conjunto a diferencia del problema presentado
en la seccion anterior. Mas precisamente nos interesa minimizar la constante A (o, ¢) definida
en (1.2) sobre la siguiente clase de funciones

B={pelQ):0<d<1)

Obviamente ¢ = 0 es una solucién trivial para este problema, por lo tanto para que el problema
de optimizacién tenga sentido consideramos a € (0, 1) y definimos ahora la siguiente clase de

funciones admisibles
B, = {¢ € B: f¢dx = alQl}.
Q

Teniendo en cuenta ahora la familia de conjuntos definida anteriormente, planteamos el siguiente
problema de disefio 6ptimo

Ag(o, @) = inf{As(0, ¢): ¢ € By}, (4.37)

este problema de disefio 6ptimo asi planteado es el llamado problema del obstdculo débil. Una
funcién ¢ € B, que realiza el infimo en (4.37) es llamada potencial dptimo, y si u es un extre-
mal para As(o, ¢) con ¢ como potencial éptimo, entonces el par (u, ) € W5P(Q) x B, es una
configuracién 6ptima para el problema (4.37).

Recordemos que la constante A(0, ¢) viene dada por la expresion

p
Lo Do Jo, WP dx
0£veWsP(Q) vy ’

As(o, ¢) =

A continuacién enunciamos y demostramos el principal resultado de esta seccion que mues-
tra la existencia de una configuracién 6ptima para el problema (4.37).

Para el resultado principal de esta seccidn, usaremos el llamado principio de la bariera (del
inglés “bathtube principle”) que su demostracién puede encontrarse en [32, p. 28].
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Lema 4.16 (Principio de la bafiera). Sea (Q, X, i) un espacio de medida y f una funcion medible
a valores reales en Q tal que u({f < t}) es finito para todo t € R. Dado G > 0 definimos la clase
de funciones medibles en )

CZ{g:QﬁR:OSg(x)SlparatodoxGQy fgd,u:G}.
Q

Entonces el problema de minimizacion

I:fnfffgdu
geC Jo

tiene una solucion dada por
8 = Xif<sh T Xif=s)> (4.38)
donde
s=suplt: u({f <t) <G}, cu({f =sH) =G —pulf <sh.

El minimizante dado por (4.38) es vnico si G = u({f < s}) o si G = u({f = s}).

Ahora si, podemos ver el resultado principal de esta seccién.

Teorema 4.17. Sea0 < s <1 < p<oo,0>0y0 < a <1 fijjo. Si Q C R" es un conjunto
acotado con frontera Lipschitz, entonces existe una configuracion optima (u, ¢) € W5P(Q) X B,
para el problema (4.37). Mas atin, el potencial optimo puede expresarse como ¢ = xp, con

{fu<stcDc{u<s}

Demostracion. Sea {¢y}ren una sucesion minimizante en 8, para A (o, @), es decir

Ag(o, ) = 1}1_?30 As(o, dr).

Resulta entonces que la sucesion {¢ }ren €s acotada en L™ (), entonces usando el hecho de
que el espacio L'(Q) es un espacio de Banach separable y que L®(Q) es un espacio dual (ver
[8, Corollary II1.26]), existe ¢ € L™(€2) y una subsecuencia que (que ain seguimos llamando
{@k}ken) tal que

dr — ¢ en L¥(Q). (4.39)

Observamos que (4.39) implica que ¢ € B,,.

Sea ahora {u}rey € WP (Q2) la correspondiente sucesion normalizada de extremales para las
constantes As(c, ¢x). Esto es Ag(0, dp) = Ly gy 0 ().

Ya que (]2, <21 s.oio () Y lluell, = 1, entonces los extremales {uy }ren son uniformemente

s,p =
acotados en W% (Q). Por la reflexividad del espacio W*P(Q) (ver [1, p. 205]) y la compacidad
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de la inmersion W5P(Q) c LP(Q) existe una subsucesion (que atin seguimos llamando u;) y una
funcién u € W5P(Q) tal que

ur — u débil en WP (Q) (4.40)
u; — u fuerte en L (Q) (4.41)
Uy — uc.tp.enQ. (4.42)

Usando (4.41) tenemos que
1= ,}LIEO letrell ey = el e ()

entonces u es una funciéon admisible en la definicién de A4(o, ¢), en consecuencia
(0, @) < L5 g0 (u). (4.43)

Ahora usando (4.41), se sigue que |ug|” — |u|? fuerte en LY(Q) y por lo tanto por (4.39) obtene-
mos

f luk|” dx dx — f |ul” ¢ dx cuando k — oo.
Q Q

Por la semicontinuidad de la seminorma de Gagliardo [ - |, se cumple que

Lipr(u) < 1f]?1 inf I, 4, o (ug). (4.44)

Usando primero (4.44) y luego (4.43), obtenemos que
I g o(u) < h’lgr_l) glf Lsg,.0(up) = Ag(0, @) < Ag(0,¢) < I 4.0().

Entonces Ay(o, @) = Ay(0, @) = I ¢ (u). Esto muestra que (u, ) € WHP(Q) X B, es una confi-
guracién 6ptima.

Finalmente usando el Lema 4.16, concluimos que el problema

fnf{f ulPpdx: ¢ EBQ}
Q

tiene una solucién de la forma ¢ = yp con {u < s} C D C {u < s} para algin s € R. O



Capitulo 5

Comportamiento asintotico

En este capitulo, estudiaremos el comportamiento asint6tico de los distintos problemas de
optimizacién estudiados en esta Tesis cuando perturbamos ciertos pardmetros que aparecen en
estos problemas.

El primero de los problemas a estudiar es el de la constante A(a) estudiada en el Teorema 4.2.
En este problema estudiaremos la dependencia de esta constante bajo perturbaciones en el domi-
nio de referencia €. Para eso tomamos una familia de dominios €. que aproximen a 2 cuando
€ | 0y estudiamos el comportamiento asintdtico de las constantes asociadas A (@). Vemos que,
dependiendo de la naturaleza de la convergencia Q. — Q, puede resultar que A (a) ~ Aa)
dando lugar a un fenémeno de homogeneizacion en la frontera de €.

Luego nos dedicamos a estudiar el comportamiento asintético de las constantes Ag(o, @)
definidas en (4.37) cuando o0 — oo y de A (a) dada por (4.27) cuando s T 1. En el caso de la
constante A (o, @) mostramos que converge a Ay(a) cuando o — oo, haciendo de esta manera
rigurosa la conexion entre el problema del obstdculo fuerte y el problema del obstaculo débil.

Para la constante A (a) mostramos que, cuando s T 1 esta converge al primer autovalor de
un problema local tipo p—laplaciano.

El estudio del comportamiento asintdtico, no se limita a la convergencia de las constan-
tes. También abordamos el problema de la convergencia de los extremales asociados y como
consecuencia de esto podemos describir el problema de la convergencia de las configuraciones
6ptimas en cada uno de los casos.

5.1. Homogeneizacion para el primer autovalor de Steklov de A,

Recordemos la variante de la constante asociada al primer autovalor de Steklov. Para esto
consideremos un subconjunto del borde I' C 9Q, el primer autovalor de Steklov se define como

Joy IVulP + |ulP dx
AT = inf
ueW, P () fag |ulP dx

S.D

80
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donde er’p Q) :={uewWhr(Q):u=0 c.t.p. I con respecto a la medida de superficie} y es la
mejor constante asociada a la desigualdad de Sobolev

rlq
S (f u]? dS) < f [Vul? + |ul dx.
0Q Q

Como vimos en el Teorema 3.7 existe extremal para la constante (5.1) y una funcién u € er’p Q)
es un extremal para A; si y solo si es una solucién débil para el problema

—Apu + lulP~2u =0 en QQ
IVulP20,u = L,(D)ulPu  en dQ\T
u=20 enl.

Recordemos también que la constante A(a) definida en (4.1) es la que define el problema de
optimizacién de forma asociado al anterior problema. Recordemos la definicién de A(a): dado
a € (0,1) se pone

Ala) = inf{1(D): T’ € 9Q, |I',—1 = al0Q],—1}.

Realizaremos, en principio, perturbaciones peridédicas del dominio Q para obtener los domi-
nios ), obtenemos a partir de estas perturbaciones la correspondiente sucesién de constantes
optimas {Ag(a)}s>0 sobre los dominios perturbados €2.. Nos ocuparemos de estudiar el compor-
tamiento asintético de esta sucesion de constantes 6ptimas y de la correspondiente sucesion de
ventanas optimales I'; obteniendo resultados de homogeneizacion. Mas precisamente tres casos
se presentan:

i.- Caso subcritico: en este caso las oscilaciones en las perturbaciones consideradas son gran-
des y la sucesién de constantes converge a cero.

ii.- Caso supercritico: en este caso las oscilaciones son pequefias y la sucesién converge a la
mejor constante de trazas sobre el dominio sin perturbar, es decir converge a A(a).

iii.- Caso critico: es el caso mds interesante observado. En este caso se observa que las am-
plitudes de las perturbaciones compensan las oscilaciones y esto se ve reflejado en la
aparicién de una funcién de peso p, que como veremos estd directamente relacionada con
el tipo de perturbaciones consideradas.

Comencemos describiendo el tipo de perturbaciones periédicas que vamos a considerar. Sea
Q c R” un dominio acotado, asumamos que la frontera dQ es de clase C!. Para xo € 9Q
consideramos un entorno U € R de xo y una funcién @ : U’ ¢ R"~! — R, donde U’ es abierto
y conexo de modo que

NU ={(x1,x)eR": X' eU’, x1 = D)},
QANU ={(x1,x)eR": X' e U, x1 < D)}

Lo anterior describe localmente la frontera del conjunto Q por medio de una funcién suave ©.
Ahora veamos como es la perturbacién en cada una de los entornos antes mencionados, para
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esto consideramos una funcién f : R"~! — R de clase C! y periédica con periodo en la celda
Y’ = [0, 1]""'. Entonces describimos localmente los dominios perturbados Q. como

Q,NU={x,x)eU: x €U, x; <O+ f(£)} (5.2)
y por lo tanto la descripcién local de su frontera serd
Q. NU = {(x;,X) eRY: ¥ € U’, x1 = DY) + & f(L)).
Sabemos por el Teorema 4.2 y el Teorema 4.3 que existen para las constantes A, extremales u,

y las correspondientes ventanas optimales I'; cumpliendo I'; = {u, = 0} N 9€2,.

Observamos también que la sucesion 2, asi obtenida converge al conjunto € en cualquier
nocién razonable de convergencia de conjuntos en R" (por ejemplo en el sentido de la topologia
complementaria de Hausdorff o en la norma L' de las funciones caracteristicas).

Como dijimos recién, el comportamiento asintético esta fuertemente relacionado con las
perturbaciones consideradas, mas precisamente este comportamiento depende de la amplitud de
las oscilaciones medidas en términos del pardmetro a > 0. Tres casos aparecen:

i.- Caso subcritico: corresponde a grandes oscilaciones con respecto al periodo 0 < a < 1.
ii.- Caso supercritico: las oscilaciones aqui son pequefias en relacion al periodo a > 1.

iii.- Caso critico: es el caso mas interesante que se presenta, en este caso las oscilaciones y el
periodo son del mismo orden a = 1.

El caso subcritico corresponde a oscilaciones grandes, el problema degenera y la inmersion de
la traza se pierde. Esto se ve reflejado en que la sucesion A, converge a 0 cuando € | O.

Al contrario del caso anterior en este caso las oscilaciones son pequefias, es decir para va-
lores pequefios de € las oscilaciones resultan ser imperceptibles y como consecuencia de esto la
sucesion de problemas converge al problema sin perturbar.

Finalmente en el caso critico las oscilaciones y los periodos se balancean produciendose el
fendmeno de homogeneizacion en la frontera del dominio. Este fendmeno se manifiesta en la
aparicion de una funcién de peso en el la frontera en el espirtu de Cioranescu-Murat [12]. Este
fendmeno puede observarse también en trabajos como en [23].

Teniendo en cuenta entonces las perturbaciones periddicas descritas anteriormente sobre el
dominio € tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.1. Sea Q C R" un conjunto abierto, acotado y asumamos que dQ es de clase C'.
Sea {Qg)es0 la familia de dominios perturbados descriptos en (5.2). Si Ag(a) (0 < @ < 1) es la
mejor constante de trazas de Sobolev sobre Q. dadas por (4.1) en el dominio Q..

Entonces las siguientes afirmaciones son ciertas:

1. (Caso subcritico) Si a < 1 entonces limg_,g A(@) = 0, mas aiin, tenemos el siguiente
comportamiento asintotico
Ae(a) < Ce'™, (5.3)

donde la constante C depende solo de la funcion f usada en la perturbacion del dominio.
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2. (Caso supercritico) Si a > 1 entonces limg_,0 Ag(@) = A(@).
3. (Caso critico) Si a = 1 entonces limg_,0 Ag(a) = Ap(a), donde Ay(a) es definida como
Jo, IVulP + ulP dx

y la medida p, es dada por du, = pdS con el peso p esta definido como

Ap(a) := fnf{ TuE Wl’p(Q), Hp(fu = 0} N OQY) > a/,up(aQ)}, 5.4

Jy VU IVOW) + V)P dy
V1 + V)P

El resultado presentado arriba serd, como veremos mas adelante un caso particular de un
resultado mas general. Esto serd como consecuencia de considerar perturbaciones mas generales
que las periddicas, estas seran en realidad un caso particular de esta clase mas general que
abarcard también a las desformaciones regulares consideradas en [16].

p(x) , xeUnNoQ. (5.5

5.1.1. [Estimaciones para el cambio de variables

Antes de presentar la demostracién del Teorema 5.1, vamos a hacer un andlisis presentando
algunos resultados que nos indicardn porque las perturbaciones pueden ser mas generales que
las periddicas presentadas anteriormente. Como veremos, serd de fundamental importancia el
comportamiento asintético de los cambios de variable considerados, una vez estudiados estos
comportamientos el andlisis serd independiente de la forma que tengan estos cambios.

Consideremos € > 0 y definamos la transformacién 7, : Q; — Q como

01,Y) = Te(x1, X') = (x1 — & f(£)ps(x), X'), (5.6)

donde, como es usual, X = (x2,...,x,)y ¢ € CZ°(R") esta soportadaen B \/5(69) = Uyego B \/g(x),
¢e=1endQ,0< ¢, <1, |V, < Ce2.

Calculamos ahora el diferencial de T, DT,.

1-&f01¢¢ _80_162f¢8 - &'f0r¢, te _ga_lanf¢s —&%f0,0¢
0
DT, =
In—lxn—l

Observemos que
DTo(x) = Lixn — £ F(2)As(x) — 7 o (x)B(X),
donde
Vée(x) 0 Vf(x)

0 0
Ag(x) := : , B(x) :=

0 0 0
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Finalmente, ya que || fllc < 00 ¥y [|Vf|le < o0 tenemos que

[IBlleo < c0.

. _1
Mas atin, ya que |Vé,|lc < Ce™2, obtenemos

_1
Aclleo < C&™2x g0,

y por lo tanto llamando f.(x") = f (x;’), obtenemos

_1
lle? feAelloo < C&” 2 X sop(@e)*
Por otro lado, llamando B.(x’) = B(%), tenemos
-1 -1
le” peBelloo < Ce” X sop(@e)*

Observamos que cuando a > 1, tenemos que dado K C Q conjunto compacto, Tz = idrn

sobre K para € > 0 suficientemente pequefio. En particular
DT, =1,, and JT,=1

sobre K para € > 0 pequefio, donde JT, = | det(DT})| es el Jacobiano de 7.

Finalmente, en el caso a > 1, T, — idr» en la norma C! y, como consecuencia, tenemos
DT, 3 Lixy, JT:31 and J T, 31,

donde J, T, = |DT_ 'n|JT, es el Jacobiano tangencial de T, n es el vector normal unitario de Qy
“33” significa convergencia uniforme. Ver [30] para mas detalles sobre el Jacobiano tangencial.

Necesitamos estudiar ahora el comportamiento asintético de Jacobiano tangencial en el caso
a = 1. En este caso, para x € 9Q teniendo en cuenta que ¢. = 1 sobre 9Q tenemos la siguiente
expresion para el diferencial

DTo(x) = L — B(X) + O(s7).

El siguiente lema da el preciso comportamiento asintdtico del Jacobiano tangencial para este
caso.

Lema 5.2. Dada g € L'(0Q), tenemos que
f gJTT;1 ds — f gpdS, cuando € — 0.
1) o0

Esto es J;T ! B p débil-* en L>(0Q), donde p es la funcion definida por (5.5).
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Demostracion. Sea g € C(0€2) una funcién arbitraria. Analizamos primero la convergencia lo-
calmente, por lo tanto recordamos la construccién de las perturbaciones. Entonces, sea U c R"
como en (5.2) y asumimos que sop(g) C U. Tenemos entonces que

f gJ.T;1dS :f (goT,)dS
oNU 0Q:NU

(5.7)
= U’(g o T.)(X) \/1 + VD) + V()P dx'.

Pero

fU (GO T Y1 +IVOW) + V()R = fU (80 T )pex) VT + VOGP d,

donde

pe(x') 1= p(, 2, p(y) = VI +IVOW) + V)P
R [+ VO

Usando que f es periddica con periodo Y, se sigue que p(x’, y) es periddica en y con periodo Y
y por lo tanto

0 — p  débil-* en LR ).

Ver [3].
Por otro lado, ya que T =2 idg~ se sigue que (g o Tz) =2 g uniformemente sobre conjuntos
compactos, en particular, (g o T) — g en LI(U").

Combinando todo lo anterior llegamos a
(goTe)ps V1 +|VOP dx — f gp V1 + VO dx' = f gpdsS.
g U 0

El caso en el que g € C(0Q) es arbitraria, se sigue por un argumento estandar usando parti-
cion de la unidad y es omitido aqui.

Finalmente si g € L'(0Q) un argumento estindar de aproximacién nos da el resultado desea-
do. O

Resumiendo lo anterior hemos demostrado el siguiente Teorema para las perturbaciones
(5.6).

Teorema 5.3. Sea {T:}.~o las transformaciones dadas por (5.6). Entonces se tienen las siguien-
tes estimaciones:

1. Sia> 1, T. — idpr en norma C' cuando € — 0. En consecuencia

Ta = idR", DTa = Inxna JTg =1 y JTT.S 3 1.
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2. Sia =1, tenemos que para cualquier compacto K C € existe €9 > 0 tal que
Telk = idk,
para cada 0 < € < gy. Mas aiin,
IT;' S p o débil-* en L (6Q),
donde p es la funcion dada por (5.5).

Procedemos ahora a demostrar en las siguientes dos subsecciones el resultado expresado en
el Teorema 5.1.

5.1.2. Caso subcritico (a < 1)

El caso subcritico resulta ser como veremos a continuacion, el mds simple de los tres casos
a demostrar, en efecto

Demostracion. Sea @ € (0,1) y tomemos () C 92 como la clausura de un conjunto relativa-
mente abierto y conexo tal que |['g|,,—1 > a|0Q|,-1.

Dado ¢ > 0, consideramos los conjuntos Us = Bs(I'g) definidos como
Us .= {x e R": dist(x,Ty) < 6}

y tomamos I'; € dQ \ Uss tal que |['y],_; > 0.

Sea ahora ¢ € Ccl(Q) tal quedp=0enlUs,d=1enQ\Uypsy0<¢<1,|Vgl < Cs'en
Uss \ Us.

Observe que si denotamos por o, C 0€) a la porcién de la frontera de Q. que proviene
de perturbar I'y, se tiene que ¢ = 0 en I'g, por cada £ > 0 pequefio. Mas atin, es facil ver que
To.ecln-1 = @|0Q,|,—1. Entonces, ¢ es admisible en la caracterizacién de A(I'g ). Como conse-

cuencia de esto, tenemos la siguiente estimacion:

Jo, 1VO17 +161F dx

2o(@) < ATo,) <
@ =A0 fro, 107 S

El anterior cociente puede ser facilmente estimado, en efecto tenemos

f Vol dx < CIQu f 67 dx < 1Quls, (5.8)
Q. Qg

con C = C(9).

Por otro lado,

f 6P dS > f 18P dS = 109\ Usglor > [Crshors (5.9)
0Q, 0Q:\Uss
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donde Iy . representa la perturbacién obtenida a partir de T'y € 9Q \ Uss.

Pero,

Ty gl = f \/1 + Vo) + s“*IVf(x;')|2dx’
i

= ! f V270 4 |e1-ov () + VA2 .

Estimamos ahora la tltima integral en la anterior desigualdad.

f \/82(1—11) + |gl—”Vd>(X’) + Vf(x?’)'z dx’

= f (\/82“‘“>+|81‘“V<D(x’)+Vf(";')|2—IVf(%)I)+IVf(%)Idx’.

Si ahora denotamos por p.(x') = \/szﬂ—a) + eV () + VA = IV A, no es dificil ver
que |ps(x)] < €174(1 + |VO(x")|), de donde se sigue que

f , (\/820—60 + |1V D(x') + V f(x;’)j2 — |V f(§)|) dx’ - 0 cuando & — 0.
Finalmente, debido a la periodicidad de f, concluimos que

| wriay » [ wsoidy = 7> o

Estas estimaciones nos permiten concluir que,

Tt g1 > s‘“[zﬂ, (5.10)
por cada & > 0 pequefio.
Ahora, de (5.8), (5.9) y (5.10), obtenemos que
A(@) <Ce'™ -0 cuandoe — 0
como deseabamos mostrar. ]

5.1.3. Casos critico y supercritico (a > 1)

Ahora, teniendo en cuenta el Teorema 5.3 notamos que los casos critico y supercritico enun-
ciados en el Teorema 5.1 resultan ser casos particulares de un resultado més general.

En realidad si T, : Q; — Q es una familia de pertubaciones que cumplen con la siguiente
condicion

(5.11)

T = idgn. sobre cada conjunto compacto K C Q para € < gy(K)
J. T, N 0, débilmente* en L*(0Q) cuando € — 0,

donde p € L™ (9Q2). Tenemos entonces el siguiente resultado.
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Teorema 5.4. Sea {T.}.~o una familia de perturbaciones que satisfacen la condicion (5.11).
Entonces
Ag(a) = Ap(a), cuando € — 0,

donde A () es dada por (4.1) sobre Q. y A,(a) es dada por

e, IVulP + {ulP dx |
u € WHPQ), po(fu =0} N0Q) = au,(dQ) . (5.12)
Jo 1l? dpty

Aqui la medida p, esta dada por du, = pdS.

Ay(@) = inf{

Mads aiin, si uz es una autofuncion asociada a A (a) normalizada como |lugllrrpq,) = 1,
entonces la sucesion {uz o T, N0 € WEP(Q) es débilmente precompacta y cada punto de
acumulacion es una autofuncion para A,(a).

Observacion 5.5. Claramente las conclusiones en el Teorema 5.4 implican los casos supercritico
(a > 1) y critico (a = 1) del Teorema 5.1. El Teorema 5.4 implica ademds el Teorema 6.2 en
[16].

Antes de comenzar con la demostracion del teorema, nos es necesario hacer algunas obser-
vaciones. En efecto, sean los dominios abiertos Q;,Q; C R”, supongamos también que existe
un difeomorfismo 7T : Q; — Q. Este difeomorfismo induce, a su vez el mapa 7 : whr(Q,) —
Wbr(Q,) definido como

T WhP(Qy) > WHP(Qy), T(u)=uoT.

Esta aplicacion asi definida resulta ser lineal, continua e invertible con 7~'v = v o T~!, Mds
aun una simple aplicacién del Teorema de Cambio de Variables permite concluir las siguientes
estimaciones claves

f [T ulP dx < ||JT_1||oof ul? dx (5.13)
Q] QZ

VTl dx < 1T DTl f Vul? dy. (5.14)
Q] QZ

Si consideramos ahora las perturbaciones T, : Q. — Q satisfaciendo las condiciones (5.11),
tenemos entonces asociadas a estas los correspondientes mapeos 7, : WHP(Q) — WIP(Q,),
los cuales son lineales, invertibles y, gracias a las estimaciones (5.13) y (5.14) resultan también
bicontinuos.

Teniendo en cuenta todo lo anterior, definimos las funciones
0.: WP(Q,) - R, Q: WPQ) —>R

por

Qs(”):f IVul” +ulPdx y Q(V)=fIVVI”+IVI”dy-
Q. o
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Ahora, consideramos las funciones O, : W?(Q) — R definidas por 0, = 0,07, e introducimos
los conjuntos

X5 = {ue WP(Qy): [fu=0}N0Qlu-1 = al0Qsln-1 ¥ lluellron,) = 1), (5.15)
X = TuX5) = {ve WP(Q): voT, € X2}, (5.16)
Xfy = {v € WHP(Q): py(fv = 0} N 0Q) = app(0Q) y IVllriay,) = 1} (5.17)

donde du, = pdS. Con todas estas notaciones mencionadas anteriormente, podemos ahora
escribir las constantes ptimas de la siguiente forma

Ag(@) = inf Qo(u) = inf Q:(v) y Ap(@)= inf Q). (5.18)
ueXg veXy vex?

Teniendo en cuenta las nuevas expresiones para las constantes 6ptimas, vemos que ahora los
espacios sobre los cuales se toma el infimo son espacios variables, por lo tanto necesitaremos
algun resultado acerca de la convergencia de estos espacios. En efecto, teniendo en cuenta los es-
pacios X¢ y X% definidos en (5.16) y (5.17) respectivamente, el siguiente lema nos da la deseada
convergencia.

Lema 5.6. Sean f(j, X ¢ WhP(Q) los conjuntos definidos en (5.16) y (5.17) respectivamente.
Entonces, dado v, € X¢ tal que v, — v débil en WP (Q), se sigue que v € X5,
Reciprocamente, por cada v € X, existe una sucesion {&i}ren tal que gy | 0y vy € Xf," tal

que vy — v débil en WLP(Q). Mds aiin, la sucesion converge fuerte en whre(Q).

Observacion 5.7. El resultado del anterior lema nos dice que la sucesién de conjuntos X conver-
gen en el sentido Mosco a el conjunto X%. El lector interesado en este concepto de convergencia
de conjuntos puede consultar en [30, 36].

Demostracion. Seav € X yT' = {v =0} N oQ.
Dado k € N definimos ¥ := max{v — %,0}. Entonces, Iy = {#y = 0} N 9Q verifican que
Hp(Lk) > pp(I) (recordar que el peso p es estrictamente positivo). Asi, existe p; > 0 tal que

pp(T) = (1 + pi)ap, (9. (5.19)

No es dificil verificar que ¥ — v fuerte en W?(Q) cuando k — co.

Ahora sea ;. > 0 tal que v, := .V verifica que [[vie o Tellzraq,) = 1. Es facil ver que
x = v (k — oo) fuerte en LP(0Q) implica que limgjo(limg— o0 k) — 1. Asi, tenemos que
Vie — v fuerte en W(Q) cuando k — coy & | 0.

Resta comprobar que dado k € N existe g, con g | 0 tal que v := v, € X y para esto
solo tenemos que ver que

ﬂé‘k (rk) 2 aﬂé‘k(ag)a
dondeI'y = {vy =0} NOQ = {7, =0} NIy du, = J.T.dS.
Pero ya que ug(A) — u,(A) por cada dS —medible A C 9€, tenemos que existe g tal que

e T0) = (1400 2oy 1p(09) = (1 + )2 1 (DQ). (5.20)
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Combinando (5.19) y (5.20) concluimos que

pee(T) 2 (14 p) "2 p(T)
> (1 + pr) 2 app(99)
> g, (09Q).

Ahora necesitamos ver que si v, € X¢ es tal que v, — v, entonces v € X%. Pero, esto es una
inmediata consecuencia del Lemma B.4.

De hecho, el Lemma B.4 es aplicado a las funciones vg, v € Whr(Q) c LP(0Q) (recordemos
que asumimos que v, — v dS —c.t.p. en 0Q) y a las medidas

due = J;T;'dS, du, =pdS, dv=ads.

Como consecuencia, obtenemos

-0 -0

pp(fv = 0} N Q) > lim sup p({ve = 0} N Q) = lim sup f J.T;1ds
{(v:=0}NAQ

= limsup |{ve o T = 0} N 0Q|,-1
>0
> lim sup @|0€2 -1 = ap,(0L).

-0

Lo que concluye la demostracion. m|

Comenzamos ahora la demostracion del Teorema 5.4 que tiene como ingrediente principal
el concepto de ['—convergencia introducido en el Apéndice A.
Mais concretamente, en vista del aspecto que tienen las constantes 6ptimas en (5.18), la

idea de la demostracién es aplicar el Teorema A.6 a las funciones J., J: LP(Q) — (—oo, +00]
definidas como

) iveX®
Jo(v) = {Qs(v) SLV € Za (5.21)
+00 en otro caso,
iveXx”
J) = {Q(v) SLVE da (5.22)
+00 en otro caso.

Desafortunadamente no somos capaces de probar la '—convergencia de las funciones antes
mencionadas en toda su generalidad, de hecho solo podremos probar la I'- convergencia para
el caso supercritico, que para este marco general serd el caso T, — idgr» en la topologia del
espacio C!. Sin embargo, para el caso general podemos aplicar el Teorema A.8, que si bien es
mas restrictivo, alcanza para obtener la convergencia de los minimos.

Prueba del Teorema 5.4. Como dijimos mas arriba, debemos comprobar las hipétesis del Teo-
rema A.8 a las funciones Jg, J: LP(Q) — (—o0, +00] definidas como en (5.21) y (5.22) respecti-
vamente. En efecto probaremos que
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= por cada sucesion {vg}.~o C LP(Q) de minimos de {J.}e-0 tal que v, — v en LP(Q), se
tiene que
J() < lim iélf Je(ve).
E—

= Ademds, por cada v € LP(Q), existe vy € LP(Q) y & | Otal que vy — ven LP(Q)y

J(v) > limsup Jg, (vi).

k—o0

Dividimos la prueba en dos partes.

Desigualdad del limite inferior: Sea v, € Xf, tal que Q. (v,) = infy(g 0, y asumimos que v, — v
en LP(Q) cuando & | 0 para algin v € X%,. Asumimos que

Iim ié’lf 0.:(ve) < +00, (5.23)
E—

de otra forma no hay nada que probar. Es inmediato ver que (5.13) y (5.14) implican que

”v8||W1-P(Q) =0(ve) < CQE(VS)
y asi, por (5.23) concluimos que {v,}s>0 es acotado en W'(Q) y, ya que v, — v en LP(Q)
ficilmente se sigue que v, — v débil en WHP(Q).

Ya que v, — v fuerte en LP(Q) y JT, — 1 c.t.p en Q y es uniformemente acotada se sigue
que

f WelPIT; dx — f V[P dx, cuando & | 0. (5.24)
Q Q
Tomando en cuenta las expresiones de Q(v,) y Q(v), resta demostrar que
lim iélff Vv (DT, o Ts_l)ll”JTg_1 dx > f [Vv|P dx. (5.25)
&> Q Q

Mostramos primero que Vv, — Vv c.t.p. en Q. Para este fin necesitamos que la sucesion {vg}e-0
sea una sucesion de minimos para Q. y por lo tanto estas verifican la ecuacion de Euler-Lagrange
asociada a la funcién Q.. Esto es

f (IVve(DT, o T;HP2Vv (DT, 0 TS 1) - Vg ve|P2vop)J T dx
Q
— @) [l v s,
0Q

para cada y € Wll’p Q).

Tomando ahora K C Q un conjunto compacto, sea § = %d(K, 0Q) y escribimos Ks = {x €
Q: d(x,K) < 6}. Por lo tanto K € K5 cC Qy si € es suficientemente pequeflo, tenemos que
T.9 = ian en K5.

Observe ahora que si g € Wll’p (Q) e tal que sop(¥p) C Ks, entonces

f |Vv8|p_2Vv8Vwo + Ivglp_zvglpo dx = 0.
Q
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Consideramos n € C;°(Q) setalquep = len K, sop(n) C Ksy0<n<lenK;s\K.

Por lo tanto, para ¢, = n(ve — v), tenemos
fg IVvalP 2 Vv Ve + velP~2ve dx = 0,
esto es
fg IVVelP2Vve(ve — V)V + [VVelP 2V Y (Ve — W + el 2ven(ve —v)dx = 0. (5.26)
Ya que v, — v débil en W'P(Q) tenemos que ||Vv,|| rr@) < C, asi por la desigualdad de Holder,

< IValleo Clve = Vlizr - (5.27)

f IVvelP 2 Vve(ve — v)Vndx
Q

Por otro lado, ya que |[v¢|lzr@) < C, de nuevo por la desigualdad de Holder,

fg Vel? 2 en(ve = v) dx| < [lleClive = Vil - (5.28)
De (5.26), (5.27) y (5.28) obtenemos
lim | [VvelP 2V V(v — v)ndx = 0. (5.29)

e—0 Ks

Mis ain, ya que v, — v débil en W'”(Q) tenemos

lim IVVP=2VvV (v, — v)ndx = 0. (5.30)

e—0 K()

Combinando (5.29) y (5.30) llegamos a

lim | (VvelP"2Vv, — VP 2V0)V (v, — v)ndx = 0.

e—0 Ks

Es un hecho conocido (ver [39]) que el integrando es no negativo, y por lo tanto (|VvelP~2Vv, —
IVv|P~2Vv)V (v, —v) — 0 a.e. in K. De esto ficilmente concluimos que Vv, — Vyc.tp.en K. Ya
que K es arbitrario en Q concluimos la convergencia puntual de los gradientes c.t.p. en Q.

De la convergencia puntual de los gradientes la conclusién de la desigualdad del limite infe-
rior se sigue facilmente. En efecto, ya que JT, — 1y DT, — I c.t.p. en £ tenemos

|Vve(DT, o T;HIPITS! — [VylP c.t.p. en Q.

Este ultimo hecho junto con el Lema de Fatou implican que (5.25) se cumple.

Desigualdad del limite superior: Dada v € X%, sea vy € X tal que v — v fuerte en W'-P(Q).
Observemos que la sucesion existe por el Lema 5.6.

Ahora esto y nuestra hipdtesis sobre T implican facilmente que
lm O (vi) = Q).

La demostracion queda entonces completa. m|
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5.1.4. Convergencia de las ventanas 6ptimas

Terminamos esta primera mitad del capitulo demostrando la convergencia de las ventanas
Optimas. Este resultado, como veremos, sera directa consecuencia de la convergencia de las
constantes optimas Ag(a) obtenida en la seccidn anterior, en el siguiente teorema queda expre-
sado el sentido en el cual tenemos la convergencia antes mencionada.

Teorema 5.8. Bajo las mismas hipétesis y notaciones que el Teorema 5.4, si I'y C Q. son las
ventanas optimas asociadas a A (@) entonces, salvo subsucesion, estas convergen cuando € | 0
a la ventana dptima del problema limite A () en el siguiente sentido: definimos las medidas de
Radon {vg}¢~0 como

dve = xy, dS.

Entonces, la familia es precompacta en la topologia débil de medidas, y cada punto de acumu-
lacion de {v¢}e~g tiene la siguiente forma

dv' = Xr,pdS,
donde I, es una ventana dptima para el problema (5.12).

Demostracion. Sea u, € WHP(Q,) un extremal para A.(a). Podemos asumir que u, € X¢.
Entonces por el Teorema 4.3, tenemos que {#, = 0} N Q. = I, es una ventana dptima para
Ag(@), y por lo tanto esta verifica [['g|,—1 = @|Qglp—1.

Consideremos ahora las funciones reescaladas v, := u, 0T, ! Entonces v, es un extremal de
Q. en el conjunto XF.

Teniendo en cuenta ahora el Teorema 5.4 sabemos que A (@) — A,(@), y en consecuencia la
sucesion de extremales reescalados v, esta uniformemente acotada en . Luego podemos asumir
que existe v € Whr(Q) tal que v, — v débil en wWhr(Q), v e X y v es extremal para A,(a). En
particular

Hp({v = 0} N OQ) = au,(0Q).

Por otro lado,
{ue = 0} N O0Qe|p—1 = f X (ug=0) ds = f X(Vg:o)JTTs_l ds.
00, 0

Si denotamos por u, a la medida du, = J; T, 1 dS sobre 0Q, tenemos que
Hs({ve = 0} N OQ) = a|0Q%|,-1 = aps(0L),
y, ya que J,T;! = p débil-* en L7 (0Q), se tiene que
Me(A) = pp(A),

por cada A C 9Q medible. En particular, y.(0Q) — u*(0Q).

De toda esta discusién concluimos que

pe({ve = 0} N 9Q) = wy(fv = 0} N Q).
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Estamos ahora en condiciones de aplicar el Lema B.4 y concluir que
pe([{ve = 0}a{y = 0}] N Q) — 0.

Sea ahora I'; una ventana 6ptima y sea u; € X2 un extremal asociado. Sea v, = u, o 7! el
extremal reescalado como se describio previamente. De nuevo, podemos asumir que v, — v
c.t.p. en AQ, donde v € X, es un extremal asociado a Ap(@).

Sea f € Cp(R"), entonces

ffdvg—ffdv*=f FX oeor dS—f fXpeop dS
0Q, 0Q

= f (f ° T‘;l))((tys=o) d,us - f f/\/(.:o} dﬂ*
Q oQ

:f K ipm0 ~ X (S © Ts_l)d/ls
oQ
+ f Xoal(Fo T = Fldus

oQ

+f X(\;:o)f(dﬂs - d/“‘*)
0Q
=A; + B + C;.
Se puede probar facilmente que cada uno de estos términos converge a cero. En efecto
|Ael < | flloopte([{ve = 0}afy = 0}] N 9Q) — 0,
gracias al Lema B.4. Por otro lado
1Bel < II(f 0 T2) = fliL=oame(99) — 0,

ya que u:(0Q) es convergente (y por lo tanto acotada) y f o T;! =3 f sobre compactos.

Finalmente, usando que p, — u, débil en el sentido de convergencia de medidas, se sigue
que
ICe| — 0.

Esto completa la demostracion del teorema. |

5.2. Comportamiento asintético para A (o, @) y Ay(@)

Nos ocupamos en esta segunda mitad del capitulo de estudiar la convergencia de los proble-
mas Optimos que definen las constantes As(o, @) y As(@).

5.2.1. Conexion entre A (o, @)y Ay(@)

Comenzaremos mostrando, como dijimos en la introduccién de este capitulo, la conexién
existente entre el problema del obstaculo fuerte y el problema del obstaculo débil. Mds precisa-
mente, haremos rigurosa esta conexién mostrando que Ay(a,0) — A (@), cuando o — oo. El
siguiente teorema muestra esta conexion.
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Teorema 5.9. Sea0 < s <1 < p <oy < a<1fijo. Sea Q C R" un dominio acotado con
frontera Lipschitz y As(a) y As(o, @) las constantes definidas en (4.27) y (4.37) respectivamente.
Entonces

Uh_r)r(}o As(o, @) = Ag(@).

Mas aiin, si denotamos por (ug,xp,) € WSP(Q) X B, un par optimo para Ay(o, @), enton-
ces la familia {(uy, xp,)}or>0 es precompacta en la topologia fuerte de W*P(Q) en la primera
variable y en la topologia débil* de L™ (Q) en la segunda variable.

Finalmente, cualquier punto de acumulacion de la familia tiene la forma (u, yp) donde D €
Ag, {u =0} NQ = Dyuesun extremal para Ay(a).

Demostracion. Dado 0 < @ < 1, sea (1, A) una configuracién 6ptima para la constante A ().
Esto es u € WP (Q), llull, = 1, 1A = a|Ql y Ay(@) = 1[ul?,.

Por lo tanto, por cada o > 0,

1
As(o,@) < /15(0',/\/,4) < Is,)(A,a'(u) = E[M]{v)p = As(a).
Ya que A(o, @) es no decreciente en o, se sigue que existe A, tal que
As(o, @) T A < Ag(a). (5.31)

Sea ahora {0"j}jen C R una sucesion tal que o; T ooy sea (u}, ¢;) el par Optimo asociado a
Ag(oj, ). Entonces, por cada j € N,

1
E[uj]s,p < Is,zl:j,(rj(uj) = As(o-js @) < Ag(a).

Ya que [lujll, = 1 por cada j € N, usando la reflexividad del espacio W*P(Q), la compacidad
de la inmersién W*P(Q) c LP(Q) y el hecho de que L*(L2) es un espacio dual, existe un par
(u, ¢) € WHP(Q) X By una sucesion (que aun seguimos denotando por (u;, ¢;)) tal que

uj — u débil en WP (Q) (5.32)
u;j — u fuerte en L (Q) (5.33)
¢; — ¢ +—débil en L¥(Q). (5.34)
Usando (5.33) tenemos que 1 = lim;_« [[ujllzr@) = llullzr@), y por (5.34) obtenemos que

¢ € B,. También, usando (5.33) y (5.34)

fluj|p¢jdx—>f|u|p¢dx, cuando j — oo. (5.35)
Q o)

Teniendo en cuenta (5.31), tenemos que

0<o; fQ Gjlujl? dx < Iy, o () = Ao j, @) < Ag(a),



96 CAPITULO 5. COMPORTAMIENTO ASINTOTICO

de donde obtenemos A
0< f Iujlqujdx < ﬁ
Q aj
y asi

f lujl’¢jdx — 0, cuando j — oco.
Q
Esto y (5.35) producén
jﬁw¢“=0’ (5.36)
Q

de donde concluimos que
ulP¢p =0 c.t.p.enQ (5.37)

Ahora, (5.37) implica que u es una funcién admisible en la caracterizacién de A (@). En
efecto, si denotamos por D = {¢ > 0} N Q, entonces

|D|2f¢dx:f¢dx:alﬂl, (5.38)
D Q

y por (5.37),u =0c.t.p.en Dy asi [{u = 0} N Q| > |D| > @|€}] como deseabamos mostrar.

Por (5.31), (5.36) y la semicontinuidad de la seminorma de Gagliardo [ - |5 , tenemos que
Ag(@) > A, = lim A(oj, @)
]—)OO
= ]lirg Is,(p,a(uj)

1
> liminf 3 [u;15

j—oo

P

1
zz[u]’s’,p > Ag(a).

Observamos que los anteriores cdlculos muestran que u es un extremal para A («). Més atin,
yaque{u =0}NQ > Dy a|Q| <|D| < [{u=0}NnQ| = a|Q|, donde hemos usado el Teorema 4.15
en la dltima igualdad, deducimos que D = {u = 0} N Q. Ademas de (5.38) deducimos facilmente
que ¢ = xp.

Resta ver que u; — u fuerte en W*P(Q). Pero de los anteriores célculos se puede ver que

}irgo[uj]s,p = [u]S,pa
por lo tanto, por (5.33),

im [lujllwsr) = lullwsr@)-
j—)oo

Ya que W¥P(Q) es un espacio de Banach uniformemente convexo, se sigue que u; — u fuerte
en W5P(Q).

Esto finaliza la demostracion del teorema. O
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5.2.2. Comportamiento asintético para A (a) cuando s T 1

En esta subseccion estudiaremos el comportamiento asintético de la constante A (a) cuando
s T 1. Para esto, consideramos 2 ¢ R" acotado y con frontera Lipschitz, A C € un conjunto
medible con medida positiva y las funciones I, I : L’(Q) — R definidas como

ff lu(x) — uy)I” dxdy siue WSP(Q) N E,
QxQ

L(u) = [ul}, = =yl (5.39)
en otro caso
f Vul dx siue W"P(Q)NE,
I(uw) =< Jao (5.40)
+00 en otro caso,
donde
E,={vel’(Q):|{v=01nQ| > Q] |V, = 1}. (5.41)
De esta forma se satisface que
1
Ag(a) = iInf =I,(v). (5.42)
veLr(Q) 2
Definimos también la constante
Mm—uﬁ—M) (5.43)

velP(Q) 2

Antes de continuar, presentaremos un resultado anilogo al Teorema 4.3 que nos serd necesario
para concluir la convergencia de los obstaculos al final de este capitulo.

Teorema 5.10. Sea Q C R”" de clase C* y a € (0,1). Si u € W'P(Q) N E, es un minimo para
A(@), entonces
{u = 0} = lQ|.

Demostracion. Sea u € WP(Q) n E, un minimo para A(@). Solo debemos demostrar que
[{u = O} < a|Q|. Supongamos que [{# = 0} N Q| > ||, usando la regularidad de la medida de
lebesgue existe K C {u = 0} compacto tal que

a|Q| < |K| < [{u = 0},
por lo tanto A(a) < A(K), donde A(K) es el autovalor asociado al problema

—Apu = AK)uPu enQ\ K

u=0 en K

5 (5.44)
[VulP=20,u =0 en 0(Q\ K)
u>0 en Q,

1 14 .
y AK) = inf{””VuL”U,p TuE W[l(’p(Q)} con Wg(Q) = {u € WHP(Q): u = 0 casi en todo punto de K}.
P

Por otro lado al ser u admisible para A(K) se tiene que A(K) < A(a). En consecuencia A(a) =
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A(K), y entonces u es solucion para el problema (5.44), por lo tanto —A,u > 0 en Q \ K. Ahora
por el principio fuerte del maximo (ver [42]) tenemos que o bien # = O en Q\ K, o bien u > O en
Q\ K. Como u es autofuncién debe ser entonces u > 0 en Q \ K pero esto es una contradiccion
ya que [(u = 0)| > |K].

Hemos probado entonces que [{# = 0}] = «|Q2|. m]

La idea ahora es analizar el comportamiento asintdtico de las constantes A (@) mostrando
que esta sucesidn converge, si reescalamos adecuadamente, a la constante A(@) cuando s 7 1.
Con la idea de estudiar esta convergencia, observamos que teniendo en cuenta las expresiones
(5.42) y (5.43) respectivamente, la herramienta adecuada para estudiar este comportamiento
asintdtico es el concepto de I'—convergencia introducido en el Apéndice A, mds precisamente
la idea serd usar el Teorema A.6 aplicado a las funciones (5.39) y (5.40) respectivamente. En el
siguiente teorema queda expresado nuestro resultado.

Teorema 5.11. Sea 0 < a < 1 y As(a), A(@) las constantes definidas en (5.42) y (5.43) respec-
tivamente. Entonces

(1 = s)A(@) = K(n, p)A(@) cuando s7T1,

n +1
_ ol dH N () = L)
donde K(n,p) =4, le - olP dH" (o) = T

Gamma.

siendo T'(z) = fooo le7t dt la funcion

Mads atin, si ug € WSP(Q) N E, es un extremal para As(a), entonces para cada sucesion
sj — 1, la sucesion {us,}jen es precompacta en LP(Q) y cada punto de acumulacion de la
sucesion es un extremal para A(a).

Demostracion. Probaremos entonces las hipétesis del Teorema A.6 a las funciones I, [ : LP(Q) —
R definidas en (5.39) y (5.40) respectivamente. Comenzamos probando la I'—convergencia, la
cual serd una simple derivacién del Teorema 8 en [37], en efecto probaremos

F—ll’lm(l - ), = K(n, p)l. (5.45)
Nad

Antes de comenzar con la prueba de (5.45) haremos la siguiente observacion clave: respectiva-
mente, entonces el Teorema 8 en [37] nos asegura que I'-lim,_,;(1 — s)J; = K(n, p)J, al ser
las funciones I, I las restricciones de las funciones J;, J respectivamente entonces (5.45) seria
inmediato, pero como observamos en el Apéndice A las restricciones de sucesiones de funciones
I'—convergentes no siempre resultan ser ['—convergentes.

Consideremos ahora {s;}; € (0, 1) una sucesion arbitraria con s; — 1 cuando j — oo, si
somos capaces de mostrar que se cumplen las hipétesis del Lema A.10 con

Fi=0-s)Js, F=K(n,p), X=L(Q) y Y=LP(Q)NE,

entonces se tendrd que
[=lim (1 - s;)I5; = K(n, p)I. (5.46)
]—)00
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Luego (5.45) serd cierto. Comencemos entonces a demostrar las hipétesis del Lema A.10. Solo
debemos mostrar que

Fi(v) = F(v), YvelL (QnNE, 5.47)

yque Y = LP(Q) N E, es cerrado.

La convergencia puntual en (5.47) se desprende del Corolario 2 en [4]. Probemos ahora que
Y es cerrado, sea {u;}; € Y tal que u; — u en LP(Q), por la semicontinuidad superior de la
medida tenemos que
[{u = O}| > lim sup [{u; = 0} > a|€Q|.

J—)OO

Por otro lado

1=1m |ull, = ||lu
tim il = .

por lo tanto ||ull, = 1y u € LP(Q). Todo esto dice que u € Y.
Solo falta demostrar que la sucesién de extremales es precompacta para poder aplicar el

Teorema A.6. En efecto, sean {usj} ;j la sucesion de extremales normalizados asociados a las
constantes Asj(a), entonces

1 p
ASj(a,) = E[qu Sjp

siu € WP(Q) es una funcién fija admisible para Ay (@) (para cada s;), entonces A (@) <
(1/2)[u]fj,p, por lo tanto

(1- Sj)[blsj]l;j,p <(- s-i)[u]ff’p’

por el Corolario 2 en [4] sabemos que la sucesién (1 — s j)[u]fj,p esta uniformemente acotada
en j, luego por el Corolario 7 en [4] podemos concluir que la sucesion de extremales {u;}; es
precompacta en LP(Q) como queriamos demostrar.

La prueba queda completa. O

5.2.3. Convergencia de los obstaculos A, cuando s 7 1

Al igual que en el caso cldsico, como consecuencia de la convergencia de los extremales
obtenemos también la convergencia de los obstaculos (conjuntos ptimos asociados). En efecto,
si {u,}; es la sucesion de extremales asociados a las constantes A (a), entonces la sucesion
(1- s)[us]f, » esta uniformemente acotada, por el Corolario 7 en [4]. Esto nos dice que existe una
subsucesion {uy;}; tal que us;, — u, fuerte en LP(€2). Esto, nos permitird concluir la convergencia
de los conjuntos 6ptimos A 5 = {u ;= 0} al conjunto 6ptimo A asociado a la constante A(a).

Teorema 5.12. Sea Ay C Q un conjunto dptimo para Ay(a). Entonces existe una sucesion s; — 1
y un conjunto A C Q tal que

XA;; = XA fuerte en L1(Q).

Mds atin, el conjunto A es un conjunto éptimo para A(«) en el sentido que existe un extremal
u € Whr(Q) N E, tal que {u = 0} = A.
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Demostracion. Sea us; € W*P(QQ) N E, un extremal para As(a). Entonces por el Lema 4.15

tenemos
{us = 0} N Q| = €,

y por el Teorema 5.11 existe una sucesion s; — 1, y una funcion u € WLP(Q) N E, tal que
us; — u fuerte en LP(Q) siendo u es un extremal para A(a).

Ahora, por el Teorema 5.10 y el Lema B.4 obtenemos

lim [{u; = 0}a{u = 0} = 0. (5.48)
J—)OO

Asi, si llamamos A := {u; = 0} y A = {u = 0}, de (5.48) obtenemos
XAy, 7> XA fuerte en L' (Q).

La demostracién queda completa. O



Apéndice A
['—convergencia

Introducimos en este apéndice el concepto de I'—convergencia que serd clave para obtener los
resultados acerca del comportamiento asintético de las constantes Optimas que presentamos en el
ultimo capitulo de esta tesis. Este concepto fue desarrollado a principios de la década del 70 por
el matemadtico italiano Ennio De Giorgi, esta nocién de convergencia juega un rol fundamental
en el estudio de convergencia de minimos y ha sido usado también fuera del dmbito del célculo
de variaciones y de las ecuaciones diferenciales.

Para una referencia general sobre este tema el lector puede dirigirse a [5], para una lectura
mads especifica puede referirse a [14].

A.1. Definiciones

Antes de comenzar recordamos las siguientes definiciones de limite superior e inferior res-
pectivamente.

Definicion A.1. Dada una sucesién de nimeros {ay,};, se definen los limites superiores e infe-
riores como

lim sup a,,, = inf sup{a,,} (A.1)
m—00 mzk
y
lim inf a,, = sup inf{a,,} (A.2)
m—oo k m=k
respectivamente.

Observemos que siempre se tiene que liminf,, .« a, < limsup,,_,, a, y que el limite de la
sucesion existe si y solo si liminf,,« a,, = limsup,,_, ., an

Teniendo en cuenta este concepto se puede definir la nocién de semicontinuidad.

101
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Definicion A.2. Sea X un espacio topoldgico. Una funcién J: X — R se dice secuencialmente
semicontinua inferior en un punto u € X si por cada sucesiéon u,, — u se cumple que

J(u) < liminf J(u,y,) (A.3)

es decir

J(u) = min {h’minf JWpy): uy — u}.
m—0o0

Se dice que J es secuencialmente semicontinua inferior en X si es secuencialmente semi-
continua inferior en u, Yu € X.

Observacion A.3. Usaremos cominmente esta nocion en el siguiente contexto. X es un espacio

de Banach y la topologia considerada es la topologia débil. Luego, J: X — R es débilmente
semicontinua inferior en un punto u € X si por cada sucesion u,, — u se cumple:

J@) < Hminf J(uy). (A.4)

Definicién A.4. Decimos que una sucesién de funciones, J,,: X — R, I'—converge en X a la
funcién J: X — R si para todo u € X se cumple lo siguiente:

(1) (Desigualdad del limite inferior) para cada sucesion {u,,},eny € X convergiendo a u € X se
cumple:

J(u) < liminf J,,,(uy,) (A.5)

(i1) (Desigualdad del limite superior) existe una sucesion {u,,},eny € X con u,, — u de modo
que:

lim sup J,,,(u) < J(u). (A.6)

m—00

La funcién J es el I'-limite de la sucesién {J;,}nenr y €scribimos

-limJ,, = J.
m—0oo
Observacion A.5. Observemos que si se tiene que J,, — J puntualmente, entonces automati-

camente se verifica la desigualdad del limite superior. En efecto, basta entonces considerar la
sucesion constante u,, := u, de donde

Jw) = ”111_1)1; Ju(u) = lim sup J,,,(uy,).

m—0o0
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A.2. Convergencia de minimos

Abhora si, teniendo en mente el concepto de ['-convergencia podemos enunciar el teorema
de convergencia de minimos que nos permitird concluir nuestros resultados en el capitulo 5.

Teorema A.6. Sea (X,d) un espacio métrico completo 'y F;,F: X — (—co,+00] funciones tal
que F = I'=lim;_,, F ;. Asumimos que por cada j existe x; € X tal que Fj(x;) = infy F;. Mas
aun, asumamos que {x;}jen es precompacta en X. Entonces

L] fI’le F = lfmj_m fan Fj.
= Si x es cualquier punto de acumulacion de la sucesion {x;}jen, entonces F(x) = infx F.

Tenemos también la siguiente versién mas general del Teorema A.6 en la cual la condicién
de que la sucesién sea una sucesion de minimos puede reemplazarse por el hecho de que sea una
sucesion de cuasi-minimos.

Teorema A.7. Sea (X, d) un espacio métrico completo, F;, F: X — R funciones tal que T—=lim_, F; =
F'y supongamos que existe {x;} jen € X tal que

fl’)}fFj = Fj(Xj) + 0(1)
Asumamos que la sucesion {x;} jex es precompacta X. Entonces
inf Fj > minF  si j — oo.
X X

Mas aiin, si xo € X es un punto de acumulacion de la sucesion {x;} jen, entonces xo es un minimo
para F.

Las demostraciones de los anteriores teoremas de convergencia de minimos es elemental y
puede ser encontrada en cualquiera de las siguientes obras [5, 13].

Incluimos la demostracién del Teorema A.7 (que implica el Teorema A.6) para que la tesis
sea autocontenida.

Demostracion del Teorema A.7. Sea {x;}jen C X una sucesion de cuasi-minimos y asumamos
que x; — x cuando j — oo.

Entonces se tiene
fI}l(fF < F(x) < liminf Fj(x;) = lim inffglff F;. (A7)
]—)00 ]—)00

Por otro lado, Dado & > 0 existe xo € X tal que infxy F + & > F(x¢). Sea ahora {y;};en C X la
sucesion dada por la desigualdad del limite superior. Luego

ir}}fF + &2 F(xo) > limsup F;(y;) > limsup fr)}f F;. (A.8)

J—)OO J—)OO
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Como ¢ > 0 es arbitrario, juntando (A.7) y (A.8) se llega a

inf F < F(x) < liminfinf F; < limsupinf F'; < inf F.
X jooo X , X X

]—)OO
Esto concluye la demostracién. |
En una de las aplicaciones de la teoria de Gamma-convergencia que hacemos en esta tesis,
no se tiene la Gamma-convergencia de las funciones en su total generalidad. Se reemplaza la

desigualdad del limite inferior por una desigualdad algo mdas débil. Aun asi, las conclusiones del
Teorema A.6 se mantienen. Este es el contenido del siguiente teorema.

Teorema A.8. Sea (X, d) un espacio métrico completo, F,F;: X — R tales que:
1. paratodo j € N existe x; € X tal que F j(x;) = infx F ;.

2. Si{xj}jen es una sucesion de minimos de {F ;} jen, entonces la misma es precompacta en
X.

3. Si x € X es un punto de acumulacion de una sucesion de minimos {x;}jen de {F}jen
entonces

F(x) < liminf F(x;).
J—
4. Para todo x € X existe {y;} jen C X tal que

F(x) > limsup F;(y;).

Jj—oo

Entonces
inf F/ = lim inf F},
X jooo X

y todo punto de acumulacion de una sucesion de minimos de {F j} jen es un minimo de F.

Observacion A.9. La diferencia entre este resultado y el Teorema A.7 (o el Teorema A.6) es
que la desigualdad del limite inferior se pide que sea verdadera sobre sucesiones de minimos en
lugar de sobre sucesiones arbitrarias.

Demostracion. La demostracion es andloga a la del Teorema A.7. En efecto, sea {x;} e una
sucesion de minimos de {F '} jen y sea x € X un punto de acumulacion de dicha sucesion. Luego,

fI)}fF < F(x) < liminf Fj(x;) = liminf fgl(f F;.
Por otro lado, dado & > 0 sea xy € X tal que infx F' + € > F(xp). Por la desigualdad del limite
superior, existe {y;}jen C X tal que

F(xp) > limsup F;(y;) > lim sup fgl(f F;.

j—)OO ]/

Aligual que en el Teorema A.7 es facil concluir el resultado a partir de estas desigualdades. O
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Finalizamos este capitulo con un resultado que nos dice bajo que condiciones podemos res-
tringir sucesiones I'—convergentes y seguir conservando la I'—convergencia, esto en general no
es cierto (ver Proposicion 6.14 en [13])

Lema A.10. Sea Fj,F: X — R funciones tales que T-lim; o F; = F. Sea Y C X cerrado y
definimos las funciones restringidas F s F: X - R como

_ Fix)sixeY, - F(x)sixe,
Fj(x) = y Fx)=
+00 en otro caso, +00 en otro caso.

Si Fj(y) = F(y) por caday € Y, entonces

I-limF; = F.

j—oo

Demostracion. Probamos primero la desigualdad del limite inferior. En efecto, sea x € X y
x; — x en X, debemos probar que

F(x) < liminf F(x)). (A.9)

Podemos asumir que liminf;_,, F j(xj) < +00, en otro caso no hay nada que probar.

Entonces, podemos asumir que x; € ¥ por cada j € N, y asi
Fj(Xj) = Fj(Xj).
Ahora usando la I'-convergencia de las funciones F; tenemos que

F(x) < liminf F(x;) = liminf F(x;)
J—)OO J—)OO

Ya que Y es cerrado, concluimos que x € Yy asi F(x) = F(x). De esta forma queda demostrado
(A.9).

Finalmente probamos la desigualdad del limite superior. Es decir por cada x € X debemos
probar que existe una sucesion {x;}; € X tal que x; > xin X'y

lim sup Fj(x)) < F(x). (A.10)

j—)OO

Consideramos la sucesion constante x; = x. Si x ¢ Y entonces F i(xj) = F(x) = o0 y la desigual-
dad es trivial. Suponemos ahora que x € Y, en este caso F i(x)=Fix)y F(x) = F(x), entonces
por la hipétesis de convergencia puntual tenemos que

lim Fj(x) = F(x),
Jj—oo

en particular (A.10) es valido. O



Apéndice B
Teoremas de convergencia de la medida

Nos dedicaremos a presentar en este apéndice los teoremas relacionados con las medidas
que usamos en el Capitulo 5. Con estos resultados asociados a convergencia de medidas como
herramientas seremos capaces de probar la convergencia de las ventanas Optimas en el caso
clésico y de los obsticulos en el caso fraccionario.

Lema B.1. Sea (X, Z,v) un espacio de medida finita y sean { fi }ren, f funciones v—medibles no
negativas. Sean {uy}ren, u medidas absolutamente continuas con respecto a v tales que

= Para todo A € Z, se tiene que up(A) — u(A).
s fi > fv—ctp.

Si limy—eo ur({f = 0}) = u({f = 0}), entonces se tiene que, dado € > 0 existe jy € N tal que
para todo j > jo,
lim sup 1, ({0 < fi < 5}) <e.

k—o0

Observacion B.2. Cuando yy = u por cada k € N es un hecho conocido y es de facil demostra-
cion. En este caso, la dificultad radica en que las medidas varian. No sabemos si este resultado es
conocido o si las hipétesis son 6ptimas. Sin embargo, serdn suficientes para nuestros propdsitos.

Observacion B.3. Por argumentos estdndar, es posible demostrar que la condicién pi(A) — u(A)
por cada A € X es equivalente a la convergencia débil de las densidades de las medidas en
L'(X,v).

Demostracion del Lema B.1. Sea £ > 0. Como X et

e, 7 0 v—c.t.p. cuando j — oo, tenemos
<
-

que existe jo € N tal que

p({0< f<tp<e, paratodo j jo. (B.1)

Como f; — f v—c.t.p., tenemos que

s Uth<h,

ko€eN k>ngy
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de donde
uif < 5 >>n15nwu{U{f < 5}].
k>ng

Luego, dado ¢ > 0, existe ny € N tal que

u({fs%})+6>u[U{f < §}] (B2)

k>ng

Por nuestra hip6tesis sobre la convergencia de las medidas,

klir?oﬂk(U{fk < §}] ZIJ[U{fk < §}J

k=no k=ng
de donde
ﬂ(U{ka 5}]+52#k(U{ka §}]2ﬂk({fkﬁ D, (B.3)
k2ng k2ng
para todo k suficientemente grande.
De (B.2) y (B.3) sigue que

ﬂ({f< P +26 2 limsup u({fi < l})

k—o0

Como ¢ > 0 es arbitrario, sigue que

lim sup pu({fi < 51 < p((f < 3D (B.4)

k—o0

~. =

Ahora el lema sigue de (B.1) y (B.4) usando la hipdtesis que

hm,uk(fk— D =ulf =0}

O

Con la ayuda del Lema B.1 estamos en condiciones de demostrar el siguiente resultado
fundamental acerca de convergencia de medidas y que sera clave para concluir la convergencia
de las ventanas optimas y los obstaculos que presentamos en el Capitulo 5.

Lema B.4. Sea (X,X,v) un espacio de medida finita, y {fi}ren, f funciones v—medibles y no
negativas tales que fi — f v—c.t.p.

Sean {uitren y u medidas no negativas y absolutamente continuas respecto de la medida v
tal que ur(A) — u(A), para cada A € X.

Entonces, si limg_,o i ({f = 0}) = u({f = 0}), se sigue que
Jim (i = O}alf = 0h =0
donde AAB indica la diferencia simétrica de conjuntos, i.e.

AAB = (A\ B)U(B\A).
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Demostracion. Por el Teorema de Egoroff (ver [18]), tenemos que dado ¢ > 0, existe un con-
junto medible Cs C X tal que

fr =2 f, uniformemente cuando k — coen X \ Cs

con
u(Cs) < 6.

Obeservemas que, cuando ui(A) — u(A) para cada conjunto medible A, podemos asumir que
wi(Cs) <6,

para cada k suficientemente grande.

Definimos ahora el conjunto Es = X \ Cs y usando esta convergencia uniforme sobre el
conjunto Es, tenemos que
{fi=0lNEs C{f <6}NEs,

para cada k suficientemente grande.

Tenemos entonces que
=00\ {/i=0c({f <\ {fi = 0D NEs)UCs,
de donde se puede ver que

e f = 0\ {fie = OD) < e ({f < 61 — e({fe = O + 6.

Tomando limite cuando k — oo, obtenemos que

limsup e ({f = O} \ {fik = OY) < u({f < 6P —pu({f = 0D +6,

k—oo

tomando ahora 6 — 0 podemos concluir que
lim (1 = )\ {fic = 0) = 0.
Por otro lado, dado j € N existe k; € N tal que
(f=01NE;cfi, < nE)

donde V(X \ E;) < % Ahora, razonando como en el caso anterior se tiene que

lim sup g, (Ui, = 0} \ {f = 0)) < limsup (s (i, < +) = (i = OD).

]%OO ]%OO
Pero, del Lema B.1 se puede ver que
i (fey < 1) = i (U, = OD + i (0 < i, < 1)) > p(if = 0.
Esto completa la demostracién del teorema. m|

Observacion B.5. En el caso en el que las medidas {u}r son constantes, el resultado es conocido
y esta probado en [22, Lema 3.1].
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