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5.2.3. Convergencia de los obstáculos As cuando s ↑ 1 . . . . . . . . . . . . . 99

A. Γ−convergencia 101
A.1. Definiciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

A.2. Convergencia de mı́nimos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

B. Teoremas de convergencia de la medida 106



Agradecimientos

Quiero agradecer a:

el CONICET por haberme financiado todos estos años, sin este apoyo financiero hubiera
sido sin duda imposible realizar mis estudios de posgrado.
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Investigaciones Matemáticas Luis Santaló por haberme siempre dado un lugar de trabajo
cada vez que estuve en Buenos Aires (a pesar de los problemas de espacio que tienen),
por haberme tratado bien, por haberme integrado y sobre todo por haberme brindado de
esa beneficiosa atmósfera de estudio y discusión matemática que tan bien me hizo, espero
seguir siempre en contacto.
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Comportamiento asintótico de
problemas de diseño óptimo para

modelos locales y no locales.
(Resumen)

Estudiaremos problemas de diseño óptimo asociados a operadores locales y no locales ana-
lizando, en cada caso, el comportamiento asintótico.

En relación al caso local, estudiaremos un problema asociado al primer autovalor de Steklov
no lineal. Consideramos para esto un dominio Ω ⊂ Rn y una ventana Γ ⊂ ∂Ω. Asociado a esto
se define el primer autovalor de Steklov no lineal a la cantidad

λ(Γ) := ı́nf

∫
Ω
|∇v|p + |v|p dx∫
∂Ω
|v|p dS

,

donde el ı́nfimo es tomado sobre todas las funciones en el espacio W1,p(Ω) que se anulan sobre
el conjunto Γ.

El problema de diseño óptimo considerado es el siguiente: dado α ∈ (0, 1), buscar Γ∗ ⊂ ∂Ω
con |Γ∗|n−1 = α|∂Ω|n−1 que verifique

λ(Γ∗) = ı́nf λ(Γ)

donde el ı́nfimo se toma sobre todas las ventanas Γ ⊂ ∂Ω que verifican |Γ|n−1 = α|∂Ω|n−1. Si
existe un conjunto Γ∗ ⊂ ∂Ω en donde el ı́nfimo se logra, es llamado ventana óptima. Demos-
tramos para este problema existencia de ventana óptima, propiedades de esta y existencia de la
autofunción asociada.

Luego nos ocupamos de la dependencia de la ventana óptima respecto de perturbaciones
del dominio Ω. Desarrollamos en esta tesis la teorı́a de la dependencia de la ventana óptima
y del autovalor cuando el dominio es perturbado perı́odicamente y singularmente. El principal
resultado para este caso es la convergencia a un problema lı́mite homogeneizado.

v



vi ÍNDICE GENERAL

En el contexto no local, si Ω ⊂ Rn es un dominio abierto, conexo y acotado, y 0 < s < 1 <
p < ∞ analizamos el problema de diseño óptimo de la mejor constante asociada a la desigualdad
de Poincaré en el espacio W s,p(Ω). Para A ⊂ Ω, conjunto medible, definimos la cantidad λs(A)
como

λs(A) = ı́nf
1
2

!
Ω×Ω

|v(x)−v(y)|p
|x−y|n+sp dx dy∫
Ω
|v|p dx

,

donde el ı́nfimo se toma sobre las funciones v ∈ W s,p(Ω) que se anulan casi en todo punto de
A. A partir de la mejor constante de Poincaré podemos describir el problema de diseño óptimo
asociado, para α ∈ (0, 1), este problema será

Λs(α) = ı́nf λs(A)

donde el ı́nfimo se toma sobre los conjuntos medibles A ⊂ Ω que cumplen |A| = α|∂Ω|, este
es el llamado problema del obstáculo fuerte. Si existe un conjunto As en donde este ı́nfimo se
alcanza, decimos que es un conjunto óptimo para Λs(α). Mostramos la existencia de conjunto
óptimo dando algunas propiedades de la constante óptima. Luego describiendo una versión del
principio del mı́nimo para operadores no locales caracterizamos el obstáculo como el conjunto
de puntos en donde se anula el extremal.

En el sentido de este contexto no local, asociado al problema del obstáculo fuerte tenemos
el llamado problema del obstáculo débil. Teniendo en cuenta una variante de la desigualdad de
Poincaré podemos definir la siguiente constante óptima

λs(σ, ϕ) = ı́nf
1
2

!
Ω×Ω

|v(x)−v(y)|p
|x−y|n+sp dx dy + σ

∫
Ω

vϕ dx∫
Ω
|v|p dx

,

donde σ > 0 y ϕ ∈ L∞(Ω) donde el ı́nfimo se toma sobre el espacio W s,p(Ω). Sea α ∈ (0, 1),
consideramos la siguiente clase de conjuntos Bα = {ϕ ∈ L∞(Ω) : 0 ≤ ϕ ≤ 1,

∫
Ω
ϕ dx = α|Ω|} y

definimos
Λs(σ, α) = ı́nf

ϕ∈Bα
λs(σ, ϕ),

este es el problema del obstáculo débil. Demostramos propiedades acerca de la constanteΛs(σ, α)
que define este problema, existencia de extremal y existencia de una configuración óptima.

Establecemos luego una conexión entre estos dos problemas probando que Λs(σ, α) →
Λs(α) cuando σ→ ∞.

En cuanto al parámetro s, encontramos que reescalando adecuadamente la constante Λs(α)
existe una conexión entre el problema óptimo no local y cierto problema de optimización que
involucra al operador p−laplaciano ∆p, en efecto demostramos que (1 − s)Λs(α) → Λ(α), si
s ↑ 1, donde Λ(α) es cierto problema óptimo asociado al operador ∆p, la herramienta clave que
nos permite concluir estos resultados será, como veremos, el concepto de Γ−convergencia.

Por último, a partir del resultado de comportamiento asintótico antes descripto concluiremos
la convergencia de los obstáculos As al obstáculo asociado a un problema que involucra al ope-
rador ∆p, mas precisamente probamos que χAs → χA si s ↑ 1, donde A es la solución óptima del
problema local Λ(α).



Capı́tulo 1

Introducción

En esta tesis hemos estudiado algunos problemas de diseño relacionados con la optimización
de ciertos extremales de ecuaciones diferenciales e ı́ntegro diferenciales.

A modo general el problema de diseño óptimo puede plantearse como sigue: dada una región
del espacio Ω ⊂ Rn se le asocia una cierta función de energı́a J(Ω), y lo que se busca es hallar
dentro de una clase de dominiosA aquel que minimize J(Ω). Es decir, se busca Ω⋆ ∈ A tal que

J(Ω⋆) ≤ J(Ω), ∀Ω ∈ A.

En general, estas funciones de energı́a son calculadas mediante la integral asociada a una
función de estado que es la que resuelve una cierta ecuación en derivadas parciales (EDP) sobre
el conjunto Ω. Es decir,

J(Ω) =
∫

j(x, uΩ(x),∇uΩ(x)) dx,

donde la función uΩ(x) es la solución de

F(x, uΩ(x),∇uΩ(x)) = 0 en Ω

más condiciones de contorno asociadas. Para una descripción detallada de este tipo de problemas
ver por ejemplo [30].

Dentro de esta familia de problemas, quizás el más clásico es el que minimiza el primer
autovalor de el operador ∆ en la clase de dominios de medida constante.

Dado Ω ⊂ Rn, se define

λ1(Ω) = ı́nf

∫
Ω
|∇v|2 dx∫
Ω

v2 dx
,

donde el ı́nfimo es tomado sobre las funciones v ∈ C1
c (Ω). Y luego J(Ω) = λ1(Ω). Se busca

minimizar J(Ω) en la clase
A = {Ω ⊂ Rn : |Ω| = a}.

Este problema fue resuelto de manera independiente por G. Faber y E. Krahn en [20, 31] donde
prueban que este problema se minimiza en la bola.

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

A partir de este resultado, han habido diversas extensiones y generalizaciones en las direc-
ciones más diversas. Resulta imposible dar una lista completa de referencias de estos problemas.
A modo de ejemplo el lector puede dirigirse a [29, 30].

En esta tesis nos enfocamos en tres problemas de optimización.

1. Problema de Steklov no lineal con obstáculo

2. Problema del (−∆p,Ω)s-regional con obstáculo fuerte

3. Problema del (−∆p,Ω)s-regional con obstáculo débil

El primero de esos problemas consiste en minimizar el primer autovalor de un problema tipo-
Steklov no lineal donde la autofunción puede anularse en un conjunto de medida dada sobre la
frontera del dominio. Más precisamente, dado Ω ⊂ Rn un abierto regular y Γ ⊂ ∂Ω una ventana,
el funcional asociado es

λ(Γ) =
∫
Ω

|∇uΓ|p + |uΓ|p dx,

donde uΓ es la solución del problema

−∆puΓ + |uΓ|p−2uΓ = 0 en Ω
uΓ ≥ 0 en Ω
|∇uΓ|p−2 ∂uΓ

∂n = λ|uΓ|p−2uΓ en ∂Ω \ Γ
uΓ = 0 en Γ∫
∂Ω
|uΓ|p dS = 1.

Este problema, especialmente en el caso p = 2 aparece en problemas de optimización de
cargas a través de la frontera. El mismo fue descrito y estudiado en [11]. El problema de optimi-
zación asociado al funcional λ(Γ) fue estudiado en [16] cuando la ventana Γ pertenece a la clase
de ventanas de medida fija,

A = {Γ ⊂ ∂Ω : |Γ|n−1 = α}.

En dicho trabajo se estudió la existencia de una ventana óptima y algunas propiedades de la mis-
ma. En esta tesis, para este problema estudiamos la dependencia de esa ventana óptima cuando
el dominio ambiente Ω es perturbado singularmente.

Por otro lado, en los últimos años se ha experimentado un auge en el campo de los proble-
mas no locales y de las ecuaciones integro-diferenciales debido a novedosas aplicaciones tales
como problemas de obstáculo, optimización, finanzas, transición de fases, materiales estratifica-
dos, dislocación de cristales, membranas semipermeables y propagación de llamas, superficies
mı́nimas, problemas elı́pticos con datos de medida, y muchos otros problemas, como ası́ tam-
bién al avance matemático de las soluciones de estos problemas, principalmente en la teorı́a de
regularidad a partir del célebre artı́culo de Caffarelli-Silvestre (ver [9]).

Sin embargo, problemas de diseño óptimo para estas ecuaciones no han sido abordados
en la actualidad. En [15] se estudia la optimización del primer autovalor de un problema de
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Dirichlet para el p−laplaciano fraccionario más un potencial, respecto a dicho potencial, pero
manteniendo el dominio es fijo.

Más precisamente, dado Ω ⊂ Rn se define el p−laplaciano fraccionario regional como

(−∆p,Ω)su(x) = p.v.
∫
Ω

|u(x) − u(y)|p−2(u(x) − u(y))
|x − y|n+sp dy,

y asociado a este operador, consideramos los siguientes funcionales

λs(A) =
1
2

"
Ω×Ω

|uA(x) − uA(y)|p
|x − y|n+sp dx dy, (1.1)

donde para cada A ⊂ Ω, uA es la solución del problema
(−∆p,Ω)suA = λ|uA|p−2uA en Ω \ A
uA = 0 en A
uA ≥ 0∫
Ω
|uA|p dx = 1

y

λs(σ, ϕ) =
1
2

"
Ω×Ω

|uσ,ϕz(x) − uσ,ϕz(y)|p

|x − y|n+sp dxdy + σ
∫
Ω

ϕ|uσ,ϕ|p dx, (1.2)

donde para cada σ > 0 y ϕ ∈ L∞(Ω), ϕ ≥ 0, uσ,ϕ es la solución de
(−∆p,Ω)suσ,ϕ + σϕ|uσ,ϕ|p−2uσ,ϕ = λ|uσ,ϕ|p−2uσ,ϕ en Ω \ A
uσ,ϕ ≥ 0∫
Ω
|uσ,ϕ|p dx = 1.

Asociado a la constante λs(A), tenemos asociado el siguiente problema óptimo: dado α ∈ (0, 1),
definimos

Λs(α) := ı́nf{λs(A) : A ⊂ Ω, |A| = α|Ω|}, (1.3)

este es el llamado problema del obstáculo fuerte.

También, asociado a la constante λs(σ, ϕ) esta asociado el siguiente problema óptimo

Λs(σ, α) := ı́nf{λs(σ, ϕ) : ϕ ∈ Bα}, (1.4)

donde el ı́nfimo es tomado sobre la clase Bα = {ϕ ∈ L∞(Ω), 0 ≤ ϕ ≤ 1,
∫
Ω
ϕ dx = α|Ω|}.

Para el segundo y tercer problema, probamos la existencia de una configuración óptima pa-
ra Λs(α) y Λs(σ, α) respectivamente. Luego, estudiamos el comportamiento de las constantes
Λs(α) cuando s ↑ 1 y de las constantes Λs(σ, α) cuando σ → ∞ como ası́ también de las con-
figuraciones óptimas asociadas. Finalmente, establecemos la conexión entre ambos problemas
cuando s ↑ 1.

Los resultados originales de esta tesis han dado lugar a dos publicaciones. La primera de
ellas ha aparecido en la revista ‘Control Optimisation and Calculus of Variations’ (ver [26]). La



4 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

segunda de ellas ha sido enviada a publicar, y una copia de este trabajo puede ser encontrado en
[27].

Esta tesis esta organizada de la siguiente manera: en el Capı́tulo 2 damos una introducción de
los espacios de Sobolev clásicos y fraccionarios. Ningún resultado de este capı́tulo es original,
hemos decidido incluir las demostraciones de la mayorı́a de los resultados para que la tesis sea
lo mas autocontenida posible.

En el Capı́tulo 3 introducimos los problemas de autovalores que estudiaremos a lo largo de
esta tesis.

En los Capı́tulos 4 y 5 se concentran los resultados originales de esta Tesis:

En el Capı́tulo 4 probamos la existencia de las configuraciones óptimas asociadas a cada uno
de los problemas.

El Capı́tulo 5 se dedica a estudiar el comportamiento asintótico de estos problemas en dis-
tintos contextos.

Para el problema (1) se estudia su comportamiento cuando el dominio Ω es perturbado sin-
gularmente.

Para el problema (2) se estudia como este aproxima a (1) cuando s ↑ 1, y finalmente vemos
como el problema (3) aproxima a (2) cuando el obstáculo suave es penalizado.

Al final de la tesis, se incluyén dos apéndices con algunos resultados teóricos que son usados
en las demostraciones.



Capı́tulo 2

Espacios de Sobolev

En este capı́tulo presentamos los espacios de Sobolev clásicos y fraccionarios que son los
espacios sobre los cuales trabajaremos mas adelante.

Comenzaremos el capı́tulo describiendo los espacios de Lebesgue destacando los ejemplos
particulares de estos que serán utilizados. Luego daremos el concepto de derivada débil de una
función que será necesario para introducir los espacios de Sobolev clásicos dando también al-
gunas propiedades útiles. Describiremos detalladamente la regularidad necesaria que vamos a
asumir sobre los dominios con los cuales trabajaremos. Al final de la primera parte del capı́tulo
enunciamos dos importantes teoremas de trazas que serán necesarios más adelante.

En la segunda mitad de este capı́tulo presentaremos los espacios de Sobolev fraccionarios
W s,p(Ω), mostrando algunas propiedades de estos y las inmersiones compactas asociadas a estos
espacios que vamos a utilizar.

2.1. Espacios de Lebesgue

Damos en esta sección la definición de los espacios de Lebesgue, para una lectura mas
cuidadosa acerca de estos espacios el lector puede referirse a [19].

Sea (E,Σ, µ) un espacio de medida. Para cada 1 ≤ p < ∞ se definen los espacios de Lebesgue
Lp(E) como

Lp(E) = Lp
µ(E) :=

{
f : E → R̄, µ −medibles :

∫
E
| f |p dµ < ∞

}
.

Cuando p = ∞ se define L∞(E) como

L∞(E) = L∞µ (E) :=
{
f : E → R̄, µ −medibles : ∃M > 0 tal que | f (x)| ≤ M, µ − c.t.x ∈ E

}
.

En estos espacios se define la norma

∥ f ∥p = ∥ f ∥Lp
µ(E) =


(∫

E | f |
p dµ

) 1
p si 1 ≤ p < ∞,

ı́nf{M > 0: | f (x)| ≤ M, µ − c.t.p.x ∈ E} si p = ∞.

5



6 CAPÍTULO 2. ESPACIOS DE SOBOLEV

Con esta norma, los espacios (Lp(E), ∥ · ∥p) resultan ser espacios de Banach. Más aún, si
1 ≤ p < ∞ estos espacios son separables y si 1 < p < ∞ son reflexivos. Ver [8] para un estudio
exhaustivo de estos espacios.

Dado 1 ≤ p ≤ ∞ se define el exponente conjugado de Lebesgue de p, p′, al número tal que

1
p
+

1
p′
= 1,

donde se usa que 1
∞ = 0. En el caso 1 < p < ∞ es inmediata la expresión p′ = p

p−1 .

Es bien sabido, ver [8], que para 1 ≤ p < ∞, el espacio dual de Lp(E) se representa por
Lp′(E). Esto significa que el operador Φp : Lp′(E)→ [Lp(E)]′ dado por

⟨Φp( f ), g⟩ =
∫

E
f g dµ,

resulta ser una isometrı́a biyectiva.

En esta tesis haremos uso extensivo de estos espacios, en particular cuando 1 < p < ∞ que
es el caso en que los mismos resultan ser espacios de Banach, separables y reflexivos.

En particular nos interesan dos ejemplos concretos de espacios de medida:

Ejemplo 2.1. Sea Ω ⊂ Rn y consideramos (Ω,Σ, dx) donde Σ es la σ−álgebra de los conjuntos
medibles Lebesgue de Ω y dx es la medida de Lebesgue.

En los espacios de Lebesgue Lp resulta útil definir la convergencia local. Para esto introdu-
cimos la siguiente notación.

Definición 2.2. Sean V,U ⊂ Rn. Decimos que el conjunto V esta fuertemente incluido en el
conjunto U y lo denotamos como V ⊂⊂ U si V ⊂ U y V es compacto.

Con esta notación damos la definición de convergencia local.

Definición 2.3. Sean { fm}m∈N ⊂ Lp(U) y f ∈ Lp(U). Decimos que fm → f en Lp
loc(U) si fm → f

en Lp(V) para todo V ⊂⊂ U.

Ejemplo 2.4. Sea Ω ⊂ Rn un abierto. Consideramos luego el espacio de medida (∂Ω,B, dS ),
donde B es la σ−álgebra de Borel, de los subconjuntos de ∂Ω y dS = dHn−1⌊∂Ω donde Hn−1

denota la medida (n − 1)−dimensional de Hausdorff.

Supongamos ahora que el dominio Ω es un conjunto de clase C1 (ver definición 2.26). Para
x0 ∈ ∂Ω arbitrario existe una función γ : Rn−1 → R de clase C1 y r > 0 tal que

Ω ∩ Br(x0) = {(x′, xn) ∈ Rn : xn > γ(x′)}

y
∂Ω ∩ Br(x0) = {x′, xn) ∈ Rn : xn = γ(x′)},

donde x′ = (x1, . . . , xn−1). Si f ∈ L1(∂Ω) y sop( f ) ⊂ Br(x0), entonces la integral de superficie
(ver [19]) de f es ∫

∂Ω
f dS =

∫
Rn−1

f (x′, γ(x′))
√

1 + ∇γ(x′) dx′.
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Si f = χBr(x0), entonces

Hn−1(∂Ω ∩ Br(x0)) =
∫
Rn−1

√
1 + ∇γ(x′) dx′.

Recordamos a continuación la desigualdad de interpolación (ver por ejemplo [18]) que nos
será útil mas adelante.

Teorema 2.5 (Desigualdad de interpolación). Sea (E,Σ, µ) un espacio de medida, u ∈ Lp(dµ) ∩
Lq(dµ) con 1 ≤ p < q < ∞ y r es tal que p ≤ r < q, entonces

∥u∥Lr(dµ) ≤ ∥u∥αLp(dµ)∥u∥
1−α
Lq(dµ)

donde 0 < α ≤ 1 y α = p(q − r)/r(q − p).

Demostración. Se cumple que 1/q < 1/r ≤ 1/p, por lo tanto existe 0 < α ≤ 1 tal que 1/r =
(1− α)1/q+ α1/p, considerando p1 = q/(r(1− α)) y p2 = p/(rα) se tiene que 1/p1 + 1/p2 = 1.
Aplicando desigualdad de Hölder tenemos que∫

E
|u|r dµ =

∫
E
|u|r(1−α)|u|rα dµ ≤

{∫
E
|u|q dµ

}r(1−α)/q {∫
E
|u|p dµ

}rα/p

. (2.1)

Elevando a la 1/r a ambos lados en (2.1) queda

∥u∥Lr(dµ) ≤ ∥u∥1−αLq(dµ)∥u∥
α
Lp(dµ).

Por otro lado despejando α en 1/r = (1− α)(1/q)+ α(1/p) queda α = p(q− r)/r(q− p). De esta
forma α > 0. □

Presentamos ahora, sin demostración, la siguiente versión del teorema de compacidad de
Kolmogorov-Riesz-Fréchet (ver [8]), que usaremos para obtener resultados de compacidad en
los teoremas de inmersión que presentaremos mas adelante.

Antes de enunciar este teorema será necesaria la siguiente notación.

Notación 2.6. Si u : Rn → R, escribiremos la translación de la función u por el vector h ∈ Rn

como (τhu)(x) = u(x + h).

También precisamos unas definiciones.

Definición 2.7. Sea X un espacio métrico y V ⊂ X. Decimos que V es precompacto si V es
compacto.

Observación 2.8. Es fácil ver que V ⊂ X es precompacto si y sólo si verifica que para toda
sucesión {xm}m∈N ⊂ V , existe una subsucesión {xmk }k∈N ⊂ {xm}m∈N convergente.

Teniendo en cuenta la anterior definición definimos lo siguiente.

Definición 2.9. Sean X e Y espacios de Banach con X ⊂ Y . Decimos que el espacio X esta
compactamente embebido en el espacio Y y lo denotamos como X ⊂⊂ Y , si se satisfacen las
siguientes condiciones:
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1. existe una constante positiva C tal que

∥x∥Y ≤ C∥x∥X para todo x ∈ X,

2. todo conjunto V ⊂ X acotado es precompacto en Y .

Teorema 2.10. (Kolmogorov-Riesz-Fréchet) Sea 1 ≤ p < ∞ yL un conjunto acotado en Lp(Rn).
Asumimos que

lı́m
|h|→0
∥τhu − u∥Lp(Rn) = 0, uniformemente en u ∈ L. (2.2)

Es decir ∀ε > 0∃δ > 0 tal que ∥τhu − u∥Lp(Rn) < ε,∀u ∈ L,∀h ∈ Rn con |h| < δ.
EntoncesL|Ω es precompacto en Lp(Ω), para cualquier conjunto medibleΩ ⊂ Rn de medida

finita.

En el teorema anterior, L|Ω denota las funciones de L restringidas a Ω.

2.2. Espacios de Sobolev clásicos

Introducimos ahora los espacios clásicos de Sobolev pero primero será necesario el siguiente
concepto.

2.2.1. Derivada débil

Notación 2.11. C∞c (U) (U ⊆ Rn abierto) denotará el conjunto de las funciones infinitamente
diferenciables ϕ : U → R con soporte compacto en U.

A lo largo de esta sección usaremos la notación de multiı́ndice para las derivadas parciales.
Esto es:

Definición 2.12. Un multiı́ndice es un vector de coordenadas enteras no negativas, α ∈ Nn
0,

α = (α1, . . . , αn). El orden de un multiı́ndice α se define como

|α| =
n∑

i=1

αi.

Definición 2.13. Dada una función ϕ ∈ C∞c (Rn) y un multiı́ndice α ∈ Nn
0 se define la α-derivada

parcial de ϕ como

Dαϕ =
∂|α|ϕ

∂xα1
1 · · · ∂xαn

n
.

Definición 2.14. Dado k ∈ N y ϕ ∈ C∞c (Rn) se define

Dkϕ := {Dαϕ : α ∈ Nn
0, |α| = k},

el conjunto de todas las derivadas parciales de orden k. Dos casos particulares requieren una
notación especial:
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(k = 1) En este caso el conjunto D1ϕ se lo interpreta como un vector y a dicho vector se
lo llama el gradiente de ϕ,

D1ϕ = ∇ϕ = (∂x1ϕ, . . . , ∂xnϕ).

(k = 2) En este caso el conjunto D2ϕ se lo interpreta como una matriz y a dicha matriz se
la llama matriz Hessiana de ϕ,

D2ϕ = Hϕ =


∂2ϕ

∂x2
1
· · · ∂2ϕ

∂x1∂xn

...
. . .

...
∂2ϕ

∂xn∂x1
· · · ∂2ϕ

∂x2
n


Definición 2.15. Sean u, v ∈ L1

loc(U), y α ∈ Nn
0 un multiı́ndice. Decimos que v es la α−ésima

derivada parcial débil de u, y se escribe:

Dαu = v

si se cumple ∫
U

uDαϕ dx = (−1)|α|
∫

U
vϕ dx, ∀ϕ ∈ C∞c (U). (2.3)

Es fácil ver que la derivada débil es única. Eso justifica la notación de la definición.

2.2.2. Definición de espacios de Sobolev

Sea 1 ≤ p ≤ ∞ y k un entero no negativo. Definimos ahora cierto espacio funcional cuyos
miembros tienen derivadas de varios ordenes en Lp.

Definición 2.16. Sea U un subconjunto abierto de Rn. El espacio de Sobolev Wk,p(U), consiste
de todas las funciones localmente integrables u : U → R de modo tal que por cada multiı́ndice
α con |α| ≤ k, Dαu existe en el sentido débil y pertenecen a Lp(U).

Observación 2.17. 1. Si p = 2, usualmente escribimos

Hk(U) = Wk,2(U) (k = 0, 1 . . . ).

Se usa la letra H ya que se desea remarcar la estructura hilbertiana del espacio. Note que
H0(U) = L2(U).

2. De aquı́ en adelante identificamos funciones en Wk,p las cuales coinciden casi en todo
punto.



10 CAPÍTULO 2. ESPACIOS DE SOBOLEV

Definición 2.18. Si u ∈ Wk,p(U), definimos su norma como:

∥u∥Wk,p(U) :=

∑
|α|≤k

∥Dαu∥pp


1
p

(1 ≤ p < ∞)

∥u∥Wk,∞(U) :=
∑
|α|≤k

∥Dαu∥∞.

Observación 2.19. Observemos que en el caso p = 2 esta norma coincide con la inducida por el
producto interno

(u, v)Hk(U) :=
∑
|α|≤k

∫
U

DαuDαv dx.

Observación 2.20. En el caso k = 1 y 1 ≤ p < ∞, es usual considerar la siguiente norma en
W1,p(U),

∥u∥W1,p(U) :=
(∫

U
|∇u|p + |u|p dx

) 1
p

.

Esta norma es equivalente a la definida en la Definición 2.18 que corresponde a tomar la norma
p de vectores en Rn en lugar de la norma euclı́dea para |∇u|.

Es fácil ver que (Wk,p(U), ∥ · ∥Wk,p(U)) resulta un espacio de Banach para 1 ≤ p ≤ ∞ y k ∈ N0.
Más aún, si 1 ≤ p < ∞ estos espacios son separables y cuando 1 < p < ∞ son reflexivos. Ver
[8].

Definición 2.21. Escribimos um → u en Wk,p
loc (U) para decir que um → u en Wk,p(V) por cada

V ⊂⊂ U.

Definición 2.22. Denotamos por Wk,p
0 (U) a la clausura de C∞c (U) en Wk,p(U).

De esta forma u ∈ Wk,p
0 (U) si y sólo si existen funciones um ∈ C∞c (U) tal que um → u en

Wk,p(U). Interpretamos los elementos del espacio Wk,p
0 (U) como las funciones u ∈ Wk,p(U) tal

que

“Dαu = 0 en ∂U” para todo |α| ≤ k − 1.

Esto se hára mas claro con el concepto de traza.

Notación 2.23. Es costumbre escribir

Hk
0(U) = Wk,2

0 (U)

Observación 2.24. En general, Wk,p
0 (Ω) ⊊ Wk,p(Ω). Sin embargo, cuando Ω = Rn se tiene que

ambos espacios coinciden. Ver [21].
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2.3. Propiedades elementales

A continuación recordamos ciertas propiedades de las derivadas débiles. Varias de estas
reglas son válidas para funciones suaves pero las funciones en un espacio de Sobolev no son
necesariamente suaves. No daremos una demostración de estos hechos. El lector interesado la
puede encontrar, por ejemplo, en el libro [18].

Teorema 2.25 (Propiedades de las derivadas débiles). Asumiendo u, v ∈ Wk,p(U), |α| ≤ k, se
tiene que

1. Dαu ∈ Wk−|α|,p(U) y Dβ(Dαu) = Dα(Dβu) = Dα+βu para todo multiı́ndice α, β con |α| +
|β| ≤ k.

2. Por cada λ, µ ∈ R, λu + µv ∈ Wk,p(U) y Dα(λu + µv) = λDαu + µDαv, |α| ≤ k.

3. Si V es un subconjunto abierto de U, entonces u ∈ Wk,p(V).

4. Si ζ ∈ C∞c (U), entonces ζu ∈ Wk,p(U) y

Dα(ζu) =
∑
β≤α

(
α

β

)
DβζDα−βu (fórmula de Leibnitz)

donde
(
α
β

)
= α!

β!(α−β)! y α! = α1!α2! · · ·αn!.

2.3.1. Aproximación en los espacios W1,p(Ω)

Nos es necesario en este trabajo resultados de aproximación por funciones suaves para las
funciones en el espacio W1,p(Ω). Para conseguir este tipo de aproximación por funciones regula-
res hasta el borde es necesario asumir cierta regularidad de la frontera del dominio Ω. Daremos
un teorema, que no es el más general posible, pero que nos será útil para algunos de los resulta-
dos obtenidos.

Antes de enunciar los resultados de aproximación, necesitamos definir la clase de regularidad
que usaremos para el dominio Ω y el tipo de funciones necesarias para entender las aproxima-
ciones que haremos.

Definición 2.26. Decimos que el ∂Ω es de clase Ck si por cada punto x0 ∈ ∂Ω existe r > 0 y
una función γ : Rn−1 → R de clase Ck tal que (salvo reetiquetado y reorientación de los ejes
coordenados si es necesario)

Ω ∩ B(x0, r) = {x ∈ B(x0, r) : xn > γ(x1, . . . , xn−1)}.

Decimos también que ∂Ω es de clase C∞ si ∂Ω es de clase Ck para k = 1, 2, . . . , y ∂Ω es analı́tico
si la función γ es analı́tica.

Enunciamos ahora sin demostración el principal resultado de esta sección que engloba dos
tipos de aproximaciones usando funciones suaves. Para un estudio más detallado de este tipo de
aproximaciones referirse a [18].
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Teorema 2.27. Sea Ω ⊂ Rn acotado, 1 ≤ p < ∞ y u ∈ Wk,p(Ω). Entonces existe una sucesión
{um}∞m=1 ∈ C∞(Ω) ∩Wk,p(Ω) tal que

∥um − u∥Wk,p(Ω) → 0 si m→ ∞.

Mas aún si Ω tiene frontera ∂Ω de clase C1, entonces existe una sucesión {um}∞m=1 ∈ C∞(Ω̄) tal
que

∥um − u∥Wk,p(Ω) → 0 si m→ ∞.

2.3.2. Extensión

En esta sección enunciamos un teorema que permite extender funciones del espacio W1,p(U)
para convertirlas en funciones de W1,p(Rn), esto se debe hacer cuidadosamente: si por ejemplo
se extiende una función para que valga cero en Rn \ U se puede generar una discontinuidad tan
mala sobre ∂U de modo tal que pierda derivada débil, el siguiente teorema que enunciamos sin
demostración (ver [18] para los detalles) nos dice como puede hacerse tal extensión adecuada-
mente.

Teorema 2.28. Sea 1 ≤ p ≤ ∞, U ⊂ Rn acotado y con ∂U de clase C1. Si V es un conjunto
acotado que cumple U ⊂⊂ V entonces existe un operador lineal acotado E : W1,p(U) →
W1,p(Rn) de modo tal que para cada u ∈ W1,p(U) se cumple que:

1. Eu = u casi en todo punto de U.

2. Eu tiene soporte dentro de V.

3. ∥Eu∥W1,p(Rn) ≤ C∥u∥W1,p(U), donde la constante C depende solo de p,U y V.

Se dice que Eu es una extensión de u a Rn.

2.3.3. Teoremas de inmersión clásicos

En esta sección presentamos algunas inmersiones asociadas a los espacios W1,p(Ω) y que
serán necesarias en nuestro trabajo. Antes de demostrar el principal resultado de esta sección
comenzamos con la desigualdad de Gagliardo-Nierenberg-Sobolev (ver [2],[18]).

Antes de comenzar será necesaria la siguiente definión.

Definición 2.29. Sean X, Y , espacios normados, diremos que el espacio X esta inmerso en el
espacio Y si X ⊂ Y y si existe una costante C tal que

∥x∥Y ≤ C∥x∥X para todo x ∈ X.

Nos referiremos a esto escribiendo X ↪→ Y .
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Teorema 2.30 (Desigualdad de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev). Si 1 ≤ p < n, entonces existe
una constante C dependiente solo de p y n tal que

∥u∥Lp⋆ (Rn) ≤ C∥∇u∥Lp(Rn), ∀u ∈ C1
c (Rn)

donde p⋆ = np/(n − p).

Observación 2.31. Observemos que siempre se tiene que p⋆ > p.

Demostración. Se supone primero p = 1, ya que u tiene soporte compacto para cada i = 1, . . . , n
y x ∈ Rn tenemos que

u(x) =
∫ xi

−∞
uxi(x1, . . . , xi−1, yi, xi+1, . . . , xn) dyi

y ası́

|u(x)| ≤
∫ ∞

−∞
|∇u(x1, . . . , yi, . . . , xn)| dyi (i = 1, . . . , n)

en consecuencia

|u| n
n−1 ≤

n∏
i=1

(∫ ∞

−∞
|∇u(x1, . . . , yi, . . . , xn)| dyi

) 1
n−1

.

Integrando la última desigualdad a ambos lados con respecto a x1 obtenemos:∫ ∞

−∞
|u| n

n−1 dx1 ≤
∫ ∞

−∞

n∏
i=1

(∫ ∞

−∞
|∇u| dyi

) 1
n−1

dx1

=

(∫ ∞

−∞
|∇u| dy1

) 1
n−1

∫ ∞

−∞

n∏
i=2

(∫ ∞

−∞
|∇u| dyi

) 1
n−1

dx1

≤
(∫ ∞

−∞
|∇u| dy1

) 1
n−1

 n∏
i=2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|∇u| dx1 dyi


1

n−1

(2.4)

en la última desigualdad se utilizo la desigualdad de Hölder generalizada, integrando ahora la
desigualdad (2.4) respecto de x2 tenemos:∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|u| n

n−1 dx1 dx2 ≤
(∫ ∞

−∞
|∇u| dx1 dy2

) 1
n−1

∫ ∞

−∞

n∏
i=1
i,2

I
1

n−1
i dx2

donde I1 :=
∫ ∞
−∞ |∇u| dy1 y

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞ |∇u| dx1 dyi para (i = 3, . . . , n). Aplicando una vez más la

desigualdad de Hölder extendida encontramos que∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|u| n

n−1 dx1 dx2 ≤
(∫ ∞

−∞
|∇u| dx1 dy2

) 1
n−1

(∫ ∞

−∞
|∇u| dy1 dx2

) 1
n−1

n∏
i=3

(∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|∇u| dx1 dx2 dyi

) 1
n−1

.
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Continuamos integrando respecto de x3, . . . , xn para encontrar∫
Rn
|u| n

n−1 dx ≤
n∏

i=1

(∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞
|∇u| dx1 . . . dyi . . . dxn

) 1
n−1

=

(∫
Rn
|∇u| dx

) 1
n−1

(2.5)

y de esta forma se prueba el resultado para p = 1.

Consideramos ahora el caso 1 < p < n, aplicando la estimación (2.5) a la función v := |u|γ
(donde γ > 1 será escogida adecuadamente) tenemos que(∫

Rn
|u|

γn
n−1 dx

) n−1
n

≤
∫
Rn
|∇|u|γ| dx = γ

∫
Rn
|u|γ−1|∇u| dx

≤ γ
(∫
Rn
|u|(γ−1) p

p−1 dx
) p−1

p
(∫
Rn
|∇u|p dx

) (2.6)

ahora elegimos γ de modo tal que γn/(n − 1) = (γ − 1)p/(p − 1) despejando obtenemos γ =
p(n − 1)/(n − p) > 1 y asi γn/(n − 1) = (γ − 1)p/(p − 1) = np/(n − p) = p⋆ usando este valor
de γ en (2.6) se llega a (∫

Rn
|u|p⋆ dx

)1/p⋆

≤ C
(∫
Rn
|∇u|p dx

)1/p

□

Observación 2.32. Un problema muy importante en el análisis, es la determinación de la cons-
tante óptima en la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev. Es decir, de la constante

K(n, p)−1 = ı́nf
u∈C∞c (Rn)

∫
Rn |∇u|p dx(∫
Rn |u|p⋆ dx

) p
p⋆
.

Este problema es conocido como el problema de Talenti debido a que fue él quien lo resolvió
en 1976. Ver [41].

En el anterior teorema se puede reemplazar el espacio C1(Rn) por el espacio W1,p(Rn), eso
nos indica el siguiente corolario.

Corolario 2.33. La desigualdad de Gagliardo–Nirenberg–Sobolev es válida para cualquier fun-
ción u ∈ W1,p(Rn).

Demostración. En efecto, si u ∈ W1,p(Rn) existe {um}m∈N ⊂ C∞c (Rn) tal que um → u en
W1,p(Rn). Luego, por Gagliardo–Nirenberg–Sobolev, sigue que {um}m∈N es de Cauchy en Lp⋆(Rn).

Sea v ∈ Lp⋆(Rn) tal que um → v en Lp⋆(Rn). Pero como um → u en Lp(Rn), se tiene (pasando
a una subsucesión), que um → u c.t.p. y um → v c.t.p.
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Luego u = v. Finalmente, como por Gagliardo–Nirenberg–Sobolev se tiene

∥um∥Lp⋆ (Rn) ≤ C∥∇um∥Lp(Rn),

pasando al lı́mite m→ ∞ se concluye lo deseado. □

El Teorema 2.30 implica también la siguiente inmersión de Sobolev que afirma que una
función en W1,p(U) es más integrable que lo esperado a priori.

Corolario 2.34. Sea U ⊆ Rn abierto y con ∂U de clase C1, asumimos 1 ≤ p < n, entonces

∥u∥Lq(U) ≤ C∥u∥W1,p(U), u ∈ W1,p(U) (2.7)

para p ≤ q ≤ p⋆, donde p⋆ = np/(n − p) y la constante C depende solo de p, n y U.

Mas aún si U es acotado, entonces existe constante C dependiente de p, n y U tal que

∥u∥Lq(U) ≤ C∥u∥W1,p(U), u ∈ W1,p(U)

para 1 ≤ q ≤ p⋆.

Demostración. Sea u ∈ W1,p(U), por el Teorema 2.28 existe una extensión ū ∈ W1,p(Rn) tal que

ū = u en U y ∥ū∥W1,p(Rn) ≤ C∥u∥W1,p(U) (2.8)

donde la función extendida ū tiene soporte compacto.

Ahora, por la desigualdad de Gagliardo–Nirenberg–Sobolev, tenemos que

∥ū∥Lp⋆ (Rn) ≤ C∥∇ū∥Lp(Rn).

Luego,
∥u∥Lp⋆ (U) ≤ ∥ū∥Lp⋆ (Rn) ≤ C∥∇ū∥Lp(Rn) ≤ C∥ū∥W1,p(Rn) ≤ C∥u∥W1,p(U). (2.9)

Sea ahora p ≤ q ≤ p⋆, usando el Teorema 2.5 y (2.9) tenemos que existe α ∈ (0, 1) tal que

∥u∥Lq(U) ≤ ∥u∥αLp(U)∥u∥
1−α
Lp⋆ (U)

≤ C∥u∥W1,p(U).

Finalmente supongamos que U ⊂ Rn es acotado y que 1 ≤ q < p. Sea u ∈ W1,p(U), usando la
desigualdad de Hölder tenemos que

∥u∥Lq(U) ≤ |U |
(p−q)

pq ∥u∥Lp(U) ≤ C∥u∥W1,p(Ω),

donde la constante anterior no depende de la función u.

Queda demostrado del teorema. □

Antes de terminar la sección recordamos la desigualdad de Poincaré para espacios de Sobo-
lev clásicos, el lector interesado en la demostración puede dirigirse a [18].

Teorema 2.35. Sea U ⊂ Rn abierto con |U | < ∞ y 1 ≤ p < n. Entonces existe una constante C
tal que

∥u∥Lq(U) ≤ C∥∇u∥Lp(U) para toda u ∈ W1,p
0 (U),

con q ∈ [1, p⋆]. La constante C depende de los parámetros n, p, q y U.
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2.3.4. Teorema de Rellich-Kondrachov

Esta sección esta dedicada a presentar el resultado de compacidad clave que usaremos des-
pués para la existencia de extremales en las constantes óptimas.

El resultado fundamental se conoce como el Teorema de compacidad de Rellich-Kondrachov.
La demostración que aquı́ daremos será haciendo uso del Teorema 2.10 y siguiendo las ideas en
[8]. El lector interesado en otra versión mas general del teorema de Rellich-Kondrachov y que
usa en su demostración otra variante del Teorema de compacidad 2.10 que involucra una condi-
ción de decaimiento puede referirse a [28].

Teorema 2.36 (Rellich-Kondrachov). Sea U ⊂ Rn un conjunto abierto y acotado, con ∂U de
clase C1 y 1 ≤ p < ∞. Entonces W1,p(U) ⊂⊂ Lp(U).

Demostración. Consideremos primero u ∈ C∞c (Rn), entonces usando la desigualdad de Jensen
obtenemos

|u(x + h) − u(x)|p =
∣∣∣∣∫ 1

0
d
dt u(t(x + h) + (1 − t)x) dt

∣∣∣∣p
=

∣∣∣∣∫ 1
0 ∇u(t(x + h) + (1 − t)x) · h dt

∣∣∣∣p
≤

(∫ 1
0 |∇u(t(x + h) + (1 − t)x) · h| dt

)p

≤ |h|p
∫ 1

0 |∇u(t(x + h) + (1 − t)x)|p dt.

Integrando en la anterior desigualdad respecto de la variable x y cambiando variables llegamos
a ∫

Rn
|u(x + h) − u(x)|p dx ≤ |h|p

∫
Rn
|∇u|p dx,

luego elevando a la 1/p en esto último obtenemos

∥τhu − u∥Lp(Rn) ≤ |h|∥∇u∥Lp(Rn), (2.10)

para toda u ∈ C∞c (Rn).

Sea ahora L ⊂ W1,p(U) acotado, supongamos por simplicidad que ∥u∥W1,p(U) ≤ 1,∀u ∈
L. Debemos comprobar las condiciones del Teorema 2.10, en efecto si L̃ = {Eu : u ∈ L} ⊂
W1,p(Rn) denotan las extensiones de los elementos en L entonces por el Teorema 2.28 se tiene
que

∥Eu∥Lp(Rn) ≤∥Eu∥W1,p(Rn)

≤C∥u∥W1,p(U)

≤C,

para toda Eu ∈ L̃, es decir L̃ resulta ser un subconjunto acotado en Lp(Rn). También se cumple
(2.10) para los elementos en L̃ (densidad de C∞c en Lp), entonces por el Teorema 2.10 se tiene
que L̃|U es precompacto en Lp(U), pero L̃|U = L. Queda demostrado entonces el teorema. □
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El anterior teorema puede ser aún mas general. En efecto el siguiente corolario muestra que
se puede tener mas compacidad aún.

Corolario 2.37. Sea U ⊂ Rn con las mismas hipótesis que en el Teorema 2.36. Entonces
W1,p(U) ⊂⊂ Lq(U) con 1 ≤ q < p⋆, donde p⋆ = np

n−p es el exponente crı́tico, si 1 ≤ p < n
y p⋆ = ∞ si n ≤ p < ∞.

Demostración. Asumamos primero que 1 ≤ p < n. Supongamos que p ≤ q < p⋆ y {um}∞m=1 ⊂
W1,p(U) con ∥um∥W1,p(U) ≤ C,∀m. Usando ahora el Teorema 2.36 existe una subsucesión, que
aún seguimos llamando {um}∞m=1 y una función u ∈ Lp(U) tal que um → u en Lp(U).

Ahora por el Teorema 2.5 existe α ∈ (0, 1) tal que

∥um − u∥Lq(U) ≤ ∥um − u∥αLp(U)∥um − u∥1−α
Lp⋆ (U)

. (2.11)∫
U
|u|p⋆ dx ≤ lı́m inf

m→∞

∫
U
|um|p

⋆

dx ≤ C∥um∥pW1,p(U)
≤ C,

por lo tanto u ∈ Lp⋆(U). Se desprende de esto que

∥um − u∥1−α
Lp⋆ (U)

≤ C
(
∥um∥1−αW1,p(U) + ∥u∥

1−α
Lp⋆ (U)

)
≤ C

(
C + ∥u∥1−α

Lp⋆ (U)

)
,

entonces
∥um − u∥1−α

Lp⋆ (U)
≤ C, para todo m.

Usando esta última desigualdad y que ∥um − u∥Lp(U) → 0 en (2.11), concluimos que um → u en
Lq(U). Hemos probado ası́ que W1,p(U) ⊂⊂ Lq(U) para p ≤ q < p⋆.

Finalmente sea 1 ≤ q < p y {um}∞m=1 ⊂ W1,p(U) con ∥um∥W1,p(U) ≤ C,∀m. Usando nueva-
mente que W1,p(U) ⊂⊂ Lp(U), existe una subsucesión que aún seguimos llamando {um}∞m=1 y
una función u ∈ Lp(U) tal que um → u en Lp(U). Por la desigualdad de Hölder tenemos que

∥um − u∥Lq(U) ≤ |U |
(p−q)

qp ∥um − u∥qLp(U).

Esta última desigualdad permite concluir que W1,p(U) ⊂⊂ Lq(U) para 1 ≤ q < p.

Hemos probado entonces que W1,p(U) ⊂⊂ Lq(U) para 1 ≤ q < p⋆.

Supongamos ahora que p ≥ n, y 1 ≤ q < ∞, entonces existe ε > 0 tal que q < n(n − ε)/ε.
Definamos ahora pε = n − ε, claramente pε < p, por lo tanto se tiene que W1,p(Ω) ⊂ W1,pε(Ω)
(ya que |Ω| < ∞).

Sea {um}m ⊂ W1,p(Ω) uniformeme acotada en m, entonces {um}m ⊂ W1,pε(Ω), ya que pε < n
se cumple, por la primera parte de la demostración que la sucesión {um}m es precompacta en
Lq(Ω) para 1 ≤ q < p⋆ε , pero como

p⋆ε =
n(n − ε)

ε
→ +∞ si ε→ 0,

se tiene entonces que W1,p(Ω) ⊂⊂ Lq(Ω) para 1 ≤ q < ∞.

Queda finalizada la demostración. □
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2.3.5. Teoremas de trazas clásicos

Asumiendo U ⊂ Rn acotado y de clase C1, en esta sección mostramos que W1,p(U) ↪→
Lq(∂U) para 1 ≤ q ≤ p⋆ donde p⋆ = (n−1)p/(n− p) es el exponente crı́tico de trazas y que esta
inmersión es compacta para el rango 1 ≤ q < p⋆.

Para probar el principal teorema de trazas de esta sección necesitamos la siguiente versión
de la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, que demostramos usando las ideas de la
demostración del Teorema 2.30.

Teorema 2.38. Si 1 ≤ p < n, entonces existe una constante C dependiente solo de p y n tal que

∥u∥Lp⋆ (Rn−1) ≤ C∥∇u∥Lp(Rn
+) ∀u ∈ C1

c (Rn)

donde p⋆ = (n − 1)p/(n − p).

Observación 2.39. Observemos que p⋆ ≥ p y la igualdad sólo vale si p = 1.

Demostración. Sea u ∈ C1
c (Rn) arbitraria, considerando x′ = (x1, . . . , xn−1) entonces

u(x′, 0) = −
∫ ∞

0

∂u
∂xn

(x′, t) dt

por lo tanto

|u(x′, 0)| ≤
∫ ∞

0
|∇u(x′, t)| dt

tomando entonces integral respecto de x′ a ambos lados en la última desigualdad queda∫
Rn−1
|u(x′, 0)| dx′ ≤

∫
Rn
+

|∇u(x)| dx. (2.12)

Aplicando ahora la desigualdad (2.12) a la función |u|γ (donde el parámetro γ sera ajustado
adecuadamente después) y la desigualdad de Hölder tenemos que∫

Rn−1
|u|γ dx′ ≤

∫
Rn
+

γ|u|γ−1|∇u| dx ≤ γ
(∫
Rn
+

|∇u|p dx
)1/p (∫

Rn
+

|u|(γ−1)p′ dx
)1/p′

ahora ajustamos el parámetro γ de modo que (γ − 1)p′ = p⋆ y ası́ resulta γ = p⋆ quedando
entonces ∫

Rn−1
|u|p⋆ dx′ ≤ p⋆

(∫
Rn
+

|∇u|p dx
)1/p (∫

Rn
+

|u|p⋆ dx
)1/p′

. (2.13)

Aplicando ahora el Teorema 2.30 a (
∫
Rn
+
|u|p⋆ dx)1/p′ nos queda

(∫
Rn
+

|u|p⋆ dx
)1/p′

=

(∫
Rn
+

|u|p⋆ dx
) p⋆

p⋆ p′

≤
(∫
Rn
+

|∇u|p dx
) p⋆

pp′

(2.14)
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poniendo ahora (2.14) en (2.13) se llega a∫
Rn−1
|u|p⋆ dx′ ≤ p⋆

(∫
Rn
+

|∇u|p dx
) 1

p (1+ p⋆

pp′ )

.

Como 1 + p⋆

pp′ = 1 + np
n−p

p−1
p =

(n−1)p
n−p = p⋆ la última desigualdad se convierte en∫
Rn−1
|u|p⋆ dx′ ≤ p⋆

(∫
Rn
+

|∇u|p dx
) p⋆

p

(2.15)

por último elevando a la 1/p⋆ a ambos lados de (2.15) llegamos a

∥u∥Lp⋆ (Rn−1) ≤
np

n − p
∥∇u∥Lp(Rn

+).

Queda entonces demostrado el teorema. □

Con la ayuda del Teorema 2.38 podemos demostrar el siguiente teorema que nos permitirá
probar el principal resultado de esta sección.

Teorema 2.40. Sea 1 ≤ p < ∞ asumiendo U ⊆ Rn conjunto acotado y ∂U de clase C1 entonces
existe un operador lineal acotado

T : W1,p(U)→ Lp⋆(∂U)

donde p⋆ = (n − 1)p/(n − p) tal que

1. Tu = u|∂U si u ∈ W1,p(U) ∩C(Ū).

2. ∥Tu∥Lp⋆ (∂U) ≤ C∥u∥W1,p(U) para cada u ∈ W1,p(U), con la constante C dependiente solo
de p y de U.

Demostración. Se supone primero u ∈ C1(Ū). Sea x0 ∈ ∂U, suponemos también que cerca de
x0 la frontera ∂U es plana, podemos entonces asumir que existe una bola B con centro en x0
de modo que los conjuntos B+ = B ∩ {xn ≥ 0} y B− = B ∩ {xn ≤ 0} cumplen que B+ ⊂ Ū y
B− ⊂ Rn \U, se define la bola B̂ = {x ∈ Rn : |x− x0| ≤ r/2}, considerando una función ζ ∈ C∞c (B)
con ζ ≥ 0 en B y ζ = 1 en B̂ usando el Teorema 2.38 aplicado a la función ζu y la suavidad de ζ
tenemos que ∫

Γ

|u|p⋆ dx′ ≤
∫
Rn−1
|ζu|p⋆ dx

′ ≤ C
(∫
Rn
+

|∇(ζu)|p dx
) p⋆

p

= C
(∫
Rn
+

|(∇ζ)u + (∇u)ζ)|p dx
) p⋆

p

= C
(∫

B+
|(∇ζ)u + (∇u)ζ)|p dx

) p⋆
p

≤ C
(∫

B+
|u|p + |∇u|p dx

) p⋆
p

(2.16)
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donde Γ es la porción de ∂U contenida dentro de B̂ y x′ = (x1, . . . , xn−1) ∈ Rn−1 = {xn = 0}.
Si cerca del punto x0 la frontera no es plana hacemos el alisamiento cercano al punto x0 de

la siguiente forma: por ser ∂U de clase C1 existe un difeomorfismo γ : Rn−1 → R y un número
r > 0 de modo que V = U ∩ B(x0, r) = {x ∈ B(x0, r) : xn > γ(x′)} a partir de esto definimos los
siguientes mapeos yi = xi := Φi(x) i = 1, . . . , n − 1

yn = xn − γ(x′) := Φn(x)
(2.17)

y xi = yi := Ψi(x) i = 1, . . . , n − 1
xn = yn + γ(y′) := Ψn(y)

(2.18)

de esta forma y = Φ(x) y x = Ψ(y) = Φ−1(y), poniendo ahora el cambio x = Φ(y) (det(DΦ) =
det(DΨ) = 1) y usando (2.16) se llega a∫

Γ

|u|p⋆ dx′ =
∫
Φ(Γ)
|u ◦ Ψ|p⋆ dy′ ≤ C

(∫
Φ(V)
|u ◦ Ψ|p + |∇(u ◦ Ψ)|p dy

) p⋆
p

= C
(∫

V
|u|p + |∇u|p dx

) p⋆
p

≤ C
(∫

U
|u|p + |∇u|p dx

) p⋆
p

.

Usando ahora que el borde ∂U es compacto existen finitos puntos xi
0 ∈ ∂U y conjuntos

abiertos asociados Γi ⊂ ∂U (i = 1, . . . , n) tal que ∂U =
∪n

i=1 Γi, se llega a

∥u∥Lp⋆ (∂U) ≤ C∥u∥W1,p(U). (2.19)

Luego, definiendo ahora Tu := u|∂U y usando (2.19) se obtiene

∥Tu∥Lp⋆ (∂U) ≤ C∥u∥W1,p(U) (2.20)

donde la constante no tiene dependencia de la función u.

Hasta ahora hemos considerado u ∈ C1(Ū), supongamos ahora que u ∈ W1,p(U), por la
regularidad asumida sobre el dominio existe una sucesión {um}m∈N de clase C∞(Ū) de modo que
∥um − u∥W1,p(U) → 0 si m → ∞, esto último junto con (2.20) dicen que la sucesión {Tum}m∈N es
de Cauchy en Lp(∂U) definimos entonces

Tu := lı́m
m→∞

Tum

donde el lı́mite esta tomado en Lp⋆(∂U), como además por (2.20) se tiene

∥Tum − Tul∥Lp⋆ (∂U) ≤ C∥um − ul∥W1,p(U) (2.21)

el operador Tu esta bien definido. Si u ∈ W1,p(U) ∩ C(Ū) por la construcción de las um hecha
en el Teorema 2.27 las um convergen uniformemente a la función u sobre Ū por lo tanto Tu =
u|∂U . □
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Con todo lo anterior estamos en condiciones de enunciar el principal resultado de esta sec-
ción referido a la compacidad de trazas. Si bien creemos que este resultado no es original, aquı́
lo demostramos. Este tipo de teoremas esta implı́cito en las distintas versiones de teoremas de
compacidad de trazas existentes (ver [1, 2, 18]).

Teorema 2.41 (Inmersión compacta de trazas). Sea U ⊆ Rn acotado y de clase C1(U) entonces
W1,p(U) ↪→ Lq(∂U) para todo q con 1 ≤ q ≤ p⋆ =

(n−1)p
n−p , más aún si q < p⋆ la inmersión es

compacta.

Demostración. Dada u ∈ W1,p(U), aplicando la desigualdad Hölder y teniendo en cuenta que el
dominio U es acotado se tiene para 1 ≤ q < p⋆ que

∥u∥Lq(∂U) ≤ |∂U |
p⋆

q(p⋆−q) ∥u∥Lp⋆ (∂U) ≤ C∥u∥W1,p(U). (2.22)

Esto último prueba la inmersión W1,p(U) ↪→ Lq(∂U) para 1 ≤ q ≤ p⋆.

Vamos a probar ahora la compacidad de la inmersión cuando q < p⋆. Vamos a dividir la
prueba en dos partes, primero demostraremos que W1,p(U) ⊂⊂ L1(∂U) y luego usaremos el
Teorema 2.5 para probar que W1,p(U) ⊂⊂ Lq(∂U) para 1 ≤ q < p⋆. Supongamos ahora que
{um}m ∈ W1,p(U) es una sucesión que cumple

∥um∥W1,p(U) ≤ M, ∀m. (2.23)

Sea εl > 0 tal que εl → 0 cuando l→ ∞ y consideremos las funciones uεl
m como las obtenidas

por el método de regularización del Teorema 1 sección 5.3 en [18] a Eum donde E es el operador
de extensión. Luego, por (2.22), se tiene

∥uεl
m − um∥L1(∂U) ≤ C∥uεl

m − um∥W1,p(U). (2.24)

Vamos a probar ahora las hipótesis del teorema de Arzela-Ascoli para la sucesión {uεl
m}m∈N,

|uεl
m(x)| =

∣∣∣∣∣∫
Rn
ηεl(x − y)Eum(y) dy

∣∣∣∣∣ ≤ ∥ηεl∥L∞(Rn)∥Eum∥L1(Rn)

≤ ∥ηεl∥L∞(Rn)∥um∥W1,p(U) ≤ M∥ηεl∥L∞(Rn),

donde hemos usado que Eum tiene soporte compacto, el Teorema de inmersión de Sobolev y el
Teorema de extensión. Ası́

|uεl
m(x)| ≤ M∥ηεl∥L∞(Rn). (2.25)

Por (2.23) la constante M no depende de m y ası́ el lado derecho en (2.25) es una constante que
no depende de m.

Por otro lado, de manera análoga, se obtiene

|Dxuεl
m(x)| =

∣∣∣∣∣∣∣
∫

Bεl (x)
Dxηεl(x − y)Eum(y) dy|

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∫

Bεl (x)
|Dxηεl(x − y)||Eum(y) |dy

≤ C∥Dηεl∥L∞(Rn)∥um∥W1,p(U) ≤ CM∥Dηεl∥L∞(Rn)
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y en consecuencia
|Dxuεl

m(x)| ≤ CM∥Dηεl∥L∞(Rn) (2.26)

La desigualdad (2.26) dice que la sucesión {uεl
m}m es equicontinua. Por (2.25) y (2.26) vale en-

tonces el Teorema de Arzela-Ascoli, existe por lo tanto una subsucesión {uεl
mk }k ⊆ {u

εl
m}m tal

que |uεl
mk (x) − uεl

m j(x)| → 0 si j, k → ∞ sobre compactos en Rn, en particular sobre ∂U que es
compacta, esto junto con el hecho de que {uεl

mk }k son C∞c (Rn) implica entonces

∥uεl
mk − uεl

m j∥L1(∂U) → 0 si j, k → ∞. (2.27)

Usando ahora (2.24) con m = l = mk después con m = l = m j junto con (2.27) y la desigualdad
triangular se llega a

∥umk − um j∥L1(∂U) → 0 si j, k → ∞.

Se ha encontrado entonces una subsucesión de Cauchy en L1(∂U), y como este espacio es com-
pleto es convergente, todo esto prueba que W1,p(U) ⊂⊂ L1(∂U).

Supongamos ahora que 1 ≤ q < p⋆ = (n−1)p
n−p , si ∥um∥W1,p(U) ≤ M ∀m por lo anterior podemos

encontrar una subsucesión {umk }k de Cauchy en L1(∂U) y por el Teorema 2.5 con p = 1, r = q y
q = p⋆ se tiene que

∥umk − um j∥Lq(∂U) ≤ ∥umk − um j∥αL1(∂U)∥umk − um j∥1−αLp⋆ (∂U)

donde α = (p⋆ − q)/q(p⋆ − 1) y 1− α = p⋆(q− 1)/q(p⋆ − 1) (al estar considerando q < p⋆ sera
α > 0), como ∥umk−um j∥αL1(∂U)

→ 0 si j, k → ∞ y ∥umk−um j∥1−αLp⋆ (∂U)
≤ C∥umk−um j∥1−αW1,p(U)

≤ CM,
donde las constantes no dependen de j, k, tenemos entonces que

∥umk − um j∥Lq(∂U) ≤ CM∥umk − um j∥αL1(∂U)

al ser α > 0 llegamos a que {umk }k es de Cauchy en Lq(∂U) con 1 ≤ q < p⋆ y al ser este completo
esta subsucesión es convergente. Se ha probado entonces que

W1,p(U) ⊂⊂ Lq(∂U),

para 1 ≤ q < p⋆. Esto concluye la demostración. □

2.4. Espacios de Sobolev negativos

En esta breve sección, daremos las definiciones de los espacios de Sobolev negativos que
son los espacios duales de los de Sobolev.

Definición 2.42. Dado k ∈ N y 1 < p < ∞ se define el espacio W−k,p′(U) como el dual
topológico de Wk,p

0 (U). Es decir

W−k,p′(U) := { f : Wk,p
0 (U)→ R lineales y continuas}.
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En estos espacios se define la norma

∥ f ∥−k,p′ := sup
u∈Wk,p

0 (U)
∥u∥k,p=1

⟨ f , u⟩,

donde ⟨ f , u⟩ := f (u) es la aplicación de dualidad.

Observación 2.43. Observemos que si f ∈ Lp′(U), entonces induce un elemento de W−k,p′(U)
de la forma

⟨ f , u⟩ :=
∫

U
f u dx.

en este sentido decimos que Lp′(U) ⊂ W−k,p′(U) y dicha inclusión resulta continua.

En el caso k = 1 los elementos de W−1,p′(U) se pueden caracterizar completamente. Ver [18,
Section 5.9.1]. De hecho se tiene

Teorema 2.44. Sea f ∈ W−1,p′(U). Entonces existen f 0, f 1, . . . , f n ∈ Lp′(U) tales que

⟨ f , u⟩ =
∫

U
f 0u dx +

n∑
i=1

∫
U

f i∂xiu dx.

2.5. Espacios de Sobolev fraccionarios

En la literatura los espacios fraccionarios del tipo Sobolev se llaman también espacios de
Aronszajn, Gagliardo o Slobodeckij en honor a estos matemáticos ya que los introdujeron casi
en forma simultánea.

Sea Ω ⊂ Rn un subconjunto abierto (posiblemente con ningún tipo de suavidad), 0 < s < 1
y 1 ≤ p < ∞. Definiremos los espacios de Sobolev fraccionarios W s,p(Ω) como

W s,p(Ω) :=

u ∈ Lp(Ω) :
|u(x) − u(y)|
|x − y|

n
p+s

∈ Lp(Ω × Ω)

 , (2.28)

endosado con la norma natural

∥u∥W s,p(Ω) :=
{∫
Ω

|u|p dx +
"
Ω×Ω

|u(x) − u(y)|p
|x − y|n+sp dx dy

} 1
p

. (2.29)

Observación 2.45. Cuando p = 2, se denota W s,2(Ω) = Hs(Ω) debido a su estructura hilbertiana.

Observación 2.46. Si s ≥ 1 y u ∈ W s,p(Ω) entonces se tiene que u es constante (ver proposición
2 en [7]).

Luego, para el caso s ≥ 1 se requiere otra definición.

Si s ≥ 1 es un entero, entonces W s,p(Ω) se define como el espacio de Sobolev clásico.
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Si s > 1 y s = σ+m, donde m es un entero y 0 < σ < 1, entonces el espacio (2.28) se define
como

W s,p(Ω) = {u ∈ Wm,p(Ω) : Dαu ∈ Wσ,p(Ω) con |α| = m},
el cual es un espacio de Banach con respecto a la norma

∥u∥W s,p(Ω) :=

∥u∥pWm,p(Ω) +
∑
|α|=m

∥Dαu∥pWσ,p(Ω)


1
p

.

En particular, en la norma (2.29), cuando 0 < s < 1, el término

[u]s,p,Ω =

{"
Ω×Ω

|u(x) − u(y)|p
|x − y|n+sp dx dy

} 1
p

(2.30)

recibe el nombre de seminorma de Gagliardo de la función u.

Observemos que este espacio (con s ∈ (0, 1)) es un espacio de Banach intermedio entre los
espacios W1,p(Ω) y Lp(Ω) respectivamente. A continuación presentamos la siguiente proposi-
ción (ver Proposiciones 2.1 y 2.2 en [17]) que muestra esta relación de inclusión.

Proposición 2.47. Sean 0 < t < s < 1 ≤ p < ∞. Si u : Rn → R es una función medible entonces

c∥u∥W t,p(Rn) ≤ ∥u∥W s,p(Rn) ≤ C∥u∥W1,p(Rn),

donde la constante C ≥ 1 depende de los parámetros n, s y p y la constante c ≤ 1 depende de
p, s, t. En particular se tiene que

W1,p(Rn) ⊂ W s,p(Rn) ⊂ W t,p(Rn) ⊂ Lp(Rn).

Demostración. Sea u ∈ W s,p(Rn).

Ahora usando el cambio de variables z = y − x y la desigualdad de Hölder tenemos que∫
Rn

∫
{|x−y|<1}

|u(x) − u(y)|p
|x − y|n+sp dx dy ≤

∫
Rn

∫
B1

|u(x) − u(x + z)|p
|z|n+sp dz dx

≤
∫
Rn

∫
B1

∫ 1

0

|∇u(x + tz)|p
|z|n−p(1−s) dt dz dx

≤
∫

B1

∫ 1

0

∥∇u∥pLp(Rn)

|z|n−p(1−s) dt dz

≤ ωn

p(1 − s)
∥∇u∥pLp(Rn).

(2.31)

Por otro lado tenemos que∫
Rn

∫
{|x−y|≥1}

|u(x)|p
|x − y|n+sp dx dy =

∫
Rn

∫
{|x−y|≥1}

|u(y)|p
|x − y|n+sp dx dy

≤
∫
Rn

(∫
{|z|≥1}

1
|z|n+sp dz

)
|u(x)|p dx

=
ωn

sp
∥u∥pLp(Rn).
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Usando ahora la desigualdad anterior se obtiene∫
Rn

∫
{|x−y|≥1}

|u(x) − u(y)|p
|x − y|n+sp dx dy ≤ 2p−1

∫
Rn

∫
{|x−y|≥1}

|u(x)|p + |u(y)|p
|x − y|n+sp dx dy

≤ 2pωn

sp
∥u∥pp.

(2.32)

Usando ahora (2.31) y (2.32) se cumple que"
Rn×Rn

|u(x) − u(y)|p
|x − y|n+sp dx dy ≤ C(n, s, p)∥u∥p1,p.

Usando lo anterior y la definición de la norma ∥u∥W s,p(Ω) concluimos la primera parte de la
demostración.

Por otro lado, teniendo en cuenta que 0 < t < s < 1, tenemos que∫
Rn

∫
{|x−y|<1}

|u(x) − u(y)|p
|x − y|n+tp dxdy ≤

∫
Rn

∫
{|x−y|<1}

|u(x) − u(y)|p
|x − y|n+sp dxdy. (2.33)

De esta forma usando (2.32) y (2.33) tenemos que"
Rn×Rn

|u(x) − u(y)|p
|x − y|n+tp dxdy ≤ 2pωn

tp
∥u∥pp +

"
Rn×Rn

|u(x) − u(y)|p
|x − y|n+sp dxdy

y ası́ llegamos a

∥u∥pt,p ≤C(n, t, p)∥u∥ps,p.

Queda demostrado el teorema. □

2.5.1. Extensión en los espacios W s,p

Es un hecho conocido que en el caso en que s es un número entero positivo y bajo ciertas
condiciones de regularidad asumidas sobre el dominio Ω ⊂ Rn, cualquier función u ∈ W s,p(Ω)
puede ser extendida a una función en el espacio W s,p(Rn). Recordemos que cuando s es un entero
positivo, el espacio W s,p(Ω) es el espacio de Soblev clásico. Estos resultados de extensión son
fundamentales ya que nos permiten demostrar los teoremas de inmersión que serán necesarios
en este trabajo.

Antes de presentar el teorema de extensión haremos la siguiente definición.

Definición 2.48 (Dominio de extensión). Sea Ω ⊂ Rn un dominio abierto. Si s y p son números
arbitrarios con 0 < s < 1 ≤ p < ∞, decimos que Ω es un dominio de extensión para W s,p si
existe una constante positiva C = C(n, p, s,Ω) tal que para toda función u ∈ W s,p(Ω) existe una
función ũ ∈ W s,p(Rn) tal que u(x) = ũ(x) para todo x ∈ Ω y ∥ũ∥W s,p(Rn) ≤ C∥u∥W s,p(Ω).

Enunciamos ahora sin demostración el principal resultado de esta sección, el cual nos dice
que todo dominio Lipschitz tiene la propiedad de extensión de dominio. El lector interesado en
los detalles de la demostración puede referirse a [17].
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Teorema 2.49. Sean s y p con 0 < s < 1 ≤ p < ∞. Supongamos que Ω ⊂ Rn es un dominio
acotado y con frontera Lipschitz. Entonces Ω es un dominio de extensión según la Definición
2.48.

Usando el Teorema 2.48 se puede extender fácilmente la Proposición 2.47 a dominios Ω ⊂
Rn que sean de extensión.

Teorema 2.50. Sea Ω ⊂ Rn un dominio con frontera Lipschitz. Sean 0 < t < s < 1 ≤ p < ∞.
Luego se tiene que

W1,p(Ω) ⊂ W s,p(Ω) ⊂ W t,p(Ω) ⊂ Lp(Ω),

con inclusiones continuas.

Demostración. La demostración es inmediata de extender una función u ∈ W s,p(Ω) a Rn y
aplicar la Proposición 2.47. □

Observación 2.51. La condición de que el dominio Ω sea Lipschitz no puede ser evitada, para
ver esto el lector puede ver el ejemplo 9.1 en [17].

Observación 2.52. Con la misma demostración, se puede ver que se tiene la inclusión W s,p(Ω) ⊂
W t,q(Ω) para q ≤ p y t < s, si Ω tiene medida finita. En general no es cierto que W s,p(Ω) ⊂
W s,q(Ω) si q < p. Ver [1] para más detalles y el caso en que Ω no tiene necesariamente medida
finita.

2.5.2. Desigualdades fraccionarias

Presentamos en esta sección algunas desigualdades del tipo Sobolev para los espacios frac-
cionarios W s,p(Ω) y que involucran la norma ∥ · ∥W s,p(Ω) definida anteriormente.

Definimos el exponente crı́tico de Sobolev fraccionario al número

p⋆s :=

 np
n−sp si sp < n

∞ si sp ≥ n.

Empezamos con el siguiente teorema de inmersión.

Teorema 2.53. Sea s ∈ (0, 1), p ∈ [1,+∞) tal que sp < n. Entonces existe una constante positiva
C = C(n, s, p) tal que para cada función medible u : Rn → R y compactamente soportada se
cumple que

∥u∥p
Lp⋆s (Rn)

≤ C
"
Rn×Rn

|u(x) − u(y)|p
|x − y|n+sp dx dy. (2.34)

Consecuentemente el espacio W s,p(Rn) esta continuamente embebido en el espacio Lq(Rn) para
q ∈ [p, p⋆s ].

Finalmente, si sp ≥ n tenemos que W s,p(Rn) está continuamente embebido en Lq(Rn) para
todo q ∈ [p,∞).
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Demostración. La siguiente demostración es extremadamente simple y elegante. La misma uti-
liza exclusivamente la desigualdad de Hölder. Esta prueba se puede encontrar en el libro [38].
En el mismo, el autor atribuye la demostración a H. Brezis.

Si bien esta demostración es muy elemental, la misma no da el comportamiento de óptimo
de la constante con respecto a s. Esta dependencia es de mucha utilidad en algunas aplicaciones
(cf. Capı́tulo 5). Se puede ver que la constante óptima en la desigualdad (2.34) es de la forma
C = s(1 − s)C(n, p), pero su demostración se basa en la estimación de la mejor constante en
una desigualdad de tipo Hardy. Ver [35]. En [4] se estudia también la constante C y se obtiene,
mediante técnicas de análisis de Fourier que C = (1 − s)C(n, p) para s ∼ 1.

Sea u ∈ W s,p(Rn). Dado que C∞c (Rn) es denso en W s,p(Rn) (ver [17]), podemos suponer,
sin pérdida de generalidad. que u ∈ C∞c (Rn). Tenemos que |u(x)| ≤ |u(x) − u(y)| + |u(y)| para
cualesquiera x, y ∈ Rn. Sea r > 0 a determinar, se cumple que

ωnrn|u(x)| =
∫

Br(x)
|u(x)| dy

≤
∫

Br(x)
|u(x) − u(y)| dy +

∫
Br(x)
|u(y)| dy

≤
∫

Br(x)

|u(x) − u(y)|
|x − y|

n
p+s
|x − y|

n
p+s dy +

∫
Br(x)
|u(y)| dy

≤r
n
p+s

(∫
Rn

|u(x) − u(y)|p
|x − y|n+sp dy

) 1
p

|Br(x)|
1
p′ + ∥u∥p⋆s |Br(x)|

1
(p⋆s )′

≤ω
1
p′
n r

n
p+s+ n

p′

(∫
Rn

|u(x) − u(y)|p
|x − y|n+sp dy

) 1
p

+ ω
1

(p⋆s )′
n r

n
(p⋆s )′ ∥u∥p⋆s ,

donde ωn representa la medida de la bola unitaria. Si en la anterior desigualdad dividimos por
ωnrn, y luego elevamos a la p⋆s obtenemos también la siguiente desigualdad

|u(x)|p⋆s ≤
ω 1

p′ −1
n rs

(∫
Rn

|u(x) − u(y)|p
|x − y|n+sp dy

) 1
p

+ ω
1

(p⋆s )′ −1

n r
n

(p⋆s )′ −n∥u∥p⋆s


p⋆s

. (2.35)

Definimos ahora lo siguiente

a =
(∫
Rn

|u(x) − u(y)|p
|x − y|n+sp

) 1
p

(2.36)

y
b = ∥u∥p⋆s . (2.37)

Teniendo en cuenta las anteriores definiciones, queremos que se cumpla que rsa = r
n( 1

p⋆s
−1)

b, ya
que si esto ocurre podemos acotar a |u(x)|p⋆s por la seminorma de Gagliardo. Haciendo cálculos
podemos ver que

(p⋆s )′ =
np

np − n + sp
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y
1
p⋆s
− 1 =

−(n − sp)
np

.

Teniendo en cuenta las expresiones de a y de b, junto con la ecuación rsa = rn(1/p⋆s −1)b, se puede
ver que

r =
(
b
a

) p
n

=
∥u∥

p
n
p⋆s(∫

Rn
|u(x)−u(y)|p
|x−y|n+sp dy

) 1
n

.

Teniendo en cuenta entonces la expresión encontrada para r y la desigualdad (2.35) llegamos a

|u(x)|p⋆s ≤
(
ω

1
p′ −1
n + ω

1
(p⋆s )′ −1

n

)p⋆s

rsp⋆s

(∫
Rn

|u(x) − u(y)|p
|x − y|n+sp dy

) p⋆s
p

≤
(
ω
− 1

p
n + ω

− 1
p⋆s

n

)p⋆s


∥u∥
p
n
p⋆s(∫

Rn
|u(x)−u(y)|p
|x−y|n+sp dy

) 1
n


sp⋆s (∫

Rn

|u(x) − u(y)|p
|x − y|n+sp dy

) p⋆s
p

=

(
ω
− 1

p
n + ω

− 1
p⋆s

n

)p⋆s

∥u∥
p
n sp⋆s
p⋆s

∫
Rn

|u(x) − u(y)|p
|x − y|n+sp dy.

Por último, integrando en la anterior desigualdad respecto de x y calculando los exponentes
llegamos a

∥u∥pp⋆s ≤ C(n, s, p)[u]p
s,p;Rn .

Ahora, es inmediato de la desigualdad de interpolación (2.5) que W s,p(Rn) ⊂ Lq(Rn) para q ∈
[p, p∗s] con inclusiones continuas.

Finalmente, si sp ≥ n y q ∈ (p,∞), entonces tomando t > 0 tal que

0 < t < n
(

1
p
− 1

q

)
,

tenemos que t < s, tp < n y p∗t > q. Luego W t,p(Rn) ⊂ Lq(Rn) con inclusión continua. Pero, de
la Proposición 2.47, W s,p(Rn) ⊂ W t,p(Rn) con inclusión continua. □

Usando el teorema de extensión, Teorema 2.49, se deduce fácilmente el siguiente corolario.

Corolario 2.54. Sea 0 < s < 1 ≤ p < ∞. Si Ω ⊂ Rn es un dominio que tiene la propiedad
de extensión para el espacio W s,p, entonces W s,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) con inclusión continua para
q ∈ [p, p⋆s ] si sp < n y para q ∈ [p,∞) si sp ≥ n.

Mas aún si el dominioΩ es de medida finita, entonces se cumple que la inmersión W s,p(Ω) ↪→
Lq(Ω) es continua para q ∈ [1, p⋆s ] y, si sp < n y para q ∈ [1,∞) si sp ≥ n.

Demostración. Sea u ∈ W s,p(Ω). Por el Teorema 2.49, existe ũ ∈ W s,p(Rn) tal que u = ũ c.t.p.
en Ω y ∥ũ∥s,p;Rn ≤ C∥u∥s,p;Ω. Pero, del Teorema 2.53, si q ∈ [p, p∗s] o q ∈ [p,∞) dependiendo si
sp < n o p ≥ n, tenemos que ∥ũ∥q;Rn ≤ C∥ũ∥s,p;Rn . Luego

∥u∥q;Ω ≤ ∥ũ∥q;Rn ≤ C∥ũ∥s,p;Rn ≤ C∥u∥s,p;Ω.
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Finalmente, si |Ω| < ∞, por Hölder se tiene que

∥u∥q;Ω ≤ |Ω|
p−q

p ∥u∥p;Ω,

de donde se deduce el resultado. □

Observación 2.55. La conclusión del corolario anterior, no es válida en general para un conjunto
Ω ⊂ Rn arbitrario, ya que no siempre es posible extender una función u en el espacio W s,p(Ω) a
una en el espacio W s,p(Rn) sin asumir la regularidad adecuada para el dominio Ω.

2.5.3. Inmersiones fraccionarias compactas

En esta sección presentaremos algunos resultados de compacidad relacionados con los espa-
cios W s,p(Ω), donde Ω ⊂ Rn es un dominio acotado. Estos resultados de compacidad jugarán un
rol fundamental mas adelante en este trabajo para probar existencia de extremales cuando traba-
jemos con las constantes óptimas asociadas a las desigualdades de Poincaré antes presentadas.

Enunciamos ahora el siguiente resultado de compacidad para espacios fraccionarios análogo
al Teorema 2.36. Demostramos este resultado haciendo uso otra vez del Teorema 2.10.

Empecemos por un lema clave que da la continuidad en Lp de una función de W s,p.

Lema 2.56. Sean 0 < s < 1 ≤ p < ∞. Existe entonces una constante C > 0 que depende sólo
de n, s y p tal que

∥τhu − u∥p ≤ C|h|s [u]s,p,

para toda u ∈ W s,p(Rn), donde τhu(x) = u(x + h).

Demostración. Observemos primero que

|h|nωn∥τhu − u∥pp =
∫
RN

∫
B|h|(x)

|u(x + h) − u(x)|p dy dx. (2.38)

Luego obtenemos∫
Rn

∫
B|h|(x)
|u(x + h) − u(x)|p dy dx ≤

2p−1
∫
Rn

∫
B|h|(x)

|u(x + h) − u(y)|p
|x + h − y|n+sp |x + h − y|n+sp dy dx

+ 2p−1
∫
Rn

∫
B|h|(x)

|u(x) − u(y)|p
|x − y|n+sp |x − y|n+sp dy dx

=2p−1(I + II).

Los términos I y II se acotan de manera similar. Primero se observa que, si x ∈ Rn e y ∈
B|h|(x),

|x − y| ≤ |h| y |x + h − y| ≤ |x − y| + |h| ≤ 2|h|. (2.39)
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Luego, de (2.39),

I ≤ (2|h|)n+sp
∫
Rn

∫
B|h|(x)

|u(x + h) − u(y)|p
|x + h − y|n+sp dy dx ≤ (2|h|)n+sp [u]p

s,p. (2.40)

Análogamente,
II ≤ |h|n+sp [u]p

s,p. (2.41)

Finalmente, usando (2.38), (2.40) y (2.41) concluimos

∥τhu − u∥pp ≤
2p−1(2n+sp + 1)

ωn
|h|sp [u]p

s,p,

lo que concluye la demostración. □

Con la ayuda del Teorema 2.10 y del Lema 2.56 se obtiene fácilmente el siguiente resultado
de compacidad.

Teorema 2.57. Sean 0 < s < 1 ≤ p < ∞ y sea {uk}k∈N ⊂ W s,p(Rn) una sucesión acotada, i.e.
supk∈N ∥uk∥s,p < ∞. Existe entonces una función u ∈ W s,p(Rn) y una subsucesión {uk j} j∈N ⊂
{uk}k∈N tal que uk j → u en Lp

loc(Rn).

Demostración. Si llamamos M = supk∈N ∥uk∥s,p es claro entonces que

sup
k∈N
∥uk∥p ≤ M y sup

k∈N
[uk]s,p ≤ M.

Luego, {uk}k∈N es acotada en Lp(Rn) y, por el Lema 2.56,

sup
k∈N
∥τhuk − uk∥p ≤ CM|h|s.

Luego, la sucesión {uk}k∈N verifica las hipótesis del Teorema 2.10, con lo que tenemos que
existe u ∈ Lp(Rn) y una subsucesión {uk j} j∈N ⊂ {uk}k∈N tal que uk j → u en Lp

loc(Rn).

Sólo queda por verificar que u ∈ W s,p(Rn). Pero eso es una consecuencia del Lema de Fatou.
En efecto, pasando eventualmente a una subsucesión, podemos suponer que uk j → u en casi
todo punto de Rn. Luego

0 ≤
|uk j(x) − uk j(y)|p

|x − y|n+sp → |u(x) − u(y)|p
|x − y|n+sp para casi todo (x, y) ∈ Rn × Rn.

Entonces, por el Lema de Fatou

[u]p
s,p =

"
Rn×Rn

|u(x) − u(y)|p
|x − y|n+sp dxdy

≤ lı́m inf
j→∞

"
Rn×Rn

|uk j(x) − uk j(y)|p

|x − y|n+sp dxdy

≤ sup
k∈N

[uk]p
s,p < ∞,

como querı́amos ver. □
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La convergencia local en Lp(Rn) no puede mejorarse. De hecho es sencillo ver que en ge-
neral no es cierto que si {uk}k∈N ⊂ W s,p(Rn) es acotada, entonces {uk}k∈N tenga algún punto de
acumulación en Lp(Rn).

Ejemplo 2.58. Sea ρ ∈ C∞c (Rn), ρ ≥ 0, sop(ρ) = B1(0). Por ejemplo, se puede tomar ρ(x) como
el núcleo regularizante estándar,

ρ(x) =

e
− 1

1−|x|2 si |x| < 1
0 sino.

Entonces es fácil ver que ρ ∈ W s,p(Rn) para todo 0 < s < 1 ≤ p < ∞ y si llamamos uk(x) =
ρ(x + kv) con v ∈ Rn fijo, entonces {uk}k∈N ⊂ W s,p(Rn) es acotada y verifica

∥uk∥p = ∥ρ∥p para todo k ∈ N y uk → 0 en Lp
loc(Rn).

En consecuencia uk ̸→ 0 en Lp(Rn).

El motivo por el cual en el Ejemplo 2.58 no se obtiene compacidad de la sucesión en Lp(Rn)
es porque la masa de la sucesión se pierde en el infinito. En cambio si consideramos funciones
restringidas a un dominio acotado, este fenómeno deberı́a evitarse y ası́ conseguir la deseada
compacidad. Ese es el contenido del siguiente corolario.

Corolario 2.59 (Compacidad de W s,p(Ω) ⊂ Lp(Ω)). Sea Ω ⊂ Rn un abierto de extensión acota-
do y 0 < s < 1 ≤ p < ∞. Entonces, si {uk}k∈N ⊂ W s,p(Ω) es acotada, existe u ∈ W s,p(Ω) y una
subsucesión {uk j} j∈N ⊂ {uk}k∈N tal que uk j → u en Lp(Ω) cuando j→ ∞.

Demostración. Sea {uk}k∈N ⊂ W s,p(Ω) una sucesión acotada y ũk ∈ W s,p(Rn) las extensiones
asociadas. Luego, tenemos que existe C > 0 tal que ∥ũk∥s,p ≤ C∥uk∥s,p;Ω, para toda k ∈ N.
Tenemos entonces que

sup
k∈N
∥ũk∥s,p ≤ C sup

k∈N
∥uk∥s,p;Ω < ∞.

Podemos luego aplicar el Teorema 2.57 a la sucesión {ũk}k∈N ⊂ W s,p(Rn) y concluir que
existe ũ ∈ W s,p(Rn) y una subsucesión {ũk j} j∈N ⊂ {ũk}k∈N tal que ũk j → ũ en Lp

loc(Rn). Pero
entonces, como Ω es acotado, ũk j → ũ en Lp(Ω). Luego, llamando u = ũ|Ω se concluye lo
deseado. □

El Corolario 2.54 nos dice hasta donde podemos tener compacidad si asumimos cierta rela-
ción entre los exponentes n, s y p. El siguiente corolario nos muestra esto.

Corolario 2.60. Sea 0 < s < 1 ≤ p < ∞ y sea Ω ⊂ Rn un abierto acotado con frontera
Lipschitz. Entonces si sp < n, tenemos que W s,p(Ω) ⊂⊂ Lq(Ω) para q ∈ [1, p⋆s ) y si sp ≥ n, para
q ∈ [1,∞).

Demostración. Como se tiene siempre que W s,p(Ω) ⊂⊂ Lp(Ω) entonces se deduce fácilmente
de la desigualdad de Hölder que W s,p(Ω) ⊂⊂ Lq(Ω) para q ∈ [1, p].
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Supongamos ahora que sp < n, sea q ∈ [p, p⋆s ] y {um}∞m=1 ⊂ W s,p(Ω) acotada. Por el Corola-
rio 2.54 existe una subsucesión que aún seguimos llamando {um}∞m=1 y una función u ∈ W s,p(Ω)
tal que ∥um − u∥Lp(Ω) → 0 si m→ ∞.

La función u pertenece también al espacio Lp⋆s (Ω). Por lo tanto usando el Corolario 2.54 se
tiene que

∥um − u∥p⋆s ;Ω ≤∥um∥p⋆s ;Ω + ∥u∥p⋆s ;Ω

≤C([um]s,p + [u]s,p)

≤C,

donde esta constante no depende de m.

Usando ahora el Teorema 2.5 existe α ∈ (0, 1) tal que

∥um − u∥Lq(Ω) ≤ ∥um − u∥αLp(Ω)∥um − u∥1−α
Lp⋆s (Ω)

,

por lo tanto ∥um − u∥Lq(Ω) → 0.

Finalmente, si sp ≥ n y q ∈ [p,∞), sea r > q y por el Corolario 2.54 tenemos que W s,p(Ω) ⊂
Lr(Ω) con inclusión continua. Luego el resultado sigue de forma análoga al caso previo usando
la desigualdad de interpolación del Teorema 2.5 para p < q < r. □

2.5.4. Desigualdades del tipo Poincaré para espacios fraccionarios

Terminamos este capı́tulo presentando las desigualdades de Poincaré mencionadas anterior-
mente en la introducción para espacios de Sobolev fraccionarios y algunas propiedades asocia-
das.

Usaremos la notación

(u)Ω =
1
|Ω|

∫
Ω

u(y) dy = –
∫
–
Ω

u dy.

Tenemos entonces la siguiente desigualdad de tipo Poincaré.

Teorema 2.61. Sea Ω ⊂ RN un abierto acotado y 0 < s < 1 ≤ p < ∞. Existe entonces C1 > 0
que sólo depende de s, p, n, |Ω| y diam(Ω) tal que

∥u − (u)Ω∥p ≤ C1[u]s,p;Ω (2.42)

para toda u ∈ W s,p(Ω).

Demostración. Como [u]s,p;Ω = [u + k]s,p;Ω para toda constante k ∈ R, podemos suponer sin
pérdida de generalidad que (u)Ω = 0.

Luego tenemos

|Ω||u(x)| =
∣∣∣∣∣∫
Ω

(u(x) − u(y)) dy
∣∣∣∣∣ ≤ ∫

Ω

|u(x) − u(y)| dy,
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de donde, por la desigualdad de Hölder,

|u(x)|p ≤ –
∫
–
Ω

|u(x) − u(y)|p dy =
1
|Ω|

∫
Ω

|u(x) − u(y)|p dy.

Integrando esta desigualdad sobre Ω obtenemos∫
Ω

|u(x)|p dx ≤ 1
|Ω|

"
Ω×Ω
|u(x) − u(y)|p dxdy.

Finalmente, usando que |x − y| ≤ diam(Ω) si x, y ∈ Ω concluimos"
Ω×Ω
|u(x) − u(y)|p dxdy =

"
Ω×Ω

|u(x) − u(y)|p
|x − y|N+sp |x − y|n+sp dxdy

≤ diam(Ω)n+sp[u]p
s,p;Ω.

Luego basta tomar

C1 =

(
diam(Ω)n+sp

|Ω|

) 1
p

para concluir la demostración. □

Notemos por Lp
0 (Ω) al conjunto de funciones con promedio 0, i.e.

Lp
0 (Ω) := { f ∈ Lp(Ω) : ( f )Ω = 0},

y definimos
W̊ s,p(Ω) = W s,p(Ω) ∩ Lp

0 (Ω).

El Teorema 2.61 implica entonces que si nos restringimos a W̊ s,p(Ω), entonces [ · ]s,p,Ω define
una norma equivalente a ∥ · ∥W s,p(Ω). Es decir

Corolario 2.62. Sean Ω ⊂ Rn abierto acotado y 0 < s < 1 ≤ p < ∞. Entonces

[u]s,p;Ω ≤ ∥u∥W s,p(Ω) ≤ (1 +Cp
1 )

1
p [u]s,p;Ω,

para toda u ∈ W̊ s,p(Ω), donde C1 es la constante del Teorema 2.61.

En consecuencia (W̊ s,p(Ω), [ · ]s,p;Ω) resulta ser un espacio de Banach separable y, si p > 1,
reflexivo.

Demostración. Es inmediata del Teorema 2.61 y de la definición de ∥ · ∥W s,p(Ω). □

La anterior desigualdad del tipo Poincaré no es la única de este tipo asociada a los espacios
fraccionarios W s,p(Ω), en realidad la que resultará útil mas adelante en este trabajo es otra ver-
sión en donde la medida del conjunto de puntos en donde se anulan las funciones debe tener
medida positiva. Terminamos este capı́tulo con esta versión de la desigualdad de Poincaré cuya
demostración es básica.
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Teorema 2.63. Sea Ω ⊂ Rn abierto y acotado y 0 < α < |Ω|. Entonces existe una constante
C que depende sólo de n, p, s, α y diam(Ω) tal que para para toda función u ∈ W s,p(Ω) con
|{u = 0} ∩Ω| ≥ α se cumple que(∫

Ω

|u|p dx
) 1

p

≤ C
("

Ω×Ω

|u(x) − u(y)|p
|x − y|n+sp dx dy

) 1
p

(2.43)

Demostración. Sea A = {u = 0} ∩Ω. Entonces∫
Ω

∫
Ω

|u(x) − u(y)|p
|x − y|n+sp dx dy ≥

∫
Ω

|u(x)|p
{∫

A

1
|x − y|n+sp dy

}
dx. (2.44)

La idea es ahora encontrar una cota inferior para∫
A

1
|x − y|n+sp dy.

Como |x − y| ≤ diam(Ω) para x, y ∈ Ω tenemos que∫
A

1
|x − y|n+sp dy ≥ diam(Ω)−(n+sp)|A|,

por lo tanto usando la anterior desigualdad en (2.44) tenemos que∫
Ω

∫
Ω

|u(x) − u(y)|p
|x − y|n+sp dx dy ≥ diam(Ω)−(n+sp)|A|

∫
Ω

|u(x)|p dx.

Queda entonces demostrada la desigualdad (2.43). □



Capı́tulo 3

Problemas asociados a los operadores
∆p y (−∆p,Ω)s

En este capı́tulo introduciremos los operadores con los que trabajaremos en el Capı́tulo 5.
En la primera mitad de este capı́tulo empezamos describiendo el operador p−laplaciano ∆p

y el espacio sobre el cual trabajaremos. Luego presentamos algunos problemas de autovalores
asociados a este operador mostrando la existencia de primer autovalor y de extremales. Para
finalizar esta primera parte del capı́tulo presentamos el problema de diseño óptimo asociado a
∆p que analizaremos detalladamente después en el Capı́tulo 4. Mostramos para este problema la
existencia de ventanas óptimas asociada al primer autovalor de Steklov no lineal.

Finalizamos la primera mitad del capı́tulo haciendo una generalización del problema de
Steklov presentado previamente, esta generalización será sobre la cual trabajaremos luego en el
Capı́tulo 5.

En la segunda parte del capı́tulo introducimos el operador no local (−∆p,Ω)s indicando la cla-
se de funciones sobre la cual consideraremos que actúa y el espacio sobre el cual trabajaremos.
También presentaremos los llamados problema del obstáculo fuerte y el problema del obstáculo
débil respectivamente que involucran al operador (−∆p,Ω)s, estos serán también los problemas
sobre los cuales trabajaremos en el Capı́tulo 5. Mostraremos existencia de configuración óptima
para cada uno de los problemas mencionados.

3.1. El laplaciano no lineal ∆p

Cuando estudiamos la extensión del problema de Laplace, que surge de forma natural en
cálculo de variaciones cuando la integral ∫

Ω

|∇u|2 dx

es reemplazada por ∫
Ω

|∇u|p dx para 1 < p < ∞,

35
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reemplazamos también el espacio H1(Ω) por el espacio W1,p(Ω). En el caso de la primera inte-
gral el operador asociado es el laplaciano ∆, cuando estudiamos la segunda integral para funcio-
nes en W1,p(Ω) el operador asociado ahora es el p−laplaciano no lineal ∆p definido como

∆pu(x) := div(|∇u|p−2∇u) =
n∑

i=1

(|∇u(x)|p−2uxi(x))xi , (3.1)

para 1 < p < ∞. Observamos que en el caso p = 2 se tiene que ∆p = ∆.

La condición de que 1 < p < ∞ es fundamental para nosotros, ya que para este caso el
espacio W1,p(Ω) sobre el que trabajaremos resulta ser un espacio de Banach reflexivo y esto hace
posible que funcionen los teoremas de convergencia de mı́nimos que usaremos en los próximos
capı́tulos.

Resultan ser útiles en muchas aplicaciones los casos p = 1 y p = ∞, pero estos no serán
tratados en esta tesis.

En esta sección nos concentramos en el estudio de ciertos problemas de autovalores aso-
ciados al laplaciano no lineal ∆p. Dado que el operador ∆p es no lineal, no son problemas de
autovalores en el sentido estricto del término (por ejemplo, las autofunciones no forman un es-
pacio lineal). Sin embargo, la homogeneidad del operador (∆p(tu) = tp−1∆pu, t > 0) si permiten
mostrar que las autofunciones forman un cono y dicho concepto es suficiente para extender
muchas de las propiedades de los autovalores para problemas lineales.

A modo de repaso, recordemos algunas cuestiones de los autovalores de Dirichlet asociados
al laplaciano ∆.

Los autovalores de Dirichlet de ∆ en un dominio acotado Ω son aquellos números reales µ
tales que la ecuación −∆u = µu en Ω

u = 0 en ∂Ω

admite una solución u ∈ H1
0(Ω) no trivial. Es bien sabido, ver por ejemplo [18], que el conjunto

de autovalores forma una sucesión {µk}k∈N que cumple

0 < µ1 < µ2 ≤ µ3 ≤ · · · ≤ µk → ∞

donde el primero µ1 es simple (es decir, el conjunto de autofunciones es un espacio lineal de
dimensión uno) y los demás autovalores tienen multiplicidad finita (en la sucesión están contados
con multiplicidad).

Estos autovalores tienen la siguiente caracterización variacional

µk = mı́n
S⊂Sk

máx
v∈S

∫
Ω
|∇v|2 dx∫
Ω

v2 dx
,

donde Sk := {S ⊂ H1
0(Ω) : S es subespacio, dim S ≥ k}.

En particular, el primer autovalor µ1 posee la siguiente caracterización:

µ1 = mı́n
0,v∈H1

0 (Ω)

∫
Ω
|∇v|2 dx∫
Ω

v2 dx
.
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No es difı́cil ver que el mı́nimo se realiza exactamente en las autofunciones asociadas a µ1 y
que dichas autofunciones son de signo constante. En este sentido se dice que µ1 es un autovalor
principal.

Vamos ahora a estudiar la correspondiente extensión de este primer autovalor para el opera-
dor ∆p.

3.1.1. El problema de Dirichlet para ∆p

Empezamos mostrando la existencia de solución débil (y que se entiende por esta), dando
a su vez una caracterización de una solución para el problema de Dirichlet con fuente en la
ecuación principal.

Teorema 3.1. Sea p ∈ (1,∞). Sea Ω un conjunto abierto y acotado de Rn y sea f ∈ W−1,p′(Ω)
dada, donde 1/p + 1/p′ = 1 y W−1,p′(Ω) nota el dual topológico de W1,p

0 (Ω).

1. Existe entonces una única solución u ∈ W1,p
0 (Ω) del siguiente problema de minimización:

mı́n
{

1
p

∫
Ω

|∇v|p dx − ⟨ f , v⟩ : v ∈ W1,p
0 (Ω)

}
.

2. Equivalentemente, u ∈ W1,p
0 (Ω) es solución débil del problema−∆pu = f en Ω

u = 0 en ∂Ω.
(3.2)

Es decir, u ∈ W1,p
0 (Ω) y verifica∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇v dx = ⟨ f , v⟩

para toda v ∈ W1,p
0 (Ω).

Demostración. Veamos primero la equivalencia entre 1 y 2.

Sea I : W1,p
0 (Ω)→ R definido por

I(v) =
1
p

∫
Ω

|∇v|p dx − ⟨ f , v⟩.

Supongamos que u ∈ W1,p
0 (Ω) es un mı́nimo de I. Veamos que es solución débil de (3.2). En

efecto, si v ∈ W1,p
0 (Ω) y t ∈ R, entonces se tiene que φ(t) := I(u+ tv) alcanza su mı́nimo en t = 0

y por ende φ′(0) = 0. Pero

φ′(t) =
∫
Ω

|∇u + t∇v|p−2(∇u + t∇v) · ∇v dx − ⟨ f , v⟩,
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de donde
0 = φ′(0) =

∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇v dx − ⟨ f , v⟩.

Recı́procamente, si u es solución débil de (3.2) y v ∈ W1,p
0 (Ω) es arbitraria, usamos w = u−v

como función test en la formulación débil y obtenemos∫
Ω

|∇u|p−2∇u · (∇u − ∇v) dx = ⟨ f , u − v⟩

de donde se obtiene ∫
Ω

|∇u|p dx − ⟨ f , u⟩ =
∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇v dx − ⟨ f , v⟩.

Usando la desigualdad de Young (ver [18]) ab ≤ ap

p +
bp′

p′ con 1
p +

1
p′ = 1, la primera integral del

lado derecho se acota por
1
p

∫
Ω

|∇v|p dx +
1
p′

∫
Ω

|∇u|p dx.

De ahı́ es inmediato concluir que

I(u) =
1
p

∫
Ω

|∇u|p dx −
∫
Ω

f u dx ≤ 1
p

∫
Ω

|∇v|p dx − ⟨ f , v⟩ = I(v).

Falta entonces demostrar 1. Observemos que I es acotado inferiormente. Para eso usaremos
la llamada desigualdad de Young con épsilon, es decir, usamos la desigualdad de Young de la
siguiente manera:

ab = (δa)( b
δ ) ≤ δpap

p
+

bp′

p′δp′ .

Luego, si dado ε > 0 elegimos δ > 0 tal que δp

p = ε (i.e. δ = (pε)
1
p ), se obtiene

ab ≤ εap +Cεbp′ , (3.3)

con Cε =
p−1

p
p+1

p ε
1
p

.

Usando ahora la desigualdad (3.3) y el Teorema 2.35 (desigualdad de Poincaré clásica), se
obtiene

⟨ f , v⟩ ≤ ∥v∥1,p∥ f ∥−1,p′ ≤ (C + 1)ε
∫
Ω

|∇v|p dx +Cε∥ f ∥p
′

−1,p′ ,

donde C es la constante asociada a la desigualdad de Poincaré. Luego si se fija ε = 1
2p(C+1) , se

obtiene que

I(v) =
1
p

∫
Ω

|∇v|p dx − ⟨ f , v⟩

≥ 1
2p

∫
Ω

|∇v|p dx −Cε∥ f ∥p
′

−1,p′

≥ −Cε∥ f ∥p
′

−1,p′ .
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Ahora la demostración es una aplicación inmediata del método directo del cálculo de varia-
ciones. Sea {um}m∈N ⊂ W1,p

0 (Ω) una sucesión minimizante, i.e.

I(um)→ ı́nf
W1,p

0 (Ω)
I

Observemos que lo visto anteriormente nos da la siguiente desigualdad de coercividad

I(v) ≥ 1
2p
∥v∥p

W1,p
0 (Ω)

−C∥ f ∥p
′

−1,p′ .

De esta desigualdad se desprende que la sucesión {um}m∈N es acotada en W1,p
0 (Ω) y luego, por

el Teorema de Banach-Alaoglu, existe una subsucesión (que seguimos notando {um}m∈N) débil
convergente.

Sea u ∈ W1,p
0 (Ω) el lı́mite débil, es decir, um ⇀ u. Entonces, por definición de convergencia

débil,
⟨ f , um⟩ → ⟨ f , u⟩.

Por otro lado, como la norma es débil semicontinua inferiormente, se tiene que∫
Ω

|∇u|p dx ≤ lı́m inf
m→∞

∫
Ω

|∇um|p dx.

Combinando estas dos últimas expresiones, obtenemos que

I(u) ≤ lı́m inf
m→∞

I(um) = ı́nf
W1,p

0 (Ω)
I,

es decir, u resuelve el problema de minimización.

Finalmente, veamos la unicidad. Esto es una consecuencia de la convexidad uniforme de I.
En efecto, dado que la función real x 7→ |x|p con p > 1 es uniformemente convexa, es fácil ver
que I es uniformemente convexa, esto es

I((1 − t)u + tv) < (1 − t)I(u) + tI(v)

para todo t ∈ (0, 1) y u, v ∈ W1,p
0 (Ω), u , v.

Luego, si u1 y u2 son dos minimizantes distintos para I, definimos u = 1
2 (u1+u2) y obtenemos

I(u) <
1
2

I(u1) +
1
2

I(u2) = ı́nf
W1,p

0 (Ω)
I

lo que es un absurdo.

Esto concluye la demostración. □

Sea p ∈ (1,∞). Definimos el siguiente número

ρ1 = ı́nf
v∈W1,p

0 (Ω)

∫
Ω
|∇v|p dx∫
Ω
|v|p dx

. (3.4)
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Estudiamos ahora el caso f = ρ1|u|p−2u, es decir el problema de Dirichlet con autovalores. El
siguiente resultado nos dice que existe ı́nfimo para la cantidad (3.4) y nos da la existencia de
solución para el problema de autovalores de Dirichlet.

Teorema 3.2. Si p ∈ (1,∞), entonces el ı́nfimo en (3.4) se alcanza. Más aún u ∈ W1,p
0 (Ω)

alcanza ese ı́nfimo si y sólo si u es una autofunción asociada a ρ1, es decir, es solución débil de−∆pu = ρ1|u|p−2u en Ω
u = 0 en ∂Ω.

Finalmente, si Ω es conexo, toda autofunción asociada a ρ1 tiene signo constante. Más aún,
toda autofunción asociada a ρ1 no se anula en Ω.

Observación 3.3. Puede demostrarse, si bien no lo haremos en este trabajo, que ρ1 es simple. Es
decir, si u1 y u2 son dos autofunciones asociadas a ρ1, entonces existe t ∈ R tal que u1 = tu2.

Demostración. Veamos primero que el ı́nfimo en la definición de ρ1 se alcanza. La demostración
es muy similar a lo hecho en la sección anterior.

En efecto, sea {um}m∈N ⊂ W1,p
0 (Ω) una sucesión minimizante. Claramente, podemos suponer

que ∥um∥Lp(Ω) = 1. Luego se tiene

∥∇um∥pLp(Ω) → ρ1, ∥um∥Lp(Ω) = 1.

De esto se desprende que la sucesión {um}m∈N es acotada en W1,p
0 (Ω) y por lo tanto existe u ∈

W1,p
0 (Ω) y una subsucesión (que seguimos notando {um}m∈N) tal que um ⇀ u.

Observemos que por el Teorema de Rellich-Kondrachov 2.36, um → u en Lp(Ω) y por ende
∥u∥Lp(Ω) = 1, en consecuencia la función u es admisible para (3.4).

Finalmente, como la norma es débil semicontinua inferiormente, se obtiene que

ρ1 ≤ ∥∇u∥pLp(Ω) ≤ lı́m inf
m→∞

∥∇um∥pLp(Ω) = ρ1.

Análogamente que en la sección anterior, sea u ∈ W1,p
0 (Ω) un minimizante para ρ1 normalizado,

es decir ∥u∥Lp(Ω) = 1 y por ende ∥∇u∥pLp(Ω) = ρ1. Sea v ∈ W1,p
0 (Ω) arbitraria y consideremos la

función φ : R→ R dada por

φ(t) :=

∫
Ω
|∇u + t∇v|p dx∫
Ω
|u + tv|p dx

,

entonces φ tiene un mı́nimo en t = 0 y por ende φ′(0) = 0. Observemos que si v es un múltiplo
de u, entonces φ no está definida para todo t ∈ R, pero en ese caso existe δ > 0 tal que φ está
definida en |t| < δ.

Ahora,

d
dt

∫
Ω

|∇u + t∇v|p dx = p
∫
Ω

|∇u + t∇v|p−2(∇u + t∇v) · ∇v dx,

d
dt

∫
Ω

|u + tv|p dx = p
∫
Ω

|u + tv|p−2(u + tv)v dx
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de donde

0 = φ′(0) =

(∫
Ω
|u|p dx

) (∫
Ω
|∇u|p−2∇u · ∇v dx

)
−

(∫
Ω
|∇u|p dx

) (∫
Ω
|u|p−2uv dx

)
(∫
Ω
|u|p dx

)2

=

∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇v dx − ρ1

∫
Ω

|u|p−2uv dx.

Es decir, u es una autofunción asociada a ρ1.

Recı́procamente, si u es una autofunción asociada a ρ1, entonces∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇v dx − ρ1

∫
Ω

|u|p−2uv dx = 0

para toda v ∈ W1,p
0 (Ω). Luego, tomando v = u se llega a

ρ1 =

∫
Ω
|∇u|p dx∫
Ω
|u|p dx

.

Resta ver que las autofunciones asociadas a ρ1 tienen signo constante. Para esto sólo basta
observar que si u es un minimizante para ρ1, entonces w = |u| también lo es y por ende w es una
solución débil de 

−∆pw ≥ 0 en Ω
w ≥ 0 en Ω
w = 0 en ∂Ω

Para este problema, vale el principio fuerte del mı́nimo (ver [42]) y entonces se tiene que w ≡ 0
o w > 0 en Ω. Cómo w , 0 concluimos que w > 0 en Ω de donde se deduce que u tiene signo
constante. □

3.1.2. El problema de Neumann homogéneo y no homogéneo para ∆p

Empezamos con el problema de Neumann con condición homogénea en la frontera del do-
minio.

Teorema 3.4. Sea 1 < p < +∞ y Ω ⊂ Rn un abierto. Sea f ∈ [W1,p(Ω)]′.

1. Existe entonces una única solución u ∈ W1,p(Ω) del siguiente problema de minimización:

mı́n
{

1
p

∫
Ω

|∇v|p + |v|p dx − ⟨ f , v⟩ : v ∈ W1,p(Ω)
}
.

2. Equivalentemente, u ∈ W1,p(Ω) es solución débil del problema

−∆pu + |u|p−2u = f en Ω
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Es decir, u ∈ W1,p(Ω) y verifica∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇v + |u|p−2uv dx = ⟨ f , v⟩,

para toda v ∈ W1,p(Ω).

Demostración. La demostración es completamente análoga al Teorema 3.1. □

Como caso particular de gran interés es cuando f ∈ Lp′(∂Ω). En este caso, el anterior pro-
blema se convierte en el problema de Neumann con flujo dado por f . Se tiene en consecuencia
el siguiente resultado.

Teorema 3.5. Sea 1 < p < +∞ y sea Ω un conjunto abierto con frontera Lipschitz. Sea g ∈
Lp′(∂Ω) una función dada.

1. Existe entonces una única solución u ∈ W1,p(Ω) del siguiente problema de minimización:

mı́n
{

1
p

∫
Ω

|∇v|p + |v|p dx −
∫
∂Ω

gv dS : v ∈ W1,p(Ω)
}
.

2. Equivalentemente, u ∈ W1,p(Ω) es solución débil del problema−∆pu + |u|p−2u = 0 en Ω
|∇u|p−2∂νu = g en ∂Ω.

Es decir, u ∈ W1,p(Ω) y verifica∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇v + |u|p−2uv dx =
∫
∂Ω

gv dS

para toda v ∈ W1,p(Ω).

Demostración. Inmediato de la discusión previa. □

3.1.3. El problema de Steklov no lineal asociado a ∆p

Supongamos ahora que 1 < p < ∞ y definimos el número

λ1 := ı́nf
W1,p(Ω)

∫
Ω
|∇u|p + |u|p dx∫
∂Ω
|u|p dS

= ı́nf
W1,p(Ω)

∥u∥p
W1,p(Ω)

∥u∥pLp(∂Ω)

(3.5)

Veremos ahora que este número corresponde con el primer autovalor del llamado problema de
Steklov, que para el operador ∆ fuera el estudiado por W. Steklov en [40]. En este problema el
autovalor aparece a traves de la frontera del dominio.

Tenemos el siguiente resultado de existencia de solución para este problema de autovalores.
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Teorema 3.6. Sea 1 < p < ∞ y sea Ω ⊂ Rn un abierto con borde Lipschitz y acotado. Entonces
existe ı́nfimo para la constante (3.5). Mas aún una función u ∈ W1,p(Ω) es un mı́nimo para (3.5)
si y sólo es una solución débil para−∆pu + |u|p−2u = 0 en Ω

|∇u|p−2∂νu = λ|u|p−2u en ∂Ω.
(3.6)

Demostración. Probamos primero la existencia de extremal para la constante (3.5). Por el Teo-
rema 2.41 el cociente en (3.5) esta acotado inferiormente, por lo tanto podemos tomar una suce-
sión minimizante {um}∞m=1 ∈ W1,p(Ω), que podemos suponer además normalizada (∥um∥Lp(∂Ω) =

1,∀m). Es decir
lı́m

m→∞
∥um∥pW1,p(Ω)

= λ1.

Esto último nos dice que existe una constante C > 0 tal que ∥um∥W1,p(Ω) ≤ C ∀m, tenemos enton-
ces por el teorema de Banach Alaoglu que existe una subsucesión que aún seguimos llamando
{um}∞m=1, y una función u ∈ W1,p(Ω) tal que um ⇀ u débil en W1,p(Ω), además por la compacidad
del Teorema 2.41 tenemos que

um → u fuerte en Lp(∂Ω). (3.7)

Usando (3.7) se cumple que

∥u∥Lp(∂Ω) = lı́m
m→∞

∥um∥Lp(∂Ω) = 1,

esto nos dice que el lı́mite débil esta normalizado y ası́ u resulta ser una función admisible para
(3.5).

Usando ahora la semicontinuidad de la norma de Sobolev, llegamos a

∥u∥p
W1,p(Ω)

≤ lı́m inf
m→∞

∥um∥pW1,p(Ω)
= λ1 ≤ ∥u∥pW1,p(Ω)

,

lo anterior nos dice que la función u es donde se alcanza el ı́nfimo en (3.5), es decir u es extremal
para (3.5).

Probemos ahora la equivalencia. Sea u ∈ W1,p(Ω) un mı́nimo para (3.5), entonces

λ1 =

∫
Ω
|∇u|p + |u|p dx∫
∂Ω
|u|p dS

. (3.8)

Definamos ahora el funcional J : W1,p(Ω)→ R como

J(u) =

∫
Ω
|∇u|p + |u|p dx∫
∂Ω
|u|p dS

,

se cumple entonces que la función u es un mı́nimo para este funcional, en consecuencia para
v ∈ W1,p(Ω) arbitraria se cumple que < J′(u), v >= 0, es decir

p
∫
Ω
|∇u|p−2∇u∇v + |u|p−2uv dx

∫
∂Ω
|u|p dS − p

∫
∂Ω
|u|p−2uv dS ∥u∥p

W1,p(Ω)(∫
∂Ω
|u|p dS

)2 = 0.
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Lo anterior junto con (3.8) nos dice que la función u es una solución débil para (3.6).

Sea ahora u ∈ W1,p(Ω) una solución débil para (3.6). Entonces se tiene que∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇v + |u|p−2uv dx = λ1

∫
∂Ω
|u|p−2uv dS ,

para toda v ∈ W1,p(Ω). En particular la anterior igualdad se cumple para v = u, de lo que
obtenemos

λ1 =

∫
Ω
|∇u|p + |u|p dx∫
∂Ω
|u|p dS

.

□

En realidad, el problema de Steklov que trataremos en esta tesis será algo más general. Para
eso consideramos un subconjunto Γ ⊂ ∂Ω tal que Γ̄ , ∂Ω (podrı́a ser Γ = ∅). Dado Γ se define

W1,p
Γ

(Ω) = {v ∈ C1(Ω) : Γ ⊂ (sop(v))c} (3.9)

donde la clausura se toma en W1,p(Ω). Heurı́sticamente, este conjunto representa las funciones
de W1,p(Ω) que se anulan sobre Γ.

Luego se tiene el siguiente teorema:

Teorema 3.7. Sea p ∈ (1,∞) y Ω de clase C1. Definimos el siguiente número

λ1(Γ) = ı́nf
v∈W1,p

Γ
(Ω)

∫
Ω
|∇v|p + |v|p dx∫
∂Ω
|v|p dS

. (3.10)

Entonces el ı́nfimo se alcanza. Más aún u ∈ W1,p
Γ

(Ω) alcanza ese ı́nfimo si y sólo si u es una
autofunción de Steklov asociada a λ1(Γ), es decir, es solución débil de

−∆pu + |u|p−2u = 0 en Ω
|∇u|p−2∂νu = λ1|u|p−2u en ∂Ω \ Γ
u = 0 en Γ.

(3.11)

Finalmente, si Ω es conexo, toda autofunción asociada a λ1 tiene signo constante.

Observación 3.8. Observemos que λ1(∅) = λ1. En ese sentido el Teorema 3.7 es más general
que el Teorema 3.6

Demostración. La demostración de este teorema es muy similar a la del Teorema 3.2, el Teore-
ma 2.41 nos da que el mı́nimo en (3.10) existe, supongamos ahora entonces que {um}∞m=1 es la
sucesión minimizante para (3.10), por lo tanto

λ1(Γ) = lı́m
m→∞

∫
Ω
|∇um|p + |um|p dx∫
∂Ω
|um|p dS
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pero se puede suponer que ∥um∥pLp(Ω) = 1, de este modo queda ∥um∥pW1,p(Ω)
→ λ1(Γ) y esto dice

a su vez que ∥um∥W1,p(Ω) ≤ C donde la constante no depende de m, por lo tanto la sucesión esta
uniformemente acotada en m y ası́ existe una subsucesión que aún seguiremos denotando por
{um}∞m=1 y una función u ∈ W1,p(Ω) de modo tal que um ⇀ u (um converge a u en la topologı́a
débil de W1,p(Ω)). Usando la compacidad del Teorema 2.41 se tiene que ∥um∥pLp(∂Ω) → ∥u∥

p
Lp(∂Ω)

y ası́ ∥u∥pLp(∂Ω) = 1, por lo que u es admisible para (3.10).

Teniendo en cuenta el hecho de que la norma es semicontinua inferior se tiene que ∥u∥p
W1,p(Ω)

≤
lı́m infm→∞ ∥um∥pW1,p(Ω)

= λ1(Γ) y como también λ1(Γ) ≤ ∥u∥p
W1,p(Ω)

se llega a que λ1(Γ) =
∥u∥p

W1,p(Ω)
y esto dice que u es donde se logra el ı́nfimo.

Para probar la equivalencia supongamos primero que u ∈ W1,p
Γ

(Ω) es donde se alcanza el

ı́nfimo para λ1 esto quiere decir que u es mı́nimo para el funcional I(u) =
∫
Ω
|∇u|p+|u|p dx∫
∂Ω
|u|p dS

, asi que

I′(u) = 0, sea ahora v ∈ W1,p(Ω) arbitraria y poniendo h(t) = |∇u+ t∇v|+ |u+ tv|p, g(t) = |u+ tv|p
se cumple que

0 = I′(u) =

∫
Ω

h′(t)|t=0 dx∫
∂Ω

g′(t)|t=0 dS x
=

∫
Ω
|∇u|p−1∇u∇v + |u|p−1uv dx

∫
∂Ω
|u|p dS x −

∫
Ω
|∇u|p + |u|p dx

∫
∂Ω
|u|p−1uv dS x(∫

∂Ω
|u|p dS x

)2 =

∫
Ω
|∇u|p−1∇u∇v + |u|p−1uv dx∫

∂Ω
|u|p dS x

− λ1(Γ)

∫
∂Ω
|u|p−1uv dS x∫
∂Ω
|u|p dS x

y en consecuencia ∫
Ω

|∇u|p−1∇u∇v + |u|p−1uv dx = λ1(Γ)
∫
∂Ω
|u|p−1uv dS x

para toda v ∈ W1,p
Γ

(Ω), y esto último dice que u es solución débil para el problema.

Recı́procamente supongamos que u ∈ W1,p
Γ

(Ω) es solución débil para el problema esto sig-
nifica que ∫

Ω

|∇u|p−1∇u∇v + |u|p−1uv dx = λ1(Γ)
∫
∂Ω
|u|p−1uv dS x (3.12)

para toda v ∈ W1,p
Γ

(Ω), en particular para v = u, poniendo este valor de v en (3.12) se obtiene

λ1(Γ) =

∫
Ω
|∇u|p + |u|p dx∫
∂Ω
|u|p dS

.

Solo falta ver que las autofunciones tienen signo constante, como en la demostración anterior si
u es autofunción también lo será w = |u| y en consecuencia será solución débil del problema
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
−∆pw + |w|p−2w ≥ 0 en Ω
|∇w|p−2∂νw = λ1|w|p−2w en ∂Ω \ Γ
w ≥ 0 en Γ

por el principio fuerte del máximo se cumple que w = 0 o w > 0 en Ω, pero como w es
autofunción esta es positiva por lo tanto w > 0 en Ω y ası́ u tiene signo constante en Ω. □

Observación 3.9. Por los resultados de regularidad de [34], un extremal u de λ1(Γ), verifica que
u ∈ C1,δ

loc(Ω) para algún 0 < δ < 1.

Más aún, por [33], si ∂Ω\Γ ∈ C1,η, entonces la regularidad hasta la frontera es u ∈ C1,γ
loc (Ω\Γ)

para algún 0 < γ < 1.

Por otro lado, si u es un extremal de λ1(Γ), entonces tenemos que también |u| es un extremal
de λ1(Γ). Luego, usando que |u| es una solución débil de (3.11) y el principio del máximo (ver
[42]), se obtiene que u tiene signo constante. En consecuencia, podemos asumir que

u > 0 en Ω y u ≥ 0 en ∂Ω.

Más aún, por el Lema de Hopf (ver [42]) y la regularidad de la frontera obtenemos que una
solución no negativa de (3.11) verifica

u > 0 in Ω \ Γ.

A continuación vamos a hacer una última generalización de los problemas que involucran el
operador ∆p, esta nueva generalización tiene en cuenta una función de peso que aparece en la
condición de borde del problema, nos referimos a un problema del tipo

−∆pu + |u|p−2u = 0, en Ω
|∇u|p−2∂νu = λρ|u|p−2u, en ∂Ω \ Γ
u = 0, en Γ,

(3.13)

donde esta función ρ satisface ciertas condiciones que más adelante especificaremos.

Esta nueva generalización resulta de vital importancia para nuestro trabajo ya que en los
siguientes capı́tulos nos ocuparemos de analizar el comportamiento asintótico de problemas que
producen una ecuación efectiva del tipo mencionado.

Sea Γ ⊂ ∂Ω subconjunto cerrado de la frontera cumpliendo Γ , ∂Ω y el espacio W1,p
Γ

(Ω)
definido como en (3.9). Consideramos una función de peso ρ ∈ L∞(∂Ω) tal que C1 ≤ ρ(x) ≤ C2
donde C1,C2 son constantes positivas. Tenemos entonces el siguiente teorema

Teorema 3.10. Sea 1 < p < ∞ y Ω de clase C1. Definimos el siguiente número

λρ(Γ) = ı́nf
u∈W1,p

Γ
(Ω)

∫
Ω
|∇u|p + |u|p dx∫
∂Ω
ρ|u|p dS x

. (3.14)

Se cumple lo siguiente
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El ı́nfimo en (3.14) se alcanza.

Una función u ∈ W1,p
Γ

(Ω) alcanza el ı́nfimo en (3.14) si y solo si u es solución débil del
problema (3.11).

Toda autofunción para (3.14) tiene signo constante.

Demostración. Teniendo en cuenta que ρ ≤ C2 se cumple que

1
C2

∫
Ω
|∇u|p + |u|p dx∫
∂Ω
|u|p dS x

≤
∫
Ω
|∇u|p + |u|p dx∫
∂Ω
ρ|u|p dS x

.

Esta última desigualdad junto con el Teorema 2.41 nos aseguran la existencia de λρ(Γ).
En efecto, sea {uk}k∈N ∈ W1,p

Γ
(Ω) una sucesión minimizante para λρ(Γ). Podemos suponer que∫

∂Ω
ρ|uk|p dS = 1 ya que si uk son admisibles también lo serán las funciones αuk, para α ∈ R.

Tenemos entonces que lı́mk→∞ ∥uk∥pW1,p(Ω)
= λρ(Γ), y como consecuencia de esta convergencia

se cumple que {uk}k∈N resulta acotada en W1,p(Ω). Existe entonces una subsucesión de {uk}k∈N
(que aún seguimos denotando como {uk}k∈N) y una función u ∈ W1,p(Ω) tal que uk ⇀ u débil en
W1,p(Ω). Por la semicontinuidad de la norma de Sobolev se tiene que

∥u∥p
W1,p(Ω)

≤ lı́m inf
k→∞

∥uk∥pW1,p(Ω)
= λρ(Γ). (3.15)

Por otro lado, por el Teorema 2.41 tenemos que

uk → u fuerte en Lp(∂Ω) (3.16)

uk → u c.t.p. en ∂Ω. (3.17)

Por (3.16) tenemos que 1 = lı́mk→∞
∫
∂Ω
ρ|uk|p dS =

∫
∂Ω
ρ|u|p dS , y por (3.17) se cum-

ple también que u|Γ = 0, por lo tanto u es una función admisible en la definición de λρ(Γ) y∫
∂Ω
ρ|u|p dS = 1 en consecuencia λρ(Γ) ≤ ∥u∥pW1,p(Ω)

, esto último junto con (3.15) dicen que
λρ(Γ) = ∥u∥pW1,p(Ω)

, por lo tanto u es en donde se da el ı́nfimo para λρ(Γ).

Vamos a probar ahora la equivalencia, supongamos que u ∈ W1,p
Γ

(Ω) es en donde alcanza el
ı́nfimo λρ(Γ), es decir

λρ(Γ) =

∫
Ω
|∇u|p + |u|p dx∫
∂Ω
ρ|u|p dS x

. (3.18)

También de la definición de λρ(Γ) se desprende que u es un mı́nimo para la función

Iρ(v) =

∫
Ω
|∇v|p + |v|p dx∫
∂Ω
ρ|v|p dS x

.

es decir I′ρ(u) = 0. Por otro lado definiendo las funciones g(t) = |∇u + t∇v|p + |u + tv|p y
h(t) = ρ|u + tv|p donde v ∈ W1,p

Γ
(Ω) es una función arbitraria se cumple que

I′ρ(u) =

∫
Ω

g′(t)|t=0 dx
∫
∂Ω
ρ|u|p dS x −

∫
∂Ω

h′(t)|t=0 dS x
∫
Ω
|∇u|p + |u|p dx

(
∫
∂Ω
ρ|u|p dS )2
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usando esto último, I′ρ(u) = 0 y (3.18) llegamos a∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇v + |u|p−2uv dx = λρ(Γ)
∫
∂Ω
ρ|u|p−2uv dS , ∀v ∈ W1,p

Γ
(Ω)

esto último dice que u es una solución débil para el problema (3.11).

Supongamos ahora que u ∈ W1,p
Γ

(Ω) es una solución débil para el problema (3.11), esto
significa que se cumple∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇v + |u|p−2uv dx = λρ(Γ)
∫
∂Ω
ρ|u|p−2uv dS , ∀v ∈ W1,p

Γ
(Ω).

Esto último se cumple en particular para v = u y con esta elección de v se tiene que

λρ(Γ) =

∫
Ω
|∇u|p + |u|p dx∫
∂Ω
ρ|u|p dS x

,

por lo tanto λρ(Γ) alcanza el ı́nfimo en u.

Con un argumento similar al hecho en la demostración del Teorema 3.7 podemos concluir
también que cualquier autofunción asociada a λρ(Γ) tiene signo constante. □

3.2. El operador fraccionario (−∆p,Ω)s

En esta sección presentamos el operador fraccionario (−∆p,Ω)s que emplearemos en el capı́tu-
lo 5. Explicitaremos también que entendemos por solución débil para este operador tanto para
el problema de fuente como para el problema de autovalores.

Como dijimos en el capı́tulo previo, en el caso p = 2 el espacio W s,p se denota usualmente
como Hs por su estructura hilbertiana. Este espacio esta relacionado con el operador laplaciano
fraccionario (−∆)s definido como

(−∆)su(x) = lı́m
ε↓0

∫
Rn\Bε(x)

u(x) − u(y)
|x − y|n+sp dy. (3.19)

Este operador ha adquirido importancia recientemente y en nuestro caso estudiaremos una va-
riante, se trata del operador (p, s)−laplaciano regional (−∆p,Ω)s definido como

(−∆p,Ω)su(x) := p.v.
∫
Ω

|u(x) − u(y)|p−2(u(x) − u(y))
|x − y|n+sp dy

= lı́m
ε↓0

∫
Ω\Bε(x)

|u(x) − u(y)|p−2(u(x) − u(y))
|x − y|n+sp dy.

(3.20)

Estudiaremos dos tipos de problemas asociados al operador (−∆p,Ω)s, primero veamos alguna
de las clases de funciones para las cuales aplica este operador.

Lema 3.11. Sea 0 < s < 1 < p < ∞ y Ω ⊂ Rn un subconjunto abierto. Entonces (−∆p,Ω)su(x)
esta bien definido para u ∈ C2(Ω) ∩ L∞(Ω).
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Demostración. Sea ε0 > 0 tal que Bε0(x) ⊂⊂ Ω. Ahora, como u ∈ L∞(Ω) tenemos que∫
Ω\Bε0 (x)

|u(x) − u(y)|p−1

|x − y|n+sp dy < ∞.

Para 0 < ε < ε0, se tiene∫
ε<|x−y|<ε0

|u(x) − u(y)|p−2(u(x) − u(y))
|x − y|n+sp dy =

∫
ε<|z|<ε0

|u(x) − u(x + z)|p−2(u(x) − u(x + z))
|z|n+sp dz

=

∫
ε<|z|<ε0

|u(x) − u(x − z)|p−2(u(x) − u(x − z))
|z|n+sp dz.

Para simplificar la notación, denotaremos ϕp(t) = |t|p−2t. Por lo tanto esta última cantidad es
igual a

1
2

∫
ε<|z|<ε0

ϕp(u(x) − u(x + z)) − ϕp(u(x) − u(x − z))
|z|n+sp dz. (3.21)

Definimos también

φ(t) = ϕp((u(x) − u(x − z) + t(u(x + z) − 2u(x) + u(x − z))).

Ası́ (3.21) puede escribirse como

1
2

∫
ε<|z|<ε0

φ(1) − φ(0)
|z|n+sp dz =

1
2

∫
ε<|z|<ε0

∫ 1

0
φ′(t) dt |z|−(n+sp) dz

y haciendo calculos esto da

1
2

∫
ε<|z|<ε0

∫ 1

0

|(t − 1)D−zu(x) + tDzu(x)|p−2D2
z u(x)

|z|n+sp dt dz, (3.22)

donde Dzu(x) = u(x + z) − u(x) y D2
z u(x) = u(x + z) − 2u(x) + u(x − z) = Dzu(x) + D−zu(x).

De esta última expresión observamos que

|(t − 1)D−zu(x) + tDzu(x)|p−2 ≤ C|z|p−2,

donde C depende de la constante de Lipschitz asociada a u y de p, además

|D2
z u(x)| ≤ C′|z|2,

donde C′ depende de la norma C2 de u.

Teniendo en cuenta todo lo anterior encontramos que existe una constante C dependiente
solo de la norma C2, de u y de p tal que (3.22) es acotado por

C
∫
ε<|z|<ε0

|z|−n+p(1−s) dz

como este último término converge cuando ε ↓ 0 podemos concluir el lema. □
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Observación 3.12. La demostración de este lema nos fue comunicada por L. Del Pezzo.

El anterior lema nos dice que, para funciones regulares, el operador (−∆p,Ω)s está bien de-
finido en un sentido puntual. Sin embargo, en las aplicaciones más usuales de este operador, es
necesario entender cómo se define sobre funciones más generales. El siguiente lema nos dice el
sentido en el cual debe actuar el operador.

Lema 3.13. Sea 0 < s < 1 < p < ∞ y Ω ⊂ Rn un conjunto abierto. Para cada u ∈ W s,p(Ω), el
(p, s)−laplaciano regional definido en (3.20) define una distribución sobreD′(Ω). Mas aún,

⟨(−∆p,Ω)su, ϕ⟩ = 1
2

"
Ω×Ω

|u(x) − u(y)|p−2(u(x) − u(y))(ϕ(x) − ϕ(y))
|x − y|n+sp dx dy,

por cada ϕ ∈ C∞c (Ω).

Demostración. Dada u ∈ W s,p(Ω), por cada ε > 0 definimos Tεu como

Tεu(x) =
∫
Ω\Bε(x)

|u(x) − u(y)|p−2(u(x) − u(y))
|x − y|n+sp dy.

Afirmamos que Tεu ∈ Lp′(Ω). En efecto, por la desigualdad de Hölder se cumple que

|Tεu(x)| ≤
∫
Ω\Bε(x)

|u(x) − u(y)|p−1

|x − y|n+sp dy

≤
(∫
Ω\Bε(x)

|u(x) − u(y)|p
|x − y|n+sp dy

) 1
p′

(∫
|x−y|≥ε

1
|x − y|n+sp dy

) 1
p

.

Denotamos
C = C(n, s, p) =

nωn

sp
,

donde ωn es la medida de la bola unitaria en Rn.

Entonces es fácil ver que ∫
|x−y|≥ε

1
|x − y|n+sp dy = Cε−sp.

De esta forma concluimos que

∥Tεu∥p′,Ω ≤ C
1
p ε−s[u]

p
p′
s,p.

Por lo tanto, Tεu induce una distribución como

⟨Tεu, ϕ⟩ =
∫
Ω

Tεuϕ dx =
∫
Ω

∫
Ω\Bε(x)

|u(x) − u(y)|p−2(u(x) − u(y))
|x − y|n+sp ϕ(x) dydx.

Es fácil ver usando el Teorema de Fubini que se cumple también

⟨Tεu, ϕ⟩ = −
∫
Ω

∫
Ω\Bε(x)

|u(x) − u(y)|p−2(u(x) − u(y))
|x − y|n+sp ϕ(y) dydx,
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y ası́

⟨Tεu, ϕ⟩ =
1
2

∫
Ω

∫
Ω\Bε(x)

|u(x) − u(y)|p−2(u(x) − u(y))(ϕ(x) − ϕ(y))
|x − y|n+sp dydx.

Ya que el integrando en la última integral esta en L1(Ω × Ω), usando el Teorema de la Conver-
gencia Dominada podemos concluir que

⟨(−∆p,Ω)su, ϕ⟩ = lı́m
ε↓0
⟨Tεu, ϕ⟩

=
1
2

"
Ω×Ω

|u(x) − u(y)|p−2(u(x) − u(y))(ϕ(x) − ϕ(y))
|x − y|n+sp dxdy.

Esto finaliza la demostración del lema. □

Observación 3.14. De la demostración del anterior lema podemos concluir que el (p, s)−laplaciano
regional es un operador acotado visto como (−∆p,Ω)s : W s,p(Ω)→ [W s,p(Ω)]′.

Con todo lo mencionado anteriormente podemos describir que entendemos por solución
débil para el (p, s)−laplaciano regional (−∆p,Ω)s.

Definición 3.15. Sea 0 < s < 1 < p < ∞ y Ω ⊂ Rn un conjunto abierto. Dado f ∈ Lp′(Ω),
decimos que u ∈ W s,p(Ω) es una solución débil de

(−∆p,Ω)su = f in Ω, (3.23)

si la igualdad se tiene en el sentido distribucional. Es decir si

1
2

"
Ω×Ω

|u(x) − u(y)|p−2(u(x) − u(y))(v(x) − v(y))
|x − y|n+sp dx dy =

∫
Ω

f v dx, (3.24)

para cada v ∈ W s,p(Ω).

Observación 3.16. Más generalmente, se puede considerar f ∈ [W s,p(Ω)]′.

Observación 3.17. Este problema es análogo al problema de Neumann homogéneo en el caso
clásico.

Para este problema es fácil ver que se tiene existencia de solución y unicidad salvo constante.
En efecto, se tiene

Teorema 3.18. Dada f ∈ Lp′(Ω), existe una única función u0 ∈ W̊ s,p(Ω) solución débil de (3.23)
en el sentido de la Definición 3.15.

Más aún, si u ∈ W s,p(Ω) es una solución débil de (3.23), entonces u − u0 es constante.

Demostración. La demostración es estándar. En efecto, definamos el funcional J : W̊ s,p(Ω)→ R
dado por

J(v) :=
1

2p

"
Ω×Ω

|v(x) − v(y)|p
|x − y|n+sp dxdy − ⟨ f , v⟩.
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Es fácil ver que u0 ∈ W̊ s,p(Ω) es una solución débil de (3.23) si y sólo si u0 es un mı́nimo de
J. En efecto, si u0 es una solución débil y v ∈ W̊ s,p(Ω) es arbitraria, usando u0 − v como función
test en (3.24) y reagrupando términos, obtenemos

1
2

"
Ω×Ω

|u0(x) − u0(y)|p
|x − y|n+sp dxdy − ⟨ f , u0⟩ =

1
2

"
Ω×Ω

|u0(x) − u0(y)|p−2(u0(x) − u0(y))(v(x) − v(y))
|x − y|n+sp dxdy − ⟨ f , v⟩.

Observamos que |x − y|n+sp = |x − y|
n+sp

p′ |x − y|
n+sp

p y usando la desigualdad de Young ab ≤
1
p ap + 1

p′ b
p′ obtenemos

1
2

"
Ω×Ω

|u0(x) − u0(y)|p
|x − y|n+sp dxdy − ⟨ f , u0⟩

≤ 1
2p′

"
Ω×Ω

|u0(x) − u0(y)|p
|x − y|n+sp dxdy +

1
2p

"
Ω×Ω

|v(x) − v(y)|p
|x − y|n+sp dxdy − ⟨ f , v⟩

=
1

2p′

"
Ω×Ω

|u0(x) − u0(y)|p
|x − y|n+sp dxdy + J(v),

de donde fácilmente se deduce que J(u0) ≤ J(v).

Recı́procamente, si u0 ∈ W̊ s,p(Ω) es un mı́nimo de J, entonces dada v ∈ W̊ s,p(Ω) y t ∈ R,
definimos j(t) = J(u0 + tv). Luego j′(0) = 0. Pero es fácil ver que

j′(0) =
1
2

"
Ω×Ω

|u0(x) − u0(y)|p−2(u0(x) − u0(y))(v(x) − v(y))
|x − y|n+sp dxdy − ⟨ f , v⟩.

Ver más adelante la demostración del Teorema 3.25 para ver los detalles de esta afirmación.

Veamos entonces que J posee un único mı́nimo en W̊ s,p(Ω). La unicidad es una consecuencia
inmediata de la convexidad uniforme de J que a su vez es inmediato de la convexidad uniforme
de la función x 7→ |x|p.

Para la existencia, se usa el método directo del cálculo de variaciones. En efecto, sea {vm}m∈N ⊂
W̊ s,p(Ω) una sucesión minimizante, i.e.

J(vm)→ ı́nf
W̊ s,p(Ω)

J =: I.

Usando el Corolario 2.62, obtenemos

C ≥ J(vm) =
1

2p
[vm]p

s,p − ⟨ f , vm⟩

≥ c∥vm∥ps,p − ∥ f ∥p′∥vm∥s,p.

Usamos ahora la desigualdad de Young con ε para ε = c
2 y obtenemos

c
2
∥vm∥ps,p −C∥ f ∥p

′

p′ ≤ C,
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de donde se deduce que la sucesión {vm}m∈N es acotada uniformemente en m.

En consecuencia, existe una subsucesión, que aún seguimos llamando {vm}m∈N y una función
u0 ∈ W̊ s,p(Ω) tal que

vm ⇀ u0, débil en W s,p(Ω).

Usando ahora la semicontinuidad inferior débil de la seminorma de Gagliardo se concluye que
u0 es un mı́nimo para J.

Resta ver que cualquier solución u ∈ W s,p(Ω) de (3.23) difiere de u0 en una constante. Pero
esto es inmediato de la observación de que si u es una solución, entonces u + k también es una
solución para cualquier k ∈ R. Luego, si tomamos k = −(u)Ω, tenemos que u + k ∈ W̊ s,p(Ω) es
una solución y por ende u + k = u0. □

Uno de los problemas que estudiaremos para el caso no local es el problema del obstáculo
fuerte que presentaremos en el siguiente capı́tulo. El objetivo ahora es darle sentido a lo que
entendemos por solución débil de este tipo de problemas. La siguiente definición especifica
esto.

Definición 3.19. Sea 0 < s < 1 < p < ∞ fijo y Ω ⊂ Rn un conjunto abierto. Sea A ⊂ Ω un
conjunto medible y f ∈ Lp′(Ω). Definimos

W s,p
A (Ω) := {v ∈ W s,p(Ω) : v = 0 c.t.p. en A}.

Entonces, decimos que u ∈ W s,p
A (Ω) es una solución débil del problema de valores de frontera

mixto (−∆p,Ω)su = f en Ω \ A
u = 0 en A,

(3.25)

si (3.24) se cumple para cada v ∈ W s,p
A (Ω).

Para este problema también se tiene existencia y unicidad para toda f ∈ Lp′(Ω).

Teorema 3.20. Dada f ∈ Lp′(Ω), existe una única u ∈ W s,p
A (Ω) solución débil de (3.25) en el

sentido de la Definición 3.19.

Demostración. La demostración de este teorema es completamente análoga a la del Teorema
3.18 usando la desigualdad de Poincaré (2.43) en lugar del Corolario 2.62. □

3.2.1. Existencia de solución para λs(A)

Consideramos A ⊂ Ω. Nos ocuparemos ahora de la existencia de extremal para la cons-
tante λs(A), constante que estará directamente relacionada con el problema del obstáculo fuer-
te antes mencionado, mas aún mostraremos que tal extremal resulta ser una solución para el
(p, s)−laplaciano regional en el sentido de la Definición 3.19.
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Recordemos la definición de la constante λs(A) dada en la introducción. Dado A ⊂ Ω medi-
ble, se define

λs(A) := ı́nf
0,v∈W s,p

A (Ω)

1
2

!
Ω×Ω

|v(x)−v(y)|p
|x−y|n+sp dxdy∫
Ω
|v|p dx

,

y recordemos también que

W s,p
A (Ω) := {v ∈ W s,p(Ω) : v = 0 c.t.p. en A}.

Antes de comenzar mostramos que la constante λs(A) esta bien definida y que es estricta-
mente positiva. El siguiente lema de fácil demostración nos asegura esto.

Proposición 3.21. Sea Ω ⊂ Rn acotado, abierto y A ⊂ Ω un conjunto medible de medida
positiva. Entonces existe una constante θ > 0 dependiente de n, s, p, diam(Ω) y |A| tal que
λs(A) ≥ θ.

Demostración. Este resultado es inmediato a partir de la desigualdad de Poincaré (2.43). En
efecto, se tiene que

[u]p
s,p

∥u∥pp
≥ C−1,

donde C > 0 es la constante del Teorema 2.63. Tomando ı́nfimo u ∈ W s,p
A (Ω), se deduce el

resultado. □

Ahora presentamos el principal resultado de esta sección que tiene que ver con la existencia
de extremal para la constante λs(A), es decir la existencia de una funcion u ∈ W s,p

A (Ω) tal que

λs(A) = ı́nf
v∈W s,p

A (Ω)

1
2 [v]p

s,p

∥v∥pp
=

1
2 [u]p

s,p

∥u∥pp
.

Como veremos enseguida, esto es inmediata consecuencia de la compacidad de la inmersión
W s,p(Ω) ⊂ Lp(Ω) que nos proporciona el Corolario 2.59.

Teorema 3.22. Sea Ω ⊂ Rn un dominio acotado con frontera Lipschitz. Entonces, dado A ⊂ Ω
conjunto medible de medida positiva, existe u ∈ W s,p

A (Ω) extremal para λs(A).

Observación 3.23. La condición de regularidad asumida de que la frontera ∂Ω sea Lipschitz es
necesaria para que la inmersión W s,p(Ω) ⊂ Lp(Ω) sea compacta como lo indica el Corolario
2.59. En realidad lo que resulta ser suficiente es que el dominio Ω cumpla con la propiedad
de extensión de dominio según la Definición 2.48, ya que por el Teorema 2.49 esta propiedad
implica la condición de regularidad Lipschitz.

Observación 3.24. De la homogeneidad del cociente de Rayleigh, es inmediato que el extremal
puede tomarse normalizado en Lp(Ω). Es decir, ∥u∥p = 1.
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Demostración. La prueba resulta ser inmediata. Sea {um}m∈N ⊂ W s,p
A (Ω) una sucesión minimi-

zante normalizada para λs(A). Esto es

∥um∥p = 1 para cada m ∈ N y λs(A) = lı́m
m→∞

1
2

[um]p
s,p.

Por lo tanto, {um}m∈N es una sucesión acotada en W s,p(Ω), ya que W s,p(Ω) es un espacio de
Banach reflexivo y por la compacidad de la inmersión W s,p(Ω) ⊂ Lp(Ω) existe una subsecuencia
que aún denotamos por {um}m∈N y una función u ∈ W s,p(Ω) tal que

um ⇀ u débil en W s,p(Ω) (3.26)

um → u fuerte en Lp(Ω). (3.27)

Es fácil ver que u = 0 c.t.p. en A (por ejemplo tomando otra subsucesión más de modo que um →
u c.t.p. en Ω, o también observando que W s,p

A (Ω) es débilmente cerrado ya que es fuertemente
cerrado y convexo), ası́ u ∈ W s,p

A (Ω).

Por (3.27), se sigue que ∥u∥p = 1 y por (3.26) y la semicontinuidad débil de la seminorma
de Gagliardo se cumple

λs(A) ≤ 1
2

[u]p
s,p ≤ lı́m inf

n→∞
1
2

[um]p
s,p = λs(A).

La prueba queda terminada. □

Terminamos la sección mostrando que un extremal para λs(A) resulta ser también una auto-
función para el (p, s)−laplaciano regional (−∆p,Ω)s, es decir si u ∈ W s,p

A (Ω) es una extremal de
λs(A), entonces u es una solución de(−∆p,Ω)su = λs(A)|u|p−2u en Ω \ A

u = 0 en A,
(3.28)

en el sentido de la Definición 3.19.

Teorema 3.25. Sean 0 < s < 1 < p < ∞. Sea Ω ⊂ Rn un conjunto abierto y acotado, y A ⊂ Ω
un conjunto medible de medida positiva. Si u ∈ W s,p

A (Ω) es un extremal para λs(A), entonces u
es una solución para (3.28) en el sentido de la Definición 3.19, con f = λs(A)|u|p−2u.

Demostración. Sea u ∈ W s,p
A (Ω) un extremal normalizado para λs(A), y sea v ∈ W s,p

A (Ω) una
función arbitraria. Definimos

j(t) =
1
2

[u + tv]p
s,p =

1
2

"
Ω×Ω

|(u + tv)(x) − (u + tv(y))|p
|x − y|n+sp dx dy. (3.29)

y

k(t) = ∥u + tv∥pp =
∫
Ω

|u + tv|p dx. (3.30)
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Entonces es fácil ver que

j′(0) =
p
2

"
Ω×Ω

|u(x) − u(y)|p−2(u(x) − u(y))(v(x) − v(y))
|x − y|n+sp dx dy

= p⟨(−∆p,Ω)su, v⟩
(3.31)

y

k′(0) = p
∫
Ω

|u|p−2uv dx. (3.32)

Mas aún, ya que u ∈ W s,p
A (Ω) es un extremal normalizado para λs(A), tenemos que

j(0) =
1
2

[u]p
s,p = λs(A) y k(0) = ∥u∥pp = 1. (3.33)

Si ahora definimos
G(t) =

j(t)
k(t)

,

obtenemos
0 = G′(0) =

j′(0)k(0) − k′(0) j(0)
[k(0)]2 .

Usando (3.31), (3.32) y (3.33) en la anterior igualdad obtenemos el resultado deseado. □

3.2.2. Existencia de solución para λs(σ, ϕ)

Fijando σ constante positiva y ϕ ∈ L∞(Ω) función no negativa, nos ocupamos en esta parte
del capı́tulo de la existencia de extremal para la constante λs(σ, ϕ). Finalmente mostraremos que
todo extremal para λs(σ, ϕ) es una solución para el (p, s)−laplaciano regional en el sentido de la
Definición 3.15.

Recordemos, para conveniencia del lector, la definición de la constante λs(σ, ϕ)

λs(σ, ϕ) = ı́nf
0,v∈W s,p(Ω)

[v]p
s,p + σ

∫
Ω
|v|pϕ dx∫

Ω
|v|p dx

.

Comenzamos mostrando que la constante λs(σ, ϕ) es positiva, para esto será clave otra vez
asumir que la frontera de nuestro dominio es Lipschitz para poder hacer uso de la compacidad
de la inmersión W s,p(Ω) ⊂ Lp(Ω) que nos da el Corolario 2.59. Todo esto está contenido en el
siguiente teorema.

Teorema 3.26. Sean 0 < s < 1 < p < ∞. Sea Ω ⊂ Rn un dominio acotado y con frontera
Lipschitz. Si 0 , ϕ ∈ L∞(Ω) es una función no negativa y σ > 0. Entonces existe una constante
κ > 0 tal que λs(σ, ϕ) ≥ κ.

Demostración. La prueba estará completa si mostramos la existencia de una constante C > 0 tal
que ∫

Ω

|v|p dx ≤ C
(
1
2

"
Ω×Ω

|v(x) − v(y)|p
|x − y|n+sp dxdy + σ

∫
Ω

|v|pϕ dx.
)
, (3.34)
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para cualquier función v ∈ W s,p(Ω). Demostraremos por el absurdo. En efecto, supongamos que
(3.34) es falso. Entonces existe una sucesión {vm}m∈N ⊂ W s,p(Ω) tal que

∥vm∥p = 1, (3.35)

[vm]s,p → 0, (3.36)∫
Ω

|vm|pϕ dx→ 0. (3.37)

Argumentando como en la demostración del Teorema 3.22 existe una subsucesión (que aún
seguimos denotando como {vm}m∈N), y una función v ∈ W s,p(Ω) tal que

vm ⇀ v débil en W s,p(Ω)

vm → v fuerte en Lp(Ω).

Ahora, ya que W s,p(Ω) es un espacio de Banach uniformemente convexo, de (3.36) es fácil ver
que ∥vm∥W s,p(Ω) → ∥v∥W s,p(Ω) por lo tanto vm → v fuerte en W s,p(Ω). Por lo tanto ∥v∥p = 1 y

[v]s,p = 0 y ası́ v es constante (de hecho, v = |Ω|−
1
p ).

Ahora como |vm|p → |v|p fuerte en L1(Ω) se sigue que

0 =
∫
Ω

|v|pϕ dx =
1
|Ω|

∫
Ω

ϕ dx,

lo que resulta ser una contradicción.

De esta forma queda demostrado el teorema. □

Usando ahora las mismas ideas que en el Teorema 3.22, podemos demostrar existencia de
extremal para la constante λs(σ, ϕ) como lo indica el siguiente teorema.

Teorema 3.27. Sea 0 < s < 1 y 1 < p < ∞ fijo. Sea Ω ⊂ Rn un dominio abierto acotado con
frontera Lipschitz. Si 0 , ϕ ∈ L∞(Ω) es una función no negativa y σ > 0. Entonces, existe un
extremal u ∈ W s,p(Ω) para λs(σ, ϕ).

Demostración. La demostración es completamente análoga a la del Teorema 3.22. □

Para finalizar concluimos que si una función u ∈ W s,p(Ω) es un extremal para λs(σ, ϕ), es
decir si

λs(σ, ϕ) =
1
2

!
Ω×Ω

|u(x)−u(y)|p
|x−y|n+sp dx dy + σ

∫
Ω
|u|pϕ dx∫

Ω
|u|p dx

entonces u es una solución para el (p, s)−laplaciano regional (−∆p,Ω)s en el sentido de la Defi-
nición 3.15 con f = λs(σ, ϕ)|u|p−2u. Enunciamos todo esto en el siguiente teorema.

Teorema 3.28. Sea 0 < s < 1 y 1 < p < ∞ fijos, Ω ⊂ Rn un conjunto abierto y acotado. Sea
0 , ϕ ∈ L∞(Ω) una función no negativa y σ > 0. Si u ∈ W s,p(Ω) es un extremal para λs(σ, ϕ),
entonces u es una solución para

(−∆p,Ω)su + σϕ|u|p−2u = λs(σ, ϕ)|u|p−2u en Ω, (3.38)

en el sentido de la Definición 3.15.
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Demostración. Supongamos que u ∈ W s,p(Ω) es un extremal normalizado para λs(σ, ϕ). Si
v ∈ W s,p(Ω), definimos la siguiente función

J(t) =
j(t) + σl(t)

k(t)

con j y k definidos en (3.29) y (3.30) respectivamente, y

l(t) = ∥u + tv∥pp,ϕ =
∫
Ω

|u + tv|pϕ dx.

Entonces
l′(0) =

∫
Ω

p|u|p−2uvϕ dx. (3.39)

Ahora usando que k(0) = 1, λs(σ, ϕ) = j(0) + σl(0), las expresiones (3.31), (3.32) y (3.39)
obtenemos

0 = J′(0) =
( j′(0) + σl′(0))k(0) − ( j(0) + σl(0))k′(0)

k2(0)

= p⟨(−∆p,Ω)su, v⟩ + σ
∫
Ω

p|u|p−2uvϕ dx − λs(σ, ϕ)p
∫
Ω

|u|p−2uv dx,

como deseábamos probar. □



Capı́tulo 4

Problemas de optimización

En este capı́tulo presentaremos los problemas de optimización para el caso clásico y pa-
ra el caso fraccionario. En la primera mitad del capı́tulo plantearemos el problema de diseño
óptimo asociado al primer autovalor de Steklov, luego recordaremos una caracterización para
la constante que define el problema óptimo (ver [16]), que será usada más adelante para probar
la existencia de ventana óptima y de extremal. Después recordaremos una caracterización para
el conjunto de puntos donde una autofunción se anula asumiendo suficiente regularidad para el
dominio y propiedades para la constante óptima. Finalizaremos la primera mitad del capı́tulo
generalizando los resultados obtenidos para la variante del problema de Steklov a un problema
que involucra una función de peso, este problema como veremos mas adelante será clave en los
resultados obtenidos.

En la segunda mitad de este capı́tulo plantearemos los dos problemas de optimización de
forma asociados al operador (−∆p,Ω)s y que serán sobre los que trabajaremos en el Capı́tulo
5, por un lado analizaremos el llamado problema del obstáculo fuerte mostrando existencia de
configuración óptima y finalmente presentamos el problema del obstáculo débil dando también
para este la existencia de una configuración óptima, en el Capı́tulo 5 mostraremos la conexión
entre los problemas antes mencionados. Los resultados de optimización de forma presentados
en este capı́tulo para el operador (−∆p,Ω)s son originales de esta tesis.

4.1. Problema de optimización asociado al problema de Steklov

Ahora estudiaremos el siguiente problema de optimización de forma: dado un número α ∈
(0, 1), se busca la existencia de una ventana Γα ⊂ ∂Ω de manera tal que |Γα|n−1 = α|∂Ω|n−1 y

λ1(Γα) ≤ λ1(Γ)

entre todas las ventanas Γ ⊂ ∂Ω que verifican |Γ|n−1 = α|∂Ω|n−1, donde λ1(Γ) es el primer
autovalor de Steklov dado en el Teorema 3.7.

Este problema fue estudiado en [16]. Seguiremos en este capı́tulo la presentación de dicho
artı́culo.

59
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Con ese propósito, se define la constante

Λ(α) := ı́nf{λ1(Γ) : Γ ⊂ ∂Ω, |Γ|n−1 = α|∂Ω|n−1} (4.1)

El primer resultado que presentamos nos da una caracterización alternativa de la constante Λ(α)
que será fundamental en el estudio del problema.

Lema 4.1. Para cada α ∈ (0, 1) la constante Λ(α) tiene la siguiente caracterización

Λ(α) = ı́nf

∥v∥
p
W1,p(Ω)

∥v∥pLp(∂Ω)

: v ∈ W1,p(Ω), |{v = 0} ∩ ∂Ω|n−1 ≥ α|∂Ω|n−1

 .
Demostración. Definamos la constante µ(α) como

µ(α) := ı́nf

∥v∥
p
W1,p(Ω)

∥v∥pLp(∂Ω)

: v ∈ W1,p(Ω), |{v = 0} ∩ ∂Ω|n−1 ≥ α|∂Ω|n−1

 .
Veamos primero que µ(α) ≤ Λ(α).

Sea Γ ⊂ ∂Ω tal que |Γ|n−1 = α|∂Ω|n−1 y sea u ∈ W1,p
Γ

(Ω) una autofunción asociada a λ1(Γ).

Observemos que u es admisible en la caracterización de µ(α), de donde

µ(α) ≤
∥u∥p

W1,p(Ω)

∥u∥pLp(∂Ω)

= λ1(Γ).

En consecuencia µ(α) ≤ Λ(α) como querı́amos ver.

Probamos ahora que Λ(α) ≤ µ(α). En efecto, sea {vk}k∈N una sucesión minimizante para
µ(α), es decir, vk ∈ W1,p(Ω),

µ(α) = lı́m
k→∞

∥vk∥pW1,p(Ω)

∥vk∥pLp(∂Ω)

y |{vk = 0} ∩ ∂Ω|n−1 ≥ α|∂Ω|n−1 ∀k ∈ N.

Luego, para cada k ∈ N, elegimos

Γk ⊂ {vk = 0} ∩ ∂Ω

tal que |Γk|n−1 = α|∂Ω|n−1. En consecuencia, para todo k ∈ N,

Λ(α) ≤ λ1(Γk) ≤
∥vk∥pW1,p(Ω)

∥vk∥pLp(∂Ω)

.

Pasando al lı́mite en esta desigualdad obtenemos

Λ(α) ≤ lı́m
k→∞

λ1(Γk) ≤ lı́m
k→∞

∥vk∥pW1,p(Ω)

∥vk∥pLp(∂Ω)

= µ(α).

Esto completa la demostración. □
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Veamos ahora el teorema más importante que nos garantiza la existencia de la ventana ópti-
ma.

Teorema 4.2. Sea α ∈ (0, 1).

1. Existe Γα ⊂ ∂Ω tal que |Γα|n−1 = α|∂Ω|n−1 y Λ(α) = λ1(Γα).

2. Existe uα ∈ W1,p(Ω) tal que |{uα = 0} ∩ ∂Ω|n−1 ≥ α|∂Ω|n−1 y

Λ(α) =
∥uα∥pW1,p(Ω)

∥uα∥pLp(∂Ω)

.

Demostración. Veamos primero 2. Sea {vk}k∈N ⊂ W1,p(Ω) una sucesión de funciones no negati-
vas y normalizadas (es decir ∥vk∥Lp(∂Ω) = 1) tal que

∥vk∥pW1,p(Ω)
→ Λ(α) y |{vk = 0} ∩ ∂Ω|n−1 ≥ α|∂Ω|n−1.

La existencia de esta sucesión está garantizada por el Lema 4.1.

Observemos que {vk}k∈N está acotada en W1,p(Ω) y por ende, por el Teorema de Banach-
Alaoglu, existe u ∈ W1,p(Ω) y una subsucesión (que seguimos llamando {vk}k∈N) tal que

vk ⇀ u débil en W1,p(Ω). (4.2)

Además, por el Teorema de compacidad de Rellich-Kondrachov, vale que

vk → u fuerte en Lp(Ω) y en Lp(∂Ω) (4.3)

vk → u c.t.p. en ∂Ω. (4.4)

De (4.3) sigue que ∥u∥Lp(∂Ω) = 1 y de (4.4) se obtiene que

|{u = 0} ∩ ∂Ω|n−1 ≥ lı́m sup
k→∞

|{vk = 0} ∩ ∂Ω|n−1 ≥ α|∂Ω|n−1.

Es decir, u es admisible en la caracterización de Λ(α) dada por el Lema 4.1, luego

Λ(α) ≤ ∥u∥p
W1,p(Ω)

.

Por otro lado, la semicontinuidad inferior de la norma con respecto a la convergencia débil nos
da

∥u∥p
W1,p(Ω)

≤ lı́m inf
k→∞

∥vk∥pW1,p(Ω)
= Λ(α).

Esto concluye la demostración de 2.

Veamos ahora que 2 implica 1. En efecto, por 2, existe u ∈ W1,p(Ω) tal que

|{u = 0} ∩ ∂Ω|n−1 ≥ α|∂Ω|n−1 y Λ(α) =
∥u∥p

W1,p(Ω)

∥u∥pLp(∂Ω)

.
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Sea entonces Γ0 ⊂ {u = 0} ∩ ∂Ω tal que

|Γ0|n−1 = α|∂Ω|n−1.

Pero entonces

λ1(Γ0) ≤
∥u∥p

W1,p(Ω)

∥u∥pLp(∂Ω)

= Λ(α).

Dado que la otra desigualdad es obvia, eso concluye la demostración de 1. □

El siguiente resultado es un refinamiento del Teorema 4.2. El mismo muestra que si asu-
mimos cierta regularidad sobre el dominio Ω, entonces la ventana óptima asociada a Λ(α) es
exactamente el conjunto de ceros de la autofunción asociada en la frontera.

Teorema 4.3. Sea u ∈ W1,p(Ω) una autofunción asociada a Λ(α). Entonces, si Ω verifica la
condición de la bola interior (por ejemplo, si es de clase C2), se tiene que

|{u = 0} ∩ ∂Ω|n−1 = α|∂Ω|n−1.

Demostración. Supongamos que la tesis del Teorema es falsa. Luego se tiene que

|{u = 0} ∩ ∂Ω|n−1 > α|∂Ω|n−1.

Dado que la medida de superficie es regular, existe un conjunto cerrado Γ0 ⊂ {u = 0} ∩ ∂Ω tal
que

|{u = 0} ∩ ∂Ω|n−1 > |Γ0|n−1 > α|∂Ω|n−1.

En consecuencia, se tiene que Λ(α) ≤ λ1(Γ0).

Por otro lado, como u es admisible en la caracterización de λ1(Γ0) se tiene que

λ1(Γ0) ≤
∥u∥p

W1,p(Ω)

∥u∥pLp(∂Ω)

= Λ(α),

de donde λ1(Γ0) = Λ(α) y u es también una autofunción asociada a λ1(Γ0). Luego, u es una
solución débil del problema

−∆pu + |u|p−2u = 0 en Ω
u = 0 en Γ0

|∇u|p−2∂νu = λ1(Γ0)|u|p−2u en ∂Ω \ Γ0.

Ahora, por la Observación 3.9. u ∈ C1,γ
loc (Ω ∪ (∂Ω \ Γ0)) para algún γ ∈ (0, 1) y podemos asumir

que u > 0 en Ω.

Finalmente, por nuestra suposición de regularidad en Ω podemos aplicar el Lema de Hopf
(ver [42]) que nos da la estimación

∂νu > 0 en ({u = 0} ∩ ∂Ω) \ Γ0.

Esto es una contradicción. □
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Finalmente, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.4. La función α 7→ Λ(α) es estrı́ctamente creciente.

Demostración. Es claro que Λ(α) es no decreciente como función de α. Supongamos ahora que
existen 0 < α < β < 1 tales que Λ(α) = λ(β). Luego, todo extremal para λ(β) lo será también
para Λ(α). Pero si u es un extremal para λ(β) tenemos

|{u = 0} ∩ ∂Ω|n−1 = β|∂Ω|n−1 > α|∂Ω|n−1.

que contradice el Teorema 4.3. Luego Λ(α) es estrı́ctamente creciente. □

El siguiente resultado nos da un resultado de regularidad de la función α 7→ Λ(α) demostrado
en [16] y será de gran utilidad en el siguiente capı́tulo.

Teorema 4.5. La función λ es continua por la derecha sobre el intervalo (0, 1), es decir

lı́m
α→α+0

Λ(α) = λ(α0), ∀α0 ∈ (0, 1).

Demostración. Sea α0 ∈ (0, 1) arbitrario, usando el Corolario 4.4 existe

L = lı́m
α→α+0

Λ(α) y L ≥ λ(α0). (4.5)

Por el Teorema 4.3, existe vα0 ∈ W1,p(Ω) autofunción asociada a λ(α0) tal que ∥vα0∥Lp(∂Ω) = 1
y

|Aα0 |n−1 = α0|∂Ω|n−1,

donde Aα0 = {vα0(x) = 0} ∩ ∂Ω.

Se elige ahora una función suave η satisfaciendo
η = 0, en B(0, 1)
η = 1, en RN \ B(0, 2)
0 ≤ η ≤ 1, ∥∇η∥L∞(RN ) ≤ 2.

Tomando ahora x0 ∈ ∂Ω\Aα0 un punto de densidad cero relativo a ∂Ω (ver definición en [19,
Capı́tulo 1.7]), por cada ε > 0 definimos ηε(x) = η( x−x0

ε ) y wε = ηεvα0 ∈ W1,p(Ω). Observamos
que

{x ∈ ∂Ω : wε(x) = 0} = Aα0 ∪ (Bε(x0) ∩ ∂Ω).

de donde
|{x ∈ ∂Ω : wε(x) = 0}|n−1 > |Aα0 |n−1 = α0|∂Ω|n−1, (4.6)

para ε suficientemente pequeño, puesto que x0 es un punto de densidad 0 para Aα0 relativo a ∂Ω.

Por una lado se tiene que
lı́m
ε→0
∥wε∥Lp(Ω) = ∥vα0∥Lp(Ω) (4.7)
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y
lı́m
ε→0
∥wε∥Lp(∂Ω) = ∥vα0∥Lp(∂Ω). (4.8)

En efecto, veamos (4.7),∫
Ω

|wε − vα0 |p dx =
∫

B(x0,2ε)∩Ω\B(x0,ε)
|(ηε − 1)vα0 |p dx +

∫
B(x0,ε)∩Ω

|vα0 |p dx

≤
∫

B(x0,2ε)∩Ω
|vα0 |p dx,

donde hemos usado que 0 ≤ ηε ≤ 1. Por lo tanto wε → vα0 en Lp(Ω), de donde se deduce (4.7).
La demostración de (4.8) se puede realizar con un argumento similar.

Por otro lado tenemos que

∥∇wε∥Lp(Ω) ≤ ∥∇ηεvα0 + ηε∇vα0∥Lp(Ω)

≤ ∥∇ηεvα0∥Lp(Ω) + ∥∇vα0∥Lp(Ω)

≤ C
ε
∥vα0∥Lp(B(x0,2ε)∩Ω\B(x0,ε)) + ∥∇vα0∥Lp(Ω)

y por desigualdad de Hölder se obtiene que

∥∇wε∥Lp(Ω) ≤ C∥vα0∥Lp∗ (B(x0,2ε)∩Ω\B(x0,ε)) + ∥∇vα0∥Lp(Ω), (4.9)

donde C es una constante independiente de ε.

Por (4.6) existe δ > 0 tal que

|{x ∈ ∂Ω : wε(x) = 0}|n−1 > α|∂Ω|n−1, ∀0 < α − α0 < δ,

y por lo tanto wε es una función admisible en la caracterización de Λ(α). De esto último junto
con (4.9) obtenemos que

Λ(α) ≤
∥wε∥pW1,p(Ω)

∥wε∥pLp(∂Ω)

(4.10)

≤
(C∥vα0∥Lp⋆ (B(x0,2ε)\B(x0,ε)) + ∥∇vα0∥Lp(Ω))p + ∥wε∥Lp(Ω)

∥wε∥pLp(∂Ω)

(4.11)

para todo 0 < α − α0 < δ. Entonces por (4.5) tenemos que

L ≤
(C∥vα0∥Lp⋆ (B(x0,2ε)\B(x0,ε)) + ∥∇vα0∥Lp(Ω))p + ∥wε∥Lp(Ω)

∥wε∥pLp(∂Ω)

.

Tomando lı́mite con ε→ 0, usando (4.7), (4.8) llegamos a

L ≤
∥vα0∥

p
W1,p(Ω)

∥vα0∥
p
Lp(∂Ω)

.
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Tenemos por lo tanto que L = λ(α0), es decir

lı́m
α→α0+

Λ(α) = λ(α0),

lo que concluye la demostración. □

Terminamos esta sección haciendo una generalización de los resultados obtenidos para la
constante λ(Γ). En lo que sigue, necesitaremos una generalización, cuya demostración es ele-
mental. Enunciamos el resultado con detalle.

Para eso, dado una función de peso ρ ∈ L∞(∂Ω) tal que ρ(x) ≥ c > 0 Hn−1−c.t.p. en ∂Ω, y
Γ ⊂ ∂Ω un conjunto de Borel, se define la constante λρ(Γ) como

λρ(Γ) = ı́nf


∫
Ω
|∇v|p + |v|p dx∫
∂Ω
|v|p dµρ

: v ∈ W1,p
Γ

(Ω)

 ,
donde la medida µρ viene dada por dµρ = ρ dS .

Introducimos las siguientes notaciones asociadas al problema de optimización para la cons-
tante λρ(Γ): para α ∈ (0, 1) se define

λρ(α) := ı́nf{λρ(Γ) : Γ ⊂ ∂Ω, µρ(Γ) = αµρ(∂Ω)}. (4.12)

Esta constante λρ(α) nos da a su vez la noción de ventana óptima pero esta vez asociada al
problema (3.13), es decir una ventana Γρ ⊂ ∂Ω es una ventana óptima para el problema (3.13) si
λρ(α) = λρ(Γρ) y el extremal asociado a la ventana Γρ se notará por uρ.

Resumiendo todos los resultados, se obtiene el siguiente teorema cuya demostración omiti-
mos.

Teorema 4.6. Sea Ω ⊂ Rn un dominio Lipschitz. Entonces, dado α ∈ (0, 1), se tiene

1. Existe un conjunto Γρ ⊂ ∂Ω tal que µρ(Γρ) = αµρ(∂Ω) y

λρ(α) = λρ(Γρ).

Más aún, existe uρ ∈ W1,p
Γρ

(Ω) tal que

λρ(α) =

∫
Ω
|∇uρ|p + |uρ|p dx∫
∂Ω
|uρ|p dµρ

.

2. Si ∂Ω verifica la propiedad de la bola tangente exterior, entonces

µρ({uρ = 0} ∩ ∂Ω) = αµρ(∂Ω).

3. Si ∂Ω verifica la propiedad de la bola tangente exterior, entonces λρ(α) es estrictamente
creciente.

4. Finalmente, si ∂Ω verifica la propiedad de la bola tangente exterior, entonces λρ(α) es
continua a derecha.
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4.2. Configuración óptima no local

Como dijimos en la introducción de este capı́tulo, estudiaremos en esta sección los proble-
mas de optimización de forma asociados al operador (−∆p,Ω)s definido en (3.20).

Antes de comenzar con los problemas de optimización mencionados presentaremos una ver-
sión del principio fuerte del mı́nimo no local que será usado para caracterizar el conjunto de
puntos en donde se anulan los extremales asociados a la constante Λs definida en (1.3). Necesi-
taremos primero del siguiente lema básico tomado de [10].

Lema 4.7. Sea p ≥ 1 y ε ∈ (0, 1]. Entonces

|a|p ≤ |b|p + cpε|b|p + (1 + cpε)ε1−p|a − b|p, cp := (p − 1)Γ(máx {1, p − 2}),

con a, b ∈ Rn y n ≥ 1, siendo Γ la función gamma, definida como

Γ(z) =
∫ ∞

0
tz−1e−t dt.

Demostración. Por la desigualdad triangular y la convexidad de la función h(t) = tp, obtenemos

|a|p ≤(|b| + |a − b|)p

=(1 + ε)p
(

1
1 + ε

|b| + ε

1 + ε
|a − b|
ε

)p

≤(1 + ε)p−1|b|p +
(
1 + ε
ε

)p−1

|a − b|p.

Usando ahora la estimación

(1 + ε)p−1 = 1 + (p − 1)
∫ 1+ε

1
tp−2 dt ≤ 1 + ε(p − 1) máx{1, (1 + ε)p−2},

e iterando ahora esta desigualdad, se llega al resultado deseado. Ver [10, Lemma 3.1] para más
detalles. □

A continuación presentamos la herramienta que nos permitirá demostrar el principio fuerte
del mı́nimo en su versión no local. Daremos una demostración de este lema siguiendo la demos-
tración de [10, Lemma 1.3]. Queremos remarcar que la demostración en [10, Lemma 1.3] es
más compleja dado que no asumen que u sea nonegativa en todo Ω, sino sólo en BR. Por ende
tienen que controlar el decaimiento de u− en el complemento de dicha bola.

Lema 4.8 (Lema logarı́tmico). Sea 0 < s < 1 < p < ∞ fijo y Ω ⊂ Rn un conjunto abierto.
Sea A ⊂ Ω un conjunto cerrado. Asumimos que f ∈ Lp′(Ω) es una función no negativa tal que
u ∈ W s,p

A (Ω) es una solución débil no negativa de (3.25) en el sentido de la Definición 3.19. Si
BR(x0) ⊂⊂ Ω \ A, entonces se cumple la siguiente estimación: para cualquier Br(x0) ⊂ BR/2(x0)
y cada d > 0, "

Br×Br

1
|x − y|n+sp

∣∣∣∣∣∣log
(
u(x) + d
u(y) + d

)∣∣∣∣∣∣p dx dy ≤ Crn−sp, (4.13)

donde C = C(n, p, s) > 0.
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Demostración. Sea d > 0 y ϕ ∈ C∞c (B3r/2) para r > 0 tal que

0 ≤ ϕ ≤ 1, ϕ ≡ 1 en Br y |∇ϕ| < cr−1 en B3r/2 ⊂ BR/2.

Ahora usamos la formulación débil (3.24) con la siguiente función de prueba

η = (u + d)1−pϕp.

Observamos que la función η esta bien definida ya que u ≥ 0 y, como ψ(t) = (t+d)1−p es acotada
con derivada acotada para t ≥ 0, tenemos que η ∈ W s,p(Ω).

De esta forma se obtiene

0 ≤
∫
Ω

fη dx

=
1
2

"
Ω×Ω

|u(x) − u(y)|p−2(u(x) − u(y))(η(x) − η(y))
|x − y|n+sp dxdy

=I1 + I2 + I3,

(4.14)

donde

I1 =
1
2

"
B2r×B2r

|u(x) − u(y)|p−2(u(x) − u(y))
|x − y|n+sp

[
ϕ(x)p

(u(x) + d)p−1 −
ϕ(y)p

(u(y) + d)p−1

]
dx dy,

I2 =
1
2

∫
Ω\B2r

∫
Ω

|u(x) − u(y)|p−2

|x − y|n+sp
u(x) − u(y)

(u(x) + d)p−1ϕ(x)p dx dy,

I3 =
1
2

∫
B2r

∫
Ω\B2r

|u(x) − u(y)|p−2

|x − y|n+sp
(u(y) − u(x))
(u(y) + d)p−1ϕ(y)p dx dy.

Acotamos ahora cada uno de los anteriores términos. Comenzamos con I1, supongamos que
u(x) > u(y) en el integrando en I1, usamos la desigualdad en el Lema 4.7 eligiendo a = ϕ(x), b =
ϕ(y) y

ε = δ
u(x) − u(y)

u(x) + d
∈ (0, 1) con δ ∈ (0, 1)

ya que u(y) ≥ 0 para y ∈ B2r ⊂ BR. Se sigue que

ϕ(x)p ≤ ϕ(y)p + cpεϕ(y)p + (1 + cpε)ε1−p|ϕ(x) − ϕ(y)|p

≤ ϕ(y)p + cpδ
u(x) − u(y)

u(x) + d
ϕ(y)p + (1 + cp)δ1−p (u(x) + d)p−1

(u(x) − u(y))p−1 |ϕ(x) − ϕ(y)|p.

De esta desigualdad se deduce que

|u(x) − u(y)|p−2(u(x) − u(y))
|x − y|n+sp

[
ϕ(x)p

(u(x) + d)p−1 −
ϕ(y)p

(u(y) + d)p−1

]
≤

1
|x − y|n+sp

(u(x) − u(y))p−1

(u(x) + d)p−1 ϕ(y)p

1 + cpδ
u(x) − u(y)

u(x) + d
−

(
u(x) + d
u(y) + d

)p−1
+ (1 + cp)δ1−p 1

|x − y|n+sp |ϕ(x) − ϕ(y)|p
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El primer término que aparece al lado derecho de la última desigualdad puede ser escrito como

1
|x − y|n+sp

(
u(x) − u(y)

u(x) + d

)p

ϕp(y)

cpδ +
1 −

(
u(y)+d
u(x)+d

)1−p

1 − u(y)+d
u(x)+d

 := J1. (4.15)

Luego si llamamos t = u(y)+d
u(x)+d , tenemos que estimar la función g : (0, 1)→ R dada por

g(t) :=
1 − t1−p

1 − t
.

Mediante cálculos elementales, es fácil ver que g(t) es creciente, g(0) = −∞ y g(1) = −(p − 1).

Más aún, si t ∈ [0, 1
2 ] se obtiene que

g(t)
1 − t
t1−p = −(1 − tp−1) ≤ −2p−1 − 1

2p−1 ≤ −2 log 2
p − 1

2p < − p − 1
2p ,

donde hemos usado la desigualdad 2x − 1 ≥ x log 2 si x ≥ 0.

En consecuencia se obtuvo que

g(t) ≤ − p − 1
2p

t1−p

1 − t
,

para 0 < t ≤ 1
2 . por otro lado, observemos que tp−1 < 1 < 1

1−t para t ∈ (0, 1), de donde

t1−p

1 − t
≥ 1, si 0 < t < 1.

En definitiva, hemos probado que

g(t) ≤ − p − 1
2p , si 0 < t <

1
2
.

Luego, llamando t = u(y)+d
u(x)+d ∈ (0, 1), tenemos que

J1 =
1

|x − y|n+spϕ
p(y)(1 − t)p[g(t) + cpδ].

Ahora, si 0 < t < 1,

(1 − t)p = (1 − t)tp−1
(
1 − t

t

)p−1

≤
(
1 − t

t

)p−1

.

Juntando todo, obtenemos que si 0 < t < 1
2 ,

J1 ≤
1

|x − y|n+spϕ
p(y)

(
1 − t

t

)p−1 [
cpδ −

p − 1
2p

]
.
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Elegimos entonces δ = p−1
2p+1cp

(observemos que esta elección de δ verifica que 0 < δ < 1) y
llegamos a

J1 ≤ −
p − 1
2p+1

1
|x − y|n+spϕ

p(y)
(
1 − t

t

)p−1

= − p − 1
2p+1

1
|x − y|n+spϕ

p(y)
(
u(x) − u(y)

u(y) + d

)p−1

.

Usamos la estimación (
log

1
t

)p

≤ c(p)
(
1 − t

t

)p−1

,

para 0 < t ≤ 1
2 se obtiene

J1 ≤ −
p − 1
2p+1

1
|x − y|n+spϕ

p(y)
(
log

1
t

)p

= − p − 1
2p+1

1
|x − y|n+spϕ

p(y)c(p) logp
(
u(x) + d
u(y) + d

)
. (4.16)

Puede verse, de hecho, que se puede tomar c(p) = (p − 1)−
1
p .

Por otro lado, si 1
2 < t < 1, se tiene

J1 =
1

|x − y|n+spϕ
p(y)(1 − t)p[g(t) + cpδ] ≤

1
|x − y|n+spϕ

p(y)(1 − t)p
[
cpδ − (p − 1)

]
.

Luego, con la misma elección de δ se llega a

J1 ≤ −
(p − 1)(2p+1 − 1)

2p+1

1
|x − y|n+spϕ

p(y)(1 − t)p

= − (p − 1)(2p+1 − 1)
2p+1

1
|x − y|n+spϕ

p(y)
(
u(x) − u(y)

u(x) + d

)p

.

(4.17)

Observemos ahora que log x ≤ x − 1 para x > 0 y recordando que 1
2 < t < 1 sigue que

logp
(
1
t

)
≤

(
1
t
− 1

)p

=

(
1 − t

t

)p

= t−p(1 − t)p ≤ 2p(1 − t)p.

Luego, de (4.17), obtenemos

J1 ≤ −
(p − 1)(2p+1 − 1)

22p+1

1
|x − y|n+spϕ

p(y) logp
(
1
t

)
= − (p − 1)(2p+1 − 1)

22p+1

1
|x − y|n+spϕ

p(y) logp
(
u(x) + d
u(y) + d

)
.

(4.18)

De (4.16) y (4.18) se consigue que, si u(y) < u(x) entonces

|u(x) − u(y)|p−2(u(x) − u(y))
|x − y|n+sp

[
ϕ(x)p

(u(x) + d)p−1 −
ϕ(y)p

(u(y) + d)p−1

]
≤

J1 +C
|ϕ(x) − ϕ(y)|p
|x − y|n+sp ≤ −c

ϕp(y)
|x − y|n+sp logp

(
u(x) + d
u(y) + d

)
+C
|ϕ(x) − ϕ(y)|p
|x − y|n+sp .
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Observemos que cuando u(x) = u(y), entonces la estimación hecha anteriormente se cumple
trivialmente.

Si ahora u(y) > u(x) podemos ahora cambiar los roles de x e y en los calculos hechos
anteriormente y llegar a lo mismo. Finalmente obtenemos para I1 la siguiente estimación

I1 ≤ − c
"

B2r×B2r

1
|x − y|n+sp

∣∣∣∣∣∣log
(
u(x) + d
u(y) + d

)∣∣∣∣∣∣p ϕp(y) dxdy

+C
"

B2r×B2r

|ϕ(x) − ϕ(y)|p
|x − y|n+sp dxdy

(4.19)

para algunas constantes c,C que dependen de p.

Hay que estimar ahora I2, observamos primero que como u(y) ≥ 0,

(u(x) − u(y))+
u(x) + d

≤ 1 para todo x, y ∈ Ω.

Por lo tanto

I2 ≤
∫
Ω\B2r

∫
B2r

(
(u(x) − u(y))+

u(x) + d

)p−1
ϕp(x)
|x − y|n+sp dxdy

≤
∫
Ω\B2r

∫
B2r

ϕp(x)
|x − y|n+sp dxdy

(4.20)

Teniendo en cuenta que el soporte de la función ϕ esta en B2r/3 se cumple que∫
Ω\B2r

∫
B2r

ϕp(x)
|x − y|n+sp dxdy ≤ ωn

(
2
3

)n

rn sup
x∈B3r/2

∫
Rn\B2r

1
|x − y|n+sp dy. (4.21)

Ahora, como x ∈ B3r/2, sigue que Rn \ B2r(0) ⊂ Rn \ Br/2(x). Luego,∫
Rn\B2r(0)

1
|x − y|n+sp dy ≤

∫
Rn\Br/2(x)

1
|x − y|n+sp dy

=

∫
Rn\Br/2(0)

1
|z|n+sp dz

= nωn

∫ ∞

r/2

1
ρn+sp ρ

n−1 dρ

=
2spnωn

sp
r−sp.

(4.22)

Juntando entonces (4.20) con (4.21) obtenemos que

I2 ≤ Crn−sp.

El término I3 se acota exactamente igual que el I2.
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Finalmente, de (4.14) y las cotas para Ii, i = 1, 2, 3 llegamos a

0 ≤ − c
"

B2r×B2r

1
|x − y|n+sp

∣∣∣∣∣∣log
(
u(x) + d
u(y) + d

)∣∣∣∣∣∣p ϕp(y) dxdy

+C
("

B2r×B2r

|ϕ(x) − ϕ(y)|p
|x − y|n+sp dxdy + rn−sp

)
.

Para finalizar la demostración, debemos estimar el término

L :=
"

B2r×B2r

|ϕ(x) − ϕ(y)|p
|x − y|n+sp dxdy.

Recordemos que ∥∇ϕ∥∞ ≤ cr−1. Luego,

L ≤ cr−p
"

B2r×B2r

1
|x − y|n+sp−p dxdy.

Ahora bien, observemos que si (x, y) ∈ B2r(0) × B2r(0), entonces y ∈ B4r(x). Luego

L ≤ cr−p
∫

B2r(0)

(∫
B4r(x)

1
|x − y|n+sp−p dy

)
dx

Razonando de manera análoga a (4.22) se ve fácilmente que∫
B4r(x)

1
|x − y|n+sp−p dy = Cr−sp+p.

Juntando todas estas estimaciones se concluye que

L ≤ Crn−sp.

Esto concluye la demostración del lema. □

Usando ahora el Lema 4.8 podemos dar la siguiente versión del principio fuerte del mı́nimo
para el operador (−∆p,Ω)s. Daremos una demostración de este principio siguiendo las ideas del
Teorema A.1 en [6].

Teorema 4.9 (Principio fuerte del mı́nimo no local). Sea 0 < s < 1 < p < ∞ fijo y Ω ⊂ Rn

un conjunto abierto y conexo. Sea A ⊂ Ω un subconjunto cerrado. Asumamos que f ∈ Lp′(Ω)
es una función no negativa y que u ∈ W s,p

A (Ω) es una solución débil no negativa de (3.25) en el
sentido de la Definición 3.19. Entonces o bien u ≡ 0 en Ω o bien u > 0 casi en todo punto de Ω.

Demostración. Comenzaremos demostrando que para cada K ⊂ Ω compacto y conexo si se
cumple que

u . 0 en K, (4.23)

entonces u > 0 c.t.p. de K.
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En efecto, sea K ⊂ Ω un conjunto compacto y conexo, entonces K ⊂ {x ∈ Ω : d(x, ∂Ω) >
2r}, para algún r > 0. Al ser K compacto podemos cubrirlo por un número finito de bolas
{Br/2(x1), . . . , Br/2(xk)}, tal que xi ∈ K y

|Br/2(xi) ∩ Br/2(xi+1)| > 0 para i = 1, . . . , k − 1. (4.24)

Supongamos ahora que u = 0 sobre un subconjunto de K de medida positiva. Entonces tenemos
que para algún i ∈ {1, . . . , k − 1} el conjunto

Z := {x ∈ Br/2(xi) : u(x) = 0},

tiene medida positiva.

Definimos ahora la función

Fδ(x) = log
(
1 +

u(x)
δ

)
, x ∈ Br/2(xi),

para δ > 0 y afirmamos que se cumple la siguiente desigualdad del tipo Poincaré∫
Br/2(xi)

|Fδ|p dx ≤ rn+sp

|Z|

"
Br/2(xi)×Br/2(xi)

|Fδ(x) − Fδ(y)|p
|x − y|n+sp dxdy. (4.25)

En efecto, observamos que para cada x ∈ Z se cumple que Fδ(x) = 0, por lo tanto para x ∈
Br/2(xi) e y , x con y ∈ Z se tiene que

|Fδ(x)|p = |Fδ(x) − Fδ(y)|p
|x − y|n+sp |x − y|n+sp.

Integrando en la anterior igualdad respecto de la variable y, obtenemos

|Z||Fδ(x)|p ≤
(

máx
x,y∈Br/2(xi)

|x − y|n+sp
) ∫

Br/2(xi)

|Fδ(x) − Fδ(y)|p
|x − y|n+sp dy,

lo cual integrando respecto de x ∈ Br/2(xi) demuestra la desigualdad (4.25).

Por otro lado, ∣∣∣∣∣∣log
(
δ + u(x)
δ + u(y)

)∣∣∣∣∣∣p = |Fδ(x) − Fδ(y)|p,

usando entonces el Lema 4.8 junto con (4.25) llegamos a∫
Br/2(xi)

∣∣∣∣∣∣log
(
1 +

u(x)
δ

)∣∣∣∣∣∣p dx ≤ C
|Z|r

2n, (4.26)

donde la constante C no depende de δ. Veamos que (4.26) implica que u = 0 c.t.p. en Br/2(xi).
En efecto, si u . 0 en Br/2(xi) existe λ > 0 tal que A := {u ≥ λ} ∩ Br/2(xi) tiene medida positiva.
Pero entonces se tiene

log
(
1 +

u(x)
δ

)
≥ log

(
1 +

λ

δ

)
, para todo x ∈ A.
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Entonces, de (4.26) sigue que

|A| logp
(
1 +

λ

δ

)
≤ C
|Z|r

2n,

para todo δ > 0. Haciendo δ ↓ 0 llegamos a una contradicción y por ende u = 0 c.t.p. en Br/2(xi).

Usando la propiedad (4.24) se puede replicar el anterior argumento para las bolas Br/2(xi−1) y
Br/2(xi+1) y ası́ sucesivamente para obtener finalmente que u = 0 c.t.p. en K. Pero esto contradice
(4.23).

Asumamos ahora que se cumple que u . 0 en Ω. Ya que Ω es conexo, existe una sucesión
Km ⊂ Ω, de subconjuntos compactos y conexos de modo que

Ω =
∪
m∈N

Km y u . 0 en Km.

Por la primera parte de la prueba tenemos que u > 0 en cada Km, lo que implica el resultado del
teorema. □

Observación 4.10. Si bien no lo usaremos en esta tesis las conclusiones del Lema 4.8 y del
Teorema 4.9 aún se mantienen para soluciones de (3.23) en el sentido de la Definición 3.15.

En lo que resta del capı́tulo supondremos que Ω ⊂ Rn es un dominio acotado con frontera
Lipschitz, esto será necesario ya que haremos uso de la compacidad de la inclusión W s,p(Ω) ⊂
Lp(Ω) en espacios de Sobolev fraccionarios.

4.2.1. Problema del obstáculo fuerte

Repasemos las definiciones básicas para poder introducir este problema rigurosamente. Sea
α ∈ (0, 1) fijo y definimos la siguiente clase de conjuntos admisibles

Aα := {A ⊂ Ω : A medible y |A| = α|Ω|}.

Consideramos ahora s ∈ (0, 1) y nuestro problema será encontrar un conjunto As tal que

Λs(α) := ı́nf{λs(A) : A ∈ Aα}, (4.27)

donde, recordemos, λs(A) es la constante definida por

λs(A) = ı́nf
0,v∈W s,p

A (Ω)

[v]p
s,p

∥v∥pp
.

Si existe un conjunto As en donde este ı́nfimo se alcanza es llamado un conjunto optimal para
la constante Λs(α). El problema presentado anteriormente es el problema del obstáculo fuerte,
llamado ası́ porque como veremos después como consecuencia del Teorema 4.9, este conjunto
puede ser caracterizado como el conjunto donde los extremales se anulan.

Observación 4.11. Para el caso s = 1 (caso clásico), en [24, 25] se ocupan de la existencia de
configuración óptima y propiedades de los extremales asociados.
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Enunciamos y demostramos el siguiente resultado acerca de la constante λs(A) que necesi-
taremos en esta sección.

Lema 4.12. Sean 0 < s < 1 < p < ∞. Sea Ω ⊂ Rn acotado y A ⊂ Ω un conjunto medible con
medida positiva. Entonces si u ∈ W1,p

A (Ω) es un extremal para λs(A), este tiene signo constante,
es decir o bien u ≥ 0 casi en todo punto en Ω o bien u ≤ 0 casi en todo punto en Ω.

Demostración. La demostración es una consecuencia de la siguiente desigualdad elemental

||a| − |b||
= |a − b| si ab ≥ 0
< |a − b| si ab < 0

En efecto, denotemos como U+ = {u > 0} y U− = {u < 0}, asumamos que |U±| > 0. Entonces

[u]p
s,p =

"
Ω×Ω

|u(x) − u(y)|p
|x − y|n+sp dx dy

=

∫
U+

∫
U−

|u(x) − u(y)|p
|x − y|n+sp dx dy +

"
(Ω×Ω)\(U+×U−)

|u(x) − u(y)|p
|x − y|n+sp dx dy

≥
∫

U+

∫
U−

|u(x) − u(y)|p
|x − y|n+sp dx dy +

"
(Ω×Ω)\(U+×U−)

||u(x)| − |u(y)||p
|x − y|n+sp dx dy

>

∫
U+

∫
U−

||u(x)| − |u(y)||p
|x − y|n+sp dx dy +

"
(Ω×Ω)\(U+×U−)

||u(x)| − |u(y)||p
|x − y|n+sp dx dy

=

"
Ω×Ω

||u(x)| − |u(y)||p
|x − y|n+sp dx dy

= [|u|]p
s,p.

Por lo tanto, u no es un extremal para λs(A), lo cual es una contradicción. Queda demostrado el
lema. □

Antes de comenzar con la demostración de la existencia de una configuración óptima, nece-
sitamos demostrar la siguiente caracterización.

Lema 4.13. Sea α un número en (0, 1). Entonces

Λs(α) = ı́nf

 1
2 [u]p

s,p

∥u∥pLp(Ω)

: u ∈ W s,p(Ω), |{u = 0} ∩Ω| ≥ α|Ω|
 . (4.28)

Demostración. Definimos la siguiente constante

Λ̃s(α) := ı́nf

 1
2 [u]p

s,p

∥u∥pLp(Ω)

: u ∈ W s,p(Ω), |{u = 0} ∩Ω| ≥ α|Ω|
 .

Sea A ⊂ Ω un subconjunto arbitrario tal que |A| = α|Ω|. Si u ∈ W s,p
A (Ω) es un extremal no

negativo para λs(A), entonces
Λ̃s(α) ≤ λs(A).
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Tomando ı́nfimo en A en la anterior desigualdad obtenemos

Λ̃s(α) ≤ Λs(α). (4.29)

Por otro lado, sea {vm}m∈N una sucesión minimizante normalizada para Λ̃s(α), es decir vm ∈
W s,p(Ω), ∥vm∥Lp(Ω) = 1 y

Λ̃s(α) = lı́m
m→∞

1
2

[vm]p
s,p, |{vm = 0} ∩ Ω| ≥ 0.

Ahora, para cada m ≥ 1, tomamos Am ⊂ {vm = 0} ∩ Ω tal que |Am| = α|Ω|.
De esta forma

Λs(α) ≤ λs(Am) ≤ 1
2

[vm]p
s,p, ∀m ∈ N.

Tomando lı́mite cuando m→ ∞ obtenemos

Λs(α) ≤ Λ̃s(α). (4.30)

De esta forma (4.29) y (4.30) prueban el lema. □

Ahora teniendo en cuenta todo lo anterior estamos en condiciones de proporcionar la exis-
tencia de una configuración óptima para (4.27).

Teorema 4.14. Sea α un número arbitrario en (0, 1). Entonces existe:

1. Un conjunto A ⊂ Ω, tal que |A| = α|Ω| y

Λs(α) = λs(A).

2. Una función u ∈ W s,p(Ω) con |{u = 0} ∩Ω| ≥ α|Ω|, tal que

Λs(α) =
1
2 [u]p

s,p

∥u∥Lp(Ω)
.

Demostración. Claramente (1) se sigue inmediatamente de (2). Es suficiente tomar cualquier
conjunto A ⊂ {u = 0} ∩ Ω con |A| = α|Ω|.

Por lo tanto solo necesitamos probar (2). Sea {vm}m∈N una sucesión minimizante normalizada
para la constante Λs(α), es decir para cada m ∈ N.

vm ∈ W s,p(Ω), ∥vm∥Lp(Ω) = 1, |{vm = 0} ∩Ω| ≥ α|Ω|,

and

Λs(α) = lı́m
m→∞

1
2

[vm]p
s,p.
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De esta forma la sucesión {vm}m∈N es acotada en W s,p(Ω). Usando ahora la reflexividad del
espacio W s,p(Ω) y la compacidad de la inmersión W s,p(Ω) ⊂ Lp(Ω) (ver [17]) existe una función
u ∈ W s,p(Ω) y una subsecuencia, que aún denotamos por {vm}m∈N, tal que

vm ⇀ u débil en W s,p(Ω) (4.31)

vm → u fuerte en Lp(Ω) (4.32)

vm → u c.t.p. en Ω. (4.33)

Por (4.32) podemos concluir que

1 = lı́m
m→∞

∥vm∥Lp(Ω) = ∥u∥Lp(Ω).

Por (4.33) y la semicontinuidad superior de la medida como función de conjuntos de nivel,
obtenemos

|{u = 0} ∩Ω| ≥ lı́m
m→∞

|{vm = 0} ∩Ω| ≥ α|Ω|.

De esta forma la función u es admisible para la constante Λs(α), entonces

Λs(α) ≤ 1
2

[u]p
s,p. (4.34)

Ahora usando (4.31) y la semicontinuidad inferior de la seminorma [ · ]s,p, obtenemos

[u]s,p ≤ lı́m inf
m→∞

[vm]p
s,p = 2Λs(α).

La desigualdad anterior y (4.34) nos dicen que la función u satisface (2). □

El Teorema 4.14 no provee de un extremal cuyos ceros coincidan con el conjunto optimal, es
decir no nos provee de un extremal u que cumpla |{u = 0}∩Ω| = α|Ω|, esto último será necesario
para concluir en el Capı́tulo 5 la convergencia de los obstáculos. Este resultado en realidad puede
ser deducido del principio fuerte del mı́nimo (Teorema 4.9) como veremos a continuación.

Teorema 4.15. Si u ∈ W s,p(Ω) es un extremal para Λs(α), entonces

|{u = 0} ∩ Ω| = α|Ω|.

Demostración. Solo hay que probar |{u = 0} ∩ Ω| ≤ α|Ω|. Asumimos en el resto de esta de-
mostración que el extremal u esta normalizado, es decir ∥u∥Lp(Ω) = 1 y que u es no negativo en
Ω.

Demostraremos por contradicción. Supongamos que |{u = 0} ∩ Ω| > α|Ω|, entonces por la
regularidad de la medida existe un conjunto cerrado A ⊂ {u = 0} ∩Ω tal que

|{u = 0} ∩Ω| > |A| > α|Ω|.

Usando la caracterización para la constante Λs(α) tenemos que

Λs(α) =
1
2

[u]p
s,p ≤ λs(A) ≤ 1

2
[u]p

s,p = Λs(α), (4.35)
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donde hemos usado el hecho de que la función u es admisible en la caracterización de λs(A).

Entonces u es un extremal para λs(A) y por lo tanto es una solución no negativa para el
problema (−∆s

p,Ω)u = λ|u|p−2u, Ω \ A

u = 0, A,
(4.36)

en el sentido de la Definición 3.19.

Usando el Teorema 4.9 concluimos que u > 0 casi en todo punto en Ω \ A, pero esto es una
contradicción ya que |({u = 0} ∩ Ω) \ A| > 0.

Esto completa la prueba del teorema. □

4.2.2. Problema del obstáculo débil

Nos ocupamos ahora del problema de diseño óptimo que involucra otro tipo de obstáculo,
aquı́ el obstáculo será una función en lugar de un conjunto a diferencia del problema presentado
en la sección anterior. Mas precisamente nos interesa minimizar la constante λs(σ, ϕ) definida
en (1.2) sobre la siguiente clase de funciones

B = {ϕ ∈ L∞(Ω) : 0 ≤ ϕ ≤ 1}.

Obviamente ϕ = 0 es una solución trivial para este problema, por lo tanto para que el problema
de optimización tenga sentido consideramos α ∈ (0, 1) y definimos ahora la siguiente clase de
funciones admisibles

Bα =
{
ϕ ∈ B :

∫
Ω

ϕ dx = α|Ω|
}
.

Teniendo en cuenta ahora la familia de conjuntos definida anteriormente, planteamos el siguiente
problema de diseño óptimo

Λs(σ, α) = ı́nf{λs(σ, ϕ) : ϕ ∈ Bα}, (4.37)

este problema de diseño óptimo ası́ planteado es el llamado problema del obstáculo débil. Una
función ϕ ∈ Bα que realiza el ı́nfimo en (4.37) es llamada potencial óptimo, y si u es un extre-
mal para λs(σ, ϕ) con ϕ como potencial óptimo, entonces el par (u, ϕ) ∈ W s,p(Ω) × Bα es una
configuración óptima para el problema (4.37).

Recordemos que la constante λs(σ, ϕ) viene dada por la expresión

λs(σ, ϕ) = ı́nf
0,v∈W s,p(Ω)

[v]p
s,p + σ

∫
Ω
|v|pϕ dx

∥v∥pp
.

A continuación enunciamos y demostramos el principal resultado de esta sección que mues-
tra la existencia de una configuración óptima para el problema (4.37).

Para el resultado principal de esta sección, usaremos el llamado principio de la bañera (del
inglés “bathtube principle”) que su demostración puede encontrarse en [32, p. 28].
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Lema 4.16 (Principio de la bañera). Sea (Ω,Σ, µ) un espacio de medida y f una función medible
a valores reales en Ω tal que µ({ f < t}) es finito para todo t ∈ R. Dado G > 0 definimos la clase
de funciones medibles en Ω

C =
{

g : Ω→ R : 0 ≤ g(x) ≤ 1 para todo x ∈ Ω y
∫
Ω

g dµ = G
}
.

Entonces el problema de minimización

I = ı́nf
g∈C

∫
Ω

f g dµ

tiene una solución dada por
g = χ{ f<s} + cχ{ f=s}, (4.38)

donde
s = sup{t : µ({ f < t}) ≤ G}, cµ({ f = s}) = G − µ({ f < s}).

El minimizante dado por (4.38) es único si G = µ({ f < s}) o si G = µ({ f = s}).

Ahora si, podemos ver el resultado principal de esta sección.

Teorema 4.17. Sea 0 < s < 1 < p < ∞, σ > 0 y 0 < α < 1 fijo. Si Ω ⊂ Rn es un conjunto
acotado con frontera Lipschitz, entonces existe una configuración óptima (u, ϕ) ∈ W s,p(Ω)×Bα
para el problema (4.37). Mas aún, el potencial óptimo puede expresarse como ϕ = χD, con

{u < s} ⊂ D ⊂ {u ≤ s}.

Demostración. Sea {ϕk}k∈N una sucesión minimizante en Bα para Λs(σ, α), es decir

Λs(σ, α) = lı́m
k→∞

λs(σ, ϕk).

Resulta entonces que la sucesión {ϕk}k∈N es acotada en L∞(Ω), entonces usando el hecho de
que el espacio L1(Ω) es un espacio de Banach separable y que L∞(Ω) es un espacio dual (ver
[8, Corollary III.26]), existe ϕ ∈ L∞(Ω) y una subsecuencia que (que aún seguimos llamando
{ϕk}k∈N) tal que

ϕk
∗
⇀ ϕ en L∞(Ω). (4.39)

Observamos que (4.39) implica que ϕ ∈ Bα.

Sea ahora {uk}k∈N ∈ W s,p(Ω) la correspondiente sucesión normalizada de extremales para las
constantes λs(σ, ϕk). Esto es λs(σ, ϕk) = Is,ϕk,σ(uk).

Ya que [uk]p
s,p ≤ 2Is,ϕk ,σ(uk) y ∥uk∥p = 1, entonces los extremales {uk}k∈N son uniformemente

acotados en W s,p(Ω). Por la reflexividad del espacio W s,p(Ω) (ver [1, p. 205]) y la compacidad
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de la inmersión W s,p(Ω) ⊂ Lp(Ω) existe una subsucesión (que aún seguimos llamando uk) y una
función u ∈ W s,p(Ω) tal que

uk ⇀ u débil en W s,p(Ω) (4.40)

uk → u fuerte en Lp(Ω) (4.41)

uk → u c.t.p. en Ω. (4.42)

Usando (4.41) tenemos que
1 = lı́m

k→∞
∥uk∥Lp(Ω) = ∥u∥Lp(Ω)

entonces u es una función admisible en la definición de λs(σ, ϕ), en consecuencia

λs(σ, ϕ) ≤ Is,ϕ,σ(u). (4.43)

Ahora usando (4.41), se sigue que |uk|p → |u|p fuerte en L1(Ω) y por lo tanto por (4.39) obtene-
mos ∫

Ω

|uk|pϕk dx→
∫
Ω

|u|pϕ dx cuando k → ∞.

Por la semicontinuidad de la seminorma de Gagliardo [ · ]s,p, se cumple que

Is,ϕ,σ(u) ≤ lı́m inf
k→∞

Is,ϕk,σ(uk). (4.44)

Usando primero (4.44) y luego (4.43), obtenemos que

Is,ϕ,σ(u) ≤ lı́m inf
k→∞

Is,ϕk ,σ(uk) = Λs(σ, α) ≤ λs(σ, ϕ) ≤ Is,ϕ,σ(u).

Entonces Λs(σ, α) = λs(σ, ϕ) = Is,ϕ,σ(u). Esto muestra que (u, ϕ) ∈ W s,p(Ω) × Bα es una confi-
guración óptima.

Finalmente usando el Lema 4.16, concluimos que el problema

ı́nf
{∫
Ω

|u|pϕ dx : ϕ ∈ Bα
}

tiene una solución de la forma ϕ = χD con {u < s} ⊂ D ⊂ {u ≤ s} para algún s ∈ R. □



Capı́tulo 5

Comportamiento asintótico

En este capı́tulo, estudiaremos el comportamiento asintótico de los distintos problemas de
optimización estudiados en esta Tesis cuando perturbamos ciertos parámetros que aparecen en
estos problemas.

El primero de los problemas a estudiar es el de la constanteΛ(α) estudiada en el Teorema 4.2.
En este problema estudiaremos la dependencia de esta constante bajo perturbaciones en el domi-
nio de referencia Ω. Para eso tomamos una familia de dominios Ωε que aproximen a Ω cuando
ε ↓ 0 y estudiamos el comportamiento asintótico de las constantes asociadas Λε(α). Vemos que,
dependiendo de la naturaleza de la convergencia Ωε → Ω, puede resultar que Λε(α) ̸→ Λ(α)
dando lugar a un fenómeno de homogeneización en la frontera de Ω.

Luego nos dedicamos a estudiar el comportamiento asintótico de las constantes Λs(σ, α)
definidas en (4.37) cuando σ → ∞ y de Λs(α) dada por (4.27) cuando s ↑ 1. En el caso de la
constante Λs(σ, α) mostramos que converge a Λs(α) cuando σ → ∞, haciendo de esta manera
rigurosa la conexión entre el problema del obstáculo fuerte y el problema del obstáculo débil.

Para la constante Λs(α) mostramos que, cuando s ↑ 1 esta converge al primer autovalor de
un problema local tipo p−laplaciano.

El estudio del comportamiento asintótico, no se limita a la convergencia de las constan-
tes. También abordamos el problema de la convergencia de los extremales asociados y como
consecuencia de esto podemos describir el problema de la convergencia de las configuraciones
óptimas en cada uno de los casos.

5.1. Homogeneización para el primer autovalor de Steklov de ∆p

Recordemos la variante de la constante asociada al primer autovalor de Steklov. Para esto
consideremos un subconjunto del borde Γ ⊂ ∂Ω, el primer autovalor de Steklov se define como

λ1(Γ) = ı́nf
u∈W1,p

Γ
(Ω)

∫
Ω
|∇u|p + |u|p dx∫
∂Ω
|u|p dx

, (5.1)

80
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donde W1,p
Γ

(Ω) := {u ∈ W1,p(Ω) : u = 0 c.t.p. Γ con respecto a la medida de superficie} y es la
mejor constante asociada a la desigualdad de Sobolev

S
(∫

∂Ω
|u|q dS

)p/q

≤
∫
Ω

|∇u|p + |u|p dx.

Como vimos en el Teorema 3.7 existe extremal para la constante (5.1) y una función u ∈ W1,p
Γ

(Ω)
es un extremal para λ1 si y solo si es una solución débil para el problema

−∆pu + |u|p−2u = 0 en Ω
|∇u|p−2∂νu = λ1(Γ)|u|p−2u en ∂Ω \ Γ
u = 0 en Γ.

Recordemos también que la constante Λ(α) definida en (4.1) es la que define el problema de
optimización de forma asociado al anterior problema. Recordemos la definición de Λ(α): dado
α ∈ (0, 1) se pone

Λ(α) = ı́nf{λ1(Γ) : Γ ⊂ ∂Ω, |Γ|n−1 = α|∂Ω|n−1}.
Realizaremos, en principio, perturbaciones periódicas del dominio Ω para obtener los domi-
nios Ωε, obtenemos a partir de estas perturbaciones la correspondiente sucesión de constantes
óptimas {Λε(α)}ε>0 sobre los dominios perturbados Ωε. Nos ocuparemos de estudiar el compor-
tamiento asintótico de esta sucesión de constantes óptimas y de la correspondiente sucesión de
ventanas optimales Γε obteniendo resultados de homogeneización. Mas precisamente tres casos
se presentan:

i.- Caso subcrı́tico: en este caso las oscilaciones en las perturbaciones consideradas son gran-
des y la sucesión de constantes converge a cero.

ii.- Caso supercrı́tico: en este caso las oscilaciones son pequeñas y la sucesión converge a la
mejor constante de trazas sobre el dominio sin perturbar, es decir converge a Λ(α).

iii.- Caso crı́tico: es el caso más interesante observado. En este caso se observa que las am-
plitudes de las perturbaciones compensan las oscilaciones y esto se ve reflejado en la
aparición de una función de peso ρ, que como veremos está directamente relacionada con
el tipo de perturbaciones consideradas.

Comencemos describiendo el tipo de perturbaciones periódicas que vamos a considerar. Sea
Ω ⊂ Rn un dominio acotado, asumamos que la frontera ∂Ω es de clase C1. Para x0 ∈ ∂Ω

consideramos un entorno U ⊂ Rn de x0 y una función Φ : U′ ⊂ Rn−1 → R, donde U′ es abierto
y conexo de modo que

∂Ω ∩ U = {(x1, x′) ∈ Rn : x′ ∈ U′, x1 = Φ(x′)},
Ω ∩ U = {(x1, x′) ∈ Rn : x′ ∈ U′, x1 < Φ(x′)}.

Lo anterior describe localmente la frontera del conjunto Ω por medio de una función suave Φ.
Ahora veamos como es la perturbación en cada una de los entornos antes mencionados, para
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esto consideramos una función f : Rn−1 → R de clase C1 y periódica con perı́odo en la celda
Y ′ = [0, 1]n−1. Entonces describimos localmente los dominios perturbados Ωε como

Ωε ∩ U = {(x1, x′) ∈ U : x′ ∈ U′, x1 < Φ(x′) + εa f ( x′
ε )} (5.2)

y por lo tanto la descripción local de su frontera será

∂Ωε ∩ U = {(x1, x′) ∈ RN : x′ ∈ U′, x1 = Φ(x′) + εa f ( x′
ε )}.

Sabemos por el Teorema 4.2 y el Teorema 4.3 que existen para las constantes λε extremales uε
y las correspondientes ventanas optimales Γε cumpliendo Γε = {uε = 0} ∩ ∂Ωε.

Observamos también que la sucesión Ωε ası́ obtenida converge al conjunto Ω en cualquier
noción razonable de convergencia de conjuntos en Rn (por ejemplo en el sentido de la topologı́a
complementaria de Hausdorff o en la norma L1 de las funciones caracterı́sticas).

Como dijimos recién, el comportamiento asintótico esta fuertemente relacionado con las
perturbaciones consideradas, más precisamente este comportamiento depende de la amplitud de
las oscilaciones medidas en términos del parámetro a > 0. Tres casos aparecen:

i.- Caso subcrı́tico: corresponde a grandes oscilaciones con respecto al perı́odo 0 < a < 1.

ii.- Caso supercrı́tico: las oscilaciones aquı́ son pequeñas en relación al perı́odo a > 1.

iii.- Caso crı́tico: es el caso mas interesante que se presenta, en este caso las oscilaciones y el
perı́odo son del mismo orden a = 1.

El caso subcrı́tico corresponde a oscilaciones grandes, el problema degenera y la inmersión de
la traza se pierde. Esto se ve reflejado en que la sucesión λε converge a 0 cuando ε ↓ 0.

Al contrario del caso anterior en este caso las oscilaciones son pequeñas, es decir para va-
lores pequeños de ε las oscilaciones resultan ser imperceptibles y como consecuencia de esto la
sucesión de problemas converge al problema sin perturbar.

Finalmente en el caso crı́tico las oscilaciones y los perı́odos se balancean produciendose el
fenómeno de homogeneización en la frontera del dominio. Este fenómeno se manifiesta en la
aparición de una función de peso en el la frontera en el espı́rtu de Cioranescu-Murat [12]. Este
fenómeno puede observarse también en trabajos como en [23].

Teniendo en cuenta entonces las perturbaciones periódicas descritas anteriormente sobre el
dominio Ω tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.1. Sea Ω ⊂ Rn un conjunto abierto, acotado y asumamos que ∂Ω es de clase C1.
Sea {Ωε}ε>0 la familia de dominios perturbados descriptos en (5.2). Si Λε(α) (0 < α < 1) es la
mejor constante de trazas de Sobolev sobre Ωε dadas por (4.1) en el dominio Ωε.

Entonces las siguientes afirmaciones son ciertas:

1. (Caso subcrı́tico) Si a < 1 entonces lı́mε→0Λε(α) = 0, mas aún, tenemos el siguiente
comportamiento asintótico

Λε(α) ≤ Cε1−a, (5.3)

donde la constante C depende solo de la función f usada en la perturbación del dominio.
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2. (Caso supercrı́tico) Si a > 1 entonces lı́mε→0Λε(α) = Λ(α).

3. (Caso crı́tico) Si a = 1 entonces lı́mε→0Λε(α) = Λρ(α), donde Λρ(α) es definida como

Λρ(α) := ı́nf


∫
Ω
|∇u|p + |u|p dx∫
∂Ω
|u|p dµρ

: u ∈ W1,p(Ω), µρ({u = 0} ∩ ∂Ω) ≥ αµρ(∂Ω)

 , (5.4)

y la medida µρ es dada por dµρ = ρ dS con el peso ρ esta definido como

ρ(x) =

∫
Y

√
1 + |∇Φ(x′) + ∇ f (y)|2 dy√

1 + |∇Φ(x′)|2
, x ∈ U ∩ ∂Ω. (5.5)

El resultado presentado arriba será, como veremos mas adelante un caso particular de un
resultado mas general. Esto será como consecuencia de considerar perturbaciones mas generales
que las periódicas, estas serán en realidad un caso particular de esta clase mas general que
abarcará también a las desformaciones regulares consideradas en [16].

5.1.1. Estimaciones para el cambio de variables

Antes de presentar la demostración del Teorema 5.1, vamos a hacer un análisis presentando
algunos resultados que nos indicarán porque las perturbaciones pueden ser mas generales que
las periódicas presentadas anteriormente. Como veremos, será de fundamental importancia el
comportamiento asintótico de los cambios de variable considerados, una vez estudiados estos
comportamientos el análisis será independiente de la forma que tengan estos cambios.

Consideremos ε > 0 y definamos la transformación Tε : Ωε → Ω como

(y1, y′) = Tε(x1, x′) = (x1 − εa f ( x′
ε )ϕε(x), x′), (5.6)

donde, como es usual, x′ = (x2, . . . , xn) y ϕε ∈ C∞c (Rn) esta soportada en B√ε(∂Ω) =
∪

x∈∂Ω B√ε(x),

ϕε ≡ 1 en ∂Ω, 0 ≤ ϕε ≤ 1, |∇ϕε| ≤ Cε−
1
2 .

Calculamos ahora el diferencial de Tε, DTε.

DTε =


1 − εa f∂1ϕε −εa−1∂2 fϕε − εa f∂2ϕε · · · −εa−1∂n fϕε − εa f∂nϕε

0
... In−1×n−1
0

 .
Observemos que

DTε(x) = In×n − εa f ( x′
ε )Aε(x) − εa−1ϕε(x)B( x′

ε ),

donde

Aε(x) :=


∇ϕε(x)

0
...

0

 , B(x′) :=


0 ∇ f (x′)
0 0
...

...

0 0

 .
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Finalmente, ya que ∥ f ∥∞ < ∞ y ∥∇ f ∥∞ < ∞ tenemos que

∥B∥∞ < ∞.

Mas aún, ya que ∥∇ϕε∥∞ ≤ Cε−
1
2 , obtenemos

∥Aε∥∞ ≤ Cε−
1
2χsop(ϕε)

y por lo tanto llamando fε(x′) = f ( x′
ε ), obtenemos

∥εa fεAε∥∞ ≤ Cεa− 1
2χsop(ϕε) .

Por otro lado, llamando Bε(x′) = B( x′
ε ), tenemos

∥εa−1ϕεBε∥∞ ≤ Cεa−1χsop(ϕε) .

Observamos que cuando a ≥ 1, tenemos que dado K ⊂ Ω conjunto compacto, Tε = idRn

sobre K para ε > 0 suficientemente pequeño. En particular

DTε = In×n and JTε = 1

sobre K para ε > 0 pequeño, donde JTε = | det(DTε)| es el Jacobiano de Tε.

Finalmente, en el caso a > 1, Tε → idRn en la norma C1 y, como consecuencia, tenemos

DTε ⇒ In×n, JTε ⇒ 1 and JτTε ⇒ 1,

donde JτTε = |DT−1
ε n|JTε es el Jacobiano tangencial de Tε, n es el vector normal unitario deΩ y

“⇒” significa convergencia uniforme. Ver [30] para mas detalles sobre el Jacobiano tangencial.

Necesitamos estudiar ahora el comportamiento asintótico de Jacobiano tangencial en el caso
a = 1. En este caso, para x ∈ ∂Ω teniendo en cuenta que ϕε = 1 sobre ∂Ω tenemos la siguiente
expresión para el diferencial

DTε(x) = In×n − B( x′
ε ) + O(ε

1
2 ).

El siguiente lema da el preciso comportamiento asintótico del Jacobiano tangencial para este
caso.

Lema 5.2. Dada g ∈ L1(∂Ω), tenemos que∫
∂Ω

gJτT−1
ε dS →

∫
∂Ω

gρ dS , cuando ε→ 0.

Esto es JτT−1
ε

∗
⇀ ρ débil-* en L∞(∂Ω), donde ρ es la función definida por (5.5).
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Demostración. Sea g ∈ C(∂Ω) una función arbitraria. Analizamos primero la convergencia lo-
calmente, por lo tanto recordamos la construcción de las perturbaciones. Entonces, sea U ⊂ Rn

como en (5.2) y asumimos que sop(g) ⊂ U. Tenemos entonces que∫
∂Ω∩U

gJτT−1
ε dS =

∫
∂Ωε∩U

(g ◦ Tε) dS

=

∫
U′

(g ◦ Tε)(x′)
√

1 + |∇Φ(x′) + ∇ f ( x′
ε )|2 dx′.

(5.7)

Pero∫
U′

(g ◦ Tε)(x′)
√

1 + |∇Φ(x′) + ∇ f ( x′
ε )|2 dx′ =

∫
U′

(g ◦ Tε)(x′)ρε(x′)
√

1 + |∇Φ(x′)|2 dx′,

donde

ρε(x′) := ρ(x′, x′
ε ), ρ(x′, y) :=

√
1 + |∇Φ(x′) + ∇ f (y)|2√

1 + |∇Φ(x′)|2
.

Usando que f es periódica con perı́odo Y , se sigue que ρ(x′, y) es periódica en y con perı́odo Y
y por lo tanto

ρε
∗
⇀ ρ débil-* en L∞(Rn−1).

Ver [3].

Por otro lado, ya que Tε ⇒ idRn se sigue que (g ◦ Tε) ⇒ g uniformemente sobre conjuntos
compactos, en particular, (g ◦ Tε)→ g en L1(U′).

Combinando todo lo anterior llegamos a∫
U′

(g ◦ Tε)ρε
√

1 + |∇Φ|2 dx′ →
∫

U′
gρ

√
1 + |∇Φ|2 dx′ =

∫
∂Ω

gρ dS .

El caso en el que g ∈ C(∂Ω) es arbitraria, se sigue por un argumento estándar usando parti-
ción de la unidad y es omitido aquı́.

Finalmente si g ∈ L1(∂Ω) un argumento estándar de aproximación nos da el resultado desea-
do. □

Resumiendo lo anterior hemos demostrado el siguiente Teorema para las perturbaciones
(5.6).

Teorema 5.3. Sea {Tε}ε>0 las transformaciones dadas por (5.6). Entonces se tienen las siguien-
tes estimaciones:

1. Si a > 1, Tε → idRn en norma C1 cuando ε→ 0. En consecuencia

Tε ⇒ idRn , DTε ⇒ In×n, JTε ⇒ 1 y JτTε ⇒ 1.
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2. Si a = 1, tenemos que para cualquier compacto K ⊂ Ω existe ε0 > 0 tal que

Tε|K = idK ,

para cada 0 < ε < ε0. Mas aún,

JτT−1
ε

∗
⇀ ρ débil-* en L∞(∂Ω),

donde ρ es la función dada por (5.5).

Procedemos ahora a demostrar en las siguientes dos subsecciones el resultado expresado en
el Teorema 5.1.

5.1.2. Caso subcrı́tico (a < 1)

El caso subcrı́tico resulta ser como veremos a continuación, el más simple de los tres casos
a demostrar, en efecto

Demostración. Sea α ∈ (0, 1) y tomemos Γ0 ⊂ ∂Ω como la clausura de un conjunto relativa-
mente abierto y conexo tal que |Γ0|n−1 > α|∂Ω|n−1.

Dado δ > 0, consideramos los conjuntos Uδ = Bδ(Γ0) definidos como

Uδ := {x ∈ Rn : dist(x, Γ0) < δ}

y tomamos Γ1 ⊂ ∂Ω \ U2δ tal que |Γ1|n−1 > 0.

Sea ahora ϕ ∈ C1(Ω̄) tal que ϕ ≡ 0 en Uδ, ϕ ≡ 1 en Ω \ U2δ y 0 ≤ ϕ ≤ 1, |∇ϕ| ≤ Cδ−1 en
U2δ \ Uδ.

Observe que si denotamos por Γ0,ε ⊂ ∂Ωε a la porción de la frontera de Ωε que proviene
de perturbar Γ0, se tiene que ϕ ≡ 0 en Γ0,ε por cada ε > 0 pequeño. Más aún, es fácil ver que
|Γ0,ε|n−1 ≥ α|∂Ωε|n−1. Entonces, ϕ es admisible en la caracterización de λ(Γ0,ε). Como conse-
cuencia de esto, tenemos la siguiente estimación:

λε(α) ≤ λ(Γ0,ε) ≤

∫
Ωε
|∇ϕ|p + |ϕ|p dx∫
∂Ωε
|ϕ|p dS

.

El anterior cociente puede ser fácilmente estimado, en efecto tenemos∫
Ωε

|∇ϕ|p dx ≤ C|Ωε|n,
∫
Ωε

|ϕ|p dx ≤ |Ωε|n, (5.8)

con C = C(δ).

Por otro lado, ∫
∂Ωε

|ϕ|p dS ≥
∫
∂Ωε\Ū2δ

|ϕ|p dS = |∂Ωε \ Ū2δ|n−1 ≥ |Γ1,ε|n−1, (5.9)
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donde Γ1,ε representa la perturbación obtenida a partir de Γ1 ⊂ ∂Ω \ Ū2δ.

Pero,

|Γ1,ε|n−1 =

∫
U′

√
1 +

∣∣∣∇Φ(x′) + εa−1∇ f ( x′
ε )

∣∣∣2 dx′

= εa−1
∫

U′

√
ε2(1−a) +

∣∣∣ε1−a∇Φ(x′) + ∇ f ( x′
ε )

∣∣∣2 dx′.

Estimamos ahora la última integral en la anterior desigualdad.∫
U′

√
ε2(1−a) +

∣∣∣ε1−a∇Φ(x′) + ∇ f ( x′
ε )

∣∣∣2 dx′

=

∫
U′

(√
ε2(1−a) +

∣∣∣ε1−a∇Φ(x′) + ∇ f ( x′
ε )

∣∣∣2 − |∇ f ( x′
ε )|

)
+ |∇ f ( x′

ε )| dx′.

Si ahora denotamos por ρε(x′) =
√
ε2(1−a) +

∣∣∣ε1−a∇Φ(x′) + ∇ f ( x′
ε )

∣∣∣2 − |∇ f ( x′
ε )|, no es difı́cil ver

que |ρε(x′)| ≤ ε1−a(1 + |∇Φ(x′)|), de donde se sigue que∫
U′

(√
ε2(1−a) +

∣∣∣ε1−a∇Φ(x′) + ∇ f ( x′
ε )

∣∣∣2 − |∇ f ( x′
ε )|

)
dx′ → 0 cuando ε→ 0.

Finalmente, debido a la periodicidad de f , concluimos que∫
U′
|∇ f ( x′

ε )| dx′ →
∫

Y
|∇ f (y)| dy =: |∇ f | > 0.

Estas estimaciones nos permiten concluir que,

|Γ1,ε|n−1 ≥ εa−1 |∇ f |
2
, (5.10)

por cada ε > 0 pequeño.

Ahora, de (5.8), (5.9) y (5.10), obtenemos que

λε(α) ≤ Cε1−a → 0 cuando ε→ 0

como deseabamos mostrar. □

5.1.3. Casos crı́tico y supercrı́tico (a ≥ 1)

Ahora, teniendo en cuenta el Teorema 5.3 notamos que los casos crı́tico y supercrı́tico enun-
ciados en el Teorema 5.1 resultan ser casos particulares de un resultado más general.

En realidad si Tε : Ωε → Ω es una familia de pertubaciones que cumplen con la siguiente
condiciónTε = idRn . sobre cada conjunto compacto K ⊂ Ω para ε < ε0(K)

JτT−1
ε

∗
⇀ ρ, débilmente* en L∞(∂Ω) cuando ε→ 0,

(5.11)

donde ρ ∈ L∞(∂Ω). Tenemos entonces el siguiente resultado.
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Teorema 5.4. Sea {Tε}ε>0 una familia de perturbaciones que satisfacen la condición (5.11).
Entonces

Λε(α)→ Λρ(α), cuando ε→ 0,

donde Λε(α) es dada por (4.1) sobre Ωε y Λρ(α) es dada por

Λρ(α) = ı́nf


∫
Ω
|∇u|p + |u|p dx∫
∂Ω
|u|p dµρ

: u ∈ W1,p(Ω), µρ({u = 0} ∩ ∂Ω) ≥ αµρ(∂Ω)

 . (5.12)

Aquı́ la medida µρ esta dada por dµρ = ρ dS .

Más aún, si uε es una autofunción asociada a Λε(α) normalizada como ∥uε∥Lp(∂Ωε) = 1,
entonces la sucesión {uε ◦ T−1

ε }ε>0 ⊂ W1,p(Ω) es débilmente precompacta y cada punto de
acumulación es una autofunción para Λρ(α).

Observación 5.5. Claramente las conclusiones en el Teorema 5.4 implican los casos supercrı́tico
(a > 1) y crı́tico (a = 1) del Teorema 5.1. El Teorema 5.4 implica además el Teorema 6.2 en
[16].

Antes de comenzar con la demostración del teorema, nos es necesario hacer algunas obser-
vaciones. En efecto, sean los dominios abiertos Ω1,Ω2 ⊂ Rn, supongamos también que existe
un difeomorfismo T : Ω1 → Ω2. Este difeomorfismo induce, a su vez el mapa T : W1,p(Ω2) →
W1,p(Ω1) definido como

T : W1,p(Ω2)→ W1,p(Ω1), T (u) = u ◦ T.

Esta aplicación ası́ definida resulta ser lineal, continua e invertible con T −1v = v ◦ T−1. Más
aún una simple aplicación del Teorema de Cambio de Variables permite concluir las siguientes
estimaciones claves ∫

Ω1

|T u|p dx ≤ ∥JT−1∥∞
∫
Ω2

|u|p dx (5.13)

y ∫
Ω1

|∇(T u)|p dx ≤ ∥JT−1∥∞∥DT∥∞
∫
Ω2

|∇u|p dy. (5.14)

Si consideramos ahora las perturbaciones Tε : Ωε → Ω satisfaciendo las condiciones (5.11),
tenemos entonces asociadas a estas los correspondientes mapeos Tε : W1,p(Ω) → W1,p(Ωε),
los cuales son lineales, invertibles y, gracias a las estimaciones (5.13) y (5.14) resultan también
bicontinuos.

Teniendo en cuenta todo lo anterior, definimos las funciones

Qε : W1,p(Ωε)→ R, Q : W1,p(Ω)→ R

por

Qε(u) =
∫
Ωε

|∇u|p + |u|pdx y Q(v) =
∫
Ω

|∇v|p + |v|p dy.
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Ahora, consideramos las funciones Q̃ε : W1,p(Ω)→ R definidas por Q̃ε = Qε◦Tε e introducimos
los conjuntos

Xε
α := {u ∈ W1,p(Ωε) : |{u = 0} ∩ ∂Ωε|n−1 ≥ α|∂Ωε|n−1 y ∥uε∥Lp(∂Ωε) = 1}, (5.15)

X̃ε
α := Tε(Xε

α) = {v ∈ W1,p(Ω) : v ◦ Tε ∈ Xε
α}, (5.16)

Xρ
α := {v ∈ W1,p(Ω) : µρ({v = 0} ∩ ∂Ω) ≥ αµρ(∂Ω) y ∥v∥Lp(dµρ) = 1}, (5.17)

donde dµρ = ρ dS . Con todas estas notaciones mencionadas anteriormente, podemos ahora
escribir las constantes óptimas de la siguiente forma

Λε(α) = ı́nf
u∈Xε

α

Qε(u) = ı́nf
v∈X̃ε

α

Q̃ε(v) y Λρ(α) = ı́nf
v∈Xρ

α

Q(v). (5.18)

Teniendo en cuenta las nuevas expresiones para las constantes óptimas, vemos que ahora los
espacios sobre los cuales se toma el ı́nfimo son espacios variables, por lo tanto necesitaremos
algun resultado acerca de la convergencia de estos espacios. En efecto, teniendo en cuenta los es-
pacios X̃ε

α y Xρ
α definidos en (5.16) y (5.17) respectivamente, el siguiente lema nos da la deseada

convergencia.

Lema 5.6. Sean X̃ε
α, X

ρ
α ⊂ W1,p(Ω) los conjuntos definidos en (5.16) y (5.17) respectivamente.

Entonces, dado vε ∈ X̃ε
α tal que vε ⇀ v débil en W1,p(Ω), se sigue que v ∈ Xρ

α.

Reciprocamente, por cada v ∈ Xρ
α existe una sucesión {εk}k∈N tal que εk ↓ 0 y vk ∈ X̃εk

α tal
que vk ⇀ v débil en W1,p(Ω). Más aún, la sucesión converge fuerte en W1,p(Ω).

Observación 5.7. El resultado del anterior lema nos dice que la sucesión de conjuntos X̃ε
α conver-

gen en el sentido Mosco a el conjunto Xρ
α. El lector interesado en este concepto de convergencia

de conjuntos puede consultar en [30, 36].

Demostración. Sea v ∈ Xρ
α y Γ = {v = 0} ∩ ∂Ω.

Dado k ∈ N definimos ṽk := máx{v − 1
k , 0}. Entonces, Γk = {ṽk = 0} ∩ ∂Ω verifican que

µρ(Γk) > µρ(Γ) (recordar que el peso ρ es estrictamente positivo). Ası́, existe ρk > 0 tal que

µρ(Γk) ≥ (1 + ρk)αµρ(∂Ω). (5.19)

No es difı́cil verificar que ṽk → v fuerte en W1,p(Ω) cuando k → ∞.

Ahora sea tk,ε > 0 tal que vk,ε := tk,εṽk verifica que ∥vk,ε ◦ Tε∥Lp(∂Ωε) = 1. Es fácil ver que
ṽk → v (k → ∞) fuerte en Lp(∂Ω) implica que lı́mε↓0(lı́mk→∞ tk,ε) → 1. Ası́, tenemos que
vk,ε → v fuerte en W1,p(Ω) cuando k → ∞ y ε ↓ 0.

Resta comprobar que dado k ∈ N existe εk con εk ↓ 0 tal que vk := vk,εk ∈ X̃εk
α y para esto

solo tenemos que ver que
µεk (Γk) ≥ αµεk (∂Ω),

donde Γk = {vk = 0} ∩ ∂Ω = {ṽk = 0} ∩ ∂Ω y dµε = JτTεdS .

Pero ya que µε(A)→ µρ(A) por cada dS−medible A ⊂ ∂Ω, tenemos que existe εk tal que

µεk (Γk) ≥ (1 + ρk)−
1
2µρ(Γk) y µρ(∂Ω) ≥ (1 + ρk)−

1
2µεk (∂Ω). (5.20)
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Combinando (5.19) y (5.20) concluimos que

µεk (Γk) ≥ (1 + ρk)−
1
2µρ(Γk)

≥ (1 + ρk)
1
2αµρ(∂Ω)

≥ αµεk (∂Ω).

Ahora necesitamos ver que si vε ∈ X̃ε
α es tal que vε ⇀ v, entonces v ∈ Xρ

α. Pero, esto es una
inmediata consecuencia del Lemma B.4.

De hecho, el Lemma B.4 es aplicado a las funciones vε, v ∈ W1,p(Ω) ⊂ Lp(∂Ω) (recordemos
que asumimos que vε → v dS−c.t.p. en ∂Ω) y a las medidas

dµε = JτT−1
ε dS , dµρ = ρdS , dν = dS .

Como consecuencia, obtenemos

µρ({v = 0} ∩ ∂Ω) ≥ lı́m sup
ε→0

µε({vε = 0} ∩ ∂Ω) = lı́m sup
ε→0

∫
{vε=0}∩∂Ω

JτT−1
ε dS

= lı́m sup
ε→0

|{vε ◦ Tε = 0} ∩ ∂Ωε|n−1

≥ lı́m sup
ε→0

α|∂Ωε|n−1 = αµρ(∂Ω).

Lo que concluye la demostración. □

Comenzamos ahora la demostración del Teorema 5.4 que tiene como ingrediente principal
el concepto de Γ−convergencia introducido en el Apéndice A.

Más concretamente, en vista del aspecto que tienen las constantes óptimas en (5.18), la
idea de la demostración es aplicar el Teorema A.6 a las funciones Jε, J : Lp(Ω) → (−∞,+∞]
definidas como

Jε(v) :=

Q̃ε(v) si v ∈ X̃ε
α

+∞ en otro caso,
(5.21)

J(v) :=

Q(v) si v ∈ Xρ
α

+∞ en otro caso.
(5.22)

Desafortunadamente no somos capaces de probar la Γ−convergencia de las funciones antes
mencionadas en toda su generalidad, de hecho solo podremos probar la Γ− convergencia para
el caso supercrı́tico, que para este marco general será el caso Tε → idRn en la topologı́a del
espacio C1. Sin embargo, para el caso general podemos aplicar el Teorema A.8, que si bien es
más restrictivo, alcanza para obtener la convergencia de los mı́nimos.

Prueba del Teorema 5.4. Como dijimos más arriba, debemos comprobar las hipótesis del Teo-
rema A.8 a las funciones Jε, J : Lp(Ω) → (−∞,+∞] definidas como en (5.21) y (5.22) respecti-
vamente. En efecto probaremos que
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por cada sucesión {vε}ε>0 ⊂ Lp(Ω) de mı́nimos de {Jε}ε>0 tal que vε → v en Lp(Ω), se
tiene que

J(v) ≤ lı́m inf
ε→0

Jε(vε).

Además, por cada v ∈ Lp(Ω), existe vk ∈ Lp(Ω) y εk ↓ 0 tal que vk → v en Lp(Ω) y

J(v) ≥ lı́m sup
k→∞

Jεk (vk).

Dividimos la prueba en dos partes.

Desigualdad del lı́mite inferior: Sea vε ∈ X̃ε
α tal que Q̃ε(vε) = ı́nf X̃ε

α
Q̃ε y asumimos que vε → v

en Lp(Ω) cuando ε ↓ 0 para algún v ∈ Xρ
α. Asumimos que

lı́m inf
ε→0

Q̃ε(vε) < +∞, (5.23)

de otra forma no hay nada que probar. Es inmediato ver que (5.13) y (5.14) implican que

∥vε∥W1,p(Ω) = Q(vε) ≤ CQ̃ε(vε)

y ası́, por (5.23) concluimos que {vε}ε>0 es acotado en W1,p(Ω) y, ya que vε → v en Lp(Ω)
fácilmente se sigue que vε ⇀ v débil en W1,p(Ω).

Ya que vε → v fuerte en Lp(Ω) y JTε → 1 c.t.p en Ω y es uniformemente acotada se sigue
que ∫

Ω

|vε|pJT−1
ε dx→

∫
Ω

|v|p dx, cuando ε ↓ 0. (5.24)

Tomando en cuenta las expresiones de Q̃ε(vε) y Q(v), resta demostrar que

lı́m inf
ε→0

∫
Ω

|∇vε(DTε ◦ T−1
ε )|pJT−1

ε dx ≥
∫
Ω

|∇v|p dx. (5.25)

Mostramos primero que ∇vε → ∇v c.t.p. en Ω. Para este fin necesitamos que la sucesión {vε}ε>0
sea una sucesión de mı́nimos para Q̃ε y por lo tanto estas verifican la ecuación de Euler-Lagrange
asociada a la función Q̃ε. Esto es∫

Ω

(|∇vε(DTε ◦ T−1
ε )|p−2∇vε(DTε ◦ T−1

ε ) · ∇ψ+|vε|p−2vεψ
)
JT−1

ε dx

= λε(α)
∫
∂Ω
|vε|p−2vεψJτT−1

ε dS ,

para cada ψ ∈ W1,p
Γ

(Ω).

Tomando ahora K ⊂ Ω un conjunto compacto, sea δ = 1
2 d(K, ∂Ω) y escribimos Kδ = {x ∈

Ω : d(x,K) < δ}. Por lo tanto K ⊂ Kδ ⊂⊂ Ω y si ε es suficientemente pequeño, tenemos que
Tε = idRn en Kδ.

Observe ahora que si ψ0 ∈ W1,p
Γ

(Ω) e tal que sop(ψ0) ⊂ Kδ, entonces∫
Ω

|∇vε|p−2∇vε∇ψ0 + |vε|p−2vεψ0 dx = 0.
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Consideramos η ∈ C∞c (Ω) se tal que η = 1 en K, sop(η) ⊂ Kδ y 0 ≤ η ≤ 1 en Kδ \ K.

Por lo tanto, para ψε = η(vε − v), tenemos∫
Ω

|∇vε|p−2∇vε∇ψε + |vε|p−2vεψε dx = 0,

esto es∫
Ω

|∇vε|p−2∇vε(vε − v)∇η + |∇vε|p−2∇vε∇(vε − v)η + |vε|p−2vεη(vε − v) dx = 0. (5.26)

Ya que vε ⇀ v débil en W1,p(Ω) tenemos que ∥∇vε∥Lp(Ω) ≤ C, ası́ por la desigualdad de Hölder,∣∣∣∣∣∫
Ω

|∇vε|p−2∇vε(vε − v)∇η dx
∣∣∣∣∣ ≤ ∥∇η∥∞C∥vε − v∥Lp(Ω). (5.27)

Por otro lado, ya que ∥vε∥Lp(Ω) ≤ C, de nuevo por la desigualdad de Hölder,∣∣∣∣∣∫
Ω

|vε|p−2vεη(vε − v) dx
∣∣∣∣∣ ≤ ∥η∥∞C∥vε − v∥Lp(Ω). (5.28)

De (5.26), (5.27) y (5.28) obtenemos

lı́m
ε→0

∫
Kδ

|∇vε|p−2∇vε∇(vε − v)η dx = 0. (5.29)

Más aún, ya que vε ⇀ v débil en W1,p(Ω) tenemos

lı́m
ε→0

∫
Kδ

|∇v|p−2∇v∇(vε − v)η dx = 0. (5.30)

Combinando (5.29) y (5.30) llegamos a

lı́m
ε→0

∫
Kδ

(|∇vε|p−2∇vε − |∇v|p−2∇v)∇(vε − v)η dx = 0.

Es un hecho conocido (ver [39]) que el integrando es no negativo, y por lo tanto (|∇vε|p−2∇vε −
|∇v|p−2∇v)∇(vε − v)→ 0 a.e. in K. De esto fácilmente concluimos que ∇vε → ∇v c.t.p. en K. Ya
que K es arbitrario en Ω concluimos la convergencia puntual de los gradientes c.t.p. en Ω.

De la convergencia puntual de los gradientes la conclusión de la desigualdad del lı́mite infe-
rior se sigue fácilmente. En efecto, ya que JTε → 1 y DTε → I c.t.p. en Ω tenemos

|∇vε(DTε ◦ T−1
ε )|pJT−1

ε → |∇v|p c.t.p. en Ω.

Este último hecho junto con el Lema de Fatou implican que (5.25) se cumple.

Desigualdad del lı́mite superior: Dada v ∈ Xρ
α, sea vk ∈ X̃εk

α tal que vk → v fuerte en W1,p(Ω).
Observemos que la sucesión existe por el Lema 5.6.

Ahora esto y nuestra hipótesis sobre Tε implican fácilmente que

lı́m
k→∞

Q̃εk (vk) = Q(v).

La demostración queda entonces completa. □
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5.1.4. Convergencia de las ventanas óptimas

Terminamos esta primera mitad del capı́tulo demostrando la convergencia de las ventanas
óptimas. Este resultado, como veremos, será directa consecuencia de la convergencia de las
constantes óptimas Λε(α) obtenida en la sección anterior, en el siguiente teorema queda expre-
sado el sentido en el cual tenemos la convergencia antes mencionada.

Teorema 5.8. Bajo las mismas hipótesis y notaciones que el Teorema 5.4, si Γε ⊂ Ωε son las
ventanas óptimas asociadas a Λε(α) entonces, salvo subsucesión, estas convergen cuando ε ↓ 0
a la ventana óptima del problema lı́mite Λρ(α) en el siguiente sentido: definimos las medidas de
Radon {νε}ε>0 como

dνε = χΓε dS .

Entonces, la familia es precompacta en la topologı́a débil de medidas, y cada punto de acumu-
lación de {νε}ε>0 tiene la siguiente forma

dν∗ = χ
Γρ
ρ dS ,

donde Γρ es una ventana óptima para el problema (5.12).

Demostración. Sea uε ∈ W1,p(Ωε) un extremal para Λε(α). Podemos asumir que uε ∈ Xε
α.

Entonces por el Teorema 4.3, tenemos que {uε = 0} ∩ Ωε = Γε es una ventana óptima para
Λε(α), y por lo tanto esta verifica |Γε|n−1 = α|Ωε|n−1.

Consideremos ahora las funciones reescaladas vε := uε ◦T−1
ε . Entonces vε es un extremal de

Q̃ε en el conjunto X̃ε
α.

Teniendo en cuenta ahora el Teorema 5.4 sabemos queΛε(α)→ Λρ(α), y en consecuencia la
sucesión de extremales reescalados vε esta uniformemente acotada en ε. Luego podemos asumir
que existe v ∈ W1,p(Ω) tal que vε ⇀ v débil en W1,p(Ω), v ∈ Xρ

α y v es extremal para Λρ(α). En
particular

µρ({v = 0} ∩ ∂Ω) = αµρ(∂Ω).

Por otro lado,

|{uε = 0} ∩ ∂Ωε|n−1 =

∫
∂Ωε

χ{uε=0} dS =
∫
∂Ω
χ{vε=0} JτT

−1
ε dS .

Si denotamos por µε a la medida dµε = JτT−1
ε dS sobre ∂Ω, tenemos que

µε({vε = 0} ∩ ∂Ω) = α|∂Ωε|n−1 = αµε(∂Ω),

y, ya que JτT−1
ε

∗
⇀ ρ débil-* en L∞(∂Ω), se tiene que

µε(A)→ µρ(A),

por cada A ⊂ ∂Ω medible. En particular, µε(∂Ω)→ µ∗(∂Ω).

De toda esta discusión concluimos que

µε({vε = 0} ∩ ∂Ω)→ µρ({v = 0} ∩ ∂Ω).
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Estamos ahora en condiciones de aplicar el Lema B.4 y concluir que

µε([{vε = 0}△{v = 0}] ∩ ∂Ω)→ 0.

Sea ahora Γε una ventana óptima y sea uε ∈ Xε
α un extremal asociado. Sea vε = uε ◦ T−1

ε el
extremal reescalado como se describio previamente. De nuevo, podemos asumir que vε → v
c.t.p. en ∂Ω, donde v ∈ Xρ

α es un extremal asociado a Λρ(α).

Sea f ∈ Cb(Rn), entonces∫
f dνε −

∫
f dν∗ =

∫
∂Ωε

fχ{uε=0} dS −
∫
∂Ω

fχ{v=0}ρ dS

=

∫
∂Ω

( f ◦ T−1
ε )χ{vε=0} dµε −

∫
∂Ω

fχ{v=0} dµ
∗

=

∫
∂Ω

(χ{vε=0} − χ{v=0})( f ◦ T−1
ε ) dµε

+

∫
∂Ω
χ{v=0}[( f ◦ T−1

ε ) − f ] dµε

+

∫
∂Ω
χ{v=0} f (dµε − dµ∗)

=Aε + Bε +Cε.

Se puede probar fácilmente que cada uno de estos términos converge a cero. En efecto

|Aε| ≤ ∥ f ∥∞µε([{vε = 0}△{v = 0}] ∩ ∂Ω)→ 0,

gracias al Lema B.4. Por otro lado

|Bε| ≤ ∥( f ◦ T−1
ε ) − f ∥L∞(∂Ω)µε(∂Ω)→ 0,

ya que µε(∂Ω) es convergente (y por lo tanto acotada) y f ◦ T−1
ε ⇒ f sobre compactos.

Finalmente, usando que µε ⇀ µρ débil en el sentido de convergencia de medidas, se sigue
que

|Cε| → 0.

Esto completa la demostración del teorema. □

5.2. Comportamiento asintótico para Λs(σ, α) y Λs(α)

Nos ocupamos en esta segunda mitad del capı́tulo de estudiar la convergencia de los proble-
mas óptimos que definen las constantes Λs(σ, α) y Λs(α).

5.2.1. Conexión entre Λs(σ, α) y Λs(α)

Comenzaremos mostrando, como dijimos en la introducción de este capı́tulo, la conexión
existente entre el problema del obstáculo fuerte y el problema del obstáculo débil. Más precisa-
mente, haremos rigurosa esta conexión mostrando que Λs(α, σ) → Λs(α), cuando σ → ∞. El
siguiente teorema muestra esta conexión.
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Teorema 5.9. Sea 0 < s < 1 < p < ∞ y 0 < α < 1 fijo. Sea Ω ⊂ Rn un dominio acotado con
frontera Lipschitz y Λs(α) y Λs(σ, α) las constantes definidas en (4.27) y (4.37) respectivamente.
Entonces

lı́m
σ→∞
Λs(σ, α) = Λs(α).

Más aún, si denotamos por (uσ, χDσ) ∈ W s,p(Ω) × Bα un par óptimo para Λs(σ, α), enton-
ces la familia {(uσ, χDσ)}σ>0 es precompacta en la topologı́a fuerte de W s,p(Ω) en la primera
variable y en la topologı́a débil* de L∞(Ω) en la segunda variable.

Finalmente, cualquier punto de acumulación de la familia tiene la forma (u, χD) donde D ∈
Aα, {u = 0} ∩Ω = D y u es un extremal para Λs(α).

Demostración. Dado 0 < α < 1, sea (u, A) una configuración óptima para la constante Λs(α).
Esto es u ∈ W s,p

A (Ω), ∥u∥p = 1, |A| = α|Ω| y Λs(α) = 1
2 [u]p

s,p.

Por lo tanto, por cada σ > 0,

Λs(σ, α) ≤ λs(σ, χA) ≤ Is,χA,σ(u) =
1
2

[u]p
s,p = Λs(α).

Ya que Λs(σ, α) es no decreciente en σ, se sigue que existe Λ∗ tal que

Λs(σ, α) ↑ Λ∗ ≤ Λs(α). (5.31)

Sea ahora {σ j} j∈N ⊂ R una sucesion tal que σ j ↑ ∞ y sea (u j, ϕ j) el par óptimo asociado a
Λs(σ j, α). Entonces, por cada j ∈ N,

1
2

[u j]s,p ≤ Is,ϕ j,σ j(u j) = Λs(σ j, α) ≤ Λs(α).

Ya que ∥u j∥p = 1 por cada j ∈ N, usando la reflexividad del espacio W s,p(Ω), la compacidad
de la inmersión W s,p(Ω) ⊂ Lp(Ω) y el hecho de que L∞(Ω) es un espacio dual, existe un par
(u, ϕ) ∈ W s,p(Ω) × B y una sucesión (que aún seguimos denotando por (u j, ϕ j)) tal que

u j ⇀ u débil en W s,p(Ω) (5.32)

u j → u fuerte en Lp(Ω) (5.33)

ϕ j
∗
⇀ ϕ ∗−débil en L∞(Ω). (5.34)

Usando (5.33) tenemos que 1 = lı́m j→∞ ∥u j∥Lp(Ω) = ∥u∥Lp(Ω), y por (5.34) obtenemos que
ϕ ∈ Bα. También, usando (5.33) y (5.34)∫

Ω

|u j|pϕ j dx→
∫
Ω

|u|pϕ dx, cuando j→ ∞. (5.35)

Teniendo en cuenta (5.31), tenemos que

0 ≤ σ j

∫
Ω

ϕ j|u j|p dx ≤ Is,ϕ j,σ j(u j) = Λs(σ j, α) ≤ Λs(α),
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de donde obtenemos

0 ≤
∫
Ω

|u j|pϕ j dx ≤ Λs(α)
σ j

y ası́ ∫
Ω

|u j|pϕ j dx→ 0, cuando j→ ∞.

Esto y (5.35) producén ∫
Ω

|u|pϕ dx = 0, (5.36)

de donde concluimos que
|u|pϕ = 0 c.t.p. en Ω (5.37)

Ahora, (5.37) implica que u es una función admisible en la caracterización de Λs(α). En
efecto, si denotamos por D = {ϕ > 0} ∩ Ω, entonces

|D| ≥
∫

D
ϕ dx =

∫
Ω

ϕ dx = α|Ω|, (5.38)

y por (5.37), u = 0 c.t.p. en D y ası́ |{u = 0} ∩Ω| ≥ |D| ≥ α|Ω| como deseabamos mostrar.

Por (5.31), (5.36) y la semicontinuidad de la seminorma de Gagliardo [ · ]s,p tenemos que

Λs(α) ≥ Λ∗ = lı́m
j→∞
Λs(σ j, α)

= lı́m
j→∞

Is,ϕ,σ(u j)

≥ lı́m inf
j→∞

1
2

[u j]
p
s,p

≥1
2

[u]p
s,p ≥ Λs(α).

Observamos que los anteriores cálculos muestran que u es un extremal para Λs(α). Más aún,
ya que {u = 0}∩Ω ⊃ D y α|Ω| ≤ |D| ≤ |{u = 0}∩Ω| = α|Ω|, donde hemos usado el Teorema 4.15
en la última igualdad, deducimos que D = {u = 0} ∩Ω. Además de (5.38) deducimos fácilmente
que ϕ = χD.

Resta ver que u j → u fuerte en W s,p(Ω). Pero de los anteriores cálculos se puede ver que

lı́m
j→∞

[u j]s,p = [u]s,p,

por lo tanto, por (5.33),
lı́m
j→∞
∥u j∥W s,p(Ω) = ∥u∥W s,p(Ω).

Ya que W s,p(Ω) es un espacio de Banach uniformemente convexo, se sigue que u j → u fuerte
en W s,p(Ω).

Esto finaliza la demostración del teorema. □
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5.2.2. Comportamiento asintótico para Λs(α) cuando s ↑ 1

En esta subsección estudiaremos el comportamiento asintótico de la constante Λs(α) cuando
s ↑ 1. Para esto, consideramos Ω ⊂ Rn acotado y con frontera Lipschitz, A ⊂ Ω un conjunto
medible con medida positiva y las funciones Is, I : Lp(Ω)→ R̄ definidas como

Is(u) = [u]p
s,p =


"
Ω×Ω

|u(x) − u(y)|p
|x − y|n+sp dx dy si u ∈ W s,p(Ω) ∩ Eα

+∞ en otro caso
(5.39)

I(u) =


∫
Ω

|∇u|p dx si u ∈ W1,p(Ω) ∩ Eα

+∞ en otro caso,
(5.40)

donde
Eα = {v ∈ Lp(Ω) : |{v = 0} ∩Ω| ≥ α|Ω|, ∥v∥p = 1}. (5.41)

De esta forma se satisface que

Λs(α) = ı́nf
v∈Lp(Ω)

1
2

Is(v). (5.42)

Definimos también la constante
Λ̃(α) = ı́nf

v∈Lp(Ω)

1
2

I(v). (5.43)

Antes de continuar, presentaremos un resultado análogo al Teorema 4.3 que nos será necesario
para concluir la convergencia de los obstáculos al final de este capı́tulo.

Teorema 5.10. Sea Ω ⊂ Rn de clase C2 y α ∈ (0, 1). Si u ∈ W1,p(Ω) ∩ Eα es un mı́nimo para
Λ̃(α), entonces

|{u = 0}| = α|Ω|.

Demostración. Sea u ∈ W1,p(Ω) ∩ Eα un mı́nimo para Λ̃(α). Solo debemos demostrar que
|{u = 0}| ≤ α|Ω|. Supongamos que |{u = 0} ∩ Ω| > α|Ω|, usando la regularidad de la medida de
lebesgue existe K ⊂ {u = 0} compacto tal que

α|Ω| < |K| < |{u = 0}|,

por lo tanto Λ̃(α) ≤ λ(K), donde λ(K) es el autovalor asociado al problema
−∆pu = λ(K)|u|p−2u en Ω \ K
u = 0 en K
|∇u|p−2∂νu = 0 en ∂(Ω \ K)
u ≥ 0 en Ω,

(5.44)

y λ(K) = ı́nf
{
∥∇u∥pp
∥u∥pp

: u ∈ W1,p
K (Ω)

}
con WK(Ω) = {u ∈ W1,p(Ω) : u = 0 casi en todo punto de K}.

Por otro lado al ser u admisible para λ(K) se tiene que λ(K) ≤ Λ̃(α). En consecuencia Λ̃(α) =
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λ(K), y entonces u es solución para el problema (5.44), por lo tanto −∆pu ≥ 0 en Ω \ K. Ahora
por el principio fuerte del máximo (ver [42]) tenemos que o bien u = 0 en Ω \K, o bien u > 0 en
Ω \ K. Como u es autofunción debe ser entonces u > 0 en Ω \ K pero esto es una contradicción
ya que |{u = 0}| > |K|.

Hemos probado entonces que |{u = 0}| = α|Ω|. □

La idea ahora es analizar el comportamiento asintótico de las constantes Λs(α) mostrando
que esta sucesión converge, si reescalamos adecuadamente, a la constante Λ̃(α) cuando s ↑ 1.
Con la idea de estudiar esta convergencia, observamos que teniendo en cuenta las expresiones
(5.42) y (5.43) respectivamente, la herramienta adecuada para estudiar este comportamiento
asintótico es el concepto de Γ−convergencia introducido en el Apéndice A, más precisamente
la idea será usar el Teorema A.6 aplicado a las funciones (5.39) y (5.40) respectivamente. En el
siguiente teorema queda expresado nuestro resultado.

Teorema 5.11. Sea 0 < α < 1 y Λs(α), Λ̃(α) las constantes definidas en (5.42) y (5.43) respec-
tivamente. Entonces

(1 − s)Λs(α)→ K(n, p)Λ̃(α) cuando s ↑ 1,

donde K(n, p) = –
∫
–S n−1 |e1 · σ|p dHn−1(σ) = Γ( n

2 )Γ( p+1
2 )

√
πΓ( n+p

2 )
, siendo Γ(z) =

∫ ∞
0 tz−1e−t dt la función

Gamma.

Más aún, si us ∈ W s,p(Ω) ∩ Eα es un extremal para Λs(α), entonces para cada sucesión
s j → 1, la sucesión {us j} j∈N es precompacta en Lp(Ω) y cada punto de acumulación de la
sucesión es un extremal para Λ̃(α).

Demostración. Probaremos entonces las hipótesis del Teorema A.6 a las funciones Is, I : Lp(Ω)→
R̄ definidas en (5.39) y (5.40) respectivamente. Comenzamos probando la Γ−convergencia, la
cual será una simple derivación del Teorema 8 en [37], en efecto probaremos

Γ−lı́m
s→1

(1 − s)Is = K(n, p)I. (5.45)

Antes de comenzar con la prueba de (5.45) haremos la siguiente observación clave: respectiva-
mente, entonces el Teorema 8 en [37] nos asegura que Γ−lı́ms→1(1 − s)Js = K(n, p)J, al ser
las funciones Is, I las restricciones de las funciones Js, J respectivamente entonces (5.45) serı́a
inmediato, pero como observamos en el Apéndice A las restricciones de sucesiones de funciones
Γ−convergentes no siempre resultan ser Γ−convergentes.

Consideremos ahora {s j} j ∈ (0, 1) una sucesión arbitraria con s j → 1 cuando j → ∞, si
somos capaces de mostrar que se cumplen las hipótesis del Lema A.10 con

F j = (1 − s j)Js j , F = K(n, p)J, X = Lp(Ω) y Y = Lp(Ω) ∩ Eα

entonces se tendrá que
Γ−lı́m

j→∞
(1 − s j)Is j = K(n, p)I. (5.46)
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Luego (5.45) será cierto. Comencemos entonces a demostrar las hipótesis del Lema A.10. Solo
debemos mostrar que

F j(v)→ F(v), ∀v ∈ Lp(Ω) ∩ Eα (5.47)

y que Y = Lp(Ω) ∩ Eα es cerrado.

La convergencia puntual en (5.47) se desprende del Corolario 2 en [4]. Probemos ahora que
Y es cerrado, sea {u j} j ∈ Y tal que u j → u en Lp(Ω), por la semicontinuidad superior de la
medida tenemos que

|{u = 0}| ≥ lı́m sup
j→∞

|{u j = 0}| ≥ α|Ω|.

Por otro lado
1 = lı́m

j→∞
∥u j∥p = ∥u∥p,

por lo tanto ∥u∥p = 1 y u ∈ Lp(Ω). Todo esto dice que u ∈ Y .

Solo falta demostrar que la sucesión de extremales es precompacta para poder aplicar el
Teorema A.6. En efecto, sean {us j} j la sucesión de extremales normalizados asociados a las
constantes Λs j(α), entonces

Λs j(α) =
1
2

[us j]
p
s j,p

si u ∈ W s j,p(Ω) es una función fija admisible para Λs j(α) (para cada s j), entonces Λs j(α) ≤
(1/2)[u]p

s j,p, por lo tanto
(1 − s j)[us j]

p
s j,p ≤ (1 − s j)[u]p

s j,p,

por el Corolario 2 en [4] sabemos que la sucesión (1 − s j)[u]p
s j,p esta uniformemente acotada

en j, luego por el Corolario 7 en [4] podemos concluir que la sucesión de extremales {us j} j es
precompacta en Lp(Ω) como querı́amos demostrar.

La prueba queda completa. □

5.2.3. Convergencia de los obstáculos As cuando s ↑ 1

Al igual que en el caso clásico, como consecuencia de la convergencia de los extremales
obtenemos también la convergencia de los obstáculos (conjuntos óptimos asociados). En efecto,
si {us}s es la sucesión de extremales asociados a las constantes Λs(α), entonces la sucesión
(1− s)[us]

p
s,p esta uniformemente acotada, por el Corolario 7 en [4]. Esto nos dice que existe una

subsucesión {us j} j tal que us j → u, fuerte en Lp(Ω). Esto, nos permitirá concluir la convergencia
de los conjuntos óptimos As j = {us j = 0} al conjunto óptimo A asociado a la constante Λ(α).

Teorema 5.12. Sea As ⊂ Ω un conjunto óptimo paraΛs(α). Entonces existe una sucesión s j → 1
y un conjunto A ⊂ Ω tal que

χAs j
→ χA fuerte en L1(Ω).

Más aún, el conjunto A es un conjunto óptimo para Λ(α) en el sentido que existe un extremal
u ∈ W1,p(Ω) ∩ Eα tal que {u = 0} = A.
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Demostración. Sea us ∈ W s,p(Ω) ∩ Eα un extremal para Λs(α). Entonces por el Lema 4.15
tenemos

|{us = 0} ∩Ω| = α|Ω|,

y por el Teorema 5.11 existe una sucesión s j → 1, y una función u ∈ W1,p(Ω) ∩ Eα tal que
us j → u fuerte en Lp(Ω) siendo u es un extremal para Λ(α).

Ahora, por el Teorema 5.10 y el Lema B.4 obtenemos

lı́m
j→∞
|{us j = 0}△{u = 0}| = 0. (5.48)

Ası́, si llamamos As := {us = 0} y A = {u = 0}, de (5.48) obtenemos

χAs j
→ χA fuerte en L1(Ω).

La demostración queda completa. □



Apéndice A

Γ−convergencia

Introducimos en este apéndice el concepto de Γ−convergencia que será clave para obtener los
resultados acerca del comportamiento asintótico de las constantes óptimas que presentamos en el
último capı́tulo de esta tesis. Este concepto fue desarrollado a principios de la década del 70 por
el matemático italiano Ennio De Giorgi, esta noción de convergencia juega un rol fundamental
en el estudio de convergencia de mı́nimos y ha sido usado también fuera del ámbito del cálculo
de variaciones y de las ecuaciones diferenciales.

Para una referencia general sobre este tema el lector puede dirigirse a [5], para una lectura
más especı́fica puede referirse a [14].

A.1. Definiciones

Antes de comenzar recordamos las siguientes definiciones de lı́mite superior e inferior res-
pectivamente.

Definición A.1. Dada una sucesión de números {am}m, se definen los lı́mites superiores e infe-
riores como

lı́m sup
m→∞

am = ı́nf
k

sup
m≥k
{am} (A.1)

y

lı́m inf
m→∞

am = sup
k

ı́nf
m≥k
{am} (A.2)

respectivamente.

Observemos que siempre se tiene que lı́m infm→∞ am ≤ lı́m supm→∞ an y que el lı́mite de la
sucesión existe si y sólo si lı́m infm→∞ am = lı́m supm→∞ am

Teniendo en cuenta este concepto se puede definir la noción de semicontinuidad.
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Definición A.2. Sea X un espacio topológico. Una función J : X → R̄ se dice secuencialmente
semicontinua inferior en un punto u ∈ X si por cada sucesión um → u se cumple que

J(u) ≤ lı́m inf
m→∞

J(um) (A.3)

es decir

J(u) = mı́n
{
lı́m inf

m→∞
J(um) : um → u

}
.

Se dice que J es secuencialmente semicontinua inferior en X si es secuencialmente semi-
continua inferior en u, ∀u ∈ X.

Observación A.3. Usaremos comúnmente esta noción en el siguiente contexto. X es un espacio
de Banach y la topologı́a considerada es la topologı́a débil. Luego, J : X → R̄ es débilmente
semicontinua inferior en un punto u ∈ X si por cada sucesión um ⇀ u se cumple:

J(u) ≤ lı́m inf
m→∞

J(um). (A.4)

Definición A.4. Decimos que una sucesión de funciones, Jm : X → R̄, Γ−converge en X a la
función J : X → R̄ si para todo u ∈ X se cumple lo siguiente:

(i) (Desigualdad del lı́mite inferior) para cada sucesión {um}m∈N ∈ X convergiendo a u ∈ X se
cumple:

J(u) ≤ lı́m inf
m→∞

Jm(um) (A.5)

(ii) (Desigualdad del lı́mite superior) existe una sucesión {um}m∈N ∈ X con um → u de modo
que:

lı́m sup
m→∞

Jm(um) ≤ J(u). (A.6)

La función J es el Γ−lı́mite de la sucesión {Jm}m∈N y escribimos

Γ−lı́m
m→∞

Jm = J.

Observación A.5. Observemos que si se tiene que Jm → J puntualmente, entonces automáti-
camente se verifica la desigualdad del lı́mite superior. En efecto, basta entonces considerar la
sucesión constante um := u, de donde

J(u) = lı́m
m→∞

Jm(u) = lı́m sup
m→∞

Jm(um).
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A.2. Convergencia de mı́nimos

Ahora si, teniendo en mente el concepto de Γ−convergencia podemos enunciar el teorema
de convergencia de mı́nimos que nos permitirá concluir nuestros resultados en el capı́tulo 5.

Teorema A.6. Sea (X, d) un espacio métrico completo y F j, F : X → (−∞,+∞] funciones tal
que F = Γ−lı́m j→∞ F j. Asumimos que por cada j existe x j ∈ X tal que F j(x j) = ı́nfX F j. Más
aún, asumamos que {x j} j∈N es precompacta en X. Entonces

ı́nfX F = lı́m j→∞ ı́nfX F j.

Si x es cualquier punto de acumulación de la sucesión {x j} j∈N, entonces F(x) = ı́nfX F.

Tenemos también la siguiente versión más general del Teorema A.6 en la cual la condición
de que la sucesión sea una sucesión de mı́nimos puede reemplazarse por el hecho de que sea una
sucesión de cuasi-mı́nimos.

Teorema A.7. Sea (X, d) un espacio métrico completo, F j, F : X → R̄ funciones tal que Γ−lı́m j→∞ F j =

F y supongamos que existe {x j} j∈N ∈ X tal que

ı́nf
X

F j = F j(x j) + o(1).

Asumamos que la sucesión {x j} j∈N es precompacta X. Entonces

ı́nf
X

F j → mı́n
X

F si j→ ∞.

Más aún, si x0 ∈ X es un punto de acumulación de la sucesión {x j} j∈N, entonces x0 es un mı́nimo
para F.

Las demostraciones de los anteriores teoremas de convergencia de mı́nimos es elemental y
puede ser encontrada en cualquiera de las siguientes obras [5, 13].

Incluimos la demostración del Teorema A.7 (que implica el Teorema A.6) para que la tesis
sea autocontenida.

Demostración del Teorema A.7. Sea {x j} j∈N ⊂ X una sucesión de cuasi-mı́nimos y asumamos
que x j → x cuando j→ ∞.

Entonces se tiene

ı́nf
X

F ≤ F(x) ≤ lı́m inf
j→∞

F j(x j) = lı́m inf
j→∞

ı́nf
X

F j. (A.7)

Por otro lado, Dado ε > 0 existe x0 ∈ X tal que ı́nfX F + ε ≥ F(x0). Sea ahora {y j} j∈N ⊂ X la
sucesión dada por la desigualdad del lı́mite superior. Luego

ı́nf
X

F + ε ≥ F(x0) ≥ lı́m sup
j→∞

F j(y j) ≥ lı́m sup
j→∞

ı́nf
X

F j. (A.8)
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Como ε > 0 es arbitrario, juntando (A.7) y (A.8) se llega a

ı́nf
X

F ≤ F(x) ≤ lı́m inf
j→∞

ı́nf
X

F j ≤ lı́m sup
j→∞

ı́nf
X

F j ≤ ı́nf
X

F.

Esto concluye la demostración. □

En una de las aplicaciones de la teorı́a de Gamma-convergencia que hacemos en esta tesis,
no se tiene la Gamma-convergencia de las funciones en su total generalidad. Se reemplaza la
desigualdad del lı́mite inferior por una desigualdad algo más débil. Aún ası́, las conclusiones del
Teorema A.6 se mantienen. Este es el contenido del siguiente teorema.

Teorema A.8. Sea (X, d) un espacio métrico completo, F, F j : X → R̄ tales que:

1. para todo j ∈ N existe x j ∈ X tal que F j(x j) = ı́nfX F j.

2. Si {x j} j∈N es una sucesión de mı́nimos de {F j} j∈N, entonces la misma es precompacta en
X.

3. Si x ∈ X es un punto de acumulación de una sucesión de mı́nimos {x j} j∈N de {F j} j∈N
entonces

F(x) ≤ lı́m inf
j→∞

F j(x j).

4. Para todo x ∈ X existe {y j} j∈N ⊂ X tal que

F(x) ≥ lı́m sup
j→∞

F j(y j).

Entonces
ı́nf
X

F = lı́m
j→∞

ı́nf
X

F j,

y todo punto de acumulación de una sucesión de mı́nimos de {F j} j∈N es un mı́nimo de F.

Observación A.9. La diferencia entre este resultado y el Teorema A.7 (o el Teorema A.6) es
que la desigualdad del lı́mite inferior se pide que sea verdadera sobre sucesiones de mı́nimos en
lugar de sobre sucesiones arbitrarias.

Demostración. La demostración es análoga a la del Teorema A.7. En efecto, sea {x j} j∈N una
sucesión de mı́nimos de {F j} j∈N y sea x ∈ X un punto de acumulación de dicha sucesión. Luego,

ı́nf
X

F ≤ F(x) ≤ lı́m inf
j→∞

F j(x j) = lı́m inf
j→∞

ı́nf
X

F j.

Por otro lado, dado ε > 0 sea x0 ∈ X tal que ı́nfX F + ε ≥ F(x0). Por la desigualdad del lı́mite
superior, existe {y j} j∈N ⊂ X tal que

F(x0) ≥ lı́m sup
j→∞

F j(y j) ≥ lı́m sup
j→∞

ı́nf
X

F j.

Al igual que en el Teorema A.7 es fácil concluir el resultado a partir de estas desigualdades. □



A.2. CONVERGENCIA DE MÍNIMOS 105

Finalizamos este capı́tulo con un resultado que nos dice bajo que condiciones podemos res-
tringir sucesiones Γ−convergentes y seguir conservando la Γ−convergencia, esto en general no
es cierto (ver Proposición 6.14 en [13])

Lema A.10. Sea F j, F : X → R̄ funciones tales que Γ−lı́m j→∞ F j = F. Sea Y ⊂ X cerrado y
definimos las funciones restringidas F̃ j, F̃ : X → R̄ como

F̃ j(x) =

F j(x) si x ∈ Y,
+∞ en otro caso,

y F̃(x) =

F(x) si x ∈ Y,
+∞ en otro caso.

Si F j(y)→ F(y) por cada y ∈ Y, entonces

Γ−lı́m
j→∞

F̃ j = F̃.

Demostración. Probamos primero la desigualdad del lı́mite inferior. En efecto, sea x ∈ X y
x j → x en X, debemos probar que

F̃(x) ≤ lı́m inf
j→∞

F̃ j(x j). (A.9)

Podemos asumir que lı́m inf j→∞ F̃ j(x j) < +∞, en otro caso no hay nada que probar.

Entonces, podemos asumir que x j ∈ Y por cada j ∈ N, y ası́

F̃ j(x j) = F j(x j).

Ahora usando la Γ−convergencia de las funciones F j tenemos que

F(x) ≤ lı́m inf
j→∞

F j(x j) = lı́m inf
j→∞

F̃ j(x j)

Ya que Y es cerrado, concluimos que x ∈ Y y ası́ F(x) = F̃(x). De esta forma queda demostrado
(A.9).

Finalmente probamos la desigualdad del lı́mite superior. Es decir por cada x ∈ X debemos
probar que existe una sucesión {x j} j ∈ X tal que x j → x in X y

lı́m sup
j→∞

F̃ j(x j) ≤ F̃(x). (A.10)

Consideramos la sucesión constante x j = x. Si x < Y entonces F̃ j(x j) = F̃(x) = ∞ y la desigual-
dad es trivial. Suponemos ahora que x ∈ Y , en este caso F̃ j(x j) = F j(x) y F̃(x) = F(x), entonces
por la hipótesis de convergencia puntual tenemos que

lı́m
j→∞

F j(x) = F(x),

en particular (A.10) es válido. □



Apéndice B

Teoremas de convergencia de la medida

Nos dedicaremos a presentar en este apéndice los teoremas relacionados con las medidas
que usamos en el Capı́tulo 5. Con estos resultados asociados a convergencia de medidas como
herramientas seremos capaces de probar la convergencia de las ventanas óptimas en el caso
clásico y de los obstáculos en el caso fraccionario.

Lema B.1. Sea (X,Σ, ν) un espacio de medida finita y sean { fk}k∈N, f funciones ν−medibles no
negativas. Sean {µk}k∈N, µ medidas absolutamente continuas con respecto a ν tales que

Para todo A ∈ Σ, se tiene que µk(A)→ µ(A).

fk → f ν−c.t.p.

Si lı́mk→∞ µk({ fk = 0}) = µ({ f = 0}), entonces se tiene que, dado ε > 0 existe j0 ∈ N tal que
para todo j ≥ j0,

lı́m sup
k→∞

µn({0 < fk ≤ 1
j }) < ε.

Observación B.2. Cuando µk = µ por cada k ∈ N es un hecho conocido y es de fácil demostra-
ción. En este caso, la dificultad radica en que las medidas varı́an. No sabemos si este resultado es
conocido o si las hipótesis son óptimas. Sin embargo, serán suficientes para nuestros propósitos.

Observación B.3. Por argumentos estándar, es posible demostrar que la condición µk(A)→ µ(A)
por cada A ∈ Σ es equivalente a la convergencia débil de las densidades de las medidas en
L1(X, ν).

Demostración del Lema B.1. Sea ε > 0. Como χ
{0< f≤ 1

j }
→ 0 ν−c.t.p. cuando j → ∞, tenemos

que existe j0 ∈ N tal que

µ({0 < f ≤ 1
j }) < ε, para todo j ≥ j0. (B.1)

Como fk → f ν−c.t.p., tenemos que

{ f ≤ 1
j } ⊃

∩
k0∈N

∪
k≥n0

{ fk ≤ 1
j },
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de donde

µ({ f ≤ 1
j }) ≥ lı́m

n0→∞
µ

∪
k≥n0

{ fk ≤ 1
j }
 .

Luego, dado δ > 0, existe n0 ∈ N tal que

µ({ f ≤ 1
j }) + δ ≥ µ

∪
k≥n0

{ fk ≤ 1
j }
 (B.2)

Por nuestra hipótesis sobre la convergencia de las medidas,

lı́m
k→∞

µk

∪
k≥n0

{ fk ≤ 1
j }
 = µ

∪
k≥n0

{ fk ≤ 1
j }
 ,

de donde

µ

∪
k≥n0

{ fk ≤ 1
j }
 + δ ≥ µk

∪
k≥n0

{ fk ≤ 1
j }
 ≥ µk({ fk ≤ 1

j }), (B.3)

para todo k suficientemente grande.

De (B.2) y (B.3) sigue que

µ({ f ≤ 1
j }) + 2δ ≥ lı́m sup

k→∞
µk({ fk ≤ 1

j })

Como δ > 0 es arbitrario, sigue que

lı́m sup
k→∞

µk({ fk ≤ 1
j }) ≤ µ({ f ≤ 1

j }) (B.4)

Ahora el lema sigue de (B.1) y (B.4) usando la hipótesis que

lı́m
k→∞

µk({ fk = 0}) = µ({ f = 0}).

□

Con la ayuda del Lema B.1 estamos en condiciones de demostrar el siguiente resultado
fundamental acerca de convergencia de medidas y que será clave para concluir la convergencia
de las ventanas óptimas y los obstáculos que presentamos en el Capı́tulo 5.

Lema B.4. Sea (X,Σ, ν) un espacio de medida finita, y { fk}k∈N, f funciones ν−medibles y no
negativas tales que fk → f ν−c.t.p.

Sean {µk}k∈N y µ medidas no negativas y absolutamente continuas respecto de la medida ν
tal que µk(A)→ µ(A), para cada A ∈ Σ.

Entonces, si lı́mk→∞ µk({ fk = 0}) = µ({ f = 0}), se sigue que

lı́m
k→∞

µk({ fk = 0}△{ f = 0}) = 0,

donde A△B indica la diferencia simétrica de conjuntos, i.e.

A△B = (A \ B) ∪ (B \ A).



108 APÉNDICE B. TEOREMAS DE CONVERGENCIA DE LA MEDIDA

Demostración. Por el Teorema de Egoroff (ver [18]), tenemos que dado δ > 0, existe un con-
junto medible Cδ ⊂ X tal que

fk ⇒ f , uniformemente cuando k → ∞ en X \Cδ

con
µ(Cδ) < δ.

Obeservemas que, cuando µk(A)→ µ(A) para cada conjunto medible A, podemos asumir que

µk(Cδ) < δ,

para cada k suficientemente grande.

Definimos ahora el conjunto Eδ = X \ Cδ y usando esta convergencia uniforme sobre el
conjunto Eδ, tenemos que

{ fk = 0} ∩ Eδ ⊂ { f ≤ δ} ∩ Eδ,

para cada k suficientemente grande.

Tenemos entonces que

{ f = 0} \ { fk = 0} ⊂ (({ f ≤ δ} \ { fk = 0}) ∩ Eδ) ∪Cδ,

de donde se puede ver que

µk({ f = 0} \ { fk = 0}) ≤ µk({ f ≤ δ}) − µk({ fk = 0}) + δ.

Tomando lı́mite cuando k → ∞, obtenemos que

lı́m sup
k→∞

µk({ f = 0} \ { fk = 0}) ≤ µ({ f ≤ δ}) − µ({ f = 0}) + δ,

tomando ahora δ→ 0 podemos concluir que

lı́m
k→∞

µk({ f = 0} \ { fk = 0}) = 0.

Por otro lado, dado j ∈ N existe k j ∈ N tal que

{ f = 0} ∩ E j ⊂ { fk j <
1
j } ∩ E j,

donde ν(X \ E j) ≤ 1
j . Ahora, razonando como en el caso anterior se tiene que

lı́m sup
j→∞

µk j({ fk j = 0} \ { f = 0}) ≤ lı́m sup
j→∞

(
µk j({ fk j <

1
j })

)
− µ({ f = 0}).

Pero, del Lema B.1 se puede ver que

µk j({ fk j <
1
j }) = µk j({ fk j = 0}) + µk j({0 < fk j <

1
j })→ µ({ f = 0}).

Esto completa la demostración del teorema. □

Observación B.5. En el caso en el que las medidas {µk}k son constantes, el resultado es conocido
y esta probado en [22, Lema 3.1].
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