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RESUMEN. Se introducen las nociones bésicas concernientes a las
categorias monoidales, equivalencias monoidales, funtores de fibra.
Se hace especial énfasis en la nocién de categoria de fusion. Para-
lelamente, se estudian las relaciones entre estas nociones y las de
algebras de Hopf, cuasi-dlgebras de Hopf y grupoides cuanticos.
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Introduccién

La nocién de categoria monoidal fue introducida en los 60’s en tra-
bajos de Mac Lane y Benabou. Posteriormente, su estructura ha sido
ligada a distintas areas de la matematica y la fisica tedrica, cobrando
especial impulso a partir de resultados de Ocneanu y otros, relacionados
con la teoria de subfactores y la teoria cuantica de campos.

A partir de la introduccién de los grupos cuanticos por Drinfeld y
Jimbo en los 80, las algebras de Hopf han sido intensamente estudi-
adas por matematicos y fisicos con diversos intereses y formaciones.
Su estructura, que puede verse como generalizacion de la estructura de
grupo, se ha encontrado naturalmente ligada el estudio de las simetrias
de distintos objetos matematicos. A titulo de ejemplo, se pueden men-
cionar los siguientes: en la fisica matematica, las algebras de Hopf cuasi-
triangulares aparecen como instrumento adecuados para construir sis-
tematicamente soluciones de la Ecuacion Cuantica de Yang-Baxter; en
la topologia, ligadas a la construcciéon de invariantes de nudos y 3-
variedades; ciertas algebras de Hopf semisimples aparecen como invari-
antes o ‘grupos de Galois’ en el estudio de inclusiones de subfactores,
a partir de ideas de Ocneanu.

La literatura sobre los distintos aspectos de la teoria de los grupos
cuanticos y las categorias tensoriales es bastante numerosa. Se citan,
por ejemplo, los libros [CP, ES, Mj1, SS]. Los libros [K, Tu, BK]
estan enfocados principalmente en el punto de vista topoldgico.

Referencias béasicas sobre las dlgebras de Hopf son [Mo1, Sc]; sobre
el problema més especifico de su clasificacién se citan [A, Mol, N1]J.
El trabajo [N'V] presenta un resumen de distintos aspectos de los gru-
pos cuanticos, en particular su conexién con la teoria de subfactores.
Finalmente, una referencia importante, en partes de la cual se inspiran
estas notas, es el articulo reciente [ENO], de Etingof y sus colabo-
radores (ver también [CE, EQ]), el cual contiene referencias al trabajo
de otros matematicos en el tema.

La categoria de representaciones de dimension finita de un alge-
bra de Hopf semisimple, o més generalmente, de una cuasi-algebra de
Hopf semisimple, es una categoria tensorial semisimple y rigida. Més
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2 INTRODUCCION

precisamente, segin la terminologia introducida recientemente, es una
categoria de fusion. Este tipo de categorias tienen propiedades remar-
cables de simetria, que generaliza la de los grupos, notablemente la de
los grupos finitos. La categoria tensorial C de representaciones de una
cuasi-algebra de Hopf semisimple se distingue por la particularidad de
estar munida de un cuasi-funtor de fibra U : C — vec, donde vec es la
categoria tensorial de espacios vectoriales de dimensién finita; esto es,
U es un funtor exacto y fiel que 'preserva’ el producto tensorial.

Asi como la nocién de grupo se generaliza a la nocion de grupoide,
la nocién de algebra de Hopf (’grupo cuédntico’) se generaliza a la de
grupoide cudntico. La categoria de representaciones de dimension fini-
ta de un grupoide cuantico es también una categoria tensorial rigida,
pero con el producto tensorial inducido por el producto tensorial de
bimoédulos sobre su ’base’” R. En general, esta categoria no posee un
(cuasi)-funtor de fibra en vec, sino en la categoria de R-bimddulos.

Un importante teorema debido a Hayashi establece que toda cate-
goria tensorial semisimple, con ciertas propiedades de finitud, es nece-
sariamente equivalente a la categoria de representaciones de un grupoide
cuantico. Esto hace de esta clase de objetos una herramienta impor-
tante, mas que un mero ejemplo, en el estudio de las categorias tenso-
riales, y en particular, en el problema de su clasificacion.

En estas notas se introduciran las nociones bésicas referidas a las
categorias tensoriales, y se intentara dar un panorama sobre algunos
resultados recientes. Las categorias tensoriales predilectas seran las
categorias de fusion. Simultdneamente, se introduciran las distintas
nociones algebraicas que dan lugar, mediante la teoria de representa-
ciones, a este tipo de categorias: (cuasi)-algebras de Hopf y grupoides
cuanticos. Muchas demostraciones seran omitidas, o sus detalles deja-
dos a cargo del lector en los Ejercicios al final de cada capitulo.

Se dejara de lado el estudio detallado de las estructuras trenzadas en
categorias tensoriales, mencionando sélo algunas de las construcciones
mas importantes, a modo de ejemplo.

Los contenidos estan organizados como sigue. El Capitulo 1 contiene
las definiciones mas generales sobre las categorias tensoriales, sus rep-
resentaciones y ejemplos. El Capitulo 2 se enfoca en el caso semisimple
'finito’, donde cobran mas relevancia las categorias de fusion. Se pre-
sentan también varias familias de ejemplos introducidas recientemente.
Finalmente, se enuncian algunos resultados de clasificacién conocidos
hasta el momento.
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Convenciones. A lo largo de estas notas, y salvo que se indique
explicitamente lo contrario, se trabajara sobre un cuerpo de base k.

Del mismo modo, cuando se hable de médulos sobre un anillo, k-
algebra, etc., se asumira que se trata de de modulos a izquierda.






CAPITULO 1

Categorias Tensoriales y Funtores Tensoriales

1.1. Definiciones y Ejemplos

DEFINICION 1.1. Una categoria monoidal es una coleccién de datos
(C,a,1,1,r), donde C es una categoria, ® : C x C — C es un funtor,
1 € C es un objeto de C (objeto unidad), y

axyvz: (X@Y)®Z - XY ®Z),
ry : X®1—-X, Ix:1X — X,
son isomorfismos funtoriales, que satisfacen las siguientes identidades:
s [dentidad del Pentdgono.

(U @ avwz) auvyewz (avvw @ Z) = avywez Gusv,w,z-
» [dentidad del Triangulo.
Uly)ayy =1y @ V.

La categoria monoidal (C,a, 1,1, ) se dice estricta si los isomorfis-
mos a, [ y r son las identidades.

En lo que sigue, la notacién (C,a,1,[,r) se abreviard simplemente
por C, cuando no haya lugar a confusién.

LEMA 1.2. Sea C una categoria monoidal con objeto unidad 1. El
conjunto C(1,1) de todos los morfismos 1 — 1 en C es un monoide
conmutativo con la composicion.

DEMOSTRACION. Ejercicio. O

EjempLOs 1.3. (i) Sea k un cuerpo y sea R una k-algebra. La
categoria R-Bimod de R-bimdédulos es una categoria monoidal con el
producto tensorial ®z de R-bimddulos. El objeto unidad es 1 = R, y
los isomorfismos de asociatividad y unidad son los naturales.

(ii) Sea k un cuerpo. Como caso particular de (i), la categoria Vecy,
de k-espacios vectoriales es una categoria monoidal.

(iii) La categoria 7 de entrelazamientos de curvas en R? es una cat-
egoria monoidal. Esta estructura monoidal esté estrechamente ligada
con los llamados invariantes cudnticos de nudos [Tu, K].
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6 1. CATEGORIAS TENSORIALES Y FUNTORES TENSORIALES

(iv) Sea A una categoria, y sea C := F(A, A) la categoria de endo-
funtores F': A — A y transformaciones naturales. C tiene una estruc-
tura natural de categoria monoidal estricta, donde ® : C x C — C es la
composicién de funtores. El objeto unidad aqui es el funtor identidad
id: A— A.

Supongamos que A es una categoria abeliana. Analogamente, se
puede considerar esta estructura monoidal restringida a la subcategoria
plena F (A, A) de los endofuntores exactos de A.

(v) Sean G un grupo finito y w : G x G x G — k* un 3-cociclo
normalizado.

Se considera la categoria C(G,w) de espacios vectoriales de dimen-
sion finita G-graduados, con la asociatividad dada por w. Esto es: dados
tres objetos U, U’ y U" en Vecf, se tiene ayprpr : (U@ U)@U" —
U® (U ®U"), dada por

appr o (w @) @ ) = wllfull, || 'y u ® (o @ ),

en elementos homogéneos u € U, v’ € U', v’ € U”, donde el simbolo
|| || denota el grado de homogeneidad. El objeto unidad es 1 = k con
la graduacion trivial.

Se sabe que cualquier otra asociatividad a esta determinada por un
3-cociclo [ES].

DEFINICION 1.4. Sea C una categoria monoidal y sea V un objeto
de C. Un dual a derecha de V' es una terna (U, ev, coev), donde U es
un objetode Cyev: UV — 1, coev:1 — V ®U, son morfismos en
C tales que las siguientes composiciones son identidades:

id®ev

Vcoev_(}@idv@)U@V X V7

ev®id

U oV eoU Sy

Un dual a izquierda de V' es una terna (U’,ev’, coev’), donde U’ es un
objetode Cyev : VU — 1, coev' : 1 — U’ ® V, son morfismos en
C tales que las siguientes composiciones son identidades:

coev’ ®id id®ev’
U7=""UVeU =" U,

Vv id®_cc>)ev’ V& U’ ®V evl@)id v
Una categoria monoidal C se dice rigida si todo objeto de C admite
un dual a izquierda y a derecha.

Notar que en esta definiciéon se han suprimido, por conveniencia
desde el punto de vista de la notacion, los isomorfismos de asociatividad
y de unidad.
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Un dual a derecha (respectivamente, a izquierda) es tinico salvo un
isomorfismo canénico. Se usara la notaciéon V* (respectivamente, *V)
para indicar el dual a derecha (respectivamente, a izquierda) de V,
cuando éstos existan. En tal caso, para todo objeto V' € C, se tiene
(V) ~*(V*) =~ V.

Si C es rigida, se tienen asi dos equivalencias C — CP: V — V*,
y V +— *V. Por ejemplo, para cada morfismo f : V — W, la flecha
f*:W* — V* estd definida en la forma

ff=(evp @V )(W*® f o V*)(W* ® coevy).
La siguiente es una consecuencia basica de la rigidez. Ver [BK].
LEMA 1.5. Sean C una categoria monoidal rigida. Las formulas
d(h) = (h@V*)(U @ coevy), (h) = (evy @W)(V*® h),
definen adjunciones
(1.1) p:CURV,W)—C(UW®V),
(1.2) Y:CUVW)—=CV aUW).

EJeEMPLOS 1.6. (i) La categoria vecy de espacios vectoriales de di-
mensién finita sobre un cuerpo k es rigida. El dual del espacio vectorial
V es el espacio vectorial dual V* := Homy(V, k), con la evaluacién dada
por la evaluacion de funciones

ev: V'V =k ev(f®u)=/(f);
y la coevaluacion
coev:k—VV* coev(l) = Zvi ® v,
donde (v;); es una base de V' y (v'); es la base dual.

(ii) Sea A una categoria, y sea F (A, A) la categoria de endofuntores
de A. Un dual a derecha (izquierda) de un funtor F' : A — A es un
adjunto a derecha (izquierda) G : A — A de F.

En este ejemplo, los morfismos ev y coev corresponden al fondo y
frente de una adjuncion.

Resulta asi, que si A es una categoria abeliana, la categoria F (A, A)
de los endofuntores exactos es rigida.
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1.1.1. Categorias tensoriales. Sea k£ un anillo conmutativo.
Una categoria monoidal C se llama una categoria tensorial sobre k
si C es una categoria k-lineal y todas las operaciones relevantes con-
cernientes a su estructura monoidal son funtores k-lineales.

Observar que si C es una categoria tensorial sobre k, el grupo
abeliano End(1) es un anillo conmutativo con la composicién. Mas gen-
eralmente, si C es una categoria monoidal abeliana (en la que todos los
funtores e isomorfismos relevantes son aditivos), entonces K = End(1)
es un anillo conmutativo con la composicién. Por otro lado, para cada
par de objetos U,V € C, el conjunto Hom(U, V') resulta naturalmente
un K-moédulo con la accion A\.f = A® f, identificando U = 1 ® U, etc.

Esta estructura hace de C una categoria K-lineal.

Como consecuencia del Lema 1.5, resulta que en toda categoria
monoidal rigida abeliana, el funtor U — V ® U es exacto. Esto permite
dar la definicion siguiente:

LEMA-DEFINICION 1.7. Sea C una categoria tensorial rigida. El
grupo de Grothendieck de C tiene una estructura de anillo con el pro-
ducto [X][Y] =[X ® Y], X,Y € C, y elemento identidad 1 = [1]. Este
anillo se llama el anillo de Grothendieck de C, y se denota por K(C).

KC(C) estd munido de una involucién * : K(C) — K(C), definida por
(X — [X™]. O

1.2. Equivalencias Monoidales y Funtores de Fibra

DEFINICION 1.8. Sean C y D categorfas monoidales. Un funtor
monoidal C — D es una terna (F, ¢, f), donde F : C — D es un funtor,
f: F(1¢) — 1p es un isomorfismo, y ¢ : Fo®c — ®@po (F x F) es un
isomorfismo natural, que satisfacen lo siguiente:

(1.3) apx),rvy,rz)(0xy @ Doxeyz = (1® dyz)oxyezF(axyz),

F(lx) = lpx)(f @ 1)é1,x,
Frx) =rrx)(1® foxa,

para todo X,Y, Z € C.

Un funtor monoidal se dice estricto si F(X ® Y) = F(X) ® F(Y)
y el isomorfismo ¢ es la identidad.

Si el funtor F' es una equivalencia de categorias, el funtor monoidal
se dice una equivalencia monoidal.

(1.4)

Cuando se trabaje en el contexto de categorias tensoriales sobre un
cuerpo k, se supondra la k-linealidad de los funtores monoidales, que se
llamarén tensoriales. En general se asumird también que F(1¢) = 1p
y el isomorfismo f es la identidad.
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EJEMPLO 1.9. Sea G un grupo finito, y sean w,w’ € H3(G,k*).
Las categorfas C(G,w), C(G,w’) son tensorialmente equivalentes si y
s6lo si w y w’ son cohomdlogos. Por lo tanto, esta familia de categorias
estd parametrizada por el grupo abeliano H*(G, k*).

DEFINICION 1.10. Sea C una categoria tensorial sobre un cuerpo k.
Un cuasi-funtor de fibra C — Vecy, es un par (F, ¢), donde F' : C — Vegy,
es un funtor k-lineal exacto y fiel, y ¢ : Fo®c — ®po (F x F) es
un isomorfismo natural. El par (F,¢) se dice un funtor de fibra si es
ademéas un funtor tensorial.

Sea R una k-algebra. Un R-funtor de fibra es un funtor tensorial,
exacto y fiel C — R — bimod.

OBSERVACION 1.11. Teorema de Coherencia de MacLane. El
Axioma del Pentdgono (c.f. Definicién 1.1), dice que las distintas formas
posibles de asociar el producto tensorial de 4 objetos en una categoria
monoidal dan el mismo resultado. Esto implica que dado un nimero
cualquiera (finito) de objetos de C, todas las posibles maneras de aso-
ciarlos dan el mismo resultado.

Una demostracion de este hecho se basa en las propiedades de cier-
tos polihedros, llamados Polihedros de Stasheff; ver, por ejemplo [SS].

El Teorema de Coherencia de Maclane establece que, toda categoria
monoidal C es equivalente a una subcategoria monoidal plena de una
categoria monoidal estricta. Este resultado permite dar demostraciones
de propiedades generales, restringiéndose a considerar el caso estricto.

1.3. Categorias trenzadas y el Centro de Drinfeld

En esta secciéon se presenta una construccién importante de una
categoria tensorial. Esta construccion es debida a Drinfeld. Ver, por
ejemplo [K, Mjl1].

DEFINICION 1.12. Una categorfa monoidal C se dice trenzada si

estd munida de un isomofismo natural o : ® — ®°P, que satisface las
siguientes identidades, llamadas hexagonales:

(V@ovw)avow(ovy @ W) = avwu(ovvew)avvw,

(ouw @ V)agywy (U @ ovw) = ayyu (ovevw)agyw,
para todo U, V. W € C.
Se dice que C es simétrica, si la trenza o es involutiva, esto es, si
ovyouy = idygy, para todo U,V € C.

Se supondrd en lo que sigue que C es una categoria monoidal es-
tricta. Es posible asociar a C una categoria trenzada estricta Z(C), su
centro, de la manera que se resume a continuacion.
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Los objetos de Z(C) son pares ordenados (V,c¢ ), donde V' es un
objetodeCycxy : X®V — V®X, X € C, es un isomorfismo natural
que satisface

cxevy = (cxv @ Y)(X @ cyy),
para todo X,Y € C.

Un morfismo (V¢ v) — (W,c¢_w) en Z(C) es un morfismo f :

V — W en C, tal que para todo X € C,

(f X X)CX’V = CX7w(X (29 f)

Z(C) es una categoria monoidal trenzada estricta con el producto ten-
sorial

Vie_v)@We _w):=VeaW.c vew),
donde ¢ yvew : X Q@VOW =V @W ® X, estd definido por

C VoW = (V X C)(yw> (CXJ/ (%9 W),

—_

el objeto unidad es el par ordenado (1,id).
La trenza en Z(C) estd definida como
cvw: Ve v)@We w)— W,e w)@ (Ve v).
La categoria Z(C) estd munida de un funtor monoidal
F:Z2(C)—C, F(\V,e yv)=W

En el caso en que C sea la categoria de representaciones de H, donde
H es una (cuasi-)algebra de Hopf o de un grupoide cuéntico, el centro
Z(C) es también la categoria de representaciones de un objeto de la
misma naturaleza. Este objeto se denota por D(H) y se llama el doble
cuantico o doble de Drinfeld de H.

1.4. Cuasi—Algebras de Hopf

DEFINICION 1.13. ([D]) Una cuasi-bidlgebra sobre el cuerpo k, es
una coleccién (H, A, e, ®) (o simplemente (H, ®)) donde H es un élge-
bra asociativa y unitaria sobre k; e : H - ky A: H — H® H son
morfismos de algebras; ® € H®? es un elemento inversible tal que

(1.5) (id®id ®A)(3)(A®id®id)(®) = (193)(id ®A®id)(®)(P®1),

(1.6) (id®e ®id)(®) = 1® 1,
(1.7) (e®id)A(h) = h = (id @) A(R),
(1.8) (A @id)A(R)D = (Id®A)A(R),

para todo h € H.
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(H,®) se dice una cuasi-dlgebra de Hopf si existe un isomorfismo
de dlgebras S : H — H°P y elementos «a, € H tales que

(1.9)  S(h)ahs =e(h)a,  mBS(hs) = e()B,  Vhe H;

(1.10) WV ES(0P)ad® = 1 = S(@)ad ) 350,

Aqui se usa la notacién @ = & @ @ @ &6 y &1 = ¢V g
d(—2) @ ®(=3), La aplicacién S se llama una cuasi-antipoda de H.

En el caso en que ® =1, a = 3 =1, H se dice un dlgebra de Hopf.

La categoria rep H =: rep(H, @), de H-médulos a izquierda de di-
mension finita, es una categoria tensorial rigida sobre k. El isomorfismo
de asociatividad de Rep H esta dado por la accion natural de &, mien-
tras que el dual a izquierda de un objeto V' de Rep H es el espacio vec-
torial dual V* = Hom(V, k) munido de la accién (h.f,v) = (f, S(h)v);

y la evaluacion y coevaluacion se definen, respectivamente, por

(1.11) ev: V'@V — k, ev(f®@uv) = (f,auv),
(1.12) coev:k =V V" 1|—>Zﬁ.vi®vi,

para todo f € V* v € V, donde (v;) y (v') son bases duales de V.

Dualizando esta definicion, se obtiene la nocién de co-cuasi-algebra
de Hopf (Ejercicio). Una co-cuasi-dlgebra de Hopf da lugar a una cate-
goria tensorial a través de su categoria de correpresentaciones, corep H.

OBSERVACION 1.14. ([S2].) Existe una (co)cuasi-bidlgebra H tal
que la categoria corep H de H-comddulos de dimensién finita es rigida,
pero H no es una (co)cuasi-algebra de Hopf: de hecho, en este ejemplo
se tiene en general dim V* # dim V', para V' € corep H.

Si H es una bidlgebra, entonces se sabe que si corep H es rigida, H
es un algebra de Hopf [U2]. También, si H es una (co)cuasi-bidlgebra
de dimension finita y cosemisimple tal que corep H rigida, entonces H
es una (co)cuasi-algebra de Hopf [S3].

Por otro lado, si H es una (co)cuasi-bidlgebra tal que corep H es
rigida y ademas el funtor de olvido corep H — vec preserva la dualidad,
entonces H es una (co)cuasi-algebra de Hopf [Mj1].
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1.4.1. Twisting. Sean H;, H, cuasi-algebras de Hopf. Se dice
que Hy vy Hy son twist equivalentes si existe un twist, i.e., un elemento
inversible F' € H; ® Hy tal que (H;)r y Hy son isomorfas como cuasi-
bidlgebras. Se supone que F' esta normalizado segtn las férmulas

(€®id)(F) = 1 = (id ®¢)(F).

Aqui, (H;)F es la cuasi-dlgebra de Hopf (Hy, Ap, €, ®p, Sk, ap, OF),
donde

Ap(h) = FA(R)F™!, h € H,
Pp= (10 F)idA)(F)®(AQid)(F Y (F'®1),

ap =S(FENaFY gp = FWES(F®),
donde FF = FU @ F@ -1 = (-1 g p(=2),

Sea (H, 1) un algebra de Hopf, y sea F' € H® H un twist. Para que
(Hp,1) sea de nuevo un dlgebra de Hopf es suficiente pedir que F' sea
un 2-cociclo (normalizado): esto es,

I(F) = (ide@A)(F)1® F) (A®id)(F ) F'ol)=1.

Si (H, ®) es una cuasi-algebra de Hopf, la categoria rep H estd mu-
nida de un quasi-funtor de fibra rep H — vecy: el funtor de olvido; H
es un algebra de Hopf, si y sélo si, rep H posee un funtor de fibra.

Reciprocamente, si C es una categoria tensorial munida de un quasi-
funtor de fibra (F,c) : C — Vecy, entonces existe una cuasi-algebra de
Hopf H tal que C = Rep H.

En efecto, se puede tomar H = End F' con el coproducto

A:H—-H®H~End(F xF), T cTc.

La counidad 1 € H se define en la forma €(7") := T'|p(1), y la antipoda
por S(T)[p(x) == (T|rx)"

Cambiar el isomorfismo ¢ corresponde a cambiar a H mediante un
twist.

TEOREMA 1.15. Dos cuasi-dlgebras de Hopf de dimension finita
H, y Hy son twist equivalentes si y solo si rep Hy es tensorialmente
equivalente a rep Hs.

De hecho, si H es una cuasi-algebra de Hopf, rep H esta munida
de un cuasi-funtor de fibra rep H — vecy,. Cambiar este funtor de fibra
corresponde a cambiar la comultiplicaciéon en H mediante un twist.
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Para dlgebras de Hopf de dimensién finita, un antecedente de este
teorema es debido a Schauenburg [S1]. Mé&s precisamente, Schauenburg
demuestra que si Hy y H, son édlgebras de Hopf de dimension finita,
entonces las categorias de correpresentaciones corep H; y corep Hs son
tensorialmente equivalentes si y sélo si existe una extension bigaloisiana
R; esto significa que R es una extension Hi-galoisiana de k a izquierda
y Hy-galoisiana de k£ a derecha. Por dualidad, este enunciado implica
el teorema en este contexto.

DEMOSTRACION. Ver [EG4]. O

OBSERVACION 1.16. Sea H un algebra de Hopf. Un pseudo-cociclo
(normalizado) es un elemento inversible F' € H ® H, tal que

I(F) = (i[deA)(F) (1o F) (A®id)(FYHY(F el e ADHY,

donde A® = (A ®id)A, y A@(H) denota la subdlgebra de H®?
formada por los elementos que conmutan con los elementos de A (H).

Se tiene que la condicién necesaria y suficiente para que Hr sea un
algebra de Hopf es que F' sea un pseudo-cociclo. Sin embargo, salvo
cuando F' es un cociclo en el sentido anterior, las categorias rep H y
rep Hr, con las estructuras usuales de asociatividad, no son en general
equivalentes. Ver Ejemplo en Seccion 2.5.

EJEMPLO 1.17. (Grupos Isocategdricos.) Dos grupos finitos Gy,
G5, se dicen isocategoricos si las categorias tensoriales rep Gy, rep Go
son tensorialmente equivalentes. Luego, G; y G5 son isocategoéricos, si
y s6lo si, kG es isomorfa a un twist de kG5 por un 2-cociclo.

La condicién necesaria y suficiente, en términos de las estructuras de
grupo, para que dos grupos finitos sean isocategéricos se da en [EG3].
En particular, resulta que si G es simple y GG, G5 son isocategdricos,
entonces GG; ~ (G. Es decir, los grupos finitos simples son tensorial-
mente rigidos.

A continuacién se listan algunos ejemplos basicos de cuasi-algebras
de Hopf semisimples.

EjemprLos 1.18. (1) Productos bicruzados. Esta construccién
fue originalmente introducida por G. I. Kac [Ka]. Ver el trabajo [M1].

Sean F'y I grupos finitos munidos de mutuas acciones (conjuntis-
tas)

4:I'x F—T, >:I'X F— F|
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sujetas a las siguientes condiciones:
(1.13) s>xy = (sbx)((s<x)>y),
(1.14) star = (s<a(tex))(tax),

para todo s,t € I', x,y € F. Sigue que s>1 = 1y 1<z = 1, para todo
sel,xeF.

Un tal par de grupos y acciones mutuamente compatibles se llama
un matched pair de grupos. Dados los grupos finitos ' y I', munirlos
de un par de acciones compatibles es equivalente a encontrar un grupo
G junto con una factorizacién exacta G = FT.

Sea<:I'x F—T,p:I' x F— F un matched pair de grupos. Se
considera la accién a izquierda de F en k', (x.f)(g) = f(g<z), f € kT;
se tiene x.e, = €yq-1. Sea 0 : F X F' — (k™)' un 2-cociclo normalizado.
Escribiendo o = 3~ . 04€, la condicién de cociclo y la normalizacién
resultan, respectivamente,

O-gdx<y7 Z)O-g<x7 yZ) = Ug(ff% Z)O-g(l‘a y)a

og(x,1) =1=0,(1,2), gel,x,y z€eF.

Se considera también la accién a derecha de T' en k') (.g)(z) =
Y(arg), v € k¥ Sea T = > p70, 0 G X G — (k*)F un 2-cociclo
normalizado; esto es,

Tm(gh7 k)TkDm(g7 h) = Tx(h, k>7—a€(g) hk))
.(g,1)=1=7.(1,9), ghkel,zecF

Se dota al espacio vectorial k' ® kF' de la estructura de 4lgebra de
producto cruzado k' #,kF y de la estructura de codlgebra de produc-
to cruzado k'"#kF. Se usa la notacién k'"#,kF para denotar este
espacio, que se llama un producto bicruzado.

La multiplicacién y la comultiplicacion se expresan como sigue:

(eg#tx)(en#y) = Ogaap 092, y)egttay,  g,h el 2y € F;
Aeg#x) = Z T:(8,1) es#(tox) ® e #x, gel,zeF.

st=g
Supongamos que o y 7 satisfacen ademas la siguiente condicion de
compatibilidad:

0us(T, Y)Tay(t, 5) = Tu(t, s) T, (ta(sp), sqx) 05D, (s2x)>y) 05(2, Y).

Notar que esta relacién implica las siguientes condiciones de normal-
izacion: o1(g,h) =1, g,h €T, n(z,y) =1, z,y € F.
Entonces k' "#,kF es un algebra de Hopf semisimple con antipoda

1

! Tz(g717 g)il e(gd:p)_l (gpx)i )

S(egr) = a(ng)_l((gbx)’l, gex)”
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gel',xeF.

El algebra de Hopf k'™ #,kF admite una extensién
k— kU — K" #,kF — kF — k,

donde todas las aplicaciones son candnicas. Se sabe también que si A es
un algebra de Hopf que admite una extensiéon k — k' — A — kF — k,
entonces A es necesariamente isomorfa a un producto bicruzado.

(2) (k% w). Sean G un grupo finito, cuyo elemento identidad se
denotara por e, y sea w : G X G X G — k™ un 3-cociclo normalizado;
esto es:

w(ab, ¢, d)w(a,b, cd) = w(a,b, c)w(a,bc,d)w(b, ¢, d),
w(e,a,b) = w(a,e,b) = w(a,b,e) =1,

para todo a,b,c,d € G.

El 4lgebra k¢ de funciones en G admite una estructura de cuasi-
algebra de Hopf, con la comultiplicacion usual de funciones. El asoci-
ador en este ejemplo es w € kE*EXC¢ ~ (F9)®3 v la antipoda estd dada
por S(ey) = e;-1, cona =1, § = degw(g,g’l,g)eg; aqui, e, € k¢
son los idempotentes canénicos: e,(h) = g4,

La categoria de representaciones de (k, w) coincide con la categoria
C(G,w) introducida antes.

(3) D¥G. Esta familia de cuasi-dlgebras de Hopf fue introducida en
[DPRJ; su motivacién proviene de la fisica.

Sean G y w como antes. Se consideran las acciénes adjuntas de G
en si mismo >,<: G x G — G, gba:=gag™ ', a<g:= g lag.
Se definen 0,7 : G x G — k@, por las férmulas

w(g,r,y)w(z,y,9<(zy))

0 -

o) o gy
ol y) = w(z,y, g)w(g, <9,y <9)
I w(z,9,y<g) ’

para todo z,y,g € G, donde 0(z,y) = dec 0,(x,y)eq.

Se tiene una estructura de cuasi-algebra de Hopf en el espacio vec-
torial £ ® kG, denotada DG, cuyas multiplicacién y comultiplicacién
estan definidas como sigue:

(eg#$>(eh#y) = (99($, y)ég,xbheg#xy>
Aleghn) = vals,thedta ® efty.

st=g
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El asociador ® estda dado por
b = Z w(a,b,c) e, @ e, @ e
a,b,ceG
La antipoda se define segiin
Sleg#tr) = Oy (z, 27 )7u(9, 97 egratta™,
cona=1ypB=3 ,w(g g " ges#l.
La cuasi-algebra de Hopf D“G resulta ser el doble cuantico de la

cuasi-dlgebra de Hopf conmutativa (k% w) [Mj2].

1.5. Grupoides Cuanticos

La nocién de grupoide cudntico (también llamados dlgebras de Hopf
débiles) fue introducida en [BNS, BS| como una versién no conmuta-
tiva de los grupoides. Una clase importante de grupoides cuanticos fue
introducida anteriormente por Hayashi [H].

DEFINICION 1.19. Una bidlgebra débil H sobre un cuerpo k es un
dlgebra asociativa y unitaria (H,m,1), munida de una estructura de
codlgebra coasociativa (H, A, ), compatible con la estructura de élge-
bra en el siguiente sentido:

(1.15) A(ab) = A(a)A(b), Va,b e H.
(116) AP =AM ) (1eA1)=12A1) (A1) 1).
(1.17) e(abc) = e(aby)e(bac) = €(aby)e(bic), Va,b,c € H.

Una bidlgebra débil H se llama un grupoide cudntico si existe una
aplicacion lineal S : H — H tal que

(1.18) m(id ®@S)A(h) = (e ® id) (A(1)(h @ 1)) =: e(h),
(1.19) m(S @ id)A(h) = (id ®e) (1 ® h)A(1)) =t e,(h),
(120)  mP(S@ides)A® =8,

para todo h € H. Las aplicaciones ¢, ¢; se llaman, respectivamente,
las aplicaciones fuente y llegada; sus imagenes se llaman subalgebras
fuente y llegada, y se denotan por Hy, H,.

Si H es un grupoide cuéantico finito, dualizando todas las aplica-
ciones, el espacio vectorial dual, H*, resulta un grupoide cuantico.

Se tiene ademads que el elemento A(1) € H ® H es un idempotente.
La antipoda induce un anti-isomorfismo de &lgebras S : H;, — H;.

OBSERVACION 1.20. Un grupoide cudntico es un algebra de Hopf
siysélosi A(l)=1® 1.
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Sea H un grupoide cuantico y sea rep H la categoria de H-modulos
de dimension finita. Se tiene una estructura de categoria tensorial rigida
en rep H, definida como sigue.

Observar que todo H-médulo es un Hi-médulo y un Hg-modulo,
por restriccién. En vista del isomorfismo H ~ (H;)°P, resulta que todo
H-moédulo es un Hi-bimédulo.

El producto tensorial de dos H-modulos U, V', estd dado por

UV =AU V)~U®gV,

con los isomorfismos usuales de asociatividad, y objeto unidad 1 = H;
la subalgebra de llegada, munida de la accién

h.x = e(hz), heH,x € H,.

Los isomorfismos Iy : Hy®@V — V yry : V® H, — V, estan definidos
por

(A1) (z ®@0)) = z.v,
rv(A(D) (v @ 1)) = S(x).v,

r€e H,veV.

El dual de un objeto V' es V* = Homg(V, k), con la accién a izquier-
da inducida por la antipoda, y los morfismos de evaluacién y coevalu-
acion

ev: V'@V — Hy, ev(f®v)=(f 11.0)1,

coev: Hy - V@V* coev(z)=uz. Zvi ® v,

donde (v;); es una base de V' y (v'); es la base dual.

EjempLos 1.21. (1) Algebras de grupoide. Sea G un grupoide
finito con base P. El dlgebra de grupoide kG se define sobre el espacio
vectorial con base G y multiplicacién g.h = gh, si g y h son componibles,
y g.h = 0, en otro caso. kG es un algebra asociativa con identidad 1 =
> pep P- Se tiene una estructura de grupoide cuantico (coconmutativo)
en kG definiendo la comultiplicacién y la antipoda por

Alg)=g®g, Slg)=g"
La counidad es €(g) = 1, g € G. Las subdlgebras de fuente y llegada
coindicen con las subéalgebras generadas por P.

(2) Con la estructura dual, el espacio k9 de funciones en un grupoide
finito G es un grupoide cuantico (conmutativo).
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1.6. Categorias Mdédulo y Funtores de Fibra

En esta seccion se supondrd que las categorias que aparezcan son
abelianas.

DEFINICION 1.22. Sea C una categoria tensorial. Una categoria M
se dice una categoria médulo (a izquierda) sobre C, si estd munida de
un bifuntor exacto ® : C x M — M, y de isomorfismos naturales de
asociatividad y unidad m : ® o ((® x 1) - ®(1 x ®), 1 :1® __ —id,
sujetos a las condiciones siguientes:

» [dentidad del Pentdgono.

(U @ mywz)muvewz(auvw @ Z) = Muyvwez0Muay.w.z-
» [dentidad del Triangulo.

(U®ZM)mU1M :TU®M.

Si M es semisimple, el rango de M es el nimero de clases de
isomorfismo de objetos simples en M.

EJeEMPLOS 1.23. (i) C es una categoria médulo a izquierda sobre si
misma via el producto tensorial en C: ® : C x C' — C. Analogamente, el
producto tensorial en C, hace de C una categoria médulo a derecha sobre
C°P, donde C°P es la categoria C con el producto tensorial opuesto’:
URpV =VaU.

(ii) C es una categoria médulo a izquierda sobre C®C via (X,Y)®
Z=XQY®J.

(iii) Sea M una categoria abeliana cualquiera. Entonces M es
naturalmente una categoria médulo sobre F(M, M) y también sobre
FE(M, M).

(iv) Sea R una k-dlgebra. Entonces rep R es naturalmente una cat-

egoria modulo sobre R — bimod, con respecto al producto tensorial
XR-

Toda algebra en C da lugar de manera natural a una categoria
modulo. Un dlgebra (asociativa, con unidad) en C es un objeto A € C,
munido de morfismos p: AQ A — A, n:1— AenC, tales que

plp®@id) = p(id @p)asaa,

p(n®@id) =ls,  plid®n) = ra.
Dada un algebra A € C, un A-mddulo a derecha es un objeto M de C,
junto con un morfismo py : M ® A — M en C, tales que

por(pr ®1d) = par(id @p)apraa,  par(id ®@n) = ray.
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Un morfismo entre dos A-médulos My y My, es un morfismo f : M; —:
Mj en C, que conmuta con la acciéon de A en el sentido siguiente:

Los A-médulos a derecha forman una subcategoria k-lineal Rep, A
de C. Esta categoria es semisimple si C lo es. Construcciones analogas
valen para acciones a izquierda.

Se tiene una estructura de categoria modulo C x Rep, A — Rep, A
definida como sigue: si V€ C, M € Reps A, V ® M es el producto
tensorial en C, con la accién (id @ppr)aypyas: (VOM)R A —V @ M.

DEFINICION 1.24. Sean M, M, categorias médulo sobre C. Un
funtor de entrelazamiento M; — M es un par (F, c), donde F' : M; —
My es un funtor y cx @ F(X ® M) — X ® F(M) son isomorfismos
naturales, X € C, M € M, tales que

» mxyronCxay,m = (X @ cyar)exyemE (mxyar),
" C1,MlF(M) = F(ZM),
para todo M € M, X,Y €C.
M1y My se dicen equivalentes si existe un funtor de entrelaza-
miento M; — My que induce una equivalencia de categorias.

Una categoria médulo M se dice indescomponible si no es equiv-
alente a una suma directa de subcategorias mdédulo no triviales. Con
respecto a esta definicién, notar que la suma directa de dos categorias
modulo M; y My es de nuevo una categoria médulo con acciéon 'com-
ponente a componente’.

LEMA-DEFINICION 1.25. Sea C una categoria tensorial rigiday ® :
C ® M — M una categoria médulo sobre C. La categoria F.(M, M)
de endofuntores exactos de entrelazamiento M — M, con el producto
tensorial dado por la composicién de funtores, es una categoria tensorial
rigida. F.(M, M) se llama la categoria dual de C con respecto a M,
y se denota por C},.

C v D se dicen Morita equivalentes si existe una categoria modulo
indescomponible M sobre C tal que C}, es equivalente a DP. O

Notar que M es naturalmente una categoria médulo a derecha so-
bre Ci,. Es posible demostrar [CE] que la equivalencia Morita es una
relacion de equivalencia entre las categorias tensoriales.

EJEMPLOS 1.26. (i) (Miiger.) Sea C pensada como médulo a izquier-
da sobre C ® C°P. Entonces (C ® CP)¢ es equivalente a Z(C). Este
ejemplo, cuya demostracion se omitird, permite restringir el analisis de
propiedades que son 'Morita-invariantes’ al caso trenzado.
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(ii) Sea A un algebra en C y sea M = Repy A. Entonces C}, ~ A —
Bimodg, la categoria monoidal de A-bimédulos en C, con el producto
tensorial ® 4.

Un problema importante consiste en la clasificacién de las categorias
modulo sobre una categoria tensorial dada.

Sea M una categoria médulo semisimple sobre C. La exactitud del
funtor C — Vecy, U — Hom(U ® My, M), para cada My, My € M,
implica la existencia de un ind-objeto Hom(M;, M5) de C, definido de
manera univoca salvo isomorfismos, con la siguiente propiedad

HOH’I(U X Ml, Mg) ~ HOII’I(U, HOIII(Ml, MQ)),

para todo U € C. Se tiene asi un bifuntor Hom : M x M — C, llamado
el hom interno en M. Este bifuntor es clave en la demostracién del
siguiente resultado:

TEOREMA 1.27. ([O1, Theorem 1].) Sea M una categoria mddulo
semisimple indescomponible sobre C. Fxiste un dlgebra A € C tal que
M es equivalente a Rep, A.

DEMOSTRACION. (Esbozo.) Sea M # 0 un objeto simple de M. Se
denota EndM := Hom(M, M). Se define un morfismo (andlogo de la
evaluacién) p : EndM ® M — M, tal que p es la imagen del morfismo
identidad bajo el isomorfismo

Hom(EndM, EndM) — Hom(EndM ® M, M).
Esto determina un morfismo canénico (analogo de la composicién)
p: EndM x EndM — EndM,
que se define como la imagen del morfismo
p(id®p)a : (EndM ® EndM) @ M — M,
bajo el isomorfismo

Hom((EndM ® EndM) ® M, M) — Hom((EndM ® EndM ), EndM).

Se define también 1 : 1 — End como la imagen del morfismo identidad
bajo el isomorfismo Hom(M, M) — Hom(1, EndM).

Asi, (EndM, p, n) resulta un dlgebra en C. Més ain, para cada N €
M, el objeto Hom (M, N) es naturalmente un End M-médulo a derecha,
y se tiene que el funtor F': M — Repq(EndM) es una equivalencia de
categorias. 0
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Dar una estructura de categoria modulo en M equivale a dar un
funtor monoidal ' : C — F(M) en la categoria (rigida) de endofun-
tores exactos de M. En este sentido, se tiene la siguiente caracterizacién
de los funtores de fibra en términos de categorias médulo.

PROPOSICION 1.28. ([O1, Proposition 3].) Sea R una k-dlgebra
separable. Hay una biyeccion natural entre

» R-funtores de fibra C — R — bimod,
= estructuras de categoria moédulo C x rep R — rep R.

DEMOSTRACION. Sigue de observar que se tiene una equivalencia
natural F(rep R,rep R) ~ R — bimod. O

EJEMPLO 1.29. Acciones de la categoria C(G,w). Sea G un
grupo finito y sea C(G,w) la categoria tensorial de espacios vecto-
riales G-graduados con asociatividad dada por w. Segin el Teorema
1.27, clasificar las categorias médulo (indescomponibles) sobre C(G, w)
equivale a clasificar las algebras (indescomponibles) en C(G,w). Esta
clasificacién aparece en el trabajo [02].

Dado un subgrupo H C G y una 2-cocadena a : H x H — k*,
tal que w|r = da. El dlgebra de grupo torcida k,H es un algebra en

C(G,w).

AFIRMACION 1.30. ([02].) Toda categoria médulo semisimple in-
descomponible sobre C(G,w) es de esta forma. O

Se tiene ademés que las categorias Repg koH vy Repe ko H' son
equivalentes, si y sélo si, los pares (H,«) y (H',a’) son conjugados
por la accién adjunta de G.

Como consecuencia resulta el siguiente resultado, debido a Mov-
shev.

COROLARIO 1.31. Los funtores de fibra rep G — vec,, estan clasifi-
cados por clases de conjugacién de pares (H,«), donde H C G es un
subgrupo y a € H%(H, k*) es un 2-cociclo no degenerado.

Asi, por ejemplo, se tiene que la categoria rep D, de representa-
ciones del grupo dihedral de orden 8 tiene mas funtores de fibra que
la categoria rep (02, donde ()5 es el grupo cuaterniénico de orden 8. En
particular, las categorias rep Dy, rep (Q2 no son equivalentes; es decir,
los grupos dihedral y cuaternionico no son isocategoricos.
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Ejercicios

1. Sea C una categoria monoidal. Demostrar que End 1 es un monoide
conmutativo.

2. Deducir la definicién de co-cuasi-algebra de Hopf.

a) Sea H una cuasi-algebra de Hopf de dimension finita. Entonces
H* es una co-cuasi-algebra de Hopf.

b) Supongamos dim H < oo. Si H es un élgebra de Hopf, entonces
H* es un algebra de Hopf.

3. Demostrar que D¥G es una cuasi-algebra de Hopf.

4. Dar una definicién de codlgebra en una categoria monoidal C.

5. Sea A un élgebra en una categoria monoidal C.

a) Demostrar que Repy A es una categoria médulo sobre C.
b) Definir ®4 en la categoria de A-bimddulos en C y demostrar
que esto hace de A — Bimode una categoria monoidal.

6. Sea M una categoria abeliana. Describir la nocién de algebra en la
categoria monoidal F(M, M). (Estos objetos se llaman mdnadas.
Los objetos duales se llaman comonadas y dan lugar a resoluciones
‘estandar’ de los objetos U € M, que son utiles para calcular fun-
tores derivados; ver [Mc]).

7. Sea M una categoria modulo sobre C, y sea M € M. Probar que
(End M, p,n), definida como en la demostracién del Teorema 1.27,
es un algebra en C.

8. Sean H C G un subgrupoy o : H x H — k* una 2-cocadena tal

que w|r = da. Probar que el dlgebra de grupo torcida k,H es un
algebra en C(G,w).



CAPITULO 2

Categorias de Fusion

En todo lo que sigue k denotara un cuerpo algebraicamente cerrado
de caracteristica 0.

2.1. Definiciones y Ejemplos

Sea C una categoria k-lineal. C se dice semisimple finita si todo
objeto de C es isomorfo a una suma directa finita de objetos simples, y
ademas End S ~ k, para todo objeto simple. En general, a lo largo de
este trabajo, se usara el término semisimple para indicar semisimple
finita.

Sea A el conjunto de clases de isomorfismo de objetos simples en C.
Si S es un objeto simple, se dird que S € A, por abuso de notacion.

Notar que para todo S,T € A, se tiene

kidg, S=T;

Hom(S,T) = {0 SAT

Ademas, todo objeto X de C esta determinado, salvo isomorfismos, por
el conjunto de espacios vectoriales Hom(X, S), S € A.

Mas precisamente, si C es una categoria semisimple sobre k, C ad-
mite una estructura de categoria médulo sobre Vecy, ® : Vecp xC — C,
donde V ® X € C es, por definiciéon, un objeto de C que representa el
funtor

Y — V ®Hom(X,Y),
para todo X,Y € C, V € Veci. Si X es un objeto de C se tiene
X =~ @Hom(X, S)® S.
SeA
Se destaca que, por construccién, se tiene también V ® Hom(X,Y') ~
Hom(V ® X,Y), para todo V' € Vecy, X,Y € C.

DEFINICION 2.1. Una categoria de fusién sobre k es una categoria
tensorial semisimple y rigida sobre k, tal que
(i) los espacios de homomorfismos son de dimensién finita,

23
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(ii) el conjunto A de clases de isomorfismo de objetos simples es
finito;

(iif) 1 € A.

La condicién (iii) equivale a la condicién End(1) ~ k. Una categoria
tensorial semisimple y rigida sobre k que satisface (i) y (ii) se dird una
categoria de multi-fusion.

EJEMPLOS 2.2. (i) Sea (H,®) es una cuasi-dlgebra de Hopf sobre
k. La categoria Rep H es una categoria de fusion si y solo si H es
semisimple de dimensién finita.

(ii) Sea H un grupoide cudntico finito. La categoria Rep H es una
categoria de fusion si y solo si la subalgebra de llegada es simple como
H-médulo a izquierda.

Sea C una categoria categoria tensorial semisimple sobre k, con
espacios de morfismos de dimensién finita, munida de un conjunto finito
de objetos simples A, tal que 1 € A. Una tal categoria se dird una
pre-categoria de fusién (de modo que una categoria de fusion es una
pre-categoria de fusién, que ademas es rigida).

El funtor ® : C xC — C queda determinado una vez especificado en

los objetos X @ Y, X, Y € A, y, a fortiori, por los espacios vectoriales
{);Y} =Hom(X ®Y,5), X, Y,S€A.

Analogamente, el isomorfismo de asociatividad estd determinado

por los isomorfismos lineales {X;/Z} = Hom(axyz,T), X,Y,Z,T €
A,
{Xf} . Hom(X @ (Y @ Z),T) — Hom((X @ Y) @ Z,T).

Se tiene por otro lado

Hom((X ® Y)® Z,T) ~ g% ﬁgy} {STZ } ,

Hom(X ® (Y ® Z),T) ~ g[j {YSZ} [);51 :

donde se ha suprimido el simbolo ®; al indicar el producto tensorial
de espacios vectoriales. Los isomorfismos correspondientes al objeto
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unidad quedan determinados por la familia de vectores

1X X1
ZXE[X}, TXG[X]’ X eA.

De este modo, los axiomas del pentagono y el triangulo se traducen en
ciertas familias de ecuaciones que involucran estos datos lineales:

PROPOSICION 2.3. ([TY].) Son equivalentes

(i) una pre-categoria de fusién, munida de un conjunto finito de
objetos simples A, tal que 1 € A;

(ii) un conjunto finito A provisto de
= una coleccion de espacios vectoriales {XSY}, X, Y, S €A,
= una coleccion de isomorfismos lineales
XYZ XY [z YZ] [XS
e V- e YY)
SeA SeA
XY, Z, T €A,

= una coleccién de vectores ix € {l)ﬂ, rx € Bﬂ, X €A,

que satisfagan las siguientes ecuaciones

o (@ 071 (@17 03) (@ 07 )
(@ 12)0m) (@1 03)).

(Mp) {Xéy} (lyof)=rxof Vfe leY] .

DEMOSTRACION. (Esbozo.) Ya se indic6 cémo establecer la corre-
spondencia (i) = (ii); segtin esta correspondencia, las ecuaciones (M)
y (M) siguen de la naturalidad de los isomorfismos de asociatividad y
unidad, junto con los axiomas del hexdgono y del tridangulo.

(ii) = (i). A partir de los datos en (ii) se puede reconstruir una
categorfa de fusién, como sigue: sea C = [] 4., vecy el producto directo
de |A] copias de la categoria de espacios vectoriales de dimensién finita.
Se define el producto tensorial en la forma

(Xs)s e i o= (@37 || Xs¥ir)

Entonces C resulta una categoria tensorial con objeto unidad 1 :=

(01,5)s, isomorfismos de asociatividad ({X}gz

unidad (ls)s, (7“5)5. ]

}) , e isomorfismos de
S
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2.2. Teorema de Reconstrucciéon de Hayashi-Ostrik

Se han presentado diversas construcciones algebraicas que dan lu-
gar, a través de la teoria de representaciones, a categorias tensori-
ales. De estas construcciones, los grupoides cuanticos resultan ser la
construccion més general en el caso semisimple. En esta seccién se
mostrard un teorema de reconstruccion tannakiana que establece que
toda categoria tensorial rigida y semisimple es la categoria de repre-
sentaciones de un grupoide cuantico.

Este teorema es debido originalmente a Hayashi, y fue posterior-
mente presentado, en forma maés general, por Ostrik.

La idea basica de la reconstruccion tannakiana puede resumirse
como sigue: sea C una categoria tensorial sobre £k y sea R una k-algebra.
Supongamos que C estd munida de un R-funtor de fibra F' : C —
R—bimod. Sea H := End F' el algebra de las transformaciones naturales
F' — F'. La estructura tensorial de F' hace de H, en casos favorables,
un grupoide cuantico.

TEOREMA 2.4. ([H].) Sea C una categoria tensorial semisimple,
con un numero finito de objetos simples. Existe una bidlgebra débil H
tal que C ~rep H.

Mas atun, si C es rigida, entonces H es un grupoide cudntico.

El grupoide cudntico H no es canoénico. En la demostracion de
Hayashi la base de H es conmutativa. Un tal grupoide cuantico se
llama una face algebra.

De hecho, dado un R-funtor de fibra C — R — bimod, existe una
bidlgebra débil H, con base R, tal que C ~ rep H [CE, 2.3.2]. La
demostracion del Teorema 2.4 se basa en la construccion explicita de un
R-funtor de fibra C — R — bimod, donde R es cierta algebra separable
conmutativa.

En particular, resulta que C es la categoria de representaciones de
un algebra de Hopf si y sélo si C admite un funtor de fibra C — vec.
Cambiar el funtor de fibra corresponde a cambiar la comultiplicacion
en H mediante un twist.

DEMOSTRACION. La demostracién que se esboza a continuacién es
debida a Ostrik [O1]. C es una categoria médulo sobre si misma, via la
accion regular. Sea R una k-dlgebra separable tal que C ~ rep R como
categorias abelianas. Se tiene entonces una accion C x rep R — rep R,
que da lugar a un R-funtor de fibra C — R — bimod.

A partir del funtor F : C vecy, que resulta de componer el R-funtor
de fibra con el funtor de olvido R — bimod — C, se reconstruye un
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grupoide cuantico H con la propiedad de que C ~ rep H. Ver por
ejemplo [CE, 2.3.2]. O

Como consecuencia del teorema de Hayashi, se tienen los resulta-
dos de rigidez (en el sentido de las deformaciones monoidales) que se
demuestran en [ENO], los cuales responden a conjeturas de Ocneanu.

Otra consecuencia del Teorema de Hayashi es el siguiente resultado
sobre la equivalencia Morita.

PROPOSICION 2.5. ([ENO, Theorem 2.18].) Supongamos que C es
una categoria de multi-fusién. Sea M una categoria médulo semisimple
sobre C. Entonces la categoria dual C}, es semisimple.

DEMOSTRACION. En la demostracién se supone que M es inde-
scomponible. A M le corresponde un R-funtor de fibra C — R—bimod,
para cierta algebra separable R, tal que rep R ~ M. Luego, C ~ rep H,
para cierto grupoide cudntico H. De modo que C}, =~ rep H* [O1]. El
resultado es ahora una consecuencia de [ENO, Theorem 2. 24|, que
establece un criterio para la semisimplicidad de un grupoide cuantico
en términos del cuadrado de la antipoda. O

OBSERVACION 2.6. Un caso particular de categorfas de fusién son
las categorias modulares, introducidas por Reshetikhin y Turaev. Estas
categorias dan lugar a invariantes de variedades de dimension 3. Dos
referencias sobre este tipo de categorias son [Tu, BK].

Como se explica en [Tu], la estructura modular da lugar a una
acciéon proyectiva del grupo modular SL(2,7Z) en el algebra de fusién
correspondiente, lo cual justifica la terminologia. Si se denota por Sy
T a los generadores candnicos del grupo modular, entonces S se repre-
senta en la matriz (s;;), la cual a su vez diagonaliza las reglas de fusion
del anillo de Grothendieck (sigue facilmente de las definiciones que este
anillo es conmutativo). Se trasluce también que (s;;) puede pensarse co-
mo una tabla de caracteres de la categoria, ya que la propiedad anterior
caracteriza la tabla de caracteres de un grupo finito.

A partir de las categorias tensoriales de representaciones de un alge-
bra de Hopf de dimensién finita, se obtienen categorias modulares, me-
diante el pasaje al doble cudntico [EG]: esta construccién es debida
Drinfeld, en el caso de algebras de Hopf, asocia a un algebra de Hopf
H un élgebra de Hopf cuasi-triangular D(H) tal que rep D(H) es equiv-
alente a Z(rep H). En el caso de cuasi-algebras de Hopf, la construccién
andloga se debe a Hausser y Nill [HN1], y en el caso de los grupoides
cudnticos, se debe a Nikshych, Turaev y Vainerman [NTV].



28 2. CATEGORIAS DE FUSION

2.2.1. Grupoides cuanticos y cuasi-algebras de Hopf. Sea
(H, ®) una cuasi-dlgebra de Hopf semisimple. La categoria rep(H, ®) es
una categoria de fusion, y por lo tanto, segin el Teorema de Hayashi,
existe un grupoide cudntico Hy con la propiedad rep Hy ~ rep(H, ®).
La demostracion del Teorema 2.4 resulta poco efectiva para realizar
explicitamente una tal reconstruccién. Sin embargo, ésta es posible
gracias al siguiente resultado de Hausser y Nill.

Un cuasi-bimddulo de Hopf es un H-bimddulo V| junto con una
aplicacion p: V — V ® H, que satisface

(id ®e)p = id,
0.(p ®id)p(v).07" = (id ®@A)p(v),

para todo v € V. Un morfismo de cuasi-bimédulos de Hopf f : V' — U,
es una aplicacién de bimodulos que conmuta con la cuasi-coaccion.

Se tiene asi una categoria gy M de cuasi-bimédulos de Hopf (de
dimension finita en nuestro contexto). Esta es una categoria tensorial
con respecto al producto tensorial ®y de H-bimddulos. Mas atn, el
funtor de olvido g M — H — bimod es un H-funtor de fibra.

El siguiente teorema generaliza un resultado de Larson y Sweedler
para algebras de Hopf.

TEOREMA 2.7. ([HNZ2]) Sea (H, ®) una cuasi-dlgebra de Hopf. Hay
una equivalencia tensorial rep(H, ®) — g M.

DEMOSTRACION. (Esbozo.) La equivalencia asigna a cada V €
rep(H, ®), el cuasi-bimédulo de Hopf V' ® H, con las acciones y coaccién

a.(v® h).b:= (a;.v) @ azhb,
plv@h) =0y dDh @ oI,

para todo v € V, h € H. La equivalencia inversa g M — rep(H, ®)
asigna a cada cuasi-bimodulo de Hopf W, su espacio de coinvariantes:
WcoH . O

El funtor de olvido gM# — H — bimod es un H-funtor de fi-
bra. Este Teorema permite, entonces, reconstruir una estructura de
grupoide cuéntico Hy (con base H) en el espacio vectorial H @ H*® H,
de modo que rep Hy ~ rep(H, ®). La descripcion explicita de Hy es a
través de los productos cruzados diagonales, y aparece en [HN3].
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2.3. Algebras de fusién

Sea C una categoria de fusién. Sea A = {Xy = 1,..., X,,} un sis-
tema de representantes de las clases de isomorfismo de objetos simples
de C.

El anillo de Grothendieck de C es un grupo abeliano libre en la base
x; := [X;];. En esta base, se tiene

_ !
T = E Nisz,
1

donde Nilj = dim Hom(X), X; ® X;) son enteros no negativos. La dual-
idad en C induce en K(C) la estructura de anillo con involucién, donde
x; — x = [ X7, para todo i.
Los coeficientes Nl-lj satisfacen las condiciones
Nij = Nji = Nz’]k* =N,

0 _
Z*j*? NZ] —_— 5@]*'

Un anillo con estas propiedades se llama un anillo de fusion. Las
constantes N, reciben el nombre de coeficientes de fusion. K(C) se
llama el anillo de fusién de C.

Observar que en K(C) se tiene la relacion de orden: z < y si y sélo

si,y—x € xog+...Z x,.

Un problema interesante consiste en decidir si un anillo de fusién
dado puede realizarse como anillo de Grothendieck de una categoria de
fusion. Existen ejemplos [TY] de anillos donde esto no es posible.

El siguiente resultado, cuya demostracion se omite, describe bajo
qué condiciones dos algebras de Hopf semisimples tienen ’el mismo’
anillo de fusién.

Notar que si C es la categoria de representaciones de un algebra de
Hopf semisimple, IC(C) posee un elemento distiguido

r=> (dimX;)X;.

)

PROPOSICION 2.8. ([NK].) Sean Hy, Hs, dlgebras de Hopf semisim-
ples. Son equivalentes:

(1) existe un isomorfismo de anillos ordenados
K(rep H1) — K(rep H3),
que preserva el elemento distinguido;

(ii) Hy es un twist de H; por un pseudo 2-cociclo. O
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2.4. Dimension de Frobenius-Perron

Las dimensiones de Frobenius-Perron resultan ser una herramienta
util en el estudio de las categorias de fusion. En esta seccién se re-
sumen algunas de las propiedades elementales, segiin se presentan en
[ENO]. La dimensién de Frobenius-Perron reemplaza, en el contexto
mas general de las categorias de fusion, el concepto de dimension de
una cuasi-algebra de Hopf, de los médulos sobre una cuasi-algebra de
Hopf, etc.

Se recuerda que si A es una matriz cuadrada con coeficientes reales
no negativos, entonces

» A tiene un autovalor no negativo A(A), tal que A\(A) > |r|,
para cualquier otro autovalor r.

= Si A tiene coeficientes estrictamente positivos, entonces \(A)
es un autovalor positivo simple, y el autovector correspondi-
ente puede normalizarse de modo que tenga coeficientes estric-
tamente positivos.

= Si A tiene un autovector v con coeficientes estrictamente pos-
itivos, entonces el autovalor correspondiente es A(A).

Este resultado se conoce como Teorema de Frobenius-Perron. El auto-
valor A(A) se llama el autovalor de Frobenius-Perron de A.

DEFINICION 2.9. Sea X un objeto de C. La dimensidn de Frobenius-
Perron de X, denotada FPdim X, es el autovalor de Frobenius-Perron

de la matriz de multiplicacién a izquierda por [X] en el anillo de fusién
de C.

La dimensién de Frobenius-Perron de C se define por
FPdimC := » (FPdimC).
XeA
En el trabajo [ENO] (ver también [CE]), se demuestran muchas
propiedades de la dimensién de Frobenius-Perron, notablemente un re-
sultado que generaliza el Teorema de Lagrange para grupos finitos, y
una formula que generaliza la Ecuacién de Clases. Estos resultados no

se incluyen en este trabajo. Se mencionan, sin embargo, las propiedades
siguientes.

TEOREMA 2.10. (1) (JENO, Theorem 8.6].) La aplicacion
[X] — FPdim X,
define un homomorfismo de anillos K(C) — R.
(2) (ICE].) FPdim es el inico homomorfismo de anillos KK(C) — R

que aplica los elementos x; en numeros positivos.
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La parte (2) del teorema implica que todo funtor exacto C — D
entre categorias de fusién, que preserve productos tensoriales (no nece-
sariamente tensorial), preserva las dimensiones de Frobenius-Perron.

DEMOSTRACION. (1) Sean x, ..., x, los representantes de los ob-
jetos simples de C. Se demostrara que existe un vector f con coefi-
cientes positivos y fo = 1, tal que x;f = \;f, para todo 7. De donde,
segun el Teorema de Frobenius-Perron, \; = FPdimz;, y a fortiori
FPdim z; FPdim z; = FPdim(z;x;).

Sea z; 1= Y, xyz;x}. Se tiene z; € Z(K(C)). Sea ahora 2z =, 2;;
dado que z; aparece en 2z con multiplicidad positiva, para todo j, la
matriz de multiplicacién por z tiene coeficientes estrictamente posi-
tivos. Luego, existe un unico autovector f de la multiplicacién por z
con las propiedades que se afirmaron. Sigue también que z;f debe ser
un miultiplo escalar de f, como se afirmé.

(2) Supongamos que f : K(C) — R es otro homomorfismo de anillos
tal que f(x;) > 0, para todo 4. Se tiene f(x;)f(z;) = >, N}, f(x). Por
lo tanto el vector (f(z;)) es un autovector de la matriz N;, de multi-
plicacion a izquierda por x;. El Teorema de Frobenius-Perron implica
que f(z;) = FPdim z;, para todo [, lo cual demuestra la parte (2). O

EJEMPLO 2.11. Supongamos que C = rep(H, ¢), para cierta cuasi-
algebra de Hopf semisimple H. Si X es un H-mddulo, entonces vale la
igualdad FPdim X = dim X.

TEOREMA 2.12. [CE, Proposition 4.14].) FPdimC es Morita in-
variante.

Se deduce de este Teorema que FPdim Z(C) = (FPdimC)?.

TEOREMA 2.13. ([ENO, Theorem 8.33].) Sea C una categoria de
fusion. Son equivalentes

(1) C ~rep H, donde H es una cuasi-dlgebra de Hopf semisimple;

(2) las dimensiones de Frobenius-Perron de los objetos simples de
C son numeros enteros.

DEMOSTRACION. Se esbozard la demostracion de la implicacion (2)
— (1). Se fija, para cada objeto simple X € C, un espacio vectorial
Vx de dimensién dim Vxy = FPdim X. Esto define un funtor exacto
V 1 C — vecg. Se fijan también isomorfismos cxy : V(X) @ V(Y) —
V(X ®Y), para X,Y simples. Entonces (V, ¢) resulta un cuasi-funtor
de fibra, y un argumento de reconstruccion tannakiana implica que
C ~rep H, donde H es una cuasi-algebra de Hopf. U
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2.5. Categorias de Tambara y Yamagami

Las categorias de fusiéon que se presentan en esta Secciéon fueron
introducidas por Tambara y Yamagami [TY].

Sea GG un grupo abeliano finito. Se usara la notacién multiplicativa
para el producto en G, y e € GG denotara el elemento identidad.
Sean ademas los siguientes datos:

= ¥ : G X G — kX un bicaracter simétrico no degenerado: esto
es,

X(ab7 C) = X(G’C)X(b’ C)’ X(a’vb) = X(bv a)7

para todo a, b, c € G, y ademas, la aplicacion inducida f : G —

G := Hom(G, k*), f(a)(b) = x(a,b), es un isomorfismo.
» d € k* tal que |G|d* = 1.

Se define 7Y = TY(G, x,d) como la categoria semisimple, cuyos
objetos son sumas directas finitas de elementos en A = G U {m}. Los
morfismos quedan definidos por Hom(s, s') = 0, si s # s, Hom(s, s) =
k, s, s € A. La identidad s — s es el elemento identidad 1 € k.

El producto tensorial 7Y x TY — T Y esta dado por
a®b=ab, a@m=m=m®®a, MmRIMmM=D.qa,

para todo a,b € G; y 1 =¢e € G.
Los isomorfismos de unidad son las identidades, y los de asociativi-
dad se definen en la forma

Qabec = 1; Qg bm = 1= Qm,ab; Qamm = Amm,a = EBbGGlba

Qampb = X(Cl, b)v Am,a,m = @bEGX(aa b)b;

Qm,m,m = (dX(aa b)_l)a,b . @CLEGm - 6BbEG?n-

La dualidad se define como sigue. a* = a~!, para todo a € G, con
1 =coev=ev:e—e m*=m, con

coev:i=1:e—mQm, eV::C—lj:m®m—>e,
donde i:e —-m®m, j: m®m — e, son la inclusién y la proyeccién
sobre la componente de tipo e, respectivamente.
La Proposicion 2.3 implica que 7) es de hecho una categoria de
fusion sobre k. Mas atn, las ecuaciones en 2.3 implican el siguiente
teorema de caracterizacion.
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TEOREMA 2.14. ([TY].) Sea G un grupo finito. Consideremos el
anillo de fusion IC con base G U x y multiplicacion

ab=ab, ar=x=z.0a, 0= E a,
a€G
para todo a € G, con la involucion a* = a1, x* = x.
Supongamos que C es una pre-categoria de fusion tal que K(C) ~ K.
Entonces G es abeliano, y existen un caracter simétrico no degenerado

X : GxG — kX yun elemento d € k, con d*|G| = 1, tales que
C~TY(G,x,d).

Ademas, TY (G, x,d) ~TY(G, X', d') siy solosid=4d yx,x son

conjugados por un automorfismo de G.

En particular, toda pre-categoria de fusién con anillo de fusion iso-
morfo a K es de fusion.
Notar ademas que las condiciones

» (G es abeliano, y
» |G es un cuadrado en k*,

son necesarias para que exista una realizacion del anillo C. Esto de-
muestra que existen anillos de fusion que no admiten realizaciones.

DEMOSTRACION. (Esbozo.) Se usa la correspondencia enunciada
en la Proposicién 2.3. Segin la notacién alli, los datos (no triviales)
que determinan a C son los siguientes:

= espacios vectoriales de dimension 1:

Gl [l [
para cada a,b € G.
» isomorfismos lineales:

para cada a,b,c € G,

que satisfacen las Ecuacién (M;) en 2.3.
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Se tiene, por ejemplo, que
b
{G,Z» } . [m, b] ® [a, m] — x(a,b)[a,m] @ [m,b],

y andlogamente

{m,m,m} H[a] @ [m, a] — Y y(a,b)[b] @ [b,m)],

m
beG

para a,b € G, donde x(a,b),v(a,b) € k*. Aqui, se usa una eleccién de
vectores no nulos

m, b € [mn’lb] . [ame [a;nm] e [mm] |

a

La ecuacién (M;) implica que y es un bicaracter y, salvo equivalen-
cias tensoriales, se puede suponer que x es simétrico; sigue también
que ¥(1,1)* > x(e,bf ta™t) = dupp, a,b,c, f € G. De donde x es no
degenerado y v(1,1)%|G| = 1. Se toma entonces d = (1, 1).

Resulta también que los restantes parametros quedan determinados

por x, d. Luego C ~ TY(G, x, d).
El segundo enunciado se demuestra con técnicas andlogas. O

EJEMPLO 2.15. Sea G = {(a,b : a*> = V? = aba™'b"! = 1), G ~
Zy X 7. El grupo G posee dos bicaracteres simétricos, no equivalentes
por la accién de Aut G: el bicaracter i, donde

x1(a,a) = x1(b,b) = x1(ab,ab) =1,
x1(a,b) = x1(b,ab) = x1(ab,a) = —1,
y el bicaracter xa,
x2(a,a) = x2(b,b) = =1,  xa(a,b) = 1.

Se tienen, por otro lado, dos elecciones d = iﬁ' Luego resulta:

TEOREMA 2.16. ([TY].) Hay exactamente 4 clases de equivalencia
de categorias de fusion con anillo de Grothendieck KC generado por GUx,
G = 7y X 7Ly, con las reglas de fusion

cr=x=xc x.x=14+a+0b+ ab,
¢ € G. Estas corresponden, respectivamente, a las siguientes categorias:
TY(x1, %) representaciones del grupo dihedral Dy, de orden 8.

TY(x1, —%): representaciones del grupo cuaternionico Qz, de or-
den 8.
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TY(x2, %) representaciones del algebra de Kac y Paljutkin Hyg,
de dimension 8: Hg es la unica dlgebra de Hopf semisimple no
conmutativa ni coconmutativa de dimension 8 [ KP, M2].

TY(x2, —%): representaciones de una cuasi-algebra de Hopf A
de dimension 8.

O

Segin los resultados de clasificacién en [M2], las tinicas dlgebras de
Hopf no conmutativas de dimension 8 son kDy, k@2 v Hg. El teorema
implica que estas tres dlgebras de Hopf tienen categorias de representa-
ciones no equivalentes. Sigue también que la cuasi-algebra de Hopf A
no es twist equivalente a un algebra de Hopf.

Se tiene entonces que las algebras de Hopf KDy, Q)5 y Hg son dos a
dos twist inequivalentes. Notar sin embargo, que kDy, kQ)o y Hg tienen
el mismo anillo de fusién, y por lo tanto, cualesquiera dos de ellas son
twist equivalentes por un pseudo 2-cociclo.

2.6. Categorias de Tipo Grupo

Las categorias tensoriales que se estudian en esta seccién fueron in-
troducidas por Ostrik en [O2, Section 3] y luego estudiadas en [ENO].
Sean G un grupo finito y F' C G un subgrupo. Se denotara por
e € GG al elemento identidad. Sean también
s w:G X G X GE— kX, un 3-cociclo normalizado;
» a: F x F — kX una 2-cocadena normalizada;

sujetos a la condicién

(21) w|FXpo = da.

Se considera la categoria C(G,w) de espacios vectoriales de dimen-
sién finita G-graduados, con la asociatividad dada por w. La condi-
cién (2.1) implica que el dlgebra de grupo torcida por «, k. F', es un
algebra asociativa en C(G,w), y se le asocia una categoria tensorial,
C(G,w, F,a): la categorfa de k,F-bimédulos en C(G,w). Esta es una
categoria de fusién sobre k.

LEMA 2.17. Las F P-dimensiones de los objetos simples en la cat-
egoria C(G,w, F, ) son enteros. En particular, C(G,w, F,a) es la cat-
egoria de representaciones de una cuasi-dlgebra de Hopf semisimple.

Una descripcién explicita de una cuasialgebra de Hopf cuya cate-
goria de representaciones es equivalente a C(G,w, F, ) se da en [N3].

DEMOSTRACION. Ejercicio. O
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Las categorias C(G,w, F, «) se llaman de tipo grupo [ENO, Defini-
tion 8.46]. Por extensién, se dird que una (cuasi)-algebra de Hopf A es
de tipo grupo si la categoria rep A de sus representaciones de dimension
finita es de tipo grupo.

Seann: G X G — k* y x : I — k™ cocadenas normalizadas. Sean
w:GxGxG—k* a:FxF — k*, definidos por

w=w(dn),  a=arwr)(dx).

Entonces las categorias C(G,w, F,a) y C(G,w, F,@) son equivalentes

[ENO, Remark 8.39].

OBSERVACION 2.18. Sean G, I, w y a como antes. Sea Q un sis-
tema de representates de las coclases a izquierda de G moédulo F', tal
que e € ); de modo que todo elemento g € G se escribe de manera
Unica en la forma g = xp, con p € Q), x € F. Se considera la cocadena
n:GxG— kX nlxp,yq) := a  (x,y), p,q € Q, z,y € F. Poniendo
X = 1, se obtiene @ = 1. Por lo tanto, las categorias C(G,w, F,«) y
C(G,w, F,1) son equivalentes, donde @ = w(dn). Es decir, salvo equiv-
alencias tensoriales, se puede suponer que o = 1.

En [O2] se determina el rango de cada categorfa médulo sobre una
categoria de tipo grupo. En particular, los funtores de fibra

C(G,w, F,a) — vec,

estan clasificados por clases de conjugacién de subgrupos I' de G, mu-
nidos de un 2-cociclo normalizado 3 € Z2(T', k), tal que

= la clase de w|r es trivial;
» G=FI;y
= la clase del cociclo a|par87 | prr es no degenerada.

OBSERVACION 2.19. La siguiente caracterizacién es una consecuen-
cia directa de las definiciones:

C es de tipo grupo, si y sdlo si C es equivalente Morita a C(G,w),
para algin grupo finito G y w € H3(G,k*).

Usando esta caracterizacion, se demuestra en [ENO, 8.8] que los
duales, opuestos, cocientes, subcategorias plenas, y productos tensori-
ales de categorias de tipo grupo son de tipo grupo. Por [ENO, Remark
8.47], el centro de Z(C) es de tipo grupo si y sélo si C lo es.

Sin embargo, en Remark 8.48 del paper [ENO], se observa que
existen cuasi-algebras de Hopf que no son de tipo grupo: uno de estos
ejemplos proviene de la construccion de Tambara y Yamagami.
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La siguiente caracterizacion de las categorias de tipo grupo sigue
de los resultados de [N2].

TEOREMA 2.20. Sea H una cuasi-dlgebra de Hopf semisimple. Son
equivalentes:

(i) H es de tipo grupo.

(ii) existen un grupo finito G y un 3-cociclo w € Z3(G,k*) tales
que D(H) es twist equivalente a D¥(G).

La demostracion de este teorema se basa en un teorema de Schauen-
burg, que dice que el centro de una categoria de bimodulos A —bimod¢
es equivalente al centro de C.

El siguiente teorema se demuestra también en [N2].

TEOREMA 2.21. Sea G = FT una factorizacion exacta de un grupo
finito G. Supongamos que A es un dlgebra de Hopf que admite una
extension abeliana

(2.2) 1=k - A—kF —1.
Entonces A es de tipo grupo. O

En este caso, el 3-cociclo que aparece es el que proviene de la clase
equivalencia de A (en tanto que extensién) a partir de una sucesién
exacta debida a G. I. Kac; ver [M1].

EJEMPLO 2.22. Sea TY(G, x,d) una categoria de Tambara y Ya-
magami. Se tiene una inclusién de categorias tensoriales

repG — TY(G, x, d).

En el caso en que 7Y(G, x, d) es la categoria de representaciones de un
algebra de Hopf A (si y sélo si admite un funtor de fibra), esto implica
que hay una proyeccién de algebras de Hopf A — kG ~ k©.

Ademds deber ser dim A = |G| + (FPdimm)? = 2|G]. Por lo tanto
la proyecciéon A — kG tiene indice 2, y es normal. Esto significa que
la proyeccion da lugar a una sucesién exacta de algebras de Hopf k —
kZy — A — kG — k. En particular, A es un producto bicruzado como
los construidos en el Ejemplo 1.18 (1).

Resulta entonces

COROLARIO 2.23. Toda algebra de Hopf semisimple cuya categoria
de representaciones es del tipo 7Y(G, x, d) es de tipo grupo. U

En otras palabras, las categorias de Tambara y Yamagami son de
tipo grupo, siempre que admitan un funtor de fibra en la categoria de
espacios vectoriales.
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Las categorias 7Y(G, x, d) provenientes de un algebra de Hopf se
estudian en [T].
2.7. Grupoides Cuanticos y Grupoides Dobles

Las construcciones que se presentan en esta seccion se introducen
en los trabajos [AN1, AN2]|.

Un groupoide doble finito 7 es un grupoide finito en la categoria
de grupoides finitos. Se suele representar un doble grupoide como un
diagrama de cuatro grupoides

= H
1
= P

<E®

sujetos a una serie de axiomas [E, BS]. No se dard en este trabajo la
lista completa de estos axiomas, sino s6lo los mas representativos.

Un elemento A € B se representa con una ’'caja’

D

b
donde t(A) =t,b(A) = b, r(A) =r, (A ) =1y los cuatro vértices de la
caja son tl(A) = lt(A), tr(A) = rt(A) [(A) = Ib(A), br(A) = rb(A).
Se escribe A|B sir(A) = I(B) (de modo que Ay B son componibles

A
horizontalmente), y B si b(A) = t(B) (de modo que A y B son com-

ponibles verticalmente). Las composiciones verfican lo siguiente. Sean
t U

A:lDryB:stenB.
b c

tu
(2.3) Si  A|B, then AB=I[ |m,
bc

A
(2.4) Si B’ entonces é =Is[ |rm.

Ley de permutabilidad. Si %‘i, entonces
AB. {AB} JAl| JB
CD —{cD}  1C(1D(-
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Sean

D:={DeB: I(D),b(D) € P},
E:={EeB: r(E)iE)e P}

D y E tienen estructuras naturales de grupoides con base P. Estos son
variantes de los llamados grupoides nicleo de 7; han sido estudiados
por Brown y Mackenzie en [BMa)]. La aplicacién A — A~!| induce un
isomorfismo de grupoides D — E. Aqui, para A € B, A~! € B denota el
inverso horizontal del inverso vertical de A, que coincide con el inverso
vertical del inverso horizontal, segin la ley de permutabilidad.

Se consideran las funciones ", ., ', 5 : B — N definidas como sigue:
"(X) es el numero de cajas U € B con l[(U) = (X) y t(U) = t(X), etc.

En lo que sigue se considerard un grupoide doble 7 que satisface la
siguiente condicion:

(2.5) (g, z) #0, VeeH,geV, r(z) =1t(g).
Estos grupoides dobles han sido estudiados por Brown y Higgins [BH].

TEOREMA 2.24. kT es un grupoide cudntico con multiplicacion y
comultiplicacion definidas por

A A
S

AB={B B

0, en otro caso,

A = Y %X@Y: 3 ﬁX@YZ

XY=A XY=A

para todo A, B € B.

Es decir, como dlgebra, kT es el dlgebra de grupoide del grupoide
vertical de T, mientras que la estructura de codlgebra es una modifi-
cacion del dual del algebra de grupoide del grupoide horizontal.

La antipoda estd determinada por la formula

"(4)
L(4)

S(A) = AL
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para todo A € B. Las aplicaciones de fuente y de llegada estin deter-
minadas, respectivamente, por

es(A)—{¢>(A)1a si t(A) € P,

0, en otro caso;

"(4)

—1 b(A) €
a(4) = { () T ST A ER

0, en otro caso.

Las subalgebras fuente y llegada son isomorfas a las dlgebras de grupoide
kD y (KE)°P, respectivamente.

Aqui,
pl:i= Y {idzD}, 1z:= >  {Eida}.
z€H,r(z)=e(D) z€H, l(x)=e(E)

para D € D, E € E. Las aplicaciones ¢ y ¥ se definen mediante
—1 .

las formulas ¢(A) = {idé’(A)}’ si t(A) € P, Y(A) = {ldf{%)}, si

b(A) € P.

Se tiene asi una categoria tensorial rigida rep k7. Esta es una cat-
egoria de multi-fusién, que no siempre es de fusiéon, esto es: no siempre
se tiene End 1 ~ k. El funtor de olvido Rep k7 — D — Bimod es un
funtor tensorial.

EjempLOS 2.25. (1) Bimédulos sobre un algebra separable.
Sea s, e : G = P un grupoide finito. Se le asocia a G un grupoide doble

GxGg = PxP
T=TG) = U -,
g = P
donde
s P x P = P es el grupoide basto sobre P,

s G X G =2 G es el grupoide basto sobre G,
s § X G 2P x P es el grupoide producto directo.

Una caja en este grupoide doble se puede indicar en la forma

s(g) s(h)
(9.h)=g| |h=g|(g,h)]|h.
e(g) e(h)

En este ejemplo, el grupoide nicleo D es isomorfo a G.
Se tiene asi un grupoide cuédntico k7 (G) asociado, y a fortiori una
categoria tensorial rigida rep k7 (G).
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LEMA 2.26. La categoria rep k7T (G) es equivalente a kG — bimod.

DEMOSTRACION. kG es un dlgebra separable, cuyo idempotente de
separabilidad es

B 2en IR

g€eg

donde d(s(g)) es el nimero de flechas en G que salen de s(g). Luego,
para todo par de kG-bimddulos V' y W, la inclusién e.(V &, W) C
V ®; W induce un isomorfismo natural

V Qg W ~ e(V R W)

Veamos que esto coincide con la estructura de £D(G)-mddulos. Como
algebra, k7 (G) es isomorfa a k(G x G); que a su vez es isomorfa a kG ®
(kG)°P, invirtiendo el segundo factor. Esto da una equivalencia natural
entre rep k7 (G) y kG —bimod. Ademads, usando la observacién anterior,
puede verse que esta equivalencia preserva el producto tensorial. Esto
demuestra el lema. O

Notar que cualquier algebra separable R es isomorfa al dlgebra de
grupoide de algun grupoide finito (no canénico). Se tiene entonces

PROPOSICION 2.27. Sea R un dlgebra separable sobre k. Existe un
grupoide finito G, tal que R — bimod es tensorialmente equivalente a

Rep k7T (G). O

(2) Este ejemplo ilustra la reconstruccién de un grupoide cudntico
a partir de una categoria de fusién. Se considera el grupoide doble

GxGxGE = GxG

To = H 0,
GxG = G

donde

= ¢l grupoide horizontal G x G x G = G x G es el grupoide
correspondiente a la relacién de equivalencia en G x GG definida
por (v,y) ~ (2',y') si y sélo si y = ¢/

s el grupoide vertical G x G x G = G X G es el grupoide de
transformaciones asociado a la accién regular . : G x G x G —
G x G, (2,y).9 = (2g,y9);

= el grupoide horizontal G x G = G es el grupoide basto sobre
G;

= el grupoide vertical G x G = G es el grupoide de transforma-
ciones asociado a la accion regular de GG en si mismo.

Notar que 7y es un grupoide doble vacante.
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Sea o : B xp B— kX,

a b ag bg wla a h
eo o O O |-t

ag bg agh cgh

La condicién de 3-cociclo para w implica que o es un 2-cocycle nor-
malizado para el grupoide vertical de 7. Mas ain ¢ es compatible con
el cociclo trivial 7 = 1 en el grupoide horizontal, de modo que hay un
grupoide cuantico asociado k, 7.

El resultado siguiente es una consecuencia del Teorema 2.7.

PROPOSICION 2.28. Se tiene una equivalencia tensorial rep k,7q ~
G

vec .

2.8. Algunos Resultados de Clasificacién

En esta secciéon se enuncian los principales resultados de clasifi-
cacion de categorias de fusion que se conocen. Se supone que k = C es
el cuerpo de los nimeros complejos.

Los resultados siguientes generalizan resultados conocidos sobre
algebras de Hopf semisimples.

TEOREMA 2.29. Sea C una categoria de fusion sobre el cuerpo k y
sean p y q numeros primos distintos.

(a) (JENO, Corollary 8.30].) Supongamos que FPdimC = p. En-
tonces C es equivalente a rep(k™ w), para un inico w € H3(Z,, k*).

(b) (IENO, Corollary 8.32].) Supongamos que FPdimC = p?. Si
p > 2, C es equivalente a rep(kY,w), para algin grupo G tal que |G| =
p:, yw € H3Zy, k™). Sip =2, C es equivalente a rep(k®,w), donde
|G| =4, o bien C ~TY(Zs, x,d).

(c) (I[EGO].) Supongamos que FPAimC = pq. Si p > 2, C es
equivalente a rep(k®,w), para algin grupo G tal que |G| = pq, y w €
H3(Z,, k). Sip =2, C es equivalente a rep(k%,w), donde |G| = 2q, o
bien C ~ TY(Zy,, x,d).

La clasificacion de las dlgebras de Hopf semisimples en dimension
p es debida a Y. Zhu [Z]; en dimensién p* se debe a Masuoka [M3],
y en dimensién pg se debe a Etingof, Gelaki, Masuoka y Westreich
[EG2, GW, M2]|.
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Ejercicios

1.
2.

3.

Demostrar que 7)Y es una categoria de fusiéon sobre k.

Calcular las dimensiones de Frobenius-Perron de las categorias de

Tambara y Yamagami y de las categorias de tipo grupo.

Sea TY(G, x, d) una categoria de Tambara y Yamagami.

a) Demostrar que FPdima = 1, para todo a € G, y FPdimm =
V(IG)).

b) Deducir que TY(G, x, d) es la categoria de representaciones de
una cuasi-dlgebra de Hopf si y sélo si |G| es un cuadrado en Z.

Demostrar que las dimensiones de Frobenius-Perron en una cate-

goria de tipo grupo C(G,w, F') son enteras.

Sea G' = S,, el grupo simétrico en n simbolos, y sea F' el subgrupo

formado por todas las permutaciones o € S, tales que o(1) = 1.

Probar que C(G, 1, F') admite un funtor de fibra C — vecy.
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