
Álgebras de Hopf y Categoŕıas
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lelamente, se estudian las relaciones entre estas nociones y las de
álgebras de Hopf, cuasi-álgebras de Hopf y grupoides cuánticos.
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Introducción

La noción de categoŕıa monoidal fue introducida en los 60’s en tra-
bajos de Mac Lane y Benabou. Posteriormente, su estructura ha sido
ligada a distintas áreas de la matemática y la f́ısica teórica, cobrando
especial impulso a partir de resultados de Ocneanu y otros, relacionados
con la teoŕıa de subfactores y la teoŕıa cuántica de campos.

A partir de la introducción de los grupos cuánticos por Drinfeld y
Jimbo en los 80, las álgebras de Hopf han sido intensamente estudi-
adas por matemáticos y f́ısicos con diversos intereses y formaciones.
Su estructura, que puede verse como generalización de la estructura de
grupo, se ha encontrado naturalmente ligada el estudio de las simetŕıas
de distintos objetos matemáticos. A t́ıtulo de ejemplo, se pueden men-
cionar los siguientes: en la f́ısica matemática, las álgebras de Hopf cuasi-
triangulares aparecen como instrumento adecuados para construir sis-
temáticamente soluciones de la Ecuación Cuántica de Yang-Baxter; en
la topoloǵıa, ligadas a la construcción de invariantes de nudos y 3-
variedades; ciertas álgebras de Hopf semisimples aparecen como invari-
antes o ’grupos de Galois’ en el estudio de inclusiones de subfactores,
a partir de ideas de Ocneanu.

La literatura sobre los distintos aspectos de la teoŕıa de los grupos
cuánticos y las categoŕıas tensoriales es bastante numerosa. Se citan,
por ejemplo, los libros [CP, ES, Mj1, SS]. Los libros [K, Tu, BK]
están enfocados principalmente en el punto de vista topológico.

Referencias básicas sobre las álgebras de Hopf son [Mo1, Sc]; sobre
el problema más espećıfico de su clasificación se citan [A, Mo1, N1].
El trabajo [NV] presenta un resumen de distintos aspectos de los gru-
pos cuánticos, en particular su conexión con la teoŕıa de subfactores.
Finalmente, una referencia importante, en partes de la cual se inspiran
estas notas, es el art́ıculo reciente [ENO], de Etingof y sus colabo-
radores (ver también [CE, EO]), el cual contiene referencias al trabajo
de otros matemáticos en el tema.

La categoŕıa de representaciones de dimensión finita de un álge-
bra de Hopf semisimple, o más generalmente, de una cuasi-álgebra de
Hopf semisimple, es una categoŕıa tensorial semisimple y ŕıgida. Más
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2 INTRODUCCIÓN

precisamente, según la terminoloǵıa introducida recientemente, es una
categoŕıa de fusión. Este tipo de categoŕıas tienen propiedades remar-
cables de simetŕıa, que generaliza la de los grupos, notablemente la de
los grupos finitos. La categoŕıa tensorial C de representaciones de una
cuasi-álgebra de Hopf semisimple se distingue por la particularidad de
estar munida de un cuasi-funtor de fibra U : C → vec, donde vec es la
categoŕıa tensorial de espacios vectoriales de dimensión finita; esto es,
U es un funtor exacto y fiel que ’preserva’ el producto tensorial.

Aśı como la noción de grupo se generaliza a la noción de grupoide,
la noción de álgebra de Hopf (’grupo cuántico’) se generaliza a la de
grupoide cuántico. La categoŕıa de representaciones de dimensión fini-
ta de un grupoide cuántico es también una categoŕıa tensorial ŕıgida,
pero con el producto tensorial inducido por el producto tensorial de
bimódulos sobre su ’base’ R. En general, esta categoŕıa no posee un
(cuasi)-funtor de fibra en vec, sino en la categoŕıa de R-bimódulos.

Un importante teorema debido a Hayashi establece que toda cate-
goŕıa tensorial semisimple, con ciertas propiedades de finitud, es nece-
sariamente equivalente a la categoŕıa de representaciones de un grupoide
cuántico. Esto hace de esta clase de objetos una herramienta impor-
tante, más que un mero ejemplo, en el estudio de las categoŕıas tenso-
riales, y en particular, en el problema de su clasificación.

En estas notas se introducirán las nociones básicas referidas a las
categoŕıas tensoriales, y se intentará dar un panorama sobre algunos
resultados recientes. Las categoŕıas tensoriales predilectas serán las
categoŕıas de fusión. Simultáneamente, se introducirán las distintas
nociones algebraicas que dan lugar, mediante la teoŕıa de representa-
ciones, a este tipo de categoŕıas: (cuasi)-álgebras de Hopf y grupoides
cuánticos. Muchas demostraciones serán omitidas, o sus detalles deja-
dos a cargo del lector en los Ejercicios al final de cada caṕıtulo.

Se dejará de lado el estudio detallado de las estructuras trenzadas en
categoŕıas tensoriales, mencionando sólo algunas de las construcciones
más importantes, a modo de ejemplo.

Los contenidos están organizados como sigue. El Caṕıtulo 1 contiene
las definiciones más generales sobre las categoŕıas tensoriales, sus rep-
resentaciones y ejemplos. El Caṕıtulo 2 se enfoca en el caso semisimple
’finito’, donde cobran más relevancia las categoŕıas de fusión. Se pre-
sentan también varias familias de ejemplos introducidas recientemente.
Finalmente, se enuncian algunos resultados de clasificación conocidos
hasta el momento.
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Convenciones. A lo largo de estas notas, y salvo que se indique
expĺıcitamente lo contrario, se trabajará sobre un cuerpo de base k.

Del mismo modo, cuando se hable de módulos sobre un anillo, k-
álgebra, etc., se asumirá que se trata de de módulos a izquierda.





CAṔıTULO 1

Categoŕıas Tensoriales y Funtores Tensoriales

1.1. Definiciones y Ejemplos

Definición 1.1. Una categoŕıa monoidal es una colección de datos
(C, a,1, l, r), donde C es una categoŕıa, ⊗ : C × C → C es un funtor,
1 ∈ C es un objeto de C (objeto unidad), y

aX,Y,Z : (X ⊗ Y )⊗ Z → X ⊗ (Y ⊗ Z),

rX : X ⊗ 1 → X, lX : 1⊗X → X,

son isomorfismos funtoriales, que satisfacen las siguientes identidades:

Identidad del Pentágono.

(U ⊗ aV WZ) aU,V⊗W,Z (aUV W ⊗ Z) = aU,V,W⊗Z aU⊗V,W,Z .

Identidad del Triángulo.

(U ⊗ lV )aU1V = rU ⊗ V.

La categoŕıa monoidal (C, a,1, l, r) se dice estricta si los isomorfis-
mos a, l y r son las identidades.

En lo que sigue, la notación (C, a,1, l, r) se abreviará simplemente
por C, cuando no haya lugar a confusión.

Lema 1.2. Sea C una categoŕıa monoidal con objeto unidad 1. El
conjunto C(1,1) de todos los morfismos 1 → 1 en C es un monoide
conmutativo con la composición.

Demostración. Ejercicio. ¤
Ejemplos 1.3. (i) Sea k un cuerpo y sea R una k-álgebra. La

categoŕıa R-Bimod de R-bimódulos es una categoŕıa monoidal con el
producto tensorial ⊗R de R-bimódulos. El objeto unidad es 1 = R, y
los isomorfismos de asociatividad y unidad son los naturales.

(ii) Sea k un cuerpo. Como caso particular de (i), la categoŕıa Veck

de k-espacios vectoriales es una categoŕıa monoidal.

(iii) La categoŕıa T de entrelazamientos de curvas en R3 es una cat-
egoŕıa monoidal. Esta estructura monoidal está estrechamente ligada
con los llamados invariantes cuánticos de nudos [Tu, K].
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(iv) Sea A una categoŕıa, y sea C := F(A,A) la categoŕıa de endo-
funtores F : A → A y transformaciones naturales. C tiene una estruc-
tura natural de categoŕıa monoidal estricta, donde ⊗ : C ×C → C es la
composición de funtores. El objeto unidad aqúı es el funtor identidad
id : A → A.

Supongamos que A es una categoŕıa abeliana. Análogamente, se
puede considerar esta estructura monoidal restringida a la subcategoŕıa
plena F(A,A) de los endofuntores exactos de A.

(v) Sean G un grupo finito y ω : G × G × G → k× un 3-cociclo
normalizado.

Se considera la categoŕıa C(G,ω) de espacios vectoriales de dimen-
sión finita G-graduados, con la asociatividad dada por ω. Esto es: dados
tres objetos U,U ′ y U ′′ en VecG

ω , se tiene aU,U ′,U ′′ : (U ⊗ U ′) ⊗ U ′′ →
U ⊗ (U ′ ⊗ U ′′), dada por

aU,U ′,U ′′((u⊗ u′)⊗ u′′) = ω(||u||, ||u′||, ||u′′||) u⊗ (u′ ⊗ u′′),

en elementos homogéneos u ∈ U , u′ ∈ U ′, u′′ ∈ U ′′, donde el śımbolo
|| || denota el grado de homogeneidad. El objeto unidad es 1 = k con
la graduación trivial.

Se sabe que cualquier otra asociatividad a está determinada por un
3-cociclo [ES].

Definición 1.4. Sea C una categoŕıa monoidal y sea V un objeto
de C. Un dual a derecha de V es una terna (U, ev, coev), donde U es
un objeto de C y ev : U ⊗ V → 1, coev : 1 → V ⊗U , son morfismos en
C tales que las siguientes composiciones son identidades:

V
coev⊗ id→ V ⊗ U ⊗ V

id⊗ ev→ V,

U
id⊗ coev→ U ⊗ V ⊗ U

ev⊗ id→ U.

Un dual a izquierda de V es una terna (U ′, ev′, coev′), donde U ′ es un
objeto de C y ev′ : V ⊗ U ′ → 1, coev′ : 1 → U ′ ⊗ V , son morfismos en
C tales que las siguientes composiciones son identidades:

U ′ coev′⊗ id→ U ′ ⊗ V ⊗ U ′ id⊗ ev′→ U ′,

V
id⊗ coev′→ V ⊗ U ′ ⊗ V

ev′⊗ id→ V.

Una categoŕıa monoidal C se dice ŕıgida si todo objeto de C admite
un dual a izquierda y a derecha.

Notar que en esta definición se han suprimido, por conveniencia
desde el punto de vista de la notación, los isomorfismos de asociatividad
y de unidad.
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Un dual a derecha (respectivamente, a izquierda) es único salvo un
isomorfismo canónico. Se usará la notación V ∗ (respectivamente, ∗V )
para indicar el dual a derecha (respectivamente, a izquierda) de V ,
cuando éstos existan. En tal caso, para todo objeto V ∈ C, se tiene
(∗V )∗ ' ∗(V ∗) ' V .

Si C es ŕıgida, se tienen aśı dos equivalencias C → Cop: V 7→ V ∗,
y V 7→ ∗V . Por ejemplo, para cada morfismo f : V → W , la flecha
f ∗ : W ∗ → V ∗ está definida en la forma

f ∗ = (evW ⊗V ∗)(W ∗ ⊗ f ⊗ V ∗)(W ∗ ⊗ coevV ).

La siguiente es una consecuencia básica de la rigidez. Ver [BK].

Lema 1.5. Sean C una categoŕıa monoidal ŕıgida. Las fórmulas

φ(h) = (h⊗ V ∗)(U ⊗ coevV ), ψ(h) = (evV ⊗W )(V ∗ ⊗ h),

definen adjunciones

φ : C(U ⊗ V, W ) → C(U,W ⊗ V ∗),(1.1)

ψ : C(U, V ⊗W ) → C(V ∗ ⊗ U,W ).(1.2)

Ejemplos 1.6. (i) La categoŕıa veck de espacios vectoriales de di-
mensión finita sobre un cuerpo k es ŕıgida. El dual del espacio vectorial
V es el espacio vectorial dual V ∗ := Homk(V, k), con la evaluación dada
por la evaluación de funciones

ev : V ∗ ⊗ V → k, ev(f ⊗ v) = 〈f, v〉;
y la coevaluación

coev : k → V ⊗ V ∗, coev(1) =
∑

i

vi ⊗ vi,

donde (vi)i es una base de V y (vi)i es la base dual.

(ii) Sea A una categoŕıa, y sea F(A,A) la categoŕıa de endofuntores
de A. Un dual a derecha (izquierda) de un funtor F : A → A es un
adjunto a derecha (izquierda) G : A → A de F .

En este ejemplo, los morfismos ev y coev corresponden al fondo y
frente de una adjunción.

Resulta aśı, que siA es una categoŕıa abeliana, la categoŕıa F(A,A)
de los endofuntores exactos es ŕıgida.
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1.1.1. Categoŕıas tensoriales. Sea k un anillo conmutativo.
Una categoŕıa monoidal C se llama una categoŕıa tensorial sobre k
si C es una categoŕıa k-lineal y todas las operaciones relevantes con-
cernientes a su estructura monoidal son funtores k-lineales.

Observar que si C es una categoŕıa tensorial sobre k, el grupo
abeliano End(1) es un anillo conmutativo con la composición. Más gen-
eralmente, si C es una categoŕıa monoidal abeliana (en la que todos los
funtores e isomorfismos relevantes son aditivos), entonces K = End(1)
es un anillo conmutativo con la composición. Por otro lado, para cada
par de objetos U, V ∈ C, el conjunto Hom(U, V ) resulta naturalmente
un K-módulo con la acción λ.f = λ⊗ f , identificando U = 1⊗U , etc.

Esta estructura hace de C una categoŕıa K-lineal.

Como consecuencia del Lema 1.5, resulta que en toda categoŕıa
monoidal ŕıgida abeliana, el funtor U 7→ V ⊗U es exacto. Esto permite
dar la definición siguiente:

Lema–Definición 1.7. Sea C una categoŕıa tensorial ŕıgida. El
grupo de Grothendieck de C tiene una estructura de anillo con el pro-
ducto [X][Y ] = [X ⊗ Y ], X,Y ∈ C, y elemento identidad 1 = [1]. Este
anillo se llama el anillo de Grothendieck de C, y se denota por K(C).

K(C) está munido de una involución ∗ : K(C) → K(C), definida por
[X] 7→ [X∗]. ¤

1.2. Equivalencias Monoidales y Funtores de Fibra

Definición 1.8. Sean C y D categoŕıas monoidales. Un funtor
monoidal C → D es una terna (F, φ, f), donde F : C → D es un funtor,
f : F (1C) → 1D es un isomorfismo, y φ : F ◦⊗C → ⊗D ◦ (F ×F ) es un
isomorfismo natural, que satisfacen lo siguiente:

(1.3) aF (X),F (Y ),F (Z)(φX,Y ⊗ 1)φX⊗Y,Z = (1⊗ φY,Z)φX,Y⊗ZF (aX,Y,Z),

(1.4)
F (lX) = lF (X)(f ⊗ 1)φ1,X ,

F (rX) = rF (X)(1⊗ f)φX,1,

para todo X, Y, Z ∈ C.
Un funtor monoidal se dice estricto si F (X ⊗ Y ) = F (X) ⊗ F (Y )

y el isomorfismo φ es la identidad.
Si el funtor F es una equivalencia de categoŕıas, el funtor monoidal

se dice una equivalencia monoidal.

Cuando se trabaje en el contexto de categoŕıas tensoriales sobre un
cuerpo k, se supondrá la k-linealidad de los funtores monoidales, que se
llamarán tensoriales. En general se asumirá también que F (1C) = 1D
y el isomorfismo f es la identidad.
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Ejemplo 1.9. Sea G un grupo finito, y sean ω, ω′ ∈ H3(G, k×).
Las categoŕıas C(G,ω), C(G,ω′) son tensorialmente equivalentes si y
sólo si ω y ω′ son cohomólogos. Por lo tanto, esta familia de categoŕıas
está parametrizada por el grupo abeliano H3(G, k×).

Definición 1.10. Sea C una categoŕıa tensorial sobre un cuerpo k.
Un cuasi-funtor de fibra C → Veck es un par (F, φ), donde F : C → Veck

es un funtor k-lineal exacto y fiel, y φ : F ◦ ⊗C → ⊗D ◦ (F × F ) es
un isomorfismo natural. El par (F, φ) se dice un funtor de fibra si es
además un funtor tensorial.

Sea R una k-álgebra. Un R-funtor de fibra es un funtor tensorial,
exacto y fiel C → R− bimod.

Observación 1.11. Teorema de Coherencia de MacLane. El
Axioma del Pentágono (c.f. Definición 1.1), dice que las distintas formas
posibles de asociar el producto tensorial de 4 objetos en una categoŕıa
monoidal dan el mismo resultado. Esto implica que dado un número
cualquiera (finito) de objetos de C, todas las posibles maneras de aso-
ciarlos dan el mismo resultado.

Una demostración de este hecho se basa en las propiedades de cier-
tos polihedros, llamados Polihedros de Stasheff ; ver, por ejemplo [SS].

El Teorema de Coherencia de Maclane establece que, toda categoŕıa
monoidal C es equivalente a una subcategoŕıa monoidal plena de una
categoŕıa monoidal estricta. Este resultado permite dar demostraciones
de propiedades generales, restringiéndose a considerar el caso estricto.

1.3. Categoŕıas trenzadas y el Centro de Drinfeld

En esta sección se presenta una construcción importante de una
categoŕıa tensorial. Esta construcción es debida a Drinfeld. Ver, por
ejemplo [K, Mj1].

Definición 1.12. Una categoŕıa monoidal C se dice trenzada si
está munida de un isomofismo natural σ : ⊗ → ⊗op, que satisface las
siguientes identidades, llamadas hexagonales :

(V ⊗ σV,W )aV,U,W (σU,V ⊗W ) = aV,W,U(σU,V⊗W )aU,V,W ,

(σU,W ⊗ V )a−1
U,W,V (U ⊗ σV,W ) = a−1

V,W,U(σU⊗V,W )a−1
U,V,W ,

para todo U, V,W ∈ C.
Se dice que C es simétrica, si la trenza σ es involutiva, esto es, si

σV,UσU,V = idU⊗V , para todo U, V ∈ C.

Se supondrá en lo que sigue que C es una categoŕıa monoidal es-
tricta. Es posible asociar a C una categoŕıa trenzada estricta Z(C), su
centro, de la manera que se resume a continuación.
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Los objetos de Z(C) son pares ordenados (V, c ,V ), donde V es un
objeto de C y cX,V : X⊗V → V ⊗X, X ∈ C, es un isomorfismo natural
que satisface

cX⊗Y,V = (cX,V ⊗ Y )(X ⊗ cY,V ),

para todo X, Y ∈ C.
Un morfismo (V, c ,V ) → (W, c ,W ) en Z(C) es un morfismo f :

V → W en C, tal que para todo X ∈ C,

(f ⊗X)cX,V = cX,W (X ⊗ f).

Z(C) es una categoŕıa monoidal trenzada estricta con el producto ten-
sorial

(V, c ,V )⊗ (W, c ,W ) := (V ⊗W, c ,V⊗W ),

donde c ,V⊗W : X ⊗ V ⊗W → V ⊗W ⊗X, está definido por

c ,V⊗W = (V ⊗ cX,W ) (cX,V ⊗W );

el objeto unidad es el par ordenado (1, id).

La trenza en Z(C) está definida como

cV,W : (V, c ,V )⊗ (W, c ,W ) → (W, c ,W )⊗ (V, c ,V ).

La categoŕıa Z(C) está munida de un funtor monoidal

F : Z(C) → C, F (V, c ,V ) = V.

En el caso en que C sea la categoŕıa de representaciones de H, donde
H es una (cuasi-)álgebra de Hopf o de un grupoide cuántico, el centro
Z(C) es también la categoŕıa de representaciones de un objeto de la
misma naturaleza. Este objeto se denota por D(H) y se llama el doble
cuántico o doble de Drinfeld de H.

1.4. Cuasi-Álgebras de Hopf

Definición 1.13. ([D]) Una cuasi-biálgebra sobre el cuerpo k, es
una colección (H, ∆, ε, Φ) (o simplemente (H, Φ)) donde H es un álge-
bra asociativa y unitaria sobre k; ε : H → k y ∆ : H → H ⊗ H son
morfismos de álgebras; Φ ∈ H⊗3 es un elemento inversible tal que

(1.5) (id⊗ id⊗∆)(Φ)(∆⊗id⊗ id)(Φ) = (1⊗Φ)(id⊗∆⊗id)(Φ)(Φ⊗1),

(1.6) (id⊗ε⊗ id)(Φ) = 1⊗ 1,

(1.7) (ε⊗ id)∆(h) = h = (id⊗ε)∆(h),

(1.8) Φ(∆⊗ id)∆(h)Φ−1 = (id⊗∆)∆(h),

para todo h ∈ H.
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(H, Φ) se dice una cuasi-álgebra de Hopf si existe un isomorfismo
de álgebras S : H → Hop y elementos α, β ∈ H tales que

(1.9) S(h1)αh2 = ε(h)α, h1βS(h2) = ε(h)β, ∀h ∈ H;

(1.10) Φ(1)βS(Φ(2))αΦ(3) = 1 = S(Φ(−1))αΦ(−2)βS(Φ(−3)).

Aqúı se usa la notación Φ = Φ(1) ⊗ Φ(2) ⊗ Φ(3) y Φ−1 = Φ(−1) ⊗
Φ(−2) ⊗ Φ(−3). La aplicación S se llama una cuasi-ant́ıpoda de H.

En el caso en que Φ = 1, α = β = 1, H se dice un álgebra de Hopf.

La categoŕıa rep H =: rep(H, Φ), de H-módulos a izquierda de di-
mensión finita, es una categoŕıa tensorial ŕıgida sobre k. El isomorfismo
de asociatividad de Rep H está dado por la acción natural de Φ, mien-
tras que el dual a izquierda de un objeto V de Rep H es el espacio vec-
torial dual V ∗ = Hom(V, k) munido de la acción 〈h.f, v〉 = 〈f,S(h)v〉;
y la evaluación y coevaluación se definen, respectivamente, por

(1.11) ev : V ∗ ⊗ V → k, ev(f ⊗ v) = 〈f, α.v〉,

(1.12) coev : k → V ⊗ V ∗, 1 7→
∑

i

β.vi ⊗ vi,

para todo f ∈ V ∗, v ∈ V , donde (vi) y (vi) son bases duales de V .

Dualizando esta definición, se obtiene la noción de co-cuasi-álgebra
de Hopf (Ejercicio). Una co-cuasi-álgebra de Hopf da lugar a una cate-
goŕıa tensorial a través de su categoŕıa de correpresentaciones, corep H.

Observación 1.14. ([S2].) Existe una (co)cuasi-biálgebra H tal
que la categoŕıa corep H de H-comódulos de dimensión finita es ŕıgida,
pero H no es una (co)cuasi-álgebra de Hopf: de hecho, en este ejemplo
se tiene en general dim V ∗ 6= dim V , para V ∈ corep H.

Si H es una biálgebra, entonces se sabe que si corep H es ŕıgida, H
es un álgebra de Hopf [U2]. También, si H es una (co)cuasi-biálgebra
de dimensión finita y cosemisimple tal que corep H ŕıgida, entonces H
es una (co)cuasi-álgebra de Hopf [S3].

Por otro lado, si H es una (co)cuasi-biálgebra tal que corep H es
ŕıgida y además el funtor de olvido corep H → vec preserva la dualidad,
entonces H es una (co)cuasi-álgebra de Hopf [Mj1].
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1.4.1. Twisting. Sean H1, H2 cuasi-álgebras de Hopf. Se dice
que H1 y H2 son twist equivalentes si existe un twist, i.e., un elemento
inversible F ∈ H1 ⊗H1 tal que (H1)F y H2 son isomorfas como cuasi-
biálgebras. Se supone que F está normalizado según las fórmulas

(ε⊗ id)(F ) = 1 = (id⊗ε)(F ).

Aqúı, (H1)F es la cuasi-álgebra de Hopf (H1, ∆F , ε, ΦF ,SF , αF , βF ),
donde

∆F (h) = F∆(h)F−1, h ∈ H,

ΦF = (1⊗ F )(id⊗∆)(F )Φ(∆⊗ id)(F−1)(F−1 ⊗ 1),

αF = S(F (−1))αF (−2), βF = F (1)βS(F (2));

donde F = F (1) ⊗ F (2), F−1 = F (−1) ⊗ F (−2).

Sea (H, 1) un álgebra de Hopf, y sea F ∈ H⊗H un twist. Para que
(HF , 1) sea de nuevo un álgebra de Hopf es suficiente pedir que F sea
un 2-cociclo (normalizado): esto es,

∂(F ) := (id⊗∆)(F )(1⊗ F )(∆⊗ id)(F−1)(F−1 ⊗ 1) = 1.

Si (H, Φ) es una cuasi-álgebra de Hopf, la categoŕıa rep H está mu-
nida de un quasi-funtor de fibra rep H → veck: el funtor de olvido; H
es un álgebra de Hopf, si y sólo si, rep H posee un funtor de fibra.

Rećıprocamente, si C es una categoŕıa tensorial munida de un quasi-
funtor de fibra (F, c) : C → Veck, entonces existe una cuasi-álgebra de
Hopf H tal que C = Rep H.

En efecto, se puede tomar H = End F con el coproducto

∆ : H → H ⊗H ' End(F × F ), T 7→ cTc−1.

La counidad 1 ∈ H se define en la forma ε(T ) := T |F (1), y la ant́ıpoda
por S(T )|F (X) := (T |F (X∗))

∗.
Cambiar el isomorfismo c corresponde a cambiar a H mediante un

twist.

Teorema 1.15. Dos cuasi-álgebras de Hopf de dimensión finita
H1 y H2 son twist equivalentes si y sólo si rep H1 es tensorialmente
equivalente a rep H2.

De hecho, si H es una cuasi-álgebra de Hopf, rep H está munida
de un cuasi-funtor de fibra rep H → veck. Cambiar este funtor de fibra
corresponde a cambiar la comultiplicación en H mediante un twist.
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Para álgebras de Hopf de dimensión finita, un antecedente de este
teorema es debido a Schauenburg [S1]. Más precisamente, Schauenburg
demuestra que si H1 y H2 son álgebras de Hopf de dimensión finita,
entonces las categoŕıas de correpresentaciones corep H1 y corep H2 son
tensorialmente equivalentes si y sólo si existe una extensión bigaloisiana
R; esto significa que R es una extensión H1-galoisiana de k a izquierda
y H2-galoisiana de k a derecha. Por dualidad, este enunciado implica
el teorema en este contexto.

Demostración. Ver [EG4]. ¤

Observación 1.16. Sea H un álgebra de Hopf. Un pseudo-cociclo
(normalizado) es un elemento inversible F ∈ H ⊗H, tal que

∂(F ) = (id⊗∆)(F )(1⊗ F )(∆⊗ id)(F−1)(F−1 ⊗ 1) ∈ ∆(2)(H)′,

donde ∆(2) = (∆ ⊗ id)∆, y ∆(2)(H)′ denota la subálgebra de H⊗3

formada por los elementos que conmutan con los elementos de ∆(2)(H).

Se tiene que la condición necesaria y suficiente para que HF sea un
álgebra de Hopf es que F sea un pseudo-cociclo. Sin embargo, salvo
cuando F es un cociclo en el sentido anterior, las categoŕıas rep H y
rep HF , con las estructuras usuales de asociatividad, no son en general
equivalentes. Ver Ejemplo en Sección 2.5.

Ejemplo 1.17. (Grupos Isocategóricos.) Dos grupos finitos G1,
G2, se dicen isocategóricos si las categoŕıas tensoriales rep G1, rep G2

son tensorialmente equivalentes. Luego, G1 y G2 son isocategóricos, si
y sólo si, kG1 es isomorfa a un twist de kG2 por un 2-cociclo.

La condición necesaria y suficiente, en términos de las estructuras de
grupo, para que dos grupos finitos sean isocategóricos se da en [EG3].
En particular, resulta que si G1 es simple y G1, G2 son isocategóricos,
entonces G1 ' G2. Es decir, los grupos finitos simples son tensorial-
mente ŕıgidos.

A continuación se listan algunos ejemplos básicos de cuasi-álgebras
de Hopf semisimples.

Ejemplos 1.18. (1) Productos bicruzados. Esta construcción
fue originalmente introducida por G. I. Kac [Ka]. Ver el trabajo [M1].

Sean F y Γ grupos finitos munidos de mutuas acciones (conjuntis-
tas)

/ : Γ× F → Γ, . : Γ× F → F,
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sujetas a las siguientes condiciones:

s.xy = (s.x)((s/x).y),(1.13)

st/x = (s/(t.x))(t/x),(1.14)

para todo s, t ∈ Γ, x, y ∈ F . Sigue que s.1 = 1 y 1/x = 1, para todo
s ∈ Γ, x ∈ F .

Un tal par de grupos y acciones mutuamente compatibles se llama
un matched pair de grupos. Dados los grupos finitos F y Γ, munirlos
de un par de acciones compatibles es equivalente a encontrar un grupo
G junto con una factorización exacta G = FΓ.

Sea / : Γ× F → Γ, . : Γ× F → F un matched pair de grupos. Se
considera la acción a izquierda de F en kΓ, (x.f)(g) = f(g/x), f ∈ kΓ;
se tiene x.eg = eg/x−1 . Sea σ : F×F → (k×)Γ un 2-cociclo normalizado.
Escribiendo σ =

∑
g∈Γ σgeg, la condición de cociclo y la normalización

resultan, respectivamente,

σg/x(y, z)σg(x, yz) = σg(xy, z)σg(x, y),

σg(x, 1) = 1 = σg(1, x), g ∈ Γ, x, y, z ∈ F.

Se considera también la acción a derecha de Γ en kF , (ψ.g)(x) =
ψ(x.g), ψ ∈ kF . Sea τ =

∑
x∈F τxδx : G × G → (k×)F un 2-cociclo

normalizado; esto es,

τx(gh, k)τk.x(g, h) = τx(h, k)τx(g, hk),

τx(g, 1) = 1 = τx(1, g), g, h, k ∈ Γ, x ∈ F.

Se dota al espacio vectorial kΓ ⊗ kF de la estructura de álgebra de
producto cruzado kΓ#σkF y de la estructura de coálgebra de produc-
to cruzado kΓτ#kF . Se usa la notación kΓτ#σkF para denotar este
espacio, que se llama un producto bicruzado.

La multiplicación y la comultiplicación se expresan como sigue:

(eg#x)(eh#y) = δg/x,h σg(x, y)eg#xy, g, h ∈ Γ, x, y ∈ F ;

∆(eg#x) =
∑
st=g

τx(s, t) es#(t.x)⊗ et#x, g ∈ Γ, x ∈ F.

Supongamos que σ y τ satisfacen además la siguiente condición de
compatibilidad:

σts(x, y)τxy(t, s) = τx(t, s) τy(t/(s.x), s/x) σt(s.x, (s/x).y) σs(x, y).

Notar que esta relación implica las siguientes condiciones de normal-
ización: σ1(g, h) = 1, g, h ∈ Γ, τ1(x, y) = 1, x, y ∈ F .

Entonces kΓτ#σkF es un álgebra de Hopf semisimple con ant́ıpoda

S(egx) = σ(g/x)−1((g.x)−1, g.x)−1 τx(g
−1, g)−1 e(g/x)−1 (g.x)−1,
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g ∈ Γ, x ∈ F .

El álgebra de Hopf kΓτ#σkF admite una extensión

k → kΓ → kΓτ#σkF → kF → k,

donde todas las aplicaciones son canónicas. Se sabe también que si A es
un álgebra de Hopf que admite una extensión k → kΓ → A → kF → k,
entonces A es necesariamente isomorfa a un producto bicruzado.

(2) (kG, ω). Sean G un grupo finito, cuyo elemento identidad se
denotará por e, y sea ω : G × G × G → k× un 3-cociclo normalizado;
esto es:

ω(ab, c, d)ω(a, b, cd) = ω(a, b, c)ω(a, bc, d)ω(b, c, d),

ω(e, a, b) = ω(a, e, b) = ω(a, b, e) = 1,

para todo a, b, c, d ∈ G.
El álgebra kG de funciones en G admite una estructura de cuasi-

álgebra de Hopf, con la comultiplicación usual de funciones. El asoci-
ador en este ejemplo es ω ∈ kG×G×G ' (kG)⊗3, y la ant́ıpoda está dada
por S(eg) = eg−1 , con α = 1, β =

∑
g∈G ω(g, g−1, g)eg; aqúı, eg ∈ kG

son los idempotentes canónicos: eg(h) = δg,h

La categoŕıa de representaciones de (kG, ω) coincide con la categoŕıa
C(G,ω) introducida antes.

(3) DωG. Esta familia de cuasi-álgebras de Hopf fue introducida en
[DPR]; su motivación proviene de la f́ısica.

Sean G y ω como antes. Se consideran las acciónes adjuntas de G
en śı mismo ., / : G×G → G, g . a := gag−1, a / g := g−1ag.

Se definen θ, γ : G×G → kG, por las fórmulas

θg(x, y) =
ω(g, x, y)ω(x, y, g / (xy))

ω(x, g / x, y)
,

γg(x, y) =
ω(x, y, g)ω(g, x / g, y / g)

ω(x, g, y / g)
,

para todo x, y, g ∈ G, donde θ(x, y) =
∑

g∈G θg(x, y)eg.
Se tiene una estructura de cuasi-álgebra de Hopf en el espacio vec-

torial kG⊗kG, denotada DωG, cuyas multiplicación y comultiplicación
están definidas como sigue:

(eg#x)(eh#y) = θg(x, y)δg,x.heg#xy,

∆(eg#x) =
∑
st=g

γx(s, t)es#x⊗ et#y.
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El asociador Φ está dado por

Φ =
∑

a,b,c∈G

ω(a, b, c)−1ea ⊗ eb ⊗ ec.

La ant́ıpoda se define según

S(eg#x) = θg−1(x, x−1)γx(g, g−1)eg−1/x#x−1,

con α = 1 y β =
∑

g∈G ω(g, g−1, g)eg#1.

La cuasi-álgebra de Hopf DωG resulta ser el doble cuántico de la
cuasi-álgebra de Hopf conmutativa (kG, ω) [Mj2].

1.5. Grupoides Cuánticos

La noción de grupoide cuántico (también llamados álgebras de Hopf
débiles) fue introducida en [BNS, BS] como una versión no conmuta-
tiva de los grupoides. Una clase importante de grupoides cuánticos fue
introducida anteriormente por Hayashi [H].

Definición 1.19. Una biálgebra débil H sobre un cuerpo k es un
álgebra asociativa y unitaria (H,m, 1), munida de una estructura de
coálgebra coasociativa (H, ∆, ε), compatible con la estructura de álge-
bra en el siguiente sentido:

∆(ab) = ∆(a)∆(b), ∀a, b ∈ H.(1.15)

∆(2)(1) = (∆(1)⊗ 1) (1⊗∆(1)) = (1⊗∆(1)) (∆(1)⊗ 1) .(1.16)

ε(abc) = ε(ab1)ε(b2c) = ε(ab2)ε(b1c), ∀a, b, c ∈ H.(1.17)

Una biálgebra débil H se llama un grupoide cuántico si existe una
aplicación lineal S : H → H tal que

m(id⊗S)∆(h) = (ε⊗ id) (∆(1)(h⊗ 1)) =: εt(h),(1.18)

m(S ⊗ id)∆(h) = (id⊗ε) ((1⊗ h)∆(1)) =: εs(h),(1.19)

m(2)(S ⊗ id⊗S)∆(2) = S,(1.20)

para todo h ∈ H. Las aplicaciones εs, εt se llaman, respectivamente,
las aplicaciones fuente y llegada; sus imágenes se llaman subálgebras
fuente y llegada, y se denotan por Hs, Ht.

Si H es un grupoide cuántico finito, dualizando todas las aplica-
ciones, el espacio vectorial dual, H∗, resulta un grupoide cuántico.

Se tiene además que el elemento ∆(1) ∈ H ⊗H es un idempotente.
La ant́ıpoda induce un anti-isomorfismo de álgebras S : Hs → Ht.

Observación 1.20. Un grupoide cuántico es un álgebra de Hopf
si y sólo si ∆(1) = 1⊗ 1.
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Sea H un grupoide cuántico y sea rep H la categoŕıa de H-módulos
de dimensión finita. Se tiene una estructura de categoŕıa tensorial ŕıgida
en rep H, definida como sigue.

Observar que todo H-módulo es un Ht-módulo y un Hs-módulo,
por restricción. En vista del isomorfismo Hs ' (Ht)

op, resulta que todo
H-módulo es un Ht-bimódulo.

El producto tensorial de dos H-módulos U, V , está dado por

U ⊗ V := ∆(1)(U ⊗k V ) ' U ⊗Ht V,

con los isomorfismos usuales de asociatividad, y objeto unidad 1 = Ht

la subálgebra de llegada, munida de la acción

h.x = εt(hx), h ∈ H, x ∈ Ht.

Los isomorfismos lV : Ht ⊗ V → V y rV : V ⊗Ht → V , están definidos
por

lV (∆(1)(x⊗ v)) = x.v,

rV (∆(1)(v ⊗ x)) = S(x).v,

x ∈ Ht, v ∈ V .
El dual de un objeto V es V ∗ = Homk(V, k), con la acción a izquier-

da inducida por la ant́ıpoda, y los morfismos de evaluación y coevalu-
ación

ev : V ∗ ⊗ V → Ht, ev(f ⊗ v) = 〈f, 11.v〉12,

coev : Ht → V ⊗ V ∗, coev(x) = x.
∑

i

vi ⊗ vi,

donde (vi)i es una base de V y (vi)i es la base dual.

Ejemplos 1.21. (1) Álgebras de grupoide. Sea G un grupoide
finito con base P . El álgebra de grupoide kG se define sobre el espacio
vectorial con base G y multiplicación g.h = gh, si g y h son componibles,
y g.h = 0, en otro caso. kG es un álgebra asociativa con identidad 1 =∑

P∈P P . Se tiene una estructura de grupoide cuántico (coconmutativo)
en kG definiendo la comultiplicación y la ant́ıpoda por

∆(g) = g ⊗ g, S(g) = g−1.

La counidad es ε(g) = 1, g ∈ G. Las subálgebras de fuente y llegada
coindicen con las subálgebras generadas por P .

(2) Con la estructura dual, el espacio kG de funciones en un grupoide
finito G es un grupoide cuántico (conmutativo).
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1.6. Categoŕıas Módulo y Funtores de Fibra

En esta sección se supondrá que las categoŕıas que aparezcan son
abelianas.

Definición 1.22. Sea C una categoŕıa tensorial. Una categoŕıa M
se dice una categoŕıa módulo (a izquierda) sobre C, si está munida de
un bifuntor exacto ⊗ : C ×M → M, y de isomorfismos naturales de
asociatividad y unidad m : ⊗ ◦ (⊗ × 1) → ⊗(1 × ⊗), l : 1 ⊗ → id,
sujetos a las condiciones siguientes:

Identidad del Pentágono.

(U ⊗mV WZ)mU,V⊗W,Z(aUV W ⊗ Z) = mU,V,W⊗ZamU⊗V,W,Z .

Identidad del Triángulo.

(U ⊗ lM)mU1M = rU ⊗M.

Si M es semisimple, el rango de M es el número de clases de
isomorfismo de objetos simples en M.

Ejemplos 1.23. (i) C es una categoŕıa módulo a izquierda sobre śı
misma v́ıa el producto tensorial en C: ⊗ : C×C → C. Análogamente, el
producto tensorial en C, hace de C una categoŕıa módulo a derecha sobre
Cop, donde Cop es la categoŕıa C con el producto tensorial ’opuesto’:
U ⊗op V := V ⊗ U .

(ii) C es una categoŕıa módulo a izquierda sobre C⊗Cop v́ıa (X,Y )⊗
Z := X ⊗ Y ⊗ Z.

(iii) Sea M una categoŕıa abeliana cualquiera. Entonces M es
naturalmente una categoŕıa módulo sobre F(M,M) y también sobre
F(M,M).

(iv) Sea R una k-álgebra. Entonces rep R es naturalmente una cat-
egoŕıa módulo sobre R − bimod, con respecto al producto tensorial
⊗R.

Toda álgebra en C da lugar de manera natural a una categoŕıa
módulo. Un álgebra (asociativa, con unidad) en C es un objeto A ∈ C,
munido de morfismos µ : A⊗ A → A, η : 1 → A en C, tales que

µ(µ⊗ id) = µ(id⊗µ)aAAA,

µ(η ⊗ id) = lA, µ(id⊗η) = rA.

Dada un álgebra A ∈ C, un A-módulo a derecha es un objeto M de C,
junto con un morfismo µM : M ⊗ A → M en C, tales que

µM(µM ⊗ id) = µM(id⊗µ)aMAA, µM(id⊗η) = rM .
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Un morfismo entre dos A-módulos M1 y M2, es un morfismo f : M1 →:
M2 en C, que conmuta con la acción de A en el sentido siguiente:

fµM1 = µM2(f ⊗ id).

Los A-módulos a derecha forman una subcategoŕıa k-lineal RepC A
de C. Esta categoŕıa es semisimple si C lo es. Construcciones análogas
valen para acciones a izquierda.

Se tiene una estructura de categoŕıa módulo C ×RepC A → RepC A
definida como sigue: si V ∈ C, M ∈ RepC A, V ⊗ M es el producto
tensorial en C, con la acción (id⊗µM)aV MA : (V ⊗M)⊗A → V ⊗M .

Definición 1.24. Sean M1, M2, categoŕıas módulo sobre C. Un
funtor de entrelazamientoM1 →M2 es un par (F, c), donde F : M1 →
M2 es un funtor y cX,M : F (X ⊗M) → X ⊗ F (M) son isomorfismos
naturales, X ∈ C, M ∈M, tales que

mX,Y,F (M)cX⊗Y,M = (X ⊗ cY,M)cX,Y⊗MF (mX,Y,M),
c1,M lF (M) = F (lM),

para todo M ∈M, X,Y ∈ C.
M1 y M2 se dicen equivalentes si existe un funtor de entrelaza-

miento M1 →M2 que induce una equivalencia de categoŕıas.

Una categoŕıa módulo M se dice indescomponible si no es equiv-
alente a una suma directa de subcategoŕıas módulo no triviales. Con
respecto a esta definición, notar que la suma directa de dos categoŕıas
módulo M1 y M2 es de nuevo una categoŕıa módulo con acción ’com-
ponente a componente’.

Lema–Definición 1.25. Sea C una categoŕıa tensorial ŕıgida y ⊗ :
C ⊗M →M una categoŕıa módulo sobre C. La categoŕıa FC(M,M)
de endofuntores exactos de entrelazamiento M→M, con el producto
tensorial dado por la composición de funtores, es una categoŕıa tensorial
ŕıgida. FC(M,M) se llama la categoŕıa dual de C con respecto a M,
y se denota por C∗M.

C y D se dicen Morita equivalentes si existe una categoŕıa módulo
indescomponible M sobre C tal que C∗M es equivalente a Dop. ¤

Notar que M es naturalmente una categoŕıa módulo a derecha so-
bre C∗M. Es posible demostrar [CE] que la equivalencia Morita es una
relación de equivalencia entre las categoŕıas tensoriales.

Ejemplos 1.26. (i) (Müger.) Sea C pensada como módulo a izquier-
da sobre C ⊗ Cop. Entonces (C ⊗ Cop)∗C es equivalente a Z(C). Este
ejemplo, cuya demostración se omitirá, permite restringir el análisis de
propiedades que son ’Morita-invariantes’ al caso trenzado.
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(ii) Sea A un álgebra en C y sea M = RepC A. Entonces C∗M ' A−
BimodC, la categoŕıa monoidal de A-bimódulos en C, con el producto
tensorial ⊗A.

Un problema importante consiste en la clasificación de las categoŕıas
módulo sobre una categoŕıa tensorial dada.

Sea M una categoŕıa módulo semisimple sobre C. La exactitud del
funtor C → Veck, U 7→ Hom(U ⊗ M1,M2), para cada M1,M2 ∈ M,
implica la existencia de un ind-objeto Hom(M1,M2) de C, definido de
manera uńıvoca salvo isomorfismos, con la siguiente propiedad

Hom(U ⊗M1,M2) ' Hom(U, Hom(M1,M2)),

para todo U ∈ C. Se tiene aśı un bifuntor Hom : M×M→ C, llamado
el hom interno en M. Este bifuntor es clave en la demostración del
siguiente resultado:

Teorema 1.27. ([O1, Theorem 1].) Sea M una categoŕıa módulo
semisimple indescomponible sobre C. Existe un álgebra A ∈ C tal que
M es equivalente a RepC A.

Demostración. (Esbozo.) Sea M 6= 0 un objeto simple de M. Se
denota EndM := Hom(M, M). Se define un morfismo (análogo de la
evaluación) ρ : EndM ⊗M → M , tal que ρ es la imagen del morfismo
identidad bajo el isomorfismo

Hom(EndM, EndM) → Hom(EndM ⊗M,M).

Esto determina un morfismo canónico (análogo de la composición)

µ : EndM × EndM → EndM,

que se define como la imagen del morfismo

ρ(id⊗ρ)a : (EndM ⊗ EndM)⊗M → M,

bajo el isomorfismo

Hom((EndM ⊗ EndM)⊗M, M) → Hom((EndM ⊗ EndM) , EndM).

Se define también η : 1 → End como la imagen del morfismo identidad
bajo el isomorfismo Hom(M, M) → Hom(1, EndM).

Aśı, (EndM, µ, η) resulta un álgebra en C. Más aún, para cada N ∈
M, el objeto Hom(M, N) es naturalmente un EndM -módulo a derecha,
y se tiene que el funtor F : M→ RepC(EndM) es una equivalencia de
categoŕıas. ¤
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Dar una estructura de categoŕıa módulo en M equivale a dar un
funtor monoidal F : C → F(M) en la categoŕıa (ŕıgida) de endofun-
tores exactos deM. En este sentido, se tiene la siguiente caracterización
de los funtores de fibra en términos de categoŕıas módulo.

Proposición 1.28. ([O1, Proposition 3].) Sea R una k-álgebra
separable. Hay una biyección natural entre

R-funtores de fibra C → R− bimod,
estructuras de categoŕıa módulo C × rep R → rep R.

Demostración. Sigue de observar que se tiene una equivalencia
natural F(rep R, rep R) ' R− bimod. ¤

Ejemplo 1.29. Acciones de la categoŕıa C(G,ω). Sea G un
grupo finito y sea C(G,ω) la categoŕıa tensorial de espacios vecto-
riales G-graduados con asociatividad dada por ω. Según el Teorema
1.27, clasificar las categoŕıas módulo (indescomponibles) sobre C(G,ω)
equivale a clasificar las álgebras (indescomponibles) en C(G,ω). Esta
clasificación aparece en el trabajo [O2].

Dado un subgrupo H ⊆ G y una 2-cocadena α : H × H → k×,
tal que ω|F = dα. El álgebra de grupo torcida kαH es un álgebra en
C(G,ω).

Afirmación 1.30. ([O2].) Toda categoŕıa módulo semisimple in-
descomponible sobre C(G,ω) es de esta forma. ¤

Se tiene además que las categoŕıas RepC kαH y RepC kα′H
′ son

equivalentes, si y sólo si, los pares (H, α) y (H ′, α′) son conjugados
por la acción adjunta de G.

Como consecuencia resulta el siguiente resultado, debido a Mov-
shev.

Corolario 1.31. Los funtores de fibra rep G → veck están clasifi-
cados por clases de conjugación de pares (H, α), donde H ⊆ G es un
subgrupo y α ∈ H2(H, k×) es un 2-cociclo no degenerado.

Aśı, por ejemplo, se tiene que la categoŕıa rep D4 de representa-
ciones del grupo dihedral de orden 8 tiene más funtores de fibra que
la categoŕıa rep Q2, donde Q2 es el grupo cuaterniónico de orden 8. En
particular, las categoŕıas rep D4, rep Q2 no son equivalentes; es decir,
los grupos dihedral y cuaterniónico no son isocategóricos.
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Ejercicios
1. Sea C una categoŕıa monoidal. Demostrar que End 1 es un monoide

conmutativo.
2. Deducir la definición de co-cuasi-álgebra de Hopf.

a) Sea H una cuasi-álgebra de Hopf de dimensión finita. Entonces
H∗ es una co-cuasi-álgebra de Hopf.

b) Supongamos dim H < ∞. Si H es un álgebra de Hopf, entonces
H∗ es un álgebra de Hopf.

3. Demostrar que DωG es una cuasi-álgebra de Hopf.
4. Dar una definición de coálgebra en una categoŕıa monoidal C.
5. Sea A un álgebra en una categoŕıa monoidal C.

a) Demostrar que RepC A es una categoŕıa módulo sobre C.
b) Definir ⊗A en la categoŕıa de A-bimódulos en C y demostrar

que esto hace de A−BimodC una categoŕıa monoidal.
6. Sea M una categoŕıa abeliana. Describir la noción de álgebra en la

categoŕıa monoidal F(M,M). (Estos objetos se llaman mónadas.
Los objetos duales se llaman comónadas y dan lugar a resoluciones
’estándar’ de los objetos U ∈ M, que son útiles para calcular fun-
tores derivados; ver [Mc]).

7. Sea M una categoŕıa módulo sobre C, y sea M ∈ M. Probar que
(EndM, µ, η), definida como en la demostración del Teorema 1.27,
es un álgebra en C.

8. Sean H ⊆ G un subgrupo y α : H ×H → k× una 2-cocadena tal
que ω|F = dα. Probar que el álgebra de grupo torcida kαH es un
álgebra en C(G,ω).



CAṔıTULO 2

Categoŕıas de Fusión

En todo lo que sigue k denotará un cuerpo algebraicamente cerrado
de caracteŕıstica 0.

2.1. Definiciones y Ejemplos

Sea C una categoŕıa k-lineal. C se dice semisimple finita si todo
objeto de C es isomorfo a una suma directa finita de objetos simples, y
además End S ' k, para todo objeto simple. En general, a lo largo de
este trabajo, se usará el término semisimple para indicar semisimple
finita.

Sea Λ el conjunto de clases de isomorfismo de objetos simples en C.
Si S es un objeto simple, se dirá que S ∈ Λ, por abuso de notación.

Notar que para todo S, T ∈ Λ, se tiene

Hom(S, T ) =

{
k idS, S = T ;

0, S 6= T.

Además, todo objeto X de C está determinado, salvo isomorfismos, por
el conjunto de espacios vectoriales Hom(X, S), S ∈ Λ.

Más precisamente, si C es una categoŕıa semisimple sobre k, C ad-
mite una estructura de categoŕıa módulo sobre Veck, ⊗ : Veck×C → C,
donde V ⊗X ∈ C es, por definición, un objeto de C que representa el
funtor

Y 7→ V ⊗ Hom(X, Y ),

para todo X, Y ∈ C, V ∈ Veck. Si X es un objeto de C se tiene

X '
⊕
S∈Λ

Hom(X, S)⊗ S.

Se destaca que, por construcción, se tiene también V ⊗ Hom(X, Y ) '
Hom(V ⊗X, Y ), para todo V ∈ Veck, X, Y ∈ C.

Definición 2.1. Una categoŕıa de fusión sobre k es una categoŕıa
tensorial semisimple y ŕıgida sobre k, tal que

(i) los espacios de homomorfismos son de dimensión finita;

23
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(ii) el conjunto Λ de clases de isomorfismo de objetos simples es
finito;

(iii) 1 ∈ Λ.

La condición (iii) equivale a la condición End(1) ' k. Una categoŕıa
tensorial semisimple y ŕıgida sobre k que satisface (i) y (ii) se dirá una
categoŕıa de multi-fusión.

Ejemplos 2.2. (i) Sea (H, Φ) es una cuasi-álgebra de Hopf sobre
k. La categoŕıa Rep H es una categoŕıa de fusión si y sólo si H es
semisimple de dimensión finita.

(ii) Sea H un grupoide cuántico finito. La categoŕıa Rep H es una
categoŕıa de fusión si y sólo si la subálgebra de llegada es simple como
H-módulo a izquierda.

Sea C una categoŕıa categoŕıa tensorial semisimple sobre k, con
espacios de morfismos de dimensión finita, munida de un conjunto finito
de objetos simples Λ, tal que 1 ∈ Λ. Una tal categoŕıa se dirá una
pre-categoŕıa de fusión (de modo que una categoŕıa de fusión es una
pre-categoŕıa de fusión, que además es ŕıgida).

El funtor ⊗ : C×C → C queda determinado una vez especificado en
los objetos X ⊗ Y , X,Y ∈ Λ, y, a fortiori, por los espacios vectoriales

[
XY
S

]
:= Hom(X ⊗ Y, S), X, Y, S ∈ Λ.

Análogamente, el isomorfismo de asociatividad está determinado

por los isomorfismos lineales

{
XY Z

T

}
:= Hom(aXY Z , T ), X, Y, Z, T ∈

Λ,
{

XY Z
T

}
: Hom(X ⊗ (Y ⊗ Z), T ) → Hom((X ⊗ Y )⊗ Z, T ).

Se tiene por otro lado

Hom((X ⊗ Y )⊗ Z, T ) '
⊕
S∈Λ

[
XY
S

] [
SZ
T

]
,

Hom(X ⊗ (Y ⊗ Z), T ) '
⊕
S∈Λ

[
Y Z
S

] [
XS
T

]
,

donde se ha suprimido el śımbolo ⊗k al indicar el producto tensorial
de espacios vectoriales. Los isomorfismos correspondientes al objeto
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unidad quedan determinados por la familia de vectores

lX ∈
[
1X
X

]
, rX ∈

[
X1
X

]
, X ∈ Λ.

De este modo, los axiomas del pentágono y el triángulo se traducen en
ciertas familias de ecuaciones que involucran estos datos lineales:

Proposición 2.3. ([TY].) Son equivalentes

(i) una pre-categoŕıa de fusión, munida de un conjunto finito de
objetos simples Λ, tal que 1 ∈ Λ;

(ii) un conjunto finito Λ provisto de

una colección de espacios vectoriales
[
XY
S

]
, X,Y, S ∈ Λ,

una colección de isomorfismos lineales
{

XY Z
T

}
:

⊕

S∈Λ

[
XY
S

] [
SZ
T

]
→

⊕

S∈Λ

[
Y Z
S

] [
XS
T

]
,

X,Y, Z, T ∈ Λ,

una colección de vectores lX ∈
[
1X
X

]
, rX ∈

[
X1
X

]
, X ∈ Λ,

que satisfagan las siguientes ecuaciones

(M1)


⊕

T∈Λ

{
XY Z

T

} [
TW
U

]



⊕

S∈Λ

[
Y Z
S

] {
XSW

U

}



⊕

T∈Λ

{
Y ZW

T

} [
XT
U

]


=


⊕

S∈Λ

[
XY
S

] {
SZW

U

}
 τ


⊕

S∈Λ

[
ZW
S

] {
XY S

U

}
 ,

(M2)

{
X1Y

S

}
(lY ⊗ f) = rX ⊗ f, ∀f ∈

[
XY
S

]
.

Demostración. (Esbozo.) Ya se indicó cómo establecer la corre-
spondencia (i) =⇒ (ii); según esta correspondencia, las ecuaciones (M1)
y (M2) siguen de la naturalidad de los isomorfismos de asociatividad y
unidad, junto con los axiomas del hexágono y del triángulo.

(ii) =⇒ (i). A partir de los datos en (ii) se puede reconstruir una
categoŕıa de fusión, como sigue: sea C =

∏
S∈Λ veck el producto directo

de |Λ| copias de la categoŕıa de espacios vectoriales de dimensión finita.
Se define el producto tensorial en la forma

(XS)S ⊗ (YT )T :=

(
⊕S,T

[
ST
U

]
XSYT

)

U

.

Entonces C resulta una categoŕıa tensorial con objeto unidad 1 :=

(δ1,S)S, isomorfismos de asociatividad
({

XY Z
S

})

S

, e isomorfismos de

unidad (lS)S, (rS)S. ¤
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2.2. Teorema de Reconstrucción de Hayashi-Ostrik

Se han presentado diversas construcciones algebraicas que dan lu-
gar, a través de la teoŕıa de representaciones, a categoŕıas tensori-
ales. De estas construcciones, los grupoides cuánticos resultan ser la
construcción más general en el caso semisimple. En esta sección se
mostrará un teorema de reconstrucción tannakiana que establece que
toda categoŕıa tensorial ŕıgida y semisimple es la categoŕıa de repre-
sentaciones de un grupoide cuántico.

Este teorema es debido originalmente a Hayashi, y fue posterior-
mente presentado, en forma más general, por Ostrik.

La idea básica de la reconstrucción tannakiana puede resumirse
como sigue: sea C una categoŕıa tensorial sobre k y sea R una k-álgebra.
Supongamos que C está munida de un R-funtor de fibra F : C →
R−bimod. Sea H := End F el álgebra de las transformaciones naturales
F → F . La estructura tensorial de F hace de H, en casos favorables,
un grupoide cuántico.

Teorema 2.4. ([H].) Sea C una categoŕıa tensorial semisimple,
con un número finito de objetos simples. Existe una biálgebra débil H
tal que C ' rep H.

Más aún, si C es ŕıgida, entonces H es un grupoide cuántico.

El grupoide cuántico H no es canónico. En la demostración de
Hayashi la base de H es conmutativa. Un tal grupoide cuántico se
llama una face algebra.

De hecho, dado un R-funtor de fibra C → R − bimod, existe una
biálgebra débil H, con base R, tal que C ' rep H [CE, 2.3.2]. La
demostración del Teorema 2.4 se basa en la construcción expĺıcita de un
R-funtor de fibra C → R− bimod, donde R es cierta álgebra separable
conmutativa.

En particular, resulta que C es la categoŕıa de representaciones de
un álgebra de Hopf si y sólo si C admite un funtor de fibra C → veck.
Cambiar el funtor de fibra corresponde a cambiar la comultiplicación
en H mediante un twist.

Demostración. La demostración que se esboza a continuación es
debida a Ostrik [O1]. C es una categoŕıa módulo sobre śı misma, v́ıa la
acción regular. Sea R una k-álgebra separable tal que C ' rep R como
categoŕıas abelianas. Se tiene entonces una acción C × rep R → rep R,
que da lugar a un R-funtor de fibra C → R− bimod.

A partir del funtor F : C veck, que resulta de componer el R-funtor
de fibra con el funtor de olvido R − bimod → C, se reconstruye un
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grupoide cuántico H con la propiedad de que C ' rep H. Ver por
ejemplo [CE, 2.3.2]. ¤

Como consecuencia del teorema de Hayashi, se tienen los resulta-
dos de rigidez (en el sentido de las deformaciones monoidales) que se
demuestran en [ENO], los cuales responden a conjeturas de Ocneanu.

Otra consecuencia del Teorema de Hayashi es el siguiente resultado
sobre la equivalencia Morita.

Proposición 2.5. ([ENO, Theorem 2.18].) Supongamos que C es
una categoŕıa de multi-fusión. SeaM una categoŕıa módulo semisimple
sobre C. Entonces la categoŕıa dual C∗M es semisimple.

Demostración. En la demostración se supone que M es inde-
scomponible. AM le corresponde un R-funtor de fibra C → R−bimod,
para cierta álgebra separable R, tal que rep R 'M. Luego, C ' rep H,
para cierto grupoide cuántico H. De modo que C∗M ' rep H∗ [O1]. El
resultado es ahora una consecuencia de [ENO, Theorem 2. 24], que
establece un criterio para la semisimplicidad de un grupoide cuántico
en términos del cuadrado de la ant́ıpoda. ¤

Observación 2.6. Un caso particular de categoŕıas de fusión son
las categoŕıas modulares, introducidas por Reshetikhin y Turaev. Estas
categoŕıas dan lugar a invariantes de variedades de dimensión 3. Dos
referencias sobre este tipo de categoŕıas son [Tu, BK].

Como se explica en [Tu], la estructura modular da lugar a una
acción proyectiva del grupo modular SL(2,Z) en el álgebra de fusión
correspondiente, lo cual justifica la terminoloǵıa. Si se denota por S y
T a los generadores canónicos del grupo modular, entonces S se repre-
senta en la matriz (sij), la cual a su vez diagonaliza las reglas de fusión
del anillo de Grothendieck (sigue fácilmente de las definiciones que este
anillo es conmutativo). Se trasluce también que (sij) puede pensarse co-
mo una tabla de caracteres de la categoŕıa, ya que la propiedad anterior
caracteriza la tabla de caracteres de un grupo finito.

A partir de las categoŕıas tensoriales de representaciones de un álge-
bra de Hopf de dimensión finita, se obtienen categoŕıas modulares, me-
diante el pasaje al doble cuántico [EG]: esta construcción es debida
Drinfeld, en el caso de álgebras de Hopf, asocia a un álgebra de Hopf
H un álgebra de Hopf cuasi-triangular D(H) tal que rep D(H) es equiv-
alente a Z(rep H). En el caso de cuasi-álgebras de Hopf, la construcción
análoga se debe a Hausser y Nill [HN1], y en el caso de los grupoides
cuánticos, se debe a Nikshych, Turaev y Vainerman [NTV].
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2.2.1. Grupoides cuánticos y cuasi-álgebras de Hopf. Sea
(H, Φ) una cuasi-álgebra de Hopf semisimple. La categoŕıa rep(H, Φ) es
una categoŕıa de fusión, y por lo tanto, según el Teorema de Hayashi,
existe un grupoide cuántico H0 con la propiedad rep H0 ' rep(H, Φ).
La demostración del Teorema 2.4 resulta poco efectiva para realizar
expĺıcitamente una tal reconstrucción. Sin embargo, ésta es posible
gracias al siguiente resultado de Hausser y Nill.

Un cuasi-bimódulo de Hopf es un H-bimódulo V , junto con una
aplicación ρ : V → V ⊗H, que satisface

(id⊗ε)ρ = id,

Φ.(ρ⊗ id)ρ(v).Φ−1 = (id⊗∆)ρ(v),

para todo v ∈ V . Un morfismo de cuasi-bimódulos de Hopf f : V → U ,
es una aplicación de bimódulos que conmuta con la cuasi-coacción.

Se tiene aśı una categoŕıa HMH
H de cuasi-bimódulos de Hopf (de

dimensión finita en nuestro contexto). Ésta es una categoŕıa tensorial
con respecto al producto tensorial ⊗H de H-bimódulos. Más aún, el
funtor de olvido HMH

H → H − bimod es un H-funtor de fibra.

El siguiente teorema generaliza un resultado de Larson y Sweedler
para álgebras de Hopf.

Teorema 2.7. ([HN2]) Sea (H, Φ) una cuasi-álgebra de Hopf. Hay
una equivalencia tensorial rep(H, Φ) → HMH

H .

Demostración. (Esbozo.) La equivalencia asigna a cada V ∈
rep(H, Φ), el cuasi-bimódulo de Hopf V ⊗H, con las acciones y coacción

a.(v ⊗ h).b := (a1.v)⊗ a2hb,

ρ(v ⊗ h) := Φ(−1).v ⊗ Φ(−2)h1 ⊗ Φ(−3)h2,

para todo v ∈ V , h ∈ H. La equivalencia inversa HMH
H → rep(H, Φ)

asigna a cada cuasi-bimódulo de Hopf W , su espacio de coinvariantes :
W co H . ¤

El funtor de olvido HMH
H → H − bimod es un H-funtor de fi-

bra. Este Teorema permite, entonces, reconstruir una estructura de
grupoide cuántico H0 (con base H) en el espacio vectorial H⊗H∗⊗H,
de modo que rep H0 ' rep(H, Φ). La descripción expĺıcita de H0 es a
través de los productos cruzados diagonales, y aparece en [HN3].
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2.3. Álgebras de fusión

Sea C una categoŕıa de fusión. Sea Λ = {X0 = 1, . . . , Xn} un sis-
tema de representantes de las clases de isomorfismo de objetos simples
de C.

El anillo de Grothendieck de C es un grupo abeliano libre en la base
xi := [Xi]i. En esta base, se tiene

xixj =
∑

l

N l
ijxl,

donde N l
ij = dim Hom(Xl, Xi ⊗Xj) son enteros no negativos. La dual-

idad en C induce en K(C) la estructura de anillo con involución, donde
xi 7→ xi∗ = [X∗

i ], para todo i.
Los coeficientes N l

ij satisfacen las condiciones

Nk
ij = Nk

ji = N j∗
ik∗ = Nk∗

i∗j∗ , N0
ij = δij∗ .

Un anillo con estas propiedades se llama un anillo de fusión. Las
constantes N l

ij reciben el nombre de coeficientes de fusión. K(C) se
llama el anillo de fusión de C.

Observar que en K(C) se tiene la relación de orden: x < y si y sólo
si, y − x ∈ Z+x0 + . . . Z+xn.

Un problema interesante consiste en decidir si un anillo de fusión
dado puede realizarse como anillo de Grothendieck de una categoŕıa de
fusión. Existen ejemplos [TY] de anillos donde esto no es posible.

El siguiente resultado, cuya demostración se omite, describe bajo
qué condiciones dos álgebras de Hopf semisimples tienen ’el mismo’
anillo de fusión.

Notar que si C es la categoŕıa de representaciones de un álgebra de
Hopf semisimple, K(C) posee un elemento distiguido

r =
∑

i

(dim Xi)Xi.

Proposición 2.8. ([Nk].) Sean H1, H2, álgebras de Hopf semisim-
ples. Son equivalentes:

(i) existe un isomorfismo de anillos ordenados

K(rep H1) → K(rep H2),

que preserva el elemento distinguido;

(ii) H2 es un twist de H1 por un pseudo 2-cociclo. ¤
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2.4. Dimensión de Frobenius-Perron

Las dimensiones de Frobenius-Perron resultan ser una herramienta
útil en el estudio de las categoŕıas de fusión. En esta sección se re-
sumen algunas de las propiedades elementales, según se presentan en
[ENO]. La dimensión de Frobenius-Perron reemplaza, en el contexto
más general de las categoŕıas de fusión, el concepto de dimensión de
una cuasi-álgebra de Hopf, de los módulos sobre una cuasi-álgebra de
Hopf, etc.

Se recuerda que si A es una matriz cuadrada con coeficientes reales
no negativos, entonces

A tiene un autovalor no negativo λ(A), tal que λ(A) ≥ |r|,
para cualquier otro autovalor r.
Si A tiene coeficientes estrictamente positivos, entonces λ(A)
es un autovalor positivo simple, y el autovector correspondi-
ente puede normalizarse de modo que tenga coeficientes estric-
tamente positivos.
Si A tiene un autovector v con coeficientes estrictamente pos-
itivos, entonces el autovalor correspondiente es λ(A).

Este resultado se conoce como Teorema de Frobenius-Perron. El auto-
valor λ(A) se llama el autovalor de Frobenius-Perron de A.

Definición 2.9. Sea X un objeto de C. La dimensión de Frobenius-
Perron de X, denotada FPdim X, es el autovalor de Frobenius-Perron
de la matriz de multiplicación a izquierda por [X] en el anillo de fusión
de C.

La dimensión de Frobenius-Perron de C se define por

FPdim C :=
∑
X∈Λ

(FPdim C)2.

En el trabajo [ENO] (ver también [CE]), se demuestran muchas
propiedades de la dimensión de Frobenius-Perron, notablemente un re-
sultado que generaliza el Teorema de Lagrange para grupos finitos, y
una fórmula que generaliza la Ecuación de Clases. Estos resultados no
se incluyen en este trabajo. Se mencionan, sin embargo, las propiedades
siguientes.

Teorema 2.10. (1) ([ENO, Theorem 8.6].) La aplicación

[X] 7→ FPdim X,

define un homomorfismo de anillos K(C) → R.

(2) ([CE].) FPdim es el único homomorfismo de anillos K(C) → R
que aplica los elementos xi en números positivos.
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La parte (2) del teorema implica que todo funtor exacto C → D
entre categoŕıas de fusión, que preserve productos tensoriales (no nece-
sariamente tensorial), preserva las dimensiones de Frobenius-Perron.

Demostración. (1) Sean x0, . . . , xn los representantes de los ob-
jetos simples de C. Se demostrará que existe un vector f con coefi-
cientes positivos y f0 = 1, tal que xif = λif , para todo i. De donde,
según el Teorema de Frobenius-Perron, λi = FPdim xi, y a fortiori
FPdim xi FPdim xj = FPdim(xixj).

Sea zj :=
∑

i xixjx
∗
i . Se tiene zj ∈ Z(K(C)). Sea ahora z =

∑
j zj;

dado que xj aparece en z con multiplicidad positiva, para todo j, la
matriz de multiplicación por z tiene coeficientes estrictamente posi-
tivos. Luego, existe un único autovector f de la multiplicación por z
con las propiedades que se afirmaron. Sigue también que xif debe ser
un múltiplo escalar de f , como se afirmó.

(2) Supongamos que f : K(C) → R es otro homomorfismo de anillos
tal que f(xi) > 0, para todo i. Se tiene f(xi)f(xj) =

∑
l N

l
ijf(xl). Por

lo tanto el vector (f(xl)) es un autovector de la matriz Ni, de multi-
plicación a izquierda por xi. El Teorema de Frobenius-Perron implica
que f(xl) = FPdim xl, para todo l, lo cual demuestra la parte (2). ¤

Ejemplo 2.11. Supongamos que C = rep(H, φ), para cierta cuasi-
álgebra de Hopf semisimple H. Si X es un H-módulo, entonces vale la
igualdad FPdim X = dim X.

Teorema 2.12. [CE, Proposition 4.14].) FPdim C es Morita in-
variante.

Se deduce de este Teorema que FPdimZ(C) = (FPdim C)2.

Teorema 2.13. ([ENO, Theorem 8.33].) Sea C una categoŕıa de
fusión. Son equivalentes

(1) C ' rep H, donde H es una cuasi-álgebra de Hopf semisimple;

(2) las dimensiones de Frobenius-Perron de los objetos simples de
C son números enteros.

Demostración. Se esbozará la demostración de la implicación (2)
=⇒ (1). Se fija, para cada objeto simple X ∈ C, un espacio vectorial
VX de dimensión dim VX = FPdim X. Esto define un funtor exacto
V : C → veck. Se fijan también isomorfismos cX,Y : V (X) ⊗ V (Y ) →
V (X ⊗ Y ), para X, Y simples. Entonces (V, c) resulta un cuasi-funtor
de fibra, y un argumento de reconstrucción tannakiana implica que
C ' rep H, donde H es una cuasi-álgebra de Hopf. ¤
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2.5. Categoŕıas de Tambara y Yamagami

Las categoŕıas de fusión que se presentan en esta Sección fueron
introducidas por Tambara y Yamagami [TY].

Sea G un grupo abeliano finito. Se usará la notación multiplicativa
para el producto en G, y e ∈ G denotará el elemento identidad.

Sean además los siguientes datos:

χ : G × G → k× un bicaracter simétrico no degenerado: esto
es,

χ(ab, c) = χ(a, c)χ(b, c), χ(a, b) = χ(b, a),

para todo a, b, c ∈ G, y además, la aplicación inducida f : G →
Ĝ := Hom(G, k×), f(a)(b) = χ(a, b), es un isomorfismo.
d ∈ k× tal que |G|d2 = 1.

Se define T Y := T Y(G, χ, d) como la categoŕıa semisimple, cuyos
objetos son sumas directas finitas de elementos en Λ = G ∪ {m}. Los
morfismos quedan definidos por Hom(s, s′) = 0, si s 6= s′, Hom(s, s) =
k, s, s′ ∈ Λ. La identidad s → s es el elemento identidad 1 ∈ k.

El producto tensorial T Y × T Y → T Y está dado por

a⊗ b = ab, a⊗m = m = m⊗ a, m⊗m = ⊕a∈Ga,

para todo a, b ∈ G; y 1 = e ∈ G.
Los isomorfismos de unidad son las identidades, y los de asociativi-

dad se definen en la forma

aa,b,c = 1, aa,b,m = 1 = am,a,b, aa,m,m = am,m,a = ⊕b∈G1b,

aa,m,b = χ(a, b), am,a,m = ⊕b∈Gχ(a, b)b,

am,m,m = (dχ(a, b)−1)a,b : ⊕a∈Gm → ⊕b∈Gm.

La dualidad se define como sigue. a∗ = a−1, para todo a ∈ G, con
1 = coev = ev : e → e; m∗ = m, con

coev := i : e → m⊗m, ev :=
1

d
j : m⊗m → e,

donde i : e → m⊗m, j : m⊗m → e, son la inclusión y la proyección
sobre la componente de tipo e, respectivamente.

La Proposición 2.3 implica que T Y es de hecho una categoŕıa de
fusión sobre k. Más aún, las ecuaciones en 2.3 implican el siguiente
teorema de caracterización.
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Teorema 2.14. ([TY].) Sea G un grupo finito. Consideremos el
anillo de fusión K con base G ∪ x y multiplicación

a.b = ab, a.x = x = x.a, x.x =
∑
a∈G

a,

para todo a ∈ G, con la involución a∗ = a−1, x∗ = x.

Supongamos que C es una pre-categoŕıa de fusión tal que K(C) ' K.
Entonces G es abeliano, y existen un caracter simétrico no degenerado
χ : G × G → k× y un elemento d ∈ k, con d2|G| = 1, tales que
C ' T Y(G,χ, d).

Además, T Y(G,χ, d) ' T Y(G,χ′, d′) si y sólo si d = d′ y χ, χ′ son
conjugados por un automorfismo de G.

En particular, toda pre-categoŕıa de fusión con anillo de fusión iso-
morfo a K es de fusión.

Notar además que las condiciones

G es abeliano, y
|G| es un cuadrado en k×,

son necesarias para que exista una realización del anillo K. Esto de-
muestra que existen anillos de fusión que no admiten realizaciones.

Demostración. (Esbozo.) Se usa la correspondencia enunciada
en la Proposición 2.3. Según la notación alĺı, los datos (no triviales)
que determinan a C son los siguientes:

espacios vectoriales de dimensión 1:
[
a, b
ab

]
,

[
am
m

]
,

[
ma
m

]
,

[
mm
a

]
,

para cada a, b ∈ G.
isomorfismos lineales:

{
a, b, c
abc

}
,

{
a, b, m

m

}
,

{
a, m, b

m

}
,

{
m, a, b

m

}
,

{
a, m, m

b

}
,

{
m, a, m

b

}
,

{
m, m, a

b

}
,

{
m, m, m

m

}
,

para cada a, b, c ∈ G,

que satisfacen las Ecuación (M1) en 2.3.
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Se tiene, por ejemplo, que{
a,m, b

m

}
: [m, b]⊗ [a,m] 7→ χ(a, b)[a,m]⊗ [m, b],

y análogamente{
m,m, m

m

}
: [a]⊗ [m, a] 7→

∑

b∈G

γ(a, b)[b]⊗ [b,m],

para a, b ∈ G, donde χ(a, b), γ(a, b) ∈ k×. Aqúı, se usa una elección de
vectores no nulos

[m, b] ∈
[
m, b
m

]
, [a,m] ∈

[
a,m
m

]
, [a] ∈

[
m,m

a

]
.

La ecuación (M1) implica que χ es un bicaracter y, salvo equivalen-
cias tensoriales, se puede suponer que χ es simétrico; sigue también
que γ(1, 1)2

∑
c χ(c, bf−1a−1) = δaf,b, a, b, c, f ∈ G. De donde χ es no

degenerado y γ(1, 1)2|G| = 1. Se toma entonces d = γ(1, 1).
Resulta también que los restantes parámetros quedan determinados

por χ, d. Luego C ' T Y(G,χ, d).

El segundo enunciado se demuestra con técnicas análogas. ¤
Ejemplo 2.15. Sea G = 〈a, b : a2 = b2 = aba−1b−1 = 1〉, G '

Z2×Z2. El grupo G posee dos bicaracteres simétricos, no equivalentes
por la acción de Aut G: el bicaracter χ1, donde

χ1(a, a) = χ1(b, b) = χ1(ab, ab) = 1,

χ1(a, b) = χ1(b, ab) = χ1(ab, a) = −1,

y el bicaracter χ2,

χ2(a, a) = χ2(b, b) = −1, χ2(a, b) = 1.

Se tienen, por otro lado, dos elecciones d = ±1

2
. Luego resulta:

Teorema 2.16. ([TY].) Hay exactamente 4 clases de equivalencia
de categoŕıas de fusión con anillo de Grothendieck K generado por G∪x,
G = Z2 × Z2, con las reglas de fusión

c.x = x = x.c, x.x = 1 + a + b + ab,

c ∈ G. Éstas corresponden, respectivamente, a las siguientes categoŕıas:

T Y(χ1,
1
2
): representaciones del grupo dihedral D4, de orden 8.

T Y(χ1,−1
2
): representaciones del grupo cuaterniónico Q2, de or-

den 8.
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T Y(χ2,
1
2
): representaciones del álgebra de Kac y Paljutkin H8,

de dimensión 8: H8 es la única álgebra de Hopf semisimple no
conmutativa ni coconmutativa de dimensión 8 [KP, M2].

T Y(χ2,−1
2
): representaciones de una cuasi-álgebra de Hopf A

de dimensión 8.

¤
Según los resultados de clasificación en [M2], las únicas álgebras de

Hopf no conmutativas de dimensión 8 son kD4, kQ2 y H8. El teorema
implica que estas tres álgebras de Hopf tienen categoŕıas de representa-
ciones no equivalentes. Sigue también que la cuasi-álgebra de Hopf A
no es twist equivalente a un álgebra de Hopf.

Se tiene entonces que las álgebras de Hopf kD4, kQ2 y H8 son dos a
dos twist inequivalentes. Notar sin embargo, que kD4, kQ2 y H8 tienen
el mismo anillo de fusión, y por lo tanto, cualesquiera dos de ellas son
twist equivalentes por un pseudo 2-cociclo.

2.6. Categoŕıas de Tipo Grupo

Las categoŕıas tensoriales que se estudian en esta sección fueron in-
troducidas por Ostrik en [O2, Section 3] y luego estudiadas en [ENO].

Sean G un grupo finito y F ⊆ G un subgrupo. Se denotará por
e ∈ G al elemento identidad. Sean también

ω : G×G×G → k×, un 3-cociclo normalizado;
α : F × F → k× una 2-cocadena normalizada;

sujetos a la condición

(2.1) ω|F×F×F = dα.

Se considera la categoŕıa C(G,ω) de espacios vectoriales de dimen-
sión finita G-graduados, con la asociatividad dada por ω. La condi-
ción (2.1) implica que el álgebra de grupo torcida por α, kαF , es un
álgebra asociativa en C(G,ω), y se le asocia una categoŕıa tensorial,

C(G,ω, F, α): la categoŕıa de kαF -bimódulos en C(G,ω). Ésta es una
categoŕıa de fusión sobre k.

Lema 2.17. Las FP -dimensiones de los objetos simples en la cat-
egoŕıa C(G,ω, F, α) son enteros. En particular, C(G,ω, F, α) es la cat-
egoŕıa de representaciones de una cuasi-álgebra de Hopf semisimple.

Una descripción expĺıcita de una cuasiálgebra de Hopf cuya cate-
goŕıa de representaciones es equivalente a C(G, ω, F, α) se da en [N3].

Demostración. Ejercicio. ¤
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Las categoŕıas C(G,ω, F, α) se llaman de tipo grupo [ENO, Defini-
tion 8.46]. Por extensión, se dirá que una (cuasi)-álgebra de Hopf A es
de tipo grupo si la categoŕıa rep A de sus representaciones de dimensión
finita es de tipo grupo.

Sean η : G×G → k× y χ : F → k× cocadenas normalizadas. Sean
ω̃ : G×G×G → k×, α̃ : F × F → k×, definidos por

ω̃ = ω(dη), α̃ = α(η|F×F )(dχ).

Entonces las categoŕıas C(G,ω, F, α) y C(G, ω̃, F, α̃) son equivalentes
[ENO, Remark 8.39].

Observación 2.18. Sean G, F , ω y α como antes. Sea Q un sis-
tema de representates de las coclases a izquierda de G módulo F , tal
que e ∈ Q; de modo que todo elemento g ∈ G se escribe de manera
única en la forma g = xp, con p ∈ Q, x ∈ F . Se considera la cocadena
η : G × G → k×, η(xp, yq) := α−1(x, y), p, q ∈ Q, x, y ∈ F . Poniendo
χ = 1, se obtiene α̃ = 1. Por lo tanto, las categoŕıas C(G,ω, F, α) y
C(G, ω̃, F, 1) son equivalentes, donde ω̃ = ω(dη). Es decir, salvo equiv-
alencias tensoriales, se puede suponer que α = 1.

En [O2] se determina el rango de cada categoŕıa módulo sobre una
categoŕıa de tipo grupo. En particular, los funtores de fibra

C(G, ω, F, α) → vec,

están clasificados por clases de conjugación de subgrupos Γ de G, mu-
nidos de un 2-cociclo normalizado β ∈ Z2(Γ, k×), tal que

la clase de ω|Γ es trivial;
G = FΓ; y
la clase del cociclo α|F∩Γβ−1|F∩Γ es no degenerada.

Observación 2.19. La siguiente caracterización es una consecuen-
cia directa de las definiciones:

C es de tipo grupo, si y sólo si C es equivalente Morita a C(G,ω),
para algún grupo finito G y ω ∈ H3(G, k×).

Usando esta caracterización, se demuestra en [ENO, 8.8] que los
duales, opuestos, cocientes, subcategoŕıas plenas, y productos tensori-
ales de categoŕıas de tipo grupo son de tipo grupo. Por [ENO, Remark
8.47], el centro de Z(C) es de tipo grupo si y sólo si C lo es.

Sin embargo, en Remark 8.48 del paper [ENO], se observa que
existen cuasi-álgebras de Hopf que no son de tipo grupo: uno de estos
ejemplos proviene de la construcción de Tambara y Yamagami.
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La siguiente caracterización de las categoŕıas de tipo grupo sigue
de los resultados de [N2].

Teorema 2.20. Sea H una cuasi-álgebra de Hopf semisimple. Son
equivalentes:

(i) H es de tipo grupo.
(ii) existen un grupo finito G y un 3-cociclo ω ∈ Z3(G, k×) tales

que D(H) es twist equivalente a Dω(G).

La demostración de este teorema se basa en un teorema de Schauen-
burg, que dice que el centro de una categoŕıa de bimódulos A−bimodC
es equivalente al centro de C.

El siguiente teorema se demuestra también en [N2].

Teorema 2.21. Sea G = FΓ una factorización exacta de un grupo
finito G. Supongamos que A es un álgebra de Hopf que admite una
extensión abeliana

(2.2) 1 → kΓ → A → kF → 1.

Entonces A es de tipo grupo. ¤
En este caso, el 3-cociclo que aparece es el que proviene de la clase

equivalencia de A (en tanto que extensión) a partir de una sucesión
exacta debida a G. I. Kac; ver [M1].

Ejemplo 2.22. Sea T Y(G,χ, d) una categoŕıa de Tambara y Ya-
magami. Se tiene una inclusión de categoŕıas tensoriales

rep G → T Y(G,χ, d).

En el caso en que T Y(G,χ, d) es la categoŕıa de representaciones de un
álgebra de Hopf A (si y sólo si admite un funtor de fibra), esto implica
que hay una proyección de álgebras de Hopf A → kG ' kG.

Además deber ser dim A = |G|+ (FPdim m)2 = 2|G|. Por lo tanto
la proyección A → kG tiene ı́ndice 2, y es normal. Esto significa que
la proyección da lugar a una sucesión exacta de álgebras de Hopf k →
kZ2 → A → kG → k. En particular, A es un producto bicruzado como
los constrúıdos en el Ejemplo 1.18 (1).

Resulta entonces

Corolario 2.23. Toda álgebra de Hopf semisimple cuya categoŕıa
de representaciones es del tipo T Y(G,χ, d) es de tipo grupo. ¤

En otras palabras, las categoŕıas de Tambara y Yamagami son de
tipo grupo, siempre que admitan un funtor de fibra en la categoŕıa de
espacios vectoriales.
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Las categoŕıas T Y(G,χ, d) provenientes de un álgebra de Hopf se
estudian en [T].

2.7. Grupoides Cuánticos y Grupoides Dobles

Las construcciones que se presentan en esta sección se introducen
en los trabajos [AN1, AN2].

Un groupoide doble finito T es un grupoide finito en la categoŕıa
de grupoides finitos. Se suele representar un doble grupoide como un
diagrama de cuatro grupoides

B ⇒ H
¸ ¸
V ⇒ P

sujetos a una serie de axiomas [E, BS]. No se dará en este trabajo la
lista completa de estos axiomas, sino sólo los más representativos.

Un elemento A ∈ B se representa con una ’caja’

A =
t

l r
b

donde t(A) = t, b(A) = b, r(A) = r, l(A) = l, y los cuatro vértices de la
caja son tl(A) = lt(A), tr(A) = rt(A), bl(A) = lb(A), br(A) = rb(A).

Se escribe A|B si r(A) = l(B) (de modo que A y B son componibles

horizontalmente), y
A

B
si b(A) = t(B) (de modo que A y B son com-

ponibles verticalmente). Las composiciones verfican lo siguiente. Sean

A =
t

l r
b

y B =
u

s m
c

en B.

Si A|B, then AB =
tu

l m
bc

,(2.3)

Si
A

B
, entonces A

B =
t

ls rm
c

.(2.4)

Ley de permutabilidad. Si
A B
C D

, entonces

AB
CD :=

{AB}
{CD} =

{
A
C

} {
B
D

}
.
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Sean

D := {D ∈ B : l(D), b(D) ∈ P},
E := {E ∈ B : r(E), t(E) ∈ P}.

D y E tienen estructuras naturales de grupoides con base P . Estos son
variantes de los llamados grupoides núcleo de T ; han sido estudiados
por Brown y Mackenzie en [BMa]. La aplicación A 7→ A−1, induce un
isomorfismo de grupoides D → E. Aqúı, para A ∈ B, A−1 ∈ B denota el
inverso horizontal del inverso vertical de A, que coincide con el inverso
vertical del inverso horizontal, según la ley de permutabilidad.

Se consideran las funciones p, x, q, y : B → N definidas como sigue:
p(X) es el número de cajas U ∈ B con l(U) = l(X) y t(U) = t(X), etc.

En lo que sigue se considerará un grupoide doble T que satisface la
siguiente condición:

(2.5) q(g, x) 6= 0, ∀x ∈ H, g ∈ V , r(x) = t(g).

Estos grupoides dobles han sido estudiados por Brown y Higgins [BH].

Teorema 2.24. kT es un grupoide cuántico con multiplicación y
comultiplicación definidas por

A.B =





A
B

, si
A

B
,

0, en otro caso,

∆(A) =
∑

XY =A

1

q(Y )
X ⊗ Y =

∑
XY =A

1

p(X)
X ⊗ Y,

para todo A,B ∈ B.

Es decir, como álgebra, kT es el álgebra de grupoide del grupoide
vertical de T , mientras que la estructura de coálgebra es una modifi-
cación del dual del álgebra de grupoide del grupoide horizontal.

La ant́ıpoda está determinada por la fórmula

S(A) =
p(A)

x(A)
A−1,
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para todo A ∈ B. Las aplicaciones de fuente y de llegada están deter-
minadas, respectivamente, por

εs(A) =

{
φ(A)1, si t(A) ∈ P ,

0, en otro caso;

εt(A) =





p(A)

x(A)
1ψ(A), si b(A) ∈ P ,

0, en otro caso.

Las subálgebras fuente y llegada son isomorfas a las álgebras de grupoide
kD y (kE)op, respectivamente.

Aqúı,

D1 :=
∑

z∈H, r(z)=e(D)

{id z D}, 1E :=
∑

x∈H, l(x)=e(E)

{E id x}.

para D ∈ D, E ∈ E. Las aplicaciones φ y ψ se definen mediante

las fórmulas φ(A) =

{
A−1

id r(A)

}
, si t(A) ∈ P , ψ(A) =

{
id l(A)
A−1

}
, si

b(A) ∈ P .

Se tiene aśı una categoŕıa tensorial ŕıgida rep kT . Esta es una cat-
egoŕıa de multi-fusión, que no siempre es de fusión, esto es: no siempre
se tiene End1 ' k. El funtor de olvido Rep kT → D − Bimod es un
funtor tensorial.

Ejemplos 2.25. (1) Bimódulos sobre un álgebra separable.
Sea s, e : G ⇒ P un grupoide finito. Se le asocia a G un grupoide doble

T = T (G) =
G × G ⇒ P × P

¸ ¸
G ⇒ P

,

donde

P × P ⇒ P es el grupoide basto sobre P ,
G × G ⇒ G es el grupoide basto sobre G,
G × G ⇒ P × P es el grupoide producto directo.

Una caja en este grupoide doble se puede indicar en la forma

(g, h) = g h =

s(g) s(h)

g (g, h) h

e(g) e(h)

.

En este ejemplo, el grupoide núcleo D es isomorfo a G.
Se tiene aśı un grupoide cuántico kT (G) asociado, y a fortiori una

categoŕıa tensorial ŕıgida rep kT (G).
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Lema 2.26. La categoŕıa rep kT (G) es equivalente a kG − bimod.

Demostración. kG es un álgebra separable, cuyo idempotente de
separabilidad es

e =
∑
g∈G

1

d(s(g))
g ⊗ g−1 ∈ kG ⊗ (kG)op,

donde d(s(g)) es el número de flechas en G que salen de s(g). Luego,
para todo par de kG-bimódulos V y W , la inclusión e.(V ⊗k W ) ⊆
V ⊗k W induce un isomorfismo natural

V ⊗kG W ' e.(V ⊗k W ).

Veamos que esto coincide con la estructura de kD(G)-módulos. Como
álgebra, kT (G) es isomorfa a k(G×G); que a su vez es isomorfa a kG⊗
(kG)op, invirtiendo el segundo factor. Esto da una equivalencia natural
entre rep kT (G) y kG−bimod. Además, usando la observación anterior,
puede verse que esta equivalencia preserva el producto tensorial. Esto
demuestra el lema. ¤

Notar que cualquier álgebra separable R es isomorfa al álgebra de
grupoide de algún grupoide finito (no canónico). Se tiene entonces

Proposición 2.27. Sea R un álgebra separable sobre k. Existe un
grupoide finito G, tal que R − bimod es tensorialmente equivalente a
Rep kT (G). ¤

(2) Este ejemplo ilustra la reconstrucción de un grupoide cuántico
a partir de una categoŕıa de fusión. Se considera el grupoide doble

T0 =
G×G×G ⇒ G×G

¸ ¸
G×G ⇒ G

,

donde

el grupoide horizontal G × G × G ⇒ G × G es el grupoide
correspondiente a la relación de equivalencia en G×G definida
por (x, y) ∼ (x′, y′) si y sólo si y = y′;
el grupoide vertical G × G × G ⇒ G × G es el grupoide de
transformaciones asociado a la acción regular . : G×G×G →
G×G, (x, y).g = (xg, yg);
el grupoide horizontal G×G ⇒ G es el grupoide basto sobre
G;
el grupoide vertical G×G ⇒ G es el grupoide de transforma-
ciones asociado a la acción regular de G en śı mismo.

Notar que T0 es un grupoide doble vacante.
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Sea σ : B ×b,t B → k×,

(2.6) σ




a b

ag bg
,

ag bg

agh cgh


 =

ω(a, g, h)

ω(b, g, h)
.

La condición de 3-cociclo para ω implica que σ es un 2-cocycle nor-
malizado para el grupoide vertical de T0. Más aún σ es compatible con
el cociclo trivial τ = 1 en el grupoide horizontal, de modo que hay un
grupoide cuántico asociado kσT0.

El resultado siguiente es una consecuencia del Teorema 2.7.

Proposición 2.28. Se tiene una equivalencia tensorial rep kσT0 '
vecG

ω .

2.8. Algunos Resultados de Clasificación

En esta sección se enuncian los principales resultados de clasifi-
cación de categoŕıas de fusión que se conocen. Se supone que k = C es
el cuerpo de los números complejos.

Los resultados siguientes generalizan resultados conocidos sobre
álgebras de Hopf semisimples.

Teorema 2.29. Sea C una categoŕıa de fusión sobre el cuerpo k y
sean p y q números primos distintos.

(a) ([ENO, Corollary 8.30].) Supongamos que FPdim C = p. En-
tonces C es equivalente a rep(kZp , ω), para un único ω ∈ H3(Zp, k

×).

(b) ([ENO, Corollary 8.32].) Supongamos que FPdim C = p2. Si
p > 2, C es equivalente a rep(kG, ω), para algún grupo G tal que |G| =
p2, y ω ∈ H3(Zp, k

×). Si p = 2, C es equivalente a rep(kG, ω), donde
|G| = 4, o bien C ' T Y(Z2, χ, d).

(c) ([EGO].) Supongamos que FPdim C = pq. Si p > 2, C es
equivalente a rep(kG, ω), para algún grupo G tal que |G| = pq, y ω ∈
H3(Zp, k

×). Si p = 2, C es equivalente a rep(kG, ω), donde |G| = 2q, o
bien C ' T Y(Zq, χ, d).

La clasificación de las álgebras de Hopf semisimples en dimensión
p es debida a Y. Zhu [Z]; en dimensión p2 se debe a Masuoka [M3],
y en dimensión pq se debe a Etingof, Gelaki, Masuoka y Westreich
[EG2, GW, M2].
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Ejercicios
1. Demostrar que T Y es una categoŕıa de fusión sobre k.
2. Calcular las dimensiones de Frobenius-Perron de las categoŕıas de

Tambara y Yamagami y de las categoŕıas de tipo grupo.
3. Sea T Y(G, χ, d) una categoŕıa de Tambara y Yamagami.

a) Demostrar que FPdim a = 1, para todo a ∈ G, y FPdim m =√
(|G|).

b) Deducir que T Y(G,χ, d) es la categoŕıa de representaciones de
una cuasi-álgebra de Hopf si y sólo si |G| es un cuadrado en Z.

4. Demostrar que las dimensiones de Frobenius-Perron en una cate-
goŕıa de tipo grupo C(G,ω, F ) son enteras.

5. Sea G = Sn el grupo simétrico en n śımbolos, y sea F el subgrupo
formado por todas las permutaciones σ ∈ Sn, tales que σ(1) = 1.
Probar que C(G, 1, F ) admite un funtor de fibra C → veck.
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