Kapitola 7

Krivky a plochy technické praxe

V technické praxi se setkdavame s tim, ze potiebujeme kiivky a plochy, které se
daji libovolné upravovat a zaroven je jejich matematické vyjadreni jednoduché. V
Sedesatych letech minulého stoleti se objevily Fergusonovy, pozdéji Bézierovy a Co-
onsovy ktivky a plochy. Na né navazaly splajny a v soucasné dobé se v modernich
CAD systémech pouzivaji NURBS kiivky a plochy. V roce 2003 se ve studiu Maya
objevily plochy T-spline.

7.1 Zakladni princip

Zékladem vsech vyse uvedenych ploch a ktivek jsou fidici body. Kfivka ¢i plocha jimi
obecné neprochézi, jedna se tedy o aproximacni kiivky a plochy. K témto bodu jsou
podle typu vybrany tidici — bazové funkce - bersteinovy polynomy pro bézierovy
krivky a plochy, B-spline funkce pro splajny a NURBS.

Vysledny bod na kfivce ¢i plose je dan jako linedrni kombinace fidictho bodu s
funkci k nému patiici. Vysvétlime si to na Bézierové kiivce.

Mame déany ctyii fidici body Py, Pi, P, P3 a bazové bersteinovy polynomy:

By(t) = (1—1t)°

Bi(t) = 3t(1—1t) (7.1)
By(t) = 3t*(1—1)

Bs(t) = t*

Parametr ¢ probiha v intervalu od nuly do jedné a pro kazdou hodnotu urci
jeden bod na vysledné ktivce. Vezmeme pevné parametr ¢ roven 0,25 a vypocitame
vysledny bod jako kombinaci

C(O, 25) == P()BQ(O, 25) —I— PlBl (0, 25) —|— PQBQ(O, 25) —|— P3Bg(0, 25)
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Vypocitame hodnoty bersteinovych polynomu a pak postupné vezmeme x, vy, 2-
ovou soutadnici jednotlivych bodu a dostaneme tfi ¢isla, kterd udavaji vysledny bod
na kiivce. Matematicky zapise je:

Q) =) PBi(t), t€(0,1) (7.2)

Pro plochy je vypocet obtiznéjsi. Jako vstup mame sit fidicich bodu a tedy kazdy
bod ma dva indexy — fadkovy a sloupcovy. Pti vypoctu pritadime kazdému bodu dve
bazové funkce, které odpovidaji indexiim daného bodu, tzn. bod P3; bude nasoben
bersteinovymi polynomy B3 a B;. Jak vime plocha je dana dvéma parametry, proto
prvni funkce bude vyc¢islena s prvnim parametrem a druhd s druhym parametrem.
Matematicky muzeme vSechny tyto kombinace zapsat jako:

S(r,s) = ZZBjBi(r)Bj<s), (7.3)

Tento princip funguje i pro dalsi typy kfivek a ploch jen s ruznymi tvary bazovych
polynomu.

7.1.1 Fergusonovy krivky a plochy

Zakladni oblouk je urcéen ¢tyirmi body Fy, Py, P», P3. Kiivka ma krajni body Fy, Ps.
_— —5

Tecné vektory v téchto bodech jsou PyPi, P3P,. Velikost téchto vektoru ovliviiuje

tvar kiivky — ¢im je vektor vétsi, tim vice se kiivka k vektoru ptiblizuje.

Krivka je definovana parametrickymi rovnicemi:

3

Q(t) = PF(1), t€(0,1) (7.4)

=0
) = 2 —t*—t+1
Fi(t) = 2 =22+t (7.5)
Fy(t) = —3t° + 4
F(t) = t*—+¢

Dvojrozmérnym zobecnénim Fergusonovych kiivek dostaneme Fergusonovy plo-
chy. Jsou dany siti redlnych bodu P;; a jejich rovnice je:

Qlrys) =3 _ > PyFilr)Fy(s), (7.6)

kde F; jsou polynomy definované v rovnici (6.5) a (r,s) € (0,1) x (0,1).
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Obrazek 7.1: Fergusonova plocha

7.1.2 Bézierovy krivky a plochy

Bézierovy kiivky a plochy jsou velmi ¢asto pouzivany v technické praxi. Za jejich za-
kladatele je povazovan P. E. Bézier a nezavisle na ném také P. de Caﬁ au._Kf)ina je
urcena ¢tyifmi body a prochazi prvnim a poslednim z nich. Vektory Fy Py, P P; urcuji
tecny v krajnich bodech. Jejich smérnice jsou rovny tretiné délky téchto usecek.

Ktivka je definovana parametrickymi rovnicemi:
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Q(t) =) PBi(t), t€(0,1) (7.7)

Bo(t) = (1—1t)°

) = 3t(1—1) (7.8)
By(t) = 3t*(1—1t)
Bs(t) = 3

Obecna Bézierova kiivka vznikne zobecnénim predchoziho pripadu. Bazové po-
lynomy tvori binomicky rozvoj.

Méjme dano n + 1 fidicich bodu, potom je Bézierova kiivka tvaru:

Q(t) = Xn:PiBi"(t), te(0,1), (7.9)
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Obrazek 7.2: Bézierova krivka a plocha

B(t) = (7;‘) £i(1 — )"

Dvojrozmérnym zobecnénim Bézierovych kiivek dostaneme Bézierovy plochy. Jsou
dany siti redlnych bodu P;; a rovnice plochy je:

Q(r, s) = ZzajBi(mBj(s), (7.10)

kde B; jsou polynomy definované v rovnici (6.8) a (r,s) € (0,1) x (0, 1).

7.1.3 Coonsovy krivky a plochy

Podobné Fergusonovym kiivkam jsou Coonsovy kiivky, pojmenované po S. A. Co-
onsovi. Jedinym rozdilem je tvar bazovych polynomu. Zékladni oblouk je opét urcen
¢tytmi body Py, Py, Ps, Ps. Kiivka vSak nezacind ani nekoné¢i v zadném z téchto bodu.
Pocateéni a koncovy bod lezi v antitézistich trojuhelniku PyPy P a PP Ps3.

Krivka je definovana parametrickymi rovnicemi:

Qt) = EZPZCZ-(t), te(0,1) (7.11)
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Co(t) = (1_t>3

Ci(t) = 3t° -6t +4 (7.12)
Co(t) = 3t +3° +3t+1

Cs(t) = t°

Jednotlivé Coonsovy kubiky je mozné hladce napojit. Pokud ma navazujici ob-
louk prvni tfi body shodné s poslednimi tfemi ptedchoziho oblouku, dostavame po
¢astech polynomidlni kiivku, ktera se nazyva Coonsuv kubicky B-spline.

Dvojrozmérnym zobecnénim Coonsovych kiivek dostaneme Coonsovy plochy.
Jsou dény siti redlnych bodu P;; a rovnice plochy je:

Q(r,s) = Z > PyCi(r)Cy(s), (7.13)

kde C; jsou polynomy definované v rovnici (6.12) a (r,s) € (0,1) x (0,1)

7.1.4 B-spline kfivky a plochy

Ve vsech ptredchozich pripadech probihal parametr t interval od nuly do jedné a
zalezelo pouze na tvaru bazovych funkci. Pridejme nyni k bazovych funkcim po-
sloupnost realnych ¢isel, podle které se budou pocitat jednotlivé hodnoty funkci.
Tyto bazové funkce se nazyvaji B-spline funkce a posloupnosti se iikd uzlovy
vektor. Na uzlovy vektor jsou kladena dalsi omezeni - je neklesajici, uzly se mohou
opakovat jen tolikrat, kolik je stupen kfivky a vétsinou byva v intervalu od nuly
do jedné, ale obecné nemusi. B-spline funkce je definovana rekurentné nasledujicim
predpisem:

Necht t = (to,ty,...t,) je uzlovy vektor. B-spline funkce je definovdna jako:

NO (t) . 1 pro t - <tiati+1)
’ 0 jinak

t—1t; _ t; —t _
NE(t) = I NE (1) 4 LD R, (7.14)

tig —t; " Litkr1 — Lig1
kde0<i<n—-k—-1,1<k<n-123:=0.

B-spline kfivka je dana klasicky jako kombinace bodu s hodnotou ptislusné

s

ritmus, ktery je zalozen na urcitych vlastnostech B-spline funkei.
Méjme dédno m+1 Fdicich (kontrolnich) bodt Py, Py, . .., Py, kde P; € R? uzlovy
vektor t = (o, 1, .. tmins1). B-spline kiivka stupné n pro tidici body P; a uzlovy
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Obrazek 7.3: Ukazka B-spline funkci - ekvidistantni a neekvidistantni

vektor t je definovana jako:

C(t) = 3" PNI ), (7.15

kde N jsou bazové B-spline funkce.

Plocha je definovana nad siti bodu se dvéma stupni, dvéma uzlovymi vektory
pro tadky a sloupce.

PyNi(r)N; () (7.16)

S(r,s) = Z

!
i=0 j=0

7.1.5 NURBS krivky a plochy

Zkratka NURBS byva vtipné vysvétlovana jako Nobody Understand Rational B-
Spline. Ve skutecnosti vsak znamend neuniformni raciondlni B-spline. Kromé slova
racionalni jsme se jiz se vSemi ostatnimi pojmy setkali. B-spline funkce a tedy i kivky
a plochy byly probrany v predchozi ¢asti. Jsou to aproximacni k¥ivky a plochy dané
fidicimi body a spjaté s B-spline funkcemi. Tyto funkce jsou zadany rekurentné a
jejich tvar zavisi na uzlovém vektoru.

Neuniformni znamena, ze rozdil sousednich ¢isel v uzlovém vektoru neni kon-
stantni. Tj. prubéh kfivkou neni plynuly, coz dava vétsi moznosti ptfi uprave tvaru.

Pojem racionélni vznikl ptidanim vah k bodim. Kazdému bodu je pfitazeno ob-
vykle kladné cislo, které udava, jakou silou se bude kiivka k danému bodu ptitahovat.
Pokud je v intervalu j0,1;, znamena to, ze vliv je maly a kiivka jde od bodu dal.
Pokud je vétsi nez jedna, zvysuje se sila tohoto bodu a ten si kiivku pfitahne. Ge-
ometricky je vypocet plochy s vahami feSen rozsitenim prostoru o dimenzi vyse.
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Obréazek 7.4: Vliv vdhy na tvar kiivky

Za c¢tvrtou souradnici bodu se bere véaha a pocita se s ni stejné jako s ostatnimi
soufadnicemi. Na konci vypoctu se vahou prvni tii vypoctené hodnoty vydéli. Ma-
tematicky to lze zapsat jako:

> imo Wi NT ()
2imowilVi' (1)
NURBS krivky a plochy se pouzivaji v.CAD systémech pro jejich velmi dobré
modelaéni schopnosti. Zménou polohy bodu, velikosti vahy ¢i tvarem uzlového vek-
toru se muze ménit lokalné tvar kiivky ¢i plochy.

C(t) =

(7.17)

Oproti predchozim typum kiivek dovedou NURBS jako jediné presné vyjadiit
kuzelosecky a tedy s nimi jdou konstruovat zékladni télesa (kuzel, védlec, anuloid,
atd.). Obecnd NURBS plocha vypadd matematicky jiz pomérné slozité:

im0 D=0 Wi Py N (u) N} (v)
i 2o NI (W) N} (v)

C(u,v) = (7.18)

Obrazek 7.5: NURBS plocha a jejf fidici sit
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7.1.6 T-spline

Nasledovnikem NURBS se staly T-spline plochy. Jsou ve vSem podobné NURBS
plocham — tidici body, bazové B-spline funkce, vahy ALE NEPOTREBUJI PRA-
VIDELNOU SIT. Jejich usporadani je libovolné a jsou propojeny pouze pomoci
lokélnich uzlovych vektoru, které popisuji jejich vztah k ostatnim bodum v okoli.
Nepravidelné navazovani je nazyvano T-junctions, coz je misto, kde v siti bodu lezi
jeden krajni bod hrany uprostied hrany jiné.

Vyhodou pouzivani T-spline je omezeni poctu kontrolnich bodu. Kazdy NURBS
plocha je zaroven i T-spline. Pomoci algoritmu nazvaného T-spline simplification lze
omezit pocet fidicich bodu puvodni NURBS plochy na polovinu az tietinu. Dale se
zbavime tzv. superflous(nadbyteénych) bodu body! superflous, které jsou v NURBS
siti pouze pro doplnéni jeji pravidelnosti.

Dalsi prednosti T-spline je velmi dobré napojovani libovolné velkych ploch. Pro
grafiky je také velmi vyhodnd funkce pridavani novych bodu pomoci algoritmu T-
spline refinement bez zmény tvaru vysledné plochy a bez pridavani celého sloupce a
radku do sité.

s

8 . :
1 0.5 1
1
1
t 0,5 0.5 1
9
1

1 15 15 2 15 1 ”

Obréazek 7.6: Obecnd T-mesh
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Obrazek 7.7: Obecnd T-spline plocha (z = 0, z obecné)



