
Kapitola 7

Křivky a plochy technické praxe

V technické praxi se setkáváme s t́ım, že potřebujeme křivky a plochy, které se
daj́ı libovolně upravovat a zároveň je jejich matematické vyjádřeńı jednoduché. V
šedesátých letech minulého stolet́ı se objevily Fergusonovy, později Bézierovy a Co-
onsovy křivky a plochy. Na ně navázaly splajny a v současné době se v moderńıch
CAD systémech použ́ıvaj́ı NURBS křivky a plochy. V roce 2003 se ve studiu Maya
objevily plochy T-spline.

7.1 Základńı princip

Základem všech výše uvedených ploch a křivek jsou ř́ıdićı body. Křivka či plocha jimi
obecně neprocháźı, jedná se tedy o aproximačńı křivky a plochy. K těmto bod̊u jsou
podle typu vybrány ř́ıdićı – bázové funkce - bersteinovy polynomy pro bézierovy
křivky a plochy, B-spline funkce pro splajny a NURBS.

Výsledný bod na křivce či ploše je dán jako lineárńı kombinace ř́ıdićıho bodu s
funkci k němu patř́ıćı. Vysvětĺıme si to na Bézierově křivce.

Máme dány čtyři ř́ıdićı body P0, P1, P2, P3 a bázové bersteinovy polynomy:

B0(t) = (1− t)3

B1(t) = 3t (1− t)2 (7.1)

B2(t) = 3t2 (1− t)

B3(t) = t3

Parametr t prob́ıhá v intervalu od nuly do jedné a pro každou hodnotu urč́ı
jeden bod na výsledné křivce. Vezmeme pevně parametr t roven 0, 25 a vypoč́ıtáme
výsledný bod jako kombinaci

C(0, 25) = P0B0(0, 25) + P1B1(0, 25) + P2B2(0, 25) + P3B3(0, 25)
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Vypoč́ıtáme hodnoty bersteinových polynomů a pak postupně vezmeme x, y, z-
ovou souřadnici jednotlivých bod̊u a dostaneme tři č́ısla, která udávaj́ı výsledný bod
na křivce. Matematický zápise je:

Q(t) =
3∑

i=0

PiBi(t), t ∈ 〈0, 1〉 (7.2)

Pro plochy je výpočet obt́ıžněǰśı. Jako vstup máme śıt’ ř́ıdićıch bod̊u a tedy každý
bod má dva indexy – řádkový a sloupcový. Při výpočtu přǐrad́ıme každému bodu dvě
bázové funkce, které odpov́ıdaj́ı index̊um daného bodu, tzn. bod P31 bude násoben
bersteinovými polynomy B3 a B1. Jak v́ıme plocha je dána dvěma parametry, proto
prvńı funkce bude vyč́ıslena s prvńım parametrem a druhá s druhým parametrem.
Matematicky můžeme všechny tyto kombinace zapsat jako:

S(r, s) =
3∑

i=0

3∑
j=0

PijBi(r)Bj(s), (7.3)

Tento princip funguje i pro daľśı typy křivek a ploch jen s r̊uznými tvary bázových
polynomů.

7.1.1 Fergusonovy křivky a plochy

Základńı oblouk je určen čtyřmi body P0, P1, P2, P3. Křivka má krajńı body P0, P3.

Tečné vektory v těchto bodech jsou
−−→
P0P1,

−−→
P3P2. Velikost těchto vektor̊u ovlivňuje

tvar křivky – č́ım je vektor větš́ı, t́ım v́ıce se křivka k vektoru přibližuje.

Křivka je definována parametrickými rovnicemi:

Q(t) =
3∑

i=0

PiFi(t), t ∈ 〈0, 1〉 (7.4)

F0(t) = t3 − t2 − t + 1

F1(t) = t3 − 2t2 + t (7.5)

F2(t) = −3t3 + 4t2

F3(t) = t3 − t2

Dvojrozměrným zobecněńım Fergusonových křivek dostaneme Fergusonovy plo-
chy. Jsou dány śıt́ı reálných bod̊u Pij a jejich rovnice je:

Q(r, s) =
3∑

i=0

3∑
j=0

PijFi(r)Fj(s), (7.6)

kde Fi jsou polynomy definované v rovnici (6.5) a (r, s) ∈ 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉 .
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Obrázek 7.1: Fergusonova plocha

7.1.2 Bézierovy křivky a plochy

Bézierovy křivky a plochy jsou velmi často použ́ıvány v technické praxi. Za jejich za-
kladatele je považován P. E. Bézier a nezávisle na něm také P. de Casteljau. Křivka je

určena čtyřmi body a procháźı prvńım a posledńım z nich. Vektory
−−→
P0P1,

−−→
P3P2 určuj́ı

tečny v krajńıch bodech. Jejich směrnice jsou rovny třetině délky těchto úseček.

Křivka je definována parametrickými rovnicemi:

Q(t) =
3∑

i=0

PiBi(t), t ∈ 〈0, 1〉 (7.7)

B0(t) = (1− t)3

B1(t) = 3t (1− t)2 (7.8)

B2(t) = 3t2 (1− t)

B3(t) = t3

Obecná Bézierova křivka vznikne zobecněńım předchoźıho př́ıpadu. Bázové po-
lynomy tvoř́ı binomický rozvoj.

Mějme dáno n + 1 ř́ıdićıch bod̊u, potom je Bézierova křivka tvaru:

Q(t) =
n∑

i=0

PiB
n
i (t), t ∈ 〈0, 1〉 , (7.9)
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Obrázek 7.2: Bézierova křivka a plocha

Bn
i (t) =

(
n
i

)
ti(1− t)n−i.

Dvojrozměrným zobecněńım Bézierových křivek dostaneme Bézierovy plochy. Jsou
dány śıt́ı reálných bod̊u Pij a rovnice plochy je:

Q(r, s) =
3∑

i=0

3∑
j=0

PijBi(r)Bj(s), (7.10)

kde Bi jsou polynomy definované v rovnici (6.8) a (r, s) ∈ 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉.

7.1.3 Coonsovy křivky a plochy

Podobné Fergusonovým křivkám jsou Coonsovy křivky, pojmenované po S. A. Co-
onsovi. Jediným rozd́ılem je tvar bázových polynomů. Základńı oblouk je opět určen
čtyřmi body P0, P1, P2, P3. Křivka však nezač́ıná ani nekonč́ı v žádném z těchto bod̊u.
Počátečńı a koncový bod lež́ı v antitěžǐst́ıch trojúhelńık̊u P0P1P2 a P1P2P3.

Křivka je definována parametrickými rovnicemi:

Q(t) =
1

6

3∑
i=0

PiCi(t), t ∈ 〈0, 1〉 (7.11)
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C0(t) = (1− t)3

C1(t) = 3t3 − 6t2 + 4 (7.12)

C2(t) = 3t3 + 3t2 + 3t + 1

C3(t) = t3

Jednotlivé Coonsovy kubiky je možné hladce napojit. Pokud má navazuj́ıćı ob-
louk prvńı tři body shodné s posledńımi třemi předchoźıho oblouku, dostáváme po
částech polynomiálńı křivku, která se nazývá Coons̊uv kubický B-spline.

Dvojrozměrným zobecněńım Coonsových křivek dostaneme Coonsovy plochy.
Jsou dány śıt́ı reálných bod̊u Pij a rovnice plochy je:

Q(r, s) =
3∑

i=0

3∑
j=0

PijCi(r)Cj(s), (7.13)

kde Ci jsou polynomy definované v rovnici (6.12) a (r, s) ∈ 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉

7.1.4 B-spline křivky a plochy

Ve všech předchoźıch př́ıpadech prob́ıhal parametr t interval od nuly do jedné a
záleželo pouze na tvaru bázových funkćı. Přidejme nyńı k bázových funkćım po-
sloupnost reálných č́ısel, podle které se budou poč́ıtat jednotlivé hodnoty funkćı.
Tyto bázové funkce se nazývaj́ı B-spline funkce a posloupnosti se ř́ıká uzlový
vektor. Na uzlový vektor jsou kladena daľśı omezeńı - je neklesaj́ıćı, uzly se mohou
opakovat jen tolikrát, kolik je stupeň křivky a většinou bývá v intervalu od nuly
do jedné, ale obecně nemuśı. B-spline funkce je definována rekurentně následuj́ıćım
předpisem:
Necht’ t = (t0, t1, . . . tn) je uzlový vektor. B-spline funkce je definována jako:

N0
i (t) =

{
1 pro t ∈ 〈ti, ti+1)

0 jinak

Nk
i (t) =

t− ti
ti+k − ti

Nk−1
i (t) +

ti+k+1 − t

ti+k+1 − ti+1

Nk−1
i+1 (t) , (7.14)

kde 0 ≤ i ≤ n− k − 1, 1 ≤ k ≤ n− 1, 0
0

:= 0.

B-spline křivka je dána klasicky jako kombinace bod̊u s hodnotou př́ıslušné
bázové funkce. Výpočet je však náročněǰśı a použ́ıvá se k němu deBoor̊uv algo-
ritmus, který je založen na určitých vlastnostech B-spline funkćı.

Mějme dáno m+1 ř́ıdićıch (kontrolńıch) bod̊u P0, P1, . . . , Pm, kde Pi ∈ Rd, uzlový
vektor t = (t0, t1, . . . tm+n+1). B-spline křivka stupně n pro ř́ıdićı body Pi a uzlový
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Obrázek 7.3: Ukázka B-spline funkćı - ekvidistantńı a neekvidistantńı

vektor t je definována jako:

C(t) =
m∑

i=0

PiN
n
i (t), (7.15)

kde Nn
i jsou bázové B-spline funkce.

Plocha je definována nad śıt́ı bod̊u se dvěma stupni, dvěma uzlovými vektory
pro řádky a sloupce.

S(r, s) =
k∑

i=0

l∑
j=0

PijNi(r)Nj(s), (7.16)

7.1.5 NURBS křivky a plochy

Zkratka NURBS bývá vtipně vysvětlována jako Nobody Understand Rational B-
Spline. Ve skutečnosti však znamená neuniformńı racionálńı B-spline. Kromě slova
racionálńı jsme se již se všemi ostatńımi pojmy setkali. B-spline funkce a tedy i křivky
a plochy byly probrány v předchoźı části. Jsou to aproximačńı křivky a plochy dané
ř́ıdićımi body a spjaté s B-spline funkcemi. Tyto funkce jsou zadány rekurentně a
jejich tvar záviśı na uzlovém vektoru.

Neuniformńı znamená, že rozd́ıl sousedńıch č́ısel v uzlovém vektoru neńı kon-
stantńı. Tj. pr̊uběh křivkou neńı plynulý, což dává větš́ı možnosti při úpravě tvaru.

Pojem racionálńı vznikl přidáńım vah k bod̊um. Každému bodu je přǐrazeno ob-
vykle kladné č́ıslo, které udává, jakou silou se bude křivka k danému bodu přitahovat.
Pokud je v intervalu ¡0,1¿, znamená to, že vliv je malý a křivka jde od bodu dál.
Pokud je větš́ı než jedna, zvyšuje se śıla tohoto bodu a ten si křivku přitáhne. Ge-
ometricky je výpočet plochy s váhami řešen rozš́ı̌reńım prostoru o dimenzi výše.
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Obrázek 7.4: Vliv váhy na tvar křivky

Za čtvrtou souřadnici bodu se bere váha a poč́ıtá se s ńı stejně jako s ostatńımi
souřadnicemi. Na konci výpočtu se vahou prvńı tři vypočtené hodnoty vyděĺı. Ma-
tematicky to lze zapsat jako:

C (t) =

∑m
i=0 wiPiN

n
i (t)∑m

i=0 wiNn
i (t)

, (7.17)

NURBS křivky a plochy se použ́ıvaj́ı v CAD systémech pro jejich velmi dobré
modelačńı schopnosti. Změnou polohy bodu, velikosti váhy či tvarem uzlového vek-
toru se může měnit lokálně tvar křivky či plochy.

Oproti předchoźım typ̊um křivek dovedou NURBS jako jediné přesně vyjádřit
kuželosečky a tedy s nimi jdou konstruovat základńı tělesa (kužel, válec, anuloid,
atd.). Obecná NURBS plocha vypadá matematicky již poměrně složitě:

C (u, v) =

∑q
i=0

∑r
j=0 wijPijN

m
i (u) Nn

j (v)∑q
i=0

∑r
j=0 Nm

i (u) Nn
j (v)

, (7.18)

Obrázek 7.5: NURBS plocha a jej́ı ř́ıdićı śıt’
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7.1.6 T-spline

Následovńıkem NURBS se staly T-spline plochy. Jsou ve všem podobné NURBS
plochám – ř́ıdićı body, bázové B-spline funkce, váhy ALE NEPOTŘEBUJÍ PRA-
VIDELNOU SÍŤ. Jejich uspořádáńı je libovolné a jsou propojeny pouze pomoćı
lokálńıch uzlových vektor̊u, které popisuj́ı jejich vztah k ostatńım bod̊um v okoĺı.
Nepravidelné navazováńı je nazýváno T-junctions, což je mı́sto, kde v śıti bod̊u lež́ı
jeden krajńı bod hrany uprostřed hrany jiné.

Výhodou použ́ıváńı T-spline je omezeńı počtu kontrolńıch bod̊u. Každý NURBS
plocha je zároveň i T-spline. Pomoćı algoritmu nazvaného T-spline simplification lze
omezit počet ř́ıdićıch bod̊u p̊uvodńı NURBS plochy na polovinu až třetinu. Dále se
zbav́ıme tzv. superflous(nadbytečných) bod̊u body! superflous, které jsou v NURBS
śıti pouze pro doplněńı jej́ı pravidelnosti.

Daľśı přednost́ı T-spline je velmi dobré napojováńı libovolně velkých ploch. Pro
grafiky je také velmi výhodná funkce přidáváńı nových bod̊u pomoćı algoritmu T-
spline refinement bez změny tvaru výsledné plochy a bez přidáváńı celého sloupce a
řádku do śıtě.

Pravidla pro jejich tvorbu jsou náročněǰśı, ale zájemci je naleznou v odkazech.
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Obrázek 7.6: Obecná T-mesh
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Obrázek 7.7: Obecná T-spline plocha (z = 0, z obecné)


