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1 Vzpér centricky tlaceného prutu

>
¥

Obrazek 1: Tla¢eny nosnik o jednom poli

1.1 Vychozi vztahy

Tato semestralni préce castecné navazuje na semestralni praci Pruhyb
nosniku, jejimz obsahem bylo podrobné odvozeni rovnice pruhybové cary pro
prosté podepieny homogenni nosnik s konstantnim symetrickym prufezem,
jehoz podélna osa lezi v souradné ose x a na néjz pusobi ve sméru osy y
spojité zatizeni a déle je na koncich tla¢en osovou silou F. Budeme tedy bez
dalstho vysvétlovani piimo vychézet ze ziskanych vztahu.

Ukazme pouze drobnou zménu, ktera je dana absenci spojitého zatizeni.
Pti nulové hodnoté spojitého zatizeni dojde k vyraznému zjednoduseni a ziska-
me homogenni diferencidlni rovnici pro pruhyb w(x) ve tvaru

F

(4) " S

kde F' je sila, kterou je nosnik tlacen na svych koncich,
E je Younguv modul pruznosti,
I je moment setrvacnosti prufrezu k ose .

Pro homogenni nosnik bude hodnota Youngova modulu pruznosti kon-
stantni po celé délce nosniku, pro zjednoduseni navic uvazujme nosnik kru-

hového prufezu a mozné vyboceni pouze v roviné xy.

Po zavedeni



bude mit rovnice tvar

w®(z) + K’ (z) = 0. (2)
Substituct
p(r) = w"(x)

prevedeme rovnici (2) na diferencidlni rovnici druhého fadu ve tvaru

p'(x) + Kp(a) = 0 (3)

s obecnym feSenim ve tvaru
p(x) = Cy cos(kz) + Cysin(kz). (4)

Timto krokem a navratem k substituci jsme ziskali vztah pro druhou
derivaci pruhybu

w" = C cos(kx) + Cysin(kz). (5)
Dvojim integrovanim, resp. derivovanim tohoto vyrazu ziskame rovnice

pro pruhyb a jeho prvni derivaci, resp. rovnice pro treti a ¢tvrtou derivaci
pruhybu

1 1 .
w = —ECl cos(kx) — EC’Q sin(kx) + Csz + Cy, (6)
o1 1
w' = EC’l sin(kzx) — ECQ cos(kx) + Cs, (7)
w" = —kCy sin(kz) + kCy sin(kx), (8)
w® = —k2Cy cos(kx) — k2Cy sin(kz). (9)

Tyto rovnosti vychazeji z obecného teseni, budou tedy platit pro kazdy
tlaceny prut bez ohledu na to, jakym zpusobem je na svych koncich podepten.
Zpusob podepreni se projevi pouze ve ¢tyrech okrajovych podminkach, které
jsou pro teseni diferencidlni rovnice ¢tvrtého fadu nezbytné.



1.2 Reseni problému stability pro rtzné zptisoby po-
depreni nosniku,
vyuziti diferencialnich operatoru

) .
Zaved me oznaceni

A =k?

a zabyvejme se otdzkou, pro kterd A ma rovnice (2), resp. (3) doplnénd o okra-
jové podminky nenulové feseni na intervalu [0, L], kde L je délka nosniku.
Pujde tedy o hledani vlastnich ¢isel A a prislusnych vlastnich funkci daného
problému.

1.2.1 Kloubové podepreni

Piipadu prosté podepieného nosniku (Obrazek 1) odpovidaji okrajové
podminky vyjadiujici nulovy prihyb a nulovy moment na obou jeho koncich

w(0) =0, (10)
w"(0) =0, (11)
w(L) =0, (12)
w"(L) = 0. (13)

Z okrajové podminky (11) a rovnosti (5) plyne
C;=0
a ddle je z podminky (10) zfejm4 rovnost
Cy = 0.

Vyuzitim dvou zbyvajicich okrajovych podminek (12) a (13) pro pravou
podporu dostavame

1 :
_ECQ sm(kL) —+ CgL =0

Cysin(kL) = 0.
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Vzhledem k tomu, ze délka nosniku L je nenulova, je z porovnani obou
vyrazu ziejmé, ze musi platit

03:().

Zajimé nés netrividlni feseni, jez nastane pokud Cy # 0, tedy pfi rovnosti

sin(kL) = 0,

ktera nastava v pripadé, ze
kL = nr, (14)

kde n je libovolné celé ¢islo.

Vzhledem k predpokladu kladné sily F' a tedy z (1) plynoucich kladnych
hodnot pro k, a dale z platnosti sin(—a) = —sin(«), muzeme uvazovat n
zjednoduseneé jako celd kladné cisla.

Nulu muzeme vyloucit, protoze pro n = 0 je k = 0 a tedy F' = 0, coz je
v rozporu s predpokladem, ze na nosnik pusobi nenulova sila F.

Podivejme se na cely problém okrajovych tloh a hledani vlastnich ¢isel
a vlastnich funkci obecnéji. Z matematického hlediska je mozné kazdou okra-
jovou ulohu vyjadiit v tzv. operatorovém tvaru, tedy pomoci vhodného di-
ferencialniho operatoru a ptislusné operatorové rovnice. Okrajové podminky
se v takovém piipadé objevi v definicnim oboru operatoru, ktery budeme
znacit D 4.

Potom pro feseni vyse uvedené 1lohy prosté podepreného nosniku vyuzi-
jeme substituovany tvar

p"(z) + Ap(x) =0 (15)
a okrajové podminky

p(0) = p(L) = 0. (16)

Zvolme linearni diferencidlni operator dany predpisem

A =-D?



na mnoziné pripustnych funkei
Da={peC*([0,L]) : p(0) = p(L) = 0}

s prislusnou operatorovou rovnici

Ap = Ap.

Podle véty o vlastnich ¢islech ([2, Véta 5.7 (iii)]) vime, ze pro symet-
ricky a pozitivni operator jsou vSechna vlastni ¢isla kladné. Staci tedy tyto
vlastnosti dokazat pro ndmi zvoleny operator A.

Pii dukazu symetrie vyuzijeme metodu per partes a nasledné dosazeni
okrajovych podminek

L L L
(Ap,q) = (—p",q) = / —p'gdx = [—p/qls+ / p'qd de = / p'd dz = (p',q),
0 0 0

L L L
(Ag,p) = (—4",p) =/ —¢"'pdx = [—q’p]§+/ qp dx:/p’q’ de = (p',¢),
0 0 0
takze
(Ap,q) = (.¢) = (d,p') = (Ag,p) = (p, Aq),

operator A je tedy symetricky. S vyuzitim obdobnych tprav ukazeme, ze se
jedna také o operator pozitivni, tedy ze pro kazdou netrivialni funkci p € D4
plati (Ap,p) > 0.

(Ap,p) = (¥, p) = I'|I* >0,

ostrd nerovnost plyne z toho, ze nulové hodnoty vyraz ||p'[|?> nabyvd pouze
pro piipad p’ = 0, tedy p = konst., coz vzhledem k okrajovym podminkdm
nulovych hodnot v krajnich bodech intervalu znamend p = 0 na celém inter-
valu [0, L], v definici pozitivniho operatoru se vsak uvazuji pouze netrivialni
funkce, a pro ty uvedena nerovnost plati.

Tim jsou dokazany potiebné predpoklady pro platnost véty o vlastnich
¢islech operatoru, vSechna vlastni ¢isla musi byt kladna, a tedy nula neni
vlastnim ¢islem daného problému.



Dosazenim okrajovych podminek (16) do Feseni (4) ziskdme soustavu
dvou rovnic pro dvé neznamé C; a Cy

(cl) sin(OkL)) (gl) - (8) ’

kterd ma netrividlni feSeni praveé tehdy, kdyz je matice M soustavy singularni,
tedy pokud je determinant matice M roven nule. Odtud velmi jednoduse
dostavame podminku sin(kL) = 0, k niz jsme dosli pfi hledani netrividlniho
feseni okrajové tlohy bez vyuziti diferencidlnich operatoru.

Podminka je splnéna pravé tehdy, pokud plati rovnost (14), odtud

kn:%, n=1,2.3,...

Vlastni ¢isla pro piipad prosté podepieného tlaceného nosniku jsou tedy
déna vztahem

n?n?

— 1.2 _
)\n_kn_ L27

n=1,23,...,

pricemz kazdému vlastnimu ¢islu A, piislusi vlastni funkce

. nTT
Pn = sin —

L
a vSechny jeji nenulové skalarni nasobky.

Pri statickém posuzovani konstrukei nés zajima prvni, t.j. nejmensi vlastni
¢islo a jemu odpovidajici vlastni funkce, tedy

A ™ . T
= — = S —.
1 L27 pl L

Ptripomenme vztah (1), ktery jsme v ivodu tohoto textu zavedli. Z prvniho
vlastniho ¢isla a tohoto vztahu vyjadiime tvz. kritickou silu, tedy nejmensi
silu, pti které dojde ke ztraté stability tlaceného nosniku

Pokud bychom chtéli od vlastnich funkei pro substituovanou rovnici prejit
k feseni puvodni diferencialni rovnice pro pruhyb w, potom vztah pro vlastni



funkce p, dvakrit integrujeme a vyuzijeme okrajové podminky (10) a (12)
pro urceni integracnich konstant

. nmx ”
Pp = Sl —— = w
L

n?

L nmwx
w;, = ——cos — + Cj,
m L

L2
wy = —— sin@ + Csx + Oy,
s L

z okrajové podminky (10) uréime hodnotu konstanty C; = 0 a ndsledné
z podminky (12) konstantu C3 = 0. Netrivialni feseni pruhybu tedy bude
mit tvar

1.2.2 Kombinace posuvného kloubu a vetknuti

Uvazujme stejny nosnik, ktery bude na svém pravém konci vetknuty.
Zména podepieni se projevi pouze v okrajovych podminkéch, které budou
mit nyni podobu

w(0) = w(L) =0,
w"(0) = 0,
w'(L) =0,

tedy v misté vetknuti jiz neplati nulova hodnota momentu, ale objevi se
zde podminka nulového pootoceni.

Z podminky nulového momentu v misté kloubové podpory w”(0) = 0
arovnosti (5) dostavame nulovou hodnotu konstanty C a nasledné z podmin-
ky nulového pruhybu v téze podpofe w(0) = 0 a rovnosti (6) nulovou hodnotu
konstanty Cj.

Pro zbyvajici dvé konstanty C5 a (5 vytvorime soustavu dvou rovnic
dosazenim okrajovych podminek v misté vetknuti do rovnosti (6) a (7) s ma-
ticovym zapisem

—Lsin(kL) L\ [Ch 0

—2cos(kL) 1 Cs 0



a opét budeme hledat netrivialni feSeni soustavy, tedy ptipad, kdy je deter-
minant matice M roven nule.

1 1
det(M) = 2 sin(kL) + % cos(kL) =0

a po upraveé dostavame podminku pro existenci netrivialniho reseni

sin(kL) — kL cos(kL) = 0,

coz je transcendentni rovnice, jejiz feSeni nalezneme iterac¢ni numerickou me-
todou. Nejmensim kladnym feSenim je

kL = 4,4934 = 1,430 T,

z ¢ehoz vyjadiime velikost kritické sily z upravy

2 I 1430°7
El 2
tedy
14302 EI 72 EI x>
J T 2T (17)

L2 (0,70)%"

1.2.3 Jednostranné vetknuty nosnik

Pro vlevo vetknuty nosnik bez podpory na druhém konci bychom ob-
dobnym zpusobem ze vztahu (5) — (9) a okrajovych podminek

w(0) =0, w"(L) =0,

w'(0) =0, w"(L)=0

ziskali hodnotu kritické sily

_E[7r2

cr W (18)



1.2.4 Oboustranné vetknuty nosnik

Pro nosnik vetknuty na obou svych koncich (jedno vetknuti pevné a druhé
posuvné), pro ktery budou platit okrajové podminky

w(0) =0, w(L) =0,
w'(0) =0, w'(L) =0,
je hodnota kritické sily dana vztahem
EI r?
F. = ) 19
05 L7 )

| X1

Obrazek 2: Spojity nosnik o dvou polich

Uvazujme nyni spojity nosnik doplnény vnitini posuvnou kloubovou pod-
porou, tedy nosnik o dvou polich.

Resen{ bude obdobné, jen je nutné diferencidlni rovnici prihybu vyjadit
zv1ast pro kazdé z obou poli a upravit okrajové podminky v misté vnitini
podpory.

1.3.1 Leva ¢ast nosniku

Pro levou ¢ast nosniku délky L, zustanou beze zmény v platnosti rov-
nosti (5) — (9), v levé krajni podpore budou platit i dvé okrajové podminky
prostého nosniku
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ze kterych plyne nulova hodnota konstant C a C4. Rovnosti (6), (7) a (5)
budou mit potom zjednoduSeny tvar

1
wl(xl) = _ECQ Sin(kml) + Cgm,

1
wi(zy) = —EC’g cos(kxy) + Cs,

wy(z1) = Cysin(kxy).

1.3.2 Prava ¢ast nosniku

Pokud na pravé casti nosniku délky Lo budeme uvazovat spodni vlakna na
opacné strané nez na levé ¢asti nosniku a proménnou x5 od krajni podpory
smérem k vnitini podpofe, bude se v podstaté jednat o stejny problém.t

Ve vztazich (5) — (9) se misto konstant C; — Cy objevi jiné konstanty
Cs — Cg, v krajni podpotre budou opét platit stejné okrajové podminky,
ze kterych plyne nulovda hodnota tentokrat pro konstanty C5 a Cg. Rov-
nosti (6), (7) a (5) budou mit pro pravou ¢ast nosniku podobu

1

wa(xg) = —pC’ﬁ sin(kxq) + Crz,
, 1

wy(za) = —EC% cos(kxq) + Cr,

wh (x9) = Cg sin(kas).

IPravou ¢ast nosniku popisujeme v souradné soustavé, kterd vznikne otoéenim souiadné
soustavy pouzité pro levou ¢ast o m a umisténim jejiho pocatku do pravého konce nosniku,
viz znazornéni na Obrazku 2.
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1.3.3 Vnitini kloubova podpora

V misté vnitini kloubové podpory uréime dalsi ctyti okrajové podminky.
Dvé jsou dany nulovym pruhybem

wl(Ll) == w2(L2> == O,

dalsi podminka vyjadiuje spojitost nosniku, tedy rovnost hodnot pootoceni
v misté vnitini podpory pro obé ¢asti nosniku

wi(Ly) = wh(La),

posledni z celkem osmi okrajovych podminek plyne z rovnosti absolutni hod-
noty momentu v misté vnitini podpory. Vzhledem k tomu, Ze jsme pro pravou
a levou ¢éast nosniku volili opaéné umisténi spodnich vldkem a pravé volba
spodnich vldkem urcuje znaménko momentu, bude se tento moment pro jed-
notlivé ¢asti v misté vnitfniho podepreného kloubu lisit pravé o znaménko.
(Viz pozndmku ! na predchozi strané.)

Poznamenejme, ze pti vykresleni prubéhu momentu na celé délce nosniku
bude, pravé diky rozdilnému znaménku, zarucena jeho spojitost v misté
vnitini podpory. Popsanou podminku zapiSeme

wi(L1) = —wy(Ly).

Vyuzitim vSech okrajovych podminek v obecnych fesenich dostaneme sou-
stavu rovnic s maticovym zapisem

~Lsin(kL) L 0 0\ /C, 0

0 0 _k% Sin(k’LQ) L2 03 0

i Cos(llel) . Sir]igklil) 0 — cos(II:Lg) + Sir]igkL[f) 0 C6 0
sin(kLy) 0 sin(kLy) 0 Cr 0

Vyjadiime determinant matice M soustavy a nasledné ho polozime roven

12



nule. Po ipravé dostavame vztah

kLyLosin(k(Li+4Ls)) — (L1+Lo) sin(kLy ) sin(kLs) = 0, (20)

jenz urcuje, pro jaka kladnd k existuje netrivialni feseni okrajové tlohy
s vnitini kloubovou podporou.

1.3.4 Stabilitni tiloha nosniku o dvou polich v operatorovém tvaru

Nyni budeme fesit diferencidlni rovnici nosniku v jediné souradné sou-
stavé na celém intervalu [0, L], s poc¢atkem jediné proménné = v levé krajni
podporte (Obrazek 3). Nepouzivame jiz otoceni souradné soustavy pro pravou
¢ast nosniku jako u predchoziho zpusobu feSeni nosniku o dvou polich. Pfi
tomto pojeti je spojitost funkce w” v bodé vnitini podpory déna rovnosti
lim, 7, w"(z) = lim, 1, + w"(z).

Obrazek 3: Nova volba soufadného systému
Zkusme tulohu tlaceného nosniku o dvou polich zapsat v operatorovém

tvaru a ukazat reseni pomoci vhodné zvoleného diferencialniho operatoru.
Vyjdeme opét ze substituované rovnice (3) ve tvaru

p'(x) + Ap(z) = 0,

s tim, Ze vlastn{ ¢isla A piedpokldaddme ve tvaru \ = k2.
Zvoleny operator a operatorova rovnice bude mit, stejné jako v pripadé
nosniku o jednom poli, podobu

A=-D? Ap = \p.
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Zasadné se ale zméni definicni obor operatoru Dy, jenz nyni definujme
jako podprostor funkci, které ziskame dvojim derivovanim funkei z linearniho
prostoru

M= {w € C2([0, L)) : wlpr, € C([0,L1]) A wly,.yy € CHIL1, L))

Aw(0) = w(Ly) =w(L)=0 A w'(0) =w"(L) = o}.

Podprostor ptipustnych funkei (definiéni obor) operatoru A tedy zapiseme

Dy = {p e O([0,L]) : 3w € M, p(z) = w"(z) Yz € [o,L]}.

Pokud chceme najit netrividlni, tedy nenulové feseni pruhybu centricky
tlaceného nosniku o dvou polich, jedna se o problém hledani vlastnich c¢isel
operatoru A = —D? na vyse popsaném podprostoru funkei D4, ktery piislusi
okrajové tloze

P (@) + Apla) =0,
p(0) = p(L) = 0.

V operatorovém tvaru jde o iilohu nalezeni takové funkce p € D 4 a takové
hodnoty A, aby platilo

Ap = \p, p€ Dy. (21)

Je nutné ovérit, zda je zvoleny operator A symetricky, coz ukazuje nasledu
jici dukaz. Pro dpravu integralu vyuzijeme metodu per partes a nésledné
dosazeni okrajovych podminek

L L Ly
(Ap,q) = (—p",q) = / —p"q dz + / —p'q dx = [—pqls* + / p'qd dz
0 L 0

1

L Lq L
—[p’q}fﬁr/ p'q dz = —p'(L1)-q(Ly) +/ p'q do +p'(L1)-q(L) +/ p'q dzx
L 0 L

1 1
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L1 L
= / p'd dz + / p'q d,
0 Ly

L L L1
(Ag,p) = (—4",p) = / —p ¢"dz + / —p ¢"dz = [-pd|;* + / p'q dz
0 L 0

1

L L1 L
)t + / P do = —p(Ly)-¢/ (L) + / P do + p(Ly)(Ly) + / e de
L 0 L
1 . . 1
:/ p'q dx —l—/p'q' dz.
0 Ly

Dokazme jesté obdobnym zpusobem pozitivitu zvoleného operatoru A,
tedy ze pro kazdou netrivialni funkci p € Dy plati (Ap,p) > 0

L1 L Ly
(Ap,p) = (—=p",p) = / —p"p dz + / —p"p dz = [-p'plg* + / p'p dx
0 L 0

1

Wt / Py de = —p(L) ¢/ (L) + / ()2 de + p(L) 4 (L) + / W) du

1 L . 1
:/ (p')? da —|—/(p')2 dz > 0.
0 L

1

Ostra nerovnost plyne z toho, Ze nulové hodnoty integral nabyva pouze pro
piipad p = 0. Pozitivnost operatoru je ale definovana pouze pro netrivialni
funkce a pro ty integral nulové hodnoty nenabyva. Pozitivnost operatoru je
timto dokézana.

Tim jsou splnény potiebné predpoklady pro platnost véty o vlastnich
¢islech operatoru, vSechna vlastni ¢isla musi byt kladna a nula neni vlastnim
¢islem daného problému.

Piimocaré feseni tlohy (21) spo¢ivd v nalezeni obecnych feseni pro obé
casti nosniku, kterda se vsak budou lisit pouze ve svych integra¢nich kon-
stantach. Téchto konstant bude celkem osm, po ¢tyfech pro kazdé pole nosniku.
Déle je nutné najit netrivialni feseni splnujici jednak okrajové podminky
platné v krajnich kloubovych podporach, tedy v bodech 0 a L, tak i podminky
spojitosti platné v misté vniini podpory, tedy v bodé L;. Po relativné slozitych
upravéch nakonec dostaneme podminku (20), jejiz ziskan{ snazsim zpusobem,
diky otoceni souradného systému pro pravou c¢ast nosniku, jsme jiz drive
ukazali.
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1.3.5 Reseni pro konkrétné zvolené délky obou &asti nosniku

Hodnoty k, potazmo vlastni ¢isla A, tlohy (21) ur¢ime numerickou iteracni
metodou v programu Matlab.

Vytvorime funkci, kterd uréuje hodnotu levé strany podminky (20) v za-
vislosti na hodnoté proménné k a nasledné najdeme nékolik prvnich hodnot &,
pro které je hodnota této funkce nulova. Na Obrazku 4 je grafické znazornéni
hodnoty této funkce v zavislosti na k pro jednu konkrétni polohu vnifni
kloubové podpory (L; = 0,99 L). Hodnoty k, které spliiuji podminku (20)
jsou v mistech pruseciku grafu s osou oznacenou k.

Takto muzeme pro konkrétni pomér délek jednotlivych poli nosniku ziskat
hodnoty k, které spliuji rovnost (20) a nésledné vzdy pro nejmensi (prvni)
hodnotu £k vyjadrit velikost kritické sily, pii které poprvé dojde k vyboceni
tlaceného nosniku o dvou polich. Pro tué¢ely numerickych vypoctu zvolime
jednotkovou délku celého nosniku a délky jednotlivych ¢asti vyjadiime

Ll = OéL,

Ly=(1—a)L, a e 0,1].

Ukazme nékolik konkrétnich piipad.

Limitni priblizeni podpor na okraji nosniku

Zajimavym piipadem je aproximace limitniho priblizeni dvou kloubovych
podpor. Pokud vnitini podporu umistime velmi blizko k jedné z krajnich pod-
por, napiiklad k pravé, pro vypocet zvolme hodnotu a = 0,99, potom prvni
tfi hodnoty k, pro néz existuje netrivialni feseni okrajové tlohy (21), budou

ke = 4,5236
ko = 7,7772
ks = 10,9774

jak ukazuje Obrazek 4.

Vyjadfenim hodnoty kritické sily pro k; ze vztahu (1)

 EI45236°72  EI114399°7° . Elx

FCT

R L? (0,7L)%
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Obrazek 4: Graf hodnoty levé strany rovnosti (20) v zavislosti na hodnoté k

jsme dostali priblizné stejnou hodnotu kritického bfemene jako v pripadé
nosniku o jednom poli, ktery mé vlevo posuvny kloub a vpravo je vetknut.
Toto zjisténi zcela odpovida predstavé chovani nosniku se dvéma velmi bliz-
kymi kloubovymi podporami, a potvrzuje to i vykresleni tvaru prihybu
(Obréazek 5) pro prvni netrividlni feseni. Jelikoz podstatny je zejména tvar
feseni, je pro vykresleni zvolena hodnota EI = 1.

0‘5510

0.5

Prihyb w
e
T

25~

35 L L L L L L L L L |
0 0.1 02 0.3 04 0.5 06 0.7 08 0.9 1

Délka nosniku
Obrazek 5: Tvar vyboceni pro a = 0,99 pii dosazeni kritické sily

7 matematického hlediska ale neni zajimavy pouze pripad dosazeni kri-
feSeni priuhybové rovnice ziskdame i pro dalsi hodnoty k, které splnuji podmin-
ku (20). Ukazme proto jesté tvar vyboceni nosniku pti nadkritickém zatizeni,
konkrétné pro piipad druhého a tfetiho vlastniho éisla (Obrézek 6). I zde
je z vykresleni pruhybu zrejmé, ze se nosnik v misté velmi blizkych podpor
chova témér stejné, jako by byl na tomto svém konci vetknuty.
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Obrazek 6: Tvar druhého a tretiho netrividlniho feseni

Umisténi vnitini podpory do stifedu nosniku

Dalsim zajimavym pripadem je umisténi vnitini podpory presné dopro-
stted nosniku. V takovém ptipadé, tedy pro o = 0,5 , dostaneme nasledujici
hodnoty & spliiujici podminku (20):

ke = 6,2832,
ko = 8,868,
Jey = 12,5664, ..

Pti umisténi vnitini podpory do stfedu nosniku dojde k tomu, ze podpora
lez{ v misté uzlového bodu druhé? vlastni funkce pro prihyb prostého nosniku
o jednom poli délky L.

To znamend, ze hodnota kritické sily odpovida sile, kterou bychom do-
stali z vypoctu pro druhé vlastni ¢islo v iloze vzpéru prostého nosniku o jed-
nom poli délky L a tvar vyboceni bude proto totozny s tvarem druhého ne-
trividlniho reseni pruhybu prostého tlaceného nosniku délky L. Tento pripad
zobrazuje Obrazek 8.

Pro hodnotu &y = 6,2832 spocitame odpovidajici hodnotu kritické sily ze
vztahu (1)

o E16,28322  Eln?
R - (0,5L)%

2Jde o uzlovy bod i véech dalsich sudych vlastni funkei prostého nosniku délky L.

18



Priihyb w

Ze zjisténych hodnot lze konstatovat, ze feSeny nosnik o dvou polich
s vnitini podporou umisténou v poloviné délky nosniku odpovida z hlediska
ztraty stability prosté podeprenému nosniku o jednom poli délky Ly = Ly =
0,5L.
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Obréazek 7: Prvni tvar vyboceni nosniku s vnitini stfedovou podporou
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Obrazek 8: Tvar vyboceni pro druhé a tieti netrividlni feseni pruhybu

Tvar pruhybu nosniku s vnitini stfedovou podporou pro druhé a treti
vlastni ¢islo tlohy (21) je zndzornén na Obrazku 8.

Do uzlového bodu se samoziejmé trefime i pii dalsich polohdch vnitini
1

podpory, napiiklad pti volbé o = 3 ¢i a = % se bude jednat o uzlovy bod
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treti vlastni funkce ulohy prostého tlaceného nosniku, pti hodnoté a = 0,25
¢i a = 0,75 se bude jednat o uzlovy bod ¢tvrté vlastni funkce téze ulohy, atd.

1.3.6 Vliv polohy vnitini podpory na zvySeni vzpérné inosnosti

Zajimavé je zamyslet se nad tim, jak umisténi vnitini kloubové podpory
zméni stabilitu tlaceného nosniku. Porovnejme, jak se v zavislosti na zvo-
lené hodnoté koeficientu o zméni hodnota soucinitele vzpérné délky 3, ktery
figuruje ve vzorci

o Elxn? _FEI 2
oLz (BL)
kde L. = [BL je tzv. vzpérna délka, coz je délka nahradniho, klouboveé
ulozeného nosniku (shodného prufezu) o jednom poli, ktery ma stejnou hod-
notu kritické sily jako posuzovany nosnik. Hodnotu soucinitele vzpérné délky
[ v zavislosti na volbé koeficientu « zobrazuje graf na Obrazku 9.
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Obrazek 9: Zavislost koeficientu  na hodnoté o

Jesté nazornéjsi je vliv polohy vnitini podpory na zvyseni vzpérné tinos-
nosti nosniku v grafickém znézornéni na Obréazku 10, ktery ukazuje hodnotu
poméru kritickych sil nosniku o jednom poli délky L a nosniku s pridanou
vnitini podporou v zavislosti na umisténi této vnitini kloubové podpory, tedy
na volbé koeficientu . (Hodnotu kritické sily nosniku bez vnitini podpory
ozna¢me jednoduse F.)

Pro ptislusny prosty nosnik musi samoziejmé platit predpoklad stejné
hodnoty F a I. Potom z porovnani obou vztahu pro kritickou silu je zfejmé,
ze jejich podil odpovida prevracené hodnoté druhé mocniny soucinitele S

F L? 1

F. (BL? B
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Obréazek 10: Graf zavislosti hodnoty 5—12 na hodnoté a

Graf hodnoty poméru téchto kritickych sil na Obrazku 10 je opét vykres-
len v zavislosti na proménné a.

Grafickd znazornéni vlivu polohy ptfidané podpory jasné ukazuji, ze z hle-

diska vzpérné unosnosti tlaceného nosniku o dvou polich je nejvyhodnéjsi
umisténi vnitini kloubové podpory co nejblize stfedu nosniku.
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