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doc. Ing. Jan Zeman, Ph.D.

doc. RNDr. Jan Chleboun, CSc.





1 Vzpěr centricky tlačeného prutu

F F

L

Obrázek 1: Tlačený nosńık o jednom poli

1.1 Výchoźı vztahy

Tato semestrálńı práce částečně navazuje na semestrálńı práci Pr̊uhyb
nosńıku, jej́ımž obsahem bylo podrobné odvozeńı rovnice pr̊uhybové čáry pro
prostě podepřený homogenńı nosńık s konstantńım symetrickým pr̊uřezem,
jehož podélná osa lež́ı v souřadné ose x a na nějž p̊usob́ı ve směru osy y
spojité zat́ıžeńı a dále je na konćıch tlačen osovou silou F. Budeme tedy bez
daľśıho vysvětlováńı př́ımo vycházet ze źıskaných vztah̊u.

Ukažme pouze drobnou změnu, která je dána absenćı spojitého zat́ıžeńı.
Při nulové hodnotě spojitého zat́ıžeńı dojde k výraznému zjednodušeńı a źıská-
me homogenńı diferenciálńı rovnici pro pr̊uhyb w(x) ve tvaru

w(4)(x) + w′′(x)
F

EI
= 0,

kde F je śıla, kterou je nosńık tlačen na svých konćıch,
E je Young̊uv modul pružnosti,
I je moment setrvačnosti pr̊uřezu k ose y.

Pro homogenńı nosńık bude hodnota Youngova modulu pružnosti kon-
stantńı po celé délce nosńıku, pro zjednodušeńı nav́ıc uvažujme nosńık kru-
hového pr̊uřezu a možné vybočeńı pouze v rovině xy.

Po zavedeńı

k =

√
F

EI
(1)
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bude mı́t rovnice tvar

w(4)(x) + k2w′′(x) = 0. (2)

Substitućı

p(x) = w′′(x)

převedeme rovnici (2) na diferenciálńı rovnici druhého řádu ve tvaru

p′′(x) + k2p(x) = 0 (3)

s obecným řešeńım ve tvaru

p(x) = C1 cos(kx) + C2 sin(kx). (4)

T́ımto krokem a návratem k substituci jsme źıskali vztah pro druhou
derivaci pr̊uhybu

w′′ = C1 cos(kx) + C2 sin(kx). (5)

Dvoj́ım integrováńım, resp. derivováńım tohoto výrazu źıskáme rovnice
pro pr̊uhyb a jeho prvńı derivaci, resp. rovnice pro třet́ı a čtvrtou derivaci
pr̊uhybu

w = − 1

k2
C1 cos(kx)− 1

k2
C2 sin(kx) + C3x+ C4, (6)

w′ =
1

k
C1 sin(kx)− 1

k
C2 cos(kx) + C3, (7)

w′′′ = −kC1 sin(kx) + kC2 sin(kx), (8)

w(4) = −k2C1 cos(kx)− k2C2 sin(kx). (9)

Tyto rovnosti vycházej́ı z obecného řešeńı, budou tedy platit pro každý
tlačený prut bez ohledu na to, jakým zp̊usobem je na svých konćıch podepřen.
Zp̊usob podepřeńı se projev́ı pouze ve čtyřech okrajových podmı́nkách, které
jsou pro řešeńı diferenciálńı rovnice čtvrtého řádu nezbytné.
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1.2 Řešeńı problému stability pro r̊uzné zp̊usoby po-
depřeńı nosńıku,
využit́ı diferenciálńıch operátor̊u

Zaved’me označeńı

λ = k2

a zabývejme se otázkou, pro která λ má rovnice (2), resp. (3) doplněná o okra-
jové podmı́nky nenulové řešeńı na intervalu [0, L], kde L je délka nosńıku.
Půjde tedy o hledáńı vlastńıch č́ısel λ a př́ıslušných vlastńıch funkćı daného
problému.

1.2.1 Kloubové podepřeńı

Př́ıpadu prostě podepřeného nosńıku (Obrázek 1) odpov́ıdaj́ı okrajové
podmı́nky vyjadřuj́ıćı nulový pr̊uhyb a nulový moment na obou jeho konćıch

w(0) = 0, (10)

w′′(0) = 0, (11)

w(L) = 0, (12)

w′′(L) = 0. (13)

Z okrajové podmı́nky (11) a rovnosti (5) plyne

C1 = 0

a dále je z podmı́nky (10) zřejmá rovnost

C4 = 0.

Využit́ım dvou zbývaj́ıćıch okrajových podmı́nek (12) a (13) pro pravou
podporu dostáváme

− 1

k2
C2 sin(kL) + C3L = 0

a

C2 sin(kL) = 0.

4



Vzhledem k tomu, že délka nosńıku L je nenulová, je z porovnáńı obou
výraz̊u zřejmé, že muśı platit

C3 = 0.

Zaj́ımá nás netriviálńı řešeńı, jež nastane pokud C2 6= 0, tedy při rovnosti

sin(kL) = 0,

která nastává v př́ıpadě, že

kL = nπ, (14)

kde n je libovolné celé č́ıslo.
Vzhledem k předpokladu kladné śıly F a tedy z (1) plynoućıch kladných

hodnot pro k, a dále z platnosti sin(−α) = − sin(α), můžeme uvažovat n
zjednodušeně jako celá kladná č́ısla.
Nulu můžeme vyloučit, protože pro n = 0 je k = 0 a tedy F = 0, což je
v rozporu s předpokladem, že na nosńık p̊usob́ı nenulová śıla F .

Pod́ıvejme se na celý problém okrajových úloh a hledáńı vlastńıch č́ısel
a vlastńıch funkćı obecněji. Z matematického hlediska je možné každou okra-
jovou úlohu vyjádřit v tzv. operátorovém tvaru, tedy pomoćı vhodného di-
ferenciálńıho operátoru a př́ıslušné operátorové rovnice. Okrajové podmı́nky
se v takovém př́ıpadě objev́ı v definičńım oboru operátoru, který budeme
značit DA.

Potom pro řešeńı výše uvedené úlohy prostě podepřeného nosńıku využi-
jeme substituovaný tvar

p′′(x) + λp(x) = 0 (15)

a okrajové podmı́nky

p(0) = p(L) = 0. (16)

Zvolme lineárńı diferenciálńı operátor daný předpisem

A = −D2,
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na množině př́ıpustných funkćı

DA = {p ∈ C2([0, L]) : p(0) = p(L) = 0}

s př́ıslušnou operátorovou rovnićı

Ap = λp.

Podle věty o vlastńıch č́ıslech ([2, Věta 5.7 (iii)]) v́ıme, že pro symet-
rický a pozitivńı operátor jsou všechna vlastńı č́ısla kladná. Stač́ı tedy tyto
vlastnosti dokázat pro námi zvolený operátor A.

Při d̊ukazu symetrie využijeme metodu per partes a následné dosazeńı
okrajových podmı́nek

(Ap, q) = (−p′′, q) =

∫ L

0

−p′′q dx = [−p′q]L0 +

∫ L

0

p′q′ dx =

∫ L

0

p′q′ dx = (p′, q′),

(Aq, p) = (−q′′, p) =

∫ L

0

−q′′p dx = [−q′p]L0 +

∫ L

0

q′p′ dx =

∫ L

0

p′q′ dx = (p′, q′),

takže

(Ap, q) = (p′, q′) = (q′, p′) = (Aq, p) = (p,Aq),

operátor A je tedy symetrický. S využit́ım obdobných úprav ukážeme, že se
jedná také o operátor pozitivńı, tedy že pro každou netriviálńı funkci p ∈ DA

plat́ı (Ap, p) > 0.

(Ap, p) = (p′, p′) = ‖p′‖2 > 0,

ostrá nerovnost plyne z toho, že nulové hodnoty výraz ‖p′‖2 nabývá pouze
pro př́ıpad p′ = 0, tedy p = konst., což vzhledem k okrajovým podmı́nkám
nulových hodnot v krajńıch bodech intervalu znamená p ≡ 0 na celém inter-
valu [0, L], v definici pozitivńıho operátoru se však uvažuj́ı pouze netriviálńı
funkce, a pro ty uvedená nerovnost plat́ı.

T́ım jsou dokázány potřebné předpoklady pro platnost věty o vlastńıch
č́ıslech operátoru, všechna vlastńı č́ısla muśı být kladná, a tedy nula neńı
vlastńım č́ıslem daného problému.
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Dosazeńım okrajových podmı́nek (16) do řešeńı (4) źıskáme soustavu
dvou rovnic pro dvě neznámé C1 a C2(

1 0
0 sin(kL)

)(
C1

C2

)
=

(
0
0

)
,

která má netriviálńı řešeńı právě tehdy, když je maticeM soustavy singulárńı,
tedy pokud je determinant matice M roven nule. Odtud velmi jednoduše
dostáváme podmı́nku sin(kL) = 0, k ńıž jsme došli při hledáńı netriviálńıho
řešeńı okrajové úlohy bez využit́ı diferenciálńıch operátor̊u.

Podmı́nka je splněna právě tehdy, pokud plat́ı rovnost (14), odtud

kn =
nπ

L
, n = 1, 2, 3, . . .

Vlastńı č́ısla pro př́ıpad prostě podepřeného tlačeného nosńıku jsou tedy
dána vztahem

λn = k2n =
n2π2

L2
, n = 1, 2, 3, . . . ,

přičemž každému vlastńımu č́ıslu λn př́ısluš́ı vlastńı funkce

pn = sin
nπx

L

a všechny jej́ı nenulové skalárńı násobky.

Při statickém posuzováńı konstrukćı nás zaj́ımá prvńı, t.j. nejmenš́ı vlastńı
č́ıslo a jemu odpov́ıdaj́ıćı vlastńı funkce, tedy

λ1 =
π2

L2
, p1 = sin

πx

L
.

Připomeňme vztah (1), který jsme v úvodu tohoto textu zavedli. Z prvńıho
vlastńıho č́ısla a tohoto vztahu vyjádř́ıme tvz. kritickou śılu, tedy nejmenš́ı
śılu, při které dojde ke ztrátě stability tlačeného nosńıku

Fcr =
EIπ2

L2
.

Pokud bychom chtěli od vlastńıch funkćı pro substituovanou rovnici přej́ıt
k řešeńı p̊uvodńı diferenciálńı rovnice pro pr̊uhyb w, potom vztah pro vlastńı
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funkce pn dvakrát integrujeme a využijeme okrajové podmı́nky (10) a (12)
pro určeńı integračńıch konstant

pn = sin
nπx

L
= w′′n,

w′n = −L
π

cos
nπx

L
+ C3,

wn = −L
2

π2
sin

nπx

L
+ C3x+ C4,

z okrajové podmı́nky (10) urč́ıme hodnotu konstanty C4 = 0 a následně
z podmı́nky (12) konstantu C3 = 0. Netriviálńı řešeńı pr̊uhybu tedy bude
mı́t tvar

wn = −L
2

π2
sin

nπx

L
.

1.2.2 Kombinace posuvného kloubu a vetknut́ı

Uvažujme stejný nosńık, který bude na svém pravém konci vetknutý.
Změna podepřeńı se projev́ı pouze v okrajových podmı́nkách, které budou
mı́t nyńı podobu

w(0) = w(L) = 0,
w′′(0) = 0,
w′(L) = 0,

tedy v mı́stě vetknut́ı již neplat́ı nulová hodnota momentu, ale objev́ı se
zde podmı́nka nulového pootočeńı.

Z podmı́nky nulového momentu v mı́stě kloubové podpory w′′(0) = 0
a rovnosti (5) dostáváme nulovou hodnotu konstanty C1 a následně z podmı́n-
ky nulového pr̊uhybu v téže podpoře w(0) = 0 a rovnosti (6) nulovou hodnotu
konstanty C4.

Pro zbývaj́ıćı dvě konstanty C2 a C3 vytvoř́ıme soustavu dvou rovnic
dosazeńım okrajových podmı́nek v mı́stě vetknut́ı do rovnost́ı (6) a (7) s ma-
ticovým zápisem − 1

k2
sin(kL) L

− 1
k

cos(kL) 1

C2

C3

 =

0

0


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a opět budeme hledat netriviálńı řešeńı soustavy, tedy př́ıpad, kdy je deter-
minant matice M roven nule.

det(M) = − 1

k2
sin(kL) +

1

k
cos(kL) = 0

a po úpravě dostáváme podmı́nku pro existenci netriviálńıho řešeńı

sin(kL)− kL cos(kL) = 0,

což je transcendentńı rovnice, jej́ıž řešeńı nalezneme iteračńı numerickou me-
todou. Nejmenš́ım kladným řešeńım je

kL
.
= 4,4934 = 1,430π,

z čehož vyjádř́ıme velikost kritické śıly z úpravy

k2 =
F

EI
=

1,4302 π2

L2
,

tedy

Fcr =
1,4302EI π2

L2

.
=

EI π2

(0,7L)2
. (17)

1.2.3 Jednostranně vetknutý nosńık

Pro vlevo vetknutý nosńık bez podpory na druhém konci bychom ob-
dobným zp̊usobem ze vztah̊u (5) − (9) a okrajových podmı́nek

w(0) = 0, w′′(L) = 0,

w′(0) = 0, w′′′(L) = 0

źıskali hodnotu kritické śıly

Fcr =
EI π2

4L2
. (18)
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1.2.4 Oboustranně vetknutý nosńık

Pro nosńık vetknutý na obou svých konćıch (jedno vetknut́ı pevné a druhé
posuvné), pro který budou platit okrajové podmı́nky

w(0) = 0, w(L) = 0,

w′(0) = 0, w′(L) = 0,

je hodnota kritické śıly dána vztahem

Fcr =
EI π2

(0,5L)2
. (19)

1.3 Stabilita spojitého nosńıku o dvou poĺıch

F F

1

L

2

L

1

x

2

x

Obrázek 2: Spojitý nosńık o dvou poĺıch

Uvažujme nyńı spojitý nosńık doplněný vnitřńı posuvnou kloubovou pod-
porou, tedy nosńık o dvou poĺıch.

Řešeńı bude obdobné, jen je nutné diferenciálńı rovnici pr̊uhybu vyjádřit
zvlášt’ pro každé z obou poĺı a upravit okrajové podmı́nky v mı́stě vnitřńı
podpory.

1.3.1 Levá část nosńıku

Pro levou část nosńıku délky L1 z̊ustanou beze změny v platnosti rov-
nosti (5) − (9), v levé krajńı podpoře budou platit i dvě okrajové podmı́nky
prostého nosńıku
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w1(0) = 0,

w′′1(0) = 0,

ze kterých plyne nulová hodnota konstant C1 a C4. Rovnosti (6), (7) a (5)
budou mı́t potom zjednodušený tvar

w1(x1) = − 1

k2
C2 sin(kx1) + C3x,

w′1(x1) = −1

k
C2 cos(kx1) + C3,

w′′1(x1) = C2 sin(kx1).

1.3.2 Pravá část nosńıku

Pokud na pravé části nosńıku délky L2 budeme uvažovat spodńı vlákna na
opačné straně než na levé části nosńıku a proměnnou x2 od krajńı podpory
směrem k vnitřńı podpoře, bude se v podstatě jednat o stejný problém.1

Ve vztaźıch (5) − (9) se mı́sto konstant C1 − C4 objev́ı jiné konstanty
C5 − C8, v krajńı podpoře budou opět platit stejné okrajové podmı́nky,
ze kterých plyne nulová hodnota tentokrát pro konstanty C5 a C8. Rov-
nosti (6), (7) a (5) budou mı́t pro pravou část nosńıku podobu

w2(x2) = − 1

k2
C6 sin(kx2) + C7x,

w′2(x2) = −1

k
C6 cos(kx2) + C7,

w′′2(x2) = C6 sin(kx2).

1Pravou část nosńıku popisujeme v souřadné soustavě, která vznikne otočeńım souřadné
soustavy použité pro levou část o π a umı́stěńım jej́ıho počátku do pravého konce nosńıku,
viz znázorněńı na Obrázku 2.
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1.3.3 Vnitřńı kloubová podpora

V mı́stě vnitřńı kloubové podpory urč́ıme daľśı čtyři okrajové podmı́nky.
Dvě jsou dány nulovým pr̊uhybem

w1(L1) = w2(L2) = 0,

daľśı podmı́nka vyjadřuje spojitost nosńıku, tedy rovnost hodnot pootočeńı
v mı́stě vnitřńı podpory pro obě části nosńıku

w′1(L1) = w′2(L2),

posledńı z celkem osmi okrajových podmı́nek plyne z rovnosti absolutńı hod-
noty moment̊u v mı́stě vnitřńı podpory. Vzhledem k tomu, že jsme pro pravou
a levou část nosńıku volili opačné umı́stěńı spodńıch vlákem a právě volba
spodńıch vlákem určuje znaménko momentu, bude se tento moment pro jed-
notlivé části v mı́stě vnitřńıho podepřeného kloubu lǐsit právě o znaménko.
(Viz poznámku 1 na předchoźı straně.)

Poznamenejme, že při vykresleńı pr̊uběhu moment̊u na celé délce nosńıku
bude, právě d́ıky rozd́ılnému znaménku, zaručena jeho spojitost v mı́stě
vnitřńı podpory. Popsanou podmı́nku zaṕı̌seme

w′′1(L1) = −w′′2(L2).

Využit́ım všech okrajových podmı́nek v obecných řešeńıch dostaneme sou-
stavu rovnic s maticovým zápisem



− 1
k2

sin(kL1) L 0 0

0 0 − 1
k2

sin(kL2) L2

− cos(kL1)
k
− sin(kL1)

k2L1
0 − cos(kL2)

k
+ sin(kL2)

k2L2
0

sin(kL1) 0 sin(kL2) 0





C2

C3

C6

C7


=



0

0

0

0


.

Vyjádř́ıme determinant matice M soustavy a následně ho polož́ıme roven
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nule. Po úpravě dostáváme vztah

kL1L2 sin(k(L1+L2))− (L1+L2) sin(kL1) sin(kL2) = 0, (20)

jenž určuje, pro jaká kladná k existuje netriviálńı řešeńı okrajové úlohy
s vnitřńı kloubovou podporou.

1.3.4 Stabilitńı úloha nosńıku o dvou poĺıch v operátorovém tvaru

Nyńı budeme řešit diferenciálńı rovnici nosńıku v jediné souřadné sou-
stavě na celém intervalu [0, L], s počátkem jediné proměnné x v levé krajńı
podpoře (Obrázek 3). Nepouž́ıváme již otočeńı souřadné soustavy pro pravou
část nosńıku jako u předchoźıho zp̊usobu řešeńı nosńıku o dvou poĺıch. Při
tomto pojet́ı je spojitost funkce w′′ v bodě vnitřńı podpory dána rovnost́ı
limx→L1−w

′′(x) = limx→L1+w
′′(x).

F F

1

L

2

L

x

L

Obrázek 3: Nová volba souřadného systému

Zkusme úlohu tlačeného nosńıku o dvou poĺıch zapsat v operátorovém
tvaru a ukázat řešeńı pomoćı vhodně zvoleného diferenciálńıho operátoru.

Vyjdeme opět ze substituované rovnice (3) ve tvaru

p′′(x) + λp(x) = 0,

s t́ım, že vlastńı č́ısla λ předpokládáme ve tvaru λ = k2.
Zvolený operátor a operátorová rovnice bude mı́t, stejně jako v př́ıpadě

nosńıku o jednom poli, podobu

A = −D2, Ap = λp.
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Zásadně se ale změńı definičńı obor operátoru DA, jenž nyńı definujme
jako podprostor funkćı, které źıskáme dvoj́ım derivováńım funkćı z lineárńıho
prostoru

M =
{
w ∈ C2([0, L]) : w|[0,L1] ∈ C4([0, L1]) ∧ w|[L1,L] ∈ C4([L1, L])

∧ w(0) = w(L1) = w(L) = 0 ∧ w′′(0) = w′′(L) = 0
}
.

Podprostor př́ıpustných funkćı (definičńı obor) operátoru A tedy zaṕı̌seme

DA =
{
p ∈ C([0, L]) : ∃w ∈M, p(x) = w′′(x) ∀x ∈ [0, L]

}
.

Pokud chceme naj́ıt netriviálńı, tedy nenulové řešeńı pr̊uhybu centricky
tlačeného nosńıku o dvou poĺıch, jedná se o problém hledáńı vlastńıch č́ısel
operátoru A = −D2 na výše popsaném podprostoru funkćı DA, který př́ısluš́ı
okrajové úloze

p′′(x) + λp(x) = 0,

p(0) = p(L) = 0.

V operátorovém tvaru jde o úlohu nalezeńı takové funkce p ∈ DA a takové
hodnoty λ, aby platilo

Ap = λp, p ∈ DA. (21)

Je nutné ověřit, zda je zvolený operátor A symetrický, což ukazuje následu-
j́ıćı d̊ukaz. Pro úpravu integrálu využijeme metodu per partes a následné
dosazeńı okrajových podmı́nek

(Ap, q) = (−p′′, q) =

∫ L1

0

−p′′q dx+

∫ L

L1

−p′′q dx = [−p′q]L1
0 +

∫ L1

0

p′q′ dx

−[p′q]LL1
+

∫ L

L1

p′q′ dx = −p′(L1)·q(L1) +

∫ L1

0

p′q′ dx + p′(L1)·q(L1) +

∫ L

L1

p′q′ dx
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=

∫ L1

0

p′q′ dx +

∫ L

L1

p′q′ dx,

(Aq, p) = (−q′′, p) =

∫ L1

0

−p q′′dx+

∫ L

L1

−p q′′dx = [−pq′]L1
0 +

∫ L1

0

p′q′ dx

−[pq′]LL1
+

∫ L

L1

p′q′ dx = −p(L1)·q′(L1) +

∫ L1

0

p′q′ dx + p(L1)·q′(L1) +

∫ L

L1

p′q′ dx

=

∫ L1

0

p′q′ dx +

∫ L

L1

p′q′ dx.

Dokažme ještě obdobným zp̊usobem pozitivitu zvoleného operátoru A,
tedy že pro každou netriviálńı funkci p ∈ DA plat́ı (Ap, p) > 0

(Ap, p) = (−p′′, p) =

∫ L1

0

−p′′p dx+

∫ L

L1

−p′′p dx = [−p′p]L1
0 +

∫ L1

0

p′p′ dx

−[p′p]LL1
+

∫ L

L1

p′p′ dx = −p(L1)·p′(L1) +

∫ L1

0

(p′)2 dx+ p(L1)·p′(L1) +

∫ L

L1

(p′)2 dx

=

∫ L1

0

(p′)2 dx +

∫ L

L1

(p′)2 dx > 0.

Ostrá nerovnost plyne z toho, že nulové hodnoty integrál nabývá pouze pro
př́ıpad p ≡ 0. Pozitivnost operátoru je ale definována pouze pro netriviálńı
funkce a pro ty integrál nulové hodnoty nenabývá. Pozitivnost operátoru je
t́ımto dokázána.

T́ım jsou splněny potřebné předpoklady pro platnost věty o vlastńıch
č́ıslech operátoru, všechna vlastńı č́ısla muśı být kladná a nula neńı vlastńım
č́ıslem daného problému.

Př́ımočaré řešeńı úlohy (21) spoč́ıvá v nalezeńı obecných řešeńı pro obě
části nosńıku, která se však budou lǐsit pouze ve svých integračńıch kon-
stantách. Těchto konstant bude celkem osm, po čtyřech pro každé pole nosńıku.
Dále je nutné naj́ıt netriviálńı řešeńı splňuj́ıćı jednak okrajové podmı́nky
platné v krajńıch kloubových podporách, tedy v bodech 0 a L, tak i podmı́nky
spojitosti platné v mı́stě vnǐrńı podpory, tedy v bodě L1. Po relativně složitých
úpravách nakonec dostaneme podmı́nku (20), jej́ıž źıskáńı snazš́ım zp̊usobem,
d́ıky otočeńı souřadného systému pro pravou část nosńıku, jsme již dř́ıve
ukázali.
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1.3.5 Řešeńı pro konkrétně zvolené délky obou část́ı nosńıku

Hodnoty k, potažmo vlastńı č́ısla λ, úlohy (21) urč́ıme numerickou iteračńı
metodou v programu Matlab.

Vytvoř́ıme funkci, která určuje hodnotu levé strany podmı́nky (20) v zá-
vislosti na hodnotě proměnné k a následně najdeme několik prvńıch hodnot k,
pro které je hodnota této funkce nulová. Na Obrázku 4 je grafické znázorněńı
hodnoty této funkce v závislosti na k pro jednu konkrétńı polohu vnǐrńı
kloubové podpory (L1 = 0,99L). Hodnoty k, které splňuj́ı podmı́nku (20)
jsou v mı́stech pr̊useč́ık̊u grafu s osou označenou k.

Takto můžeme pro konkrétńı poměr délek jednotlivých poĺı nosńıku źıskat
hodnoty k, které splňuj́ı rovnost (20) a následně vždy pro nejmenš́ı (prvńı)
hodnotu k vyjádřit velikost kritické śıly, při které poprvé dojde k vybočeńı
tlačeného nosńıku o dvou poĺıch. Pro účely numerických výpočt̊u zvoĺıme
jednotkovou délku celého nosńıku a délky jednotlivých část́ı vyjádř́ıme

L1 = αL,

L2 = (1− α)L, α ∈ [0, 1].

Ukažme několik konkrétńıch př́ıpad̊u.

Limitńı přibĺıžeńı podpor na okraji nosńıku

Zaj́ımavým př́ıpadem je aproximace limitńıho přibĺıžeńı dvou kloubových
podpor. Pokud vnitřńı podporu umı́st́ıme velmi bĺızko k jedné z krajńıch pod-
por, např́ıklad k pravé, pro výpočet zvolme hodnotu α = 0,99, potom prvńı
tři hodnoty k, pro něž existuje netriviálńı řešeńı okrajové úlohy (21), budou

k1 = 4,5236 ,
k2 = 7,7772 ,
k3 = 10,9774 ,

jak ukazuje Obrázek 4.

Vyjádřeńım hodnoty kritické śıly pro k1 ze vztahu (1)

Fcr =
EI 4,52362 π2

L2
=
EI 1,43992 π2

L2

.
=

EI π2

(0,7L)2
,
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Obrázek 4: Graf hodnoty levé strany rovnosti (20) v závislosti na hodnotě k

jsme dostali přibližně stejnou hodnotu kritického břemene jako v př́ıpadě
nosńıku o jednom poli, který má vlevo posuvný kloub a vpravo je vetknut.
Toto zjǐstěńı zcela odpov́ıdá představě chováńı nosńıku se dvěma velmi bĺız-
kými kloubovými podporami, a potvrzuje to i vykresleńı tvaru pr̊uhybu
(Obrázek 5) pro prvńı netriviálńı řešeńı. Jelikož podstatný je zejména tvar
řešeńı, je pro vykresleńı zvolena hodnota EI = 1.

Obrázek 5: Tvar vybočeńı pro α = 0,99 při dosažeńı kritické śıly

Z matematického hlediska ale neńı zaj́ımavý pouze př́ıpad dosažeńı kri-
tické śıly, která vycháźı z prvńıho, tedy nejnižš́ıho vlastńıho č́ısla. Netriviálńı
řešeńı pr̊uhybové rovnice źıskáme i pro daľśı hodnoty k, které splňuj́ı podmı́n-
ku (20). Ukažme proto ještě tvar vybočeńı nosńıku při nadkritickém zat́ıžeńı,
konkrétně pro př́ıpad druhého a třet́ıho vlastńıho č́ısla (Obrázek 6). I zde
je z vykresleńı pr̊uhyb̊u zřejmé, že se nosńık v mı́stě velmi bĺızkých podpor
chová téměř stejně, jako by byl na tomto svém konci vetknutý.
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Obrázek 6: Tvar druhého a třet́ıho netriviálńıho řešeńı

Umı́stěńı vnitřńı podpory do středu nosńıku

Daľśım zaj́ımavým př́ıpadem je umı́stěńı vnitřńı podpory přesně dopro-
střed nosńıku. V takovém př́ıpadě, tedy pro α = 0,5 , dostaneme následuj́ıćı
hodnoty k splňuj́ıćı podmı́nku (20):

k1 = 6,2832,
k2 = 8,9868,
k3 = 12,5664,. . .

Při umı́stěńı vnitřńı podpory do středu nosńıku dojde k tomu, že podpora
lež́ı v mı́stě uzlového bodu druhé2 vlastńı funkce pro pr̊uhyb prostého nosńıku
o jednom poli délky L.

To znamená, že hodnota kritické śıly odpov́ıdá śıle, kterou bychom do-
stali z výpočtu pro druhé vlastńı č́ıslo v úloze vzpěru prostého nosńıku o jed-
nom poli délky L a tvar vybočeńı bude proto totožný s tvarem druhého ne-
triviálńıho řešeńı pr̊uhybu prostého tlačeného nosńıku délky L. Tento př́ıpad
zobrazuje Obrázek 8.

Pro hodnotu k1 = 6,2832 spoč́ıtáme odpov́ıdaj́ıćı hodnotu kritické śıly ze
vztahu (1)

Fcr =
EI 6,28322

L2
=

EI π2

(0,5L)2
.

2Jde o uzlový bod i všech daľśıch sudých vlastńı funkćı prostého nosńıku délky L.
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Ze zjǐstěných hodnot lze konstatovat, že řešený nosńık o dvou poĺıch
s vnitřńı podporou umı́stěnou v polovině délky nosńıku odpov́ıdá z hlediska
ztráty stability prostě podepřenému nosńıku o jednom poli délky L1 = L2 =
0,5L.

Obrázek 7: Prvńı tvar vybočeńı nosńıku s vnitřńı středovou podporou

Obrázek 8: Tvar vybočeńı pro druhé a třet́ı netriviálńı řešeńı pr̊uhybu

Tvar pr̊uhybu nosńıku s vnitřńı středovou podporou pro druhé a třet́ı
vlastńı č́ıslo úlohy (21) je znázorněn na Obrázku 8.

Do uzlového bodu se samozřejmě tref́ıme i při daľśıch polohách vnitřńı
podpory, např́ıklad při volbě α = 1

3
či α = 2

3
se bude jednat o uzlový bod

19



třet́ı vlastńı funkce úlohy prostého tlačeného nosńıku, při hodnotě α = 0,25
či α = 0,75 se bude jednat o uzlový bod čtvrté vlastńı funkce téže úlohy, atd.

1.3.6 Vliv polohy vnitřńı podpory na zvýšeńı vzpěrné únosnosti

Zaj́ımavé je zamyslet se nad t́ım, jak umı́stěńı vnitřńı kloubové podpory
změńı stabilitu tlačeného nosńıku. Porovnejme, jak se v závislosti na zvo-
lené hodnotě koeficientu α změńı hodnota součinitele vzpěrné délky β, který
figuruje ve vzorci

Fcr =
EIπ2

L2
cr

=
EIπ2

(βL)2
,

kde Lcr = βL je tzv. vzpěrná délka, což je délka náhradńıho, kloubově
uloženého nosńıku (shodného pr̊uřezu) o jednom poli, který má stejnou hod-
notu kritické śıly jako posuzovaný nosńık. Hodnotu součinitele vzpěrné délky
β v závislosti na volbě koeficientu α zobrazuje graf na Obrázku 9.

Obrázek 9: Závislost koeficientu β na hodnotě α

Ještě názorněǰśı je vliv polohy vnitřńı podpory na zvýšeńı vzpěrné únos-
nosti nosńıku v grafickém znázorněńı na Obrázku 10, který ukazuje hodnotu
poměru kritických sil nosńıku o jednom poli délky L a nosńıku s přidanou
vnitřńı podporou v závislosti na umı́stěńı této vnitřńı kloubové podpory, tedy
na volbě koeficientu α. (Hodnotu kritické śıly nosńıku bez vnitřńı podpory
označme jednoduše F .)

Pro př́ıslušný prostý nosńık muśı samozřejmě platit předpoklad stejné
hodnoty E a I. Potom z porovnáńı obou vztah̊u pro kritickou śılu je zřejmé,
že jejich pod́ıl odpov́ıdá převrácené hodnotě druhé mocniny součinitele β

F

Fcr

=
L2

(βL)2
=

1

β2
.
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Obrázek 10: Graf závislosti hodnoty 1
β2 na hodnotě α

Graf hodnoty poměru těchto kritických sil na Obrázku 10 je opět vykres-
len v závislosti na proměnné α.

Grafická znázorněńı vlivu polohy přidané podpory jasně ukazuj́ı, že z hle-
diska vzpěrné únosnosti tlačeného nosńıku o dvou poĺıch je nejvýhodněǰśı
umı́stěńı vnitřńı kloubové podpory co nejbĺıže středu nosńıku.
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