Kapitel 3

2 Hauptsitze der
Operatorentheorie

3.1 Das Prinzip der gleichmifligen Beschrinktheit (PUB)

Theorem 3.1 (Baire) Sei (M,d) ein vollstindiger Raum, O, C M offen und
dicht, n € N. Dann ist D = NpenOy, dicht in M.

Beweis Sei xg € M, § >0, By = B(x0,9). z.z: ByN D # (.

Da O offen und dicht 321 € O1N By, 41 € (0, %(5) mit B(x1,d1) € O1N By. Induktiv
findet man x,, € O, N By,—1, 6, € (0, %571,1). B, = B(xy,5,) mit B, € O,NB,_1 C
O0,NOp_1NBy_9C---CO1N...0,N By (x). Da 0y, < 27™6 gilt ferner, dass
Tn € By C B(zm, 27™0) fiir n > m.

vollst.

= (Zn)nen ist CF. = 32 = limy, 00 T, € By, Ym € N,
(:*;x S ﬂ?leOnﬂBo. ]

Korollar 3.2 Sei (M, d) ein vollstindiger metrischer Raum, A, C M abg (n € N)
mit UpenAy, = M. Dann 3N € N, sodass An # 0.

Beweis Annahne: A, = ) Vn € N.

Setze O,, = M\ A,, = O,, ist offen und dicht (nach Satz 1.12), n € N Theg 3.1 NneNOn
ist dicht in M.
Aber: M\ Npen O = UpenM\O,, = Upen4, = M. Wid! =

Theorem 3.3 (PUB) Seien X ein BR, Y ein normierter VR und T C B(X,Y).
Wenn T punktweise beschrinkt ist (Vo € X Jep > 0: ||[Tz|| < ¢ VT € T ), dann
ist T gleichmdflig beschrankt (d.h. 3¢ >0: |[|[T|| <cVT €T)

Beweis Sei A, = {zx € X : |Tz|| <n VT € T} n € N. Nach Vor: U,en4,, = X.
Sei x, € Ay, xp — zin X (k — o00). Dann: ||[Tz|| = limy o0 [|Txk]] < n VT € T.
Korollar 3.2 = 3N €N, y€ Ay, e >0: B(y,e) C An.

Da 7 C B(X,Y): Ay ist konvex und aus x € Ay folgt —z € Ay, also —B(y,e) C
—An = An.
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Apn konvex

Damit ||z <e=z=2%(y+2+ 22—y =z€L(Av+An) C Ay (x).
S~ ~——
GB(yvs) G*B(yﬁf)
Sei z € X mit ||z|| = 1. Dann: z = ex € Ay nach (x) = N > ||Tz|| = ¢||Tz|| VT €
T=|T| <&V eT. -
Beispiel 3.4 Sei X = ¢y mit sup Norm (kein BR!), Y =K, T,,x = nx,, n € N.
Dann: T,, € B(X,Y) = X*, |[T)n]] =n — oo0. Sel @ = (1,...,Tm,0,...) € Coo =
|Tx| < m||z||ec =: ¢z = Theorem 3.3 bendtigt vollst. von X.

Korollar 3.5 (Banach-Steinhaus) Seien X,Y BRe, D C X dichter UVR, T,, €
B(X,Y), neN.

Dann sind dquivalent:

1. 3T € B(X,Y) mit Tpyx — Tz (n — o0) fir alle x € X (“starke Konvergenz”)
2. Thx konvergiert fiir n — oo und alle z € X.
3. Thx konvergiert fiir n — oo und alle x € D und ||T,,|| < ¢ fiir alle n € N.

Beweiy = b) trivial.

b) = ¢) Nach Vor. gilt |Thz| < c; Vn € N2 Je> 0 | To|| < ¢, Vn € N.
c) = a) Setze Tpx = lin T,z fir x € D. Da T, linear ist, ist Tp linear. Ferner: ||Toz| =

Lemma 1.64 IT €

c)
lim, oo [|[Thz| < cf|z] fir alle x € D = Ty € B(D,Y)
B(X,Y) mit Tx = Tox Vz € D.
Sei € > 0, x € X. Dann existiert ein y € D mit ||z —y|| < e (da D = X).

_ . c)
Damit lim||T,x — Tz|| < limp—eo([|[Tn(z — )|l + 1 Toy — Tyl + [T (y — 2)[|) <
ce +limy, o0 || Thy — Ty|| + ce = 2ce 2 Beh. =

Beispiel 3.6 Sei X =Y = ¢y, Tpx = (x1,2x9,...,n2,,0,...) (n €N, z € X) =
T, € B(co) mit ||T,]| > ||Then|| = n = .

Aber: Fir x = (z1,...,2m,0,...) € ¢ gilt: T, — (21,229, ..., My, 0,...) = man
kann in c) die Beh || T, || < ¢ nicht weglassen.

Beispiel 3.7 (Fourierreihen) Sei X = {f € C(R): f(t) = f(t+2m), t € R} mit
sup Norm (BR). Setze

1 ™

ar = — f(t) cos(kt)dt, k € Ny
™ —T
1 ™

by, = — f(t) Sin(kt)dt, k € Ny
™ —T

Wie in Bsp 2.22 kovergiert s,(f,t) = 4 + > ;_; ax cos(kt) 4 by sin(kt) fiir n — oo
in L%([—n,7]), Werner S.130 zeigt:

sn(fyt) = (s +t)Dyp(s)ds mit

L
{* P temrl\(o)

Dn(t) = 7
n+2, t=20
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Setze Ty, f = sn(f,0) = T, € X*.

Annahme: T,, konvergiert fiir alle f € X Kor3s |7 <cVneN.

Aber: Wie in Bsp 1.67 gilt: | T,,|| = }rf_ﬁ n(t)|dt "= "I . oo. (Werner IV, 2.10) Wid!
=3feX: s,(f,0) divergiert.

“richtiges Gegenbeispiel” (Du Bois-Raymond 1876)

Beispiel 3.8 (Links-Translation) Sei X = LP(R), 1 < p < oo. Setze (T'(t)f)(s) =
f(s+1), seR, (teR, feX). Klar. T'(t)f ist mb, T'(t) ist linear, | T(¢)f]|, =
(Jglf(s+t)Pdt)r = ||fll, = T(t) € B(X) ist Isometrie. Seien f € X,t,s,7 €

[un

R, (T(1),T(s), f) = (T(s)[)(r + 1) = flr+t+5) = (Tt +)f)(r) = THT(s) =
T(t+s)=T(s)T(t).

Weiter T(0) = T = T'(t) ist invertierbar mit T'(t)~! = T(—t), t € R.

Sei f € Cy(R), t,to € R:||T(t)f—=T(to)f|loo := supgep |f(s+t)— f(s+to)| = 0 (t —
to), da f glm stetig. Sei supp C [a,b] und |t —to| < 1. Dann supp (T'(¢)f —T(to)f) C

la—to—1b+bo+ 1] 2 |T()f — T(to) fllp < capl|T(A)f = T(t0) flloc = 0 (t -

to) " EER M P (F) = T(to) f fiir f € X, t — to.
(T'(t))er heifit stark stetige Operatorengruppe.

Bemerkung ¢ — T'(t) € B(X) ist bzgl der Operatornorm unstetig.
Beweis Sei tg = 0.
1
[ o= trlpy, t>0=|fl, =1

1
tr, —t<s<0

0, sonst

@O = (s +) = {

= [T() = 1| 2 |T(W)f = fllp = 77 (J2, [1Pde)r =20 = T(t) 4 T =T(0), t =0

(in B(X)).

(entsprechend fiir X = C.(R)) n

Beispiel 3.9 (Faltungsoperatoren) Seien k € L'(R), f € LP(R?), 1 < p < oc.

AE, Lemma X 7.2 zeigt: R 5 (2,y) — k(zr —y) € Kist mb = (z,y) — o(z,y) =

k(x —y)f(y) ist mb.

Seip = 1. Fubinia) [para [o(z,y)ld(z,y) = [a [pa lk(z — 2 - YIf)ldedy = Jra Jra 1k (2)|d2|f (y)ldy =

K[ f]l: = ¢ € L*(R*™). Fubini b) zeigt: T f () := k:*f = [pa k(z—y)f(y)dy
ist fiir alle z € R? definiert, in 2 int’bar und ||Tf||x < ||<,0HL1 (Ri+d) < ||l<:|| HfHX
Sei p € (1,00). Dann

/ lo(x,y)|dy

_ /Rd"“( Y[ |k — )71 £ (y)ldy
ks / k(e — y)|7 dy) (Adlk(w—y)\glf(y)lpdy);

= kI (k| + 1)

\\H
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fiir f.a. 2 € RY (vgl. Fubini a))
Da |f|P € LY(R?) liefert Fubini a): ¥? € L'(R%) und
a) 2
111G = 192l < [1EIT - el - 1P = WEIT - 1A ()
Fuba)Ror 133 ¢ L1(B(0,n) x RY) Vn € N.
Fg) Tf =k f ist f.i. definiert, mb und (x) liefert:
Youngsche Ungleichung W, = [k + ], < [[kll1/1/1l,

fir 1 <p < oc.
Insbesondere: T' € B(LP(R)?) mit ||T|| < ||kl
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