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Resumen

Este trabajo desarrolla un método general, compacto y elegante, basa-
do en la teoria de polinomios ortogonales y en la utilizacién de variables
de Grassmann, para obtener las diferentes propiedades de colectividades
de matrices aleatorias complejas.
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Parte 1
INTRODUCCION AL CAOS

1. Introduccion Histdrica

Para conmemorar la celebracién del sexagésimo cumpleanos del rey Oscar 11
de Suecia y Noruega en 1889, se planteé la siguiente pregunta:

Sea un sistema de masas puntuales arbitrario, de forma que siguen las
leyes de la Gravitacion universal newtoniana. Asumiendo que las masas
no colistonan, hallense las coordinadas de los puntos individuales para todo
tiempo, en funcion de series convergentes de funciones conocidas

Posteriormente, esta pregunta se conocera como el problema de la estabili-
dad del Sistema Solar. El cientifico que hall6 la respuesta fue Henri Poincaré,
quien, en una primera versiéon del trabajo, creyé haber probado que el sistema
era completamente estable y predecible para todo tiempo. Pero, tras hallarse un
error en su demostracién, y concedérsele un plazo para corregirlo, concluyé de
forma totalmente opuesta. Si bien es posible conocer las trayectorias para tiem-
pos finitos, es imposible para infinitos:

...puede ocurrir que pequenas diferencias en las condiciones iniciales pro-
duzcan grandes diferencias en el resultado final. Un pequeno error en el
primero conduciria a un gran error en el seqgundo. La prediccion se con-
vierte en algo imposible, y aparecen los fenomenos fortuitos

A pesar de las conclusiones de Poincaré no fue hasta 1962, cuando Edward
Lorenz realiz6 una simulaciéon numérica del sistema de ecuaciones diferencia-
les que rige la conveccién en un fluido,y aprecié un comportamiento complejo
muy dependiente de las condiciones iniciales. Fue a partir de este estudio cuan-
do cobré més importancia el analisis de las condiciones iniciales y su posterior
influencia en el comportamiento dindmico de los sistemas. A mediados de la
década de 1960, a través del trabajo de Steve Smale, se prob6 que podrian exis-
tir ecuaciones diferenciales en las que la sensibilidad a las condiciones iniciales
fuese algo genérico. Y a finales de la misma década, las simulaciones con or-
denador comenzaron a ser algo comin para estudiar estas ecuaciones. Durante
los 70, aunque el término caos”se habia asociado siempre a distintas formas de
aleatoriedad, este empez6 a identificarse con la sensibilidad a las condiciones
iniciales. Ya a principios de los 80, se habian hallado indicios de comportamien-
to cadtico en distintos tipos de sistemas como mecanicos, eléctricos y fluidos.
Lo que sugeria que el caos era la fuente de muchos e importantes fenémenos.

2. Una Breve Idea sobre el Caos Clasico

Consideremos un sistema de N particulas con cierta interaccién entre ellas.
La evolucion del sistema viene dada por un conjunto de ecuaciones diferenciales.
Si el sistema es resoluble, diremos que es integrable.El ejemplo més sencillo de
estos sistemas son los lineales y los conservativos. Existen sin embargo, sistemas
en los cuales no es posible reducir todas las interacciones particulares a un com-
portamiento global. En estos casos, se trata de un sistema no integrable y daria



lugar a efectos cadticos. La integrabilidad o no de un sistema no depende del
ni mero de particulas que intervienen, si no de la naturaleza de la interaccién.
Por tanto, segin sea la forma del hamiltoniano se podra hallar o no, la solucién
del sistema de ecuaciones y saber si se comportan de forma caética. Estos de-
talles estdn mas relacionados con la estreuctura de las ecuaciones diferenciales
que con el sistema en si, por lo que se puede decir que es méas un problema
matematico que fisico.

A pesar de que no existe una definicién concreta y universalmente aceptada
de caos, Steven. H. Strogatz lo define de la siguiente manera:

El caos es un comportamiento aperiodico a largo plazo en un sistema deter-
manista que exhibe una sensibilidad muy fuerte a las condiciones iniciales

Es decir, pasado un tiempo, el sistema deja de seguir alguna periodicidad y
las ecuaciones diferenciales manifiestan su inestabilidad.

Un ejemplo visual: sea una cierta particula con una trayectoria dada por
la ecuacién de evolucién r=r(t) y con condiciones iniciales r(0) = ro;v(0) =
Vo, donde podremos determinar su posiciéon y velocidad para todo t. Si a las
condiciones iniciales les anadimos un infinitésimo €, en principio la trayectoria
serd la misma que con las anteriores condiciones iniciales. Pero si al cabo de
un cierto t lo suficientemente grande ya no podemos predecir la posicién de
la particula con la ecuacién de evolucién r=r(t), se ha producido el caos en el
sistema.

A pesar de la definicién anterior, puede llegar a ser complicado distinguir un
sistema periédico con ruido de uno caético, simplemente atendiendo al espectro
del sistema. Para reconocerlo, se disponen de distintas herramientas y criterios
como son: exponente de Lyapunov, funciones de correlacién, ergodicidad,...

3. Caos Cuantico

3.1. Breve resena histérica

Aunque el siglo XX se inici6 con grandes avances, quedaron pendientes algu-
nas preguntas fundamentales. Entre ellas, la famosa polémica entre Boltzmann
y Loschmidt:

”Por qué, siendo las leyes de la mecanica reversibles, observamos una flecha
del tiempo?”

Boltzmann intufa que la respuesta estaba en el caos o no-integrabilidad (en
el sentido de Poincaré) de la mayorfa delos sistemas dindmicos. Sin embargo, el
advenimiento de la mecdnica cuantica como ley mas fundamental complicé adi-
cionalmente el panorama. En particular, Einstein senalé la imposibilidad de
que los sistemas cadticos cumplieran con las reglas de cuantificacion de Bohr-
Sommerfeld. Asi nacié la disciplina denominada Caos Cuédntico. Esta no dejaba
de ser un contrasentido, ya que los sistemas cuanticos no parecian presentar las
inestabilidades de Lyapunov caracteristicas de los sistemas cadticos.

3.2. Definicién de Caos Cuantico

El Caos Cuéntico sigue hoy en dia sin tener una definicion clara, al contrario
que el caos clasico o determinista que si estd bien definido. Podemos dividir el



Figura 1: Ergodicidad. El sistema no muestra preferencia por permanecer en
ninguna region del mapa de fases

estudio de caos cuantico en:

= Hamiltoniano a un cuerpo, que se corresponderia con la aproximacién
semiclésica. Este caso es més sencillo de estudiar ya que podemos hacer
una comparacion del sistema cudntico con su analogo clésico.

= Hamiltoniano a un sistema de muchos cuerpos, en el cual no tenemos ya
la posibilidad de comparacién con su analogo clasico debido al caracter
fermidnico o bosénico de las particulas involucradas en el sistema.

Gran parte del estudio del caos cuantico se ha hecho en el limite semiclasico,
es por ello que la definicién méds cominmente aceptada entre la comunidad
cientifica es la dada por Berry para el primer tipo de sistemas que dice asi:

La caologia cudntica es el estudio del comportamiento semicldsico, pero no
clasico, caracteristico de los sistemas cuyo movimiento clasico exhibe caos.

Para sistemas sin analogo clasico no existe una definicién universalmente
aceptada, ya que las estadisticas cudnticas juegan un papel fundamental. Exis-
ten dos tipos de movimiento radicalmente distintos en la mecédnica clasica: el
movimiento regular de los sistemas integrables y el movimiento cadtico de los
sistemas no integrables. Para distinguir el tipo de dindmica que corresponde a



un sistema dado podemos observar un grupo de trayectorias que comiencen en
puntos cercanos del espacio de fases. En el caso cadtico la distancia entre dos de
esas trayectorias cualesquiera crece exponencialmente con el tiempo. El ritmo
de crecimiento de esa distancia es lo que se denomina exponente de Lyapunov.
Para el movimiento regular el ritmo de crecimiento puede crecer como una po-
tencia, pero nunca de forma exponencial. En este caso decimos que el exponente
de Lyapunov es idénticamente cero. En mecanica cuantica la nocién de trayec-
toria en el espacio de fases pierde su sentido y, por tanto, también lo pierde
la nocién de exponente de Lyapunov. Cuando tenemos un espectro discreto de
energias, como en los sistemas cuanticos ligados, la dindmica se caracteriza por
ser cuasiperiédica y no puede existir esa sensibilidad a las condiciones iniciales.
Como al pasar a la mecdnica cudntica se pierde la distincién clasica entre el
movimiento regular y el cadtico, nos podriamos preguntar si existen otros cri-
terios completamente mecano-cudnticos que nos permitan distinguir dos tipos
de dindmica cuantica de forma paralela al caso clasico. Cuando i — 0 un gru-
po debe convertirse en regular y el otro en caético. El nuevo campo del caos
cuantico ha demostrado durante estas dos tltimas décadas que estos criterios
existen. Los trabajos pioneros de Berry y Bohigas, Giannoni y Schmit relacio-
naron las propiedades estadisticas del espectro de los sistemas cuanticos con el
comportamiento cadtico o regular de su analogo clasico. Desde entonces nume-
rosos sistemas cuanticos u ondulatorios han sido analizados desde este punto
de vista. Como ejemplos podemos citar los estudios sobre cicatrices cuanticas,
billares cuanticos y su realizacién experimental como cavidades de microondas,
cavidades acusticas, sistemas mesoscépicos, sistemas atémicos y moleculares o
sistemas nucleares.

Figura 2: Cicatriz cuantica

Como se ha especificado anteriormente, podemos intuir que la idea del caos
es la sensibilidad extrema del sistema a las condiciones iniciales, pero al situarnos
ahora en el contexto de la mecdnica cuantica, las variaciones en las trayecto-



rias dadas por el indice de Lyapunov, no tienen sentido. De forma automaética,
nuestra primera ocurrencia es asociar la trayectoria clasica a la funciéon de onda
de las particulas, y buscar una variacién entre dos funciones de onda con con-
diciones iniciales muy similares, producida por la evolucién del sistema, pero la
evolucién del sistema es unitaria debido a la linealidad de la ecuacién de Schro-
dinger, por lo que se conserva el producto escalar en el espacio de Hilbert. Por
tanto esta idea no nos ayuda a plantear el caos en el mundo cudntico. Sin em-
bargo, podemos cambiar la sensibilidad extrema de las condiciones iniciales, por
la del hamiltoniano, es decir, anadiendo perturbaciones al hamiltoniano original
del sistema:

H=H,+eH; (1)

De esta forma si podemos llegar a estudiar el caos en sistemas cuanticos. Para
un correcto estudio del hamiltoniano caético debemos tener en cuenta las pro-
piedades del espacio de fases del sistema. Para ello debemos prestar especial
atencién al Teorema KAM y al Principio de Incertidumbre de Heisenberg.

La posibilidad de definir el caos cuantico de forma rigurosa utilizando la
sensibilidad a pequenos cambios del hamiltoniano no estd suficientemente de-
sarrollada todavia, ya que no existe una teoria general de la inestabilidad del
hamiltoniano ante pequenas perturbaciones, ya que cada hamiltoniano tiene
propiedades distintas ante la misma perturbacion.

3.3. Matrices Aleatorias

La Teoria de Matrices Aleatorias (RMT, Random Matrix Theory) fue di-
senada por Wigner para tratar las estadisticas de los autovalores y autofunciones
de sistemas cudnticos complejos. La idea principal es reemplazar el hamiltoniano
del sistema que estamos estudiando por una colectividad de hamiltonianos alea-
torios con las mismas propiedades de simetria. Las primeras aplicaciones de la
RMT consistieron en explicar resultados de fisica nuclear. Mas tarde ha sido
aplicada con éxito a las propiedades de las fluctuaciones espectrales en dtomos
y moléculas complejos. La observacién de que los resultados de la RMT se apli-
can no sélo a sistemas complejos con muchos grados de libertad, sino también a
sistemas con pocos grados de libertad pero con dinamica clésica cadtica ha sido
el origen fundamental de la disciplina del caos cuantico. La resolucion de la ecua-
cién de Schrodinger aplicada a los nicleos atéomicos se enfrenta, principalmente,
a dos problemas. Primeramente, no se conoce el hamiltoniano que representa al
sistema, y, en segundo lugar, si se conociese, debido al alto niimero de nucleones
que intervienen, seria muy complejo resolverlo. Wigner fue el primero en propo-
ner que la distribucién energética de los nicleos atomicos seguiria una secuencia
idéntica a los autovalores de una matriz aleatoria. El primer célculo sugirié que
la cercania entre distintos niveles es un caso extrano. Esto confirmé la hipétesis
de Wigner, e indicd, que la densidad y el espaciamiento de los autovalores de
matrices reales simétricas son independientes de muchos detalles de la distribu-
cion de los elementos individuales de la matriz. Todo lo que se requeria era una
distribucién idéntica para los términos de la diagonal, siendo los no-diagonales
simétricos y con la misma desviacién cuadratica media. También se esperaban
estos resultados para matrices hermiticas. Posteriormente, Bohigas, Giannoni
y Schmit conjeturaron que el método podria aplicarse al espectro de cualquier
sistema caotico.



3.4. Conjetura BGS

En 1984 Bohigas, Giannoni y Schmit (BGS) propusieron su famosa conjetu-
ra:

Las fluctuaciones del espectro de sistemas cudnticos invariantes bajo in-
version temporal cuyos andlogos cldsicos son sistemas K,siendo K la forma
mas fuerte de dindmica cadtica, son iguales a las predichas por el GOE.

Una versién mas suave formulada por los mismos autores reemplaza los sistemas
K por sistemas menos cadticos siempre que sean ergddicos. Para sistemas que
no sean simétricos bajo inversion temporal el GOE se reemplaza por el GUE.

Todavia no se ha alcanzado una demostracién satisfactoria de la conjetura
BGS. Todos los intentos para demostrarla se basan en algun tipo de aproxima-
cién semiclasica, es decir, cuando i — 0. El primer y mas exitoso intento de
demostrar tedricamente la conjetura BGS lo realizé Berry en 1985.

3.5. Importancia de las simetrias

En mecanica cuédntica, las simetrias dan lugar a la aparicion de niimeros
cuanticos que caracterizan el sistema. Sea una funciéon de onda que es posible
expandir de la forma

1/)71(517) = Z anm(bm(x) (2)

Con < ¢y, |¢m >= dpm- Si se introduce en la ecuacion de autoenergias H|d,, >=
E,|¢, >, tenemos el problema de autovalores reducido a diagonalizar H,,,, ya
que lo que queda es:

Z H,nam = E,a, (3)

Sea ahora R = R™, el operador autoadjunto asociado a una cantidad conservada,
de forma que R|dpn,a >= Tn|dn,o >. Al ser una simetria del sistema, [H,R]=0.
Lo que permite diagonalizar el hamiltoniano por bloques. Si este procedimiento
lo aplicamos al nticleo atémico, las simetrias del sistema que se utilizan son para
clasificar las distintas cajas son las siguientes: I'' v m;. Y la energia siempre que
no existan transiciones nucleares. Cada bloque del hamiltoniano estara asociado
a I, con una degeneracién 21 + 1, siempre que no existan campos magnéticos.

3.6. Analisis estadistico de los niveles

Para moldear la teoria, es preciso conocer primeramente los niveles energéti-
cos. Esto se obtiene por espectroscopia. Una vez obtenidos los resultados:

1 Para un I dado, se descomponen los niveles en subniveles. De forma que
cada subespectro corresponde a autoestados de la submatriz I'.

2 El espectro se normaliza a una densidad media de estados, lo que permi-
tird comparar resultados con otros espectros y ntcleos.

3 Se define p(s) como la funcién de distribucién de los espaciados entre los
niveles energéticos F,, y Fp_1.

En contraste con sistemas integrables, aparecen agujeros a pequenas distancias,
lo que implica que los autoestados se repelen. La estructura de p(s) se relacio-
nara mas tarde con la forma y caracteristicas de las matrices.
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3.7. Distribucién de Poisson

Es el ejemplo de distribuciéon mas sencilla, ya que representa un ntcleo inte-
grable. De forma que la matriz ya adquiere estructura diagonal. Correspondien-
do cada autovalor a una clase distinta de simetria. Es imprescindible asumir que
los autovalores no estan correlacionados, segiin Metha. Entonces, si las posicio-
nes de las energias no estan correlacionadas la probabilidad de que cualquier Ei
se encuentre en el intervalo [E;E + dE]| es independiente de E y se corresponde
a

1

—dFE 4

5 ()
Donde D! = p es el niimero medio de niveles por unidad de intervalo de

energia. La probabilidad de que exista un espaciamiento S, es decir, dado un
nivel energético en E, la probabilidad de que no exista ningin nivel en el intervalo
[E,E + S] y uno en dS en el extremo del intervalo. Para ello se divide S en m
partes iguales. Al ser los autoestados independientes, la probabilidad de no
encontrar un nivel en [E,E + S] es el producto de las probabilidades de no tener
niveles en ninguna de estas partes, si m — oo, se llega a

L= p oy — oS (5)

Ahora, la probabilidad de tener un nivel en E+S es pdS, y dado un nivel en E,
la probabilidad de que no haya nivel en [E,E + S] es €”°pdS, o en funcién de
t= % = pS queda:

p(t)dt = e 'dt (6)
Es la distribucion de Poisson que es la probabilidad de densidad de espaciamien-
to entre niveles consecutivos. Se demuestra empiricamente que no se corresponde
con los datos experimentales. Ya que para una separacion entre niveles muy pe-
quena, la probabilidad de que exista otro nivel es también pequena. Es lo que
se ha comentado antes, repulsién entre autoestados.

3.8. Representacién de los hamiltonianos

Que las energias del nucleo sigan una distribucién analoga a los autovalores
de las matrices aleatorias permite identificar el hamiltoniano con un grupo de
matrices segiin sus simetrias. Es posible demostrar, pero muy complicado, que
segln sean las simetrias las distintas representaciones son:

= Hamiltoniano no invariante bajo inversién temporal se representa median-
te una matriz hermitica invariante bajo transformaciones unitarias.

= Si el hamiltoniano si es invariante bajo inversiéon temporal, pero no ad-
mite representacién de particulas con spin 1/2. Se tienen matrices reales
invariantes bajo transformaciones ortogonales.

= Si es invariante temporalmente y representa particulas con spin 1/2, se
usan cuaterniones (extensiones no conmutativas de los niimeros complejos)
invariantes bajo transformaciones simplécticas.

Las matrices aleatorias son la simplificacifon mas potente del nucleo atémico,
ya que sugiere que los detalles de la interaccion no son relevantes para estudiar
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las energias. Se ha pasado de intentar describir un sistema de forma detallada
y completa, buscando férmulas explicitas para las interacciones, a adquirir una
visién global sin tener en cuenta detalles internos.

3.9. Distribucion de Wigner

Aun cuando los datos experimentales no eran concluyentes, Wigner propuso
las siguientes reglas para la distribucion espacial:

= En secuencia de niveles con el mismo spin y paridad, la funciqon de den-
sidad de probabilidad para el espaciamiento viene dada por

xt2

Pu(t) = Fte™ "

(7)
con t=S5/D
= Los niveles con distinta paridad y spin no estan correlacionados.

Esta distribucion funcionaba mejor, ya que para pequenas distancias si repre-
senta la repulsion de niveles. Mientras que asintéticamente si que se comporta
como la de Poisson.

3.10. Definicién del conjunto gaussiano de matrices

Como se ha explicado, han de representar las propiedades del hamiltoniano.

CONJUNTO ORTOGONAL

En este caso, la matriz es simétrica, con componentes reales. En la que
existen N(N+1)/2 elementos independientes. Cualquier base vale, ya que tini-
camente importa la probabilidad correlacionada p(Hi1, ..., Hyn ), donde p(Hjj)
es la caja jj en la matriz. Como los elementos de la matriz H,,, son invarian-
tes bajo transformaciones ortogonales, s6lo pueden depender de la traza, luego
dicha probabilidad también dependera de la traza. Se exige que la probabilidad
no esté correlacionada, es decir p(Hi1, ..., Hyn) = p(H11)...p(Hnw), después de
arduos y complejos célculos, se concluye que

AN 2A Naviy 2
p(Hi1, .., Hyn) = (_)1;’ (—] = e > (Hnm) (8)
m T
Donde ﬁ =< H?, >. Esta distribucién de los autovalores de las cajas es lo

que se conoce como GOE.

CONJUNTO UNITARIO

En este caso, se impone que los elementos sean invariantes bajo transfor-
maciones unitarias, obteniendo el conjunto GUE. También es posible llegar a
expresiones como la anterior

A~ 2A _
P(H1, oy Hyvw) = () 3 ()N Dem Zn (et (W) (9)

™

Siendo en este caso el exponente la parte real e imaginaria del hamiltoniano.
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3.11. Funcién de correlacion de autoenergias

Como se observa, estas expresiones son muy complejas y es complicado tra-
bajar con ellas. Y es mds interesante la correlacion entre energias. De forma
general, Metha concluye que la funcién de correlacién para energias en los dos
conjuntos gaussianos estudiados se puede expresar

p(Er, . Ex) ~ [ (B — By)?e 4 E0 B (10)

n>m

Donde v = 1,2, representa los sistemas ortogonales y los unitarios respecti-
vamente. Si este pardmetro es nulo no existe correlacién. Hallar expresiones
explicitas para densidades de estados es una tarea bastante compleja.

3.12. Correlacién espectral

Anteriormente se han comentado las probabilidades de existencia de auto-
energias en distintos intervalos para la distribucién de Poisson y de Wigner.
Es posible obtener expresiones semejantes para las dos expresiones comentadas,
GOE y GUE, a partir de la distribucién de autoenergias:

GUE 39 2
_ 9 —4s
p(s) = ﬁs e (11)
GOE
T rs?
p(s) = Tse™ (12)

Se puede observar que la segunda se corresponde con la distribucién de Wigner.

3.13. Ley del semicirculo de Wigner

Ley que define la distribucion de autovalores para un conjunto de matrices
aleatorias reales, y un nimero muy alto N de autoenergias. Se puede demostrar,
aunque es muy complejo, que la distribucién de niveles, como histograma, tiene
la forma universal para conjuntos gaussianos

mE
<p(E)>=4/1-(55)2 13
o(B) (53) (13)
Si|E| < %, en caso contrario, la distribucién es nula. No existen autoestados
para autoenergias fuera del anterior semicirculo. Aplicdndolo al ntcleo atémico,
la distribucién de autoenergias tiene el mismo limite para nicleos con un niimero

elevado de interacciones.

3.14. Caos Cuantico en sistemas de muchos cuerpos

En sistemas de muchos cuerpos no tenemos un limite clasico claro, ya que
el principio de exclusiéon de Pauli y las estadisticas cuanticas juegan un papel
preponderante. Para el andlisis del caos cuantico en este tipo de sistemas no
podemos basarnos en un estudio previo de su andlogo clasico. Sin embargo,
la estadistica de las fluctuaciones de los niveles de energia y la estadistica de

13



las funciones de onda nos proveen de herramientas apropiadas para estudiar el
grado de caos y complejidad del sistema. Ya en el famoso articulo de N. Bohr
sobre el nicleo compuesto se introducian conceptos estadisticos para explicar el
comportamiento del niicleo a energias de excitacién de varios MeV . Inspirado
por esas ideas Wigner desarrollf la teoria de matrices aleatorias. La nueva fisica
estadistica de Wigner difiere de modo fundamental de la aplicacién normal de
los conceptos estadisticos. Wigner consideré colectividades de sistemas dindmi-
cos gobernados por hamiltonianos distintos pero con una propiedad de simetria
comun. Se buscan propiedades genéricas, comunes a casi todos los miembros
de la colectividad y que vengan determinadas tinicamente por sus propiedades
de simetria. Los resultados obtenidos se aplican a sistemas fisicos individuales
siempre que exista un teorema ergddico adecuado. La hipdtesis ergddica uti-
lizada es que el promedio sobre la colectividad es igual a un promedio sobre
una seccién suficientemente grande del espectro de casi cualquier miembro de
la colectividad. En general, en sistemas de muchos cuerpos solamente tenemos
clara una imagen semiclésica en la aproximacién del campo medio. Cada una
de las particulas (aunque en realidad se consideran cuasiparticulas) que compo-
nen el sistema se mueven en el campo medio autoconsistente que crea el resto.
Dependiendo de la simetria o ausencia de esta, el campo medio determina el
movimiento regular o cadtico de las particulas individuales. En el campo medio
nuclear esférico, consistente esencialmente en un oscilador mas términos de su-
perficie y el termino espin-orbita, los nucleones se mueven en 6rbitas de forma
regular. Al anadir la interaccién residual es cuando introducimos el caos en el
sistema. La representaciéon del campo medio, por tanto, permite el andlisis de
la transicién del movimiento de cuasiparticulas independiente y regular al mo-
vimiento complicado de los estados complejos. En este caso podemos calcular
la complejidad de las funciones de onda de los estados de muchos cuerpos uti-
lizando el concepto de localizacion en el espacio de Hilbert. Los hamiltonianos
de muchos cuerpos, es decir, el caos cuantico, se estudia en atomos, moléculas
y nicleos atémicos.
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Parte 11
POLINOMIOS ORTOGONALES EN LA
TEORIA DE MATRICES ALEATORIAS

4. INTRODUCCION

Consideremos una familia de colectividades de matrices aleatorias definidas
no por las distribuciones de probabilidad conjunta de sus elementos de matriz,
sino por las de sus autovalores. La funcién de distribucién presenta la siguiente
expresion:

N N
P(x1,29,....,7N) ZNHw(xi) H(xl —x;)? (14)
i=1 i>j

donde w(x;) a la que llamaremos funcién peso, definiendo ésta la colectividad
. . 2

en la que estamos trabajando. En particular, cuando w(z;) = e~* define la

colectividad GUE.

La idea principal es la de expresar la funcién de distribucién de los autova-
lores como un determinate y aprovechar la potencia de la teoria de polinomios
ortogonales, para determinar las propiedades de las diferentes colectividades que
define w(x).

4.1. La Distribucion de Probabilidad como funcién de Po-
linomios Ortogonales

Sea C la matriz

C= 2Pt (z)da (15)

La matriz C es real y simétrica, por lo que podemos grantizar que existe una
transformacién ortogonal B, de la forma BCB* = H, siendo la matriz H diago-
nal. Podemos expresarlo como:

N N N
Hkl = Z kaOpq(Bql)T :/ <Z kaxp_l> (Z quxq_1> w(x)d:c (16)
p=1 q=1

q,p=1 y

Los polinomios ortogonales vienen definidos como:

N
for(@) = Bupa* ™! (17)
k=1
Introduciendo la anterior en la expresion integral, llegamos a que:

Hy = /fkflflflw(x)dz = hy0g (18)
I
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A continuacién, se intenta dar una expresion matricial de la funcién de distri-
bucién. Para ello, consideramos las siguientes matrices:

1 1 w(xy 0 0
T3 ... TN 0 w(xa) ... 0
AX = ; . : W=
oyt eyt O . 0 w(a:N)
fo(x1) fo(zn)
P fi(z1) fi(zn)

fy-i(@) ... fy-i(ew)
Lamatriz W es la matriz de las funciones peso, mientras que la matriz AX recibe
el nombre de matriz de VanDermonde, cuyos determinantes vienen dados por:

N
detW = H Vw(z;) (19)

detAX = 1_[(:10Z — ;) (20)
i>j
Ahora, se busca la forma de expresar AX en funcién de los polinomios ortogo-
nales, lo cual es facil, sin mas que aplicar los resultados anteriores:

P=AXB" = AX = BP (21)
donde debemos recordar que BT = B~! por ser B ortogonal. Por lo tanto:

detAX = det(BP) = detAX" = det(P* BT) (22)

Ahora, podemos reescribir el factor [];< j(:vi — ;)% en forma de determinante

COomao:

N
[[@:i — 2;)? = det(AXTAX) = det(P" B" BP) = det(P"P) ~ (23)

i>7

Finalmente, podemos expresar la funcién de distribucién conjunta en forma
de determinante, sin més que introducir la matriz W junto con la expresién
anterior:

P(x1,22,...,xn5) = Ndet(WBP)T (WBP)] = Ndet(FTF) = Ndet(F) (24)

donde F=WP y F = FTF, es decir, Fj = (FTF);, = S.N FijFyy, y se cumple
que Fi;j = vJw(x;) fi—1(z;), por tanto

Fip = > w(wi) fior () fia (a) (25)
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4.2. Introduccién de las Variables de Grassmann

Al expresar la funcién de distribuciéon conjunta como un determinate, nos
va a generar problemas a la hora de calcular diferentes integrales que han de
realizarse a posteriori para obtener las distintas propiedades de la colectividad.
Estos problemas que dan resueltos de una forma elegante introduciendo las
variables de Grassmann.

Sea un conjunto de variables 7;,4 = 1... N, son antisimétricas si cumplen
que:

nin; +nimi = 034, j (26)
Presentan las siguiente propiedades:
[dn=0
Jndn = =

JI mingdnidng = — [ mdmingdn; = 5

Consideremos ahora la siguiente matriz Aj; n x n no degenerada. El de-
terminate de la matriz A, podemos obtenerlo mediante una integracién sobre
variales de Grassmann como sigue:

N
-/ <Hd77?dm> (27)
i=1

donde nTAn = Z;k 05 Ajene y e~ AN = Zi:;o (_i!)N (ntAn)". Introduciendo

esto en la integral I y desarrollando, llegamos a la siguiente relacion:

detA
I=—— =detA=(2m)NI 28
g = detd = (27) (28)
Sea A nuestra matriz . Si aplicamos la relacién anterior y haciendo uso de la
ecuacién (25), se concluye que:

N N N
detF = (27T)N/ <Hdn§‘dm> T 1=  mmew(@) fioa () fioa (i) | (29)
=1

=1 gk

4.3. Determinacién de la constante de normalizacién N

La constante de normalizacién, la obtenemos al obtener que la funcién de
distribucién conjunta se encuentre normalizada a la unidad, esto es

N
/ (Hd@) P(zy,...an) =Ny =1 (30)

N N N
donde Iy n = / (Hd:m) Hw(xl) 1_[(:10Z — xj)z. Por tanto, N = 10_7]1\,, por lo
i=1 i=1 i>j

que debemos realizar la evaluacion de esta integral, lo cual lo hacemos de forma
matricial como adelantabamos anteriormente. El proceso es el siguiente:

N
Iyy = / (Hd@) det (F) (31)
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Ahora bien, recordando que

N

detF = (27T)N/ <Hdnfdm> =D mmew(@o) fioa () froa ()

=1 ik

y sustituyendola en la anterior, obtenemos que:

N N N N
Ion = / (Hd@) (27T)N/ (Hdni‘dm> I 1= nymew(@o) fia () fioa ()
1=1 i=1

1=1 ik

Para efectuar la siguiente integral, procedemos en dos pasos, donde el primero
de ellos sera aplicar las propiedades de los polinomios ortogonales para simpli-
ficar la integral, para finalmente realizar la integracion sobre las variables de
Grassmann. Recordando que fl Sfe—1ficrw(x)dx = hydk, con lo cual:

N N N
Ion = (27T)N/ (Hdnfdm) H —Zﬁ;njhj—l
i=1 =1 J
N

N N
= (—1)N(27T)N/ (Hdﬁfdni> Zn}*m‘hrl

Cada uno de los N factores idénticos en el integrando que no dan contribucién
nula a la integral, deben poveer un par diferente 7;17;, y como cada par conmuta,
habra N! contribuciones de los mismos, esto es:

2

N
Iy = (—I)N(QTF)NN!thfl/ <Hdn2‘dnmfm> =
i=1

x (=1~
= (=D)Nen)NN ] hHW

Jj=1

Recordando que la matriz H;; es diagonal, por lo que su determinante sera:

det(H) = [ hj— (32)

Jj=1
Podemos escrbir de forma més compacta la expresiéon de Ip xy como

N
Iov = N[ hj-1 = Nldet(H) (33)

J=1

Por tanto, ya tenemos la constante de normalizacién, sin més que invertir la

anterior, es decir:
1
= — 34
N Nldet(H) (34)
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Con todo esto, podemos expresar la distribucién de probabilidad conjunta en
forma de determinantes de una forma compacta como:

det(F)

P(zy,...on) = Nldet(H)

(35)

4.4. Densidad de autovalores

Definamos la forma mas general de la funciéon de correlacién a n-puntos

N
Rn(El,...,EN):(NNf!n)'/I<HdEi> P(E,...,Ey) (36)
! =1

de la cual podremos obtener diferentes propiedades de la colectividad que es-
temos considerando. Asi, podemos obtener, en primer lugar, la densidad de
autovalores, que viene definida como:

N
25 —x) = (E)—(NL_'l)'/<H2dxl> P(E,za,...,2N)

que utilizando nuestra expresion en forma matricial, seria

m: W/ <del> det(F)y,—p (37)

Seguimos los mismos pasos que en el apartado anterior, es decir,

— 1

g(E) = mhw—l (38)

siendo I} y_1 = f (HfVZQ d:z:l-) det(F)y,—p. Operamos para calcular I; y_1, in-

troduciendo la expresion de det(F), de tal forma

II,N—1:/<1:[2dxi> (2m) /(HMM%)H —Z;n,;fnkw(xl)fl—l(xj)fl—l(xk)

N N
I1,N—1=(—1)N(27T)N/(Hdiﬂi)/(Hdnfdﬁi) > wlan) fio1 (@) froa (@)m; m
i=2 i=1

gk
N[~
H Zn.;fnkw(xl)fl—l(xj)fl—l(xk)
=2 | Gk

Utilizando las propiedades de los polinomios ortogonales, integramos en las
variables reales, para obtener que:

N
Lhin-1= (—1)N(27T)N/ (Hdnfdm> > w(wn) fio1 (@) fror(@)m; m H Zﬁwkhk 1
i=1 ik

Jrk =2
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Sea j € (1,2,...,N)y J = (j1,J2,--.,jN) con j; # j una permutacién (Q)
cualquiera de (1,2,...,5,...,N) —( Q)(j3,52,...,5~). Lo utilizamos para
llegar a las contribuciones no nulas de las variables de Grassmann, con lo que

N N
Ly = (—1)N(27T)N/ (Hdm’-“dm> > w(@n) i1 (@) fi-a () m
i=1 j=1
N
(ZH’”;L”W Ji— 1)

J =2

N N N
ILinoy = (—1)N(27T)N(N—1)!th—1 Zw(xl)fj—l(xl)fj—l(xl)/ (Hdnfdmn}‘m>

=2 =1 i=1
finalmente, llegamos

N N
Iin—1 = (N — H w(xy f] 1 xl)f] 1(21) (39)
=2 Jj=1

Sustituyendo en la expresion de la densidad de la energia, llegamos a que esta
vale:

N

Intentaremos simplificarla utilizando la formula de sumacién de Christoffell-
Darboux:

Z fima@)fi1(x2) By In(z1)fn—1(x2) = fn—1(21) fn(22)
hj—1 By 4+ 1hy_1 1 — To

Se ve a simple vista que para poder aplicar la anterior, las variables han de ser
de diferentes. Para salvar este pequeno obstaculo, procedemos como sigue:

N
ij—l(i?fi—l( )—lZmAEHOZ fi-i(E+AE)f;1(E)

hj—1
Jj=1
__ By IN(E+AE)fx_1(E) — fn—1(E + AE)fn(E)
n By + 1hy_1 AE=0 AE =
= ﬁlimwgﬂ—»o (fNEE)fN—l(E) — fN_1(E)fn(E) + O(AE))

Finalmente, la expresién simplificada de la densidad de energias seré:

— By

g(B) = w(E)m (fN( Jfn-1(E) — fN,—l(E)fN(E)) (41)
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4.4.1. Aplicacién a Diferentes colectividades

Vamos a tratar aqui dos tipos de colectividades, cada una caraterizada por
su funcién peso, para obtener la densidad de energia en ambas. Trataremos con
los polinomios de Hermite que nos definia la colectividad GUE y los polinomios
de Laguerre que nos definira la Ley de Marcenko-Pastur.

POLINOMIOS DE HERMITE

2 T T T T 5 T T T
— Exact N=10 | |— Exact N=100 |
H—- Wigner i — - Wigner
47 —
151~ -

L | ol |
gl 1 gl ]
(o)} \ (=2}

i \ 2l _
05t | |
[ ‘\ 1- 7
L] I
VAN \ \ \ Ly \ \ \
-4 2 0 2 4 -20 10 0 10 20
X X

Figura 3: Comparacion de la densidad media exacta con la ley de Wigner para
N=10 y N=100

Los polinomios de Hermite definen la colectividad GUE, donde la funcién
de distribucién conjunta viene dada por:

_ 1 s S
Fir )= [(2N%)%(Hflem)f i 11( o

Definamos los pardmetros caracteristicos de este tipo de polinomios:

(e —_ 2
Funcién peso w(E) = e F
Normalizacién h,, = /72"n!

Coeficientes Bn = 2"
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Llevando estos pardmetros a la expresion de g(E)

2
[ efE

9(B) = JT2N-I(N — 1)

(NHE_,(B) — (N = 1) Hy—s(E)Hn (E))  (43)

Podemos expresar la anterior en funcién de las autofunciones del oscilador como:

9(BE) = Né{y_1(E) = VN(N — 1)pn—2(E)¢n(E) (44)

siendo

_F2
ae E

on(E) = T = 1)

ya=1.

En las figuras de la pagina preccedente representamos la densidad de energia
obtenida comparada con la de Wigner o ley del semicirculo. Como se observa, al
aumentar el nimero de autovalores, mas y mejor se aproxima la densidad real
al limite asintético que no es otro que la densidad de Wigner.

POLINOMIOS DE LAGUERRE

Los polinomios de Laguerre definen la colectividad de Whishart, cuyo va-
lor en el limite asintoético es la ley de Marcenko-Pastur, donde la densidad de
autovalores viene dada por:

— 1 p?
= —— [ (4N -E)|F— —— 45
o(B) %E¢<<+m> (5 1) (45)
La ley de Marcenko-Pastur obtiene la distribuciéon de autovalores de ciertas
matrices de la forma M = RT R, siendo Ry, Definamos los pardmetros carac-
teristicos de este tipo de polinomios:

Funcién peso w(E) = e~ F

Normalizacién h,, =1

(="

Coeficientes Bn = ~—

Llevando estos pardmetros a la expresién de g(E)

g(E) = —Ne P (NL%_\(E) — (N = 1)Ly—2(E)Ln(E)) (46)

En las siguientes figuras, representamos la densidad de energia obtenida
para la colectividad Wishart comparada con la de Marcenko-Pastur. Como se
observa, al aumentar el nimero de autovalores, la densidad real se aproxima
més al limite asintotico.
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g(x)
a(x)

r/

0 | -
0 20 40 60 80 100 120 0 100 200 300 400 500
X X

Figura 4: Comparacion de la densidad media exacta con la ley de Marcenko-
Pastur para N=20,p=10 y N=100,p=10

4.5. Funciones de Correlacion

Ya definimos en el capitulo anterior la funcién mas general de correlacién a
n-puntos, que venia dada por

N
Rn(El,...,EN)_(NNf!n)'/I<HdEZ—> P(Ey,...,EN) (47)
! =1

LLevando nuestra funcién de distribuciéon conjunta a la anterior, obtendremos
la funcion de correlaciones a n-puntos. Sin mas preambulo,

N
Rn(xl,...,xn)—wa!n)!/< H dIi> P(z1,z2,...,2N) (48)

i=n+1

que utilizando nuestra expresion en forma matricial, seria
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— )N w(wx; L
Rp(z1,...,xn) = ( 1)( (2_)1)'61;; 1 /(Hdmdnz> H jzknjnkw(xl)fj_l(:Ez)fk_l(ivz)

=1

11 Zm%/( 11 d%) w(xy) fj—1(z1) fr—1 (1)

l=n+1 | j,k i=n-+1
(49)

Seguimos los mismos pasos que anteriormente, es decir, las propiedades de los
polinomios ortogonales e introduciendo dos numeraciones de indices:

J = (J1, 425> JN)
J =0 nt1,J na2s--5J N)

Lo que hacemos realmente es introducir un operador de permutaciéon P, a modo
de que

ﬁ(jlana"'a.jN)_) (P15P25"'7PN)

operamos para llegar finalmente a la expresién de la funciéon de correlacién

Ru(w1,... z0) = [Jw(z) S (-1 PH fii—1 az)fpl-l(xz)
i=1 J p Ji—1

i=1
donde debemos hacer dos aclaraciones importantes:

1) Podemos reordenar el producto a modo de que los polinomios fp, —1(z;)
sigan el mismo orden que los polinomios fi,_1(x;)

& fiim1(@i) fpi—1 () sz—l(%)fh—l(an)
w(x; w iUz

H ( ) h]z’*l H hjlfl

i=1

donde el operador @ = ]5;\1, siendo ambas fases iguales, con lo que

Ro(1,..own) = [Jw(z) Y. S (1) [[ wlx) fjiil(x;)_fjﬁl(xq")
7 5 i=1 Jiml

i=1

2)
Rn($1,...,xn) = IZN Z QH fJZ—l xz)fh_l(an) _
(J1,-3N) O i=1 hj—1
517 fim1 (@) fi-1(w4,)
= —1)¥ J J q
%( ) };11: hjifl
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Donde en el miembro de la izquierda solamente aparecen contribuciones
Ji # Jk que son las Unicas reales. En el miembro de la derecha aparecen
contribuciones j; = ji, pero se anulan dos a dos.

Podemos simplificar aiin mas la expresion final, si definimos

Gla, o) = Zf” ) — Gy (50)
— J
donde por supuesto cuando x; = z9, obtenemos la densidad de autovalores

calculada anteriormente. A la anterior, podemos aplicar también la férmula de
sumacién de Cristoffel-Darboux, en particular, sean k=1 y 1=2, es decir, 1 # x2

By In(zi) fn-1(ze) = fn-1(21) v (22)

Glaw o) = Byiihn-1 Tl — T2

Con esta definicién, podemos resscribir la funcién de correlacién como

N n N
O 1 :Ez f 1((E n)
Ru(x1,...,x,) :Hw(xi)Z(—l)QHZ I ]1 a (51)
i=1 ) i=1j=1 hij -
y simplificando aun mas, de una modo mas compacto, como
R, (x1,...,2y) = det(G(zk, x1)) (52)

Podemos obtener de la anterior, la funcién de correlacién a dos puntos y su
correspondiente funcién de acumulacién, ambas de particular interés

2
Ra(w1,@3) = det(G(a1, 22)) = g(an)g(w) — (Glor,22)) (53)

Co(x1,22) = g(w1)g(x2) — Co(x1,22) = (G($1,$2))2 (54)

4.6. Funciones de Correlacién reescaldas
4.6.1. Unfolding o reescalado del espectro

Se acepta como un hecho universal que la densidad de estados de un sistema
puede separarse en una parte suave y en una fluctuante

g(x) = g (@) + g(x) (55)
En general, la amplitud de las fluctuaciones de la parte oscilante vienen modifi-
cadas por el valor de ¢($ ). Como q(s ) depende mucho del sistema que estemos
estudiando, su influencia en la parte fluctuante debe ser eliminada si queremos
comparar fluctuaciones de distintos sitemas o incluso las fluctuaciones de dos
partes bien diferenciadas de un mismo espectro.
El proceso de eliminacién de la oscilacién de ¢(%) recibe el nombre de unfol-
ding y consiste en una transformacion local de escala dada por

z — Nz) = FO)(2) 4 cte (56)
donde F(z) = f u)du es la funcién de distribucién que proporciona el
nimero total de autovalores o estados de energia hasta un valor x, obviamente

FO)(z) = [*_ ¢'®) (u)du. Puede demostrarse que en la nueva escala la densidad
suave es constantee igual a la unidad

g () = PO =1 57)
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4.6.2. El unfolding en la Teoria de Matrices Aleatorias (TMA)

Vamos a suponer que la parte suave de la densidad de todos los miembros
de una colectividad es la misma y que ademas viene dada por el promedio de
g(x) sobre la colectividad, es decir

99 (@) = g(z,N)
FO)(z) = FO)(z,N) = . g (u, N)du

Bajo el cambio de escala @ — A(x) las funciones de correlacién y de clusteriza-
cién se transforman con

n

1
k=1 g('rk)

R(CCl, To, ... ,:EN) _))\(z):F(S)(z)Jrcte < ) R(.Il (Al), $2(/\2), RN ,xN()\N))
- (58)
donde z(\) es la funcién inversa de A\(x) = F(x). La funcién de clusterizacién
cambia andlogamente a la de correlacion. Cuando trabajamos con espectros indi-
viduales, obtenidos experimentalmente o numéricamente, el niimero de estados
conocidos es casi siempre pequeno por lo que no podemos desechar ninguno. En
TMA siempre se considera el limite N — oo por lo que podemos centrar nuestra
atencién en un pequetio intervalo (zg — A, 29 + A tal que:

1 El ntimero de niveles contenido en dicho intervalo verifique quel < m <
N cuando N — oc.

2 La densidad g(x) sea esencialmente constante en el intervalo considerado.

Siempre podemos elegir la constante de forma que

x

MNz) — 29 = F(z) — F(x) = / g(u)du

zo

siempre que se cumpla x € (xg — A, xo + A.

g(z) = g(xo) + g (xo)(x — 29) + ... = g(x0) <1 + gﬁ) (x — x0) + )

donde debe imponerse que gq(—(;))A < 1 para que g(z) sea cuasiconstante en el

intervalo. Asi

\a) =0 = | " gt)du = 3(@0) (= — xo) (59)

0

entonces % = g(x0) y cuando N >> 1 denotaremos a la anterior como go.

Con esto, conseguimos que la funciones de correlacién y clusterizacién queden
€como:

1 A1 A2 AN
RN(xlvaa"'axN)_)m*})\ _RN(_a_a"'a_
N>t gév go 9o g0

) (60)
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1 A1 Ao AN
ON($1,$2,---,$N) _)IH)\ N N(_a_v"'a_) (61)
N2 g g0 g0 90
Estas funciones que juegan un papel clave en TMA se denotan de forma

espacial como:

1 A A A
LpoMr Ay

Tn(A, A2, .., AN) = ) (62)

N ) PRI
g " g0 g0 90
1 A Do An
Yn(A1, Ao, ..., Ay) = —=Cn(—,—, ..., — 63
( ) g (90 9 90) (63)

Colectividad GUE

Hagamos un breve recordatorio

1) Los polinomios caracteristicos de esta colectividad son los polinomios de
Hermite

2) La forma asintética de la densidad promedio viene dada por la ley del
semicirculo

—  —— 1
g(z) = g(x) ~NV>71 /2N — 22|z| < 2N

T
g(x) ~0|z| > 2N

Elegimos g = 0 lo que implica que el intervalo basico con m autovalores esta en
la region central del espectro. Desarrollando la densidad media

ﬁ 2N 1 a2 " 2N 1 T a2 "
T)~A— — — === |1 = ==
g w2 271 \/2N 2 22N
con el fin de que la densidad sea asintéticamente
— —= 2N
g(x) ~ g(0) = — (64)

A .
7y << 1. De todo lo anterior, se

Az) = g(0)z = 4/ 271_—];[&5 (65)

y se cumple que x << V2N = A << 2N. Las expresiones de correlacion y
clusterizacién son:

la anchura del intervalo debe cumpli que
concluye que

2\ 2 AL T TAN
TN(Ala)\Zaa)‘N)_(ﬁ> R(\/W?\/W??m (66)

2 AL T TAN
YN(/\l,)\g,...,)\N)—<ﬁ0(m,m,...,m)) (67)

En particular, calcularemos la funcién de clusterizacién en el limite asintoti-
co, es decir, bajo unfolding.

T T T2

o [H Hy_1(T22) — Hy_y (T2 g °
Yn (A1, A2, ..,)\N)Ze%[ N(m) a 1(\/ﬁ) a 1(\/W) N(m)]

JT2N (N — DI — A)
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Supongamos que N=2m+1 siendo m € N, m >> 1 (si N=2m se resuelve de
igual forma). Ademds, como A << N podemos aproximar la exponecial a la
unidad. Las ecuaciones de los polinomios de Hermite en el limite asintético son:

i (ﬂ'/\ 4™mm)
aym - (=1)m/mr
Mo
Hapmia( B (—1)’”4 m'2sen(7r)\)

2y/m VLS
Desarrollando las anteriores y utilizando la aproximacién de Stirling, obte-
nemos sin mas que

Ya(ht, o) = (—SSZEZ& ;5”)2 = <%)2 (69)

De la cual obtenedremos por supuesto la funcién de correlacion, que sera

Ru(E) =1 vy(p) = 1 - (22’ (70)

Ambas quedan representadas en las siguientes figuras

0,8

06—

04|

0,2+

Figura 5: Funciones de correlacién y clusterizacion en el GUE
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5. CONCLUSIONES

Se buscaba en este trabajo obtener un método compacto y general para
obtener las diferentes propiedades de diversas colectividades definidas mediante
una serie de funciones peso, que a su vez reproducen las condiciones de simetria
de ciertos sistemas regidos por matrices aleatorias.

En particular se han reproducido las propiedades de la colectividad GUE, ob-
teniendo resultados 6ptimos, en total acuerdo con la ley de Wigner, por ejemplo.
La colectividad Wishart, que viene definida en el limite asintético por la Ley de
Marcenko-Pastur, donde también se han llegado a los resultados esperados. Esta
tiene una gran relevancia en analisis de datos financieros, y recientemente se uti-
lizaba en un modelo inflacionario para obtener el espectro de masas en el articulo
Random Matrices and the Spectrum of N-flation (http://arxiv.org/abs/hep-
th/0512102v3).

El método desarrollado puede aplicarse a otras colectividades complejas de-
finidas por polinomios ortogonales, como los polinomios de Jacobi asociados a
la colectividad Manova, o a otros polinomios como los de Chebyshev o Legen-
dre, en caso de que nos interesase. Nos hubiera gustado obtener las funciones
de correlacién de la colectividad de Wishart y también una expresién cerrada
para la distribucién de espaciamientos de las colectividades complejas.

Podemos terminar diciendo, que se ha obtenido un método general, elegante
y compacto aplicable a cualquier colectividad de matrices aleatorias complejas,
que nos permite obtener las diferentes propiedades de la misma. En el futuro
se intentard extender el método a colectividades de matrices reales o de quater-
niones.
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Apéndice 1. Variables de Grassmann

Vamos a obtener aqui la relacién (28). Consideremos la siguiente matriz Ay,
n x n no degenerada. El determinate de la matriz A, podemos obtenerlo mediante
una integracion sobre variales de Grassmann. Para ello partimos definiendo la

integral I como
N
I= / <H dnzd m) e An

=1

donde ntAn = Z;k n; Ajene Y e~ AN — Eﬁfzo (771!)1\7 (nTAn)" Introducimos
estas definiciones en la integral I, donde se desarrolla la exponencial en serie de
potencias, donde sélo intervendra el término N-ésimo, ya que el resto se anulan
al realizar sus respectivas integraciones debido a las propiedades del conjunto de
variables de Grasmann. Por tanto, desarrollando, paso a paso, llegamos a que I

debe ser
N
I—/(Hdnfdm)
i=1
N 1
I:/(Hdn;‘dm) N H Z Mk Ay (k) =
i=1 (1) (k) (4)(k)
N 1
= / <Hd7ﬁdnl> ﬁ ZZHZWM . 'n:NnkNAilkl . "AiNkN
i=1

donde (i), (k) denotan dos conjuntos de indices dados

n=0

i (" An) —/(f[dn?dm> (_]\]L,?N (i7" An)

(1) = (41,42, ..., iN)

(k) = (k1,kay ..., kn)

Utilizando las propiedades de las variables de Grassman, podemos efectuar la
suma en i, por ejemplo, ya que al permutar dos variables, obtenemos el mismo
resultado, teniendo N! contribuciones idénticas,

N
I= / (Hdﬁfdm) D T ey Aty - ANk
i=1 *)

e integrando la anterior en el conjunto de variables Grasmann y aplicando la
definicion de determinante, obtenemos finalmente la integral I

1 detA
I= —“DFA Ay = ——
(2m)N (;)( ) Atk Lk (2m)N
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Apéndice 2. Integral de det(IF)

Supongamos ahora que la matriz Aj; n x n no degenerada es ahora nuestra
matriz F definida mediante polinomios ortogonales. Recordando que:

k= Zw(xi)fi—l(xj)fi—l(iﬁk)

Del apéndice 1, tenemos que

N

det(F) = (2m) /(Hdmdnz> o~ mathbbFn

i=1

Con la definiciéon de mathbbF y desarrollando la exponencial, llegamos a la
expresion

N NNy (X
det(F) = (27T)N/ (Hdn;-“dm> 1> - > mrmw (@) fioa () froa (zn)
i=1 m=0 ’ g,k

m

En el desarrollo en serie de potencias anterior, podemos sacar factor comun el
término cuadratico, el cual se demuestra que es nulo, por la contraccion del ten-
T ikap __ SR SR _
sor antisimétrico A" = n¥nnsn, con el simétrico Q kg = fi-1 (i) fi1(xr) fim1 (xg) fim1 (zp).
Jugando con los indices mudos y aplicando condiciones de simetria

Ajkqujkqp = _Ajkqujkqp =0

Por tanto, en el desarrollo de la exponencial, nos quedamos con el término lineal,
yva que todos los demés seran nulos. De todo esto, podemos concluir que

N
detF = / (Hdnl dm) IT 11 =D mmew(@) fia () fia ()

=1 ik

e integrando, obtenemos la expresion final del determinante que es

detF = /(Hdmdm) H Zn mew (1) fio1(z;) fro1(or)

=1 7,k
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