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Resumen

Este trabajo desarrolla un método general, compacto y elegante, basa-

do en la teoŕıa de polinomios ortogonales y en la utilización de variables

de Grassmann, para obtener las diferentes propiedades de colectividades

de matrices aleatorias complejas.
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Parte I

INTRODUCCIÓN AL CAOS

1. Introducción Histórica

Para conmemorar la celebración del sexagésimo cumpleaños del rey Oscar II
de Suecia y Noruega en 1889, se planteó la siguiente pregunta:

Sea un sistema de masas puntuales arbitrario, de forma que siguen las

leyes de la Gravitación universal newtoniana. Asumiendo que las masas

no colisionan, hallense las coordinadas de los puntos individuales para todo

tiempo, en función de series convergentes de funciones conocidas

Posteriormente, esta pregunta se conocerá como el problema de la estabili-
dad del Sistema Solar. El cient́ıfico que halló la respuesta fue Henri Poincaré,
quien, en una primera versión del trabajo, creyó haber probado que el sistema
era completamente estable y predecible para todo tiempo. Pero, tras hallarse un
error en su demostración, y concedérsele un plazo para corregirlo, concluyó de
forma totalmente opuesta. Si bien es posible conocer las trayectorias para tiem-
pos finitos, es imposible para infinitos:

...puede ocurrir que pequeñas diferencias en las condiciones iniciales pro-

duzcan grandes diferencias en el resultado final. Un pequeño error en el

primero conduciŕıa a un gran error en el segundo. La predicción se con-

vierte en algo imposible, y aparecen los fenómenos fortuitos

A pesar de las conclusiones de Poincaré,no fue hasta 1962, cuando Edward
Lorenz realizó una simulación numérica del sistema de ecuaciones diferencia-
les que rige la convección en un fluido,y apreció un comportamiento complejo
muy dependiente de las condiciones iniciales. Fue a partir de este estudio cuan-
do cobró más importancia el análisis de las condiciones iniciales y su posterior
influencia en el comportamiento dinámico de los sistemas. A mediados de la
década de 1960, a través del trabajo de Steve Smale, se probó que podŕıan exis-
tir ecuaciones diferenciales en las que la sensibilidad a las condiciones iniciales
fuese algo genérico. Y a finales de la misma década, las simulaciones con or-
denador comenzaron a ser algo común para estudiar estas ecuaciones. Durante
los 70, aunque el término çaos”se hab́ıa asociado siempre a distintas formas de
aleatoriedad, este empezó a identificarse con la sensibilidad a las condiciones
iniciales. Ya a principios de los 80, se hab́ıan hallado indicios de comportamien-
to caótico en distintos tipos de sistemas como mecánicos, eléctricos y fluidos.
Lo que sugeŕıa que el caos era la fuente de muchos e importantes fenómenos.

2. Una Breve Idea sobre el Caos Clásico

Consideremos un sistema de N part́ıculas con cierta interacción entre ellas.
La evolución del sistema viene dada por un conjunto de ecuaciones diferenciales.
Si el sistema es resoluble, diremos que es integrable.El ejemplo más sencillo de
estos sistemas son los lineales y los conservativos. Existen sin embargo, sistemas
en los cuales no es posible reducir todas las interacciones particulares a un com-
portamiento global. En estos casos, se trata de un sistema no integrable y daŕıa
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lugar a efectos caóticos. La integrabilidad o no de un sistema no depende del
nú mero de part́ıculas que intervienen, si no de la naturaleza de la interacción.
Por tanto, según sea la forma del hamiltoniano se podrá hallar o no, la solución
del sistema de ecuaciones y saber si se comportan de forma caótica. Estos de-
talles están más relacionados con la estreuctura de las ecuaciones diferenciales
que con el sistema en śı, por lo que se puede decir que es más un problema
matemático que f́ısico.

A pesar de que no existe una definición concreta y universalmente aceptada
de caos, Steven. H. Strogatz lo define de la siguiente manera:

El caos es un comportamiento aperiódico a largo plazo en un sistema deter-

minista que exhibe una sensibilidad muy fuerte a las condiciones iniciales

Es decir, pasado un tiempo, el sistema deja de seguir alguna periodicidad y
las ecuaciones diferenciales manifiestan su inestabilidad.

Un ejemplo visual: sea una cierta part́ıcula con una trayectoria dada por
la ecuación de evolución r=r(t) y con condiciones iniciales r(0) = ro; v(0) =
vo, donde podremos determinar su posición y velocidad para todo t. Si a las
condiciones iniciales les añadimos un infinitésimo ǫ, en principio la trayectoria
será la misma que con las anteriores condiciones iniciales. Pero si al cabo de
un cierto t lo suficientemente grande ya no podemos predecir la posición de
la part́ıcula con la ecuación de evolución r=r(t), se ha producido el caos en el
sistema.

A pesar de la definición anterior, puede llegar a ser complicado distinguir un
sistema periódico con ruido de uno caótico, simplemente atendiendo al espectro
del sistema. Para reconocerlo, se disponen de distintas herramientas y criterios
como son: exponente de Lyapunov, funciones de correlación, ergodicidad,...

3. Caos Cuántico

3.1. Breve reseña histórica

Aunque el siglo XX se inició con grandes avances, quedaron pendientes algu-
nas preguntas fundamentales. Entre ellas, la famosa polémica entre Boltzmann
y Loschmidt:

”Por qué, siendo las leyes de la mecánica reversibles, observamos una flecha
del tiempo?”

Boltzmann intúıa que la respuesta estaba en el caos o no-integrabilidad (en
el sentido de Poincaré) de la mayoŕıa delos sistemas dinámicos. Sin embargo, el
advenimiento de la mecánica cuántica como ley más fundamental complicó adi-
cionalmente el panorama. En particular, Einstein señaló la imposibilidad de
que los sistemas caóticos cumplieran con las reglas de cuantificación de Bohr-
Sommerfeld. Aśı nació la disciplina denominada Caos Cuántico. Esta no dejaba
de ser un contrasentido, ya que los sistemas cuánticos no parećıan presentar las
inestabilidades de Lyapunov caracteŕısticas de los sistemas caóticos.

3.2. Definición de Caos Cuántico

El Caos Cuántico sigue hoy en d́ıa sin tener una definición clara, al contrario
que el caos clásico o determinista que si está bien definido. Podemos dividir el
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Figura 1: Ergodicidad. El sistema no muestra preferencia por permanecer en
ninguna región del mapa de fases

estudio de caos cuántico en:

Hamiltoniano a un cuerpo, que se correspondeŕıa con la aproximación
semiclásica. Este caso es más sencillo de estudiar ya que podemos hacer
una comparación del sistema cuántico con su análogo clásico.

Hamiltoniano a un sistema de muchos cuerpos, en el cual no tenemos ya
la posibilidad de comparación con su análogo clásico debido al carácter
fermiónico o bosónico de las part́ıculas involucradas en el sistema.

Gran parte del estudio del caos cuántico se ha hecho en el ĺımite semiclásico,
es por ello que la definición más comúnmente aceptada entre la comunidad
cient́ıfica es la dada por Berry para el primer tipo de sistemas que dice aśı:

La caoloǵıa cuántica es el estudio del comportamiento semiclásico, pero no

clásico, caracteŕıstico de los sistemas cuyo movimiento clásico exhibe caos.

Para sistemas sin análogo clásico no existe una definición universalmente
aceptada, ya que las estad́ısticas cuánticas juegan un papel fundamental. Exis-
ten dos tipos de movimiento radicalmente distintos en la mecánica clásica: el
movimiento regular de los sistemas integrables y el movimiento caótico de los
sistemas no integrables. Para distinguir el tipo de dinámica que corresponde a
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un sistema dado podemos observar un grupo de trayectorias que comiencen en
puntos cercanos del espacio de fases. En el caso caótico la distancia entre dos de
esas trayectorias cualesquiera crece exponencialmente con el tiempo. El ritmo
de crecimiento de esa distancia es lo que se denomina exponente de Lyapunov.
Para el movimiento regular el ritmo de crecimiento puede crecer como una po-
tencia, pero nunca de forma exponencial. En este caso decimos que el exponente
de Lyapunov es idénticamente cero. En mecánica cuántica la noción de trayec-
toria en el espacio de fases pierde su sentido y, por tanto, también lo pierde
la noción de exponente de Lyapunov. Cuando tenemos un espectro discreto de
enerǵıas, como en los sistemas cuánticos ligados, la dinámica se caracteriza por
ser cuasiperiódica y no puede existir esa sensibilidad a las condiciones iniciales.
Como al pasar a la mecánica cuántica se pierde la distinción clásica entre el
movimiento regular y el caótico, nos podŕıamos preguntar si existen otros cri-
terios completamente mecano-cuánticos que nos permitan distinguir dos tipos
de dinámica cuántica de forma paralela al caso clásico. Cuando ~ → 0 un gru-
po debe convertirse en regular y el otro en caótico. El nuevo campo del caos
cuántico ha demostrado durante estas dos últimas décadas que estos criterios
existen. Los trabajos pioneros de Berry y Bohigas, Giannoni y Schmit relacio-
naron las propiedades estad́ısticas del espectro de los sistemas cuánticos con el
comportamiento caótico o regular de su análogo clásico. Desde entonces nume-
rosos sistemas cuánticos u ondulatorios han sido analizados desde este punto
de vista. Como ejemplos podemos citar los estudios sobre cicatrices cuánticas,
billares cuánticos y su realización experimental como cavidades de microondas,
cavidades acústicas, sistemas mesoscópicos, sistemas atómicos y moleculares o
sistemas nucleares.

Figura 2: Cicatriz cuántica

Como se ha especificado anteriormente, podemos intuir que la idea del caos
es la sensibilidad extrema del sistema a las condiciones iniciales, pero al situarnos
ahora en el contexto de la mecánica cuántica, las variaciones en las trayecto-
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rias dadas por el ı́ndice de Lyapunov, no tienen sentido. De forma automática,
nuestra primera ocurrencia es asociar la trayectoria clásica a la función de onda
de las part́ıculas, y buscar una variación entre dos funciones de onda con con-
diciones iniciales muy similares, producida por la evolución del sistema, pero la
evolución del sistema es unitaria debido a la linealidad de la ecuación de Schro-
dinger, por lo que se conserva el producto escalar en el espacio de Hilbert. Por
tanto esta idea no nos ayuda a plantear el caos en el mundo cuántico. Sin em-
bargo, podemos cambiar la sensibilidad extrema de las condiciones iniciales, por
la del hamiltoniano, es decir, añadiendo perturbaciones al hamiltoniano original
del sistema:

H = Ho + ǫH1 (1)

De esta forma śı podemos llegar a estudiar el caos en sistemas cuánticos. Para
un correcto estudio del hamiltoniano caótico debemos tener en cuenta las pro-
piedades del espacio de fases del sistema. Para ello debemos prestar especial
atención al Teorema KAM y al Principio de Incertidumbre de Heisenberg.

La posibilidad de definir el caos cuántico de forma rigurosa utilizando la
sensibilidad a pequeños cambios del hamiltoniano no está suficientemente de-
sarrollada todav́ıa, ya que no existe una teoŕıa general de la inestabilidad del
hamiltoniano ante pequeñas perturbaciones, ya que cada hamiltoniano tiene
propiedades distintas ante la misma perturbación.

3.3. Matrices Aleatorias

La Teoŕıa de Matrices Aleatorias (RMT, Random Matrix Theory) fue di-
señada por Wigner para tratar las estad́ısticas de los autovalores y autofunciones
de sistemas cuánticos complejos. La idea principal es reemplazar el hamiltoniano
del sistema que estamos estudiando por una colectividad de hamiltonianos alea-
torios con las mismas propiedades de simetŕıa. Las primeras aplicaciones de la
RMT consistieron en explicar resultados de f́ısica nuclear. Mas tarde ha sido
aplicada con éxito a las propiedades de las fluctuaciones espectrales en átomos
y moléculas complejos. La observación de que los resultados de la RMT se apli-
can no sólo a sistemas complejos con muchos grados de libertad, sino también a
sistemas con pocos grados de libertad pero con dinámica clásica caótica ha sido
el origen fundamental de la disciplina del caos cuántico. La resolución de la ecua-
ción de Schrodinger aplicada a los núcleos atómicos se enfrenta, principalmente,
a dos problemas. Primeramente, no se conoce el hamiltoniano que representa al
sistema, y, en segundo lugar, si se conociese, debido al alto número de nucleones
que intervienen, seŕıa muy complejo resolverlo. Wigner fue el primero en propo-
ner que la distribución energética de los núcleos atómicos seguiŕıa una secuencia
idéntica a los autovalores de una matriz aleatoria. El primer célculo sugirió que
la cercańıa entre distintos niveles es un caso extraño. Esto confirmó la hipótesis
de Wigner, e indicó, que la densidad y el espaciamiento de los autovalores de
matrices reales simétricas son independientes de muchos detalles de la distribu-
ción de los elementos individuales de la matriz. Todo lo que se requeŕıa era una
distribución idéntica para los términos de la diagonal, siendo los no-diagonales
simétricos y con la misma desviación cuadrática media. También se esperaban
estos resultados para matrices hermı́ticas. Posteriormente, Bohigas, Giannoni
y Schmit conjeturaron que el método podŕıa aplicarse al espectro de cualquier
sistema caótico.
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3.4. Conjetura BGS

En 1984 Bohigas, Giannoni y Schmit (BGS) propusieron su famosa conjetu-
ra:

Las fluctuaciones del espectro de sistemas cuánticos invariantes bajo in-

versión temporal cuyos análogos clásicos son sistemas K,siendo K la forma

más fuerte de dinámica caótica, son iguales a las predichas por el GOE.

Una versión más suave formulada por los mismos autores reemplaza los sistemas
K por sistemas menos caóticos siempre que sean ergódicos. Para sistemas que
no sean simétricos bajo inversión temporal el GOE se reemplaza por el GUE.

Todav́ıa no se ha alcanzado una demostración satisfactoria de la conjetura
BGS. Todos los intentos para demostrarla se basan en algún tipo de aproxima-
ción semiclásica, es decir, cuando ~ → 0. El primer y más exitoso intento de
demostrar teóricamente la conjetura BGS lo realizó Berry en 1985.

3.5. Importancia de las simetŕıas

En mecánica cuántica, las simetŕıas dan lugar a la aparición de números
cuánticos que caracterizan el sistema. Sea una función de onda que es posible
expandir de la forma

ψn(x) =
∑

m

anmφm(x) (2)

Con < φn|φm >= δnm. Si se introduce en la ecuación de autoenerǵıas H |φn >=
En|φn >, tenemos el problema de autovalores reducido a diagonalizar Hnm, ya
que lo que queda es: ∑

m

Hnmam = Enan (3)

Sea ahoraR = R+, el operador autoadjunto asociado a una cantidad conservada,
de forma que R|φn,α >= rn|φn,α >. Al ser una simetŕıa del sistema, [H,R]=0.
Lo que permite diagonalizar el hamiltoniano por bloques. Si este procedimiento
lo aplicamos al núcleo atómico, las simetŕıas del sistema que se utilizan son para
clasificar las distintas cajas son las siguientes: IΠ y mI . Y la enerǵıa siempre que
no existan transiciones nucleares. Cada bloque del hamiltoniano estará asociado
a IΠ, con una degeneración 2I + 1, siempre que no existan campos magnéticos.

3.6. Análisis estad́ıstico de los niveles

Para moldear la teoŕıa, es preciso conocer primeramente los niveles energéti-
cos. Esto se obtiene por espectroscoṕıa. Una vez obtenidos los resultados:

1 Para un IΠ dado, se descomponen los niveles en subniveles. De forma que
cada subespectro corresponde a autoestados de la submatriz IΠ.

2 El espectro se normaliza a una densidad media de estados, lo que permi-
tirá comparar resultados con otros espectros y núcleos.

3 Se define p(s) como la función de distribución de los espaciados entre los
niveles energéticos En y En−1.

En contraste con sistemas integrables, aparecen agujeros a pequeñas distancias,
lo que implica que los autoestados se repelen. La estructura de p(s) se relacio-
nará más tarde con la forma y caracteŕısticas de las matrices.
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3.7. Distribución de Poisson

Es el ejemplo de distribución más sencilla, ya que representa un núcleo inte-
grable. De forma que la matriz ya adquiere estructura diagonal. Correspondien-
do cada autovalor a una clase distinta de simetŕıa. Es imprescindible asumir que
los autovalores no están correlacionados, según Metha. Entonces, si las posicio-
nes de las enerǵıas no están correlacionadas la probabilidad de que cualquier Ei
se encuentre en el intervalo [E;E + dE] es independiente de E y se corresponde
a

1

D
dE (4)

Donde D−1 = ρ es el número medio de niveles por unidad de intervalo de
enerǵıa. La probabilidad de que exista un espaciamiento S, es decir, dado un
nivel energético en E, la probabilidad de que no exista ningún nivel en el intervalo
[E,E + S] y uno en dS en el extremo del intervalo. Para ello se divide S en m
partes iguales. Al ser los autoestados independientes, la probabilidad de no
encontrar un nivel en [E,E + S] es el producto de las probabilidades de no tener
niveles en ninguna de estas partes, si m→ ∞, se llega a

[1 − ρ
S

m
]m → eρS (5)

Ahora, la probabilidad de tener un nivel en E+S es ρdS, y dado un nivel en E,
la probabilidad de que no haya nivel en [E,E + S] es eρSρdS, o en función de
t = S

D
= ρS queda:

p(t)dt = e−tdt (6)

Es la distribución de Poisson que es la probabilidad de densidad de espaciamien-
to entre niveles consecutivos. Se demuestra emṕıricamente que no se corresponde
con los datos experimentales. Ya que para una separación entre niveles muy pe-
queña, la probabilidad de que exista otro nivel es también pequeña. Es lo que
se ha comentado antes, repulsión entre autoestados.

3.8. Representación de los hamiltonianos

Que las enerǵıas del núcleo sigan una distribución análoga a los autovalores
de las matrices aleatorias permite identificar el hamiltoniano con un grupo de
matrices según sus simetŕıas. Es posible demostrar, pero muy complicado, que
según sean las simetŕıas las distintas representaciones son:

Hamiltoniano no invariante bajo inversión temporal se representa median-
te una matriz hermı́tica invariante bajo transformaciones unitarias.

Si el hamiltoniano si es invariante bajo inversión temporal, pero no ad-
mite representación de part́ıculas con spin 1/2. Se tienen matrices reales
invariantes bajo transformaciones ortogonales.

Si es invariante temporalmente y representa part́ıculas con spin 1/2, se
usan cuaterniones (extensiones no conmutativas de los números complejos)
invariantes bajo transformaciones simplécticas.

Las matrices aleatorias son la simplificaci¶on más potente del núcleo atómico,
ya que sugiere que los detalles de la interacción no son relevantes para estudiar
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las enerǵıas. Se ha pasado de intentar describir un sistema de forma detallada
y completa, buscando fórmulas expĺıcitas para las interacciones, a adquirir una
visión global sin tener en cuenta detalles internos.

3.9. Distribución de Wigner

Aún cuando los datos experimentales no eran concluyentes, Wigner propuso
las siguientes reglas para la distribución espacial:

En secuencia de niveles con el mismo spin y paridad, la funci¶on de den-
sidad de probabilidad para el espaciamiento viene dada por

pm(t) =
π

2
te−

πt2

4 (7)

con t=S/D

Los niveles con distinta paridad y spin no están correlacionados.

Esta distribución funcionaba mejor, ya que para pequeñas distancias śı repre-
senta la repulsión de niveles. Mientras que asintóticamente śı que se comporta
como la de Poisson.

3.10. Definición del conjunto gaussiano de matrices

Como se ha explicado, han de representar las propiedades del hamiltoniano.

CONJUNTO ORTOGONAL

En este caso, la matriz es simétrica, con componentes reales. En la que
existen N(N+1)/2 elementos independientes. Cualquier base vale, ya que úni-
camente importa la probabilidad correlacionada p(H11, ..., HNN ), donde p(Hjj)
es la caja jj en la matriz. Como los elementos de la matriz Hnm son invarian-
tes bajo transformaciones ortogonales, sólo pueden depender de la traza, luego
dicha probabilidad también dependerá de la traza. Se exige que la probabilidad
no esté correlacionada, es decir p(H11, ..., HNN ) = p(H11)...p(HNN ), después de
arduos y complejos cálculos, se concluye que

p(H11, ..., HNN ) = (
A

π
)

N
2 (

2A

π
]

N(N+1)
2 e−

P
n,m(Hnm)2 (8)

Donde 1
2A

=< H2
nm >. Esta distribución de los autovalores de las cajas es lo

que se conoce como GOE.

CONJUNTO UNITARIO

En este caso, se impone que los elementos sean invariantes bajo transfor-
maciones unitarias, obteniendo el conjunto GUE. También es posible llegar a
expresiones como la anterior

p(H11, ..., HNN ) = (
A

π
)

N
2 (

2A

π
)N(N+1)e−

P
n,m((HR)2nm+(HI)2nm) (9)

Siendo en este caso el exponente la parte real e imaginaria del hamiltoniano.
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3.11. Función de correlación de autoenerǵıas

Como se observa, estas expresiones son muy complejas y es complicado tra-
bajar con ellas. Y es más interesante la correlación entre enerǵıas. De forma
general, Metha concluye que la función de correlación para enerǵıas en los dos
conjuntos gaussianos estudiados se puede expresar

p(E1, ..., EN ) ∼
∏

n>m

(En − Em)νe−A
P

n
E2

n (10)

Donde ν = 1, 2, representa los sistemas ortogonales y los unitarios respecti-
vamente. Si este parámetro es nulo no existe correlación. Hallar expresiones
expĺıcitas para densidades de estados es una tarea bastante compleja.

3.12. Correlación espectral

Anteriormente se han comentado las probabilidades de existencia de auto-
enerǵıas en distintos intervalos para la distribución de Poisson y de Wigner.
Es posible obtener expresiones semejantes para las dos expresiones comentadas,
GOE y GUE, a partir de la distribución de autoenerǵıas:

GUE

p(s) =
32

π2
s2e−

4s2

π (11)

GOE

p(s) =
π

2
se−

πs2

4 (12)

Se puede observar que la segunda se corresponde con la distribución de Wigner.

3.13. Ley del semićırculo de Wigner

Ley que define la distribución de autovalores para un conjunto de matrices
aleatorias reales, y un número muy alto N de autoenerǵıas. Se puede demostrar,
aunque es muy complejo, que la distribución de niveles, como histograma, tiene
la forma universal para conjuntos gaussianos

< ρ(E) >=

√
1 − (

πE

2N
)2 (13)

Si |E| < 2N
π

, en caso contrario, la distribución es nula. No existen autoestados
para autoenerǵıas fuera del anterior semićırculo. Aplicándolo al núcleo atómico,
la distribución de autoenerǵıas tiene el mismo ĺımite para núcleos con un número
elevado de interacciones.

3.14. Caos Cuántico en sistemas de muchos cuerpos

En sistemas de muchos cuerpos no tenemos un ĺımite clásico claro, ya que
el principio de exclusión de Pauli y las estad́ısticas cuánticas juegan un papel
preponderante. Para el análisis del caos cuántico en este tipo de sistemas no
podemos basarnos en un estudio previo de su análogo clásico. Sin embargo,
la estad́ıstica de las fluctuaciones de los niveles de enerǵıa y la estad́ıstica de
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las funciones de onda nos proveen de herramientas apropiadas para estudiar el
grado de caos y complejidad del sistema. Ya en el famoso art́ıculo de N. Bohr
sobre el núcleo compuesto se introdućıan conceptos estad́ısticos para explicar el
comportamiento del núcleo a enerǵıas de excitación de varios MeV . Inspirado
por esas ideas Wigner desarrolló la teoŕıa de matrices aleatorias. La nueva f́ısica
estad́ıstica de Wigner difiere de modo fundamental de la aplicación normal de
los conceptos estad́ısticos. Wigner consideró colectividades de sistemas dinámi-
cos gobernados por hamiltonianos distintos pero con una propiedad de simetŕıa
común. Se buscan propiedades genéricas, comunes a casi todos los miembros
de la colectividad y que vengan determinadas únicamente por sus propiedades
de simetŕıa. Los resultados obtenidos se aplican a sistemas f́ısicos individuales
siempre que exista un teorema ergódico adecuado. La hipótesis ergódica uti-
lizada es que el promedio sobre la colectividad es igual a un promedio sobre
una sección suficientemente grande del espectro de casi cualquier miembro de
la colectividad. En general, en sistemas de muchos cuerpos solamente tenemos
clara una imagen semiclásica en la aproximación del campo medio. Cada una
de las part́ıculas (aunque en realidad se consideran cuasipart́ıculas) que compo-
nen el sistema se mueven en el campo medio autoconsistente que crea el resto.
Dependiendo de la simetŕıa o ausencia de esta, el campo medio determina el
movimiento regular o caótico de las part́ıculas individuales. En el campo medio
nuclear esférico, consistente esencialmente en un oscilador mas términos de su-
perficie y el termino esṕın-orbita, los nucleones se mueven en órbitas de forma
regular. Al añadir la interacción residual es cuando introducimos el caos en el
sistema. La representación del campo medio, por tanto, permite el análisis de
la transición del movimiento de cuasipart́ıculas independiente y regular al mo-
vimiento complicado de los estados complejos. En este caso podemos calcular
la complejidad de las funciones de onda de los estados de muchos cuerpos uti-
lizando el concepto de localización en el espacio de Hilbert. Los hamiltonianos
de muchos cuerpos, es decir, el caos cuántico, se estudia en átomos, moléculas
y núcleos atómicos.
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Parte II

POLINOMIOS ORTOGONALES EN LA
TEORÍA DE MATRICES ALEATORIAS

4. INTRODUCCIÓN

Consideremos una familia de colectividades de matrices aleatorias definidas
no por las distribuciones de probabilidad conjunta de sus elementos de matriz,
sino por las de sus autovalores. La función de distribución presenta la siguiente
expresión:

P (x1, x2, ..., xN ) = N
N∏

i=1

w(xi)

N∏

i>j

(xi − xj)
2 (14)

donde w(xi) a la que llamaremos función peso, definiendo ésta la colectividad

en la que estamos trabajando. En particular, cuando w(xi) = e−x2

define la
colectividad GUE.

La idea principal es la de expresar la función de distribución de los autova-
lores como un determinate y aprovechar la potencia de la teoŕıa de polinomios
ortogonales, para determinar las propiedades de las diferentes colectividades que
define w(x).

4.1. La Distribución de Probabilidad como función de Po-
linomios Ortogonales

Sea C la matriz

C =

(∫

I

xp−1xq−1w(x)dx

)

p,q=1...N

(15)

La matriz C es real y simétrica, por lo que podemos grantizar que existe una
transformación ortogonal B, de la forma BCBt = H , siendo la matriz H diago-
nal. Podemos expresarlo como:

Hkl =

N∑

q,p=1

BkpCpq(Bql)
T =

∫

I

(
N∑

p=1

Bkpx
p−1

)(
N∑

q=1

Blqx
q−1

)
w(x)dx (16)

Los polinomios ortogonales vienen definidos como:

fp−1(x) =
N∑

k=1

Bnkx
k−1 (17)

Introduciendo la anterior en la expresión integral, llegamos a que:

Hkl =

∫

I

fk−1fl−1w(x)dx = hkδkl (18)
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A continuación, se intenta dar una expresión matricial de la función de distri-
bución. Para ello, consideramos las siguientes matrices:

∆X =




1 . . . 1
x1 . . . xN

...
. . .

...

xN−1
1 . . . xN−1

N


W =




√
w(x1 0 . . . 0

0
√
w(x2) . . . 0

... . . .
. . .

...

0 . . . 0
√
w(xN )




P =




f0(x1) . . . f0(xN )
f1(x1) . . . f1(xN )

...
. . .

...
fN−1(x1) . . . fN−1(xN )




La matriz W es la matriz de las funciones peso, mientras que la matriz ∆X recibe
el nombre de matriz de VanDermonde, cuyos determinantes vienen dados por:

detW =

N∏

i=1

√
w(xi) (19)

det∆X =
∏

i>j

(xi − xj) (20)

Ahora, se busca la forma de expresar ∆X en función de los polinomios ortogo-
nales, lo cual es fácil, sin más que aplicar los resultados anteriores:

P = ∆XBT ⇒ ∆X = BP (21)

donde debemos recordar que BT = B−1 por ser B ortogonal. Por lo tanto:

det∆X = det(BP ) ⇒ det∆XT = det(PTBT ) (22)

Ahora, podemos reescribir el factor
∏N

i>j(xi − xj)
2 en forma de determinante

como:

N∏

i>j

(xi − xj)
2 = det(∆XT ∆X) = det(PTBTBP ) = det(PTP ) (23)

Finalmente, podemos expresar la función de distribución conjunta en forma
de determinante, sin más que introducir la matriz W junto con la expresión
anterior:

P (x1, x2, ..., xN ) = Ndet[(WBP )T (WBP )] = Ndet(FTF ) = Ndet(F) (24)

donde F=WP y F = FTF , es decir, Fjk = (FTF )jk =
∑N

i FijFik y se cumple

que Fij =
√
w(xi)fi−1(xj), por tanto

Fjk =

N∑

i=1

w(xi)fi−1(xj)fi−1(xk) (25)
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4.2. Introducción de las Variables de Grassmann

Al expresar la función de distribución conjunta como un determinate, nos
va a generar problemas a la hora de calcular diferentes integrales que han de
realizarse a posteriori para obtener las distintas propiedades de la colectividad.
Estos problemas que dan resueltos de una forma elegante introduciendo las
variables de Grassmann.

Sea un conjunto de variables ηi, i = 1 . . .N , son antisimétricas si cumplen
que:

ηiηj + ηjηi = 0; ∀i, j (26)

Presentan las siguiente propiedades:
∫
dη = 0

∫
ηdη = 1√

2π

∫∫
ηiηjdηidηj = −

∫∫
ηidηiηjdηj = 1

2π

Consideremos ahora la siguiente matriz Ajk n x n no degenerada. El de-
terminate de la matriz A, podemos obtenerlo mediante una integración sobre
variales de Grassmann como sigue:

I =

∫ ( N∏

i=1

d η∗i d ηi

)
e−η+Aη (27)

donde η+Aη =
∑i

jk η
∗
jAjkηk y e−η+Aη =

∑N
n=0

(−1)N

n! (η+Aη)
n
. Introduciendo

esto en la integral I y desarrollando, llegamos a la siguiente relación:

I =
detA

(2π)N
⇒ detA = (2π)N I (28)

Sea A nuestra matriz F. Si aplicamos la relación anterior y haciendo uso de la
ecuación (25), se concluye que:

detF = (2π)N

∫ ( N∏

i=1

d η∗i d ηi

)
N∏

l=1


−

N∑

j,k

η∗j ηkw(xl)fl−1(xj)fl−1(xk)


 (29)

4.3. Determinación de la constante de normalización N
La constante de normalización, la obtenemos al obtener que la función de

distribución conjunta se encuentre normalizada a la unidad, esto es

∫ ( N∏

i=1

dxi

)
P (x1, . . . xN ) = N I0,N = 1 (30)

donde I0,N =

∫ ( N∏

i=1

dxi

)
N∏

i=1

w(xi)

N∏

i>j

(xi − xj)
2. Por tanto, N = I−1

0,N , por lo

que debemos realizar la evaluación de esta integral, lo cual lo hacemos de forma
matricial como adelantabamos anteriormente. El proceso es el siguiente:

I0,N =

∫ ( N∏

i=1

dxi

)
det(F) (31)
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Ahora bien, recordando que

detF = (2π)N

∫ ( N∏

i=1

d η∗i d ηi

)
N∏

l=1


−

N∑

j,k

η∗j ηkw(xl)fl−1(xj)fl−1(xk)




y sustituyendola en la anterior, obtenemos que:

I0,N =

∫ ( N∏

i=1

dxi

)
(2π)N

∫ ( N∏

i=1

d η∗i d ηi

)
N∏

l=1


−

N∑

j,k

η∗j ηkw(xl)fl−1(xj)fl−1(xk)




Para efectuar la siguiente integral, procedemos en dos pasos, donde el primero
de ellos será aplicar las propiedades de los polinomios ortogonales para simpli-
ficar la integral, para finalmente realizar la integración sobre las variables de
Grassmann. Recordando que

∫
I
fk−1fl−1w(x)dx = hkδkl, con lo cual:

I0,N = (2π)N

∫ ( N∏

i=1

d η∗i d ηi

)
N∏

l=1


−

N∑

j

η∗j ηjhj−1




= (−1)N(2π)N

∫ ( N∏

i=1

d η∗i d ηi

)


N∑

j

η∗j ηjhj−1




N

Cada uno de los N factores idénticos en el integrando que no dan contribución
nula a la integral, deben poveer un par diferente η∗i ηi, y como cada par conmuta,
habrá N! contribuciones de los mismos, esto es:

I0,N = (−1)N(2π)NN !

N∏

j=1

hj−1

∫ ( N∏

i=1

d η∗i d ηiη
∗
i ηi

)
=

= (−1)N(2π)NN !

N∏

j=1

hj−1
(−1)N

(2π)N

Recordando que la matriz Hjk es diagonal, por lo que su determinante será:

det(H) =
N∏

j=1

hj−1 (32)

Podemos escrbir de forma más compacta la expresión de I0,N como

I0,N = N !

N∏

j=1

hj−1 = N !det(H) (33)

Por tanto, ya tenemos la constante de normalización, sin más que invertir la
anterior, es decir:

N =
1

N !det(H)
(34)
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Con todo esto, podemos expresar la distribución de probabilidad conjunta en
forma de determinantes de una forma compacta como:

P (x1, . . . xN ) =
det(F)

N !det(H)
(35)

4.4. Densidad de autovalores

Definamos la forma más general de la función de correlación a n-puntos

Rn(E1, . . . , EN ) =
N !

(N − n)!

∫

I

(
N∏

i=1

dEi

)
P (E1, . . . , EN ) (36)

de la cual podremos obtener diferentes propiedades de la colectividad que es-
temos considerando. Aśı, podemos obtener, en primer lugar, la densidad de
autovalores, que viene definida como:

g(E) =
N∑

i=1

δ (E − xi) = R1(E) =
N !

(N − 1)!

∫ ( N∏

i=2

dxi

)
P (E, x2, . . . , xN )

que utilizando nuestra expresión en forma matricial, seŕıa

g(E) =
1

(N − 1)!det(H)

∫ ( N∏

i=2

d xi

)
det(F)x1=E (37)

Seguimos los mismos pasos que en el apartado anterior, es decir,

g(E) =
1

(N − 1)!det(H)
I1,N−1 (38)

siendo I1,N−1 =
∫ (∏N

i=2 d xi

)
det(F)x1=E . Operamos para calcular I1,N−1, in-

troduciendo la expresión de det(F), de tal forma

I1,N−1 =

∫ ( N∏

i=2

dxi

)
(2π)N

∫ ( N∏

i=1

d η∗i d ηi

)
N∏

l=1


−

N∑

j,k

η∗j ηkw(xl)fl−1(xj)fl−1(xk)




I1,N−1 = (−1)N (2π)N

∫ ( N∏

i=2

dxi

)∫ ( N∏

i=1

d η∗i d ηi

)
∑

j,k

w(x1)fj−1(x1)fk−1(x1)η
∗
j ηk




N∏

l=2




N∑

j,k

η∗j ηkw(xl)fl−1(xj)fl−1(xk)




Utilizando las propiedades de los polinomios ortogonales, integramos en las
variables reales, para obtener que:

I1,N−1 = (−1)N (2π)N

∫ ( N∏

i=1

d η∗i d ηi

)
∑

j,k

w(x1)fj−1(x1)fk−1(x1)η
∗
j ηk




N∏

l=2




N∑

j,k

η∗kηkhk−1



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Sea j ∈ (1, 2, . . . , N)y J = (j1, j2, . . . , jN ) con ji 6= j una permutación (Q)
cualquiera de (1, 2, . . . , ji, . . . , N) −→( Q)(j3, j2, . . . , jN ). Lo utilizamos para
llegar a las contribuciones no nulas de las variables de Grassmann, con lo que

I1,N−1 = (−1)N (2π)N

∫ ( N∏

i=1

d η∗i d ηi

)


N∑

j=1

w(x1)fj−1(x1)fj−1(x1)η
∗
j ηk




(∑

J

N∏

l=2

η∗jl
ηjl
hjl−1

)

I1,N−1 = (−1)N (2π)N (N−1)!

N∏

l=2

hj−1

N∑

j=1

w(x1)fj−1(x1)fj−1(x1)

∫ ( N∏

i=1

d η∗i d ηiη
∗
j ηj

)

finalmente, llegamos

I1,N−1 = (N − 1)!

N∏

l=2

hj−1

N∑

j=1

w(x1)fj−1(x1)fj−1(x1) (39)

Sustituyendo en la expresión de la densidad de la enerǵıa, llegamos a que esta
vale:

g(E) = w(E)

N∑

j=1

fj−1(E)fj−1(E)

hj−1
(40)

Intentaremos simplificarla utilizando la formula de sumación de Christoffell-
Darboux:

N∑

j=1

fj−1(x1)fj−1(x2)

hj−1
=

BN

BN + 1hN−1

fN (x1)fN−1(x2) − fN−1(x1)fN (x2)

x1 − x2

Se ve a simple vista que para poder aplicar la anterior, las variables han de ser
de diferentes. Para salvar este pequeño obstáculo, procedemos como sigue:

N∑

j=1

fj−1(E)fj−1(E)

hj−1
= lim∆E→0

N∑

j=1

fj−1(E + ∆E)fj−1(E)

hj−1
=

=
BN

BN + 1hN−1
lim∆E→0

fN (E + ∆E)fN−1(E) − fN−1(E + ∆E)fN (E)

∆E
=

=
BN

BN + 1hN−1
lim∆E→0

(
´fN (E)fN−1(E) − ´fN−1(E)fN (E) + 0(∆E)

)

Finalmente, la expresión simplificada de la densidad de enerǵıas será:

g(E) = w(E)
BN

BN + 1hN−1

(
´fN (E)fN−1(E) − ´fN−1(E)fN (E)

)
(41)
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4.4.1. Aplicación a Diferentes colectividades

Vamos a tratar aqúı dos tipos de colectividades, cada una caraterizada por
su función peso, para obtener la densidad de enerǵıa en ambas. Trataremos con
los polinomios de Hermite que nos defińıa la colectividad GUE y los polinomios
de Laguerre que nos definirá la Ley de Marcenko-Pastur.

POLINOMIOS DE HERMITE

-4 -2 0 2 4
X

0

0,5

1

1,5

2

g(
X

)

Exact
Wigner

-20 -10 0 10 20
X

0

1

2

3

4

5

g(
X

)
Exact
Wigner

N=10 N=100

Figura 3: Comparación de la densidad media exacta con la ley de Wigner para
N=10 y N=100

Los polinomios de Hermite definen la colectividad GUE, donde la función
de distribución conjunta viene dada por:

P (x1, x2, ..., xN ) =
1[(

2N π
2

)N
2

(∏N
n=1 n!

)]e−
P

x2
n

N∏

i>j

(xi − xj)
2 (42)

Definamos los parámetros caracteŕısticos de este tipo de polinomios:

Función peso w(E) = e−E2

Normalización hn =
√
π2nn!

Coeficientes Bn = 2n
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Llevando estos parámetros a la expresión de g(E)

g(E) =
e−E2

√
π2N−1(N − 1)!

(
NH2

N−1(E) − (N − 1)HN−2(E)HN (E)
)

(43)

Podemos expresar la anterior en función de las autofunciones del oscilador como:

g(E) = Nφ2
N−1(E) −

√
N(N − 1)φN−2(E)φN (E) (44)

siendo

φn(E) =

√
αe−E2

√
π2n−1(n− 1)!

,

y α = 1.
En las figuras de la página preccedente representamos la densidad de enerǵıa

obtenida comparada con la de Wigner o ley del semićırculo. Como se observa, al
aumentar el número de autovalores, más y mejor se aproxima la densidad real
al ĺımite asintótico que no es otro que la densidad de Wigner.

POLINOMIOS DE LAGUERRE

Los polinomios de Laguerre definen la colectividad de Whishart, cuyo va-
lor en el ĺımite asintótico es la ley de Marcenko-Pastur, donde la densidad de
autovalores viene dada por:

g(E) =
1

2πE

√
(4(N + p) − E)

(
E − p2

4(N + p)

)
(45)

La ley de Marcenko-Pastur obtiene la distribución de autovalores de ciertas
matrices de la forma M = RTR, siendo RN+p Definamos los parámetros carac-
teŕısticos de este tipo de polinomios:

Función peso w(E) = e−E

Normalización hn = 1

Coeficientes Bn = (−1)n

n!

Llevando estos parámetros a la expresión de g(E)

g(E) = −Ne−E
(
NL2

N−1(E) − (N − 1)LN−2(E)LN (E)
)

(46)

En las siguientes figuras, representamos la densidad de enerǵıa obtenida
para la colectividad Wishart comparada con la de Marcenko-Pastur. Como se
observa, al aumentar el número de autovalores, la densidad real se aproxima
más al ĺımite asintótico.
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Figura 4: Comparación de la densidad media exacta con la ley de Marcenko-
Pastur para N=20,p=10 y N=100,p=10

4.5. Funciones de Correlación

Ya definimos en el caṕıtulo anterior la función mas general de correlación a
n-puntos, que veńıa dada por

Rn(E1, . . . , EN ) =
N !

(N − n)!

∫

I

(
N∏

i=1

dEi

)
P (E1, . . . , EN ) (47)

LLevando nuestra función de distribución conjunta a la anterior, obtendremos
la función de correlaciones a n-puntos. Sin más preámbulo,

Rn(x1, . . . , xn) =
N !

(N − n)!

∫ ( N∏

i=n+1

dxi

)
P (x1, x2, . . . , xN ) (48)

que utilizando nuestra expresión en forma matricial, seŕıa
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Rn(x1, . . . , xn) =
(−1)N (2π)N

∏N
i=1 w(xi)

(N − 1)!det(H)

∫ ( N∏

i=1

d η∗i d ηi

)
n∏

l=1




N∑

j,k

η∗j ηkw(xl)fj−1(xl)fk−1(xl)




N∏

l=n+1




N∑

j,k

η∗j ηk

∫ ( N∏

i=n+1

dxi

)
w(xl)fj−1(xl)fk−1(xl)




(49)

Seguimos los mismos pasos que anteriormente, es decir, las propiedades de los
polinomios ortogonales e introduciendo dos numeraciones de ı́ndices:

J = (j1, j2, . . . , jN )

J´ = (j´n+1, j´n+2, . . . , j´N )

Lo que hacemos realmente es introducir un operador de permutación P̂ , a modo
de que

P̂ (j1, j2, . . . , jN ) → (P1, P2, . . . , PN )

operamos para llegar finalmente a la expresión de la función de correlación

Rn(x1, . . . , xn) =

n∏

i=1

w(xi)
∑

J

∑

bP

(−1)
bP

n∏

i=1

fji−1(xi)fpi−1(xi)

hji−1

donde debemos hacer dos aclaraciones importantes:

1) Podemos reordenar el producto a modo de que los polinomios fpi−1(xi)
sigan el mismo orden que los polinomios fli−1(xi)

n∏

i=1

w(xi)
fji−1(xi)fpi−1(xi)

hji−1
=

n∏

i=1

w(xi)
fji−1(xi)fji−1(xqn

)

hji−1

donde el operador Q̂ = P̂−1, siendo ambas fases iguales, con lo que

Rn(x1, . . . , xn) =

n∏

i=1

w(xi)
∑

J

∑

bQ

(−1)
bQ

n∏

i=1

w(xi)
fji−1(xi)fji−1(xqn

)

hji−1

2)

Rn(x1, . . . , xn) =

1...N∑

(j1,...,jN )

∑

bQ

(−1)
bQ

n∏

i=1

fji−1(xi)fji−1(xqn
)

hji−1
=

=
∑

bQ

(−1)
bQ

n∏

i=1

fj−1(xi)fj−1(xqn
)

hji−1
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Donde en el miembro de la izquierda solamente aparecen contribuciones
ji 6= jk que son las únicas reales. En el miembro de la derecha aparecen
contribuciones ji = jk, pero se anulan dos a dos.

Podemos simplificar aún más la expresión final, si definimos

G(xk, xl) = w(xk)

N∑

j=1

fj−1(xk)fj−1(xl)

hj−1
= G(xl, xk) (50)

donde por supuesto cuando x1 = x2, obtenemos la densidad de autovalores
calculada anteriormente. A la anterior, podemos aplicar también la fórmula de
sumación de Cristoffel-Darboux, en particular, sean k=1 y l=2, es decir, x1 6= x2

G(xk, xl) =
BN

BN+1hN−1

fN(x1)fN−1(x2) − fN−1(x1)fN (x2)

x1 − x2

Con esta definición, podemos resscribir la función de correlación como

Rn(x1, . . . , xn) =

N∏

i=1

w(xi)
∑

bQ

(−1)
bQ

n∏

i=1

N∑

j=1

fj−1(xi)fj−1(xqn
)

hji−1
(51)

y simplificando aún mas, de una modo más compacto, como

Rn(x1, . . . , xn) = det(G(xk, xl)) (52)

Podemos obtener de la anterior, la función de correlación a dos puntos y su
correspondiente función de acumulación, ambas de particular interés

R2(x1, x2) = det(G(x1, x2)) = g(x1)g(x2) −
(
G(x1, x2)

)2

(53)

C2(x1, x2) = g(x1)g(x2) − C2(x1, x2) =
(
G(x1, x2)

)2

(54)

4.6. Funciones de Correlación reescaldas

4.6.1. Unfolding o reescalado del espectro

Se acepta como un hecho universal que la densidad de estados de un sistema
puede separarse en una parte suave y en una fluctuante

g(x) = g(s)(x) + g(f)(x) (55)

En general, la amplitud de las fluctuaciones de la parte oscilante vienen modifi-
cadas por el valor de g(S). Como g(S) depende mucho del sistema que estemos
estudiando, su influencia en la parte fluctuante debe ser eliminada si queremos
comparar fluctuaciones de distintos sitemas o incluso las fluctuaciones de dos
partes bien diferenciadas de un mismo espectro.

El proceso de eliminación de la oscilación de g(S) recibe el nombre de unfol-
ding y consiste en una transformación local de escala dada por

x→ λ(x) = F (S)(x) + cte (56)

donde F (x) =
∫ x

−∞
g(u)du es la función de distribución que proporciona el

número total de autovalores o estados de enerǵıa hasta un valor x, obviamente
F (S)(x) =

∫ x

−∞
g(S)(u)du. Puede demostrarse que en la nueva escala la densidad

suave es constantee igual a la unidad

g(S)(x) →x→λ ρ(S)(λ) = 1 (57)
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4.6.2. El unfolding en la Teoŕıa de Matrices Aleatorias (TMA)

Vamos a suponer que la parte suave de la densidad de todos los miembros
de una colectividad es la misma y que además viene dada por el promedio de
g(x) sobre la colectividad, es decir

g(S)(x) = g(x,N)

F (S)(x) = F (S)(x,N) =
∫ x

−∞
g(S)(u,N)du

Bajo el cambio de escala x → λ(x) las funciones de correlación y de clusteriza-
ción se transforman con

R(x1, x2, . . . , xN ) →λ(x)=F (S)(x)+cte

(
n∏

k=1

1

g(xk)

)
R(x1(λ1), x2(λ2), . . . , xN (λN ))

(58)
donde x(λ) es la función inversa de λ(x) = F (x). La función de clusterización
cambia análogamente a la de correlación. Cuando trabajamos con espectros indi-
viduales, obtenidos experimentalmente o numéricamente, el número de estados
conocidos es casi siempre pequeño por lo que no podemos desechar ninguno. En
TMA siempre se considera el ĺımite N → ∞ por lo que podemos centrar nuestra
atención en un pequeño intervalo (x0 − ∆, x0 + ∆ tal que:

1 El número de niveles contenido en dicho intervalo verifique que1 ≪ m ≪
N cuando N → ∞.

2 La densidad g(x) sea esencialmente constante en el intervalo considerado.

Siempre podemos elegir la constante de forma que

λ(x) − x0 = F (x) − F (x0) =

∫ x

x0

g(u)du

siempre que se cumpla x ∈ (x0 − ∆, x0 + ∆.

g(x) = g(x0) + g´(x0)(x− x0) + ... = g(x0)

(
1 +

g´(x)

g(x)
(x− x0) + ...

)

donde debe imponerse que g´(x)

g(x)
∆ ≪ 1 para que g(x) sea cuasiconstante en el

intervalo. Aśı

λ(x) − x0 =

∫ x

x0

g(u)du = g(x0)(x− x0) (59)

entonces dλ
dx

= g(x0) y cuando N ≫ 1 denotaremos a la anterior como g0.
Con esto, conseguimos que la funciones de correlación y clusterización queden

como:

RN (x1, x2, . . . , xN ) →x→λ
N>>1

1

gN
0

RN (
λ1

g0
,
λ2

g0
, . . . ,

λN

g0
) (60)
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CN (x1, x2, . . . , xN ) →x→λ
N>>1

1

gN
0

CN (
λ1

g0
,
λ2

g0
, . . . ,

λN

g0
) (61)

Estas funciones que juegan un papel clave en TMA se denotan de forma
espacial como:

TN(λ1, λ2, . . . , λN ) =
1

gN
0

RN (
λ1

g0
,
λ2

g0
, . . . ,

λN

g0
) (62)

YN (λ1, λ2, . . . , λN ) =
1

gN
0

CN (
λ1

g0
,
λ2

g0
, . . . ,

λN

g0
) (63)

Colectividad GUE

Hagamos un breve recordatorio

1) Los polinomios caracteŕısticos de esta colectividad son los polinomios de
Hermite

2) La forma asintótica de la densidad promedio viene dada por la ley del
semićırculo

g(x) = g(x) ∼N>>1 1

π

√
2N − x2|x| < 2N

g(x) ∼ 0|x| > 2N

Elegimos x0 = 0 lo que implica que el intervalo básico con m autovalores está en
la región central del espectro. Desarrollando la densidad media

g(x) ∼
√

2N

π2
− 1

2π

x2

√
2N

+ ... =

√
2N

π2

[
1 − π

2

x2

2N
+ ...

]

con el fin de que la densidad sea asintóticamente

g(x) ∼ g(0) =

√
2N

π2
(64)

la anchura del intervalo debe cumpli que ∆√
2N

<< 1. De todo lo anterior, se

concluye que

λ(x) = g(0)x =

√
2N

π2
x (65)

y se cumple que x <<
√

2N ⇒ λ << 2N . Las expresiones de correlación y
clusterización son:

TN (λ1, λ2, . . . , λN ) =

(
π2

2N

)2

R(
πλ1√
2N

,
πλ2√
2N

, . . . ,
πλN√

2N
(66)

YN (λ1, λ2, . . . , λN ) =

(
π2

2N
C(

πλ1√
2N

,
πλ2√
2N

, . . . ,
πλN√

2N
)

)
(67)

En particular, calcularemos la función de clusterización en el ĺımite asintóti-
co, es decir, bajo unfolding.

YN (λ1, λ2, . . . , λN ) = e
π2λ1

N

[
HN ( πλ1√

2N
)HN−1(

πλ2√
2N

) −HN−1(
πλ1√
2N

)HN ( πλ2√
2N

)
√
π2N (N − 1)!(λ1 − λ2)

]2

(68)
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Supongamos que N=2m+1 siendo m ∈ N,m >> 1 (si N=2m se resuelve de
igual forma). Además, como λ << N podemos aproximar la exponecial a la
unidad. Las ecuaciones de los polinomios de Hermite en el ĺımite asintótico son:

H2m(
πλ

2
√
m

∼ 4mm!

(−1)m
√
mπ

H2m+1(
πλ

2
√
m

∼ (−1)m 4mm!√
π

2sen(πλ)

Desarrollando las anteriores y utilizando la aproximación de Stirling, obte-
nemos sin más que

Y2(λ1, λ2) =

(
sen(π(λ1 − λ2)

π(λ1 − λ2)

)2

=

(
sen(πE)

πE

)2

(69)

De la cual obtenedremos por supuesto la función de correlación, que será

R2(E) = 1 − Y2(E) = 1 −
(
sen(πE)

πE

)2

(70)

Ambas quedan representadas en las siguientes figuras
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Figura 5: Funciones de correlación y clusterización en el GUE
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5. CONCLUSIONES

Se buscaba en este trabajo obtener un método compacto y general para
obtener las diferentes propiedades de diversas colectividades definidas mediante
una serie de funciones peso, que a su vez reproducen las condiciones de simetŕıa
de ciertos sistemas regidos por matrices aleatorias.

En particular se han reproducido las propiedades de la colectividad GUE, ob-
teniendo resultados óptimos, en total acuerdo con la ley de Wigner, por ejemplo.
La colectividad Wishart, que viene definida en el ĺımite asintótico por la Ley de
Marcenko-Pastur, donde también se han llegado a los resultados esperados. Ésta
tiene una gran relevancia en análisis de datos financieros, y recientemente se uti-
lizaba en un modelo inflacionario para obtener el espectro de masas en el art́ıculo
Random Matrices and the Spectrum of N-flation (http://arxiv.org/abs/hep-
th/0512102v3).

El método desarrollado puede aplicarse a otras colectividades complejas de-
finidas por polinomios ortogonales, como los polinomios de Jacobi asociados a
la colectividad Manova, o a otros polinomios como los de Chebyshev o Legen-
dre, en caso de que nos interesase. Nos hubiera gustado obtener las funciones
de correlación de la colectividad de Wishart y también una expresión cerrada
para la distribución de espaciamientos de las colectividades complejas.

Podemos terminar diciendo, que se ha obtenido un método general, elegante
y compacto aplicable a cualquier colectividad de matrices aleatorias complejas,
que nos permite obtener las diferentes propiedades de la misma. En el futuro
se intentará extender el método a colectividades de matrices reales o de quater-
niones.
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Apéndice 1. Variables de Grassmann

Vamos a obtener aqúı la relación (28). Consideremos la siguiente matriz Ajk

n x n no degenerada. El determinate de la matriz A, podemos obtenerlo mediante
una integración sobre variales de Grassmann. Para ello partimos definiendo la
integral I como

I =

∫ ( N∏

i=1

d η∗i d ηi

)
e−η+Aη

donde η+Aη =
∑i

jk η
∗
jAjkηk y e−η+Aη =

∑N
n=0

(−1)N

n! (η+Aη)
n

Introducimos
estas definiciones en la integral I, donde se desarrolla la exponencial en serie de
potencias, donde sólo intervendrá el término N-ésimo, ya que el resto se anulan
al realizar sus respectivas integraciones debido a las propiedades del conjunto de
variables de Grasmann. Por tanto, desarrollando, paso a paso, llegamos a que I
debe ser

I =

∫ ( N∏

i=1

d η∗i d ηi

)
N∑

n=0

(
η+Aη

)
=

∫ ( N∏

i=1

d η∗i d ηi

)
(−1)N

N !

(
η+Aη

)

I =

∫ ( N∏

i=1

d η∗i d ηi

)
1

N !

∏

(i)(k)

∑

(i)(k)

η∗i ηkA(i)(k) =

=

∫ ( N∏

i=1

d η∗i d ηi

)
1

N !

∑∑
η∗i1ηk1 . . . η

∗
iN
ηkN

Ai1k1 . . . AiN kN

donde (i), (k) denotan dos conjuntos de ı́ndices dados

(i) = (i1, i2, . . . , iN)

(k) = (k1, k2, . . . , kN )

Utilizando las propiedades de las variables de Grassman, podemos efectuar la
suma en i, por ejemplo, ya que al permutar dos variables, obtenemos el mismo
resultado, teniendo N! contribuciones idénticas,

I =

∫ ( N∏

i=1

d η∗i d ηi

)∑

(k)

η∗1ηk1 . . . η
∗
NηkN

A1k1 . . . ANkN

e integrando la anterior en el conjunto de variables Grasmann y aplicando la
definición de determinante, obtenemos finalmente la integral I

I =
1

(2π)N

∑

(k)

(−1)kA1k1 . . . A1kN
=

detA

(2π)N
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Apéndice 2. Integral de det(F)

Supongamos ahora que la matriz Ajk n x n no degenerada es ahora nuestra
matriz F definida mediante polinomios ortogonales. Recordando que:

Fjk =

N∑

i=1

w(xi)fi−1(xj)fi−1(xk)

Del apéndice 1, tenemos que

det(F) = (2π)N

∫ ( N∏

i=1

d η∗i d ηi

)
e−η+mathbbFη

Con la definición de mathbbF y desarrollando la exponencial, llegamos a la
expresión

det(F) = (2π)N

∫ ( N∏

i=1

d η∗i d ηi

)
N∏

l=1




N∑

m=0

(−1)m

m!




N∑

j,k

η∗j ηkw(xl)fl−1(xj)fl−1(xk)




m


En el desarrollo en serie de potencias anterior, podemos sacar factor común el
término cuadrático, el cual se demuestra que es nulo, por la contracción del ten-
sor antisimétrico Λjkqp = η∗j ηkη

∗
qηp con el simétricoQjkqp = fl−1(xj)fl−1(xk)fl−1(xq)fl−1(xp).

Jugando con los ı́ndices mudos y aplicando condiciones de simetŕıa

ΛjkqpQjkqp = −ΛjkqpQjkqp = 0

Por tanto, en el desarrollo de la exponencial, nos quedamos con el término lineal,
ya que todos los demás serán nulos. De todo esto, podemos concluir que

detF = (2π)N

∫ ( N∏

i=1

d η∗i d ηi

)
N∏

l=1


1 −

N∑

j,k

η∗j ηkw(xl)fl−1(xj)fl−1(xk)




e integrando, obtenemos la expresión final del determinante que es

detF = (2π)N

∫ ( N∏

i=1

d η∗i d ηi

)
N∏

l=1


−

N∑

j,k

η∗j ηkw(xl)fl−1(xj)fl−1(xk)



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