
Matematika III - P řı́prava pro
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Cı́le

Našı́m cı́lem je umožnit studentům bakalářského studia doplnit si znalosti
zı́skané v základnı́ch kursech Matematika I. a Matematika II. Studenti
konkrétně zvládnou

základy teorie čı́selných a funkčnı́ch řad,

základy lineárnı́ algebry:

úvod do funkcionálnı́ analýzy,

základy vektorové analýzy.

Elektronické materiály k přednáškám a cvičenı́m:

http://www.vscht.cz/mat/Ostatni/MIII/MIII.html
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Sylabus
1 Čı́selné řady, konvergence a absolutnı́ konvergence, kritéria

konvergence.
2 Funkčnı́ řady, bodová, stejnoměrná konvergence, kritéria konvergence.
3 Mocninné řady, poloměr konvergence. Taylorovy řady.
4 Ortogonálnı́ matice, ortogonálnı́ transformace.
5 Normálnı́ rovnice, jejich řešenı́, aplikace.
6 Maticové rozklady LR, QR.
7 Vlastnı́ čı́sla a vlastnı́ vektory.
8 Singulárnı́ hodnoty, singulárnı́ rozklad matice.
9 Norma a skalárnı́ součin v prostorech funkcı́ Ck (Ω), L2(Ω). Banachův a

Hilbertův prostor. Ortogonálnı́ systémy.
10 Lineárnı́ funkcionály.
11 Lineárnı́ a nelineárnı́ operátory.
12 Vlastnı́ čı́sla a vlastnı́ funkce lineárnı́ch operátorů.
13 Základy vektorové analýzy: Hamiltonův operátor ”nabla” a operátory

grad, div, rot.
14 Věta Gaussova-Ostrogradského. Greenovy formule.
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Základy teorie čı́selných a funk čnı́ch řad

Čı́seln é řady, konvergence a absolutnı́ konvergence, krit éria
konvergence

Čı́selné řady
Součet nekonečné řady
Kritéria konvergence

Funkčnı́ řady
Bodová konvergence
Stejnoměrná konvergence

Mocninná a Taylorova řada
Mocninná řada. Poloměr konvergence
Taylorova řada
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Základy line árnı́ algebry

Základy line árnı́ algebry

Ortogonálnı́ transformace
Ortogonálnı́ báze
Ortogonálnı́ podprostory
Projekce
Řešenı́ ve smyslu nejmenšı́ch čtverců
Soustava normálnı́ch rovnic

Maticové rozklady
Ortogonálnı́ matice
Rozklady LR a QR
Givensovy matice rovinné rotace
Householderovy matice zrcadlenı́

Vlastnı́ čı́sla a vlastnı́ vektory matice
Singulárnı́ rozklad matice

Přeurčené soustavy ještě jednou
Řešenı́ normálnı́ch rovnic s využitı́m singulárnı́ho rozkladu
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Úvod do funkcion álnı́ analýzy

Úvod do funkcion álnı́ analýzy

Banachův a Hilbertův prostor. Ortogonálnı́ systémy
Normované lineárnı́ prostory.
Prostor se skalárnı́m součinem.
Ortonormálnı́ soustavy a baze.

Lineárnı́ zobrazenı́, operátor a funkcionál.
Lineárnı́ zobrazenı́.
Norma lineárnı́ho zobrazenı́.
Přı́klady.

Spektrálnı́ teorie.
Vlastnı́ čı́sla a vlastnı́ funkce lineárnı́ch operátorů.
Spektrum operátoru.
Přı́klady.
Spektrálnı́ teorie v Hilbertových prostorech
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Základy vektorov é analýzy

Základy vektorov é analýzy

Skalárnı́ a vektorový součin
Skalárnı́ součin
Vektorový součin

Diferenciálnı́ operace
Gradient
Divergence
Rotace
Greenova věta
Diferenciálnı́ operace 2. řádu
Gaussova–Ostrogradského věta
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Doporu čená studijnı́ litetratura

Z: J. Lukeš: Zápisky z funkcionálnı́ analýzy,Univerzita Karlova v Praze,
Nakladatelstvı́ Karolinum, 2002,ISBN 80-7184-597-3.

Z: Turzı́k a kol.: Matematika II ve strukturovaném studiu, skripta, VŠCHT
Praha, 2005, ISBN 80-7080-555-2.

Z: M. Kubı́ček., M. Dubcová., D. Janovská: Numerické metody a
algoritmy, VŠCHT Praha 2005.

Z: A. Klı́č, M. Dubcová: Základy tenzorového počtu s aplikacemi, VŠCHT
Praha, 1998.

D: R. A. Horn, C. R. Johnson: Matrix Analysis. Cambridge Universitz
Press 1999 (6. vydánı́). ISBN 0-521-38632-2

D: M. Fiedler: Speciálnı́ matice a jejich použitı́ v numerické matematice,
SNTL, Praha, 1981.

D: J. Lukeš: Teorie mı́ry a integrálu 1., Univerzita Karlova v Praze, 1980.
http://matematika.cuni.cz/dl/lukes/tmi1.pdf

D: A. E. Taylor: Úvod do funkcionálnı́ analýzy, Academia Praha,1973.
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Zápočet a zkou ška

Studenti zı́skajı́ zápočet na základě kontrolovaných domácı́ch miniprojektů
(6 až 8, dle obtı́žnosti).
Zkouška se skládá z povinné pı́semné a nepovinné ústnı́ části.
Klasifikace pı́semného testu: E . . . 50 - 59 bodů, D. . . 60 - 69 bodů, C. . . 70 -
79 bodů, B. . . 80 - 89 bodů, A. . . 90 - 100 bodů. Pokud student nezı́ská
alespoň 50 bodů, musı́ pı́semný test opakovat. Chce-li student zı́skat lepšı́
ohodnocenı́, než ukazuje pı́semný test, může, po dohodě se zkoušejı́cı́m,
přijı́t na ústnı́ zkoušku.

Sylabus přednášky je dobře vyvážený tak, aby studenti měli možnost
nahlédnout do těch oblastı́ matematiky, kam nesahá Matematika I ani
Matematika II, ale které jsou přesto napřı́klad při modelovánı́ chemických
procesů nezbytnostı́.
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Přı́klad pı́semn ého testu a jeho vzorov é řešenı́

Najděte rozvoj funkce f (x) = cos 2x do Taylorovy řady v bodě a = π
4 , zjistěte

pro která x řada konverguje. 25 bodů
Řešenı́ Několik derivacı́ a obecně sudou a lichou derivaci
f (x) = cos 2x f (π

4 ) = 0
f ′(x) = −2 sin 2x f ′(π

4 ) = −2
f ′′(x) = −4 cos 2x f ′′(π

4 ) = 0
f ′′′(x) = 8 sin 2x f ′′′(π

4 ) = 8
f ′′′′(x) = 16 cos 2x f ′′′′(π

4 ) = 0 . . . . . . . . . . . . . . . 3 body...
...

f (2n)(x) = (−1)n22n cos 2x f (2n)(π
4 ) = 0

f (2n+1)(x) = (−1)n+122n+1 cos 2x f (2n+1)(π
4 ) = (−1)n+122n+1 . . . . . . 10 bodů

Řada
∞∑

n=0

(−1)n+1 22n+1

(2n + 1)!
(x − π

4
)2n+1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 body

Konvergence řady např. podı́lové kriterium

lim
n→∞

|(−1)n+2| 22n+3

(2n+3)!
|x − π

4 |
2n+3

|(−1)n+1| 22n+1

(2n+1)!
|x − π

4 |2n+1
= lim

n→∞

4|x − π
4 |

2

(2n + 3)(2n + 2)
= 0 . . . . . . 8 bodů

Řada konverguje pro všechna x ∈ R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 body
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Necht’ A je čtvercová matice se singulárnı́m rozkladem A = USVT .

(a) Jaký je singulárnı́ rozklad matice AT?

(b) Je-li A invertovatelná, jaký je singulárnı́ rozklad matice A−1?

(c) Ukažte, že |det(A)| je rovna součinu singulárnı́ch hodnot matice A.

15 bodůŘešenı́

(a) A = USVT, A ∈ Rn×n , AT = (USVT)T = VSTUT = VSUT , kde

S =

[
S̃r×r 0r×(n−r)

0(n−r×r 0(n−r)×(n−r)

]
, S̃ =

 σ1 0
. . .

0 σr

 ,

σ1, . . . , σr jsou nenulové singulárnı́ hodnoty matice A . . . . . . . . . . 4 body

(b) An×n invertovatelná ⇐⇒ hodnost matice A = n , t.j. všechny singulárnı́
hodnoty jsou nenulové. A−1 = (USVT)−1 =

= (VT)−1S−1U−1 = VS−1UT , S−1 = diag(
1
σ1

, . . . ,
1
σn

) . . . . . . . . . 5 bodů

(c) |detA| = |det(USVT)| = |det(U)det(S)det(VT)| = |det(S)| = σ1 · σ2 · · ·σn,
protože U a V jsou ortogonálnı́ matice, jejich determinant je 1 nebo −1
a singulárnı́ hodnoty jsou nezáporné. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 bodů
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Vypočtěte vlastnı́ čı́sla a vlastnı́ vektory matice

A =

(
1 −1
1 1

)
.

Jaké jsou singulárnı́ hodnoty matice A? 10 bodů

Řešenı́ Charakteristický polynom a vlastnı́ čı́sla matice A:

A − λE =

[
1− λ −1

1 1− λ

]
, λ2 − 2λ + 2 = 0 ⇒ λ1,2 = 1± i . . . . 2 body

Vlastnı́ vektor přı́slušný λ1 = 1 + i je h1 = (1,−i)T , vlastnı́ vektor
přı́slušný λ2 = 1− i je h2 = (1, i)T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 body

Singulárnı́ hodnoty jsou odmocniny z vlastnı́ch čı́sel matice ATA
(nebo z vlastnı́ch čı́sel matice AAT).

ATA =

[
2 0
0 2

]
σ1 = σ2 =

√
2

jsou hledané singulárnı́ hodnoty. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 bodů
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Necht’ D je kruh o poloměru a umı́stěný v počátku. C je jeho hranice
orientovaná proti směru hodinových ručiček. Pomocı́ Greenovy věty zjistěte,
pro kterou nenulovou hodnotu a je∫

C
(−y +

1
3

y3 + x2y)dx = 0 .
25 bodů

Řešenı́

−→
F (x , y) = (F1(x , y), F2(x , y)) = (−y +

1
3

y3 + x2y , 0) , . . . . . . . . . 1 bod∫
C

−→
F
−→
dr =

∫∫
D

(
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)
dA =

∫∫
D
(1− y2 − x2)dxdy . . . . . . . 5 bodů

D . . . kruh =⇒ substituce do polárnı́ch souřadnic:

x = r cos(t) r ∈ (0, a〉 ,
y = r sin(t) t ∈ 〈0, 2π) .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 bodů

∫
C

−→
F
−→
dr =

∫ 2π

0

∫ a

0
(1− r 2)rdrdt =

π

2
a2(2− a2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 bodů

=⇒ integrál je nulový pro a =
√

2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 bod
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Rozhodněte, zda daný operátor T je lineárnı́ a spojitý. V kladném přı́padě
určete normu operátoru.

T : X → X , T (f ) = t f (t2) pro f ∈ X , X = C([0, 1]), ‖f‖ = max
t∈[0,1]

|f (t)|.

25 bodů
Řešenı́
Ověřenı́ linearity operátoru . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 bodů
Spojitost:
Protože funkce t2 zobrazuje interval [0, 1] na [0, 1] platı́
max
t∈[0,1]

|f (t2)| = max
t∈[0,1]

|f (t)| . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 bodů

‖Tf‖ = max
t∈[0,1]

|t f (t2)| ≤ max
t∈[0,1]

|f (t2)| = max
t∈[0,1]

|f (t)| = ‖f‖ . . . . . . 5 bodů

‖T‖ ≤ 1, operátor T je spojitý . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 body
Norma operátoru
Zvolme funkci f0 ≡ 1, ‖f0‖ = 1 a platı́
‖T‖ ≥ ‖Tf0‖ = max

t∈[0,1]
|t | = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 bodů

‖T‖ = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 body.


	Main Part
	Cíle
	Sylabus
	Základy teorie císelných a funkcních rad
	Základy lineární algebry
	Úvod do funkcionální analýzy
	Základy vektorové analýzy

	Doporucená studijní litetratura
	Zápocet a zkouška
	Príklad písemného testu a jeho vzorové rešení


